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Esta figura representa las graficas de varias funciones
exponenciales f(x) = a” para distintos valores de a.
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Modulo 1

Algebra

1.1 Operaciones de nimeros reales

Esta seccién es un repaso de las operaciones de fracciones, el valor ab-
soluto de los niimeros reales y el orden de operaciones en los nimeros
reales.

Operaciones de fracciones
Simplificar una fraccion

Cuando el numeradory el denominador de una fracciéon son divisibles por
un mismo namero podemos dividirlos entre este niimero y asi obtenemos
una fraccion equivalente.

15
Ejemplo 1. Simplifique la fraccion YR

Solucion.
15 15+3 5
24 24=3 8

: .15 5 : . 5

En el ejemplo anterior, Y 3 son fracciones equivalentes. Obtenemos 3
15

al dividir el numerador y el denominador de 21 entre 3y, similarmente,

15 5
obtenemos 21 al multiplicar el numerador y el denominador de 3 por 3.



Un curso de precéalculo: la teoria

Para obtener fracciones equivalentes podemos multiplicar el numerador
y el denominador de una fracciéon por un mismo namero o dividirlos en-
tre un mismo niimero, siempre que este niamero sea distinto de cero. No
obtenemos fracciones equivalentes sile sumamos o le restamos el mismo
nimero al numerador y al denominador de una fraccion. Este es un error
que debemos evitar.

Producto de fracciones

El producto de dos fracciones es la fraccion que tiene como numerador al
producto de los dos numeradores y como denominador al producto de los

dos denominadores. Esto es:
ac

@ c_
b d bd

11 6
Ejemplo 2. Multiplique las fracciones 71 y simplifique el resultado.

Solucion.
11 6 11-6 multiplicamos los numeradores y los

4 5 4-5 denominadores

= — 66 y 20 son divisibles entre 2

66 dividimos el numerador yel

2% denominador entre 2
33 esta fraccion es irreducible, pues 33 y 10 no
10 tienen divisor mayor que 1 en comun.

A veces, en un producto de fracciones, es conveniente simplificar antes
de multiplicar los numeradores y los denominadores. Esto nos permitira
trabajar con nimeros mas pequenos.

24 15
Ejemplo 3. Multiplique las fracciones % 16 y simplifique el resultado.

Solucion.
24 15 24-15

25 16 25-16
3
-15
= 24’— , dividimos a 24y a 16 entre 8
25 - 16"
3
3 -
= ) dividimos a 15y a 25 entre 5
2572

10



Algebra

w
w

[\

5.
9 - .
=10 multiplicamos los numeradores y los denominadores.

—_

Ahora intente hacer el ejercicio 1 para la clase de La practica 1.1

Division de fracciones

Para dividir una fraccién entre otra debemos multiplicar la primera frac-
cion por el inverso multiplicativo de la fraccion que esta dividiéndola. Es
decir:

¢
" d

be

@ d_ad
b c

Sall RS

2 11
Ejemplo 4. Divida las fracciones = = vy y simplifique el resultado.

Solucion.
12 11 B 12 4

= = T3 10 multiplicamos por la fraccién inversa

48
55

Para la divisién de fracciones también podemos utilizar la notacion de
fraccion compuesta por fracciones. Es decir, podemos escribir la division
de fracciones como una gran fraccion cuyo numerador y denominador
son a su vez fracciones. En este caso podemos utilizar la “ley de las orejas”
como ayuda visual.

3 7
Ejemplo 5. Divida las fracciones 3 < R y simplifique el resultado.

Solucion.
3
3.7 i>> escribimos esta division como una
g8 15 7 fraccion compuesta por fracciones
15

multiplicamos los niimeros que conectan las
3.15 orejas: el producto indicado por la oreja
=< grande es el numerador y el producto

8.7 indicado por la oreja pequena es el
denominador
45
56

11



Un curso de precéalculo: la teoria

En el numerador de la fraccién que resulta escribimos el producto indica-
do porla oreja grande y en el denominador, el que indica la oreja pequefa.

Ahora intente hacer el ejercicio 2 para la clase de La practica 1.1

Sumay resta de fracciones

Primero, haremos sumas y restas de fracciones que tienen el mismo de-
nominador. En este caso, dejamos el denominador comtn y sumamos o
restamos los numeradores, segun el caso.

13 22 4
Ejemplo 6. Sume las fracciones n + n + — y simplifique el resultado.

9
Solucion.
13 22 4 13+22+4
9o Te T T 9
39
=3 sumamos los numeradores
39" -
= — dividimos a 39 y a 9 entre 3
9
13
3

12 9
Ejemplo 7. Reste las fracciones T & y simplifique el resultado.

Solucion.
12 9 12-9
5 5 5

= restamos los numeradores

Silas fracciones tienen denominadores diferentes, debemos hallar frac-
ciones equivalentes que tengan el mismo denominador. Una manera de
hacer esto es utilizando las fracciones equivalentes cuyo denominador
es el producto de los denominadores. Es decir, multiplicamos el nume-
rador y el denominador de cada fraccion por el denominador de la otra
fracciéon. El denominador comun serd, en este caso, el producto de los
denominadores.

12



Algebra

11 4
Ejemplo 8. Sume las fracciones 5 + 9 y simplifique el resultado.

Solucion.

11 4 11.9 4.6 multiplicamos el numerador y el
— + - =——+ —— denominador de cada fraccién por
6 9 6-9 -6 i .,

el denominador de la otra fracciéon

_ @ % obtenemos fracciones con el mismo

54 = 54 denominador

99 4+ 24
= 71 sumamos los numeradores
123
54

41

=" dividimos a 123 y a 54 entre 3

547
41
18

El método que acabamos de utilizar se llama método de los productos cru-
zados y en general se utiliza asi:

Q+E_ad+cb
b d  bd
E_E_ad_d)
b d  bd

En lugar de trabajar con el producto de los denominadores como deno-
minador comin, podemos utilizar un nitmero mas pequeio que llamare-
mos el minimo comdin denominador. Este minimo comtn denominador
es justamente el minimo comtin multiplo de los denominadores, es decir,
el nimero mas pequeio que es divisible entre los denominadores.

En el ejemplo anterior utilizamos como denominador comun el 54 que
es el producto de 6 y 9, por lo tanto, es divisible entre 6 y entre 9. Sin em-
bargo, podriamos haber utilizado el minimo comun multiplo de 6 y 9. Para
hallarlo debemos descomponer a6 y a9 en productos de niimeros primos.

Un ntmero natural (entero y positivo) mayor que 1 es primo si es divisi-
ble tinicamente por 1y por él mismo. Los primeros diez nimeros primos
son 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29. Para descomponer un nimero como

13



Un curso de precéalculo: la teoria

producto de nimeros primos usamos el siguiente algoritmo. Verificamos
si el namero es divisible por 2. Si no lo es, intentamos con el siguiente nu-
mero primo, 3. Seguimos asi, sucesivamente, hasta encontrar un niiomero
primo que divida a este nimero. Cuando lo encontramos, dividimos el
namero entre este nimero primo y repetimos el algoritmo con el cocien-
te obtenido, hasta obtener 1 como cociente.

Este algoritmo aplicado al namero 6 se puede presentar de la siguiente
manera.

6|2 6 es divisible por2y 6 -2 =3
313 3 no es divisible por 2, pero es divisible por3y3 +-3 =1
1

Los numeros de la columna derecha son los factores primos de 6, asi
6 = 2 - 3. Similarmente,

—_— W O
LW w

y9=3-3.

El minimo comun maultiplo es el producto de todos los niimeros primos
comunes y no comunes que aparezcan en la descomposicion de ambos
nameros, el mayor nimero de veces que aparezca en ambas descompo-
siciones. En este caso, el minimo comun multiplo de 6 y 9 es

2-3-3=18.

18 es divisible entre 6 y entre 9 y es menor que 54. Veremos que al uti-
lizar este minimo comtn denominador, obtendremos fracciones equiva-
lentes que tienen numeradores mas pequefios y esto puede facilitar los
calculos. Si trabajamos con 18 como denominador comin para las nuevas
fracciones equivalentes, debemos hallar el factor por el que que debemos
multiplicar al numerador y al denominador de cada una de las fracciones

. . ., . 11
originales. Para obtener una fraccion equivalente a n que tenga un deno-

minador de 18, debemos multiplicar su numerador y su denominador por
3,yaque6-3 =18 (0 18 + 6 = 3). Para obtener una fracciéon equivalente
4

a 9 que tenga un denominador de 18, debemos multiplicar su numerador
y su denominador por 2,yaque 9-2 =18 (0 18 -9 = 2).

11 4
Ejemplo 9. Sume las fracciones 5 + 9 y simplifique el resultado.

14
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Solucion.
El minimo comtin denominador es 18.
multiplicamos el numeradory el
11 4 11.3 4.9 denominadorde ca}da fraccion por
— + - = —— + —— el nimero necesario para obtener
6 9 6-3  9-2 . .
fracciones equivalentes que tengan
denominador 18

33 n 8
18 18
41
— = sumamos los numeradores

Obtuvimos el mismo resultado que con el método de los productos cru-
zados, pero al final no tuvimos que simplificar la fraccion.

. ) 13 7T s .
Ejemplo 10. Reste las fracciones 20 15 utilizando el minimo comuin
denominador. Simplifique el resultado.

Solucion.
Primero debemos encontrar el minimo comtn denominador, descompo-
niendo los denominadores en productos de nimeros primos.

20 =2-2-5y15 = 3 -5, asi que el minimo comun denominador es

2-2-3-5=060.
multiplicamos el numeradory el

13 7 13.3 7.4 den?minador de cgda fraccion por

0 15 203 15.4 el NUMero necesario para obtener
fracciones equivalentes que tengan
denominador 60

39 28
60 60
11
= @ restamos 108 numeradores

Ahora intente hacer el ejercicio 3 para la clase de La practica 1.1

Valor absoluto

Cuando hablamos del valor absoluto de un niimero real, debemos pensar
en los nimeros ordenados sobre la recta real. Esta es una recta real con
algunos numeros marcados:

15



Un curso de precéalculo: la teoria

|
2
V5 43

(@)

Mol —

El valor absoluto de un ntiimero es la distancia que hay entre dicho name-
ro y 0. Lo denotamos con una linea vertical a cada lado del namero. Por
ejemplo, el valor absoluto de 3 lo denotamos |3| y es la distancia que hay
entre 3y 0, es decir, 3 unidades.

3] =3
Ejemplo 11. Halle el valor absoluto de —4.

Solucioén.
El valor absoluto de —4 es la distancia que hay entre —4 y 0.

1 I3I 4I

1
N}
1
—
@]
N|—= —

Hay 4 unidades entre —4 y 0. Entonces tenemos que | — 4| = 4.

En general, si un nimero real a es positivo, |a| = a y si un namero real b
es negativo, su valor absoluto es el mismo ntimero pero positivo, esto es
|b| = —b.

Orden de operaciones

Cuando realizamos varias operaciones de nimeros reales a la vez debe-
mos tener en cuenta el orden en el que las debemos hacer. Algunas veces
el orden en que las realicemos afectara el resultado final. Cuando no hay
paréntesis, debemos realizar primero las multiplicaciones y las divisio-
nesy después las sumas y las restas.

3
Ejemplo 12. Realice las operaciones 1 + 2 - 5y simplifique el resultado.

Solucion.

3 3 1
1 +2-5=—-+410 primero multiplicamos 2 -5

40 hallamos una fraccion equivalente a

4
3
4 4 10 con denominador 4
4

3
= 7 sumamos los numeradores

16
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Si quisiéramos realizar la suma antes de la multiplicacion debemos utili-
zar unos paréntesis para indicarlo, asi:

3 3 8 11 55
Z492)l.5=(Z4+2).5="2.5="2
(4+) ° (4+4) =T

El resultado es diferente.

Ahora intente hacer el ejercicio 4 para la clase de La practica 1.1

Ejemplo 13. Realice las operaciones 21 —9 -3+ 5y simplifique el resultado.
Solucion.

21—9+345=21—-3+5 primerodividimos a 9 entre 3
=23 sumameos y restamos

Podemos realizar la resta y la suma del final en el orden que queramos,
(21-3)+5=18+45,(21+5)—3=26—30(—3+5)+21 =2+ 21.

En caso de que tengamos multiplicacion y division, seguimos el orden en
el que aparezcan, es decir, el mismo orden de lectura.

Ejemplo 14. Realice las operaciones indicadas y simplifique el resultado.

a) 15+-5-4
b) —60+-2-=6
Solucion.
a) 15+5-4=3-4 primero dividimos a 15 entre 5
=12  multiplicamos
b) —60 -2 =6 = —30=+6 primero dividimos a —60 entre 2

= -5 dividimos nuevamente

El valor absoluto también acttia como un paréntesis en el sentido de que
agrupa operaciones, pero ademas vuelve los valores positivos.

Ejemplo 15. Realice las operaciones 18 — [3 — 2 - 5| y simplifique el
resultado.

Solucion.
Primero resolveremos las operaciones que estan dentro del valor absolu-
to, en el orden correcto.

17



Un curso de precéalculo: la teoria

18 —[3—-2-5|/ =18 — |3 — 10| primero multiplicamos

=18—|—7|  restamos
=18—-7 hallamos el valor absoluto de —7
=11 restamos nuevamente

Debemos realizar primero las operaciones que estan dentro del valor ab-
soluto, luego calcular el valor absoluto de este resultado y después realizar
las demas operaciones.

Ahora intente hacer el ejercicio 5 para la clase de La practica 1.1

1.2 Exponentes enteros

Cuando queremos multiplicar a un nitmero por si mismo varias veces po-
demos utilizar la notaciéon de exponentes en lugar de escribir todas las
multiplicaciones.

Escribimos o™ para expresar que a estd multiplicado por si mismo n veces,
es decir,

at=a-a-...-a
——

n veces

Lo decimos “a elevado a la n” o simplemente “a a la n”. A n lo llamamos
el exponente y a a la base.

En este caso, n representa un entero positivo y a representa cualquier na-
mero real.

Ejemplo 1. Evalue la expresion 3°.

Solucion.
3° representa 3 multiplicado por si mismo 5 veces, es decir:

3»=3-3-3-3-3
=243
Cuando evaluamos expresiones que involucran otras operaciones, debe-
mos resolver primero lo que esté entre paréntesis, luego los exponentes,

luego las multiplicaciones y las divisiones, y finalmente las sumas y las
restas.

Ejemplo 2. Evalte las expresiones.
1 4
a —
' (5)

18
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b) (-2)°
c) —26

Solucion.

1\* I o .
a) 1 representa 1 multiplicado por si mismo 4 veces, es decir:

() RAUACAY

b) (—2)° representa —2 multiplicado por si mismo 6 veces, es decir:

(=2)"=(=2)-(=2) - (=2) - (-2) - (-2) - (-2)
= 64

c) —2° representa —1 - 2. Debemos resolver primero el exponente y
después la multiplicaciéon. Asi que en este caso:

—96 — _1.96
=—1-64
= —064

En las partes b) y c) del ejemplo anterior hay que tener cuidado con el
signo. Los paréntesis de la parte b) indican que —2 se multiplica por si
mismo (con su signo), y como esto se hace un ntumero par de veces (6), asi
que el resultado es positivo. En la parte c) el resultado es diferente porque
el nimero que esta elevado a la 6 es 2 (no —2) y después de resolver el
exponente colocamos el signo negativo. Por eso, el resultado es negativo
en este caso.

Ahora intente hacer el ejercicio 1 para la clase de La practica 1.2

Propiedades de los exponentes

Ahora veremos las propiedades de los exponentes, que son las reglas que
nos permiten evaluar y simplificar expresiones que tienen exponentes.
Estas propiedades salen naturalmente de la definicién de los exponentes.
Sean m,n > (0 nameros enteros y ¢ un numero real.

19



Un curso de precéalculo: la teoria

[1]a" a™=a"™ porquea”-a" =a-a-...-a-a-a-...-qa

Vo Vo
n veces m veces

=a-a-...-a
D —
n-+m veces

— an+m

n 0+n

[ 2] a° = 1paratodontmeroreala,a # 0, porquea’ - a” = a

S
|

:an

para cualquier n
Como a° - ™ = a"™ debemos tener que a° = 1.

n veces hay mas factores
a—n:a"*msin>mporque£:a'a"”'a en el numerador
am™ a™ a-a-...-a queenel
m veces denominador
simplificamos y
=a-a-...-a nossobrann —m

n—m veces factores

Ahora, jqué pasa si n < m? Obtendriamos un namero negativo en el ex-
ponente, n — m. Queremos que la propiedad sea cierta para cuales-
quiera dos exponentes. Entonces jqué significa ¢ ~" cuando n es un entero
positivo?

1 _ _
[4]a™=— porque o™ = """
a

o  paraque se cumpla la propiedad

a )

= con cualesquiera dos
exponentes

= E

De esta forma, la propiedad es cierta para cualesquieran y m, es decir,

— = ¢"" " para todos n y m ntimeros enteros

20
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En caso de que m sea mayor que n esto significa que tenemos mas fac-
tores en el denominador que en el numerador y al simplificarlos, nos so-

bran m — n factores en el denominador. Esto es que es equivalente

am—n

aq~(m=m g gnm,

De hecho, las propiedades| 1 |,| 2 |y| 3 | se cumplen para cualesquiera
m y n nameros enteros, aunque no sean positivos.

Ejemplo 3. Simplifique las expresiones dejando inicamente exponentes
positivos.
a) (32°)(z°)

8x3

b
) 1225
Solucion.

agrupamos los niimeros y las expresiones
que tengan la misma base x

= 32°%®  utilizamos la propiedad

a) (32°)(2°) = 3(2°2°)

= 3!
2
8.1/’3 8/ 1,3 )
T A agrupamos los nameros y las
oA expresiones que tengan la misma base x

2
= 237" utilizamos la propiedad

=33 dejamos tinicamente exponentes positivos
t utilizando la propiedad| 4 |

Ejemplo 4. Simplifique las expresiones dejando inicamente exponentes
positivos.

a) (22%y")(52%")

696 21
15xy?%2°
45y

7
c) 65y (12z")

21



Un curso de precéalculo: la teoria

Solucion.

a) (22°y7)(52%y") = (2-5)(2°2®)(y"y") agrupamos los nameros y las
expresiones que
tengan la misma
base

= 102718y utilizamos la propiedad
— 10x13y14

G~ g0 45 .4 Agrupamos los nameros y las
=53 — expresiones que tengan la misma

base
2 1 .
= gx9_1y6_2z4_9 utilizamos la propiedad
2
== 2Byt d
958y dejamos unicamente exponentes
Y

positivos utilizando la propiedad

agrupamos los

4 Ty numeros y las
6By 6 & x® y=6  expresiones que
tengan la misma base

utilizamos las

. —5+7-5, 1—(—6)
= (4-2)257 %y propiedades[1 ]y[ 3 |

= 8z %y"

dejamos tinicamente
8y exponentes positivos
3 utilizando la propiedad

4]

Ahora intente hacer el ejercicio 2 para la clase de La practica 1.2

La siguiente propiedad nos dice que cuando una potencia se eleva a un
exponente, el exponente del resultado es el producto de los exponentes.

22
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-

") = a™™ porque

(@")"=g"-a"-...-a"
m veces
n veces n veces n veces
—@a. ) @a ... (a2
=a-a-...-a
:a,n.m

Debemos tener cuidado, puesto que (a™)™ no es lo mismo que a™". En la
expresion ¢"" no hay paréntesis y se debe resolver primero la potencia
n™ y después la otra. En otras palabras, se entiende que ™" = ("), Por
ejemplo, (23)2 es 26, mientras que 23” es 2°.

Las propiedades que siguen hablan de como se comportan los exponentes
cuando hay un producto o una division elevada a un exponente.

[ 6] (a-b)" = a™b"porque (a-b)" = (a-b) - (a-b)-...-(a-b)

(.

~~
n veces

=a-a-...-a-b-b-... - reagrupamos
nV‘e,CES nV‘erCES
=q"-b"
71 (5) = e (5) =) G) ()
o) T PO S0\ )

g

n veces

n veces

~——— multiplicamos los
a-a-...-a

= —— numeradoresy los
b-b-...-b .
“———denominadores

n veces

an

= b_n

Ejemplo 5. Simplifique las siguientes expresiones dejando inicamente
exponentes positivos.

a2\ ?
) (%)
(—624y%)~2

22y —3

b)

23
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Solucion.

a2\ ? (a2b—4)3
a) ( 5.3 ) = o) utilizamos la propiedad | 7 |

(@)@ ,
= Sy utilizamos la propiedad | 6 |
a6b_12
= R utilizamos la propiedad | 5 |
c

6 dejamos tinicamente exponentes
positivos utilizando la propiedad

Qb2 El

(—627%y°)"%  (—6)"22%y~'0 utilizamos las propiedades

a

b , = -
) w2y w?y = [5]yl6]
ISy—lﬂ
= ———— utilizamos la propiedad
(622 propiedad| 4 |
x8_2y_10_(_3)
ST — utilizamos la propiedad
l‘6y77
" 36
6 dejamos unicamente
= 3607 exponentes positivos
Y

utilizando la propiedad| 4 |

Ahora intente hacer el ejercicio 3 para la clase de La practica 1.2

3\ 3
Ejemplo 6. Evaluae la expresion <_Z_l> .

Solucioén.
3\ 1 . .
(_Z) = 7 utilizamos la propiedad | 4 |
.
1
— (_:13)3 utilizamos la propiedad| 7 |
43
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43
= utilizamos la ley de las orejas
(—=3)°
64
27
i ) a\ " b\"
En el ejemplo anterior podemos observar que (5) = (—) .
a

Ahora intente hacer el ejercicio 4 para la clase de La practica 1.2

Las propiedades @ y se pueden pensar como que “el exponente se
distribuye en la multiplicacion y en la division”. Sin embargo, esto no es
cierto en el caso de la suma ni de la resta. El exponente no se distribuye en
la suma ni en la resta. Es decir, no es cierto que (a +b)" seaigual a a™ + b"
ni que (a — b)" seaigualaa™ — b™

(a+0)" #a"™+b"

(a—0)"#a" ="

Este es un error que debemos evitar.
Ejemplo 7. Evalte la expresion (272 — 372)~1,

Solucion.
Evitamos distribuir el exponente en la resta, pues esto seria un error. De-
bemos seguir el orden de operaciones.

1 1\
(272 -3 = (§ - 3—2) utilizamos la propiedad| 4 |

11\

=(1-3 evaluamos los exponentes
9—4\"" :

=\ =55 restamos las fracciones
5 —1

= <%) simplificamos
1 i .

=— utilizamos la propiedad | 4 |
36

36
== simplificamos
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Ahora intente hacer el ejercicio 5 y el ejercicio 6 para la clase
de La practica 1.2

Tabla 1. Resumen de las propiedades de los exponentes

N.° Propiedad Ejemplo
1 am-a™ = qgntm 23 .24 =27 =128
2 | a9 =1paratodoa #0 60 =1
3 ﬂ —gn—m f — 34 — 81
am 32

1 1 1
4 a "= — 472 = — = —

an 42 16
5 (a™)™ = g™ (10%)* = 108 = 100 000 000
6 (a-b)" =a™ - b" (4-5)2 =42 .52 =16 - 25 = 400
- (a) _an 5\% 5% 125

b/ b 2) 23 8

1.3 Exponentes racionales

En la seccion anterior vimos las potencias que tenian exponentes ente-
ros, positivos y negativos. En esta seccion veremos aquellas que tienen
exponentes racionales, es decir, expresiones de la forma a™™ donde m y
n son nimeros enteros sin divisor comun, salvo 1,y n > 0.

Primero definiremos a'/" (con n > 0) de forma que se sigan cumpliendo
las propiedades de los exponentes que vimos en la seccién anterior. Mas
especificamente, si queremos que se cumpla la propiedad debemos

tener que
(al/n)” _ a(l/n)-n _ CLl —a

Entonces a!/™ es aquel ntimero que, al elevarlo ala n, el resultado es a. Por
convencion, diremos que cuando n es par, ¢'/" es aquel niimero mayor o
igual que cero que, al ser elevado a la n, el resultado es a.

Utilizamos también la notacién de la raiz n-ésima para esta expresion,
esto es

En el caso en que n es 2, la notacion es simplemente +/a.

Ejemplo 1. Evalue las siguientes expresiones.

a) 161/4
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b) (—64)"/?
Solucion.
a) 16'/4 también lo podemos escribir como v/16, la raiz cuarta de 16. Es

aquel namero mayor o igual que cero que, cuando lo elevamos a la 4,
obtenemos 16. Entonces

16'/* = 2 porque 2* = 16

b) (—64)'/3 también lo podemos escribir como /—64, 1a raiz ctbica de
—64. Es aquel nimero que, cuando lo elevamos a la 3, obtenemos
—64. Entonces

(—64)"/* = —4 porque (—4)* = —64.

A veces a'/" no existe. Por ejemplo, (—16)1/4 no existe, ya que no hay nin-
gan numero real que al ser elevado a la 4, dé como resultado —16. De he-
cho, cualquier niimero real elevado a un exponente par da como resultado
un numero positivo. Por eso, si n es un nimero par y a es negativo, a'/"
no existe.

Ahora intente hacer el ejercicio 1 para la clase de La practica 1.3

1/n

Ahora que ya hemos definido a'/” podemos definir ¢”/" por medio de la

propiedad|[ 5 |

am/n _ (al/n>m 0 am/n _ (am)l/n

Esta es otra forma de escribirlo:

am/n _ (%)m 0 am/n — aqm

Sin es un nimero par, a debe ser positivo para que a'/™ = {/a esté definida.

Se puede probar que con esta definicion se seguiran cumpliendo las siete
propiedades de los exponentes.

Ejemplo 2. Evalte las siguientes expresiones.

a) 272%/3
b) (—32)*°

27



Un curso de precéalculo: la teoria

9 —3/2
9 (2—5)

Solucion.

2
) 277 = (V27)
=32 porque v/27 = 3
=9

También podriamos evaluar esta expresion como v/272, aunque esto
requeriria trabajar con un niimero mayor.

b) (—32)"° = (¥=32)"

= (-2)* porque v/—32 = —2
=16

También podriamos evaluar esta expresion como +/(—32)4, aunque
esto requeriria trabajar con un nimero mayor.

9\ ~%2 55\ 3/2
c) (2—5> = (§) utilizamos la propiedad| 4 |

3/2
— 2953T utilizamos la propiedad
(v25)°
(o)’
53
T3
1
27

Ahora intente hacer el ejercicio 2 para la clase de La practica 1.3

Observacion. Cuando evaluemos expresiones de la forma +/a”, debemos
tener cuidado cuando n sea par. Si n es par, v/a® = |a|, ya que al elevar
cualquier ntumero real ¢ a la n (par) obtenemos un niimero positivo. Por

ejemplo, \/(—9)2 = v/81 = 9, no —9.

Ejemplo 3. Simplifique las siguientes expresiones dejando tinicamente
exponentes positivos.
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a) +/8lxdy*

b) (8a%%2)** . (a¥/4h=1/3) cona > 0y b > 0

2—2/3 72 1/6
C) W F conz,y >0
d) v/tv/t cont >0

Solucion.

2) W — RV W utilizamos la propiedad @ con

la notacién de +/
= 324 |y
=327 [y

Ahora intente hacer el ejercicio 3 para la clase de La practica 1.3
b) (8a6b3/2)2/3 ) (a3/4b_1/3) _g2/3 (a6)2/3 (b3/2)2/3 ) (a3/4b_1/3)
utilizamos la propiedad | 6 |
= (\/é)z alh - (a®/1h1?)
utilizamos la propiedad
YA/ pL-1/3
utilizamos la propiedad

— 404 /3

Ahora intente hacer el ejercicio 4 para la clase de La practica 1.3

x~2/3 =2\ /6 B x~2/3 x1/3 utilizamos las
c) yi/2 Y3 A\ gyl Y12 propiedadesy
—2/3 . p=1/3

multiplicamos las

o yl/2 L y1/2 fracciones

-1
=0 utilizamos la propiedad
=t utilizamos la propiedad | 2 |
1 dejamos unicamente
oz exponentes positivos

Ahora intente hacer el ejercicio 5 para la clase de La practica 1.3
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d) VeV = (t-1/2)"°

= (t*?) % utilizamos la propiedad
— t1/? utilizamos la propiedad

Ahora intente hacer el ejercicio 6 para la clase de La practica 1.3

1.4 Polinomios

En esta seccion, estudiaremos los polinomios que son expresiones alge-
braicas de la forma

™ + ap 12"+ 4 agr? + ax + ag

donde x 1a llamaremos la variable y ag, a1, as, . . ., a,, SOon nameros reales
que llamaremos los coeficientes. Cada una de las expresiones que estan
separadas por el simbolo + (los a;27 para j = 0,1,2,...,n)se llaman tér-
minos del polinomio. El término con coeficiente diferente de 0 que ten-
ga el exponente mas grande se denomina el término principal, y el coefi-
ciente de este término se llama el coeficiente principal del polinomio (si
a, # 0, a,x™ es el término principal y a,, es el coeficiente principal).

El polinomio nulo es el polinomio que tiene todos sus coeficientes iguales
a 0. Elgrado de un polinomio no nulo es el exponente mas grande de todos
los términos (si a,, # 0, el grado del polinomio

" 4 a1 2"+ 4 agx® + a1 + ag es n).
Por lo general, para denotar a un polinomio escribimos
p(z) = apx™ + ap_12" . aex® + a1z + ag
Asi aclaramos que z es la variable y que el polinomio se llama p.

Ejemplo 1. Considere el polinomio
5
p(z) = =327 + §x6 —mat +102° — 1,422 — V2.

Diga cual es el grado de p. Haga una lista de sus coeficientes y de sus
términos. Diga cudl es el término principal y el coeficiente principal del
polinomio.

Solucion.
El grado del polinomio es 7, pues es el mayor exponente de todos los tér-
minos. Vamos a dar la lista de coeficientes en orden seglin el exponente
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de cada término, de mayor a menor. Observemos que a este polinomio le
hace falta un término con exponente 5 y un término con exponente 1. En
este caso, decimos que el coeficiente de z° y el de x son ambos 0 y los in-

5
cluimos en la lista de coeficientes. Coeficientes: —3, 3 0, —m, 10, —1,4,0

y —v/2. Tenemos en total 8 coeficientes para un polinomio de grado 7. En
general, si el polinomio es de grado n, este debe tener n + 1 coeficientes.

. 5 . L
Términos: —3z7, 5:56, —nzt, 1023, —1,42% y —+/2. Este polinomio tiene 6
términos. El término principal es —3z" y el coeficiente principal es —3.

Los polinomios que tienen un solo término se llaman monomios, los que
tienen dos términos se llaman binomios y los que tienen tres términos se
llaman trinomios. Por ejemplo, 122° es un monomio, 42°+8 es un binomio
y —4x? + 62 — 5 es un trinomio.

Podemos sumar polinomios, restarlos, multiplicarlos y dividirlos. A con-
tinuacion, veremos como hacerlo.

Suma de polinomios

Si tenemos dos polinomios p(z) = a, 2" +a, 12" +. .. +ayx® + a1z +ag
Y q(x) = bpt™ + by 2™+ .+ byx? + by + by, qUE No necesariamente
tienen el mismo grado, los sumamos agrupando los términos que tengan
el mismo grado y sumando sus coeficientes. Por ejemplo, si ambos poli-
nomios tienen un término de grado 2, la suma de estos dos términos sera
el término (a, + bo) x>

Ejemplo 2. Sume los polinomios p(z) = 42% — 92° + 82° — 222 y
q(r) = 122° — 5ot — 23 + 62° + 4.

Solucion.
p(z) + q(z) = (42° — 92° + 82° — 22%) + (122° — 5a* — 2° + 62° + 4)
= 42°% — 92° + 82° — 227 + 122° — 5! — 2® + 62° + 4
= (42°) + (—92° + 122°) + (=5z*) + (82° — 2°) + (—22° 4 62%) + (4)
agrupamos los términos que tengan el mismo grado
=42% + (—9+12)2° = ba* + 8 — 1) 2 + (—2+6)2° +4
sumamos los coeficientes de cada término
= 42° + 32° — 52t + T2® + 42® + 4
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Resta de polinomios

Para restar dos polinomios p(z) = a,2" +a, 12" ' +. ..+ asx? + a;x + ag
V() = bpt™ + by 1™ L+ L+ box® + by + by, qUe NO necesariamente
tienen el mismo grado, agrupamos los términos que tengan el mismo gra-
do y restamos sus coeficientes. Por ejemplo, si ambos polinomios tienen
un término de grado 2, el término de grado 2 de la resta p(z) — ¢(x) sera
el termino, (ay — by)z?.

Ejemplo 3. Sip(x) = 8z° — 323 + 522 + 4z + 3y q(x) = 62* + 23 — Tx 49,
halle la resta p(x) — ¢(x).

Solucion.
p(z) — q(z) = (82° — 32® + Ba® + 4z + 3) — (62" + 2° — Tz +9)

=82 —32° +52° + 4w +3 — 62" — 2 + T2 — 9

= (82°) + (02 — 62%) + (=32% — 2%) + (52%) + (dz + 7z) + (3 — 9)
agrupamos los términos que tengan el mismo grado

=8° +(0—6)zt + (-3 -1 2> +522+ 4+ 7))z + (3-9)
restamos los coeficientes de cada término

= 82° — 62 — 423 4+ 522 + 11z — 6

Ahora intente hacer el ejercicio 1 para la clase de La practica 1.4

Multiplicacioén de polinomios

Primero veamos como multiplicar dos monomios. Para esto utilizaremos
la propiedad | 1 | de los exponentes. Al multiplicar el monomio a,z" por
el monomio b,,z™ el resultado es

(anz™) - (™) = (anby,)x™ ™
tal como lo vimos en la seccion 1.2.
Si queremos multiplicar un monomio a,,z" por un polinomio
p(z) = bp2™ + by 2™+ b+ by
debemos utilizar la ley distributiva. Esto es,

(anz™) - p(z) = (anx™) -« (bpa™ + bp_1z™ ' + ...+ biz + by)
= (an2"™) - (bnx™) + (an2™) - (bp_12™ 1) + ...+ (anz™) - (012) + (anz™) - (bo)
multiplicamos cada término de p por el monomio

= apbpx™ ™ + apby 2" 4+ a, b+ ana02”

32



Algebra

Ejemplo 4. Multiplique el monomio 3z* por el polinomio
p(z) = 52" —32° + 2* — 62 + 9.
Solucion.
(3z*) - p(z) = (3z*) - (52" — 32° + 2" — 62+ 9)
= (3z) - (5x7) + (32%) - (—3x5) + (32%) - (x4) + (32*) - (—62) + (32*) - (9)
multiplicamos cada término de p por 3z*
= 152" — 927 + 32° — 182° + 272"

El resultado es un polinomio de grado 11 que es la suma de los grados del
monomio y del polinomio (4 + 7).

Ahora veamos como multiplicar dos binomios p(x) y ¢(z). Llamemos A
y B alos dos términos de p y llamemos C'y D a los dos términos de ¢,
es decir, supongamos que p(z) = A+ Byque ¢(z) = C + D. Esto nos
simplificara la escritura por el momento. Entonces para multiplicarapy
a ¢ utilizaremos la propiedad distributiva de la multiplicacion dos veces,
es decir:

p(x)-q(z) = (A+ B)- (C+ D)
=(A+B)-C+(A+B)-D
(A + B) se distribuye por izquierda en (C' + D)
=A-C+B-C+A-D+B-D
C se distribuye por derechaen (A + B)y D se
distribuye por derecha en (A + B)

En total, debemos hacer cuatro multiplicaciones de monomios, AC, AD,
BC'y BD,y sumar estos cuatro nuevos términos. Estas cuatro multiplica-
ciones las podemos representar con lineas curvas que unen los términos
que debemos multiplicar, de la siguiente manera:

(A+ B)-(C + D)

Ejemplo 5. Multiplique los binomios p(z) = 42% + 5y q¢(x) = 322 — 8x.

Solucion.
Dibujemos las cuatro multiplicaciones de los términos, simplemente co-
mo ayuda visual:
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(422+ 5) (322 — 8xz)

De esta forma, tenemos que

p(e) - g(x) = (42 +5) - (32° — 8)
= (42 - 32%) + (42° - (—8x)) + (5 32”) + (5 - (—8x))
= 122* — 3222 + 1522 — 40z

Si queremos multiplicar un polinomio p que tenga n términos por un po-
linomio ¢ que tenga m términos, debemos multiplicar cada uno de los
términos de p por cada uno de los términos de g. De esta forma, debemos
realizar n - m multiplicaciones de términos. Por ejemplo, si p tiene 4 tér-
minos, digamos p(z) = A+ B + C' + D y si g tiene 3 términos, digamos
q(z) = E + F + G entonces las multiplicaciones de los términos las po-
demos representar con las siguientes lineas curvas:

Son 12 multiplicaciones: AE, AF, AG, BE, BF, BG,CFE,CF, CG, DE,
DFy DG.

Ejemplo 6. Multiplique los polinomios p(z) = 4z% — 5z + 9y
q(x) = T2® — 622 4+ 10z.

Solucion.
Dibujemos las nueve multiplicaciones de los términos:

~

(42— 51+ 9)- (7:53—6\1'2—1-10:1:)
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p(x) - q(z) = (42* — 5z + 9) - (72° — 62% + 10z)
= 42? - 72% + 42* - (—627) + 42* - 102 + 5z - 72°
+ (=5z) - (—62%) + (=5z) - 10z +9-72* + 9 - (—62?) + 9 - 10x

multiplicamos los tres términos de p por los tres términos de ¢

= 282° — 242" + 402° — 352" + 302° — 502% + 632° — 542* + 90z

= 282° + (—24a* — 352%) + (402° + 302° + 632%) + (—502* — 542?) + 90z
agrupamos los términos que tengan el mismo grado

= 282" — 59x* + 1332° — 1042% + 90z
sumamos los términos que tengan el mismo grado

Ahora intente hacer el ejercicio 2 para la clase de La practica 1.4

Productos notables

Las siguientes identidades son igualdades que son ciertas cuando reem-
plazamos Ay B por cualquier valor o expresion algebraica.

Si elevamos al cuadrado la expresion A + B obtenemos la siguiente iden-
tidad que llamamos cuadrado de una suma.

(A+ B)? = A% + 2AB + B? porque
(A+B)*=(A+B)-(A+B)
=A-A+A-B+B-A+B-B
= A>+ AB+ BA + B?
= A*+2AB + B?
sumamos AB + BA porque AB = BA
Ejemplo 7. Realice la operacion (2z + 3)%.

Solucion.
En este caso tenemos cuadrado de una suma con A = 2z y B = 3. Aplica-
mos la formula para desarrollar la operacion

(27 + 3)% = (27)% + 2(27)(3) + (3)?
=42 + 122 +9

Si elevamos al cuadrado la expresion A — B obtenemos la siguiente iden-
tidad que llamamos cuadrado de una diferencia.

[2](A - B)?= A% - 2AB + B%porque

35



Un curso de precéalculo: la teoria

(A-B?=(A-B)-(A-B)
=A-A—-A-B-B-A+B-B
=A*—- AB-BA+ B®
= A? —2AB + B?
sumamos (—AB) + (—BA) porque AB = BA

Ejemplo 8. Realice la operacion (3z% — 4)%.

Solucion.
En este caso, tenemos cuadrado de una diferencia con A = 322y B = 4.
Aplicamos la formula | 2 | para desarrollar la operacion

(327 — 4)? = (32%)? — 2(32%)(4) + (4)?
=9z — 242% + 16

Ahora intente hacer el ejercicio 3 para la clase de La practica 1.4

Observacion. Como (322 — 4)* = (32 + (—4))?, en este caso también
podemos usar la formula| 1 |con A = 32y B = —4:
(322 — 4)? = (32%)% + 2(32?)(—4) + (—4)?

= 92" — 242* + 16

Si multiplicamos las expresiones A + By A — B obtenemos la siguiente
identidad que llamamos diferencia de cuadrados.

[3]|(A+B)-(A—- B) =A% — B?porque
(A+ B)-(A-B) =
=A-A+A-(-B)+B-A+B-(—B)
= A®> — AB + BA — B>
=A* - B?
restamos — AB + BA porque AB = BA

Ejemplo 9. Multiplique los binomios (6x + 5) - (6z — 5).

Solucion.
En este caso, de diferencia de cuadrados tenemos que A = 6z y B = b.
Aplicamos la formula| 3 | para desarrollar la operacion

(6 +5) - (6z — 5) = (6x)* — 5
= 3627 — 25
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Observaciéon. Como la multiplicacion es conmutativa, la féormula tam-
bién se usa para el caso (A — B) - (A + B). Es decir,

(A-B)-(A+ B)=A>- B>
Por ejemplo,

(x—=3)-(z+3)=(x+3) - (z—3)

=z2-9

Si elevamos al cubo la expresion A + B obtenemos la siguiente identidad
que llamamos cubo de una suma.
[4|(A+ B)* = A*+3A’B+3AB* + B?
porque (A + B)? = (A+ B) - (A+ B)?
=(A+ B)-(A*+2AB + B?)
=A-A*+A-2AB+A-B*+B-A*+B-2AB+ B B?
= A*+2A’B + AB* + BA*> + 2AB* + B®
= A® + 3A’B + 3AB* + B®
sumamos 2A42?B + BA? porque AB* = BA?
Ejemplo 10. Realice la operacion (322 + 2)3.

Solucion.
En este caso tenemos cubo de una suma con A = 322y B = 2. Aplicamos
la formula| 4 |para desarrollar la operacion
(322 +2)* = (32%)% + 3(32%)%(27x) + 3(32%)(22)* + (22)?
= 272° + 542° + 362" + 87

Si elevamos al cubo la expresion A + B obtenemos la siguiente identidad
que llamamos cubo de una diferencia.

(A— B)> =A% -3A’B +3AB?> - B3
porque (A + B)* = (A—B) - (A— B)?
= (A—B)-(A* - 2AB + B?)
=A-A*—A-2AB+A-B*-B-A*+B-2AB—- B- B’
= A® - 2A’B+ AB® — BA* + 2AB*> - B®
=A°-3A4°B+3AB* - B°
sumamos (—2A?B) + (—BA?) porque A’B = BA?

Ejemplo 11. Realice la operacion (2x — 5)3.
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Solucion.
En este caso tenemos cubo de una diferencia con A = 2y B = —5.
Aplicamos la formula para desarrollar la operaciéon

(27 — 5)% = (27)* — 3(22)*(5) + 3(27)(5)* — (5)*
= 82% — 602 + 1502 — 125

Observacion. Como (2z — 5)% = (22 + (—5))?, en este caso también po-
demos usarla formula| 4 [con A = 22y B = —5:

(22 — 5)% = (22)% 4 3(22)*(=5) + 3(22)(=5)* + (=5)3
= 82% — 602% + 150z — 125

Tabla 2. Resumen de los productos notables

N.° Formula Ejemplo

1 (A+ B)?> = A2+ 2AB + B? (3 +5)* = 92° + 30z + 81
2 (A—B)? = A?-2AB + B? (r—4)> =2 -8 +16

3 (A+B)-(A—-B)=A? - B? (e +7)- (22 —7) = 4a* — 49

4 | (A+BP?=A+34’B+3AB>+ B | (4r+1)® =642 +482° + 122+ 1

5 | (A-B)*=A%-3A’B+3AB> - B® | (52 —2)® = 1252® — 15022 + 60z — 8

Division de polinomios

Finalmente veremos como dividir un polinomio p(z) entre otro polinomio
d(x).Elproceso es muy similar al procedimiento utilizado para dividir dos
numeros reales. Recordemos la division de niimeros reales. Dividamos 89
entre 3.

P aqui colocaremos el cociente

divisor

En esta division, 89 se llama el dividendo y 3 el divisor. El resultado de
la division se llamara el cociente y lo pondremos en el espacio que hay
encima del dividendo.
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Nos preguntamos, “;cuantas veces cabe 3 en 8?” y escribimos 2 encima de
89 porque2-3 =6 < 8y3-3 =9 > & Multiplicamos 2 - 3, escribimos el
resultado debajo del 8 y restamos.

2

3189
— 6 1 — bajamos el siguiente digito

29

Seguimos de la misma manera, 3 cabe 9 veces en 29 y escribimos 9 al lado
del primer digito del cociente. Multiplicamos 9 - 3, 1o ponemos debajo de
29 y restamos.

T residuo

En esta division, a 29 lo llamamos el cociente y a 2 el residuo. Podemos
escribir esta division asi:

{9
I To R
3 + 3
0
80 =3-29+2
En general tenemos que
dividendo ) residuo
———— = coclente + ——
divisor divisor

dividendo = divisor - cociente 4 residuo
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Ahora explicaremos la division de polinomios con un ejemplo.

Ejemplo 12. Divida el polinomio p(x) = 6x° — 52 + 222 + 4x — 5 entre el
polinomio d(z) = 322 — 6x + 2.

Solucion.
Primero escribamos la division en esta forma:

aqui colocaremos el cociente

32 — 6x + 2 ‘ 62> + 0x* — 523 + 222 + 4 — 5
\ \‘ dividendo
divisor

Le agregamos a p el término 0z, pues p no tiene término de grado 4. Esto
lo hacemos para guardar el espacio de z* y no confundirnos mas adelante
cuando debamos restar los términos del mismo grado.

A plo llamamos el dividendo y a ¢ el divisor. El polinomio que resulta de
esta division lo iremos poniendo encima de p y lo llamaremos cociente.

Para empezar la division miramos el término principal de p que es 62° y
el de ¢ que es 322. Debemos pensar cual es el monomio que debemos mul-

tiplicar por 322 para obtener 6z°. En otras palabras, vamos a simplificar
.. 6a° 6a° ,
la expresion 32 Obtenemos que _— = 223 y este sera el primer tér-
T
mino del cociente, ya que (3z?%) - (2z3) = 62°. Lo colocamos encima de py
luego lo multiplicamos por todos los términos de ¢q. Debemos poner cada
una de las tres multiplicaciones debajo del término que tenga su mismo

grado, asi:

812 — 6r + 2 | 62° + Ozt — 5o + 22 + 4z — 5
- 6x° — 122 + 423

-

Ahora restamos los términos que tengan el mismo grado, teniendo en
cuenta que debemos cambiarle el signo a todos:
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213

3¢ — 6x + 2 ‘6x5+0$4—5x3+2x2+4x—5 .
‘ ‘ . bajamos los
—(62° —122*+ 42) i 3 3 términos
121.4* 9%3 + 2;,2 + 4; _ g que sobran

\’ residuo parcial

Llamamos al resultado de esta resta un residuo parcial. El residuo parcial
en este paso es 122* — 923 + 222 + 42 — 5.

Debemos repetir el paso anterior, pero ahora miraremos el término princi-

pal del residuo parcial, que es 12z*, y el término principal de ¢, que siem-
4

pre sera 3z2. El siguiente término del cociente es entonces 3 J; = 422,
Lo colocamos encima de p, sumado al término anterior, lo muxltiplicamos
por todos los términos de ¢, ponemos cada una de estas multiplicaciones
debajo del término del residuo parcial que tenga el mismo grado y resta-
mos.

5
- —(62° —122%+ 42°)
4 __ 3 2 _
12277 927+ 207 4? 5 bajamos los
—(12m4—2§x3+§:p2) i . términos
- S . > > que sobran
ST 77 1bpd= 62+ 4 — 5
\’ residuo parcial

El residuo parcial en este paso es 152° — 622 +4x — 5, repetimos nuevamente
3

. L . 15z
el proceso. El siguiente termino del cociente es —- = 5z. Lo colocamos
encima de p, sumado a los términos anteriores, lo ﬁlultiplicamos por todos
los términos de ¢, ponemos cada una de estas multiplicaciones debajo del
término del residuo parcial que tenga el mismo grado y restamos.
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- — (625 —122%+ 423)
‘ g 1224 — 923 + 222 + 40 — 5

v —(122* —242%+ 822)
152° — 622 + 4v —

bajamos los

¢--- on

—(152%— 3022+ 10z) términos
S que sobran
_ ///’/24$?+ 6 — 5
TR o residuo parcial

Aan podemos hacer un paso mas. El siguiente término del cociente es
2412

1172
lo multiplicamos por todos los términos de ¢, ponemos cada una de es-

tas multiplicaciones debajo del término del residuo parcial que tenga el
mismo grado y restamos.

= 8. Lo colocamos encima de p, sumado a los términos anteriores,

- —(62® —12z"+ 423)
‘ :': 1204 — 923 + 222 + 42 — 5

—(122% — 2423+ 822)

1523 — 622 + 40 — 5
—(1523—3022+ 102)

243%2— 6x — 5
—(2422— 48z + 16 )

- 42~ 21

\ residuo
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En este paso hemos terminado la division, pues el residuo parcial tiene un
grado estrictamente menor que el divisor. El residuo parcial de este paso
se llama residuo y lo denotamos r(x) y el polinomio que resulta encima
de p se llama cociente y lo denotamos ¢(x).

Alrealizarla division (62° — 523 +22% 4+ 42— 5) + (322 — 62+ 2) obtenemos
el cociente ¢(z) = 2% +42% + 5x + 8 y el residuo r(z) = 42z — 21. Aligual
que en el caso de la division de ntmeros reales, esto 1o podemos escribir
asi:

62° —52° +21% +4x — 5 = (32° — 62 +2) - (22° + 42* + 5z + 8) + (427 — 21)
Ahora intente hacer el ejercicio 4 para la clase de La practica 1.4

En general, cuando dividimos un polinomio p entre un polinomio d, ob-
tenemos un cociente ¢ y un residuo r tales que

p(x) = d(x) - q(x) + r(z)

Como el grado de r, es estrictamente menor que el grado de d, los polino-
mios ¢ y r son inicos.
1.5 Factorizacion de polinomios

La factorizaciéon de polinomios es el proceso inverso de la multiplicacion.
En la seccion anterior vimos como multiplicar dos polinomios y el resul-
tado era otro polinomio que quedaba expresado en su forma expandida
A" + ap_12" '+ ...+ a17 + ao. En esta seccion queremos, dado un po-
linomio en su forma expandida, poder encontrar polinomios que, al mul-
tiplicarlos, el resultado sea dicho polinomio. Por ejemplo,

multiplicamos
e

3z 42) - (4x — 5) = 122> — 7o — 10

factorizamo§
122 — T2 — 10 = (3z + 2) - (4o — )

Veremos varios casos de factorizacion que debemos tener en mente cuan-
do queramos factorizar un polinomio.
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Factor comun

Lo primero que debemos hacer cuando queramos factorizar un polinomio
es mirar si todos sus términos tienen algin factor en comtin. Un factor en
comun es una expresion que esta multiplicando a todos los términos. Si
lo tienen, el polinomio se puede expresar como el producto de este fac-
tor comun y un polinomio cuyos términos son iguales a los términos del
polinomio original divididos entre el factor comun.

Ejemplo 1. Halle el factor comtn de lo términos del polinomio
162° — 20z* + 1223 y factoricelo.

Solucion.

Para hallar el factor comtin de los términos de este polinomio primero mi-
ramos si los coeficientes tienen un factor en comun. El factor mas grande
que tienen en comun los coeficientes es el maximo comun divisor que
en este caso es 4, pues 4 divide a 16, a —20 y a 12 y es el ntmero en-
tero mas grande que divide a los tres. Ahora miramos las potencias de
x. La potencia mas grande que estd multiplicando a los tres términos es
2 (es la potencia que tenga el menor exponente, pues debe ser factor
de todos los términos). Asi, el factor comin de los términos de este po-
linomio es 4z3. Ahora debemos factorizarlo. Como los tres términos del
polinomio tienen como factor a 42>, entonces 16z° — 20z* + 1223 debe
ser igual a 423 - (A + B + (), de tal forma que al multiplicar 423 por

162°
(A+ B+C) obtengamos 162° —20z* +12z°. Porlo tanto, A = 432 = 4x?,
T
—20z4 1223
B = =-bryC = = 3. Entonces
423 vy 43

162° — 202" 4 122° = 42° - (42 — 5z + 3).
Ejemplo 2. Factorice el polinomio (2z + 1)(z + 2) — 3(2x + 1).

Solucion.
El factor comun de los productos (2x + 1)(z +2) y 3(2z + 1) es (2z + 1).
Factorizandolo obtenemos

Re+1)(z+2)—-322+1)=Q2z+1)(z+2-3) =2z +1)(z —1)

Trinomios de grado 2

Ahora veremos como factorizar los trinomios de grado 2. Estos son los
polinomios de la forma az? + bx + c. Primero debemos estudiar como
se factorizan estos trinomios cuando el coeficiente principal es 1, es de-
cir, primero estudiaremos la factorizacién de los polinomios de la forma
22 +bx +c.
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