Prologo

Este libro, denominado Técnicas de integracion en el cdlculo integral, surge como una respuesta a
las necesidades de estudiantes y profesores de las facultades de Ingenieria, Ciencias Empresariales y
Econdmicas, Ciencias Bésicas y Ciencias de la Educacion de la Universidad del Magdalena acerca
de la formacién matematica de futuros profesionales. Entre estos requerimientos se encuentran
los relacionados con intervenir los problemas de desercion y mortalidad académica en el area de
matemadticas, y con ello la utilizacién de materiales tipo libro de texto que se enmarquen en las
orientaciones institucionales y sirvan de apoyo para el proceso de ensefianza y aprendizaje de dicha
disciplina.

De acuerdo con los diferentes diagnésticos que semestralmente se hacen en el drea de matematica
de la Universidad del Magdalena, uno de los factores que inciden en los problemas de desercién y
mortalidad académica en el cdlculo integral es la dificultad que presentan los estudiantes para resolver
integrales, un problema que se evidencia en otras asignaturas que requieren el uso de integrales. Este
panorama puede ser comun en otras universidades del pais. Asi pues, se considera que fortaleciendo
la compresién de los conceptos y procedimientos de las diferentes técnicas de integracion es posible
mejorar las habilidades de los alumnos para resolver integrales y con ello contribuir con su formacién
matematica.

Por otra parte, el bajo nivel en el drea de mateméticas de los estudiantes que ingresan a la Universidad
del Magdalena genera la necesidad de fortalecer conceptos propios del dlgebra, la trigonometria
y el cdlculo diferencial. Por lo tanto, es necesario contar con un recurso bibliografico que permita
fortalecer en estos dmbitos, pero en temaéticas relacionadas con el cdlculo integral. Es asi como en
este libro, ademds de desarrollar detalladamente las técnicas de integracidn, se brinda la oportunidad
de reforzar algunos conceptos de dlgebra, trigonometria y cdlculo diferencial.

La intencién de este libro es contribuir con los procesos de ensefianza y aprendizaje de las técnicas de
integracion, tanto para el trabajo en el aula de clase como para el trabajo auténomo de los estudiantes.
Para este fin, los autores han preferido fortalecer habilidades procedimentales relacionadas con el
célculo de integrales y han decidido no presentar problemas de aplicaciones. De tal forma, el conte-
nido de este libro sirve de apoyo para las asignaturas de Célculo Integral, Ecuaciones Diferenciales,
Calculo Vectorial, entre otras.

Se procura que el contenido de este libro sea pretexto para desarrollar competencias genéricas
en la formacién matematica de los estudiantes; en particular, las siguientes capacidades: para la
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abstraccion, el andlisis y la sintesis; de comunicacion oral y escrita; para identificar, plantear y
resolver problemas; para el trabajo auténomo, y para tomar decisiones.

El capitulo uno presenta los conceptos de antiderivada y de integral indefinida. En este se plantea el
uso de las propiedades de la integral indefinida, junto con algunas férmulas bésicas de integracién
para el cdlculo de integrales.

El capitulo dos introduce la técnica de sustitucion de la variable, conocida también como sustitucion
simple o cambio de variable. En esta seccion se relaciona el tema de funcién compuesta con las
condiciones del integrando y la escogencia de una sustitucién adecuada para la implementacion
de esta técnica. Ademds, se presentan algunas consideraciones relacionadas con la estructura del
integrando; entre ellas, que el integrando sea una funcién racional impropia o que contenga expresio-
nes de segundo grado. También se muestra una variacién de la estrategia del cambio de variable al
expresar —después de la escogencia de la sustitucién u = g(x)— x en funcién de u y dx en funcién
de du.

El capitulo tres aborda la técnica de integracion por partes, relacionada con la regla del producto para
la derivacion. En este apartado se presentan como sugerencias para la implementacién de esta técnica
el uso de una estrategia denominada ILATE y el reconocimiento de formas iterativas o ciclicas en el
desarrollo del proceso de integracion. También se hace referencia a la integracion tabular, 1a cual es
efectiva cuando se requieren muchas repeticiones en la integracion por partes.

El capitulo cuatro describe la técnica de integracién de potencias trigonométricas, la cual se refiere al
célculo de integrales que involucran en el integrando potencias trigonométricas y productos de estas,
asi como productos de funciones sinusoidales que no tienen el mismo argumento. Este apartado
contiene tres secciones que incluyen integrales de potencias de seno y coseno; potencias de tangente,
cotangente, secante y cosecante y, finalmente, potencias de senos y cosenos con diferente argumento.
En cada caso se presenta la informacién necesaria para el desarrollo de las integrales a través de
tablas, lo cual permite una mejor compresién y manejo del procedimiento.

El capitulo cinco se refiere a la técnica de integracion por sustitucion trigonométrica. Para ello,
muestra un esquema conceptual sobre las diferentes estructuras del integrando que ilustra las condi-
ciones necesarias para aplicar este procedimiento. Ademads, se expone una sugerencia con una serie
de pasos que permite orientar al estudiante en la resolucién de integrales que requieran el uso de una
sustitucién trigonométrica.

El capitulo seis desarrolla la técnica de integracidn por fracciones parciales. Con ese fin, considera
las dos siguientes situaciones: cuando el denominador de una funcién racional tiene factores lineales
y cuando tiene factores cuadréticos irreducibles. Asi, este apartado estd conformado por cuatro
secciones sobre integracion por fracciones parciales: las dos primeras se refieren a la integracién por
fracciones parciales cuando el denominador tiene factores lineales repetidos o no repetidos, mientras
que las siguientes dos describen la integracion por fracciones parciales cuando el denominador tiene
factores cuadraticos irreducibles repetidos o no repetidos.



TECNICAS DE INTEGRACION EN EL CALCULO INTEGRAL 19

El capitulo siete trata sobre las técnicas por sustituciones diversas, considerando otras técnicas que
complementan el conjunto de estrategias necesarias para resolver un mayor nimero de integrales.
Estos procedimientos alternativos son: sustitucién del dngulo medio, racionalizacién de funciones
irracionales, integrales binomias, sustituciones de Euler y método alemén de reduccidn.

Al final del libro se presentan varios apéndices relacionados con: propiedades y operaciones con
numeros reales, propiedades de la potenciacién y la radicacién, productos notables, férmulas de
factorizacién, propiedades de logaritmos, polinomios, trigonometria y férmulas de derivacion. La
intencion de este cierre es ayudar a complementar algunos conocimientos bdsicos que son necesarios
para el desarrollo de ejemplos y ejercicios tratados en los capitulos. De tal forma, se espera que el
uso de esta publicacién contribuya con la mejora de los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
técnicas de integracion a nivel universitario.

Santa Marta, 2022 Los autores



Integral indefinida inmediata

Intfroduccioén

Este capitulo presenta inicialmente algunos conceptos fundamentales para el estudio de las técnicas
de integracion: antiderivada, integral indefinida e integracion. Esto contempla la necesidad de
dominar algunas propiedades de la integral indefinida y el manejo de férmulas basicas de integracion
para apropiarse de las técnicas mencionadas. Asi, las integrales cuya solucién solo requiere el uso de
propiedades de la integral indefinida o la aplicacién de una férmula de integracion se denominaran
integrales inmediatas (figura 1.1).

Figura 1.1: Integral indefinida inmediata

Integral Indefinida Inmediata

Propiedades de la Integral Indefinida Férmulas Basicas de Integracion

Fuente: elaboracion propia.

Los objetivos de este capitulo son:
(@ Identificar las propiedades de la integral indefinida y aplicarlas en el célculo de integrales
indefinidas.
@ Resolver integrales relacionando la estructura del integrando con alguna férmula bésica de
integracion.
(® Resolver integrales inmediatas.

Antiderivada

El proceso de diferenciacion es objeto de estudio del cdlculo diferencial, en el cual se destacan el
célculo y la aplicacion de las derivadas de funciones. En esta seccién se pretende buscar un proceso
inverso, es decir, encontrar una funcién cuando se conoce su derivada. Tal funcién se conoce como
antiderivada.



22 Integral indefinida inmediata

Definicién 1.1 Antiderivada
Se dice que una funcién F(x) es una antiderivada de f(x) si F'(x) = f(x) para cada x en el
dominio de f(x).
Exploracién 1: Verifique que F(x) = 1x* + 5x es una antiderivada de f(x) = x> +5.

Soluciéon

F(x) es una antiderivada de f(x) siy solo si F'(x) = f(x). Por lo tanto, derivando a F(x) se tiene:

F'(x) =143 +5=x3+5= f(x).

IN

¢ Se puede construir otra antiderivada de la funcién f(x) = x> 4+ 5? Analice los siguientes ejemplos:

Eiemplo 1.1

I F(x) = x* es una antiderivada de f(x) = 4x> puesto que F’(x) = 4x> = f(x).

Ejemplo 1.2

-
I G(x) = x* + 12 es una antiderivada de f(x) = 4x> puesto que G’ (x) = 4x> = f(x).

Ejemplo 1.3

I H(x) = x* — 7 es una antiderivada de f(x) = 4x> puesto que H'(x) = 4x> = f(x).

Ejemplo 1.4

I I(x) = seno es una antiderivada de g(x) = cosa puesto que I'(x) = sena = g(x).

Eiemplo 1.5

I J(x) = seno. — 3 /2 es una antiderivada de g(x) = cosa puesto que J'(x) = sena = g(x).

En la figura 1.2 se muestra un esquema que relaciona el proceso de derivacién como inverso al de
antiderivacion. Ademas, se presenta un ejemplo para una funcién polinomial.

En general, si F(x) es una antiderivada de f(x), entonces lo es también cualquier funcién de la forma
G(x) = F(x) +k, donde k es una constante. Esto se puede plantear a través del teorema 1.1
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Figura 1.2: Derivacion y antiderivacién

Derivacion Derivacion

R )

F(x) F'(x) =f(x) F(x) =x* 3x? = f(x)

Antiderivacion Antiderivacion

Fuente: elaboracion propia.

Teorema 1.1
Si F(x) es una antiderivada de f(x) en un intervalo /, entonces G(x) es una antiderivada de
f(x) en el intervalo I si y solo si G(x) es de la forma G(x) = F(x) + k, para todo x € I, donde
k es una constante.

Demostracion
(=) Si G(x) = F(x) +k, F'(x) = f(x) y k es una constante, entonces:
G'(x) = %[F(x) +kl=F'(x)+0= f(x).

<) Supongamos que G es una antiderivada de f y definamos una funcién H tal que
H(x) =G(x)—F(x) .

Para cualesquiera dos puntos a y b, con (a < b) en el intervalo, H es continua dentro de [a, b]
y diferenciable dentro de (a,b). Utilizando el teorema del valor medio, se tiene que:

H(b) — H(a)

— (L.1)

H'(c) =
para algin ¢ en (a,b). Sin embargo, H'(¢) = 0, y por tanto H(a) = H(b). Ahora, como a
y b son puntos arbitrarios en el intervalo, se sabe que H es una funcién constante k. Asi,
G(x) — F(x) =k, lo cual conlleva a que G(x) = F(x) +k.

Eiemplo 1.6

-

De acuerdo con el teorema 1.1, muestre que la funcién F(x) = x> es una antiderivada de la

funcién f(x) = 3x? y escriba una expresion para las antiderivadas de f(x) en forma general.

Solucion

2

Puesto que F’(x) = 3x?> = f(x), se tiene que F(x) = x°

es una antiderivada de la funcion
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fx) =3x%

Con el fin de escribir una expresion para las antiderivadas de f(x) en forma general, debemos
tener en cuenta que si F(x) es una antiderivada de f(x), entonces lo es también cualquier
funcién de la forma G(x) = F(x) +k, luego cada antiderivada de la funcién f(x) = 3x? tiene
la forma G(x) = 3x? 4k, donde k es alguna constante.

Integral indefinida

El conjunto de todas las antiderivadas de la funcién f se denomina integral indefinida de f respecto
a x y se denota con la expresion:

/f(X)dx:F(X) +k, (1.2)
donde F(x) es una antiderivada de f(x), y k, una constante.

El término “indefinida” se puede asociar de manera intuitiva con el hecho de que en la ecuacién
1.2 1a constante k puede tomar cualquier valor real. El simbolo | (integral) representa la operacion
antiderivacion; la funcién f(x) es el integrando de la integral, y x es la variable de integracion, la
cual puede ser designada por cualquier letra (¢,u,y,z, . ..). El integrando siempre se ubica entre el
signo de la integral y la diferencial de la variable de integracién. Esto se puede ilustrar en la figura
1.3.

Figura 1.3: Elementos de la integral indefinida

Integrando Constante de
integracién
J-f(x)d'x =F(x) +k

bl
Simbolo de Variable de  Antiderivada

la integral 2 &
era integracién

Fuente: elaboracion propia.

Definicion 1.2 Integral indefinida

Si F(x) es una antiderivada de la funcién f(x), entonces [ f(x)dx = F(x) +k, donde F'(x) =
f(x), y k es una constante real arbitraria.

En esta definicion 1.2 se aprecia que la integral indefinida representa una familia de funciones, o
bien un conjunto de antiderivadas. Al representar graficamente una integral indefinida, como por
ejemplo:

2
/(2x2—1)dx: gx3—x+k, (1.3)
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se obtiene la figura 1.4

Figura 1.4: Integral indefinida como una familia de funciones

Fix)=x*=x+k

W

Fuente elaboracion propia.

Por otra parte, se puede entender la integral indefinida como la operacién que permite determinar las
soluciones de una ecuacién diferencial dy = f(x)dx, de tal manera que

y:/f(x)dx:F(x)—i-k. (1.4)

La integracién como operacién inversa a la derivacién puede probarse mediante la igualdad F’(x) =
f(x) en la definicién de integral indefinida, es decir:

/F’(x)dx:F(x)—i-k. (1.5)

Por otra parte, la derivacién como operacion inversa de la integracion se puede representar como

£ < / f(x)dx) — f(0). (1.6)

Una consideracién significativa entre la derivacién y la integracion es que, si bien la derivacion de
funciones elementales conduce siempre a funciones elementales, la integracién no siempre puede
conducir a funciones elementales. Esto se puede observar a través de las siguientes integrales, las
cuales no se pueden expresar mediante funciones elementales, es decir, no tienen antiderivada:

/ e(*"2 )dx (la integral de Poisson). (1.7a)
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/ senx’dx, / cosx*dx (la integral de Fresnel). (1.7b)
dx . .
T O0<x#1 (logaritmo integral). (1.7¢)
nx
e

/ —dx. (1.7d)
X

/ Seﬂdx x#0 (seno integral). (1.7¢)

X

Para este tipo de integrales se pueden obtener aproximaciones mediante procedimientos como la
integracion numérica, el cual no es objeto de estudio de este libro.

Propiedades de la integral indefinida

Las siguientes afirmaciones son propiedades de la integral indefinida, donde las funciones dadas
estdn definidas y son integrables en un mismo intervalo:
1. La diferencial de la integral indefinida es igual al integrando multiplicado por la diferencial de
la variable de integracion:

d < / f(x)dx> — F(x)dx. (1.8)

2. La derivada de la integral indefinida es igual al integrando:

< ( / f(X)dX> — () (19)

3. Laintegral indefinida de la diferencial de una funcién es igual a esta funcién mds una constante
arbitraria:

/dF(x)dx — F(x)+k. (1.10)
En el caso particular,
/dx:x+k. (1.11)

4. Sean f'y g dos funciones que tienen antiderivadas y sea k una constante; entonces,

/ kf(x) = k / Flx)dx. (1.12)

/ [£(x) + g(x)]dx = / F)dx+ / 2(x)dx. (1.13)

5. Si r es un numero racional, entonces

xr+1
"dx = 1. 1.14
/x dx r+1+k’ r# ( )
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Eiemplo 1.7

Calcule las siguientes integrales:

4 2 2
a)/(\;;Jr —x1/4+1>dx. b)/(thtl> dt. c)/< ) o

Soluciéon

a)

5 2 5 2
/<W+x2ﬁ—xl/4+l>dx—/<x2/3+5/2_x1/4_|_1>dx
= /(5)672/3 + 202 — x4 4 1)dx

Propiedad 4
:s/x—2/3dx+2/x—5/2dx—/x1/4dx+1/dx
x\/3 x3/2 /4 Propiedad 5y 3 I
=5 1 +2 —3 | 5 +x+k

4

3

2

4 45,
W—gx +x+k

432 -1 o e B — ] g
/ N t_/ 11/2 !
3t2 Propiedad 4
/1/2d+/ /l/zdt

—15x!/3 =

b)

1/2

= /t7/2dt+3/t3/2dt—/t_l/zdt
_ 3[9/24_2[5/2_2[1/24_]{. Propiedad 5

/(\/E—\/Z;>zdx:/<x 44 )dx

3 Prop1edad4
—/ dx — 4/dx—i—4/
42 Propiedad 5
RS _

4 =7

2
x4—6x——+k

1
2





