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Prefacio

En muchos fenémenos de la naturaleza, las variables de interés son
observadas a través del tiempo, del espacio, del espacio-tiempo o de otras
dimensiones equivalentes, tales como la frecuencia o la profundidad. Estos
fenémenos suelen presentar estructura de autocorrelacién en cada una
de sus dimensiones, asi como interaccion entre ellas: cada momento del
espacio-tiempo da informacién de los demads y viceversa. Los objetivos al
analizar este tipo de fenémenos son diferentes a aquellos propuestos cuando
los datos son independientes. Como consecuencia de ello, y de que en
general no se cumplen los supuestos requeridos para los métodos usuales,
se requiere una teorfa especial para su estudio. Asi surge la estadistica
espacio-temporal, que permite encontrar predicciones de las variables en
lugares donde no hay observaciones, determinar c6mo se interrelacionan o
interactian las variables de interés en diferentes ubicaciones y en diferentes
momentos del tiempo, extender los modelos lineales y no lineales a este
contexto, construir disefios de muestreo para poblaciones no finitas, por
nombrar algunos casos.

Este texto hace un recorrido por la geoestadistica desde sus inicios
hasta la actualidad. Introduce al lector, empezando con la geoestadistica
espacial tanto univariada como multivariada, para luego presentar su
generalizacion a la geoestadistica espacio-temporal y a la geoestadistica
funcional, lo cual hace posible la aplicacion de estos métodos sin
limitaciones en presencia de grandes volimenes de datos. Se construyen
en detalle todos los predictores y los estimadores de las estructuras
de covarianza y semivarianza. Se comentan aspectos practicos que se
deben tener en cuenta en todas las etapas del método, y se utilizan
problematicas reales para ilustrar su aplicacién. Todas sus aplicaciones
son construidas en el software libre R cran. La aplicacién de todos los
métodos abordados se puede llevar a cabo usando el paquete de R,
SpatFD, (https:/cran.r-project.org/web/packages/SpatFD/index.html) y
el cédigo y ejemplos disponibles en https:/rpubs.com/mpbohorquezc y
https://mpbohorquezc.github.io/SpatFD-Functional-Geostatistics/, donde
también se encuentran varios conjuntos de datos de prueba.



XVl e Prefacio

Este libro se encuentra dirigido a todo aquel que se interese en el
andlisis de datos espaciales, temporales o datos similares definidos en
dominios como la frecuencia; sin duda, es mejor abordarlo contando con
conocimientos previos de regresién y estadistica multivariada. Este libro
es el producto de muchos afnos de docencia, investigacion y aplicacion
en el drea de geoestadistica, y existe gracias al trabajo conjunto con los
estudiantes de los cursos tanto de pregrado como de posgrado de estadistica
espacial, y a las discusiones con colegas en diferentes escenarios académicos,
especialmente en la Universidad Nacional de Colombia.
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En este capitulo se presentan los conceptos generales de los campos
aleatorios adaptados a la geoestadistica, los tipos de estacionariedad y los
pardmetros de interés.

11. Motivacion y definiciones basicas

Definicién 1 (Proceso geoestadistico espacial (o campo aleatorio
espacial)). Se le llama proceso geoestadistico a un fendmeno que ocurre
de manera continua en el espacio. Esto es, no hay lugares donde no exista
el fendmeno. Lo que hace que el proceso sea continuo en el espacio son las
caracteristicas del conjunto indice en el que ocurre y no el tipo o los tipos de
variables que se observan y modelan. Sea 'Y la variable de interés y sea s la
ubicacion espacial donde existe Y, el proceso espacial es el proceso estocdstico

{Y(s):s € D, c RY}

donde d € N, Dy estd formado por todas las ubicaciones s 'y es el conjunto
indice del proceso. La ubicacion espacial s puede estar en una, dos o mds
dimensiones. Cuando s es un vector, esto es, a partir de R?, al proceso se le
suele llamar campo aleatorio.

\ J

Lo mds usual es analizar procesos en R?, ignorando la tercera dimension,
que puede ser la altitud o la profundidad, dado que los modelos se
construyen localizados para dreas de interés pequefias que se pueden
considerar aproximadamente planas. No es adecuado tratar de abarcar con
un mismo modelo dreas muy grandes, porque las condiciones del fenémeno
pueden presentar caracteristicas distintas. Para dreas grandes, se requiere
incluir la tercera dimensién espacial, porque, de otro modo, la idealizacion
del plano estaria muy lejos de la realidad. Ademds, puede ser necesario
tener en cuenta otras covariables y las condiciones locales especificas de cada
zona. Asi, es posible que el comportamiento general de la variable sea muy
diferente entre zonas y no sea correcto utilizar el mismo modelo global para
toda la regién, lo que implicaria también la necesidad de usar otros tipos de
distancias.

Los procesos espaciales cuyo valor corresponde a un drea en lugar de
un punto, como por ejemplo tasas o indicadores segtin la divisién politica
de un pais, tienen asociado un conjunto indice espacial discreto y requieren
diferentes tipos de andlisis. Usualmente, se ajustan modelos explicativos que
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dependen de estructuras de vecindad o criterios de conexién entre las dreas

[1].

Ejemplo 1. Reservorio acuifero En el marco de un proyecto de conservacion del
medio ambiente, se requiere revisary verificar en el terreno los informes relacionados
con los cdlculos de las reservas explotables vy el avance del fendmeno de intrusion
marina en un reservorio acuifero, con el fin de establecer las recomendaciones
necesarias para definir un programa de manejo. Los datos recolectados son
ubicados mediante coordenadas bidimensionales (Este, Norte). En una notacion mds
universal, se puede pensar en un plano cartesiano en el cual dichas coordenadas se
notan (X, y) (ver Figura 1.1).

. - .
L] ° L4 L]
150 . .
. . .
9 L3 ©
. . g
>‘100 1y u:?
. L ]
. .. . . I
50 .. . ° *
L] '. .. .. °
‘. e o o=
J b* '
-150 -100 -50 0 50 100 1000-1500 1501-2000 2001-2500 2501-3000 3001-3500 3501-4000
X Profundidad
Figura 1.1. Panel izquierdo: ubicaciones s = (x,y) en las cuales fue

medida la altura piezométrica. Fuente [24]. Panel derecho: distribucién de
frecuencias de las observaciones de la altura piezométrica.

Aqui:

= Y (s): Profundidad piezoméirica por debajo del nivel del mar en la ubicacion
s.

» D, c R% s € R?, s = (x,y) con un punto de origen arbitrario en (0, 0),
Jijado en el momento en que se disefia el muestreo.

Asi, s es un elemento de un conjunto Dy, el cual, en general, es un subconjunto de
RY. El drea Dy no es demasiado extensa para no mezclar procesos espaciales, asi que
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no hay cambio de altitud, por lo que es suficiente utilizar una proyeccion al plano
este-norte, s = (x,y), entonces s € Dy C R2. En la tabla 1.1 se puede observar la
profundidad piezométrica medida en algunas coordenadas [24]. El proceso espacial
de interés es Y (s): Altura piezométrica, y(s) denota la realizacion de'Y (s).

X y y(s) =y(x,y)
42.782  127.622 1464
-27.396  90.787 2553
-1.1628  84.896 2158
-18.618  76.451 2455
96.465  64.580 1756
108.562  82.923 1702
88.363  56.453 1805
90.042  39.258 1797
93.172  33.058 1714
97.610  56.278 1466

Tabla 1.1. Altura piezométrica medida en cada coordenada s = (x,y),

Fuente:[24].

Definicién 2 (Proceso temporal). Sea Y la variable de interés, y sea t
el momento del tiempo en el que ocurre Y. Asi, se tiene el proceso estocdstico

{Y():t€Drp}

donde Dy C R es el conjunto de todos los tiempos y es su conjunto indice.

\. J

El conjunto indice de un proceso temporal tiene una sola dimensién y es
un caso particular del proceso espacial. Nétese que Dy puede ser discreto
o continuo, esto es, existen procesos temporales en tiempo discreto como
el precio de una accién en la bolsa de valores y procesos temporales en
tiempo continuo como la temperatura. Uno de los objetivos principales, en
el caso de series de tiempo, es encontrar prondsticos, que es una forma de
extrapolacién. Esto contrasta con los objetivos para datos espaciales en los
que se requiere predecir el valor de la o las variables estudiadas, en lugares
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no observados de la region de interés usando métodos de interpolacién. Esta
es la razon por la cual los métodos desarrollados en ambas dreas difieren.

111. Funciones de distribucion finito-dimensionales

El valor observado en cada punto s es una realizacién y(s) de una variable
aleatoria espacial Y (s). En términos matemiticos, la familia de todas estas
variables aleatorias se denomina funcidn aleatoria, proceso estocdstico o
campo aleatorio [67]. Dado que la variable y(s) se observa en n lugares en
el espacio, los andlisis se basan en un vector aleatorio con n componentes.
Por lo tanto, aunque solo sea una variable, el proceso espacial es siempre
multivariado y todas las ubicaciones de la zona de interés interactian entre
si. En el caso geoestadistico, el proceso espacial ocurre en un conjunto indice
continuo, es decir, el proceso ocurre en todos los infinitos puntos de su
dominio, asi que no es posible formalizar de manera directa los conceptos
de distribuciones de probabilidad multivariadas. Es necesario recurrir al
concepto fundamental de distribucién de probabilidad finito-dimensional,
con el cual una funcién aleatoria puede ser caracterizada por la distribucién
de probabilidad de sus subconjuntos finito-dimensionales. Esto es, solo es
posible estudiar la distribucién de probabilidad conjunta a partir de un
vector aleatorio que contiene un subconjunto finito de variables espaciales

Y = (Y(Sl)’ Y(SQ)’ RN Y(Sn)) .

y que corresponde al conjunto de las n ubicaciones donde se observa
el fenémeno. Este conjunto de ubicaciones es seleccionado con algin
criterio especifico entre todos los conjuntos posibles de ubicaciones S =
{s1,59,...,8,} (ver Seccién 11.2 para detalles de cémo disefiar un
muestreo espacial ptimo). La funcién de distribucién n-variada del vector
aleatorio Y es

F.YI,SQ,‘..,-YH (3’1:3’2, c e ,yn) :P [Y(S]) SJ’I,Y(SQ) 53’2, L] ’Y(SH) Syn] .

11.2. Parametros de un campo aleatorio

Los parametros del campo aleatorio son fundamentales para entender y
caracterizar la forma en que el proceso depende de la ubicacién espacial. A
continuacién se presentan las funciones de media, varianza, autocovarianza
y semivarianza, con base en las cuales se desarrollan los conceptos de
estacionariedad fuerte, de segundo orden e intrinseca.
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1. Funcién de media E [Y (s)] La media o momento de primer orden
del proceso espacial es la esperanza matemitica definida como

EY ()] = u(s).

Es conocida como la funcién de media, deriva o la tendencia del proceso,
debido a que usualmente el valor medio de la variable depende de
manera deterministica de la ubicacién espacial.

2. Funcién de varianza, Var[Y (s)]| La varianza o momento centrado de
segundo orden del proceso espacial Y (s) con media u (s) se define
como

Var[Y (s)] = E[Y (s) — u(5)]*.

La varianza puede depender de la ubicacién espacial s. Sin embargo,
considerar que la varianza puede variar continuamente, punto a
punto a través de la zona, implicarfa un proceso demasiado inestable,
imposible de modelar. En general, lo que si tiene sentido es subdividir
la zona en sub-zonas, cada una de ellas con varianza constante, 0')?, y
encontrar modelos locales. En este caso, es necesario definir cémo se

tratan los bordes en el momento de juntar los modelos.
3. Funcién de autocovarianza, Cov [Y(si), Y(sj)] .

Se le llama autocovarianza porque es la covarianza de una misma
variable espacial en dos ubicaciones diferentes, esto es,

Cov [Y(5:), Y (s))] = E [(Y (s:) = u(s0)) (Y (s7) = pu(s))] -

Se asume que la varianza del proceso es finita, Var[Y(s)] < oo,
y la covarianza se suele modelar como una funcién del vector de
separacion entre las dos ubicaciones espaciales s; y s;, esto es, C es
una funcién de s; - s;,

Cov [Y(si), Y(S]‘)] =C(s; —5;;0) > 0.

donde ® es un vector de pardmetros fijos. Una funcién de
autocovarianza C(.; ©) es una funcién definida positiva. Es decir, para
cualquier niimero finito m de ubicaciones espaciales

S1,89, « ooy Sy
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y cualquier conjunto de nimeros reales, {ay, a9, ..., a,} conm € Z*,
C debe satisfacer la siguiente desigualdad:

D) 4ia;Clsi = 50) 2 0. (1.1)
i=1 j=1

Sila funcién C(.; ®) cumple esta condicidn, se garantiza una varianza
de error de prediccién no negativa.

El predictor usado en geoestadistica, conocido como kriging,
es una suma ponderada de los n valores observados. Se denota
como Y™ (sg) y estda dado por

Y*(s0) = ) AY (50)- (1.2)
i=1
A1 = 1, ..., n es la ponderacién correspondiente del valor

observado de la variable en el lugar s;. Por lo tanto, la varianza
del predictor kriging depende de las covarianzas entre todos
los posibles pares de ubicaciones observadas:

Var [Y*(s0)] = Var | )" ;Y (s;) ZZA ;Cov [Y(s:), Y (s))]
i=1 i=1 j=1

Asi, dado que C(.; ®) sea definida positiva, (ver (6.3)) y que
sea funcion de la separacién entre dos lugares, se tiene que

ZZM Cov [Y(s), Y(s;)] _ZZM C(si —5;;0) = 0.

i=1 j=1 i=1 j=1

Como aclaracién final, es obvio que la Var [Y*(sg)] es positiva, pero
desconocida. En el momento en el que se quiere estimar es cuando
se reconoce la necesidad de modelar la funcién de covarianza y, a
partir de este modelo, encontrar su estimacién. Lo que se enfatiza
aqui es que en este proceso de estimar un parametro desconocido se
puede llegar a resultados absurdos si no se utilizan correctamente los
elementos tedricos. Para un tratamiento mds detallado de funciones
definidas positivas, se puede consultar [9] y [15].
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4. Funcién de autocorrelacion, Cor [Y(si), Y(sj)].

La funcién de autocorrelacion de la variable aleatoria Y en dos
ubicaciones espaciales Y (s;) y Y (s;) se define como:

Cor [Y(s;),Y(s)] = Cov [Y (s:), Y (s;] |

\/Var [Y(s;)] Var [Y(Sj)]

y dadas las consideraciones tenidas en cuenta en los items 2 y 3, se
considera varianza constante, por lo que la funcién de autocorrelacion
p (si = 55, 9) del proceso es

Cor[¥ (30, V(5] = T2

dado que
Var[Y (s;)] = C (si, 5:;0) = C (0;0) = 0.

Asi, la funcion de autocorrelacion espacial se encuentra acotada por 1
como es usual. En este contexto el numerador es siempre positivo.
Con estos métodos se modelan las funciones de autocovarianza y
autocorrelacion para zonas en las que se puede suponer varianza
constante. Notese que estas funciones utilizan directamente la
variable de interés Y (s).

Las funciones de autocovarianza y de autocorrelacién requieren que
el proceso tenga una varianza acotada. A continuacion, se presenta
otra funcién con la cual es posible modelar procesos cuya varianza no
es acotada.

5. Funcién de varianza de los incrementos, Var[Y (s;) — Y (s;)].

A diferencia de las funciones de autocovarianza y autocorrelacién
que usan directamente la variable de interés, esta funcién modela la
varianza de los incrementos. La variable incrementos es la variable
resultante de la diferencia del proceso en dos lugares, y estd dada por

Y(si) - Y(s)).
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Entonces, el pardimetro de interés es
Var[Y (s;) =Y (s;)].

que se modela de nuevo bajo el supuesto de que esta varianza depende
de la separacion espacial entre las ubicaciones y se denota como

Var[Y (s;) = Y(sj)] = 2y (si — 55 0) .

lo que equivale a
1
gVarlY (s:) =Y (s)1 =¥ (si = 50) .

De donde proviene su nombre de funcién de semivarianza. ©® es un
vector de parametros fijos. El dos es una constante conveniente que
se justifica en la siguiente seccién de estacionariedad (Seccién 1.1.3)
a través de la relacion existente en algunos casos entre las funciones
de autocovarianza y de semivarianza.

Si bien no requiere que la varianza del proceso sea finita, si tiene algunas
restricciones sobre su velocidad de crecimiento, ademds de requerir que los
incrementos sean de media cero (Ver Definicién 6).

11.3. Estacionariedad

La estacionariedad es un conjunto de propiedades que cumple un proceso
estocdstico y que permiten extraer informacion relevante acerca de este, en
algunos casos inferencial, y en otros casos descriptiva. Se distinguen tres
tipos de estacionariedad segtin los elementos del proceso estocdstico que
involucra cada una de ellas.

Definicién 3 (Estacionariedad fuerte (o de primer orden)). Se define en
términos de las funciones de distribucion. Un campo aleatorio es estacionario si su
Juncion de distribucion no varia con una traslacion h € D; del vector aleatorio.
Esto es, si para todo h € D;

Y(s)=(Y(s1),....Y(sn)) v Y(s+h) =X (s1+h),..Y(s,+h)).
son tales que

F.Y],SQ,...,S,I (ylny; o .. ’yn) = Fsl+h,s2+h,...,sn+h (ylny, .. 73’71) M
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De tal manera que las propiedades probabilisticas, tanto de Ia
distribucién como de sus pardmetros, son iguales sin importar dénde
se realicen las mediciones. Son invariantes a traslaciones y a rotaciones.
Un proceso es estacionario fuerte si las relaciones dentro de cualquier
subconjunto de puntos se mantienen idénticas, independientemente del
lugar donde residen los puntos en el espacio. Este supuesto se refiere a
que la estructura probabilistica del campo aleatorio es similar en cualquier
parte del dominio espacial Ds, es decir, que el proceso alcanza un
estado de equilibrio. Si se repite en el espacio el mismo comportamiento
sistemadticamente, es posible hacer, por ejemplo, inferencia estadistica. Sin
embargo, es bastante dificil validar este supuesto a partir de una tnica
realizacion del proceso. Nétese que aqui n observaciones de Y (s) no
constituyen una muestra aleatoria de tamafio n, sino que representan una
muestra de tamafio 1 de un proceso estocdstico n-variado. Ademds, el hecho
de que los elementos del vector aleatorio estén correlacionados implica que
contiene menos informacién que si hubiera independencia. Asi, dado que
la estacionariedad fuerte es un supuesto dificil de tener y de probar, es
necesario utilizar otros conceptos que, aunque sean menos informativos, son
mas flexibles y permiten llevar a cabo los andlisis para extraer la informacién
requerida de los fenémenos en estudio. En particular, para algunos objetivos
de los métodos geoestadisticos, como la estimacion de la covarianza espacial
y la prediccién en lugares no muestreados, es suficiente con que se pueda
asumir algun tipo de estacionariedad que involucre solo los dos primeros
momentos.

Definicién 4 (Estacionariedad débil (o de segundo orden)). Se define en
términos de la media v la covarianza del proceso. El proceso estocdstico Y (s) es
un proceso débilmente estacionario o estacionario de segundo orden si la varianza
es finita, Var [Y (s)] < oo para s € Dy, y ademds cumple las siguientes dos
propiedades:

s La media es constante a través del dominio Ds. Es decir, existe vy no depende
de la posicion s
E[Y(s)]=u, Vs €D, ueR.

» Para toda pareja
(Y(s), Y(s+h)).

la  funcion de covarianza del proceso espacial denotada como
Cov [Y(s), Y(s +h)] existe y es funcion vnica del vector de separacion
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espactal h, con h € D;. Esto es,

Cov [Y(s), Y(s+h)] = C(h; 9).
O es un vector de pardmetros fijos. h es conocido como el rezago espacial.

Bajo estacionariedad de segundo orden, la funcién de autocovarianza en
dos ubicaciones espaciales depende de la distancia de separacién y no de
sus ubicaciones absolutas ni del valor de la variable de interés. Asi, dado
que las coordenadas absolutas no muestran ninguna influencia sobre la
ocurrencia de la variable y no importa dénde estdn localizados los puntos,
sino solo la separacion entre ellos, la covarianza se puede estimar usando
una funcién de la distancia absoluta s; —s; = h con algunos pardmetros fijos.
En consecuencia, todos los pares de puntos que tengan el mismo rezago
espacial h pueden contribuir a la estimacién.

s N\

Definicién 5 (El modelo geoestadistico). El modelo geoestadistico
asume que el proceso estocdstico de interés se puede descomponer en la suma
de dos partes:

Y(s) = pu(s)+Z(s), VY(s)~(u(s), %), Z(s)~(0,%).

una deterministica, que es la funcion media u(s), v otra estocdstica, que es
Z(s). Z(s) es un proceso centrado que conserva la estructura de covarianza
del proceso original de interés gracias a la aditividad. Estos dos componentes
son independientes. X es una matriz de covarianza definida positiva de
dimension n X n

Y = Var[Y(s)] = Var[Z(s)]

. J

De tal forma que el procedimiento para encontrar las predicciones en
los lugares sin datos se puede llevar a cabo utilizando el proceso centrado
asociado Z(s). Los sitios en los que no se tiene observacion y en los cuales
se requiere predecir, se denotan sy. Aqui, se encuentra la prediccién del
proceso centrado en el lugar no observado sg. Es decir, si denotamos la
prediccién de Z(sg) como Z*(sg), esta dltima se sustituye en el modelo

Y*(s0) = pu(s0) +Z(s0). (1.3)

Las coordenadas xq, yo se sustituyen en el modelo para la media, y asi se
encuentra la prediccién del proceso espacial original Y (s¢).
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Nota 1 (Notacién). De aqui en adelante se usard la notacion Z (s) para referirse
al proceso centrado.

Nota 2 (Relacion entre las funciones de covarianza y de semivarianza bajo
estacionariedad de segundo orden). Cuando el campo aleatorio es estacionario
de segundo orden, se tiene que

y(si—sj;(D) =C(O;(E))—C(sl-—sj;®). (1.4)

donde O es el vector de pardmetros del modelo y C (0; @) = 0'%. Para demostrarlo,
se utiliza la definicion de semivarianza del proceso centrado Z (s)

Ve [205) - Z(5)] = 7 5.~ 53 0) = SE[Z 00~ 2 5]

= %E [(Z (s;) — ,U) - (Z (sj) - ﬂ)]Q

= SB[ (Z )~ )+ (20s) ~ )~ 22 )~ ) (2 (5) - )]

Si se desarrolla el cuadrado del binomio y se toman esperanzas, se obtiene

S(E [ 60— w |+ B2 5) - ] 28 [(Z (50 - ) (2 s5) - ]

_ %(Var[Z (s) |+ VarlZ (s7) | - 2Cov| 2650, 2s)] ).

Dado que la varianza es constante y que la covarianza es funcion de s; — sj se
encuentra que

1
5(C(0,0)+C(0,0) - 2C (5 - 5;0) ) = C (0;0) - C (5 - 5;0)..
lo cual se puede escribir en términos del rezago espacial h = s; — s, ast:

y (h;0) =C (0;0) - C (h;0). (1.5)

En consecuencia, la funcion de autocorrelacion se puede expresar como

C (h;0) - y (h; ®)

p:0) =500 " T C00)
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1.00

0.75

Funciones
0.50 Autocovarianza C(h; .)

=== Semivarianza .(h; .)

0.25

0.00

0 2 4 6
Rezago espacial

Figura 1.2. Relacién entre la funcién de covarianza (autocovarianza) y la
funcion de semivarianza bajo estacionariedad de segundo orden. Cuando
|k]] — oo se tiene que C (h; @) —> 0, lo cual implica y (h; @) — C(0).

El valor de la funcién de autocorrelaciéon para cada rezago h mide
relacién lineal en el dispersograma rezagado Z(s) Vs. Z(s + h).

En geoestadistica es muy comun usar la variable llamada incrementos
Z(s+h)-Z(s).

haciendo una analogia con la diferenciacién de una serie de tiempo cuando
no se tiene estacionariedad en media para Z(s). En este caso, se puede
interpretar la variable incrementos como el cambio de la variable de interés
después de un desplazamiento h. Asi, modelar la varianza de la variable
incrementos es una forma alternativa de modelar la dependencia espacial.
La estacionariedad formulada en términos de los incrementos se conoce
como estacionariedad intrinseca. Esta es mds flexible que la estacionariedad
de segundo orden, dado que en este caso no se requiere varianza acotada.
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Definicion 6 (Estacionariedad intrinseca (o de los incrementos)). Se
define en términos de la media 'y la varianza de los incrementos del proceso.

» La media de la variable incrementos es cero, es decir:

E[Z(s+h)-Z(s)] =0 Vs, h € D;.

» Lavarianzade Z (s)—Z (s+h) es una funcion del vector de separacion

h.
%Var (Z(s+h)—Z(s)] =vy(h;0).

Donde y (h; ©) es la funcion de semivarianza o semivariograma del
proceso. @ es un vector de pardmetros fijo. Si bien bajo estacionariedad
intrinseca y (h; ®) admite varianza infinita, existe un limite para su
velocidad de crecimiento. La condicion es que el semivariograma no
crezca mds rapido que una ecuacion de segundo grado, esto es,

y (h; ©)
[|h]|?

. J

— 0 cuando h — oo.

Un proceso estacionario de segundo orden también es estacionario
intrinseco. El reciproco no se tiene en general, dado que para que exista
estacionariedad de segundo orden es preciso que la varianza sea finita. Asi
que, si la funcién de semivarianza no es acotada, C (0; ®) no existe y, en
consecuencia, no existe la funcién de covarianza ni la equivalencia (1.4).

Definicién 7 (Isotropia). Se tiene isotropia cuando las funciones de covarianza
y semivarianza dependen iinicamente de la magnitud ||h|| y no del dngulo. Esto es,
las funciones de autocovarianza y semivarianza tiene como argumento la norma del
vector de rezago espacial

Cov [Z(s), Z(s +h)] = C ([Ik]]; ©)
y
SVar[Z(s + ) - Z(s)] = (Il ©).

La estacionariedad permite agrupar los datos en conjuntos de parejas
que estén separadas por un mismo vector. Ademds, si a cualquier direccién
el comportamiento de la funcién es el mismo y el vector diferencia puede
ser reemplazado por su magnitud, usando para su cdlculo, por ejemplo, la
distancia euclidiana, entonces el campo aleatorio es isotrépico. Por lo tanto,
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en este caso, las funciones de covarianza, correlacién y semivarianza no
dependen de la direccion del vector. En contraste, si un campo aleatorio
no es isotrépico, el proceso se desarrolla de manera diferente en cada
direccién del espacio y los modelos de covarianza son funciones tanto de
la distancia como del dngulo entre cualquier par de puntos. En términos
geométricos, la estacionariedad y la isotropia son propiedades de invarianza;
la estacionariedad es invarianza bajo traslacion y la isotropia es invarianza
bajo rotaciones y reflexiones.

11.4. Media del campo aleatorio

En general, la media del proceso en la zona de interés se asume como
una funcién deterministica de la ubicacién espacial. Esta media puede
ser conocida y constante, o desconocida y constante o desconocida y no
constante. A continuacién se presenta en detalle cada uno de estos casos.

11.41. Media constante

Tanto la estacionariedad de segundo orden como la estacionariedad
intrinseca requieren media constante. Observe que

= Si la media es conocida, no es necesario que sea constante, porque es
posible centrar todas las observaciones y obtener asi un proceso de
media cero. Si se conoce u(s) Vs € Dg Entonces se puede construir
el proceso centrado Z(s), con E[Z(s)] = 0 dado que

Z(s) =Y (s) = u(s)

= Sila media no es conocida, es necesario estimarla sea constante o no.
Si es constante, en una primera etapa se estima usando el promedio
para obtener el proceso centrado,

Z(s)=Y(s) = Y(s)

y posteriormente cuando se tenga una estimacion de la covarianza se
re-estima usando el estimador de minimos cuadrados generalizados
para la media (ver expresion (1.6)).

Es importante notar que en presencia de autocorrelacién espacial, Y
no es el estimador correcto, ya que no involucra dicha estructura.
Dado que la media sea constante en Dy, su estimador correcto estd
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dado por el estimador de minimos cuadrados generalizados

1'xly
1= —2 1.6
f=15] (1.6)
con varianza dada por
1 -1
Var(a) = (1'2— 1) (1.7)

donde X es una matriz estructurada y definida positiva, que puede ser
construida a partir de cualquier modelo vdlido de los presentados en el
capitulo 2. No obstante, usar una media estimada genera restricciones
en los procesos de prediccion espacial.

11.4.2. Modelos de regresion polinomicos para la tendencia

Si la media no es constante y hay tendencia, u(s) se estima con
modelos de regresion sencillos, usualmente polinomios de segundo o tercer
grado mdximo. Como es usual, se prefieren modelos parsimoniosos. Los
residuales del modelo de regresion seleccionado son el proceso centrado
de media constante con el que se continta el proceso geoestadistico. Este
procedimiento de regresion, tiene la ventaja de ser paramétrico, y asi el
modelo estimado en funcién de las coordenadas x, y, permite reconstruir
el valor de la media en cualquier lugar del dominio espacial, sin importar
si en ese lugar hay o no observacién (ver (1.3)). A continuacién, algunos
ejemplos de modelos polinémicos usados para la media.

u(s) = Bo+ p1x+ 1y

u(s) = Bo+ B1x+ Bay + Baxy

p(s) = Bo+ Bix+ Box’

1(s) = Bo+ B1x+ Boy + Bax” + Buxy + B5y*

p(s) = Bo + Bix+ Bay + Bax® + Buxy + Bsy* + Bex’y”.

Sila media no es constante pero no se ve una tendencia clara o hay datos
atipicos que no permiten identificarla, se puede recurrir al pulimiento de
medianas (ver seccion 1.1.4.3).
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11.4.3. Pulimiento de medianas

En ocasiones existen datos atipicos o se observa que la media del proceso no
es constante a lo largo de las coordenadas, pero no se encuentra un modelo
polinémico que la describa adecuadamente. El pulimiento de medianas
asume que u(s) se puede descomponer aditivamente en componentes
direccionales. El pulimiento de medianas fue planteado originalmente para
andlisis de datos a dos vias, en el que un factor con p niveles se ubica en la
fila y otro factor con ¢ niveles se ubica en la columna, y en su interseccion
se observa una variable numérica que es la variable respuesta [43].

La adaptacién al caso espacial supone una grilla regular en la cual cada
coordenada horizontal x5, p = 1, ..., P es un nivel de un factor y cada
coordenada vertical y, ¢ = 1,...Q es un nivel del otro factor, siendo las
observaciones los y(s;) i = 1, ..., n.. El modelo en este caso es el siguiente

H(Xp, Yg) = a+1p+cq+epy (1.8)
= ¢ es un efecto global, comun a todas las observaciones,
» rpeselefectodelap —ésimafilap=1,...,P,
» ¢, el efecto de la g — ésima columnag=1,...,Qy
= ¢,, denota el respectivo residuo.

Si existe interaccién entre fila y columna, se puede incluir el término 7,¢,.
Las estimaciones de r, y ¢, se obtienen mediante un proceso iterativo
de sustraccion de las medianas por fila y luego de las medianas por
columna, hasta que las medianas de filas y columnas convergen a cero.
Usualmente con dos iteraciones es suficiente para que esto ocurra. El
modelo geoestadistico considerado es el mismo (ver Definicién 5) solo que
la media se estima ahora con este método y una vez se tiene el efecto global
y los efectos por filas y columnas, se obtiene un proceso residual de media
cero, por lo tanto, constante.

Ejemplo 2. La Figura 1.8 muestra grdficas de dispersion para los datos del
Ejemplo 1, asi como para los residuales que quedan de dos modelos estimados.
Y (s) es la profundidad a la que se encuentra el agua y se grafica en términos
de las coordenadas x v y. Se observa que no se puede asumir que la media es
constante ni en el eje X ni en el eje Y. Por el conirario, la variable disminuye
a medida que hacia se avanza hacia el oriente y hacia el norte. En consecuencia,
en este caso, el modelo de media depende tanto de X como de Y. El objetivo
del modelo de regresion es capturar la tendencia global, de tal manera que los
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residuales Z(s) asociados no muestren tendencia. La estimacion del modelo de
regresion se lleva a cabo utilizando el método de minimos cuadrados ordinarios.
Los residuales resultantes del modelo mds parsimonioso, que no muestran tendencia,
serdn el proceso espacial centrado denotado Z(s). En general, Z(s) es un proceso
con autocorrelacion espacial, por lo tanto, es preciso continuar el modelamiento.
Es importante notar que este procedimiento es solo la primera etapa del proceso
y es especificamente para remover tendencia. El modelo de regresion no cumple el
supuesto de independencia, pero este modelo no serd usado con fines predictivos,
sino tinicamente de reconstruccion de la tendencia global. A esta tendencia global
se le suma la prediccion encontrada con métodos geoestadisticos, de la variable Z
en el lugar sy en el que no se tiene observacion. Con respecto a los pardmetros del
modelo de regresion, efectivamente son estimados. Sin embargo, tener en cuenta la
incertidumbre de estas estimaciones complicaria mucho el método v no mejoraria el

resultado. Ver [76].

e * . Qe . L
s . s .
°8 o o8 1 .
88 s 88 7. oo
g ) . . £ o _osh
5 4 (i ] 5 A [
Sg Tt Sg R
B8 s e’ . e BE T o "o, me o .
w > @ o.. . .JV}-" & ag ¥%° o © KA
1 et cly Y, R . e M.
8 o te. 8 o #%
i T T T T T g T T T
<150 -100 50 0 50 100 50 100 150
X Y
s - s -
87 287
o . e A .
14 . e. 4 . .
K . o o o . . o
EER P A N S8 S ep e R
h=} . %o . h=} R0 . .
2% . . sot : L 2% et o
20 '~ .. [ R X 3 e
2 %, . RS & <. e e el
> 4 . . b e tley | eope . e .
e, et P . .
. : s . .
g § T T T T T T § T T T
M <150 -100 50 0 B 100 50 100 150
X Y

600
I
600
I

0 200
L
e
.
v
.
.
.
.
1]

Residuales

- —
=7y
Bl=— o4
==
=
| ==
==

8
Y
Residuales
0 200
L
.
K
[
. o
.
. o
o~
.
.
.
-
.
-
. 2
)
.
Residuales
0
L
.%
o"
<
3
o
.
o
°.
.o
o
- ®
%’
PR
.

Figura 1.3. En la primera fila se muestran los grificos de dispersién de la variable
profundidad Y (s) en términos de las coordenadas espaciales horizontal, x y vertical, y.
La tendencia es evidente en ambas direcciones. Adicionalmente, el gréfico en las tres
dimensiones sugiere evaluar el término de interaccién. La segunda fila muestra los residuales
del modelo u(s) = Bg + B1x + Bgy y la tercera fila muestra los residuales del modelo
u(s) = Bo + Bix + Box + Bgxy, es decir, las realizaciones de Z(s). La tendencia es
eliminada por ambos modelos de acuerdo con los graficos de los residuales; sin embargo,
por parsimonia, es mejor elegir el modelo sin interaccion.
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1. Se ha tomado una muestra de la altura en (cm) alcanzada por los

1.2. Ejercicios

arboles en un cultivo de mango (Ver Tabla 1.2).

Y
999850
999840
999830
999820
999810
999800

X

Tabla 1.2. Disefio espacial de muestreo y resultado de las realizaciones en

cada ubicacion.

1.1 ¢Para un ||2]] = 10 con ¢ = 0°, esto es, en direccién horizontal,

420
470
400
590
390

400
325
340
460

470
300
330
560
270

270
270
320
270
460
415

9564 9574 9584 9594

para s = (9564, 999800); Z(s) =2 y Z(s + h) =?

1.2 éPara ¢ = 45°, es posible encontrar pares de datos? En caso

afirmativo, encuentre ||2| y n(||2]]).

1.8 La media es constante e igual a 460. Si la covarianza espacial
es un modelo esférico sin pepita y con silla 25000 y rango 15,
{Cudl es el valor del coeficiente de autocorrelacién para ||| = 80

con ¢ =90°7

2. Demuestre o refute:

2.1 La estacionariedad intrinseca implica la estacionariedad de

segundo orden. [lustre con ejemplos.

2.2 La estacionariedad de segundo orden implica la estacionariedad
intrinseca. Ilustre con ejemplos.

3. Se tomaron 547 muestras de la elevacién (en metros) de un terreno.
El objetivo es generar el mapa topogrdfico de este. Ver Figura 1.4. A

continuacién, algunos resultados:
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3.2

3.3

3.4

3.5

3.6
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{Como es el comportamiento de la elevacion del terreno en cada
una de las coordenadas geograficas? éExiste tendencia?
Encuentre la correlaciéon de Pearson entre la elevacién y cada
una de las coordenadas espaciales. Interprete.

{Considera que es necesario incluir el andlisis de la interaccién
entre las coordenadas geograficas este y norte en el modelo de
regresion? Justifique.

iConsidera usted que el proceso espacial posee media
estacionaria? Justifique.

Interprete los colores en el grifico del panel superior izquierdo.
Es posible analizar tendencia en este grafico?.

Escriba formalmente el modelo de regresiéon estimado. Si el
valor de un residual en un lugar sy es 10, cudl es el valor de la
variable de interés en ese lugar?
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766,9 9,8xE-195
Residuos 543 36608,9 67,42 ' '
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Resultados
<o Intercepto 734,7 19,83 37,06 8,5x10-151
reﬁ;‘:‘:f" Este 0,25 0,015 16,59 2,63%E-50
miiltiple Norte 0,21 0,01 -20,35 7,61xE-69
Este*Norte -0,00015 7,50xE-6 -20,62 3,23xE-70

Figura 1.4. Panel superior izquierdo: ubicaciones s = (x,y), en las cuales fue medida la
elevacion del terreno, clasificadas por cuartiles. Panel superior derecho: gréfico de dispersion
de la elevacién Vs. la coordenada Y. Panel medio izquierdo: gréfico de dispersion de la
coordenada X Vs. la elevacion. Panel medio derecho: grificos de dispersion en 3D de
la elevacion Vs. las coordenadas espaciales. Panel inferior: resultados de un modelo de
regresion para ajustar la tendencia.
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(s,)ED;Xx Dy € REXR (s,t)ED; X Dy € REXR (s,t) € D
Dix Dy € REXR (s,t) ED, X Dr € R*XR (s,t) EDs X Dy €
(s,t)ED;Xx Dr € REXR (s,t)ED; X Dp € REXR (s,t) € D
D;X Dr € REXR (s,t)ED; X D € RExR (s,t) €D X Dy €
(s,t)ED;X Dy € REXR (s,t)ED;Xx Dy € REXR (s,t) € D

D;X Dr € REXR (s,t)ED; X Dr € RExR (s,t) €D X Dy €
R4 x R v N £ RE xR
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Para los propésitos de la geoestadistica es suficiente con la informacién que
aportan la media, la varianza del proceso de incrementos y la covarianza
del proceso, cuando esta existe. Estos son los elementos fundamentales
para encontrar predicciones espaciales 6ptimas. Por esta razon, los métodos
se desarrollan bajo estacionariedad de segundo orden o estacionariedad
intrinseca. Este capitulo se dedica al estudio del modelamiento de la
estructura de dependencia espacial de los campos aleatorios, a través de
la estimacion de las funciones de covarianza y de semivarianza, definidas
en la Seccion 1.1.2. En la funcién de semivarianza el prefijo semi solo es
agregado porque se utiliza por conveniencia la constante %

La funcién de semivarianza y(h; ®) cuantifica la varianza de una
variable espacial en dos ubicaciones separadas un vector h.

v(h;0®) = %Var [Z(s+h)—Z(s)] . 2.1)

2.1. Estimacion empirica del semivariograma

La ventaja de usar la variable incrementos es que se pueden encontrar
varias realizaciones, que corresponden a las diferencias de todos los pares
de datos que se encuentran separados a una misma distancia A y a un
mismo dngulo ¢. Con base en estas realizaciones de los incrementos, se
propone un estimador muestral para la semivarianza y a este se le da el
nombre de estimador empirico del semivariograma, dado que, al no ser posible
tener realizaciones directas, se construye con base en las realizaciones de la
variable de interés. Un estimador muy natural estd basado en el método
de momentos y es conocido como el estimador cldsico. Consiste en la
estimacion de la varianza muestral de los incrementos y estd dado por:

S(h) = —1 > (z(s+h) —z(s))2 heR?, (2.9)

N (h)

donde N(h) = {(si, 5j):8i—$;= h} es el conjunto de todos los pares
de ubicaciones cuya separacién corresponde a un vector h, y |[N(h)| es el
cardinal de N (k). Los valores del semivariograma empirico se toman como
la variable respuesta, y asi un modelo de semivariograma teérico se estima
con los métodos usuales para regresion. Estos elementos se ilustran en el
Ejemplo 2.2 y en la Tabla 2.1. Este estimador presenta los inconvenientes
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ya conocidos de la varianza muestral, principalmente su sensibilidad a datos
atipicos, [21]. Por eso, se han propuesto estimadores resistentes a datos
atipicos tales como

3 Jxs +h) - ()2’
1 N (h)

94 . 0.045 [N (h)|

0.4 2.3)
IN(R)] " [N2(h)|

7(h)

900457 +

Finalmente, segin la teoria de datos resistentes, es posible cambiar la media
por la mediana con lo que se obtiene un estimador alternativo dado por

(melz(s+h) —z(s)|1/2)4

2(0.457) @4

y(h) =

Enlos denominadores se puede apreciar en cada caso la correccién por sesgo
[24]. Adicionalmente, los sumandos

l2(s +h) — z(s)|'/?
son mas similares entre si que los
(z(s +h) —2(5))%

La escala requerida se alcanza cuando toda la sumatoria se eleva a la
cuatro. En la Figura 2.1 se aprecia la diferencia entre los sumandos de los
estimadores del semivariograma. En el panel superior se observa que al
elevar al cuadrado la diferencia aparecen muchos incrementos atipicos y hay
mayor variabilidad. Estos efectos son mejor controlados por la operacion
de elevar a la 1/2 como se observa en el panel inferior. Si se opta por la
estimacién de la funcién de covarianza, se puede recurrir a la definicién
clasica de covarianza muestral:

1

C(h) = R D (2(s+h) = D) (2(s) - 7). (2.5)

N (k)

Nétese que para el semivariograma, basta con que la media sea constante,
aunque no se conozca, pero para la covarianza se requiere la estimacién
de la media muestral. A partir de los semivariogramas o covariogramas
empiricos, se ajustan los modelos paramétricos. En la siguiente seccion se
hace un recorrido por los métodos de estimacién mds usados.
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Figura 2.1. Diagramas de caja de las nubes de puntos usadas para la
estimacion cldsica (z(s + k) — z(s))? (panel superior) y |z(s + k) — 2(s)|!/?
resistente (panel inferior) del semivariograma.
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Si existe tendencia en los datos, y esta no es eliminada antes de
encontrar la estimacién empirica del semivariograma o del covariograma,
estos estimadores quedardn contaminados y no se podrd identificar su
verdadero comportamiento. Es muy importante verificar el cuamplimiento
del supuesto relativo a la media constante del proceso para proponer un
buen modelo. Por lo tanto, el estimador empirico del semivariograma se
calcula con Z(s) y no con Y (s).

El estimador empirico del semivariograma se calcula con las
realizaciones del proceso centrado Z(s) y no con las de Y (s), a menos
que el proceso Y (s) tenga media constante en Dy, caso en el cual
ambos cdlculos son equivalentes.

El comportamiento natural de un semivariograma empirico es que sea
una funcién creciente de la distancia. A mayor distancia, mayor variabilidad,
pues las variables lejanas se parecen menos que las cercanas. Pueden existir
fluctuaciones o altibajos, como es usual en las realizaciones de pares de datos
con base en los cuales se ajusta un modelo. Un comportamiento diferente
puede verse al final para distancias grandes, debido a la poca cantidad de
pares de datos. En este caso, seria necesario modelar el semivariograma
hasta una distancia menor al mdximo rezago para el que se tienen datos.
Posteriormente, en la etapa de prediccién solo se tienen en cuenta datos en
esta vecindad espacial.

2.2. Aspectos practicos de la estimacion del
semivariograma empirico

El rezago espacial b = s; — s; es la distancia entre las ubicaciones s; y s;.
La Figura 2.2 muestra a la izquierda una idealizacién de una grilla regular
en la que es posible tomar mediciones a distancias iguales, mientras que
a la derecha un disefio irregular en el que todos los pares de puntos estdn
separados por una distancia diferente.

El disefio de la izquierda puede ser un cultivo organizado en el que
se siembra en surcos en un drea homogénea. Se tienen distancias fijas
y 4angulos fijos entre puntos. El rezago espacial mds pequefio al que se
encuentran pares de observaciones consecutivas es [|h1]| = [|s; —s;]|, seguido
de ||ho|l = 2||h1ll v |lhs]] = 3llk1]]. Hay K = 38 rezagos posibles. Con

este procedimiento, se construyen conjuntos de pares de datos que llevan a
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Figura 2.2. Dos disefios de muestreo espaciales. A la izquierda, un disefio
regular, todos los puntos son equidistantes. A la derecha, un muestreo
irregular donde, en general, todos los pares de datos tienen diferente
separacion y diferente angulo.

realizaciones de la variable incrementos, de tal forma que la lista de rezagos
y el nimero de pares encontrados, tanto en direccién horizontal, ¢ = 0°,
como en direccién vertical, ¢ = 90°, son los siguientes:

{2(s0) —2(s)s i)l = llsi =551}, IN (R ]| = 12
{2(s1) —2(s); 2]l = llsi = s;l1},  IN(llh2lD] = 8
{2(s0) —2(s); ksl = lls; = s;l1},  IN(llhsll)| = 4.

En este caso ilustrativo coinciden por la distribucién de la grilla, pero en
general no tiene porque ser asi. Nétese que, a mayor distancia hay menor
cantidad de pares de datos. Asi, disminuye notoriamente la cantidad de
puntos incluidos en la estimacién del semivariograma. Por esta razén, en
general, se usan los rezagos espaciales hasta la mitad de la mdxima distancia.
Ademds, hay que tener todas las direcciones en cuenta. Para cada direccién
los rezagos pueden ser distintos (ver por ejemplo, las flechas verde y amarilla
en la Figura 2.2).

El disefio de la derecha puede ser un conjunto de estaciones climiticas
o ambientales en el que se requiere mayor densidad de mediciones en
algunas zonas, debido a diferencias en la correlacién espacial. Las zonas son
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heterogéneas y hay lugares de dificil acceso, como zonas muy montafosas,
selvdticas, rocas o cuerpos de agua donde no se pueden tomar observaciones
o instalar dispositivos. En estos casos, todos los pares de puntos se
encuentran a diferentes distancias. EI muestreo en grilla regular no es ni
posible ni adecuado.

Por lo tanto, encontrar pares de puntos con separacion exacta s; —s; = hy
es muy dificil; se acostumbra a definir una tolerancia tanto de longitud como
de dngulo, de tal forma que [|s; — s;|| € (b — &, by + €) y el dngulo entre
s; y sj estid entre ¢ — wy ¢ + w. Los pares de datos estdn en cada conjunto
si su distancia y dngulo se encuentran en los intervalos ||h|]| + £ v ¢ + w,

respectivamente.
Rezago espacial hy ho hx
Total de pares a cada rezago espacial | |N(hy)| | |N(hg)| | ... | |N(hg)l
Semivariograma empirico v(h) v (hg) .. v(hg)
Modelo de semivariograma teérico | y(h1;®) | y(he;®) | ... | y(hg;0)
Modelo de semivariograma estimado | y(h1, ®) | y(he, ®) | ... | y(hg, ©)

Tabla 2.1. Ilustracion de los pasos en la estimacién de la funcién de varianza
de los incrementos. Los incrementos se construyen de acuerdo con los
rezagos espaciales. El semivariograma empirico se calcula con base en
los incrementos y luego se aplican métodos de regresién para estimar los
pardmetros de la funcién de semivarianza. Con base en estas estimaciones
se puede estimar la varianza de los incrementos para cualquier distancia.

Nota 3 (Justificacion intuitiva del semivariograma empirico resistente a
datos atipicos.[24]). Bajo el supuesto de normalidad marginal del campo aleatorio
Z(s) ~ N(u;0?),Vs € Dy se tiene que (Z(s+h) —Z(s)) ~ N(0;2y(h))
y entonces (Z(s +h) —Z(s)) [\/2y(h) ~ X%- Por lo tanto el cuadrado de los
incrementos (Z (s + h) — Z(s))2 ~ Qy(h))(%, yE[Z(s+h) - Z(s)]2 =2y(h).
Ahora se transforma el cuadrado de los incrementos a una variable de distribucion
simétrica. El valor determinado a partir la transformacion Box-Cox es A = 1/4,
con lo cual se obtiene una nueva variable con coeficiente de asimetria 0,08 y
coeficiente de curtosis 2,48 [28]. Nétese que ni el supuesto de normalidad ni otro
supuesto distribucional son necesarios para la geoestadistica. Sin embargo, partir de
estos supuestos permiten generar algunas ideas exploratorias muy itiles.
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2.3. Modelos validos para la funcion de
semivarianza espacial de la variable
Incrementos.

En esta seccién se presentan los aspectos tedricos de los modelos usados
como funciones de semivarianza o covarianza espacial. Si bien es un
problema de regresion, no cualquier funcién se puede usar como modelo
tedrico de semivarianza o covarianza espacial, porque de estas funciones
dependen las predicciones espaciales y sus respectivas varianzas. Estas
ultimas deben garantizarse positivas, lo que lleva a restringir el conjunto
de modelos tedricos al conjunto de funciones definidas positivas para la
covarianza y condicionalmente definidas negativas para la semivarianza,
como se ve a continuacién. Observe las siguientes propiedades obtenidas de
las dobles sumatorias y la propiedad distributiva desarrollando el cuadrado
del binomio.

ZZala] Z(s)) - Z(s))” ZZala](Zl(sl)—QZ(s,)Z(s])+ZZ(sj))

=1 j=1 =1 j=1

= Z AICD Z aj + Z a;Z%(s) Z ai — 2 Z Z a;a;Z(s)Z(s;) (2.6)

i=1 j=1

Ahora, siempre es cierto que el cuadrado de una sumatoria se puede
expresar como una doble sumatoria.

(:ﬁ: a;Z(s;)

i=1

2 n n
= Z Z a;a;Z (s:)Z(s;). 2.7)
i=1 j=1

Si ademds se cumple la condicién

n

Zaiz()

i=1
y se toman esperanzas en la expresion (2.6), se obtiene

C
n 2

zg:cuﬁf(&)

i=1

ZZala](Z(sl) Z(sj))?| = -2F

i=1 j=1
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Finalmente, sustituyendo la definicién de la funcién de varianza de los
incrementos, el resultado indica que el lado izquierdo de la expresién 2.3
es de signo negativo para que la varianza de la combinacion lineal al lado
derecho sea positiva.

n n n

Z Z a;ja;j2y(s; —sj) | = —2Var Z a;Z(s;)

i=1 j=1 i=1

Se concluye que bajo la condicién

n

Zai=0

i=1

la funcién y(.) debe ser negativa para garantizar que las varianzas de las
predicciones de las variables espaciales sean positivas (Ver ecuacién 1.2).

n n n

Var ZaiZ(Si) =— Zzaiaj)’(si—sj) .

i=1 i=1 j=1

A continuacién, se define formalmente una funcién de valor real
condicionalmente definida negativa.

Definicién 8 (Funcién condicionalmente definida negativa). Una
funcion f : RY — R es condicionalmente definida negativa si f(w) =
f(~w) para todo w € RY, y si para cualquier conjunto de m niimeros reales

ai, as, ..., ay tales que 3.7 | a; = 0, conm € Z7, y para m elementos del
dominio wy, w, . . ., Wy, la funcién | satisface
m m
Z aia;f (w; —w;j) < 0. (2.8)
i=1 i=1

La funcién y(s; — s;; ) debe ser condicionalmente definida negativa
para ser un modelo vdlido de semivariograma y garantizar asi varianzas
de prediccién positivas. En la siguiente seccién se presenta una
lista no exhaustiva de modelos vidlidos. Aunque esto puede parecer
restrictivo, los modelos tienen gran flexibilidad y muchas posibilidades
de comportamientos diferentes. Ademds, también son vdlidas las
combinaciones lineales con coeficientes positivos de estos modelos,
dando una inmensa cantidad de opciones adicionales, (ver Seccién 3.7).
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2.4. Elementos del semivariograma bajo
estacionariedad de segundo orden

El semivariograma de un proceso estacionario de segundo orden tiene
una asintota en C(0). Esto significa que su varianza es finita. Esta es
una herramienta para verificar el supuesto de estacionariedad de segundo
orden. Si el semivariograma empirico tiende a una linea horizontal cuando
se incrementa la separacién entre los puntos, es porque estd acotado
superiormente, y esta cota es la varianza del proceso. Un semivariograma
de un proceso estacionario de segundo orden posee al menos los siguientes
dos pardmetros:

s Silla: es la cota superior del semivariograma. Algunos modelos la
alcanzan de manera exacta, mientras que otros la alcanzan solo de
manera asintética. La silla se denota como C(0),

C(0)=of =0}
y también es conocida como meseta. En la Figura 1.2 la silla es 1.

» Rango o alcance: es la distancia a partir de la cual el proceso espacial
ya no se encuentra autocorrelacionado. Variables espaciales separadas
una distancia inferior al rango muestran autocorrelacién espacial. Si
el proceso tiene rango finito, esto es, soporte compacto, la correlacién
es cero para distancias mayores al rango. En otros casos, la cota
es una asintota, asi que la correlacién disminuye a medida que la
semivarianza se acerca a ella. En la Figura 1.2 el rango es 6.

Algunos modelos solo tienen estos dos pardametros. Otros modelos tienen
pardmetros adicionales, como pardmetros de suavizamiento que los hacen
mads flexibles. Pero bajo estacionariedad de segundo orden todos los
modelos tienen silla y rango.

» Efecto pepita: Hay un pardmetro adicional que surge como
consecuencia de un mal disefio de muestreo o de errores en la
toma de datos. Es el llamado efecto pepita. De la definicién del
semivariograma se puede ver que para h = 0, deberfa ocurrir que
v(h) = 0. Sin embargo, en general existe discontinuidad en el origen,
y(h) — ¢, cuando b — 0. Ocurre muy frecuentemente que a
partir del semivariograma empirico se encuentra evidencia de que la
funcién no pasa por (0, 0).
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La primera causa posible es la presencia de un error de medida (EM);
cuando no es posible repetir una medida en la ubicacién s sin error,
entonces alli se evidencia su variabilidad. Esto se puede atribuir a
dispositivos mal calibrados o a errores de registro de observaciones.
La segunda causa posible es el llamado efecto de microescala o
microestructura (MS), el cual se genera porque el proceso espacial
varia a distancias mds cortas de las consideradas en el disefio de
muestreo. Las observaciones en este caso no aportan informacién
sobre el proceso espacial, porque fueron hechas a distancias iguales o
superiores al rango. Por lo tanto, si cualquiera de las dos componentes
(EM o MS) es diferente de cero, el semivariograma presentard
una discontinuidad puntual en el origen. La magnitud de esta
discontinuidad es llamada el efecto pepita (c) y se define como:

2 2
0= Opy + O 2.9

Esto genera un inconveniente adicional y es que la silla C(0) ahora
se encuentra dividida en una parte que corresponde al error, que es el
efecto pepita, y otra que corresponde al proceso, que es la silla parcial.

Silla parcial: Si un semivariograma tiene efecto pepita cg y silla C(0),
la diferencia

oy =C(0)-co

es llamada la silla parcial del semivariograma. Esta representa la
varianza que se puede atribuir a la variable Z(s) (Y (s)), quitindole
el efecto pepita.

En presencia del efecto pepita, el proceso estdi contaminado por un

proceso estacionario V(s), [29]. Asi, sean €;, i = 1, ..., n, mutuamente

independientes e idénticamente distribuidos, esto es, Vi €; ~ N(0;¢p). Se

tiene que

Z(si)=V(si))+e i=1,..,n.

Entonces, la funcién de covarianza de Z(s) (Y (s)) es C(h) = O'I,Qp(h), tal
que p(0) = 1, pero dado que Var(Z(s;)) = O'];Z + ¢o no es posible modelar

toda la estructura de correlacion del proceso de interés

aiolh) _

9
9

1 cuando h— 0.
+ ¢p
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Este comportamiento en el origen que genera el efecto pepita en el
semivariograma, tiene unas implicaciones directas en las propiedades en Lo
del proceso [23].

s 2v(h) es continuo en el origen, entonces Z(s) es continuo en Lg,
continuo en media cuadratica:

E[Z(s+h) -Z(s)]? — 0

siy solo si 2y(h) — 0 cuando h — 0

s Si 2y(h) no tiende a 0 cuando h — 0, entonces Z() no es continuo
en Lg. Esta discontinuidad es el efecto pepita.

s 2y(h) es positivo y constante (excepto en el origen donde es cero).
Entonces Z(s;) y Z(sj) no estdn espacialmente correlacionados para
ningidn par s; # §;, sin importar qué tan cerca estén. Este fenémeno
es conocido como ruido blanco o efecto pepita puro.

Con la existencia del efecto pepita, se altera la relacion entre el covariograma
y el semivariograma. Se habla de covarianza a partir del punto en el que
termina el error, es decir, en el que termina el efecto pepita. Asi, tanto
la covarianza como la semivarianza quedan desplazadas hacia arriba. (Ver
Figura 2.3).

y(h;®) =g + 0} p(h; ©)

y
a2(1-p(h;®)) si h>0
Ciney | PO
co+a'p2 si h=0.

Donde p(h;®) es la funcién de autocorrelacion y representa el modelo
espacial, 0'[,2 es la silla parcial y ¢y es el efecto pepita. Es importante tener
esto en cuenta para no mezclar el error de medida o de microestructura con
los parametros del proceso.

s N\

Si los errores de medicién o de microestructura son muy altos, la
estimacion de los modelos no es buena, afectando la calidad de las
predicciones. Lo ideal en este caso es tomar la muestra existente
como una muestra piloto inicial, con base en la cual se disefia un
muestreo espacial 6ptimo, para recolectar nuevos datos y asi reunir
la informacién suficiente para cumplir con los objetivos del estudio,
(ver Seccién 11.2).
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Figura 2.3. Pepita, silla total, silla parcial y rango bajo estacionariedad de
segundo orden. El modelo es acotado, pero presenta discontinuidad en el
origen. La silla se alcanza de manera asintética.
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En la siguiente seccién, se presentan algunos de los modelos tedricos
validos mds usados para ajustar los semivariogramas empiricos. Los
semivariogramas son funciones de la distancia que miden la varianza de
los incrementos, por lo tanto, son crecientes. La interpretacion es que
a mayor distancia hay mayor diferencia entre los datos y esto genera
mayor variabilidad. Hay algunos casos especiales tales como el modelo
efecto pepita, que es una funcién constante de la distancia, indicando que
no existe autocorrelacién espacial, o los modelos que presentan ondas y
que alcanzan la silla oscilando alrededor de ella, indicando que permiten
autocorrelaciones negativas.

Todos los modelos se pueden mezclar para construir nuevos modelos,
usando productos y combinaciones lineales con coeficientes positivos. Esto
se conoce como el modelo lineal de regionalizacién y amplia mucho
las opciones, ([19, 24, 47]). Este procedimiento se detalla en la seccién
(8.4). Todos los modelos acotados de semivarianza, tienen su modelo
de autocovarianza equivalente a partir de la relacién (1.5). Con base en
un andlisis riguroso de los semivariogramas empiricos y el conocimiento
detallado de las caracteristicas de los modelos tedricos, se selecciona el
modelo correcto y se estiman sus parametros usando los métodos usuales
tales como minimos cuadrados o mdxima verosimilitud (ver Seccion 3).

Las Figuras 2.4, 2.5 y 2.6 y la Tabla 2.2 muestran varios ejemplos de
funciones tedricas de semivarianza y covarianza.

2.5. Modelos de semivariograma acotados

Modelo efecto pepita. Vilido en R?. Si el semivariograma ajustado es un
efecto pepita, entonces no existe autocorrelacién espacial.

0 sillall=0;
h; ®) =
v(1:©) o? ikl #0.

Hay que evaluar esta situacién, ya que pudo haber ocurrido un
problema grave de error de medicién o de microestructura. Si no
hay razones para pensar en independencia o error de medicion, la
microestructura indica que la variacién espacial ocurre a distancias
menores a las observadas. Es necesario tomar nuevas observaciones a
distancias cortas, que es donde ocurre la variacién espacial del proceso
(ver Seccién 11.2 y Figura 2.4).
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Figura 2.4. Algunos modelos vdlidos de semivariogramas y combinaciones
lineales de ellos, usando el modelo lineal de regionalizacién (Ver Seccién 3.7).
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En todos los modelos presentados a continuacion, a representa
el alcance espacial y por lo tanto ¢ > 0. Los modelos esférico,
circular, pentaesférico, triangular y cibico muestran un alcance
finito; la funcién se estabiliza perfectamente.

Modelo esférico. Vilido en R?, d = 1,2, 8.

3
(1) = 02(%%—%(@)) si 0< [kl <a

o? si Al = a.

Modelo circular. Vilido en RY, d =1, 2.

(h:©) 02(1+%\/1—%—%c05_1(%ﬂ)) si. 0<|hl] <a
DA =

o? si k]| > a.

Este comportamiento puede ser un poco irreal, ya que la dependencia
espacial va decreciendo, pero es dificil imaginarse una situacién
prdctica en la que esta se vaya a cero exactamente de un punto a otro,
en un dominio espacial continuo. Sin embargo, estos modelos tienen
unas inmensas ventajas computacionales, dado que generan matrices
de covarianza con gran cantidad de posiciones con valor cero, 0, y esto
agiliza enormemente la inversién de las matrices que suele requerirse
en los procesos de estimacion, usualmente iterativos por la ausencia
de linealidad en los pardmetros de los modelos.

Modelo pentaesférico. Vilido en R?,d = 1,2, 3

Modelo triangular. Vilido en R!

0'2(M) sio O0<|lhl| <a
y(h;@©) =
o2 si k]| > a



42 e Funciones de semivarianza y autocovarianza espacial

Modelo Ciibico. Vdlidoen R4, d = 1,2, 3

9 (7LAI% _ 85 |1kl
(-

5 7
T 31T ) sio 0<|lkll<a

a’ a/

7
ad 2

y(h;0) ={

o si k]| = a

Los modelos presentados a continuacién son estacionarios de segundo
orden, pero, a diferencia de los anteriores, alcanzan la silla de manera
asintética. Uno de los modelos mds utilizados debido a la gran flexibilidad
dada por su parametro de suavizamiento k es el modelo de Matern, (ver
Figura 2.5). Si k = 0, 5 coincide con el modelo exponencial y si k — oo
coincide con el modelo gaussiano. Asi, el rango no es el valor exacto de
a, pues después de a atn puede existir correlacién espacial importante. Es
usual seguir llamdndolo rango, pero se debe identificar para qué valor de a
la distancia entre la curva y la linea a la altura de la silla es muy pequenia.
Esta distancia se denomina rango o alcance practico. La parametrizacién de
estos modelos, por lo tanto, no es tnica. Por ejemplo, algunos incluyen el
tres en el denominador y a 8a lo llaman el alcance prdctico.

El modelo gaussiano es uno de los mds continuos cerca del origen.
De hecho, es infinitamente diferenciable cerca de 0. Cuando los modelos
son mads suaves cerca del origen que lejos del origen, generan predicciones
errdticas [9].

Modelo Matérn. Vilido en R?,
0= lo2(1 - 1 IR gradl
v (h;©) = {“ (1 2*-1r<x>)( a ) RS0

donde K,((”Z—”) es la funcién de Bessel modificada de tercera clase de
orden «, k > 0. Ver Figura 2.5.

Modelo exponencial. Vilido en R?.

y(h; ©) = 02 (1 — exp (—HZ—H))

Modelo Gaussiano. Valido en R?

y(h;©) = o2 (1 —exp (—%))
a



Funciones de semivarianza y autocovarianza espacial ¢ 43
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Figura 2.5. Modelo de autocovarianza Matérn para diferentes valores de los
pardmetros de suavizamiento y de rango. Es un modelo muy flexible.
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Tabla 2.2. Ilustracién de un semivariograma empirico y algunos posibles
modelos tedricos ajustados. Note al final el comportamiento decreciente del
semivariograma empirico. Es comiin que haya menor cantidad de pares de
datos para distancias grandes, lo que genera un comportamiento erratico
de la estimacién empirica. En estos casos, lo mds adecuado es modelar solo
hasta la distancia a la cual existe suficiente informacién y tener en cuenta
este radio para la prediccion.
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Modelo cuadritico racional. Vdlido en R¢.

(h:6) = 02( 1412 )

IE
a

Modelo estable. Vilido en R,

B
y(h;®)=0'2(l—exp(—(”z—”) )) Vh, 0<6<2.

Transformada de Radon de orden 2 del modelo exponencial. Vilido en R?.
y(h;©) = o (1 - (1 + “h—“) exp (_“h_“))
a a

Transformada de Radon de orden 4 del modelo exponencial. Vilido en R?.

o= {8 188 o 1)

Modelo de Cauchy generalizado. Vilido en R, «; > 0,0 < kg < 2

o))

Modelo de Lantuéjoul. Vilido en R,

y(h; ©) = o2 (1 — sin (f exp (—@)))
2 a

Los modelos presentados a continuaciéon admiten ondas, esto es,

y(h; ©) = o?

admiten correlacién espacial negativa. Estos modelos siguen siendo
estacionarios de segundo orden, pero las ondas van disminuyendo su
amplitud cuando aumenta el rezago espacial pero contintian oscilando
alrededor de la silla.

Modelo del seno cardinal (Efecto hueco). Vdlido en RY, d = 1, 2, 8.

si [[Al] = 0;

v(h;0) = UQ(I—ﬁsin(Hh”)) si|lAl] > 0.

a
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Figura 2.6. Semivariograma tedrico para cinco modelos acotados distintos,
pero con los mismos pardmetros de silla y rango. Nétese las diferencias de
comportamiento entre ellos.
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Modelo de Bessel. Vilido en R?.

( d\ (1R 472 h
9d4/2-1p (§) (u) Jas2-1 (u)
a a

J.() es la funcién de Bessel de la primera clase.

y(h0) = o — o

Modelo exponencial con amortiguamiento. Vilido en R!. Vdlido en R? si
y solamente si ag > a;. Vdlido en R? si y solamente si ag > a1 V8,

y(h;0) = o? - o? (exp (—M) cos (Hh_”))

a, ag > 0.

al as

Modelo coseno. El mdximo efecto hueco es obtenido con el modelo
coseno. Sin embargo, este modelo es solo definido no negativo
en R!, por esta razén se usa mds el modelo exponencial con
amortiguamiento.

y(h;0) = 02 = o2 (cos (M)) .

a

2.6. Modelos de semivariograma no
acotados

Los modelos presentados a continuacién no tienen varianza finita, esto
es, no alcanzan silla y, por lo tanto, no tienen rango. Son vilidos, ya
que cumplen los requisitos de la estacionariedad intrinseca, esto es, son
funciones condicionalmente definidas negativas (ver Seccién 2.3). Estos
modelos se reconocen a partir de los semivariogramas empiricos porque el
valor de la semivarianza espacial nunca se estabiliza, esto es, nunca alcanza
silla (ver Figura 2.4).

Modelo potencial. Vdlido en R?.
y(h;©) =blAl1°, b > 0.

Este modelo es vdlido para 0 < § < 2, ya que en otro caso crece
demasiado rdpido y con esto violaria la hipétesis de estacionariedad
intrinseca (ver Definicién 6). Un caso particular es el modelo lineal.
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Modelo lineal Vilido en R,

y(h; ©) = bllAll, b>0.
Modelo logaritmico modificado o modelo de Wijsian-c2. Vilido en R¢.
3 2, 2
y(50) = Zhlog (JIH2+¢2),  c#0  0<b<l (210)

El modelo de Wijsian tiene varias versiones y propiedades muy utiles
e interesantes. Ver detalles en [45] y [19]. Es un modelo no acotado
va que aplica logaritmo a la distancia, log (||2]|), pero esto tiene el
inconveniente de que no pasa por el origen, de ahi la modificacién
presentada en 2.10.

Finalmente, a continuacion, se presenta un modelo muy flexible v que tiene
como casos particulares tanto modelos acotados como modelos no acotados,

2

como por ejemplo el Cauchy generalizado y el Wijsian-c2, ver [68] para un

tratamiento detallado del mismo.

Modelo puente entre modelos acotados y no acotados. Vilido en R?.

b(1+ ||h||a)ﬁ/a -1
9fla_1

y(h; ©) = O<a<?2, -ow<p=<2
a controla la suavidad tanto del semivariograma como del campo
aleatorio asociado y el comportamiento de largo-alcance. A mayor
alcance mayor continuidad espacial y viceversa. Es acotado si y
solamente si 8 < 0.

La suavidad de las funciones de dependencia espacial muestra la
velocidad a la cual la variable va cambiando a través del espacio. Entre mads
suaves son, mds continuo es el proceso. A distancias cortas, la funcién de
autocorrelacién toma valores mads altos, es decir, su semivariograma toma
valores mds bajos.

La prediccién en un lugar no muestreado es mas fdcil y mds precisa
si el proceso no presenta cambios bruscos. Si el proceso es mads irregular
y su variabilidad es mayor, no es tan clara la estructura y existe menos
informacion sobre Z(s) en los lugares vecinos a s. Cuando los modelos
vuelven a presentar una suavidad similar lejos del origen que cerca del
origen, las técnicas de prediccién espacial son imprecisas y confunden
la autocorrelacion cerca y lejos del origen [9], dado que pueden generar
ponderaciones altas para variables alejadas de la ubicacién objetivo.
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Nota 4. En lo sucesivo se utilizan h vy ||h|| indistintamente.

2.7. Ejercicios
1. Grafique los modelos de covarianza y semivarianza:

1.1 Fije la silla y varie el rango.
1.2 Fije el rango y varie la silla.
1.8 Fije silla y rango y varie pardimetro de suavidad cuando aplique.

1.4 Compare los comportamientos de diferentes modelos de
covarianza y semivarianza cuando para todos se usan los mismos
parametros.

2. Demuestre o refute: la covarianza entre un proceso espacial en la
ubicacién s; y el proceso valor promedio del fenémeno sobre el drea
B es igual al promedio de las covarianzas entre el proceso espacial en

la ubicacion s; y los procesos espaciales existentes en todos los puntos
dentro de B.

3. Compare para varios conjuntos de datos los 8 estimadores empiricos
del semivariograma. {Existe alguna relacién de orden entre los 3?
{Existe alguna relacién de orden entre 2 de ellos? o, definitivamente,
no existe ningin orden entre estos estimadores?

4. Deduzca la correlacion entre dos estimaciones del semivariograma
empirico y(h;) y y(h) para el modelo exponencial. Use la
informacién dada en la nota 5.

5. A continuacién, se muestran las funciones de covarianza y densidad
espectral para un modelo de covarianza gaussiano. Utilice el Teorema
1 para demostrar que una puede obtenerse a partir de la otra,

Funcion de covarianza:
C(h) = o2 exp(—a?)

Funcion de densidad espectral:
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Teorema 1 (Teorema Bochner). Una funcion continua es definida
no-negativa si y solamente si puede ser representada como sigue:

C(h) = /R2 exp(ih’ w)dF (w)

donde F es una funcion real, acotada 'y no decreciente. Si F' es absolutamente
continua (con respecto a la medida de Lebesgue):

C(h) = ./R? exp(ih’w) f(w)dw

. Seleccione otra funcién de covarianza espacial y aplique el Teorema

1 para encontrar la funcién de densidad espectral asociada. éla
densidad espectral siempre existe? Justifique su respuesta.

. Haga una tabla con la siguiente estructura para todos los modelos

en los que aplique: Columna 1, funcién de autocovarianza; Columna
2, funcion de semivarianza; Columna 3, funcién de autocorrelacion.
{Existen expresiones para las 8 funciones en todos los modelos? Si no,
éen qué casos no existen expresiones para las 8 columnas y porqué?

. Realice un andlisis geoestadistico para los datos presentados en la

Tabla 2.3. A continuacién se sugieren los pasos para llevar a cabo un
analisis de estacionariedad e isotropia asi como de prediccién espacial.

8.1 Encuentre la matriz de correlacién de la variable y sus
coordenadas geogrdficas. Analice.

8.2 Realice grificos de dispersién de la variable contra cada una de
las coordenadas geograficas. Analice.

8.8 Realice grificos de dispersién de la media (mediana) de cada
columna con respecto a su coordenada horizontal.

8.4 Realice grificos de dispersion de la media (mediana) de cada fila
con respecto a su coordenada vertical.

8.5 Realice grificos de dispersiéon de la varianza de cada columna
con respecto a su coordenada horizontal.

8.6 Realice grdficos de algunos dispersogramas. Encuentre el
coeficiente de autocorrelacién para cada caso. Analice.

8.7 Realice grificos de dispersiéon de la varianza de cada fila con
respecto a su coordenada vertical.
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Realice al menos un grifico de medias méviles que no sea ni por
fila ni por columna.

Existe tendencia en alguna direccién? En caso afirmativo,
explore varios modelos de regresién e intente ajustarla y
posteriormente verifique que la tendencia fue eliminada
realizando gréficos de dispersion de los residuales del modelo
de regresion seleccionado.

Grafique el semivariograma empirico horizontal de la variable
centrada.

Grafique el semivariograma empirico vertical de la variable
centrada.

Grafique el semivariograma empirico en direccién 45 grados de
la variable centrada.

Grafique el semivariograma empirico omnidireccional, esto es,
sin tener en cuenta la direccién, sino tinicamente la distancia de
la variable centrada.

Grafique, si es posible, un variograma con direccién diferente a
las anteriores de la variable centrada.

{Tienen un comportamiento similar los semivariogramas
en todas las direcciones? {En todas las direcciones el
semivariograma empirico sugiere ajustar un modelo acotado?
Esto es, se observa que existen silla y rango? o por el contrario
la varianza no parece estabilizarse?

Ajuste un modelo de semivariograma teérico omnidireccional.
Segin lo encontrado en el andlisis a diferentes dngulos,
determine si es necesario aplicar correccién por anisotropia.

Con los datos originales, aplique dos iteraciones del pulimiento
de medianas y obtenga los residuales. Encuentre al menos 10
predicciones utilizando kriging con pulimiento de medianas.
Sumele a las predicciones los efectos fila, columna y global para
devolver los datos a su escala original.

Realice la validaciéon cruzada (al menos para 10 lugares
observados) y calcule:

8.18.1 Media (mediana) de los errores. Media (mediana)

estandarizada.

8.18.2 Grafique observados Vs. predichos y calcule su coeficiente

de correlacion lineal de Pearson.
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Norte

29
27
25
23
21
19
17

19,6 20,8 19,6 | 19,8 | 21,5
18,8 | 19,9 | 20,3 | 20,6 | 19,9 | 20,1 | 19,8 | 19,9
17,9 | 20,2 | 20,5 | 19,8 | 21.0 | 20,1 | 20,2 | 20,9
14,5 | 18,56 | 19,9 | 20,6 | 20,2 | 20,4 | 20,9 | 21,9 | 22,1
16,5 | 18,6 | 19,9 | 20,5 | 20,3 | 21,6 | 20,9 | 19,8 | 194
19,5 | 19,0 | 20,8 | 20,8 | 21,6 | 19,8 | 20,8 | 19,5 | 21,2
18,2 | 19,2 | 20,6 | 20,9 | 19,8 | 19,9 | 20,8 19,9
17,4 | 18,5 | 20,5 | 20,9 | 19,9 | 22,1 | 20,3 21,1
16,5 | 19,0 | 19,9 | 20,8 | 21,9 | 20,9 | 21,5 20,2
19,5 | 19,2 | 20,8 20,9 | 21,6 | 19,9
18,2 | 18,5 | 20,6 21,5 | 21,7 | 22,1
17,4 | 18,5 | 20,5 20,7 | 20,9 | 20,9
14,5 20,2 21,6
16,5 19,9
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Este

Tabla 2.38. Datos de sensacién térmica
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En este capitulo se muestran algunos métodos de estimacién de pardmetros
de modelos de regresién, adaptados al caso de de la semivarianza o de
la covarianza espacial. En términos generales, es importante recordar que
estos métodos estiman los parametros, asumiendo que el modelo propuesto
es el verdadero. Esto es, si se propone un modelo exponencial, por
ejemplo, el método encuentra los pardametros que optimizan un criterio
bajo el supuesto de que el modelo exponencial es el modelo correcto de
semivarianza. De alli la importancia del semivariograma empirico, también
conocido como experimental. Para su estimacion es importante tener en
cuenta:

= Debe ser construido con los datos libres de tendencia, es decir, con
media constante. En caso de encontrarse tendencia en los datos, esta
tendencia se modela con modelos de regresién polinémicos o con
andlisis a dos vias y el semivariograma se construye con los residuales
obtenidos en cualquiera de estos casos. Estos residuales ya son de
media cero.

» Se debe usar un estimador resistente a datos atipicos en caso de
detectar su presencia.

» Es importante elegir una distancia maxima, para asi incluir solo pares
de datos con distancias menores a un & especifico, en caso de que se
observe un comportamiento errdtico a distancias mayores.

s Es necesario familiarizarse con las caracteristicas de los modelos
vdlidos y compararlas con el comportamiento del semivariograma
empirico para elegir el modelo mads adecuado.

» Usualmente, los modelos de semivarianza o autocovarianza no
son lineales en los pardmetros. Por lo tanto, se usan métodos
iterativos y se requieren valores iniciales. Estos se eligen a partir
de la observacién-exploracién del semivariograma empirico. Esto se
conoce como estimacion a o0jo o a sentimiento.

31. Minimos cuadrados ordinarios

Los valores del semivariograma empirico son las realizaciones de la variable
respuesta, en funcién de la separacion h (ver Tabla 2.1). El modelo y (h; ©)
es un modelo vilido elegido de acuerdo con el comportamiento visto en el
semivariograma empirico (ver seccién 2.3).
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La estimacion por el método de los minimos cuadrados ordinarios
consiste en encontrar el valor del parimetro ® que minimice @ dado
por

K
Q=) () —y(; ©)*.
k=1

Si la cantidad de pares de datos para calcular cada 7(h;) y el cambio
entre varianzas de cada grupo no es tan importante, el método de minimos
cuadrados ordinarios puede funcionar bien. En otro caso, es mejor usar
minimos cuadrados ponderados.

3.2. Minimos cuadrados ponderados.

Dado que cada punto del semivariograma es estimado con diferente
cantidad de datos y que las varianzas entre semivariogramas empiricos
son notoriamente distintas de un rezago espacial a otro, es adecuado usar
minimos cuadrados ponderados (ver Tabla 2.1).

La adaptacion de este método de estimacion al caso de la estimacion
del semivariograma consiste en construir la matriz de ponderaciéon W(0),
usando la varianza del estimador empirico del semivariograma. [23]
encuentra una aproximacion a esta varianza bajo el supuesto de normalidad
al menos marginal de Z(s). Asi, se tiene que para cualquier A,

(Z(s+h) = Z(5))* ~ 2y (h; ©) x 2.
y en consecuencia para cada rezago hy,
Var[Z (s + ) — Z(5)]? = 2(2y (ly; ©))2.

Incluyendo el denominador del semivariograma empirico para ponderar
también por la cantidad de pares encontrados para cada rezago hy, la matriz
diagonal de ponderacién se puede construir como sigue

2(2y (hy; ®))2) .

Wiey= Diag( IN ()]

con

N(h) ={(i,)) : si —5j = Iy }.
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Para las ubicaciones i, j = 1, ..., n, que generan los primeros k rezagos

espaciales k = 1, ..., K, [22]. [N (h;)| es el cardinal del conjunto N (hy).

,

es el cardinal del conjunto N (h;). Entonces

2(2y (I @))2) |

W) SR ( NGl

y la expresién a minimizar es
(27 - 27(©)) W™ (©) (27 - 27(0)).

=), ... 7(h&)) y ¥(©) = (y(h1;0) , ..., v (hg; ©)).

La estimacién de los pardmetros del semivariograma por MCP,
consiste en construir la matriz de ponderacion W(®) usando la
varianza del estimador empirico del semivariograma y |N (h;)| que

J

Esta opcién es usada muy frecuentemente y en general arroja buenos

resultados en la calidad de la estimacién. Es importante resaltar las

siguientes caracteristicas de este método de estimacion:

» La matriz de ponderacién depende del pardmetro a estimar ©.

Por consiguiente, cada etapa de la iteracién tiene una matriz de

ponderacién distinta obtenida al reemplazar el valor de @ resultante

de la iteracion inmediatamente anterior.

s Los modelos vdlidos de semivarianza en su mayoria son no lineales en

sus pardmetros, y los sistemas de ecuaciones de estimacién derivados,

no permiten despejar el valor de cada pardametro en términos de

los demds. En el contexto de estimacién de modelos de regresién

no lineales, se requiere de procedimientos de estimacién iterativos,

partiendo de unos valores iniciales dados a los pardmetros.

» Existen otras alternativas de ponderacién como por ejemplo
2

W [0} W(@) = Dlag

que también funcionan bien en la prdctica y ayudan a equilibrar

el hecho de tener diferentes |N(h;)| para cada h;. Nétese que en

estas alternativas de ponderacion, la matriz W(®) no cambia de una

iteracion a otra.
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Los métodos de estimacion presentados hasta ahora se basan en la
estimacion del semivariograma empirico. A partir de este grifico se eligen
el modelo a estimar y sus pardmetros iniciales. Este procedimiento de
estimacion tiene las desventajas de que el nimero de rezagos y su longitud
son elegidos subjetivamente. Si se tienen pocas observaciones, la cantidad
de datos en cada una de estas clases es muy pequefia, de tal forma que para
los rezagos menores se pueden tener suficientes datos para la estimacion
de cada y(h;), pero no asi para los rezagos mayores. Estos son problemas
compartidos por el histograma con el nimero de clases o por el estimador
de densidad kernel con el ancho de banda.

Los métodos presentados en la siguiente seccién se basan en el
conocimiento de la funcién de verosimilitud de Z o Y, excepto
por sus parametros, y en teoria no requieren de la estimacién del
semivariograma empirico. Sin embargo, no existe otra forma de
aproximarnos al comportamiento de la variabilidad espacial del proceso
y a sus caracteristicas principales. Asi que, los métodos de mdxima
verosimilitud y mdxima verosimilitud restringida pueden arrancar con
cualquier matriz de covarianza no estructurada, que no tengan ninguna
relacién con el fenémeno, como valor inicial. Sin embargo, esto puede llevar
a estimaciones pobres, a demoras en la convergencia o a que la optimizacién
se quede en éptimos locales. Ademds, se requeriria imponer en cada
iteracion la restricciéon de que la matriz obtenida sea definida positiva y atin
quedaria pendiente la forma de estimar el vector de covarianza entre los
lugares observados y el lugar a predecir.

En términos practicos, lo mas adecuado es usar la estimacién del
semivariograma empirico, el modelo propuesto y el ajuste a sentimiento
respectivo para construir la matriz de covarianza inicial y asi estimar 0.

3.3. Maxima verosimilitud.

La estimacién de los pardmetros de la funcién de covarianza usando
los métodos de miaxima verosimilitud (ML) y de mdxima verosimilitud
restringida (REML), requiere de la especificacién de la distribucién de
probabilidad conjunta del vector

Y= (Y(s1),...,Y(sn)).

En general, la estimacion se lleva a cabo con base en el supuesto de
normalidad multivariada, debido a la posibilidad que da esta distribucién de
tener expresiones matemadticas cerradas y ademads porque los pardmetros de
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esta distribucién, coinciden con los pardmetros relacionados en el supuesto
de estacionariedad de segundo orden. También es importante notar que
estos métodos tienen unas propiedades estadisticas excepcionales, ver por
ejemplo [17].

En cuanto a los métodos conocidos como de pseudoverosimilitud,
son aquellos métodos que relajan el supuesto de la distribucién conjunta
y construyen las ecuaciones de estimacién con base en distribuciones
marginales univariadas o bivariadas. Esto es til, siempre y cuando sea
posible encontrar relacién entre los pardimetros de la distribucién resultante
y los pardametros de interés.

s N\

Para el caso ML se asume que
Y ~ N, (XB,2(0)).

donde £(®) = Cov[Y] es una matriz de dimensién n X n y (X es
una matriz de dimensién n X ¢, ¢ < n, de variables explicativas,
dentro de las cuales cominmente se encuentran las coordenadas
geogrificas o funciones polinémicas. El negativo de la funcion de
log-verosimilitud es

L(B,0)= %11’1(27‘[) + %ln 1Z(0)] + %(Y -XB)Yz lO) (Y -XpB).

El elemento ij de la matriz X(0) corresponde a la covarianza espacial
entre las variables Y (s;) y Y (s;), esto es,

Cov [Y(si), Y(sj)] =C(s; —5;;0) =C(h;0).

C(h;0) es una funcién definida positiva con la que se construye la
matriz 2(®). Por lo tanto, 2(0) es una matriz definida positiva y en
consecuencia X1 (0) existe y es tnica.

\. J

El estimador © es sesgado, pero asintéticamente eficiente; sin embargo,
paraddjicamente, tener una muestra grande genera el inconveniente de
tener que realizar gran cantidad de operaciones, debido al cdlculo tanto
del determinante como de la inversa de la matriz de covarianza en forma
iterativa.

Ejemplo 8 (Elementos de la funcién ML). SiY estd georreferenciado en R?,
s; = (x4, yi), v su media es una funcion lineal de ambas coordenadas, entonces, los
elementos de la funcion de verosimilitud son los siguientes bajo el modelo Y (s) =
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X(5)B +Z(s), E[Y] = X8, E[Z(s)] = 0, Var[Y] = Var[Z] = £(®©).

Y (s1) I x1 vy Z(s1)
Bo

Y =1Y(s;) X=l1 xi i B =5 Z=\Z(si)
B

Y (sn ) 1 X" yn Z (sn )

C(07®) C(Sl _32;8) QI C(Sl _Sn§®)
2(@): C(SQ_.sU@) C(O’G)) C(SQ_'&U@) .
C(sn - Sl§®) C(sn - 32;6) .. C(O, ®)

C es la funcion de covarianza del proceso espacial (ver Seccion 2.5). En general,
cada fila de la matriz X es una coordenada o una funcion usualmente polinémica de
ellas.

Nétese que aqui se plantea la forma general de estimar (B, ©)
simultdneamente. Si se tiene el proceso centrado y la media se conoce
0 ya se ha estimado, se puede usar directamente Z y solo se estima 0,

Z ~ N, (0, 2(0)).

Ejemplo 4 (Ilustraciéon de los cdlculos para la construccién de la
funcién de log-verosimilitud con media constante y semivarianza espacial,
exponencial.). Supongamos con fines ilustrativos que n = 2y que las realizaciones
del vector Y son'y = (y(s1),y(s9)) = (3,4) v |s1 — so| = 5. La funcion de
semivarianza exponencial es

y(h, ®) = 2 (1 —exp (—é)) , h>0
a
Dado que hay estacionariedad de segundo orden,se puede usar la equivalencia
y(h;©) = o = C(h; ©)

y la funcion de covarianza correspondiente es

C(h,®) = o2 exp (—ﬁ) para h >0
a
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Notese que a2 =C(0, ®)., asi que la matriz de covarianza, su determinante y su inversa, estdn

dadas por:

s Matriz de covarianza

m@):( (0, ©) Cul—y;e))

C(sg —51;0) C(0,0)

»  Determinante

I2(0)] = C*(0,0) — C(sg - 51;0)C(s1 — 59;©) = C2(0, 0) — C%(57 — 59;0) > 0
» [nversa de la matriz de covarianza

>~ le) =

1 C(0,0)  -C(sg—51;0)
C2(0,0) - C%(s1 - 59;0) | _C(5;-59:0)  C(0,0) |

» Asumiendo media constante el proceso centrado es
y(s1) - u
y-p= :
y(sg) —

2 1 1
L©, iiy) = 5 In@m) + 3 [Z@) [+ 5 (y - W'ET @O (- 0. @)

La funcion de log-verosimilitud es

y el término cuadrdtico de [ en la ecuacion (3.1) queda
(-2 HO) (y-p) =

C(0,0)(((s1) — )2 + (y(s9) — %) =2C (51 - 59;0) (¥(51) — k) (¥(s9) — k)
I=(0)| '

Reemplazando todo en la funcion negativo de la log-verosimilitud [(®, u;y), se obtiene

2
In (04 ~ (2 exp(=5/a)) ) o2 (8- )% (4 - 1)?) = 2exp(=5/a) (8 - p) (4 - p))
+ .

In(2r) + 3 5

(3.2)

Es importante tener claridad en los elementos y cdlculos de todos los
métodos tanto con fines de interpretacién como de programacién. El vector
aestimares ® = (0'2, a). Lafuncién a optimizar es 3.2. Usualmente, se elige
tanto el modelo como los valores iniciales de los parametros con base en un
ajuste a sentimiento del semivariograma empirico.
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3.4. Maxima verosimilitud restringida
espacial.

Una variacién del estimador ML que reduce el sesgo de las estimaciones de
los pardmetros de la covarianza es el estimador REML, el cual sustituye la
maximizacién de la verosimilitud del vector Y por la del vector A’Y que
satisface E[A’Y] = 0. Se usa el modelo de funcién aleatoria intrinseca de
orden k = 1, asi que se asume la media constante, [52]. Por eso aqui se
presenta en términos de Y. La matriz A es una matriz de dimensién n X
(n — p), de rango columna completo. Con esta modificacion, y dado que
Var[A'Y] = A’Z(0)A, el negativo de la funcién de log-verosimilitud queda:

1 1
[(B;y) = gln(Qn) + 3 In |[A’Z(©)A| + QY’A(A’Z(@)A)_IA'Y. (3.3)
Este método no usa el modelamiento de la superficie de tendencia, sino
que se basa directamente en un vector de incrementos de media 0. Sin
embargo, a pesar de reducir el sesgo en las estimaciones de 0, atn requiere
una cantidad muy grande de operaciones. A = (g;;) es una matriz (n—1) Xn

con los siguientes elementos

1 si i=7 y j=1,...,n-1

a;j=1-1 1 i=j+1 y j=1,..,n-1

0 en otro caso

Ejemplo 5 (Ilustracién método REML para el caso n = 3). . Y(s) es un
proceso de media constante.

Notese que se encuentra de manera alternativa el proceso de incrementos, y que
las caracteristicas son las mismas que las del método de ML aplicado al proceso A"Y.

Y(s1) 1 0
Y =Y (s9) y A=[-1 1
Y (s3) 0 -1



Estimacion teorica de las funciones de semivarianza y de autocovarianza e« 63

1 -1 0 Y Y(s1) - Y(s9)
A'Y = Y(s9)|= . .
0 1 -1 Y(s9) =Y (s3)
Y (s3)

El método que se presenta a continuacién es una combinacién de los
métodos basados en minimos cuadrados y los métodos basados en la
verosimilitud, lo que lo hace muy atractivo y eficiente.

3.5. Pseudoverosimilitud. Verosimilitud
compuesta (CL)

El método CL que se usa en este caso [5] para estimar © consiste en sumar
componentes individuales de log-verosimilitud, y hacer que correspondan
a las marginales de las variables de interés. Por lo tanto, este método no
requiere el conocimiento de la distribucién multivariada de Y, sino que se
basa en las distribuciones marginales

/(Y (si), 0)

Se asume que existen tanto el gradiente como la matriz Hessiana de /.

Si se suponen conocidas f(Y(s;), ®), excepto por el parimetro ©;
entonces [(Y(s;), ®) = In(f (Y (s;), ®)) es una funcién de log-verosimilitud
y la funcién de verosimilitud compuesta es

CL(®) = ZH:Z(Y(Si)’ 0)
i=1

A su gradiente

VCL(®) = CS(O)

se le llama la funcién score compuesta.
Asi, para encontrar el estimador 0, se resuelve el sistema de ecuaciones

CS(0) = Z VI(Y(s;), ®) = 0.
i=1

Asumiendo que el proceso es de media constante, posiblemente después
de quitar la tendencia con un modelo de regresién polinémica en las
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coordenadas, una implementacién de este método para la estimacion del
semivariograma espacial es la siguiente,

1. El objetivo es estimar los pardmetros del semivariograma, y por lo
tanto es muy natural la construccién de la variable incrementos, la
cual se va a denotar U:

Ul‘j = Y(.S‘i) - Y(.S‘j).

La variable U se logra efectuando todas las combinaciones posibles,

-1 . . .
resultando en "("2 ) realizaciones, la cual es una inmensa cantidad

de datos. Por lo tanto, es 16gico ingresar a la estimacién solo aquellos
datos que involucran informacién sobre la dependencia espacial. Se
pueden omitir aquellos pares de observaciones que se encuentren
muy alejadas, segin un criterio definido, tal como el alcance espacial
observado en el semivariograma experimental.

2. Serequieren las funciones de verosimilitud marginales de las variables
de interés.

Asumiendo normalidad para las distribuciones marginales de
Y, esto es,

Y(s) ~ N(u;02),V(s) € D.

se tiene que

Uij ~ N(0, 2y(s; — 55, ©))
Asi que el negativo de la funcién de log-verosimilitud es
U2

o=l s, l
l(Uij, ©) = 9 In (27T (27(31 Sj» ®))) + 9 (27/(&. _sj, @)) :

3. Determinar la funcién de verosimilitud compuesta, sumando todas
las funciones de log-verosimilitud marginales de la variable U;;

n—-1 n

32w, @).

i=1 j>i
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4. Para un modelo vélido de semivarianza 2y (s; — s;, ©), se determina
la funcién score compuesta

”Zl i al( Z]’
i=1 j>i 6(6)
la cual bajo el supuesto de normalidad queda

Oy (si — Sj,@) 1 .
Us = 2y(si =5}, ©)).
21; 50)  Hyi(s s, @) i 27,0

La cual realmente es una estimacién por minimos cuadrados ponderados
del modelo

Ui%’ = 2)/(.5‘1' - Sj, @) +e;;.

Noétese que, aunque en un principio, al usar las distribuciones marginales
no se involucra la estructura de dependencia espacial existente en los datos,
esta es involucrada mds adelante a través de la varianza de la variable
incrementos. Una de las razones para usar las verosimilitudes marginales
es que, aunque inicialmente no se cumpla el supuesto requerido, es posible
aproximarse a este a través de alguna transformacion.

3.6. Aspectos practicos en la estimacion del
semivariograma

= ML solo si existe la covarianza. Es importante notar que si la varianza
del proceso no es finita, no existe la covarianza y no es posible tener el
supuesto de estacionariedad de segundo orden. En consecuencia, no
es posible usar el supuesto de normalidad. En estos casos, donde solo
se tiene estacionariedad intrinseca, los pardmetros se estiman usando

MCO, MCP o Pseudoverosimilitud.

s Errores en el disefio de muestreo. Dado que tanto el modelo
como sus pardmetros iniciales se eligen a partir del semivariograma
empirico, hay que tener en cuenta todas las posibilidades en el proceso
de ensayo y error. Puede ocurrir que en la ventana donde hay
observaciones no se estabilice el semivariograma, pero si los modelos
lineal o potencial no se ajustan bien, es posible que el proceso alcance
la silla mds lejos de lo que se ve con los datos en el semivariograma
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empirico. Asi, se puede probar con un modelo acotado, y si los
resultados son buenos, seguramente faltan mediciones mas alejadas
para identificar correctamente el rango a partir del semivariograma
empirico. Si, por el contrario, falté llevar a cabo observaciones a
distancias mads cortas, serd evidente con la existencia del efecto pepita.

= Tamaiios de las matrices. Mientras que el método de ML requiere

invertir iterativamente una matriz de dimensién nxn, los MCO, MCP
o CL solo requieren la inversién iterativa de una matriz cuadrada,
cuya dimensién la da el nimero de pardmetros del modelo de
covarianza o semivarianza.

= Matrices de covarianza estructuradas. Las matrices de covarianza

que se usan en este texto se conocen como estructuradas, porque son
construidas usando una funcién definida positiva, usualmente con
pocos parametros. Hay quienes no gustan del uso del semivariograma
empirico y en este caso estiman todos los elementos de la matriz
sin estructura. Esto puede llevar a problemas de convergencia en
un proceso de estimacién iterativo, debido a que su tamafio es
demasiado grande con respecto al nimero de observaciones. La
cantidad de pardmetros a estimar puede resultar excesiva: @
Adicionalmente, no se tendria cémo calcular la covarianza entre
lugares diferentes a los de la matriz de observaciones y también se
perderia la interpretacién de la variabilidad espacial que presenta el
semivariograma.

3.7. El modelo lineal de regionalizacion

En la mayoria de las situaciones, dos 0 mds modelos pueden ser combinados

para ajustar la forma del semivariograma empirico o de la funcién de

covarianza.

Combinaciones lineales con coeficientes positivos, de modelos
validos de semivarianza o covarianza son a su vez modelos vilidos.

El modelo lineal de regionalizacién construye el campo aleatorio
Y(s) como una combinacién lineal de L campos aleatorios centrados,

autocorrelacionados y mutuamente independientes, cada uno con funcién

de autocorrelacién p;(k;6;). A continuacion se presenta el detalle de esta
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descomposicién. El modelo lineal de regionalizacién asume que

L
Y(s)= > biZi(s)+u VI, 1=0,..,L (3.4)
=0

1. E[Y(s)] = pu.
2. E[Z;(s)] =0.

3. Cor[Z(s), Zy (s + h)] estd dada por

Cor[Zy(s), Zy (s + )] = {gl(h; by sil=l, (3.5)

en otro caso.

La descomposicion en 3.4 implica que la funcién de autocovarianza de Z ()
es una combinacién lineal de L funciones de autocovarianza Cj(h; 0)), y
aplicando la independencia mutua entre los Y y (3.5) se obtiene

L L L
Cov[Y(s),Y(s+h)] =D > Cov|bZi(s),byZy(s+h)] = > b*pi(h; 6)).
=0 1'=0 =0
(3.6)

Las funciones Z; presentan autocorrelacion espacial pero no correlacién
cruzada. Finalmente, el modelo de covarianza completo C(h) es

L
C(h;©) = ) b pi(h; 6))
=0

= (6, ..,0.). b2 es lasilla del modelo bésico de covarianza C;(k; ).

En términos de semivariogramas el modelo lineal de regionalizacion se
puede escribir de manera similar

2y, (h; 0 il=10;
E [(Zi(s) = Zi(s +h)) (Zy (s) = Zy (s + h))] = yi(h; 0))  si

0 En otro caso.

Entonces

1 . L
y(h0) = GE[Y (s +h) =Y ())* = } b ni(h; 6).
=0
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por construccion, es un modelo vilido, donde 1712 es la contribucion a la
varianza total del correspondiente proceso Z; (ver [37]), y

L
C(0;0) = Zbﬁ

=0

Los vy;(h; 6;) son definidos con silla 1, asi la silla de cada proceso Z; se ajusta
en el coeficiente de la combinacién lineal, bl‘z. Es muy importante usar el
principio de parsimonia y usar la menor cantidad posible de modelos.

Ejemplo 6 (Modelo de regionalizacién). El proceso de interés Y (s) se
puede descomponer en términos de los siguientes 8 procesos autocorrelacionados
espacialmente pero independientes entre si. Esto es, L = 3y

Y(s) =0.5Z0(s) — 471 (s) + 27Z9(s)
Los tres modelos de semivarianza correspondientes son:
w Para Zo(s) es el efecto pepita, yo(h; 0p : o2 = 1)
» Para 7,1 (s) es el modelo esférico de rango 10: vy (h; 61 = (1, 10)).
» Para Z.9(s) es el modelo exponencial de rango 8: yo(h; 09 = (1, 8)).

Notese que en los tres casos la silla se deja en 1, porque la silla final depende de los
coeficientes de la descomposicion. La Expresion (3.7) y la Figura 3.1 muestran el
modelo de regionalizacion obtenido.

3
0.25+ 16 (§i 1 (i) )+4 (1 —exp (—é)) Sih < 10;
210 2110 8
y(h;©) = .
0.25+16+4 (1 — exp (—g)) Si h> 10

(8.7)

El modelamiento del semivariograma se lleva a cabo con el
semivariograma omnidireccional. Esto es, para la estimaciéon de los
parametros del modelo con los métodos presentados en este capitulo se
usan los pares (&, 7(h)) y solo se tiene en cuenta la magnitud de h. A
continuacion, en la Seccién 3.8 se describe el procedimiento necesario en
caso de que no exista isotropia, es decir, en caso de que el modelo cambie
su rango o pendiente con la direccién del semivariograma.
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y(h)

15

10

O Pepita+Esférico+Exponencial
I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30

Figura 3.1. Modelo lineal de regionalizacién obtenido mediante la
combinacién de 8 campos aleatorios. Ver expresion (3.7)
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3.8. Anisotropia

Es posible que el comportamiento del semivariograma presente diferencias
si se tiene en cuenta ademds de la magnitud de h, su direccién. De
la Definicion 7 se tiene que el proceso Z(.) es anisotrépico, si la
dependencia espacial entre Z(s) y Z(s + h) es una funcién tanto de
la magnitud como de la direccién del vector h. En consecuencia, para
evaluar si se puede asumir isotropia o no, es necesario estimar ya sea
la autocorrelacion, la autocovarianza o la semivarianza en diferentes
direcciones y comparar sus comportamientos para determinar si el rango o
la silla varian con la direccién. Por ejemplo, con base en estos resultados,
se puede construir el diagrama de rosa que ayuda a la deteccion de la
llamada anisotropia geométrica, a través de la identificacion de los dngulos
en los cuales se encuentra el rango mayor y rango menor o bien mayor
pendiente y menor pendiente, asociados a la correspondiente estimacién
del semivariograma (ver Figura 8.2). Una anisotropia es llamada geométrica
si los semivariogramas tienen la misma forma vy silla pero diferentes valores

de rango, y en consecuencia el diagrama de rosa de los rangos, es una elipse.
Ver Figura 3.3.

Eje de mayor
anisotropia, hy

G —

Eje de menor

anisotropia, h¢

Figura 3.2. Diagrama de rosa para deteccién de anisotropia geométrica. Se
construye a partir de la estimacién a sentimiento del rango de cada uno
de los semivariogramas empiricos a diferentes direcciones. El eje mayor
(menor) de la elipse corresponde a la direccién en la cual el rango o
pendiente son los mayores (menores) encontrados.
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Entonces,

1. 6 :este dngulo es medido en grados desde el eje vertical Y en el sentido
de las manecillas del reloj y es el dngulo de mayor anisotropfia, esto es
mayor rango o pendiente.

2. ¢ = 6 + 5 es el dngulo de menor anisotropia, esto es menor rango o
pendiente.

a ~ . -
3. 1= ﬁ < 1 es la razén de anisotropia

En caso de encontrar anisotropia geométrica el proceso a seguir es el
siguiente: En el caso de R? se deben transformar las coordenadas originales
h = (hy, hy) en las nuevas coordenadas b’ = (h), hy)’, en las cuales el
semivariograma es isotrépico y el diagrama de rosa es un circulo.

De esta forma, un modelo de semivariograma anisotrépico, se identifica
con un modelo isotrépico en el nuevo sistema de coordenadas, esto es,

y(h) — ¥ (Ik'])
con
2
W= (k) + (k)

donde y’(]h’|) es un modelo isotrépico con un rango igual al de menor
anisotropia ag, [37].

La isotropia es un caso particular de la anisotropia geométrica cuando la
razon de anisotropiaes 1, 1 = 1.

Como se puede ver los dos elementos clave de la transformacién de
coordenadas son el dngulo de maxima anisotropia y la razén de anisotropia.
Los pasos a seguir si se encuentra este tipo de anisotropia son los siguientes:

1. Rotacién de los ejes coordenados

he cos(0) sen(8)| [h.
he —sen(f) cos(8) ‘ hy

2. La elipse es re-escalada a un circulo de radio igual al menor rango de
anisotropia

W - h:b _ 1 0 ' h

h

<~
)
PN
=~
S
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El valor del modelo anisotrépico en diferentes direcciones es el valor del
modelo isotrépico de rango a4

Ejemplo 7 (Correccién anisotropia geométrica). Sea y(h) un modelo de
semivariograma esférico que presenta anisotropia, entonces el valor del modelo
anisotropico en varias direcciones es igual al valor del modelo isotrépico de rango
ag. El modelo esférico ominidireccional estd dado por

a a

3
o) - 0'2[%u—%(”h—”)] 5i0 < ||l <a

o? si||h]] > a

v el modelo anisotrdpico estd dado por

2181k 1
0’ —_ —_——
Yy = [2 W

o? st||h|| > ag

—

]
“””)] 5i0 < W]l < ag

ag

Ademds por construccién note que

I = \/(h;j)Q + (1)* = (h)” + (Ahe)?

Otra forma de anisotropia es la zonal. Una anisotropia es llamada zonal
si los valores de las sillas varian con la direccién. En general, en la direcciéon
especifica de mayor rango también hay mayor silla. El algoritmo para
incorporar esta caracteristica en el modelo de semivariograma es similar al
utilizado para la anisotropia geométrica. Se rotan los ejes coordenados en la
direccién perpendicular a la de mayor silla. El primer paso es usar la matriz
de rotacion:

he cos(8) sen(8)| [h.

hg —sen(6) cos(0) . hy

Los nuevos ejes son re-escalados al modelo zonal de tal forma que no
contribuyan a la direccion de midxima continuidad o mdximo rango o
pendiente, 6. Asi el semivariograma del dngulo de menor varianza solo
contribuye en cada dngulo especifico.

AR

hy
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Semivariograma empirico horizontal, 0°

Semivariograma empirico a 45°
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Figura 3.3. Semivariogramas direccionales. Cada semivariograma es
construido con una tolerancia angular de 7 /8

especialmente en las direcciones de mayor rango o silla, serdin mucho mas
sencillas la deteccién de la anisotropia, su clase y asi su tratamiento. El
experto en el drea de estudio puede poseer mas informacién acerca de la
direccién y caracteristicas del dngulo de mayor anisotropia y esto puede
usarse como insumo para que el disefio de muestreo sea mas denso en esta
direccion.

Nota 5 (Estimacién del cuadrados
generalizados). Si se tiene en cuenta que los incrementos pueden estar

semivariograma con minimos

correlacionados, se podria considerar el uso de minimos cuadrados en su forma
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mds amplia, esto es, usar minimos cuadrados generalizados. Asi, el objetivo seria

minimizar:
7 -7©) V(7 -7(0)).
Donde
7 =), ..., 7(hg)).
y

7(0) = (v(h1;0), ..., y(hg; ©)).

Como es usual, la dificultad de este método es el requerimiento de conocer o tener
alguna estimacion de la matriz de covarianza respectiva, en este caso

V= (COV[)A’(hk)’ ’y(hl)])k,lzl,...,K

Asi, se complicaria bastante el procedimiento. La estimacion de la matriz de interés
2 = Cov [Z (s;), 2 (s]-)] implicaria la estimacion previa de V. [24] explora esta
opcion de igual manera que en la seccion 2.8. La correlacion entre pares de cuadrados
de incrementos se puede calcular usando la siguiente propiedad:

pA(X1, Xo) = p(XE, XD).

la cual se cumple bajo el supuesto de normalidad bivariada. Asi, utilizando esta
equivalencia a partir de la variable incremenios

Cor [(Z(s,- +hy) = Z(s)) % (Z(sj +hy) —Z(sj))Q]
= COI"2 [Z(Si + hk) - Z(Sl');Z(Sj +h[) - Z(Sj)] (38)

y expresando la funcion de autocorrelacion en términos de la funcion de
semivarianza, se obtiene:

y(si—sj+h) +y(si—sj—h) —y(si—sj+h—h) —y(si —s))
2y (hy) 2y (hy) '

Esto requiere la estimacion adicional de esta correlacion en el proceso de estimar
lo que es realmente de interés: X. Sin embargo, la correlacion entre incrementos,
(ver expresion 8.8) no suele ser significativa. De modo que usar minimos cuadrados
generalizados para encontrar la estimacion de X no es algo prdctico v por lo tanto
no se usa.
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3.9. Ejercicios

1. Realice una tabla comparativa entre el método de ecuaciones de
estimacién generalizada y el método de CL. Encuentre similitudes
y diferencias.

2. Suponga que se tiene un modelo de covarianza y se requiere elegir
entre dos vectores de pardmetros, cudl de ellos es mds verosimil con
base en el vector de observaciones. Bajo el supuesto de normalidad,
describa en general el procedimiento e ilustre para al menos un caso
particular.

3. Plantee para cada método y para cada modelo de covarianza o
semivarianza la expresién a minimizar:

3.1 Minimos cuadrados ordinarios (MCO),

3.2 Minimos cuadrados ponderados (MCP) considerando ambas
ponderaciones:

3.2.1 La varianza del estimador empirico del semivariograma

3.2.2 N (h), nimero de pares de datos para cada rezago espacial
considerado h

3.8 ML, con el supuesto de normalidad multivariada conjunta.
3.4 REML, con el supuesto de normalidad multivariada conjunta.

3.5 Pseudoverosimilitud (CL), con el supuesto de normalidad
multivariada marginal.

3.6 Disefie el cédigo para que estos procesos de optimizacion,
funcionen desde la tabla de los datos originales. Puede usar,
por ejemplo, la funcién optim de R cran project. Compare los
resultados obtenidos con su cédigo con los obtenidos por las
funciones de geoR, variofit, likfit o de gstat, fit.variogram.

3.7 Determine las dimensiones y la complejidad de cada uno de los
métodos. {Cudl es la dimension de las matrices invertidas en
cada método? {En todos los casos el proceso es iterativo?

4. Para el problema 4 del capitulo 1, encuentre las matrices de
covarianza, correlacién y semivarianza, si existen. Si alguna no existe,
justifique. Verifique las propiedades de las matrices obtenidas para que
garanticen varianzas de prediccién positivas.
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4.1 Si el modelo es un exponencial con rango 50 y silla 1600, sin

pepita.

4.2 Si el modelo es un seno cardinal con rango 50 y silla 1600, sin

pepita.

4.3 Si el modelo es un cubico con pendiente 50 y potencia 1600,

sin pepita.

4.4 Si el modelo es un potencial con pendiente 50 y potencia 1.6,

sin pepita.

4.5 Calcule el valor de la funcién de verosimilitud segin cada
modelo y los datos dados. De acuerdo con estos resultados, cudl

de estos modelos es mas adecuado para los datos?

4.6 En un modelo de semivariograma anisotrépico, cudl es la
magnitud del rezago espacial en la direccion de mdxima
anisotropia? Cémo queda el modelo de semivariograma en este

caso’?

4.7 En un modelo de semivariograma anisotrépico, cudl es la
magnitud del rezago espacial en la direccion de minima
anisotropia? Cémo queda el modelo de semivariograma en este

caso’

4.8 Calcule el valor de la funcién de pseudoverosimilitud segtin cada
modelo y los datos dados. De acuerdo con estos resultados, cudl

de estos modelos es mas adecuado para los datos?

4.9 Escriba cada modelo con la correccién necesaria en presencia de

anisotropia.

5. El levantamiento topogrdfico para la construccién de los Modelos
de Elevacion Digital (MED) o mapas de curvas de nivel, se realiza
mediante el disefio de trayectorias distanciadas 60m, regularmente
distribuidas por toda la zona de interés. Para redes hidrolégicas,
se eligen trayectorias perpendiculares a la direccién de drenaje.
Se requiere llevar a cabo un andlisis de anisotropia. Se detecté la
existencia de una anisotropia de tipo geométrico cuya direccién
principal es 25° con un rango maximo de 105m y un rango minimo

de 35m.

5.1 Escriba la matriz de rotacién que usted usaria para incluir la

anisotropia en el modelo de semivariograma.
. escriba como aplicaria la razon de anisotropia.
52 D b 1 1 d t

5.3 Ilustre a través de un caso particular.
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Uno de los objetivos principales del andlisis geoestadistico de datos
espaciales en dominio continuo es la prediccion espacial en lugares no
observados. Se muestrea el campo aleatorio {Y (s):seDcC Rd} en las
ubicaciones s, sg, . .., s, y con base en los datos se predice en sitios en los
que no se tiene dato. El interés se centra en encontrar el mejor predictor de
Y en el lugar sg, con base en los valores observados y(s1), v(s9), ..., v(s,).

Existen muchos métodos deterministicos para obtener valores en lugares
no muestreados. Sin embargo, la calidad de las predicciones halladas usando
estos métodos deterministicos, solo se pueden evaluar en los lugares con
datos, haciendo validacién cruzada. Se deja una observacién por fuera y se
aplica el método de prediccién usando las n — 1 observaciones restantes
para comparar. No existe una medida de incertidumbre asociada, que
permita evaluar los resultados en los lugares en los que no se cuenta con
observaciones.

Usar los métodos estadisticos de prediccion espacial presenta una gran
ventaja, ya que junto con cada prediccién se obtiene la estimacion de su
varianza y de la varianza del error de prediccién. De hecho, la prediccion se
encuentra de tal manera que minimice la varianza del error de prediccion.
Adicionalmente, las medidas usuales para la calidad de la prediccién
(estadisticos de los residuales o el coeficiente de correlacion lineal entre
valores observados y predichos) se pueden usar con fines descriptivos y de
resumen.

El predictor kriging se construye insesgado y de minima varianza.
Puede ser requerida la prediccion solo en algunos sitios especificos o puede
que se requiera completar todo el mapa. En este caso, los mapas de
prediccién generados con kriging se acompafan de los respectivos mapas
de varianzas del error de prediccién, para poder determinar cudles zonas
tienen predicciones mds precisas.

Ejemplo 8 (Calidad del aire). Se cuenta con mediciones del material particulado
por debajo de 10 micras, Y (s) = PM10 (s), en 10 lugares en la ciudad de Bogotd a
una hora particular. Estas variables espaciales conforman el siguiente vector espacial
aleatorio

(Y (s1),Y (s2), ..., Y (s10)) -

ELPM10 ha sido observado en los puntos cuyas estaciones son llamadas s1="Tunal,
sg=Sony,...,s10=Esclng, respectivamente (ver Figura 4.1). Con base en estas
observaciones, se requiere predecir el valor del PM10 en un lugar en el que no se
tiene observacion: PM10 (so) = Y (so). El lugar donde se requiere la prediccion
se ubica mds cerca de la estacion Fontbn que de cualquier otra ubicacion donde se
tenga medicion; por lo tanto, es logico pensar que Y (sg) es mds parecido al valor
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Figura 4.1. Red de calidad del aire de Bogota. El punto en rojo Sy es un
lugar donde no se tiene observacién y se requiere prediccion.

en esta estacion que a cualquiera de las demds. De acuerdo con lo anterior, se puede
optar para la prediccion, por una media ponderada de las 10 mediciones, en la cual
Y (Fontbn) tiene mayor peso que cualquier otra, seguida en su orden porY (IDRD)
v ast sucesivamente.

Denotando Y* (sg) el predictor se define como
Y* (s0) = A1Y (s1) + A9Y (s9) + ... + A10Y (s10) -

Donde los A;,i =1, ..., 10 son las ponderaciones.

El predictor kriging es el método que permite encontrar los valores de estas
ponderaciones, de tal manera que el predictor sea insesgado vy de minima varianza.
Este predictor funciona punto a punto, es decir, se predice un punio a la vez.

4. Caracteristicas del predictor kriging

El predictor kriging de Y (so) se construye con base en el vector observado

y = ((s1),5(s2), -, ¥(s2))
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el cual es la realizacion del vector

V= (Y1), Yisa), . Y(sn))'

A= (/11,/12, ...,/ln)T

es el vector de coeficientes de ponderacion. Se construye con las siguientes
propiedades:

1. Linealidad: El predictor es una combinacién lineal de los valores
observados.

Y*(s0) = )" Ay(si). 4.1)
i=1

o matricialmente

Y* (sg) = ATy. 4.2)

2. Insesgamiento: El valor esperado del predictor es igual al valor
esperado de la variable en el punto de prediccién.

EY" (s0)] = ETY (s0)] . 4.3)

3. Optimalidad. Minima varianza: El predictor minimiza la varianza
del error de prediccion Var [Y* (sg) =Y (sg)]. Esta es la minima
varianza posible que se puede obtener con un predictor lineal.

De acuerdo con la informacién que se tenga sobre la media del proceso
espacial, se hace una clasificacion del kriging. Se le conoce como kriging
simple, al caso en el que la media es conocida; como kriging ordinario,
al caso en el que la media es constante pero desconocida y por lo tanto
es necesario estimarla, y como kriging universal, al caso en el que hay
tendencia y es necesario estimar un modelo de regresion en las coordenadas
observadas. Es usual en cualquier de estos casos, estimar la media del campo
aleatorio, centrar la variable y llevar a cabo el resto del método con los
residuales obtenidos, que son de media cero, y al final sumar la media para
regresar a la escala de la variable original. A este procedimiento se le conoce
como kriging residual.
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4.2. Kriging simple

Sila media, u(s) € R Y s € Dy, es conocida, y el proceso espacial se puede
expresar de la siguiente manera

Y()=u@s)+Z(s) seD, u(s)eR. 4.4)

se llama kriging simple al procedimiento de centrar la variable, dado que
se conoce la media y aplicar el método al proceso residual resultante Z (s).
Notese que

EY ()] = u(s), E[Z(s)]=0

Var[Y (s)] = Var [Z (s)] .

Dado que la media es conocida, para volver a la variable original, solo se
evalda la funcién u(s) en sg y se le suma a la prediccién de Z (sg). Asi,
la prediccién de la variable original en un punto particular sy se puede
reconstruir como

Y* (s0) = u(so) +Z" (s0) . 4.5)

Bajo este escenario E [Z (s9)] =0y

i/liz (si)
i1

Entonces siempre es cierto que

n

= D MELZ(s)] =0

i=1

EZ (s0)] = E

EZ (so)] = E[Z" (s0)]

lo que indica que no es necesario imponer ninguna restriccién sobre
el vector de ponderaciones; el kriging simple siempre es insesgado.
Finalmente, se garantiza minima varianza del error de prediccion, esto es,
se encuentran las ponderaciones que minimizan la siguiente expresion

Var [Z7 (s0) = Z (s0)] -

En términos de sumatorias y covarianzas, se pueden ver en mayor detalle
los pasos y elementos de este procedimiento. Entonces, la varianza del error
de prediccién usando la variable centrada es,

E [Z*(s0) = Z(50)]
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Desarrollando el cuadrado del binomio y tomando esperanzas se obtiene

Zn: Zz AGE [Z(s)7Z(s)] 221 E [Z(50)Z(s0)] + E [2%(s0)]

i=1 j=1 =1

= ZZ/I A Cov [Z(s;), Z(s))] 221 .Cov [Z(s1), Z(s0)]+Var [Z(s0)]

i=1 j=1 i=1

Aplicando las propiedades de estacionariedad de segundo orden las
covarianzas estan dadas por la funcién definida positiva C (h; ©),

ZZ/I AC (5= 5530) =2 )" A,C (5 = 50;0) + C (0;0)) . (4.6)

=1 j=1 i=1

Dado que Z es el vector centrado, las covarianzas se pueden expresar como
esperanzas de los productos cruzados respectivos. Observe que

E|zZ"| =%
E[Z (s0) Z] =
E[7Z%(s0)] = C (0;0).

¥ es la matriz de covarianza del vector que contiene la variable en los sitios
con observaciones, Z, (Y), y 0 es el vector que contiene las covarianzas
entre Z y la variable a predecir Z (sp). £ y o son calculados con el
mismo modelo vilido de covarianza encontrado con los métodos vistos en
el capitulo 2.

Ahora se aplica el proceso usual de optimizacién: derivar e igualar a cero.
El vector de ponderaciones es la solucién de este proceso de optimizacion.
Dendtese con Q la expresion a minimizar

Q= Var[2TZ - Z (s)] . 4.7

Al derivar 4.7 con respecto a A e igualar a cero, se obtiene

0Q

61_221 200 = ZAd=0p = A=3"loy. (4.8)

que es el sistema de ecuaciones normales para el kriging simple. El sistema
obtenido en (4.8) es un sistema de ecuaciones lineales con solucion unica,
dado que X es una matriz definida positiva, por lo tanto, es invertible.
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Sustituyendo el predictor encontrado en la expresién (4.7), la varianza
del kriging simple estd dada por

Var [A7Z - Z (50)] = 24722 =227 09 + C (0;0) = C (0;0) - 79" 7.
4.9)
El kriging simple estd construido aqui utilizando la funcién de
autocovarianza espacial y el supuesto de estacionariedad de segundo orden,
pero puede construirse usando la funcién de semivarianza y el supuesto
de estacionariedad intrinseca. El predictor kriging ordinario en la siguiente
seccion es construido usando la semivarianza con propésitos ilustrativos.
De hecho, cualquier tipo de kriging puede ser formulado usando la
autocovarianza o la semivarianza, esto es, tanto con modelos acotados como
no acotados. Bajo estacionariedad de segundo orden, solo es cuestién de
utilizar la relacién (1.5), pero es importante recordar que, cuando el modelo
de semivarianza no es acotado pero aun es intrinseco, no existe la funcién
de autocovarianza pero si la de semivarianza. Asi que los predictores deben
ser formulados en términos tnicamente de la funcién y ().

El predictor kriging simple de Y (s¢) con base en el vector observado

Y= (y(sl), y(SQ), K ’y(sn)),

y su version centrada

z=(z(s1), 2(s9), ..., Z(Sn)),

(&
Y* (s0) = A"z + p (s0)

donde
A= 2_10'().

La varianza de error del error de prediccién del kriging simple es
Var [Y* (s0) = Y (s0)] = C (0;0) — 002" ' oy.

donde X es la matriz de covarianza entre las variables en los lugares
observados y o es el vector de covarianza entre las variables en
los lugares observados y la variable en el lugar a predecir. Esto es,
Cov [Y] =Z, Cov[Y (s9),Y] =00y Var[Y(s9)] = C (0;0).
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4.3. Kriging ordinario

El kriging ordinario se usa cuando la media de la variable es desconocida,
pero se asume constante. Esto es,

Y()=u+Z(s) E[Y(s)]=u VseD, ueR. (4.10)

Es necesario estimarla y, por lo tanto, no se puede trabajar directamente
con la variable centrada. Construyendo de nuevo el predictor insesgado, se

Zn:/hY(Si)
i1

Tomando esperanzas se obtiene

iﬂi# = u.
i1

De donde se concluye que, para que se cumpla la propiedad de

debe cumplir,

E =LY (s0)]

insesgamiento, se requiere que

n
D=1
i=1

Nétese que no hay ningin requerimiento acerca del valor de los A;. Estos
valores pueden ser de cualquier signo y tomar cualquier valor real; solo
tienen que sumar uno 1. A continuacién se desarrolla la expresion de la
varianza del error de prediccién en términos de la funcién de semivarianza.

[ n n
=E Zl ALY (5) - Z} ;Y (s0)
Li= i=

2

2 2

E 4.11)

1

A;Y (si) =Y (s0)
y

-E »iai(y () =Y (50))
Li=1

n

=E| D D70 (V () =Y (50)) (¥ (5) =Y (50))
J

i

n

= D DV AGE [(Y () =Y (0) (Y (s5) =Y (50))]
i
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Por otro lado, note que aunque la media no se conozca, como es constante
se tiene que la media de los incrementos es 0. En consecuencia, sumando y
restando Y (sg) en la definicién del variograma, se puede expresar como

9y (si—5;30) =E[Y (s) =Y ()" = E [(Y (s1) = Y (s0)) = (Y (5;) =Y (s0))]”

Desarrollando el cuadrado del binomio y tomando esperanzas, se encuentra
la siguiente equivalencia

2y (si - 5j; @) =2y (s; — 50; ©)+2y (sj — 503 @)—QE [(Y (si) =Y (s0)) (Y (sj) -Y (so))] .
Remplazando en (4.11) se obtiene

2

Q=E | Y () =Y (5)

i=1

:Zz/li/lj(_y(si -5;;0) +y (si —So;®)+)’(Sj—So;®))
n n

2—22/11‘/1]'7 (Si—Sﬁ@)"‘QZ/li')’(si_sO;@)-

i=1 j=1

Asi, utilizando multiplicadores de Lagrange [51], hay que minimizar Q sujeto a la
restriccion ), A; = 1. Esto es,

1
Q=§Q—6(Z/li—l). 4.12)
a@ 1 n .
"3 —QFZIM (- 5:0) +2y (s —50;®) |- 6=0  i=1,.n.
Entonces,

Z/ljy(si—sj;®)+6=y(si—so;®) i=1,..,n.
i

Sustituyendo en @, se obtiene la varianza del kriging ordinario que es la misma
para Z(sg) que para Y (sg) y que involucra al multiplicador de Lagrange §.

E[Y*(50) =Y (50)]* = > A;y (5 = 50;©) +6. (4.13)

n
i=1

Se estima la media del proceso al principio con Y, se centra y se modela la
semivarianza o covarianza con Z(s). Se encuentra su prediccién Z*(s), y al final
para la reconstruccion de la variable original, ya se tiene una estimacién de X
que permite estimar correctamente la media usando su estimador de minimos
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cuadrados generalizados, [67]. Asi que la prediccion final de la variable Y (sg) queda

Y* (s0) = a+2° (s0) . (4.14)

4.4. Kriging indicador

En algunas ocasiones no se necesita predecir el valor especifico de una variable, sino
la probabilidad de que exceda o no un umbral determinado. Algunos ejemplos de
este caso son el cumplimiento de una norma ambiental o valores de una variable a
partir de los cuales se evidencia algun riesgo.

El kriging indicador usa el campo aleatorio Y (s) del cual se tienen las
observaciones

O Gs1), sy (s0)) .

para generar otro campo aleatorio definido por un valor de interés y, [24]. El campo
aleatorio de interés en este caso es

1 si Y(s)<y, seDs

0 en otro caso.

1(s,y)={

Asumiendo que el proceso indicador es estacionario de segundo orden, se
encuentran a continuacién su media y su varianza

Esperanza:
E[I(s,y)] = 1Prob (Y(s) < y) + 0Prob(Y(s) > y) = F(y).
Varianza:

Var [I (s,3)] = E [I* (s,5)] = E* [1 (s, )]
=E[I(s,)]-F*()=F@)-F*@y=F@) (1-F@). .15

Notese que la varianza estd acotada por 0,25. El predictor propuesto es el usual,
n
" (s0,3) = ) Al (s,) -
i=1

solo que la interpretacién de las variables y los predictores cambia y en lugar de
referirse a un valor especifico del proceso, se refieren a probabilidades de exceder
o no el umbral determinado. Por lo tanto, si se conoce la distribucion, se puede
usar como predictor espacial el kriging simple. Si no se conoce la distribucién, se
puede usar como predictor espacial el kriging ordinario, [23]. Para garantizar el
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insesgamiento se siguen los mismos pasos usados en la seccién 4.3. Es decir,

E I (s0, ) =1 (s0, )] = 0.

Al reemplazar por el predictor propuesto, se obtiene

|y A Giy) =1 (0,0 =0. (4.16)
i=1

Tomando esperanza, se observa que el predictor es una combinacién lineal de
términos de la distribucién de probabilidad de la variable original. Esto es,

I (SO’y) =ﬂ~1 (P(Sl) <y)+'--+/ln (P(Sn) <y) =/11F(y)+'--+/lnF(y)'

volviendo a (4.16) si no se conoce F(.), para garantizar el insesgamiento es
necesaria la restriccion.

n

i/liF(y):F(y) D=1

i=1 i=1

Si se conoce F(.) no se requiere restriccién, siempre hay insesgamiento (ver
Seccién 4.2). Ahora, encontremos el semivariograma indicador, k, s € RY.

2y (h;©) = Var [I (s +h,y) =1 (s, )]
=Var[I (s+h,y)] +Var [l (s,y)] —2Cov[I (s+h,y),I(s,y)]
=2F(y)=2P Y(s+h) <y,Y(s) <)

Este resultado es muy importante, pues muestra que el variograma indicador puede
ser obtenido directamente de la distribucién bivariada de la variable continua
observada antes de categorizarla. Nétese que [* (sg,y) es un predictor de la
siguiente probabilidad condicional

P (Y (s0) <y [ 1(s1,9),00s L (50,9)) -

Esta técnica no tiene ningtin supuesto, por lo tanto, se considera un método no
paramétrico. Si existen varios umbrales de interés, estos se pueden modelar por
separado y se obtienen las predicciones de manera independiente para cada una
de las variables indicadoras. Sin embargo, esto implica que no hay garantia de
monotonicidad ni de que las predicciones resulten entre 0 y 1. Por ejemplo, se
pueden construir los mapas de los cuartiles y puede haber traslapes. Otra opcion
comunmente usada es modelar el semivariograma de la mediana y usarlo como
modelo general para el resto de umbrales. En general, es un método muy sencillo
y muy util.
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4.5. Kriging universal

Se usa el predictor kriging universal cuando la media del proceso espacial, u (s),
es desconocida, pero no es constante a través del dominio espacial, sino que, por
el contrario, existe tendencia a lo largo de las coordenadas espaciales, y el modelo
para la media consiste de un polinomio en estas coordenadas. El kriging universal
encuentra simultdneamente en un mismo procedimiento, la prediccion espacial y
las estimaciones de los pardimetros del modelo para la media.

Esto contrasta con los predictores kriging simple y kriging ordinario, los cuales
utilizan los datos centrados para llevar a cabo el modelamiento del semivariograma
y la prediccion para la variable centrada y al final, a esta prediccién se le suma la
media. En términos prdcticos, siempre es necesario tener la variable centrada para
la estimacion del semivariograma, a menos que ya se conozca el modelo y no se
requiera su estimacion.

Se asume el modelo geoestadistico

Y(s)=u(s)+Z(s)

Dénde localmente, la media puede expresarse como una combinacién lineal de
funciones f;(s), que en general, son términos polinémicos. Es decir, la media es
una combinacién lineal de términos de la forma

x"y? p,q €N

Estoes, E[Z(s)] =0y

K
pG$) =) Beh (), s=(xy).
k=1

Se le llama kriging universal al proceso que encuentra de manera simultdnea la
estimacién de los pardmetros de la media,

B]’ ""BK

y la prediccién 6ptima en un lugar s.

El predictor kriging es el usual y se quiere garantizar su insesgamiento. Es decir,
se quiere garantizar que se cumple que

E[Y" (s0) =Y (s0)] = 0.
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El predictor se puede expresar en términos de la media y tomando esperanzas, se
tiene que,

E[Y* ()] =E| ). Y (s)
Li=1

=K Z/li (i) +Z ()| -
Li=1

[ n K
=E Zai (ZM (51) +Z (s1)

n

|

K
i Z Bufe (si) -

i=1 k=1

Igualando la esperanza del predictor con la esperanza de la variable a predecir Y (sg)
se tiene

n K K
Z A Z Bife (si) = Z Brfe (s0) -
Fy R =

y agrupando de acuerdo a los indices de las sumatorias

K n K
Z B Z Aife (si) = Z Bele (s0) -
[y R s

En consecuencia, se generan las siguientes K restricciones:
n
DAk ) =filso),  k=1,.,K, 4.17)
i=1

Generalizando lo desarrollado para el kriging ordinario (ver Seccién 4.3 y
expresion 4.12), la expresién a minimizar y su primera derivada son

K n
=EY* (50) =Y (50)]* =2 > 6 (Z Aifi (s) = i (m)) :

k=1 i=1

o0Q

K
I =9y (si — 50) — zZaﬂ si— ) 2;51@]2(30 i=1,..,n.

j=1

Las ecuaciones del kriging universal son

n K
Z/ljy(si—sj)+26kﬁe(si)=y(si—50) i=1,...,n.
=1 =1
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sujetas a las restricciones dadas en la expresion 4.17 Las ecuaciones generales del
kriging universal en forma matricial estdn dadas por:

F0/\¢ fo

r Fj\(a Y0

A es el vector de ponderaciones de las observaciones. § denota el vector
de multiplicador de Lagrange, yo el vector de semivarianza entre los lugares
observados y el lugar a predecir. F' es la matriz que contiene las variables
polinémicas del modelo de la media evaluada en los lugares observados, y f es
el vector que contiene las funciones de la media evaluadas en la coordenada s (ver
ecuacion (4.18)). El detalle de cada submatrix se puede ver a continuacion

y(s1=s1) y(1-s9) - yGr-s) fG1) fG) - fkG1) N ¥ (51 = %0)
y(sg—s1) y(s2—s9) -+ y(e—su) f1(s2) fa(se) -+ [k (s9) /11 v (sg = 50)
9
7(-‘%*51) 7(“%*52) y(snfsn) fl (37:) fﬂ (-‘n) fK (-‘n) /l‘ _ ')’(-Yn*SO)
AGD  fiGe) o Al 0 O 6" i (s0)
B A e h) 0 o o |7 | s
) ) ) ) ) ) 5 )
Jk (1) Jk (s9) ek Ga) 0 0 e 0. Jx (s0)
(4.18)

Para encontrar la varianza del kriging universal se sustituyen las ecuaciones
resultantes del proceso de optimizacién en Q y se obtiene

n k
EY* (50) =Y (s0)1* = Y Ay (s =s0) + ), 6 (50)
i=1 k=1

Notese que el kriging ordinario es un caso particular cuando 2 = 1, f; (s) = 1. La
varianza del kriging universal es una extension natural de la varianza del kriging
ordinario (ver expresién 4.13).

Ejemplo 9 (Ilustracion Kriging universal.). Si hay tendencia lineal en ambas
coordenadas, el modelo de la media es

p(s) = 1+ Box+ Bay.
Entonces, B = (B1, Be, B3). Hay 8 restricciones, f,,(s); k= 1,2, 3 dadas por

L) =1, fl=x,  fs)=y.
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En la prdctica este modelo no se conoce y es necesaria la exploracién de
los grédficos de dispersion de cada coordenada vs. los valores observados. Para la
estimacién del semivariograma se requiere la variable centrada. Asi que se ajusta
un modelo en esta etapa, se modela el semivariograma usando los residuales y
posteriormente se estiman de nuevo de manera simultdnea los parametros © y .
El software lleva a cabo las predicciones de los residuales y los valores que devuelve
ya corresponden a la suma estas predicciones con su respectiva media.

4.6. Kriging con pulimiento de medianas

En caso de que la falta de estacionariedad en media haya sido modelada utilizando
el método de pulimiento de medianas (ver 1.1.4.3) entonces como es usual se
modela el semivariograma usando los residuales obtenidos del modelo (7.8), es
decir, la variable centrada Z(s). Debido a que el pulimiento de medianas se hace
sobre una grilla, para sumarle los valores de efecto global, efecto fila y efecto
columna a las predicciones Z*(sg), se lleva a cabo el siguiente procedimiento:

Xg — X

DO Gy =7+ (G — ). (4.19)
- X Xp

u(s0) = p(xo, yo) = a+7,+
Yg+1 — Yyq p+l —

los puntos
(Xf)) Yq), (X[)+1 ’ Yq),

y

(Xpa Yq+l), (Xp+1 s Yq+l)

son los nodos mds cercanos al punto sg.

Este procedimiento es llamado kriging con pulimiento de medianas, y la
varianza de las predicciones corresponde a la varianza del kriging simple u
ordinario, segun el tipo de kriging que se aplique para encontrar Z(s). Esto es,
si los efectos global, fila y columna se asumen conocidos o no. Observe que en total
se encuentran P + Q + 1 estimaciones:

s P efectos fila,
s Q efectos columna

= un efecto global.

Nota 6 (Algunos aspectos practicos del kriging).

La calidad de las predicciones Para determinar zonas con mejores (peores) resultados,
se pueden visualizar simultdneamente los mapas de prediccion y de varianza de
error de prediccion. Ademds, se puede hacer uso de las estadisticas descriptivas de
las varianzas, para detectar lugares cuya prediccion es demasiado imprecisa.

Validacion cruzada. Elmétodo mds usado para verificar la calidad de los resultados de la
prediccion es el de validacion cruzada. Consiste en extraer de la muestra los n datos,
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pero uno a la vez, para con los n— 1 datos restantes predecir el valor de la variable en
la ubicacion extraida. Se elimina la fila correspondiente a Z (s;), se encuentra Z*(s;)
con los n — 1 datos restantes, 'y se calcula el residual de la prediccion

Z(si) = 2" (si)

para cada una de las ubicaciones. Este procedimiento se puede llevar a cabo para
subconjuntos con mas de una ubicacion, dependiendo de la cantidad de datos
existente. También se puede llevar a cabo un diagrama de dispersion de los datos
observados contra cada una de sus respectivas predicciones. Esto es, graficar todas las
parejas (Z*(s;), Z(s;)). Si las predicciones son buenas, esta nube de puntos deberia
tender a una linea recta de pendiente 45°. En general, funciona cualquier otro método
exploratorio similar a los usados para los modelos de regresion.

Semivarianza vs. kriging. La estimacion de la semivarianza (covarianza) espacial es
la parte mds importante vy compleja, v la que puede llevar a requerimientos
computacionales altos por implicar el ajuste de modelos no lineales de manera
iterativa. En contraste, con base en estos resultados, se construye el predictor kriging
cuya solucion es sencilla y directa ya que consiste en un sistema de ecuaciones lineales
con unica solucion.

Es usual no modelar la semivarianza o covarianza usando hasta el mdximo
rezago. Solo se modela el semivariograma hasta distancias menores, debido a
que, a mayores distancias, hay menos pares de datos 'y mayor variabilidad. Este
procedimiento es vdlido, ya que, en el proceso de kriging, los datos con distancias
superiores a las elegidas no son incluidos. Esto significa que a partir de esta distancia
ya se asume independencia.

Tipos de kriging segtin la media. Suponer la media conocida en ocasiones es factible,
por ejemplo, la temperatura en ciertas zonas. En otras ocasiones, esta media debe
ser estimada, sea o no constante. Aunque se use kriging universal, es necesario
previamente encontrar el proceso centrado asociado para una correcta estimacion
del semivariograma. Por lo tanto, el primer paso sigue siendo estimar la media. Una
vez se tenga la estimacion del semivariograma, se puede llevar a cabo el proceso de
kriging universal, el cual, de manera simultdnea, encuentra la prediccion éptima bajo
las restricciones que implica la estimacion de los pardmetros de la media. El resultado
es la prediccion en su escala original, esto es, devuelve

K
Y*(s0) = Z"(s0) + ) Buk (s0) -
k=1

Note que el kriging universal estima por minimos cuadrados ordinarios los By; k =
1, ..., K, pero es indispensable darle el modelo de regresion para la media, que es el
modelo elegido en la primera etapa del andlisis.

Las ubicaciones de las muestras en la zona. Si las muestras son tomadas de acuerdo a
un disefio de muestreo optimo, los resultados son mucho mejores, las predicciones son
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mds precisas, ya que la varianza es menor, se evita la redundancia espacial y ademds
se optimizan los recursos.

Clases de variables en geoestadistica. Los métodos geoestadisticos se pueden aplicar a
cualquier tipo de variable. Por ejemplo, sobre el PM10 existen reglamentaciones
legales en cada pais que establecen los limites mdximos admitidos para este
contaminante. Si el interés es evaluar el cumplimiento de la norma legal, se usa
kriging indicador (ver Seccion 4.16) para Z, dado que esta variable se puede redefinir
como una variable indicadora que tome el valor de 1 cuando se superen los limites
legales establecidos v O en caso contrario. Esto no afecta la definicion del dominio
espacial, el proceso ocurre en un dominio espacial continuo, aunque la variable sea
dicotomica.

Ejemplo 10 (Calidad del aire en México. Prediccién espacial del ozono). En
primer lugar, se evaliia si se puede asumir que la media del ozono es constante en Ciudad de
Meézxico. En la Figura 4.2 panel superior, se observa tendencia en la direccion sur-norte, asi
que se estima el modelo de regresion presentado en la Tabla 4.1. Con los residuales de este
modelo se construyen de nuevo los diagramas de dispersion para ver si la tendencia desaparece
(ver Figura 4.2 panel inferior). Este modelo es suficiente para recoger la tendencia observada
'y encontrar un proceso residual con media constante. Dado que los diagramas de dispersion
de los residuales ya no muestran tendencia, se elige este como el modelo de (s) y con sus
residuales se construyen los semivariogramas empiricos (ver Figura 4.3).

B s.e B Valor p
Intercepto -1564 600 0,0161
y 0,0007581 | 0,000279 | 0,01259

Tabla 4.1. Resultados de la estimacién del modelo de regresion Y (s) = B¢+
B1y para la media.

4.7. Ejercicios

1. Suponga que Z (s) es una funcién aleatoria estacionaria de segundo orden
que representa la precipitacién en los cuatro bordes de un trapecio recto.
Las realizaciones registradas del fenémeno en estas cuatro ubicaciones son
21 (0,0) = 15; 29 (100, 0) = 16; 23 (0, 50) = 16 y z4 (70, 50) = 15. El
modelo de autocorrelacién del fenémeno es exponencial con silla 4 y rango
100 m. Encuentre

1.1 La prediccion con su respectiva varianza de error de prediccién, esto
es, la varianza del kriging simple para la ubicacién Z (75, 25) si la
media es conocida e igual a 15,7. Use para sus cdlculos la funcién de
covarianza.
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Figura 4.2. Diagramas de dispersién de la concentracién de ozono en
muestras de aire en Ciudad de México a lo largo de cada coordenada
espacial. Panel superior: datos observados. Panel inferior: residuales del
modelo mostrado en la Tabla 4.1.
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Figura 4.3. Semivariogramas empirico y teérico para el ozono en la Ciudad de México.
Panel superior:, Modelo exponencial ® = (418, 4; 12289, 25). Panel inferior: Modelo
seno cardinal ® = (422, 9;6579, 15). Los nimeros al lado de cada punto indican la
cantidad de pares existentes para cada rezago, |N (h)|. Los ajustes de estos dos modelos al
semivariograma empirico son muy similares. Se elige el modelo exponencial porque da unas
varianzas de error de prediccién ligeramente menores.
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Figura 4.4. Resultados del proceso de prediccién del ozono en la Ciudad de México.
Panel superior: mapa de Ciudad de México con la prediccién del ozono usando kriging
simple sobre los residuales del modelo para la media, (ver Tabla 4.1) y un semivariograma
exponencial ® = (418, 4; 122389, 25). A cada prediccién Z* (sg) se le suma su media u(sg).
Panel inferior: mapa de la varianza del error de prediccion (varianza del kriging simple).
Nétese que el kriging es un predictor exacto, por lo que, la varianza es cero en los puntos
con observaciones. Una alternativa es usar la varianza de la prediccién obtenida usando
validacién cruzada en cada uno de estos puntos.
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1.2 Si la media es desconocida, pero constante. Use para sus cdlculos la
funcién de covarianza.

1.8 Si la media es desconocida, pero constante. Use para sus cdlculos la
funcién de semivarianza.

1.4 Suponga que el proceso es normal multivariado. Calcule el intervalo
de conflanza del 95 % para la prediccion encontrada en cada caso.

1.5 Interprete y compare tanto los resultados obtenidos como los
procedimientos realizados.

2. Suponga que

W(s) = P(Y(s)) seD

Donde Y(s) es una variable aleatoria con distribucién de probabilidad
normal y media constante y conocida y,. Demuestre que

. . . Var[Y (s) - Y*(s
W ) = O )+ ) | ST
Esto es, el predictor kriging aplicado a una transformacién de la variable

espacial es sesgado. Sugerencia: Utilice el desarrollo en series de Taylor.

. Encuentre el predictor kriging si la media es constante y conocida y el

modelo de covarianza es un modelo efecto pepita.

. Encuentre el predictor kriging si la media es un polinomio de primer grado e

incluye ambas coordenadas, (x, y), y el modelo de covarianza es un modelo
efecto pepita.

. Suponga un campo aleatorio espacial normal multivariado, con

observaciones en n ubicaciones y media y covarianza conocidos. Encuentre
la esperanza condicional y la respectiva varianza Z(sy) dado el vector
(Z(s1), ..., Z(sx)). Compare con las expresiones de prediccién y varianza
del error de prediccién del kriging simple.

. Para los datos de aquifer que puede encontrar en hiips:

//mpbohorquezc.github.io/SpatFD-Functional- Geostatistics/
GeoestadisticaUnivariadaConGeoR.html,  genere  dos mapas de
predicciones. Para el primer mapa utilice el predictor kriging y para
el segundo mapa utilice prediccién basada en modelos de regresién en
términos de las coordenadas (x,y) = (Este, Norte), e incluyendo la
dependencia espacial a través de la estimacién de los parametros del
modelo, via mdxima verosimilitud. Compare el desempefio predictivo
del modelo de regresién cuando se usan minimos cuadrados ordinarios
ignorando la dependencia espacial y cuando se usa maxima verosimilitud.
Posteriormente, compare el desempefio de la regresién con el kriging.

. Simule campos aleatorios espaciales bajo el supuesto de normalidad

multivariada, para varios tipos de autocovarianza espacial. Grafique los


https://mpbohorquezc.github.io/SpatFD-Functional-Geostatistics/GeoestadisticaUnivariadaConGeoR.html
https://mpbohorquezc.github.io/SpatFD-Functional-Geostatistics/GeoestadisticaUnivariadaConGeoR.html
https://mpbohorquezc.github.io/SpatFD-Functional-Geostatistics/GeoestadisticaUnivariadaConGeoR.html
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dispersogramas rezagados variando modelos y pardmetros. Esto es, en cada
caso, grafique Y (s) Vs Y (s+h), para varios valores de k. y en cada caso calcule
el coeficiente de correlacién de Pearson. Analice.

Se requiere llevar a cabo prediccién espacial para un proceso espacial
cuya distribucién marginal es lognormal con media conocida. {Es posible
encontrar un predictor insesgado? Demuestre o refute.

Generalice el resultado encontrado en el problema anterior, al caso en el que
se transforma la variable usando una transformacién Box-Cox.
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Hasta ahora se ha llevado a cabo la prediccién espacial de un proceso Y (s)
utilizando dnicamente su propia informacién. Sin embargo, los fenémenos son
en general multivariados. Este capitulo describe cémo llevar a cabo la prediccién
espacial de un proceso

Yr(s(])

utilizando su propia informacién y la de covariables que se encuentren
espacialmente correlacionadas con este, es decir, utilizando

Y](S), :Yr(s) ’YP(S)'

Este método es conocido como cokriging. Para la aplicacion de este método no
es necesario que todas las variables estén medidas en las mismas ubicaciones
espaciales. En general, cada Y, (s) puede estar medida en un nimero diferente de
sitios 7. De hecho es una de las ventajas del método, debido a que en ocasiones
existen variables mas costosas o dificiles de medir, asi que se toman mas datos de
aquellas variables cuyas observaciones son econémicas o sencillas.

5.1. Cokriging para el caso de P variables

Si todos los datos se encuentran medidos en la misma grilla de n ubicaciones
espaciales, los datos forman una matriz n X P con (Z, j)-ésimo elemento Y, (s;),
i=1,.,n,p=1,..,P. Lai-ésima fila de la matriz de datos corresponde a las
mediciones de todas las variables en la ubicacién s;.

y(si) = (1(5i), ¥2(8)5 -y ¥p(81)) . (5.1)

El interés es encontrar un predictor insesgado y de minima varianza para el vector

Y(s0) = (Y1(s0), ..., Yp(s0))". (56.2)

No es una prediccion multivariada dado que no se realiza simultdineamente para
todas las variables. Por el contrario, la prediccién es realizada para una variable a
la vez (ver [24]), utilizando todas las variables.
El predictor para
Y (so), 1<r<P

con base en todas las P variables, es la siguiente combinacién lineal de los datos

observados:
p

P
Yi(s0)= ) 2 A wp(s). (5.3)

i=1 p=1

El cokriging se puede construir bajo estacionariedad de segundo orden o bajo
estacionariedad intrinseca como el kriging. Bajo estacionariedad de segundo orden
se asume que,

Media constante E[Y,(s)] = u,, con u = (uy, ..., up)’, para todo s € D;.
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Covarianza La estructura de covarianza para cada par de ubicaciones es una matriz
X(s;,s,) de dimension P x P, que solo depende de las ubicaciones espaciales
(5.5). Esto es, la covarianza de dos procesos espaciales Y, y Y., r, 7’ =
1, ..., P en ubicaciones distintas s;, s;; € Dy, se conoce como covarianza
cruzada y es funcion de s; y s;7, esto es,

Cov(Y, (si), Yr (i) = G (si, 507 ©) (6.4)

La matriz de covarianza del proceso general entre dos ubicaciones espaciales estd

dada por
Cr1(si, 5i;0)  Cra(si, si;0) ... Cyy(si, si7;0)
Co1(si, 5i7;0)  Cog(si, si;0) ... Cop(s;, sir; O)
E(sipsr) = , ' (5.5)
Cp1(si, 5i;0)  Cpo(si,si;0) ... Cpp(si,si;0).

la cual no es necesariamente simétrica porque, en general, no existe ninguna razén
para asumir que

Cov(Y;(si), Yr (sir)) = Cov(Yy (i), Yr(si7)). (6.6)
Asi, en general,

Ziss) #ZGss) Y Disse) X

(si,8i7)

aunque se satisface que
’

(si,5i)

= Z(si,s)

Por lo tanto, si todas las variables son medidas en las mismas n ubicaciones, la

Cov[Y] = Z

con todas las variables y ubicaciones observadas es

matriz de covarianza completa

Lisis1) B(sise) 0 Blsisy)
Z _ Z(Sz'm) Z@?,m Z(s?,m ' 6.7)
Z(Smsl) 2(571152) T Z(Snysn)

La cual es una matriz definida positiva, que se puede construir con una
combinacién lineal de los modelos de covarianza de cada una de las variables
involucradas (ver [87] y [78]). La expresion 5.7 tiene las submatrices organizadas
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por pares de ubicaciones espaciales con fines ilustrativos. Sin embargo, es mas usual
y prdctico organizarla usando las submatrices de cada variable asi como de los
respectivos cruces de variables como se puede ver a continuacién en el Ejemplo

11.

Ejemplo 11 (Ilustracién 1, p = 2, n = 3, Las dos variables son observadas en las
mismas ubicaciones). Cada una de las submatrices se define como: £11 = Cov(Yy, Y),
Yog = Cov(Ye, Yo) v 19 = Cov(Yy, Yo) = X'91. Es necesario estimar de manera
conjunta la matriz Y, del proceso bivariado con todas sus submatrices para que sea definida
positiva.

Z C[Zr Zie
Ci1(s1,81) Cr1(s1,82) Cri(st, s3) Ci2(s1,51) Cia(si, s2)  Cra(sy, s3)
Ci1(sg,51) Cri(sg,s9) Cr1(se,s3) | Cra(se,s1) Cialse, s9) Cra(se, s3)

Cr1(s3,51) Ci1(s3,s2) Cri1(s3,53) Cia(s3,51) Cia(ss, s2) Cra(ss, s3)

X91  Xg9

Co1(s1,51)  Ca1(s1,2) Coi1(s1,53) Coa(s1,51) Coalsi, s2) Coalsy, s3)

Co1(s9,51)  Ca1(s2,s9) Coy(sg, s3) Co9(s9,51) Coa(se, s9) Coa(se, s3)

Co1(s3,51) Ca1(s3,59) Co1(s3,53) Coa(s3,51) Caa(sz, s2) Coa(ss, s3)

Ejemplo 12 (Ilustracién 2, p = 2, n; = 38, ng = 2). Se supone que el proceso Y1 (s)
Jue medido en los lugares s1, 53, 53y que el proceso Yo(s) fue medido en los lugares s, s,
posiblemente diferentes.

i Zig

D=

Zo1 oo

CiiGs1,81) Cri(si,s2) Cri(si,s3) | Cia(si, 87 Cralst, sg)
Cr1(sg,51)  Cri(se,s2) Cri(se,s8) | Cia(se,57)  Cra(se, s5)
=[Cin(ss,s1) Crilss,s2) Crilss,s3) | Cialss,s))  Cialss, sg) |-
Coi(s],s1)  Cai(sy,s2)  Car(sy,s8) | Coa(s], s7)  Coa(sy, sg)

Cor(shys1) Cor(shys2) Car(shys3) | Caalsh,s]) Caalsh, s5)

El predictor (5.8) se construye insesgado,

E[Y}(s0) =Y, (s0)] =0
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Esto es,
n, P

E[Y (s0)=Ye(s)| = E| )] > A7Yp(s) = Yo(s0)| =0.  (5.8)

i=1 p=1
Silas medias se consideran conocidas, de manera analoga al caso del kriging simple,
el predictor siempre es insesgado y por lo tanto, no es necesario imponer ninguna
restriccién. Si la media se considera constante y desconocida, tomando esperanza

y aplicando el supuesto de media constante se obtiene

np

P
> Ay = pr. (5.9)

i=1 p=1

n] ng np

Z/lirl,ul+Z/ll-r2,ug+...+z/l;l’,up=,ur. (6.10)
— -

i=1 i= i=1

Asi, las condiciones necesarias y suficientes para que el predictor cokriging sea
insesgado son:

Loy Ay =1

n

2. T AT =0parap=1,.,r-1,r+1,..,P.
El mejor predictor lineal insesgado se calcula usando los /l;P que minimizan

ny P

2
E YT(SU)—ZZA;PYP(&) . (5.11)

i=1 p=1

sujeto a las restricciones para garantizar insesgamiento. Todos los conceptos aqui
son similares a los desarrollados para el kriging en el Capitulo 4.

5.2. Cokriging para el caso de dos variables

A continuacion, se desarrolla el cokriging para el caso de dos variables para detallar
todos los elementos y procedimientos involucrados.

Sean Y| (s) y Yo(s) dos procesos estocdsticos espaciales medidos en ny y ng
puntos, respectivamente, nétese que todos los puntos podrian eventualmente ser
distintos. Los vectores observados son

Y1 = (yl(sl): "':yl(sm)) .

y2 = (y2 (S/l) ’ "'7y2 (S;Lg)) °
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Se requiere predecir Y1 (s9) usando y; (s) v ye(s). El predictor cokriging es

ny ny

Yi(s0) = ) Avi(si) + ) Biva(sj) = Ayi + Bys.
i=1 j=1

Si las medias del campo aleatorio son constantes y desconocidas, y se requiere
garantizar que el predictor sea insesgado, entonces hay que garantizar que

E [Yi(s0) = Y{(s0)] =0

Tomando esperanza

ny

E[Yi(s0)] = ) LEY () + Z BiE(Ya(s)).

i=1 Jj=

ny ny

H1 = Z/liul + Z.BjﬂQ-
i-1 =

Por lo tanto, se deben imponer las siguientes restricciones

ny ny

$a-t v Saeo
; P
Si se conocen la medias, se construyen los campos aleatorios centrados,

Yi(s) = p1(s) = Z1(s),  Ya(s) — pa(s) = Za(s).

entonces E[Z(s)] = 0y E[Zy(s)] = 0y, porlo tanto, el predictor cokriging simple
siempre es insesgado y no requiere restricciones sobre las ponderaciones. Se lleva a
cabo el procedimiento del cokriging con las realizaciones de las variables centradas
Z1y Zg, estas son,

z1 = (21(s1), ..o 21(8))) -

1= ) (1))

y posteriormente se le suma la media respectiva. El predictor cokriging Z] (so) de
la variable Z (s), se encuentra minimizando

Var[Z] (s0) — Z1 (s0)]%.

que segin el tipo de estacionariedad se puede formular en términos de
semivarianzas o de covarianzas.

A continuacién se presentan los sistemas de ecuaciones para cada tipo de
cokriging en términos de covarianzas para predecir Z|(sg). Nétese que estos
casos son generalizaciones de los tipos de kriging. 4 y B son los vectores de
ponderaciones de las observaciones de Z; y Zy, respectivamente. § denota un
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multiplicador de Lagrange, los vectores de covarianza entre cada una de las

variables en los lugares observados y el lugar a predecir son

o190 = Cov (Zy, Z1(s0))

oy = Cov (Zg, Z1(s0)) .

F es en cada caso la matriz que contiene las variables polinémicas de los
modelos de medias evaluadas en los lugares observados, y fjy es el vector que
contiene las funciones de la media de Z; evaluadas en la coordenada sy (ver

ecuacion (4.18)).

Cokriging simple
2y
Zo1
Cokriging ordinario
Zir Zig
o1 Zgg
L, 0
0 1,
Cokriging universal
X1 Zig
o1 g
K
0 F,

0

0

69

J10

020

010

020

010

o9

10
0

(5.12)

(5.13)

(5.14)

Noétese que es muy dificil aplicar en la prdctica el cokriging universal. En
la matriz de coeficientes del cokriging universal se evidencia la necesidad
del supuesto de que las variables usadas en los modelos de medias no

tengan ninguna relacién, para que la matriz sea de rango completo y de
que todas las variables sean medidas en los mismos lugares, lo cual no
es realista.Este método comparte todas las caracteristicas con el kriging
universal (ver Seccién 4.5), el cual resulta ser un caso particular del cokriging
universal. Lo mds practico es usar cokriging simple con los residuos de las
variables centradas y al final sumarle a las predicciones la media extraida, o

usar cokriging ordinario.
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Ademds,como en cualquier método multivariado, las dimensiones de las
matrices de covarianza crecen muy rapido a medida que aumenta la cantidad
variables. Por lo tanto, modelar muchos campos aleatorios simultdineamente
no es conveniente, ya que se puede complicar la estimacion de la matriz
Y o se pueden encontrar modelos vilidos, pero no de buena calidad. Hay
que ajustar modelos individuales y bivariados de tal manera que la matriz
completa resulte definida positiva. Por eso el principio de parsimonia aqui
es fundamental (el modelamiento de Y es tratado en la Seccion 5.4).
Finalmente, si no existe correlacién espacial cruzada, el predictor cokriging
se reduce al predictor kriging.

5.3. Medidas de dependencia espacial
cruzada

La covarianza y la correlacién cruzada modelan y cuantifican la dependencia que
tiene una variable espacial en un lugar, Y, (s), con otra variable espacial Y- (s + &)
en otro lugar. Son una generalizacién natural de los conceptos de autocovarianza
y autocorrelacién al caso de dos procesos espaciales. La funcién de covarianza
cruzada puede tomar valores negativos y, ademds, puede mostrar covarianza
madxima para i # 0.

El modelo lineal de corregionalizacion del campo aleatorio espacial
multivariado Y = (Yq,...,Yp), se construye con base en la representacién
de cada campo aleatorio Y,(s) como combinacién lineal de / campos aleatorios
centrados, autocorrelacionados y mutuamente independientes Zﬁ, asi

my

Y, (s) = ZZbrkZ (s)+pur Vr=1,..,P.

=0 k=1
w E[Y,(s)] = pr
= E[Zi(s)]=0  VI=0,..,L
, Ci(h;6,) Sik=Fk l=l;
Cov[Z.(s), ZL (s + h)] = ki 6p) S )
0 En otro caso.

Con base en la independencia mutua entre Zs se obtiene la covarianza entre dos
elementos de Y,

&)

L

M=

Cov[Y,(s), Yy (s+h)] = Z bl bl Cov[ZL(s), ZL, (s + h)]

<
Il
(=]
~
1l

Lk (5.15)

s

M= 2

bl b, Ci(h; 6)) = Z d., Ci(h;6)).
=0

-
T
~
i
L
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donde
m
10 _ ol
Dbl =,
=1

dﬁr, es lasilla del modelo C;(h) y su contribucién al modelo completo de covarianza
cruzada entre Y, y Y.; 7,7’ = 1, ..., P. Los coeficientes de (5.15) forman una
matriz semidefinida positiva de dimensién P X P que es llamada la matriz de
corregionalizacion.

D =|d,].

Como en el caso univariado, en el proceso de estimacion de la funcién de
dependencia espacial bivariada, no es muy generalizado el uso del covariograma,
ya que requiere para su estimacion las medias y varianzas del proceso, y, ademds,
que las variables estén medidas en los mismos lugares. Una alternativa presentada
por [23] es el pseudo variograma cruzado, pero su inconveniente es la falta de
sentido de las unidades del resultado, ya que se define como el cuadrado de la resta
entre diferentes variables. Aunque una posibilidad es estandarizar las variables,
esta practica puede enmascarar caracteristicas de las variables originales. Puede ser
muy util para comparar la misma variable cuando ha sido medida en diferentes
condiciones. Por esta razon, es mejor utilizar medidas que se basen en la variable
incrementos. La medida mds utilizada es el semivariograma cruzado que no tiene
ninguna de estas restricciones.

El semivariograma cruzado aunque implica simetrfa, es una funcion par y es
invariante bajo traslacién como su andlogo univariado;

Yrr (0’ 8) =0, Yrr (Il, ®) = ')/rr’(_h; 8)

A continuacién, se presentan una serie de medidas que se pueden usar
para describir el comportamiento general de diferentes variables en diferentes
ubicaciones.

Semivariograma cruzado o semicovarianza de los incrementos

Var[Y,(s), Y (s + h)]
= SE V(s +h) =Y (9)] [V (54 1) =V ()]
=y, (h; ©).

vr (R) es la covarianza de los incrementos de dos variables espaciales y
se encuentra acotada por el producto de las varianzas de los incrementos
correspondientes [73]. Es decir, se cuample que

Yor (h; @)y, (h;©) 2| v, (h; ©) |2 (5.16)
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Covarianza cruzada

Cov[Y,(s),Y (s +h)]
= E[(Y,(5) = E [Y,()]) (Yo (s + ) = E [Y (s + b)] )]

= o (130).
Correlacion cruzada
CorlY; (9), (s + )] = 2O _ 1),
El pseudovariograma cruzado
800 (1) = LE Y, (s + ) =Y, ()]
Codispersion
Uy (3 ©) = Yrr (1 6) e [-1,1].

‘/Vrr (h; 9)\/')’r’r’ (h; ©)

El intervalo es vilido mientras se usen los mismos datos para todos.
El coeficiente de codispersiéon es interpretado como el coeficiente de
correlacién entre los incrementos y representa la pendiente de la regresion

lineal de (Y~ (s +h) —Y,»(s)) en términos de (Y, (s + h) — Y, (s)).

Yrr (h; ®)
7r(h§ 9) '

5.4. Modelo lineal de corregionalizacion,
MLC

La matriz de covarianza en el caso del cokriging es una matriz de definida positiva
que contiene las matrices de covarianzas individuales y cruzadas de todos los pares
de variables incluidas, en todos los sitios donde estas fueron observadas. Parar, r’ =
1,..,P;i=1,...,n vy j=1,..., n

D= () = (CovlY(si), Yo (57)]) (5.17)

Es una generalizacién del modelo lineal de regionalizacién presentado en la
Seccién 8.7 [37], involucrando los modelos de covarianza directos y cruzados. Los
modelos no pueden ser construidos independientemente uno de otro, pues se tiene
que garantizar que la matriz Y, presentada en (5.17) sea definida positiva.
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En términos prdcticos el modelo lineal de corregionalizacién es una
combinacién lineal de L modelos vilidos de covarianza (semivarianza) cuyos
coeficientes son matrices definidas positivas de dimensién P x P.

Los subindices [ y k se usan respectivamente, para el nimero de modelos
incluidos y el nimero de campos aleatorios independientes en los que se hace
la descomposicién. Esta indexacién es necesaria dado que la covarianza de un
campo aleatorio puede requerir mas de un modelo o varios campos aleatorios
pueden compartir el mismo modelo de covarianza. De hecho, cada campo aleatorio
tiene su propio modelo lineal de regionalizacion, y este se usa para construir
el modelo lineal de corregionalizacién. Acerca de los Z,i(s), solo es necesario
conocer su estructura de covarianza (semivarianza), esto evidencia su existencia y
explicitamente no se necesita mas informacién de estos campos aleatorios.

Ejemplo 13 (Modelo lineal de corregionalizacién). Sean Y| (s) y Yo(s) los campos
aleatorios originales que se van a modelar. Ambos se construyen como combinaciones lineales
del mismo conjunto de campos aleatorios independientes k = 1, 2 y con tres estructuras de
semivarianzal = 0, 1, 2 dadas por yo(h; 0g), un modelo efecto pepita, yi (h; 61 = (1, 7))
un modelo esférico de rango 7 v yo(h; 89 = (1, 3)) un modelo exponencial de rango 3.

{Z,ﬁ(s),k 1,9, [=0, 1,2}

con medias constantes 11y po. Los procesos originales expresados en los campos aleatorios
independientes 'y centrados son

Y1(s) = b9, 20 (5) + 0% Z3(5) + b1, Z1 (5) + b1y Za (5) + b3, Z3(s5) + b2 Z2(5) + p1.-
Yo(s) = b9, 20 (5) + b9y Z3 (5) + by, Z1 (5) + bgeZg (5) + b, Z2 (5) + b2y Z3 (5) + ps.
En general, estas constantes se deducen de la silla o pendiente de los modelos de covarianza

o semivarianza. Asumiendo unas constantes arbitrarias bi , se ilustra la descomposicion a
continuacion.

Y1(5) = 520 (s) + 0Z3(s) + 271 (5) + 4Z3 (s) + 1.6Z%(s) + 0Z2(s) + p1.
Yo(s) = 0Z)(s) + 82 (s) + 571 (s) + 2Zg (s) + 0.7Z%(s) + 1Z2(s) + ps.

Por construccion bfj = bél.. Para este caso el modelo lineal de corregionalizacion en notacion
matricial es:

O N AT AN A TS

Yi(s) Yo(s)
(1 2 )Yg(s) [)31 532 ZS(S) bél b;Q Z;(s)

b2 b2\ Z22(s
7 Y12 1()+ﬂ1

bgl b§2 Z(QZ(S) H2

(5.18)
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Y(s) = BoZ"(s) + B1Z' (s) + BoZ%(s) + p.

By, B y By son semidefinidas positivas. A continuacion, los semivariogramas resultantes

v11(.) ¥ v92(.), ¥ el semivariograma cruzado y19(.) son definidos como sumas ponderadas
de los 8 modelos bdsicos yo(h; 0¢), y1(h; 01) vy vo(h; 09), segiin el MLC dado en (13).

y11(h; ©1) = dY vo(h; 09) +d},y1(h; 01) +dF, 1ye(h; 09) (5.19)
yo.(h; ©2) = dyyo(h; 09) +dggy1 (h; 01) + dagya (h; 89)
y19(h; ©19) = dVyyo (h; 00) + djgy1(h; 01) + d2gya(h; 09).

con coeficientes dados por

dyy = 09,07, +bYgby = 25 diy = by,bi) +blghiy = 20
diy = bY, b7, + bigbiy = 2.56 dgy = by, by, +bgebgy =9
dé2 = by, by "‘bézb%Q =29 dSQ = bglbgl +b§2b§2 =1.49
dYy = bY a1 +blgbgy = 0 dly = b11bg) +blgbgy = 18

9 2,2 192 12
dig = b7,by) +bigbyy = 1.12
El modelo definitivo es

y11(h; ©1) = 25y0(h; 00) +20y1(h; 01) +2.56y2(h; 2). (5.20)
y2e(h; ©2) = 9yo(h; 00) +29y1(h; 61) + 1.49y9(h; 69).
Y12(h; ©19) = 18y1(h; 01) + 1.12y9(h; 69).
Dado que Z ? (s)y ZS (s) son independientes, el semivariograma cruzado no tiene pepita.
Estos coeficientes son los elementos de las matrices de corregionalizacion Dy, D1, Do, las

cuales son semidefinidas positivas y ademds son las sillas de los respectivos modelos. El modelo
Jfinal para este caso particular es

yi1(h;01)  yi1a(h;©19)| [d}) d, di, df
ol P ETCEL RS B CAYCILED
vo1(h;©21)  yaa(h;©9) | \djy dyy 1o dgg

dz. 42
+(11 12)72(/1;02)-

2 2
dl? dQQ

I'(h) = Doyo(h; 80) + D1y1(h; 01) + Dayo(h; 62),

Las condiciones suficientes para que (5.15) constituya un modelo de
corregionalizacién vélido son:

1. Las funciones C;(h; ;) son modelos vdlidos.

2. Las matrices B; son todas semidefinidas positivas. Cada modelo puede tener
su propio rango y su propio patrén de anisotropia.
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3. En términos de semivariogramas, el MLLC vy, (h; ©) estd definido como:

’ ' 2y(h;0) Sik=Fk,1=10;
E Zé(S'i'h) —Z}i(s)] [Zl’(s+h) _Zl,(S)] - YZ( Z) 1

En otro caso.

L
Yer (h;0) = > dl (ks 6)  Vr,r' =1, P.
1=0

Los dir, son las sillas para modelos acotados en caso de estacionariedad de segundo
orden o también pueden ser las pendientes de los y;(k; 0;) en los casos de modelos
no acotados bajo estacionariedad intrinseca.

Si fuera un vector aleatorio espacial Y = (Y1 (s), Yo(s), Y3(s)) con L modelos
de semivarianza el modelo quedaria

71(h;01)  yi2(h;012) yis(s©13) | | djy diy di
vo1(h;©21)  y2(h;©2)  yag(h; O93) | = Z b, dby, dbg | vi(h; 60).
1=0
¥81(h;O31)  ys32(h;O39)  y3(h; O3) dy,  dh, di,

Las matrices D; deben ser semidefinidas positivas. Los elementos de la diagonal
son las sillas de los semivariogramas individuales o directos de cada modelo y por
lo tanto son no negativos. Ver [50] y [87] para un tratamiento detallado definicién
y propiedades de las matrices semidefinidas positivas. L.a suma total de todas las
ubicaciones rr en las L matrices es La silla total de la variable espacial Y, (s).

5.5. Aspectos practicos del cokriging

= Algunos de los campos Zli pueden tener la misma estructura de covarianza
y aun asi ser independientes.

= No se requiere que los semivariogramas directos o cruzados involucren todas
las estructuras bdsicas. Algunos b/lek, pueden ser 0.

= Por construccion, d. , y dﬁ,r son idénticos, por lo tanto C,. (h) = Cp-(h)

rr’

s El cokriging usa todo el vector Y para llevar a cabo la prediccién de cada una
de las variables Y, (sg), una a la vez, y luego con estas predicciones se forma
el vector de prediccién en el lugar sg. Por lo tanto, no es estrictamente una
prediccién multivariada.

Se han buscado alternativas para la prediccién simultdnea pero esto ha
resultado muy complejo y poco eficiente. [72] propone una metodologia
para la prediccién multivariada simultdnea de todas las variables espaciales,
pero requiere una condicién especial de simetria, C,, (s; —s;:) = Cprp (57 —5;7),
que es demasiado restrictiva. [72] muestra que la calidad de la prediccion
es mejor sin la restriccion de simetria y usando el variograma cruzado.
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Asi, el cokriging basado en el MLC sigue siendo el método mds utilizado
para la prediccion espacial cuando existe la posibilidad de usar covariables
espaciales.

= [55] presenta matricialmente el desarrollo detallado del cokriging para
varios casos. Esta notacion es compacta y muy préctica. Para P variables
observadas en n, sites, r = 1, ..., P, la matriz de covarianza

D =Var(Zy(51), wos Z1(u)s wvor > Z1(5np)s oo Zp (50)).-

e dimension ), _, n, _1 ny. \; para cada sg es una matriz , formada
ded B nex3E n A d triz Px P, formad

. ’ . .- . s .
por las ponderaciones A]”, que representan la contribucién de la r—ésima
variable en la ubicacién s; a la prediccién de la 7’ —ésima variable.

/1111 ’1112 ’UlP
A AL, e Al

S 1. (5.21)
/1})1 ’1})2 A}’P

Finalmente, el mejor predictor lineal insesgado se encuentra minimizando
cualquiera de las expresiones en (5.22). La suma es mas tratable
computacionalmente.

max Var [Zr (s0) - Z; (s())] (5.22)

(o]

ZVar [Zr(so) - Zf(so)] .
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Ejemplo 14 (Modelo lineal de corregionalizacion para los contaminantes PM 10
y NOX Bogotd). Se analizan los datos de la red para la calidad del aire en la Ciudad
de Meéxico durante la temporada seca, dado que en la temporada de luvias todos los
contaminantes del aire disminuyen. La red de calidad del aire, monitorea cada hora material
particulado de hasta 10 micrometros de tamafio (PM10)y éxido de nitrogeno (NOX), entre
otros. El material particulado (PM) es un componente importante de la contaminacion
del aire. El NOX es un contaminante gaseoso del aire, producido por el trdfico y otros
procesos de combustion de combustibles fosiles y contribuye a la formacion y modificacion
de otros contaminantes del aire como el material particulado. Ademds, tanto el PM 10 como
el NOX dasian los materiales v son las principales causas de la reduccion de la visibilidad
(SEDEMA).

Se ha aplicado el método de cokriging simple para estos dos contaminantes usando las
observaciones del 15 de abril 2024, a las 8am.

Ninguno de los dos procesos muestra tendencia, asi que en ambos casos se centraron con
su media aritmética. A partir de los procesos centrados se lleva a cabo la estimacion de los
semivariogramas empiricos y tedricos. El MLC para los contaminantes NOX y PM 10 estd
dado por:

17,9993193 10,962510 223786663 27,179734
y1(h, ©1) + va(h, ©g).
10,962510 6,855200 27179734 55660817

Donde y1 (h, ©1) es un modelo efecto hueco, con rango 2822,42y yo(h, @9) es un modelo
gaussiano con rango 20180,26. Las matrices contienen los valores de las sillas para cada
modelo. Los tres modelos son:

yxox (k) = 17,9998193y, (h, ©)) + 22,8786663ys(h, O9)
yeumio(h) = 6,856200y1(h, ©1) + 56,660817y9(h, Og)
yvox,pmi10(h) = 10,962510y, (h, ©1) + 27,179734y3(h, Og)

La Figura 5.1 muestra el MLC ajustado, asi como los dos semivariogramas empiricos para
cada una de las variables NOX y PM10 y el semivariograma empirico cruzado de NOX
y PM10. Posteriormente, usando la matriz de covarianza, se vuelve a estimar la media de
cada proceso, por MCG, para sumarla a los predictores cokriging de los respectivos procesos
residuales.

Los resultados de la prediccion para ambas variables, usando cokriging simple sobre
los residuales v sumdndole las medias correspondientes en cada caso, se muestran en la
Figura 5.2. Cada mapa de prediccion va acompafiado del mapa de la varianza del error
de prediccion respectivo.
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Figura 5.1. Modelo lineal de corregionalizacién para los contaminantes

NOX 'y PM10. 15 de abril 2024, 8am.
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Figura 5.2. Mapas de las predicciones obtenidas utilizando cokriging. Panel superior
izquierdo: Prediccién del PM10 utilizando NOX como covariable. Panel superior derecho:
Mapa de la varianza del error de prediccién del cokriging para PM10. Panel inferior
izquierdo: Prediccion del NOX utilizando PM 10 como covariable. Panel superior derecho:
Mapa de la varianza del error de prediccion del cokriging para NOX. Las varianzas en los
puntos observados son las obtenidas por validacién cruzada en ambos casos.
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5.6. Enfoque jerarquico bajo normalidad,
caso bivariado

La especificacion de un modelo paramétrico vdlido para la covarianza de Y,
denotada Y, se resuelve en la mayoria de los casos con el modelo lineal
de corregionalizacion [37], el cual supone simetria. Sin embargo, bajo el
supuesto de normalidad, [66] propone usar la distribucién condicional, basada
en los dos primeros momentos de la distribucién conjunta. Cuando existe un
conocimiento profundo del fenémeno, este modelo permite encontrar la estructura
de dependencia involucrada en cada etapa, mediante el enfoque jerdarquico.

Sea (Yi(s),Yo(s)); i,77 = 1,...,m un campo aleatorio bivariado . No
necesariamente tienen que ser medidas ambas variables en los mismos sitios. El
enfoque jerdrquico se basa en la especificacion de los primeros dos momentos de
las distribuciones.

"ilYe y Yo

Si la esperanza condicional es lineal , entonces la primera etapa del modelo es

Y1IYy ~ (1 +B(Ye — po), X1)9) .

B es una m X m-matriz de coeficientes de regresién, y parametrizar la
dependencia entre Z1 y Zg, usando la matriz B, permite un modelamiento flexible.
X )9 es una matriz condicionalmente definida positiva de la covarianza de Y1|Yo, y

Yo ~ (pg, X99).

donde Xg9 es una matriz de covarianza definida positiva. Las medias y las
covarianzas conjuntas entre Y| y Yo bajo esta especificacién son

Y, _[[# , X Xy . (5.93)
Yy ne) \Zg; oo
Y, _[[# , X9+ BXggB’ BXg . (5.94)

Yy Mo (BZg9)’ Lg9

La formulacién jerdrquica se basa en la especificacién y estimacién de X192 y B,
que son matrices de dimensién n X n. Las dependencias cruzadas son capturadas
en la distribucién [Y7]Y¢]. La especificacion de un modelo marginal y condicional
implica la estructura de covarianza cruzada. El paso final es especificar Xgg, que es
también una matriz de dimensién n X n. El modelo conjunto obtenido es vilido
por construccién. En este caso, la matriz 2n X 2n es definida positiva y, en general,
la matriz Pn X Pn también lo es.
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5.7. Ejercicios

1. Suponga dos campos aleatorios espaciales correlacionados. Encuentre, si
existe, alguna relacion entre la varianza de prediccién del kriging simple y la
del cokriging simple. Si no existe ninguna relacién, justifique su respuesta.

2. Demuestre o refute para cada caso. Todas las clases de kriging y cokriging
son predictores exactos.

3. Se tienen 2 procesos espaciales Z1(s) y Zgo(s) autocorrelacionados, pero
no correlacionados entre ellos. Escriba el predictor cokriging con su

respectiva varianza para predecir Z; en un lugar no observado. Interprete
los resultados.

4. Determine si los siguientes son modelos vdlidos de corregionalizacion.

4.1
v1(h) = 16Exponencial(a = 20) + 4Esférico(a = 100)
v9(h) = 25Gaussiano(a = 20)
vi12(h) = 12Matern(a = 55)
4.2
v1(h) = 4Esférico(a = 10)
vo(h) = 25Esférico(a = 4)
v19(h) = 12Esférico(a = 7)
4.3

v1(h) = 36 + 64Cauchy(a = 520)
v9(h) = 36 + 64ExpAmort(a = 220)
v12(h) = 88.4Cos(a = 100)

5. Falso o verdadero, demuestre o refute. Se asume estacionariedad de segundo
orden.

5.1 yr () = ypr (=h)

5.2 o (k) = G (0) = 5 (Crpr (=h)Cpyr (+h))
5.8 Yo (B) + ¥ (=h) = 7,:0) + 2y, ()
5.4 2y, (h) = Co(0) + C (0) = 2C, (h)
5.5 Yrr (W)Yo (h) 2| e (h) |2
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6. Considere los siguientes campos aleatorios: Z1(s) y Zo(s) = Z1(s+h). {Existe
alguna distancia para la cual sea mdxima la covarianza cruzada? Justifique en
cualquier caso.
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En este capitulo se aplican los métodos vistos en el caso espacial, al caso
espacio-tiempo. Las ideas son muy similares, pero ganan complejidad debido a que
se adicionan dos elementos fundamentales: la dimensién temporal y la interaccién
espacio-temporal. Sin embargo, en el espacio-tiempo sigue existiendo el interés en
modelar la covarianza o la semivarianza y hacer predicciones. Las predicciones en
el espacio permiten la generacion de mapas, asi que con los métodos presentados
en este capitulo se pueden ver series de mapas a lo largo del tiempo, lo cual es
muy atractivo. De todos modos, es importante notar que estos métodos no son de
extrapolacién; los métodos geoestadisticos son de interpolacién y son descriptivos,
asi que no son disefiados particularmente con fines de prondstico. Los métodos
presentados hasta este capitulo funcionan bien para cantidades moderadas de datos.
Cuando la cantidad de datos aumenta notoriamente y desborda estas técnicas, es
necesario usar geoestadistica para datos funcionales. Estos métodos se presentan
en el Capitulo 9.

6.1. Conceptos preliminares

Definicién 9 (Proceso geoestadistico espacio-temporal). Un proceso geoestadistico
espacio-temporal es un proceso estocdstico

{Y(s,t):(s,t) € Dy x Dy}

donde el conjunto Dy c R? es el conjunto indice de la ubicacion espacial s 'y el conjunto
Dy C R es el conjunto indice del tiempo t; es decir,

(s,1) e DyxDr e R xR

Ds x Dy c R x R es el conjunto indice del proceso espacio-tiempo. Los conjuntos Dy y
Dy son continuos en el contexto geoestadistico.

La Tabla 6.1 ilustra cémo se ven en general los registros de un proceso
espacio-tiempo observado en n ubicaciones espaciales. En cada ubicacién espacial,
la longitud de la serie de tiempo puede ser diferente, y en un momento
determinado, los lugares con registro no necesariamente son los mismos, aunque
pueden existir coincidencias. Esto es consecuencia de que se retine informacién de
diferentes fuentes, o existen lugares donde no se encuentra el registro del dato, o se
eliminé porque el dato era de mala calidad. Por ejemplo, si los datos provienen de
estaciones que miden variables relacionadas con el clima o con el medio ambiente,
alguna estacion puede presentar dafios y se deben sacar los datos en una fase de
validacion, porque la estacién queda fuera de control. Incluso mientras se lleva a
cabo la reparacion o reemplazo de la estacion, esta puede durar un largo tiempo
sin registrar datos.

Ademds, nétese que no en todos los lugares donde se miden los datos se tiene
la misma frecuencia. Si se unen datos con diferente fuente, es posible que la
frecuencia temporal difiera. De igual manera ocurre si se tienen distintas variables.
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Por ejemplo, el brillo solar no suele medirse tan densamente en el espacio ni en
el tiempo como la temperatura. En estos contextos, la cantidad de los datos es
un factor de suma importancia y que debe ser considerado en el momento de
diseflar los andlisis. Si una variable se mide cada hora durante muchos afios, la
longitud de las series de tiempo no permite el uso de varios modelos debido a la
dificultad computacional que genera este volumen de informacién en los procesos
de optimizacién. En el caso de series de tiempo de imdgenes, el problema es el
mismo, pero los datos en este caso estin densamente medidos en el espacio y no
en el tiempo, debido a la alta resolucién de muchas imdgenes.

ts|s1=&Ly) | - | 5=V | -or | S = (X, V0)
1 y(s1, 1) y(sj, 1) y(sn, 1)

2 y(s1,2) y(sp, 2)
Iy y(sjatn) Y($n, ty)
t y(s1,11) v |o(sjs 1)

tj y(s]-, t]‘)

Tabla 6.1. Ilustraciéon de notacién para las coordenadas de un proceso
espacio-tiempo. s € R, ¢ € R. Y(sistij); j=1,...,T;,i =1, ...,n. Debido
ala gran cantidad de ubicaciones espacio-tiempo, es usual que existan datos
faltantes o datos erréneos, y que las series de tiempo en cada sitio puedan
tener diferente cantidad de datos.

Uno de los objetivos de la geoestadistica espacio-temporal es la prediccién
6ptima del valor de la variable aleatoria Y (s, o), en la coordenada espacio-tiempo
(s0, to) con base en el vector

Y = (Y(s1,01), ..., Y(sn, tn))

observado en un nuimero finito N de coordenadas espacio-tiempo
(S], tl)) ) (SN) tf\")'

Las N observaciones espacio-tiempo corresponden a N = a7, donde n es
la cantidad de ubicaciones espaciales y T es la longitud de la serie de tiempo.
Usualmente, no se cuenta con la misma cantidad de observaciones en todas las
ubicaciones.
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Una notacién mas general es
Y = (Y(Si,tij)); j= 1, ...,’Fi, i=1,...,n.

El total de observaciones en este caso es N = 37| T;.

6.2. Kriging espacio-tiempo

Dado que el modelo geoestadistico es

Y (s0; t0) = u(s0;t0) + Z(s0;10) (Y — p) (6.1)

De igual forma que en el caso espacial, el predictor lineal éptimo para Y (sg; tg),
conocido como kriging simple espacio tiempo, estd dado por el predictor kriging
de la variable asociada centrada mas su media, esto es,

Y*(s03t0) = p(so;to) + o)X~ (Y = p) (6.2)

dénde X = Cov(Y), 09 = Cov(Y, Y(so;0)), u= E[Y]yZ=Y—-pu. A’ = 0'(’)2_12.
Por lo tanto, la varianza del predictor Y*(sg; to) es

-1
o)X oy

y la varianza del kriging simple espacio tiempo o varianza del error de prediccion
estd dada por
Var[Y (so;t0) — Y* (so;t0)] = 0'1? - 0'(’)2_10'0

dado que Y(sg;fp) sea estacionario de segundo orden [25]. Nétese que las
expresiones son idénticas a las obtenidas para el caso espacial, solo que ahora
se cuenta con la coordenada adicional del tiempo. Asi se observan el proceso
espacial y el temporal como casos particulares del espacio-tiempo. A continuacion,
se extienden las definiciones de estacionariedad y de funciones definidas positivas
al caso espacio-tiempo.

Estacionariedad de segundo orden El proceso {Y(s,t) : (s,t) € D x T} es, al
menos, estacionario de segundo orden; esto es,

EY(s,)]=p vy Cov[Y(si,t),Y(sj, )] =C(si —sj;t —1';0)

dado que Var[Y (s;7)] < 0. Es decir que el proceso tiene media constante,
varianza finita y la funcién de covarianza depende tinicamente de las
separaciones o rezagos espacial s; — s; y temporal t —¢’.
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6.3. Funciones validas de covarianza
espacio-temporal

Seanh = s;—sjyu =t—t'. Siel proceso es estacionario de segundo orden, se
puede escribir la funcién de covarianza del proceso espacio-temporal como
sigue:

Cov(Y(s,t),Y(s+h,t+u)) =Cov(Z(s,t), Z(s+h,t +u)) = C(h;u;0)

C es la funcion covarianza del proceso espacio-temporal; h es el rezago
espacial y u es el rezago temporal. © es el vector de pardametros de la funcién

C.

C(h;u) es una funcién definida positiva. La funcién C debe ser definida positiva
para garantizar una varianza de error de prediccién no negativa. Esto es, para
cualquier nimero finito m de ubicaciones espacio-temporales

(S15 t])r (32, t2)7 et (Sm, tm)
y cualquier conjunto de nimeros reales, {a1, ag, ..., a,} conm € Z*, C
debe satisfacer

m m

ZZaiajC(si —sj3t—1") 20 (6.3)

i=1 i=1

Para asegurar el cuamplimiento de (6.3), con frecuencia se especifica una funcién
de covarianza C que pertenezca a una familia paramétrica C°, en la cual todas las
funciones cumplan dicha propiedad; se asume que para todo vector de pardametros
®

Cov(Z(si, 1), Z(sj, 1)) = C°(s; — sj51 — 1']©)

C es una funcién definida positiva.

Como en el caso espacial, se debe seleccionar la mejor funcién de covarianza
entre algunas familias, pues la estructura de dicha matriz dificilmente puede
resultar conocida a priori.

Para la construccién de mds funciones de covarianza se usan con frecuencia
las siguientes dos propiedades conocidas como aditiva y multiplicativa,
respectivamente [67]:

s Si Cj(-) son modelos de covarianza vdlidos, con [ = 1,...,k, entonces
Zle b;C;(+) es un modelo de covarianza valido con b; > 0, VI.

s Si Cj(-) son modelos de covarianza vdlidos, con [ = 1,...,k, entonces

]_[f:1 C;(-) es un modelo de covarianza vilido.
A continuacién, se presenta un supuesto que con frecuencia se hace sobre

funciones de covarianza espacio-tiempo para simplificar los procesos de estimacion

[46].
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6.4. Construccion de funciones de
covarianza espacio tiempo separables

Con base en las propiedades aditiva y multiplicativa, se definen nuevas familias
de modelos de covarianza espacio-temporales, conocidas como separables. Sean
C;(si, sj|©1) una funcién definida positiva en R? y C,(t,1|®9) una funcién
definida positiva en R, un proceso espacio-temporal tiene funcién de covarianza
separable en cualquiera de los siguientes dos casos, con ® = (01, Og)

= su funcién de covarianza se puede descomponer en la suma de un
componente puramente espacial y uno puramente temporal:

COs;, 5551, 1'10) = Cs(s4, 5i101)) + Cy(t, t'|Og)

= su funcién de covarianza se puede descomponer en el producto de un
componente puramente espacial y uno puramente temporal:

CO(s;, 551, 1'10) = Cs(s1, 5i101)Ci (¢, 1'1Og)

En la construccion de estos modelos es indispensable tener en cuenta que si
C;() es una funcién de covarianza valida en R, es vdlida en R? para p < d.

La complejidad del modelamiento de la variacién simultdnea espacial y
temporal de un proceso hace atractiva la idea de separabilidad. Sin embargo,
este supuesto implica la ausencia de interaccién entre espacio y tiempo, hecho
que en general, no coincide con la realidad. En muchos casos, el efecto de un
desplazamiento en la ubicacién espacial para un fenémeno de interés, no es el
mismo para diferentes momentos en el tiempo, lo que provoca que el modelo
de dependencia espacial varie y muestre que existe una interaccién que debe ser
tenida en cuenta. En el caso de la contaminacién ambiental, por ejemplo, debido
a factores dindmicos como los automoéviles, su variacién en dos lugares distintos
s; v sj depende de la hora a la cual se realice la comparacién; esto es, cambios
simultdneos en ubicacién y tiempo generan diferentes relaciones entre los valores
de contaminacién. Sin embargo, al usar un modelo separable, no queda incluido
este efecto de interaccién espacio-tiempo.

Nota 7. Las propiedades aditiva v multiplicativa no se cumplen cuando alguna de las
Junciones depende solo de un subconjunto de componentes del vector. [65] presenta un
ejemplo en el que luego de modelar de forma separada los componentes espacial y temporal,
el modelo resultante de la suma de éstos, no es vdlido.
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6.5. Construccion de funciones de
covarianza espacio tiempo no
separables

A continuacién se presentan varios métodos para construir familias de covarianza
espacio temporales vdlidas no separables, asi como algunos casos particulares de
cada uno de ellos.

6.5.1. Método basado en representaciones
espectrales de las funciones de covarianza

Con base en este método se construyen familias paramétricas de covarianzas
estacionarias, encontrando transformadas inversas de Fourier de densidades
espectrales (ver [25]). Este procedimiento no impone restricciones de
separabilidad, aunque podrian surgir modelos separables como casos particulares.
El procedimiento es el siguiente:

Sea la funcion g(w, T) que se puede escribir como una transformada escalar de Fourier
en u, ast

g(w, 1) = (2n)7! / e " h(w, u)du (6.4)

donde
h(w, u) = (27)~¢ / e~ " C(h, u)dh (6.5)

la cual es la transformada inversa escalar de Fourier de g(w, T)
h(w, u) = / ¢Tlg(w, T)dT (6.6)

Entonces la construccion de la funcion de covarianza espacio temporal C (h, u) depende de
la seleccion de la funcion h(w, u) y

C(h,u) = / Ml (w, u)dw

Asumiendo que h(w, u) se puede escribir como el producto de dos funciones,

h(w, u) = k(w)p(w, u)
donde k(w) es la densidad espectral de un proceso espacial puro y p(w, ) una funcion de
autocorrelacion temporal para cada w € R%; que satisfacen:

1. p(w,.), Yw € R% es una funcion de autocorrelacion temporal continua, con
/p(w,u)du <ooyk(w) >0

2 /k(w)dw < o0
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Se encuentra una formula general para la construccion de las funciones de covarianza espacio
tiempo asi:

C(h,u) = / eih'wk(w)p(w, u)dw

Por lo tanto, esta metodologia requiere pares de transformadas de Fourier que posean una
Jorma cerrada.

Ejemplo 15 (Funcion espacio-temporal de Cressie 1, [26]). Sean las funciones
p(w,u) y k(w)

—||7/U||2u2/4€—6u2 —collw||?/4

p(w;u) =e y k(w)=e

con ¢y > 0. La funcion de covarianza espacio-temporal resultante es

1 o2 —Su?
Clh;u)g ————€ o+’

para § > 0, con base en la cual resulta el siguiente modelo de tres pardmetros:

C(h; u|®) otk
su =75 a“u“+1
(a2u? + 1)4/2

para s — 0y ® = (a,b, 02), ya > 0, b > 0 pardmetros de escala temporal y espacial
respectivamente’y o2 = C (0, 0|©). Se ilustran algunos casos de esta funcion de covarianza
espacio-temporal en la Figura 6. 1.

6.5.2. Método basado en la composicion de
funciones con propiedades de monotonicidad

[85] propone una clase de funciones de covarianza para procesos espacio-tiempo
que, a diferencia de la propuesta por [25], no depende de la existencia de la
transformada de Fourier. La construccion de esta clase de funciones es resumida
en el Teorema 2.

Teorema 2 (Teorema de Gneiting). Parar > 0, sean ¢(r) una funcion completamente
mondtona vy ¢(r) una funcion positiva con una derivada completamente mondtona.
Entonces, para (h, u) € R x R

o ([
Clh, ) = S ayim® (¢(u2))

es una funcion de covarianza espacio-tiempo.

Estas familias de funciones de covarianza presentan toda clase de posibilidades:
pueden ser céncavas o convexas, tienen diferentes velocidades de cambio;
unas decrecen de manera uniforme con respecto a los dos ejes, mientras
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Figura 6.1. Cressie-Huang, ejemplo 15, ® = (02,a,b), 0 < ||h]| < 1y
0<u<l.a.0=(1;1;1),b.0 =(1;51),c. ® = (1;10;50),d. © =
(1;0, 5;50)

que otras decrecen mds rdpido con respecto a uno de ellos, lo que permite
variados comportamientos para todas las posibles combinaciones de rezagos
espacio-tiempo. Esto se puede observar en las superficies de la Figura 6.1 y en las
curvas de nivel presentadas en la Figura 6.2, donde se aprecia que algunos graficos
tienen sus isolineas muy separadas, como en el panel superior derecho, indicando
un cambio lento en el eje vertical, mientras que en otras ocasiones las isolineas
se encuentran muy juntas, indicando que la covarianza cambia muy rdpidamente,
como en el panel inferior izquierdo. La Figura del panel superior izquierdo muestra
que la variacién es mds fuerte en el eje vertical, mientras que en el panel inferior
izquierdo se observa que la covarianza cambia en forma similar con respecto a
ambos ejes. La Figura del panel inferior derecho ilustra un modelo separable;
la variacién solo se presenta en el eje horizontal. Las familias de modelos son
muy flexibles; permiten prdcticamente todos los comportamientos que se puedan
presentar en la practica.

Ejemplo 16 (Modelo de covarianza espacio temporal de Gneiting 1, [85]). Sean
las siguientes dos funciones que cumplen los requisitos del Teorema 2:
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Figura 6.2. Modelo Cressie-Huang (ver Ejemplo 15). ® = (02, a,b), 0 <
I2]] < 1yO0 < u < 1. Panel superior izquierdo. ® = (1; 1; 1), Panel superior
derecho. ® = (1;5; 1), Panel inferior izquierdo. ® = (1;10;50), Panel
inferior derecho. ® = (1; 0, 5; 50).

e(r) =)y ¢(r) = (1 +ar")?

Parac>0,a>0,0<y<1,0<a<1y0< B <1 Lafamilia paramétrica de
Jfunciones de covarianza generada es

o2 (_ el )
C(h,u) = ———— e\ (6.7)
(1 +aule)7

donde a y ¢ (no negativos) son pardmetros de escala de tiempo y espacio respectivamente.
Los pardmetros a v y controlan la suavidad de la funcion, y el pardmetro 3 corresponde
a la interaccion espacio-tiempo; o2 es la varianza del proceso. El Ejemplo 17 muestra un
caso particular de esta familia.
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Figura 6.3. Dos casos de la familia de funciones de covarianza Gneiting (ver
Teorema 2 y Ejemplo 16): ® = (02, a, a, B, ¢, ¥), Panel izquierdo. ® =
(1;1;0, 5;0, 5; 1; 0, 5), Panel derecho. ® = (1;0, 5;0, 8;0, 8;1, 0; 8).

Ejemplo 17 (Modelo de covarianza espacio temporal de Gneiting-Matern, [35]).
Modelo Gneiting-Matern En este ejemplo se usa la funcion de covarianza de Matern como
Jfuncion mondtona ¢(r) (ver Seccion 2.5).

¢(r) = (rd'Ho(ert) vy () = (ar® + 1)

1
20-1T(v)
La familia paramétrica de funciones de covarianza generada es

Clhu) = o2 ( c|h| )X%((&)

20-1T (v) (au?® + 1)5+A4/2 \ (au2e + 1)F/2 au?@ + 1)8/2
(6.8)

con (h,u) € RY xR,

Donde ay ¢ (no negativos) son pardmetros de escala de tiempo y espacio respectivamente,
0 < a < 1 es el pardmetro de suavidad del tiempo, v > 0 es el pardmetro de suavidad del
espacio; 0 < B < 1 es el pardmetro de interaccion, § > 0, o2 > 0y K, es la funcion de
Bessel modificada de la segunda clase de orden v.

6.5.3. Otros métodos para encontrar familias de
funciones de covarianza espacio tiempo
validas.
Existen varias otras metodologias para la construccién de familias de covarianzas

espacio-tiempo no separables, en general partiendo de funciones vilidas tanto en
el espacio como en el tiempo. A continuacién, se citan algunas:
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La familia de funciones de covarianza suma-producto, [28].

Cs,l(h’ u) = aCs(h, ®5)Cl(u, 0, + bcv(h; 0,) +c¢Ci(u, ©;)

donde a,b,c son coeficientes no negativos y Ci(h,0;) v C,(u,®,)
son funciones de covarianza vidlidas en el espacio y en el tiempo,
respectivamente.

Integral del producto [28]. (Teorema 3.)

Teorema 3. Sea u una medida finita no negativa sobre un conjunto no vacio
0. Sean Cy(h,®,) y C,(u,®,) funciones de covarianza vdlidas en R? y R
respectivamente, y dado que Cy(h, ©;)C;(u, ©,) es integrable con respecto a la
medida u sobre @ = (@;, ©,), entonces

C(h,u)=/Cs(h,®s)Cl(u,®)dy(®t), (h,u) e RE xR

es una funcion de covarianza en R% x R

Integral del producto con medida gamma. En el Teorema 3, u es una medida
que sigue una distribucién gamma y tanto la covarianza espacial como la
temporal corresponden a un modelo estable. Esto es,

Cy(h, ©)) = oe~ W™ Cy(h, ©g) = e~ "’ (6.9)

dondea > 0,b > 0yvy > 0,a € (0,2), B € (0,2), se llega como caso
particular a la familia

(6.10)

C(h;u) =02(1+ ;

h|” uﬁ)y

En [49] se muestran otras familias que pueden ser construidas a partir del
Teorema 3.

Funcién de covarianza de Dagum. Se encuentra una funcién de covarianza
espacio-tiempo mediante una adaptacién de la funcién de supervivencia de
Dagum, ecuacién (6.11) [2].

1, si r=0,
sa(r)={1 | ) . (6.11)

~ a0 si r>0
donde los pardmetros o, ¢, & son estrictamente positivos. ©, & son
pardmetros de suavizamiento y ¢ es un pardmetro de escala.

En [61], se estudia como una funcién de base radial y se construye una
funcion definida positiva en R%, parad = 1, 2, ....

Se consideran las siguientes dos alternativas:



138

o Prediccion escalar espacio-temporal: Kriging espacio-temporal

» Una funcién de covarianza separable, obtenida como el siguiente
producto tensorial

Cis,0) (hy ) = (IRl @(Jul)

s Una funcién de covarianza no separable, obtenida como la siguiente
suma convexa

Coe,ty (B, u) = F@(lIRl]) + (1 = D) e(Jul)

donde ¢ € [0, 1]. Esta funcién de covarianza espacio-tiempo es valida

siempre que © < 17:5‘98 ye<7.

Ademds, [70] presenta un método de construccién de funciones de covarianza

espacio-temporal no estacionarias a partir de la funcién de covarianza de
Matern. [2] trata funciones de covarianza espacio-tiempo estacionarias y

anisotrépicas haciendo particiones en el dominio espacial y muestra algunas formas

generalizadas de las funciones de Gneiting al caso anisotrépico.

La definicién extendida al caso espacio tiempo del semivariograma 2y (h, u|©®)

y su relacién con la covarianza bajo estacionariedad de segundo orden, se presentan

a continuacion

2y(h, |®) = Var [Z(s + h;t + u) — Z:(s;¢)] = 2 (C(0;0|0) — C(h;u«|®))

parah e R?, u € R; o2 = C°(0; 0|©).

6.6. Ejercicios

. Se tiene un proceso estacionario espacio-tiempo de segundo orden, con

media constante y con matriz de autocovarianza conocida X. Si se tienen
mediciones en n ubicaciones espaciales y T momentos en el tiempo,
encuentre el estimador de la media y su varianza, bajo el supuesto de
normalidad multivariada.

. Suponga estacionariedad de segundo orden. Seleccione una funcién

de covarianza espacio-temporal separable y una funcién de covarianza
espacio-temporal no separable. Para cada una, verifique usando un conjunto
cualquiera de ubicaciones espacio-temporales y un conjunto de nimeros
reales, que es definida positiva y que su semivariograma asociado es
condicionalmente definido negativo.

. Construya una funcién de covarianza espacio-temporal no separable,

aplicando el Teorema 2. Encuentre su semivariograma asociado.

. Construya el predictor kriging en el caso en el que no se encuentra

autocovarianza espacio-temporal.
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(s,t) ED;x D € REXR (s,t)ED; X Dr € REXR (s,t) € D
Dix Dr € REXR (s,t) ED;x Dr € RE*XR (s,t) EDy X Dy €
(s,t)ED,X D € REXR (s,t) ED; X Dy € REXR (s,t) € D
Dix Dy € REXR (s,t) ED;x Dr € RE*XR (s,t) EDy X Dy €
(s,t)ED; X Dy € REXR (5,t) ED; X Dy € REXR (s,t) € D
Dix Dy € REXR (s,t) ED;x D € REXR (s,t) EDy X Dy €
(s,t)ED; X Dy € REXR (s,t) ED; X Dy € REXR (s,t) € D
Dix Dr € REXR (s,t)ED; X Dy € REXR (s,t) EDg X Dy €
(s,t)ED;Xx D € REXR (s,t) ED; X Dy € REXR (s,t) € D
Dix Dr € REXR (s,t)ED; X Dr € REXR (s,t) €EDg X Dy €
(s,t)ED;Xx Dy € REXR (5,t)ED;x Dy € REXR (s,t) € D
Dix Dr € REXR (s,t)ED; X Dy € REXR (s,t) €EDg X Dy €
(s,t)ED;Xx Dr € REXR (5,t)ED;x Dy € REXR (s,t) € D
Dix Dr € REXR (s,t)ED; X Dy € REXR (s,t) €EDg X Dy €
(s,t)ED;Xx D € REXR (s,t)ED; X Dy € REXR (s,t) € D
Dix Dr € REXR (s,t)ED; X Dr € REXR (s,t) €EDgX Dy €
(s,)ED;Xx Dy € REXR (s,t)ED; X Dy € REXR (s,t) € D
Dix Dy € REXR (s,t) ED, X Dr € R*XR (s,t) EDs X Dy €
(s,t)ED;Xx Dr € REXR (s,t)ED; X Dp € REXR (s,t) € D
D;X Dr € REXR (s,t)ED; X D € RExR (s,t) €D X Dy €
(s,t)ED;X Dy € REXR (s,t)ED;Xx Dy € REXR (s,t) € D

D;X Dr € REXR (s,t)ED; X Dr € RExR (s,t) €D X Dy €
R4 x R v N £ RE xR
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En este capitulo se describen los métodos de estimacién que fueron presentados en
4 para el caso espacial, extendidos al caso espacio-tiempo. Por lo tanto, se presentan
de forma mads concreta. Para mds detalles, se puede consultar la Seccién 3 en la
que se ilustran todos los elementos para el caso espacial. El método fue propuesto
originalmente por [48] y posteriormente ha sido adaptado al caso espacial por
[27] vy al caso espacio-tiempo por [3]. Los conceptos son los mismos, pero los
procesos de optimizacion en este caso son mds complejos computacionalmente
por la cantidad de datos.

71. Minimos cuadrados ponderados
espacio-tiempo

Este método se puede generalizar al caso espacio-temporal de la siguiente forma:
se estima @ para un variograma espacio-temporal, minimizando

(27 - 27(©))'W™1(©)(27 - 2Y(0))
La matriz de ponderacion estd dada por

W(®) = Diag(Var[27 (, ))] = Diag (w)

N (hys u)
con
N(hgsu) ={G, j,t,t") csi=sj=h; [t =1 |=u}
para los primeros u rezagos temporales, u = 0, ..., U, y para las ubicaciones
i,7 = 1,...,n, que generan los primeros k rezagos espaciales, £ = 1, ..., K; en

general, se usan los rezagos espaciales hasta la mitad de la maxima distancia entre
cualquier par de ubicaciones, del mismo modo que en el caso espacial, debido a
que, para ubicaciones muy separadas, ya sea en tiempo o en espacio, disminuye
notoriamente la cantidad de puntos incluidos en la estimacién del variograma. En
el iempo es comun que los datos se encuentren igualmente espaciados, pero en el
espacio, en general, las muestras son tomadas en una grilla irregular, por lo que es
dificil encontrar suficientes pares de puntos con separacién exacta s; — s; = hy. Se
acostumbra definir tolerancia de rezagos en el tiempo, y en el espacio tolerancias
de longitud y de dngulo. Asi, ||s; = sjll € (hy =&, hp + &), [t =t'[l € ¢t —v, ' +v) y
el dngulo entre s; y 5 estd entre ¢ —w y ¢ + w.

Los estimadores empiricos del semivariograma son una generalizacién directa
del caso espacial. Por ejemplo, el estimador cldsico estd definido como

1

2
ANk, )] ’

heRL,ueR (7.1

V(h,u) = (z(s+h,t+u)—z(s,t))

N (hyu)

Desafortunadamente, en este caso la visualizacién es mads dificil por estar en
tercera dimension y el semivariograma empirico ya no es tan contundente para
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ayudar en la seleccion de modelos, si bien sigue siendo una excelente herramienta
exploratoria. En este contexto, es necesario ensayar muchos modelos y muchos
valores iniciales hasta encontrar la mejor opcién, segun los resultados tanto de
la estimacién de la estructura de dependencia espacio-temporal como de las
predicciones.

La aproximacién de Var[27(h;, u|®)] se obtiene bajo el supuesto de que
Z(s,t) ~ N(u;02) Vs € R?, t € R, y que, por lo tanto,

2 2
(Z(s+h;t+u) —Z(s;t)) ~ 9y (h,u) -y

Ver Capitulo 3 donde se construye para el caso espacial que es similar. La
desventaja que presenta el uso de los métodos de minimos cuadrados es la
necesidad de definir clases de rezagos. En este caso, al ser espacio-temporales
(h,u), se acentua la dificultad de encontrar suficiente cantidad de observaciones
para cada sector. Nétese que es un sector circular en 8D. Si la cantidad de datos en
cada una de estas clases es muy pequeiia, solo los menores rezagos pueden tener
suficientes datos para la estimacién de cada y (ly, u).

7.2. Métodos basados en la funcion de
verosimilitud espacio tiempo

La estimacién de pardametros de la funcién de covarianza usando los métodos de
maxima verosimilitud (ML) y médxima verosimilitud restringida (REML) requiere
la especificacion de la distribucién del vector

Y = (Y(Si, tij)); j= 1,..,7;, 1=1, ..., n.

N = 3, T;. En general, se asume normalidad multivariada. Para el caso ML se
tiene que

Y ~ Ny(XB, 2(0))

donde X(®) = Cov(Y) es una matriz de dimension N X N y X es una matriz
de dimensién N X ¢ con ¢ < N, de variables explicativas, dentro de las cuales
comunmente se encuentran las coordenadas geogrificas y el tiempo, o funciones
de ellas. El negativo de la funcién log-verosimil es

N 1 1
L(B, ©) = 5 log(2m) + 5 log [E(©) + 5 (Y - X BY'T™(©)(Y - X )

donde £(®) = Cov[Y(s;,1),Y(s;, )] = C(s; = sj,t —t';0). Cada elemento ij
corresponde a la covarianza espacio-temporal entre las variables Y (s;, t) y Y (s, t').
El estimador O es sesgado, pero asintéticamente eficiente. Sin embargo, la cantidad
de datos en el caso espacio-tiempo crece ripidamente y esto puede generar
inconvenientes computacionales. El estimador REML, sustituye la maximizacién
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de la verosimilitud del vector Y por la del vector A’Y de la misma forma que en el
caso espacial (ver Seccién 3.5).

7.3. Pseudoverosimilitud CL espacio tiempo

Este método no tiene los problemas de dimensionalidad de los métodos anteriores.
Se describe en mayor detalle por ser el que funciona mejor para el caso espacio
tiempo. El paquete [4] presenta una implementacién de este método.

El método de verosimilitud compuesta (CL), [5], consiste en sumar las funciones
log-verosimilitud individuales correspondientes a las marginales de las variables de
interés. Por lo tanto, este método no requiere el conocimiento de la distribucién
multivariada de Y; solo se requieren las marginales f (Y (s;, t;), ©®), pues se asume
que existen tanto el gradiente como la matriz Hessiana de f.

Supongamos conocidas f (Y (s;, t;), ®), excepto por el pardmetro ®; entonces
(Y (si,8),0) = In(f(Y(s;, t;), ®)) es una funcién log-verosimil y la funcién de
verosimilitud compuesta es

CL(®) = il(y(si, ti), ©)
=1

A su gradiente VCL(0®) = CS(0) se le llama la funcién score compuesta. Asi, para
encontrar el estimador ® se resuelve el sistema de ecuaciones

CS(0) = iV[(Y(si, t),0) =0
i=1

Una implementacién de este método para la estimacién del semivariograma
espacio-temporal se presenta a continuacién.

7.4. Construccion de la funcion de
estimacion

1. El objetivo es estimar los pardametros del semivariograma y, por lo tanto, es
muy natural la construccién de la variable incrementos espacio-tiempo, la
cual se va a notar /. Se usa la variable centrada Z (s;, t).

V(i,j)tyt/) :Z(Siat) _Z(Sj7t/)

La variable J se logra efectuando todas las combinaciones posibles: con
ubicacién fija, variando en el tiempo; con tiempo fijo, variando la ubicacién
y variando tanto tiempo como ubicacién. Esto genera una inmensa cantidad
de datos, lo que constituye una de las fortalezas del método, ya que el
tamafio de la matriz involucrada en los procesos de optimizacién en CL,
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depende solo de la dimensién del pardmetro ® de la funcién de semivarianza
0 autocovarianza, como ocurre en los métodos de minimos cuadrados y a

diferencia de ML y REML cuya dimensién es N X N.

Ademds, es suficiente ingresar a la estimacién solo aquellos datos que
involucran informacién sobre la dependencia espacio-tiempo, y pueden
omitirse aquellos pares de observaciones que se encuentren muy alejados, de
acuerdo con algun criterio definido, tal como el alcance espacial o el alcance
temporal observados en los semivariogramas o covariogramas.

. Dado que se requieren las funciones de verosimilitud marginales de

las variables de interés, asumiendo normalidad para las distribuciones
marginales de YV,

Y(s,t) ~N(u;02),V¥(s,t) e DXT

se tiene que

Vi(i,j,t,t") ~N(0,2y(si —sj,t =1, 0))

Asi que el negativo de la funcién log-verosimil es

10g2ﬂ+10g2'}’(51 S], t/’®)+ V2(i7j) t’ t/)
2 2 4y(si —sj,t =1, 0)

[Va,j,tt),0)=

. Se determina la funcion de verosimilitud compuesta CL(®), sumando todas

las funciones log-verosimil marginales de la variable J/;

CL(®) = ZZZZ[@(: i), ®)+ZZZI(U(1 i t,1),0)

t=1 t'>t i=1 j>i 1=1 i=1 j>i
n T T

+ ZZl(v(i,i,t,t’),G)

i=1 =1 t'>t

. Se propone un modelo vdlido para el variograma espacio-tiempo

2y(si —sj,t—1',0)

. Se debe establecer un umbral que permita seleccionar los pares de datos cuya

separacion espacio-temporal no supere los rangos respectivos.

. Se resuelve el sistema de ecuaciones

CS(®) = VCL(®)

donde un término genérico para las ecuaciones del sistema resultante se
puede escribir como:
Dy (s — 5,1 ’,0)/00

CS(0;i,j,t, 1) =
( / )= 4y2(s; - sj, L =1, 0)

(0%, 1,0 =2y (s = 55,1/, ©)).
(7.2)
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La expresion (7.2) es una funcién de estimacién ponderada por el cociente,

0y(si—sj,t —1t',0)/00
Ay%(si—sj,t—1',0)

el cual disminuye a medida que los rezagos espacio-tiempo aumentan. Esto
justifica la seleccién de los datos segin umbrales espacio-tiempo determinados,
mas alld de los cuales no exista dependencia, y se incluyen solamente las
observaciones v(i, j, t,t’), cuyos rezagos no superen dichos umbrales, para
optimizar el procedimiento.

Caracteristicas

= CL(®) es una funcién de estimacion insesgada, ya que cada uno de sus
componentes es una verosimilitud:

EWV2(i,j,t,1) = E(Z(si,t) = Z (55, 1')?) = 2y(s; = s;, t = ', ©).

independientemente del supuesto que se haga sobre la distribucién de

Z(s,1);

= Bajo condiciones de regularidad, [27] muestran que la funcién objetivo
cumple la desigualdad de informacion de Kullback-Leibler, esto es,

E(-L(V (i, j,t,t;0)) > E(-L(V (i, ], t,t;00))). (7.3)

y que existe una solucién consistente, siempre y cuando los dos primeros
momentos del proceso hayan sido bien especificados.

= La varianza de CS(®) no coincide con la matriz de informacién de Fisher,
sino que estd dada por la matriz de informacién de Godambe G(®)
expresion (7.4) [71]:

G(©) = H(®)J Y (®)H(©) (7.4)

donde
H(0®) = E(-VCS(0))

J(0) =V ar(CS(0)).

[82] encuentra que I(®) — G(®), donde [(0O) es la matriz de informacién
de Fisher, es una matriz semidefinida positiva; por lo tanto, la estimacién
CL es menos eficiente que la estimacion ML. Sin embargo, [48] muestra
que esta eficiencia aumenta cuando se utilizan ponderaciones; por lo que,
de acuerdo con lo comentado de la expresion 7.2, en este contexto se usan
ponderaciones dicotémicas para seleccionar aquellas observaciones que no
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superan simultdneamente el alcance espacial y el alcance temporal. Asi se
logra, entonces, mejorar la eficiencia de CL y al mismo tiempo optimizar
los datos ingresados al proceso de estimacion. Las ponderaciones se definen
como:

0 sis;j—s;j>h y t—=t'>u
Wi, jt,t0 = .
1 en caso contrario.

Por lo tanto, la funcién a minimizar finalmente sera:

T T n n
CL(@ 22222701,][[[(7)(1 ],t t) ®)
t=1 t'>t i=1 j>i
T

+Zzzwl,],z/1(v<z js1,0),0)
1i=1 j>i
- ! n T T
+Zzzwi,j,t,t’l(v(i’i’t)t/)’®)

i=1 =1 t'>t

7.5. Errores estandar de la estimacion via CL

El proceso de maximizacién involucra tnicamente una matriz p X p, donde p
es el nimero de pardmetros del modelo de covarianza propuesto. Se requieren
operaciones eficientes, vectoriales y matriciales que permitan generar todos los
rezagos espacio-tiempo necesarios; pero una vez encontrados, la estimacion de
unos pocos parametros se basa en una gran cantidad de datos. Sin embargo,
no existe ain una manera especifica para hallar las medidas de calidad de estos
estimadores. Una propuesta para este fin se presenta a continuacion.

La estimacién de los errores estindar para los pardametros estimados por el
método CL estd ain sin resolver, incluso en el caso puramente espacial. Las
especificidades de cada uno de los contextos de aplicacion son diferentes y asi
también las formas de adaptar el procedimiento. Por lo tanto, a continuacién se
presenta una propuesta derivada del submuestreo de ventana para encontrar estos
estimadores y que hasta ahora se ha aplicado a datos de drea [42]. En este trabajo,
se realiza una adaptacién al caso de un dominio continuo espacio-tiempo, usando
las vecindades generadas para alcanzar una independencia aproximada.

Andlogo al caso de la matriz de informacion de Fisher, la covarianza asintética
de © estd dada por

G Y ®) =H'(©)J(O)H ()

por lo cual es indispensable obtener estimadores consistentes tanto de la matriz
J(®) como de la matriz H(®). Un estimador empirico para H (®) es la matriz
hessiana evaluada en la estimacion, [71]:
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. 1 .
H(V) = M Zwi,j,l,l/vcs(e);iajr tr t,)

con M = Y w; j;r; en ambos casos, los subindices varian como en la funcién
de verosimilitud compuesta.

Para obtener un estimador consistente de J, se requiere dividir la regién de
estudio en subregiones que generen grupos independientes. Asi, el estimador para
la matriz J (V') es

| —

JV) =

=~

kol
] Z Z [Ap|CS(O,v; 1.0 € Ap)CS(O,v; 5, € qu),
pr=lgq

=1

donde A, son las vecindades espacio-tiempo generadas buscando garantizar
independencia entre cada uno de estos subconjuntos con el fin de obtener una
estimacién consistente de la varianza de ©. En total, se cuenta con k/ vecindades
que corresponden a k vecindades espaciales y a [ saltos en el tiempo (ver detalles en
[6]). |Apy| es la cantidad de datos en la vecindad A,.

7.6. Seleccion del modelo

Con base en la estimacién propuesta para las matrices H (V') y J(V'), se cuenta
con un criterio de informacién andlogo al criterio de Akaike para el método de
verosimilitud compuesta. Este criterio se conoce como CLIC y fue propuesto por
[71]. Su expresion se deduce de la sustitucion de la desigualdad de Kullback Leibler
para la funcion CL (ecuacién (7.8)) en la deduccién del AIC. El CLIC selecciona
el modelo que maximiza (7.5)

CLIC =CL(®; V) — tr(J(W)H ' (V)) (7.5)

donde la penalizacion por la dimensién del vector de pardmetros estd dada por

tr((J)H™ (7)), [6].

7.7. Modelos jerarquicos

Si existe suficiente conocimiento cientifico acerca del fenémeno de interés, se
pueden usar los modelos jerarquicos. El modelo se puede formular como un
modelo dindmico basado en distribuciones condicionales. Por ejemplo, si el
proceso de interés Y (s;;¢;;) no puede ser observado directamente, el modelo es

Y(Si;tij)I(I(Si;tij)+8(si;tij) j= 1,...,7; i=1,...,n (76)

donde{e(s;;t;;)} ~ iid(0, o2) es independiente de Y (+;-) y representa el error de
medida.
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Asi, este puede ser formulado como un modelo dindmico (ver modelo (7.6)).
El primer y segundo nivel respectivamente son

[YIZ (), Op]

[Y(:;-)10p]

donde ®p son pardmetros en el modelo de los datos y ®p son pardametros del
modelo del proceso. Ahora, con el Teorema de Bayes se puede hacer inferencia
acerca de Y(+; -); existen dos opciones:

1. Modelo jerarquico empirico (EHM). Estimar ® = {®p, Op} de los datos &
y reemplazar este valor en la distribucion a posteriori (plug-in).

[Y(5)IE, ©]a[Z]Y (), Op][Y(;-)|Op]

2. Modelo jerdrquico Bayesiano. Agregar otro nivel para la estructura del
pardmetro ©

[Y(5)E, O]a[Z]|Y (), Op][Y(;-)|Op][O]

Por ejemplo, si el indice espacial es continuo, este puede ser una representaciéon
de un kriging bayesiano jerarquico donde la distribucién de los parametros de
covarianza estd en el dltimo nivel.

Si el espacio es considerado discreto, el modelo puede ser espacio-temporal
autorregresivo de media mévil, (STARMA). Por ejemplo, un modelo VAR(1),

Yi=MY,_1 + W, (7.7)

donde M es la matriz de propagacién sobre Y, de la variable en cada lugar
observado en el tiempo anterior, {#,} es un proceso de ruido blanco n — variado,
W} ~ iid(0, Q). En este caso, la clave es la estimacién de M. Es necesario
reducir la dimension, y se hace necesario encontrar formas de reducir la cantidad
de parametros. Una ventaja de este modelo particular es que facilita los andlisis
debido a que algunas ecuaciones diferenciales estocdsticas pueden ser reemplazadas
por modelos VAR(p).

Nota 8. Una alternativa para el proceso espacio-temporal es expresarlo con una ubicacion
que no distinga las coordenadas espacio y tiempo, tal como

{Y(v) :veDcR™*N}

La ventaja de la representacion dada en la Definicion 9 es la posibilidad de identificar los
pardmetros asociados al proceso espacial, al proceso temporal y a su interaccion, ademds de
que no se mezclan escalas en el cdlculo de las distancias.
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Ejemplo 18. Prediccion espacial-temporal del PM10 en Bogotd Se muestra una
aplicacion de la metodologia para el modelamiento geoestadistico (espacio-tiempo), con
estructuras de covarianza no separables.

El problema a abordar es la distribucion del material particulado (PM) en la ciudad de
Bogotd, el cual es un componente importante de la contaminacion del aire; sus caracteristicas
[fisico-quimicas y sus efectos sobre la salud humana hacen que su monitoreo y control sean
prioritarios. Este material estd compuesto por particulas liquidas o solidas que provienen
de procesos como la erosion, las erupciones volcdnicas y los incendios, asi como del uso de
combustibles fosiles en la industria y el transporte, entre otros. Una de las caracteristicas
[fisicas mds importantes de este material es el didmetro por particula, puesio que parte de
él puede ingresar al tracto respiratorio y producir dafios en los tejidos y drganos que lo
conforman o servir como vehiculo para bacterias y virus. Las particulas PM 10 son aquellas
cuyo tamaiio es menor o igual a 10 micras; varios estudios han mostrado evidencia de que
estas particulas estdn asociadas con la mortalidady morbilidad de la poblacion [89, 58, 60].

La Secretaria Distrital de Ambiente actualmente opera la red de monitoreo de calidad del
aire de Bogotd (RMCAB), la cual cuenta con 14 estaciones ubicadas en puntos estratégicos
de la ciudad, que monitorean, cada hora las concentraciones de material particulado
(PM10,PM2.5, PST), de gases contaminantes (SO2, NO2, CO, O8) y los pardmetros
meteorologicos de precipitaciones, vientos, temperatura, radiacion solar y humedad relativa.
Su objetivo es obtener, procesar y divulgar informacion de la calidad del aire, de forma
confiable y clara, para evaluar el cumplimiento de estandares y para la definicion de politicas
de control de contaminacion [69)].

La Tabla 7.1 resume las caracteristicas de los sectores de la ciudad en donde se
encuentran ubicadas las estaciones de la RMCAB. En este caso, no se tiene en cuenta la
altitud, dado que es aproximadamente constante en la ciudad. Notese que el PM10 existe
en todos los infinitos puntos del dominio espacial y en todos los infinitos puntos del dominio
temporal. Es decir, este proceso varia continuamente en el espacio-tiempo DyxD; C R?xR.

Analisis exploratorio

A continuacion, se analizan los datos de la red de calidad del aire en la ciudad de Bogotd,
modelando la dependencia espacio-temporal con fines predictivos. Los datos usados para la
ilustracion de la metodologia corresponden a 78 horas consecutivas, que van desde el 16 de
agosto del 2024 a las 6 de la tarde hasta el 18 de agosto del 2024 a las 11 de la noche. En
Bogotd existian en ese momento 14 estaciones ambientales, cuya ubicacion se muestra en la
Figura 7.1. Se toma esta fraccion de datos por ser la winica franja para la cual se cuenta con
informacion en todas las estaciones. Existe gran dificultad para tener series largas debido a
las continuas fallas en las estaciones, pues a veces solo hay 5 o 6 estaciones registrando datos
simultdneamente.

En la resolucion 0601 de 2006 del Ministerio de Ambiente, Vivienda y Desarrollo
Territorial se establecen, entre otros, los niveles mdximos permisibles para el PM10:
70ug/m3 promedio anual, y 150 ug /m® en 24 horas. Ademds, en el primer pardgrafo se
hace la aclaracion de que estos niveles mdximos disminuirian a 60 ug /m? en el aiio 2009
ya50ug/md en el aio 2011.
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Sector Estacion Caracteristicas
Universidad Zona residencial de baja
Norte Bosque, Escuela | densidad poblacional y alto
Ingenieria trafico vehicular
Carrefour  calle
: L Alto trafico vehicular y uso
Nor-occidente 80, Universidad . . ry
0. residencial y comercial
Corpas, Fontibén
Hospital del

Sur

Olaya, Central de
Mezclas

Alto trdfico vehicular, uso
residencial, comercial

) Zona industrial con alto
. Sony Music, . .
Sur-occidente . trafico vehicular y wuso
Cazuca . .
residencial
MMA,
Universidad Alto trafico vehicular y uso
Central Nacional, residencial, comercial e
Universidad institucional
Santo Tomas
) Zona industrial con alto
. Cade-Energia, . :
Centro-occidente trafico vehicular y uso
Merck . .
residencial

Tabla 7.1. Estaciones de la red de calidad del aire de Bogotd, Colombia.
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Figura 7.1. Red de calidad del aire en la ciudad de Bogotd.

El andlisis de este tipo de datos, en general, se hace solamente temporal, como una serie
de tiempo en la ubicacion espacial s, o solamente espacial, como una distribucion espacial en
un tiempo fijo t; v se compara a lo largo del tiempo. Se evaliia la necesidad de usar modelos
de covarianza no separables que incluyan la interaccion entre estas dos estructuras. En lo que
sigue, se lleva a cabo un andlisis exploratorio a través del cual se evaliian la homocedasticidad
y la estacionariedad en media del proceso PM10 en la ciudad de Bogotd.

En la Figura 7.2 se evidencia la diferencia entre los comportamientos del contaminante
en los diferentes sectores de la ciudad. Se encuentran valores atipicos en Suba, pero,
en general, los valores son muy altos con respecto a lo que indica la norma; se notan
mayores varianzas a medida que las medias aumentan, lo que evidencia la presencia de
heterocedasticidad. Esta es confirmada por la Figura 7.8 a., donde se muestra una fuerte
relacion entre la media y la varianza, razon por la cual se lleva a cabo una transformacion
Box-Cox con A = =0, 1; los datos transformados ya no muestran dicha relacion (Figura
7.8, b.).

En la Figura 7.8 c., se muestra un grdfico de dispersion para las 10a.m. con los datos
resultantes de la transformacion Box-Cox. Las caracteristicas son similares para diferentes
horas. Se puede ver que la media no es constante; para su estimacion y debido a que la
cantidad de ubicaciones espaciales es pequenia (14), se usa el pulimiento de medianas, que es
un método resistente (ver Seccion 7.8). Se consideran los datos como una tabla a dos vias, en
la cual el factor fila corresponde a la hora de observacion (t) vy el factor columna a la estacion
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Figura 7.2. PM10 Bogotd.

ambiental (s). De esta forma, siY (s, t) es la variable que resulta de la transformacion Box
Coz, esta variable puede ser descompuesta como:

Y(s,t) = u(s, 1) +Z(s, ). (7.8)

y el modelo usado para la tendencia es
u(s,t) =v+a, + Bs. (7.9)

donde v es la media global, comiin a todo el proceso; el efecto fila a,, corresponde al efecto
de la hora t v el efecto columna By es el efecto correspondiente a la estacion ambiental s;
Z (s, t) son los errores del modelo. En el grdfico de Tukey (Figura 7.6), se verifica que no es
necesario incluir un término de interaccion entre filas y columnas.
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Algunas de las series de tiempo resultantes del pulimiento de medianas se muestran en la
Figura 7.4. Estas no muestran tendencia ni comportamientos estacionales; espacialmente,
tampoco hay indicios de que la media no sea constante.

Se procede al modelamiento de la estructura de dependencia espacio-temporal de Z (s, t).
Se lleva a cabo una prueba de separabilidad, [6], para explorar la significancia de la
interaccion entre espacio y tiempo y verificar si se requiere un modelo de covarianza
espacio-temporal no separable. En general, estos procesos muestran fuertes interacciones
espacio-tiempo. Notese que esta prueba se lleva a cabo principalmente con propdsitos
exploratorios. Se separan los datos tanto temporal como espacialmente en franjas entre las
que se pueda garantizar independencia.

Para determinar la minima separacion espacial a la cual se puede suponer independencia,
se hace uso de los semivariogramas para cada una de las 78 horas consideradas. En general,
la dependencia espacial disminuye en las noches y nuevamente aumenta a medida que el
dia avanza. En la Figura 7.5 se observa que el alcance prdctico de los semivariogramas
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Figura 7.4. Series de tiempo por estacién

es a partir de 12.000. Por lo tanto, se pueden establecer tres regiones en Bogotd: norte,
centro y sur. Aunque en algunos casos este rango prdctico es menor, se toma el mayor para
garantizar independencia entre zonas. En este caso, el proceso se asume isotrpico, va que
desafortunadamente no hay suficientes puntos en el espacio que permitan llevar a cabo un
andlisis satisfactorio de esta propiedad. Se estiman los periodogramas suavizados [13] para
un punto de truncamiento r = 10, asignando las ponderaciones a través de la funcion de
Hanning:

W(t) = é[l +cos(nt/r)] (7.10)

cont =0,...T — 1. Se utiliza el concepto de coherencia que se interpreta como la relacion
existente entre dos series temporales en distintas frecuencias. Se busca si hay frecuencias
en las que se sincronizan las series de tiempo. Para garantizar independencia, se incluyen
inicamente las coherencias cada 10 frecuencias; estas se muestran en la Tabla 7.2. En
el grifico de medias de las coherencias estimadas (Figura 7.6) se ilustra la ausencia de
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Figura 7.5. Algunos semivariogramas para establecer el alcance espacial.

separabilidad, ya que el valor de la coherencia IA?a,b(‘r) cambia notoriamente de una a
otra frecuencia. Esto se corrobora con un 957% de confianza con el andlisis de varianza
de la Tabla 7.8, que muestra que la coherencia cambia significativamente con la frecuencia,
(R? = 0, 7726). Las series de tiempo mds correlacionadas se encuentran ubicadas en las
estaciones Cazuca vy Sony; las dos se encuentran en zonas con caracteristicas muy similares,
como se detalla en la Tabla 7.1.

Las coherencias mds bajas se encuentran en la zona central, entre las estaciones de Santo
Tomds y el Ministerio de Medio Ambiente, que, aunque también se encuentran en zonas de
similares caracteristicas, no son zonas con fuerte presencia de sector comercial o industrial,
que son dos de los factores que mds influyen en la presencia de PM10.
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Frecuencia  Corpas vs. Escuelalng.  SantoTomas vs. MMA  Cazuca vs. Sony

n/87 0,71 0,41 0,82
117/37 0,71 0,42 0,69
217/37 0,68 0,35 0,35
317/37 0,53 0,30 0,50
417/87 0,60 0,12 0,56
51n/37 0,66 0,32 0,36
617/87 0,32 0,24 0,37
717/37 0,46 0,28 0,53

Tabla 7.2. Coherencias (f?a,b(r)) PM10 Bogota

Analisis de separabilidad

Se aplica una prueba de separabilidad utilizando un 95 % de confianza para ver si resulta

significativa la diferencia de la variable ¢, ), (7;) entre frecuencias, lo que indicaria que
efectivamente se requiere un modelo no separable para la dependencia espacio—tiempo del
PM10 en Bogotd. El grdfico de comparacion de cuantiles para los residuales se muestra en
la Figura 7.6; la transformacion hecha para ¢ (4,1, (1), ha tenido buenos resultados, [6].

Fuente de variaciéon | gl

Suma cuadrados

Valor ¥ Pr(>F)

Cuadrado medio

Entre ubicaciones 2 0,24
Entre frecuencias 7 0,20
Residuals 14 0,13

0,12 13,02  0,0006
0,03 3,07 0,0351
0,01

Tabla 7.3. Prueba de separabilidad PM10 Bogotd, Qfs(a,b),-(’fj), andlisis de

varianza bajo supuesto de normalidad

Una alternativa es el uso de la regresion beta. Los mejores resultados se obtuvieron usando
la funcion de enlace log-log, v se encontrd un Pseudo R-cuadrado de 0,7806. Se concluye
de nuevo ausencia de separabilidad (Tabla 7.4).
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Coeficientes | Estimador Error Std. valorz Pr(> |z|)
(Intercept) | 0,38986  0,15112 2,580 0,009884
7.2 -0,09931  0,18840 -0,527 0,598106
7.3 -0,563141  0,18380 -2,891 0,008837
7.4 -0,564012  0,18376 -2,939 0,008291
7.5 -0,61526  0,18355 -3,352 0,000802
7.6 -0,64776  0,18374  -2,981 0,002871
7.7 -0,91930  0,18378 -5,008 5,63e-07
7.8 -0,59448  0,18360 -3,238 0,001204
p.2 -0,74859  0,11081 -6,756 1,42e-11
».3 -0,17610  0,11062 -1,5692 0,111380

Tabla 7.4. Prueba de separabilidad PM10 Bogotd, R(a,b)i(Tj): regresion
beta

Estimacion de la funcion de covarianza
espacio-tiempo

Una vez se ha verificado la ausencia de separabilidad, se procede con la estimacion de la
Juncién de covarianza espacio-tiempo no separable, usando el método de estimacion CL.
La Tabla 7.5 muestra algunos de los modelos estimados, con sus respectivos criterios de
informacion CLIC.

El caso Gneiting-Matern, mostrado en el Ejemplo 17, genera modelos con igual
suavidad en el origen que lejos del origen [9]. Debido a esto, no se realiza estimacion del

pardmetro v; en su lugar, se estima un caso particular para cuando v = 1/2. En este caso, la

Juncion queda simplificada segiin la expresion (7.11). Asi se obtiene un CLIC de 169794.

2 h
C(lIRl, w) = (au‘lz-—+l)56Xp (—%) (7.11)

Se ajustaron cuatro clases distintas de modelos de [26], asi como los de [36] presentados
en la Tabla 7.6. Finalmente, el modelo que mejor se ajusta a los datos de material particulado

PM10, segiin el CLIC es

o?(a*u® + 1)
((a2u? + 1)2 + b2h2)3/2

C(h,u) = (7.12)
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Comparacién de modelos

Pardmetros | Cressie - Ej. 1 | Gneiting Ej. 16 | Gneiting Ej. 17,0 = 1/2
a 1,2824 1,9565 1,2568
s.e. (a) 0,1940 0,3652 0,1456
c 0,3695 0,2989 0,3412
s.e.(c) 0,0523 0,1402 0,0174
a 0,6859 0,7016
s.e.(@) 0,0468 0,0985
B 0,5942 0,56241
s.e.(B) 0,0384 0,0829
v 0,5124
s.e.(y) 0,0193
o? 0,0042 0,0040 0,0036
s.e.(0?) 1,83x107* 2,00x 1074 1,92x 107*
CLIC 165841 152523 169794

Tabla 7.5. Desempefio de algunos modelos de covarianza espacio tiempo
para PM10 en Bogotd. Pardametros estimados, errores estdndar y criterio de
informacion

con un CLIC igual a 150886. La grdifica de suavidad de este modelo presenta buenas
caracteristicas, por lo cual se utilizard como base para algunas predicciones de interés.

Prediccion

Por ultimo, se examinan los mapas de prediccion para algunas horas. Los datos fueron
corregidos por el sesgo generado por la transformacion Box Cox, utilizando la expansion
de Taylor de segundo orden, kriging transgaussiano, [67]. En las Figuras 7.7 se muestran
respectivamente el mapa de prediccion del PM10 a las 6 p.m. con sus respectivas varianzas.
A esta hora en Suba se alcanzan niveles que superan los 200 ug/m®. Estos empiezan a
descender a las 7 p.m., pero se recuperan al amanecer. En la Figura 7.8 se muestra la
prediccion espacial entre las 7 p.m. y las 2 a.m.. Se puede ver en los grdficos por hora,
que los niveles de PM 10 estdn siendo superados, principalmente en las zonas de alio flujo
vehicular y de actividad industrial y comercial. Las zonas mds afectadas son Suba, Puente
Aranda y Fontibon. En la noche, en general, bajan los niveles en toda la ciudad, pero los
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Pardmetros a b o2
Estimaciones | 1,11256345 | 0,49526378 | 0,003854982
s.e. 0,09894286 | 0,082519432 | 1,76 x 10~*

Tabla 7.6. Modelo Cressie-Huang (1999). Ver Ejemplo 4

e 159

mdximos se desplazan hacia la zona industrial de Fontibon y Puente Aranda. Entre las
horas de alto v bajo trdfico vehicular, la diferencia entre concentraciones de PM10 puede
variar hasta en 150 ug /m3.
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Se han analizado hasta ahora datos escalares o vectores de datos escalares,
correspondientes a realizaciones de variables espaciales aleatorias de valor real.
Esto es, las variables que se han considerado son nimeros reales, Y (s) o Y (s, t),
o vectores de nimeros reales tales como Y = (Y (s1), ..., Y(s,)) y (Y1, ..., Yp) para
el caso multivariado.

Los datos funcionales permiten ver los procesos espacio-temporales de una
forma mds precisa. Especificamente, en este capitulo se considera el caso en el que
T c R, esto es, la variable aleatoria funcional es una curva. Esta curva o funcién
aleatoria puede tener como argumento el tiempo, la frecuencia o una dimensién
espacial como este, norte o profundidad. Si la variacién es en dos dimensiones,
el argumento es bivariado y la funcién aleatoria es una superficie, por ejemplo,
el argumento puede ser (este,norte). Ejemplos de datos funcionales de superficie
son imdgenes o mapas. Observe que un valor escalar de temperatura limita el
proceso a un punto especifico del espacio-tiempo, mientras que hablar de la curva
de temperatura, da la visién general del proceso espacial de las series de tiempo
de temperatura a través de la zona de interés. En la otra direccién, también es
posible hablar de cémo varia el mapa de temperatura de una region a lo largo del
tiempo (Ver Figura 8.1). Los datos funcionales constituyen una manera mds global

de estudiar los procesos espacio-tiempo que varian en dominio continuo.

Y

Figura 8.1. Las curvas varian a través del espacio y las superficies espaciales
varian a través del tiempo. Usar geoestadistica funcional permite predecir
las curvas densamente en el espacio para asi llenar el volumen y luego
extraer superficies de nivel, esto es, mapas en tiempos especificos. También
se podrian predecir las superficies densamente en el tiempo y luego extraer
curvas en puntos de interés.
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Por lo tanto, a partir de este capitulo, la idea principal es que se tiene un objeto
aleatorio diferente:

El objeto aleatorio es una funcién de valor real con uno o mds
argumentos. Si tiene un argumento, su grafico es una curva; si tiene dos
argumentos, su grafico es una superficie.

Ejemplo 19 (Sismogramas). La Figura 8.2 muestra una ilustracion de una variable
aleatoria funcional. Las curvas suavizadas son sismogramas. Un sismograma es un registro
a través del tiempo o de alguna direccion espacial, de movimientos del suelo generados por
la energia provocada por un sismo o explosion. La media es la linea gruesa roja, que es
calculada de manera usual, se suman las 20 funciones vy este resultado se divide en 20.

5.0e-07 1.5e-06
| |

-5.0e-07
|

-1.5e-06
|

T T T T T T
0 100 200 300 400 500

Tiempo (segundos)

Figura 8.2. Sismogramas. Se presenta el registro del sismégrafo en 20
estaciones de una red sismolégica durante los primeros 9 segundos después
de ocurrido el sismo. La curva gruesa roja es la mediana funcional.

Ejemplo 20 (Temperatura). La Figura 8.8 muestra una ilustracién de una variable
aleatoria funcional. En el panel superior se muestran las observaciones escalares que
corresponden a la mediana mensual de la temperatura. En el panel inferior se observan
los datos suavizados. La curva roja es la media funcional.
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Figura 8.3. Temperatura mensual durante un afio. En el panel superior
se muestran los datos escalares observados cada mes en cada una de las
40 estaciones. En el panel inferior se muestran las curvas suavizadas y su
respectiva media funcional.
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A continuacién, se presentan los conceptos bdsicos de los datos funcionales
necesarios para desarrollar la geoestadistica funcional en los capitulos sucesivos.

81. Notacion y definiciones basicas

Sea Y (t) una funcién definida sobre algin conjunto T. Entonces:

1. Una variable aleatoria Y (¢), t € T es llamada variable funcional si toma
valores en un espacio infinito dimensional (o espacio funcional) (ver [381]
para una exposicion mas detallada).

2. Una observacion Y (t) de Y (¢), t € T es llamada un dato funcional. Se
asume que las observaciones estdan en L2.

3. Un conjunto de datos funcionales Yj(¢), ..., Y,(¢) es la realizacién
de n variables aleatorias funcionales, Y, (¢), ..., ¥ ,(t) idénticamente
distribuidas como ¥Y (¢), la cual es cuadrado integrable.

4. Sea Dy c R% usualmente d = 2, la region espacial en la que es de
interés analizar la variable funcional Y (¢), s € D;. Un conjunto de datos
funcionales espaciales Y, (t), ..., Ys, (1) es la observacion de n variables
funcionales Y (1), ..., Y, (t) en el conjunto S < Ds, de ubicaciones
espaciales

S={s1,..., 8.}

Ver Definicién 12 para una definicién formal de proceso espacial funcional.
En este trabajo los objetos funcionales considerados son curvas, asi que se
considera el caso especifico en el que los objetos estan en L2(%), B C R, es
decir, los conjuntos 9% son los conjuntos borelianos.

El modelo geoestadistico en el caso funcional, se asume aditivo como en el caso

escalar. Sea £ [cyx(t)] = u(t),
Y (1) = p(0) + x: (1) (8.1)

La funcién media u(z) en una primera etapa, es estimada usando la media
muestral

n
) = Ys () =07 > Y, (1),
i=1
si se considera constante en la regién o posiblemente usando un modelo de
regresion adecuado si se observa alguna tendencia. Sin embargo, después de haber
estimado la covarianza entre funciones, se puede mejorar la estimacién de la media
involucrando esta informacion. Ver Seccion 9.2 y expresion 9.10. En este capitulo
se usa el proceso espacial centrado y(t) para las definiciones y el desarrollo de los
métodos, dado que al considerar u(¢) deterministico, se tiene que

Var [Y,(t)] = Var [ x,(1)]
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y con este proceso se modela la estructura de covarianza y se encuentra la
prediccién. La media o su estimacién se suma a las predicciones obtenidas.

Sean £,0 € #, &, € X", b € Ry (&, ) el producto interno usual en
L?(%). La suma, la multiplicacién por un escalar y el producto interno para los
elementos de " estdan definidos como

f"’g = (fl +§1, "fn"'é,n)
b{ = (bgl, (R3] bgn)
[f, §]=<§1; §1>+---+<§n, {n) (82)

€ 0= / £t (8.3)

8.2. Construccion de los datos funcionales

Las funciones que se consideran aqui varfan en tiempo y espacio continuo. Sin
embargo, solo pueden ser observadas en un nimero finito de valores. Usualmente
se tiene un conjunto de T' observaciones puntuales escalares en cada ubicacién
espacial s. Por lo tanto, es necesario ajustar un modelo para reconstruir la funcién
Ys, (t) a partir de sus observaciones en 7" puntos

{ys (1), oo 4, (7))

Las observaciones son como se ilustra en la expresiéon 8.4. No es necesario que
las observaciones estén regularmente espaciadas ni en el tiempo ni en el espacio y
usualmente hay datos faltantes.

4 N
Como ilustracién, en caso de que no haya datos faltantes y se tenga
la misma cantidad 7' de observaciones puntuales escalares en cada
ubicacién espacial s;, la configuracién se muestra en la matriz 8.4. Cada
elemento de la matriz es un escalar. Cada columna corresponde a una
ubicacién s;,i = 1, ..., n, y cada filaa un tiempo especificot;, j=1, ..., T,
tieT=[0,T]yT € R*.

gsl (tl) yxg(t]) e ys,, (tl)
Ysy (t2) Yso (t2) <. Yy, (t2) 8.4)
Ysy (tT) Ysg (tT) L’LS,,(IT)

Los datos funcionales no requieren mediciones regularmente espaciadas
ni en el tiempo ni en el espacio. La Tabla 6.1 muestra las caracteristicas
mads comunes de los datos espacio-temporales.
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El modelo puede ser paramétrico Y (z, B) i = 1,...,n, como en [38],
0 no-paramétrico, como en [63], usando bases de funciones. Este tltimo
procedimiento es mas adecuado debido a que en presencia de una gran cantidad
de datos no es posible encontrar pardametros fijos para todo el intervalo en el que
ocurre la funcién.

Una base de funciones es un conjunto de funciones conocidas ¢1, ..., ¢x que
son matemdticamente independientes dos a dos, y tales que una combinacién
lineal de un nimero suficientemente grande K de estas funciones aproxima
arbitrariamente bien cualquier curva del espacio, [63].

El conjunto de funciones base aproxima una funcién %Y, (¢) usando una
expansion truncada asf:

K
Yy (1) = Y ar(s) (1) = ¢ (Dals:) (8.5)
k=1
w @' (t) =(¢1(2), ..., dx (1)) es el vector con las K funciones base evaluadas en
t.
= Los ¢4(s;), k = 1, ..., K son los respectivos coeficientes de las K funciones

base ¢;(¢), para el dato Y, (¢).

w a'(s;)) = (ai(s;), ..., ax(s;)) es el vector con los K coeficientes para
reconstruir Y, (£).

Asi, el objetivo es utilizar los valores discretos para encontrar la funcién de la cual
provienen. Si se puede asegurar que no hay término de error asociado, se puede
interpolar para construir la curva. Sin embargo, si se considera que puede existir
algun error en la observacion, que es lo usual, entonces el paso de datos escalares a
funciones continuas se enmarca en los procesos de suavizamiento.

En consecuencia, se requiere una estrategia eficiente para construir funciones
con pardmetros sencillos de estimary con capacidad de ajustarse a las caracteristicas
de las curvas, mientras se mantiene la parsimonia. Por ejemplo, para el caso de la
temperatura se utiliza una B-spline de orden 4.

Por lo tanto, asumiendo como modelo

Us; (1)) = Y, (4) + v, (1) = @' (tj)alsi) + v, (1)) (8.6)
El objetivo es encontrar el vector a(s;) que minimice la expresion
9 9
D (us 1) - ¢ (1)als) (8.7)
=1

En el proceso de suavizamiento es fundamental tener en cuenta la rugosidad. Por
lo tanto, se suele incluir en la minimizacién un pardmetro de penalizacién para
disminuir la variabilidad del ajuste. El niimero de funciones base K y el coeficiente
A se estiman a través de procedimientos de validacién cruzada. Uno de los criterios
mas usados para la penalizacion es el de la segunda derivada como ilustra la
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ecuacion de validacién cruzada generalizada GCV en la expresion 8.8, ver [63]. La
Figura 8.4 muestra la optimizacién del parametro para los datos de temperatura del
ejemplo 8.3. Tomando los 40 afios reportados (de 1982 a 2021), se evidencia que
el punto que minimiza la estadistica GCV (8.8) se encuentra alrededor de 0.017
con valores muy superiores antes de 0.01 y después de 0.04. Este valor minimiza
la suma del criterio GCV de todas las 40 curvas que se encuentran dentro de la

muestra.
T
2
GCV:Z(ysi(t]’)—%i(tj)) +/1/cys/i/(t)dt (88)
j:1 t
0]
™~ o
<
o] |
~ ©7 o
5 o]
O] © \
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© | °
o Ocooo" oooooooooooooooooooocooooo
®. ] ©oo0o000000
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A

Figura 8.4. Optimizacién de la expresion (8.8) para la seleccion del
pardmetro de suavizamiento A.

Para datos con comportamientos periédicos, se suele utilizar la base de
funciones de Fourier y para datos que no presentan comportamientos periédicos
se utilizan otras bases tales como B-splines o polinomios de Legendre por nombrar
algunos (ver Figuras 8.5 a 8.8). Cuando los datos presentan comportamientos
bruscos o discontinuidades es mas aconsejable usar onduletas, (ver Figura 8.7).

Es importante enfatizar que este paso de suavizamiento es necesario porque no
es posible medir directamente las funciones sino una versién discretizada de ellas,
ver expresion (8.4). Solo se cuenta hasta el momento con dispositivos que miden
punto a punto, es decir, miden datos escalares que luego son usados para reconstruir
a través de regresion, ya sea paramétrica o no paramétrica, los datos completos
de donde provienen las curvas o datos funcionales. Como criterio de seleccién se
puede minimizar el cuadrado medio residual para no causar sobreajuste.

En algunos casos como en los electrocardiogramas, sismogramas o
acelerogramas, el aparato dibuja el grifico pero no los datos ni ninguna
herramienta usada para ajuste, asi que es necesario reconstruir la informacion
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desde esta representacion gréfica (ver Figura 8.2). Las figuras 8.5 a 8.7 muestran
algunos elementos de tres bases de funciones ortonormales: Fourier, Legendre y
dos clases de onduletas (ver [20] y [57]). Las onduletas, descomponen sefiales en
sus componentes de frecuencia, a través de traslaciones y dilataciones de funciones
especificas, generando familias de bases ortonormales.

En esta etapa en la que se construyen los datos funcionales, no es necesario
que las bases sean ortonormales. Posteriormente, para la representacion de las
funciones en términos de sus componentes principales funcionales, si se requiere
que las bases utilizadas cumplan esta propiedad (ver Seccién 8.3). Esto no es una
restriccién ya que es posible convertir cualquier base a una ortonormal aplicando
el proceso de Gram-Schmidt, [40]. Por ejemplo, la Figura 8.8 muestra la base de
funciones B-spline que aunque no es ortonormal es una de las bases mas usadas
para la construccién de los datos funcionales por su versatilidad, Ver [16].

o)
0.00
|

-0.05

-0.10

0 50 100 150 200

Figura 8.5. Primeras 5 funciones de la base ortonormal de Fourier. Se suele
utilizar esta base cuando los datos presentan comportamientos periédicos.
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Figura 8.6. Primeras 5 funciones de la base ortonormal de polinomios de
Legendre.
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Figura 8.7. Dos ejemplos de onduletas. Panel izquierdo: Onduleta de Haar.
Panel derecho: Onduleta de Shannon, parte real.
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Figura 8.8. Primeras 8 bases B-splines de orden 4. Los nodos son los puntos
donde se unen los segmentos polinomiales. Se debe cumplir la relacién
#bases = orden del polinomio + #nodos - 2. También se usa pardmetro
de suavizamiento.
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Ejemplo 21. Estudio suelos para el metro subterrdneo. Se presenta la aplicacion
de la metodologia propuesta para un estudio de caso en Bogotd. Actualmente, la ciudad se
encuentra desarrollando su primera linea de metro. Se han llevado a cabo varios estudios
para su disefio y construccion. Uno de ellos fue el proyecto de metro de 2015, que llevé a cabo
varios sondeos de exploracion del suelo a lo largo de un corredor de linea de metro propuesto
(ver Figura 8.8).

La exploracion del suelo realizada incluyo tanto perforaciones tradicionales como
pruebas de laboratorio y una coleccion bastante extensa de pruebas de penetracion por cono
(CPTu). Los datos recuperados son inicos, ya que son los primeros de su tipo en alcanzar
este nivel de detalle a escala regional (ver [59]).

Notese que en este caso las curvas no varian en funcion del tiempo, sino en funcion de la
profundidad a la cual se toman los datos de suelo. El interés aqui es predecir las curvas de las
caracteristicas del suelo en profundidad para reconstruir todo el perfil y dar recomendaciones
para las obras de ingenieria posteriores.

Cone resistance Sleeve friction

Friction | Cone
sleeve | penetrometer ¢

Depth (

Pore pressure 3
filter location:

—— ) g

Cone

Figura 8.9. Superior: distribucién de los dispositivos para las pruebas CPT
en el drea de estudio en una parte del corredor del Metro. Inferior: curvas
suavizadas de los datos medidos en profundidad con el dispositivo.
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8.3. Componentes principales funcionales

En esta seccion se revisa el marco tedrico de los componentes principales
funcionales que son una herramienta fundamental para los desarrollos que se
proponen en este trabajo en geoestadistica funcional. Los conceptos son andlogos
al caso de componentes principales en el caso multivariado escalar, solo que las
variables aleatorias ahora son funciones infinito-dimensionales y se requiere el
operador de covarianza. Los valores propios y los puntajes son escalares y los
vectores propios son funciones propias. Asumiendo que los campos aleatorios
espaciales funcionales son elementos aleatorios de L% (B) y que E [ x,(¢)] = 0,
para casi todo ¢ € T, entonces el operador de covarianza C de x;(¢) es

CO)=E[{xs, 0 xs] v€L*(B) (8.9)

Asi,
C(y)(t')=/6(t’,t)y(t)dt, donde ¢(t',1) = E [ xs") xs(1)]

con estimadores dados por

. 1 n
CO) == (M xs),  veL(B)

n
i=1

CON) = / {0y, donde 07,0 = - > xs (1) xa 1)
i=1

Un operador continuo y acotado C sobre # es un operador de covarianza si y
solamente si es simétrico, definido positivo, y sus valores propios 7, satisfacen
Yie1 Mk < o0, ver [44]. Los componentes principales funcionales (FPC) se definen
como las funciones propias del operador de covarianza {£,, k£ =1, ...} (8.9) (Ver
[44]). Los estimadores de los FPC son llamados componentes principales funcionales
empiricos (EFPC). Dado que el principal interés es la reconstruccién de la curva yg;,
una seleccién razonable para el sistema de funciones base es la de EFPC formada
por las funciones propias &, k =1, ..., K del operador de covarianza C de y; con
coeficientes dados por los puntajes f; (s;) asociados a los componentes principales,
y que se definen como

ﬁe(si)=<)(x,-:§/e>9 k=1,...,K, i=1,...,n (8.10)

de acuerdo a [44], la aproximacién de esta base es uniformemente éptima en el
sentido de minimizar §? dado por

K 2

PROEDWAING!

k=1

n

S

i=1

. (8.11)
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Denotando por n;, el correspondiente valor propio, se selecciona K tal que asegure
un porcentaje minimo de variabilidad acumulada, previamente establecido. El
usuario decide el umbral, aunque el mds frecuente es el 85 %.

Usando en el modelo geoestadistico la expansion de Karhunen-Loeve [12], se
asume el siguiente modelo

Ys (1) = p(t) + x5 (1) = p(t) + Z]%(S)fk(t), Y (1) € L*(B) (8.12)
=1

donde E[ys(t)] = u(t). Es importante notar que se puede aplicar el método
de componentes principales funcionales a una sola variable aleatoria funcional,
dado que se aplica en ¢, argumento de la funcién y en el cual las funciones son
infinito-dimensionales. Es decir, la reduccién de la dimensionalidad es llevada
a cabo en la dimensién temporal, o de frecuencia o de profundidad, segtn sea
el caso. Por lo tanto, existen infinitos componentes principales, y es necesario
truncar esta descomposicion en los primeros K componentes, segtn el criterio
elegido. En consecuencia, cuando la autocorrelacién en el eje ¢ es fuerte, es posible
tener una muy buena aproximacién usando solo unos pocos EFPC. Ademds
como se observa en la Definicién 10, los puntajes resultantes del proceso de
los componentes principales funcionales forman un campo aleatorio espacial. En
general, atin cuando existan varias variables aleatorias funcionales, una posibilidad
es llevar a cabo los FPC por separado y posteriormente analizar las propiedades
entre los elementos obtenidos de cada descomposicion.

Definicién 10 (El campo aleatorio espacial de los puntajes). Para k, k =1, ..., K
ys € Dy, fi(s) es un campo aleatorio escalar espacial, con realizaciones en las ubicaciones
S1, +.., Su. Asi, el correspondiente vector asociado a cada componente principal k es

Ji(s) = (fe(s1)s s i (sn))

y si se seleccionan K componentes principales se obtiene el campo aleatorio escalar espacial
K-dimensional

F=(fi(s1), ..., fx(sn)) .

Ademds, por construccion los puntajes son campos aleatorios espaciales escalares centrados
dado que
Efi(s)] = E (x5, &) =(0,6) =0 (8.13)

Si bien el supuesto de normalidad no es necesario en este contexto para la
prediccion, si es fundamental para el proceso de simulacién. A continuacién se
presenta la definicién de campo aleatorio conjuntamente gaussiano.

Definicién 11 (Campo aleatorio conjuntamente gaussiano). =, € H° es un campo
aleatorio conjuntamente gaussiano que toma valores en ', si la variable real,

[, {1 =(xd, Ey + o+ (X D) (8.14)
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es gaussiana para todo ¢ € KT (Ver [11]). Sean &7, ..., 511;,’ p =1, ..., P las primeras

K, funciones propias del operador de covarianza de x " entonces de acuerdo con la notacion
en (8.10), los puntajes correspondientes son

H ) = (xt et ). (8.15)

Para byy, ..., bpk, mimeros arbitrarios reales, se define el vector { como

1 1 P P
l= (bll‘fl +...+b1K1§K1, ...,bplfl +... +prPfKP)
ast, se tiene que

[Zs, {1 = b/} () + o+ big, f (8) + oo+ b1 [ (5) + o+ bpi, fE (5) - (8.16)

es una variable aleatoria gaussiana real, y por lo tanto el vector
(K15, oo S )y oms (S e 1 (5))

es un campo aleatorio gaussiano multivariado en RE1+-+Ke yer [18].

Ejemplo 22. En la Ciudad de Bogotd, se registran cada hora varios contaminantes del
aire, entre ellos estd el material particulado por debajo de 10 micras (PM10). Las estaciones
activas suelen ser alrededor de nueve. En algunas épocas pueden estar en funcionamiento
algunas mds pero como es comiin en estos casos, pueden descomponerse y dejar de medir o
quedar fuera de control en cualquier momento. Sin embargo, en los escasos lugares donde
si_funcionan las estaciones, los datos a lo largo del tiempo son una cantidad considerable.
La Tabla 8.10 panel izquierdo, muestra la red de estaciones vy el panel derecho muestra las
curvas de la concentracion de PM10 para una semana. Ndtese lo eficiente que es un dato
Juncional para mostrar el comportamiento de la variable de interés durante el intervalo de
tiempo observado. En cada ubicacion durante la semana se registran 168 datos escalares,
que son una vision muy parcial del verdadero dato que es la curva en funcion del tiempo, del
PM10 durante la semana.

s Y (t): Curva de PM10, D es Bogotd. s € D;.
= Jector aleatorio funcional espacial observado: Ys = (Ys, (1), ..., Yso (1))
s Modelo geoestadistico: Y, (t) = u(t) + xs(t), t € [0, 168], s € Dy

Se establece un umbral de varianza acumulada para la seleccion del niimero de dimensiones
v a continuacion se aplica el método de componentes principales funcionales (Ver Seccion
8.11). La Figura 8.11 contiene los primeros dos componentes principales funcionales. Estas
son las dos primeras funciones propias que son los correspondientes vectores propios en este
espacto funcional infinito-dimensional.
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Figura 8.10. Panel izquierdo: red de estaciones que miden la calidad
del aire en Bogotd. ID: 0: Bosque, 1: IDRD, 2: Sony, 3: Guaymaral, 4:
Corpas,5: Fontibén, 6: PteAranda, 7: MAVDT, 8: Kennedy, 9: Tunal Panel
derecho: curvas temporales de PM10, Mayo 13 a Mayo 20, 2023
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Figura 8.11. La linea sélida es la media funcional de PM10. Se le suman
y restan multiplos de las curvas de los componentes principales para ver
el efecto de cada uno. Panel izquierdo: El primer componente principal
del PM10 acumula una varianza del 94.1 %. Panel derecho El segundo
componente principal del PM10 acumula una varianza del 2.5 %.
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Dix Dr € REXR (s,t)ED; X Dr € REXR (s,t) €EDg X Dy €
(s,t)ED;Xx Dy € REXR (5,t)ED;x Dy € REXR (s,t) € D
Dix Dr € REXR (s,t)ED; X Dy € REXR (s,t) €EDg X Dy €
(s,t)ED;Xx Dr € REXR (5,t)ED;x Dy € REXR (s,t) € D
Dix Dr € REXR (s,t)ED; X Dy € REXR (s,t) €EDg X Dy €
(s,t)ED;Xx D € REXR (s,t)ED; X Dy € REXR (s,t) € D
Dix Dr € REXR (s,t)ED; X Dr € REXR (s,t) €EDgX Dy €
(s,)ED;Xx Dy € REXR (s,t)ED; X Dy € REXR (s,t) € D
Dix Dy € REXR (s,t) ED, X Dr € R*XR (s,t) EDs X Dy €
(s,t)ED;Xx Dr € REXR (s,t)ED; X Dp € REXR (s,t) € D
D;X Dr € REXR (s,t)ED; X D € RExR (s,t) €D X Dy €
(s,t)ED;X Dy € REXR (s,t)ED;Xx Dy € REXR (s,t) € D

D;X Dr € REXR (s,t)ED; X Dr € RExR (s,t) €D X Dy €
R4 x R v N £ RE xR
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El principal objetivo de la geoestadistica funcional univariada es predecir
curvas en lugares no observados, con base en la estimacion de la estructura
de autocovarianza espacial del proceso.

En este capitulo se extienden los conceptos de campos aleatorios al caso de
datos funcionales y se construye el predictor espacial funcional, esto es, se presenta
el método kriging funcional. Asi, los métodos expuestos en los capitulos 2, 3 y 4 para
datos escalares, ahora se extienden al caso de curvas que varian espacialmente.

91. Campo aleatorio espacial funcional

Definicién 12 (Proceso espacial funcional univariado. Campo aleatorio espacial
funcional.). Sea Dy C R® el conjunto indice espacial, y sea Y (), s € Dg una
variable aleatoria funcional espacial, ver Seccion 8.1. Un conjunto de datos funcionales
espaciales Ys, (1), ..., Ys, (t) es la observacion de n variables aleatorias funcionales
cuadrado integrables, Y , (), ..., Y ;, () en el conjunto de ubicaciones espaciales S C Dy,
S={s1,....,sn}, (ver [8]). Y (1) € L? (B). También se llama campo aleatorio funcional
espacial y estd dado por
{Y(s):seD, cRY}

El método geoestadistico se basa en el vector aleatorio Yg dado por

Yo = (Y (1), oo, Y5, (1)), s€Ds, teT

que es la realizacion del vector aleatorio Ys = (Y, (), ..., ¥, (1)). El
predictor kriging funcional de Y ; (¢) se construye con la variable centrada
Xs(2) con base en el modelo geoestadistico (8.12), Y (¢) = u(t) + xs(t)
donde E [cy s(t)] = u(t) y de dénde se obtiene el vector aleatorio centrado

xLs = (Xsl () Xsn(t))

con matriz de covarianza Q, y vector de covarianza ¢ con la variable
funcional a predecir Y (), dados por

Q= Cov[Ys] = Cov[%s] v 9.1)

¢ = Cov ['Y'S, Cym (t)] = Cov [%S, ,\/s()(t)] (9.2)

El predictor final es °?(,/:30(t) = pu(t) + x5 (2)-
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9.2. Prediccion espacial funcional
univariada. Kriging funcional.

En esta seccion se propone una metodologia para llevar a cabo la prediccién de una
variable aleatoria funcional en lugares no observados. La propuesta en este trabajo
es modelar la estructura de autocovarianza espacial del campo aleatorio funcional
para encontrar un predictor kriging funcional con las mismas caracteristicas y
propiedades del predictor kriging escalar. Es decir, se construye un predictor
funcional insesgado y que minimiza el cuadrado de la norma del error de
prediccion.

El predictor kriging funcional propuesto es la combinacién lineal de las
curvas observadas, Ver [7].

)Eso(t) = Z/li)(.w(l)
i=1

Se construye insesgado. 4 = (11, Ag, ..., 4,) es el vector que contiene las
ponderaciones de las n curvas observadas y se selecciona tal que minimice
la esperanza de la norma del error de prediccién dada por

E ”Xsu (t) - )Eso (t)H2

Desarrollando el cuadrado y tomando esperanzas, se obtiene

Exes Xoo) =2 D UE s Xod+ Y Aide Edx, X)) (9.3)

i=1 1,i’=1

9.3. Estimacion de la autocovarianza
espacial entre curvas

La metodologia propuesta consiste en expresar las curvas, en términos de la base de
funciones ortogonales que resulta de la descomposicién en FPC. Se demuestra que
es posible modelar la variabilidad espacial del campo aleatorio funcional usando los
puntajes resultantes de los FPC. Especificamente, se usa el campo aleatorio escalar
de puntajes obtenidos de la representacién de las curvas a través de los EFPC, ver
Definicién 10, con la ventaja de que en presencia de una fuerte autocorrelacién
en el argumento de la funcién ¢, es posible reducir notoriamente la dimensién. La
autocovarianza entre dos funciones resulta ser la suma de todas las autocovarianzas
espaciales de los vectores de puntaje resultantes de los componentes principales
funcionales.
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La prediccion espacial funcional presentada, se lleva a cabo bajo el supuesto de
estacionariedad de segundo orden. Nétese que las variables espaciales funcionales
se asumen en L2 ().

Para centrar la variable espacial funcional se pueden utilizar los mismos
mecanismos que en el caso escalar. Se puede usar el promedio de las curvas
observadas o un modelo de regresién adecuado (ver Secciones 1.1.4 y 8.1).

Observe que la expresion (9.3) depende completamente de las covarianzas
espaciales entre pares de curvas. El primer término es la varianza, el segundo
término contiene las covarianzas entre los lugares observados y el lugar a
predecir y el tercer término contiene todas las posibles covarianzas entre lugares
observados. A continuacién la Seccién 9.3 detalla el procedimiento para encontrar
estas covarianzas. A continuacién se sustituye cada curva por su representaciéon
en términos de la base ortonormal obtenida de los FPC. Nétese que este
procedimiento solo requiere de las autocovarianzas y no necesita de las covarianzas
cruzadas entre los vectores de puntajes.

Sustituyendo cada curva por su representacion en términos de la base
ortonormal obtenida de los EFPC y aplicando que

0 ifk##k

(&r, Ev) = | ifhe

se obtiene que la covarianza entre cualquier par de curvas es

(SR

E(xs, Xy = ) D E Usfo ()] (s €0)) 9.4)
k=1 k’=1
= D E LAl filsi)] 9.5)
k=1

En consecuencia, E{yy;, xs,), estd completamente determinada por la
suma de las autocovarianzas de todos los campos aleatorios escalares
espaciales de puntajes f; (s) generados a partir de los FPC, para cada par de
ubicaciones (s;, s;7) (ver (8.10)). Esto permite estimar la covarianza entre
curvas, aplicando los métodos vistos para la covarianza entre escalares.

La esperanza del cuadrado de la norma del error de prediccién para un sitio no
observado s, aplicando (9.4) y luego minimizando queda

E | x0 @ = o @[ = Y me - 264 + 2702 (9.6)
k=1
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= ¢ es el vector de dimensién n que contiene la covarianza entre las curvas

observadas y la curva en el lugar a predecir sy (ver (9.2)). Parai =1, ...,n
¢ ={ D, E Lhlsi)fi(s0)] 9.7)
k=1

= Q es una matriz de dimensién n X n que contiene la covarianza entre todas
las curvas observadas (ver (9.1)) .

Q=35 v me= (EUGAG) 9.8)
k=1

Entonces, parai = 1,...,n, ¢ (ver (9.2)) y Q (ver (9.1)) se encuentran
sumando las autocovarianzas de los puntajes para cada par de ubicaciones.

El vector solucién del predictor kriging funcional simple es: = Q ¢,y
reemplazando en (9.6), el cuadrado de la norma del error de prediccion es

E| xo @ = 2o @l = Y. 0t 262 +2702 = > pf —g0Q¢  (9.9)
k=1 k=1

Tenga en cuenta para la estimacién del modelo de autocovarianza en cada
dimensién k, que la respectiva varianza o cota superior es conocida e igual
[ee]

a n*. Finalmente, kZ n* es la varianza total.
=1

Noétese que de nuevo, las funciones de autocovarianza entre curvas que
determinan Q y ¢ dependen solo de las distancias entre los lugares con
observaciones y los lugares donde se requiere la prediccién. Para que las
expresiones (9.8), (9.8) y (9.9) sean calculables es necesario elegir un valor
K de componentes principales funcionales y usar asi las sumas truncadas. Al
realizar el truncamiento todas las expresiones, se convierten en aproximaciones.
Sin embargo, es posible encontrar excelentes aproximaciones con unos pocos
componentes cuando la dimensién en la cudl se aplican los FPC muestra una fuerte
autocorrelacion. Esta dimensién es aquella en la que se construyen las funciones,
puedes ser tiempo, frecuencia o profundidad, por ejemplo. El ejemplo 23 muestra
como se encuentran los vectores y matrices de covarianzas entre curvas. El valor de
K para truncar la representacién en términos de los EFPC es flexible y se pueden
incluir suficientes términos hasta que la varianza acumulada alcance algin umbral
prefijado. Este método no usa las covarianzas cruzadas entre los puntajes; solo
requiere el ajuste de las autocovarianzas para cada vector de puntajes. Dado que
estos puntajes son variables escalares espaciales su autocovarianza se modela con
los métodos vistos en los Capitulos 2 y 3.
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Ejemplo 23. Uno y dos FPC A manera de ilustracion, si se elige solo el primer
componente principal funcional, se tiene que la silla del semivariograma es 1,

s = (BELAGDAGOT, s ELA G0 fi(s0)]
Y
Q=3 =COVLf1] =Ef1

donde Xy es una matriz definida positiva que se construye utilizando un modelo de
covarianza espacial vdlido acotado superiormente por ny (ver Seccion 2.5). X es

m E[AGDAG)] E[AGDAG] ... E[AG1)AG)]

E [fi(s9)f1(s1)] bl E[fi(s)fi(s3)] ... E[fi(s2)fi(sn)]

21 =|E[A(s3)i(s1)] E[fi(s3)fi(s9)] 71 v EA(s3)/1(s0)]
E[fGs)fiGs)] E[AGs)N(s2)] E[A(s)fi(s3)] .. n

Si se seleccionan dos componentes principales funcionales, el vector ¢ y la matriz de
covarianza Q estdn dados por

¢ = (E [fisDA (0] +E [fo(s1)fa(s0)] s --s E [1(su)/1(50)] + £ [fa(sn) f2(s0)] )

Q= Z] +ZQ = Zf] +Zf2 = (E [f](sl)f](s])] +F [fg(sl)fg(sj)] ), i,j = 1, e, N

La diagonal de Q es la suma de los valores propios.

E[(s)fi(s)] +E [fa(si)fe(si)] =n1+ng

La prediccion se lleva a cabo con la variable centrada

E[ xs(1)] =0.

Si la media se asume constante, en la primera etapa se estima con el
promedio para centrar la variable. Al final del método geoestadistico
se re-estima la media funcional usando la estructura de covarianza
encontrada, esto es,

1’071y

1'Q-11
y esta nueva estimacion se le suma a la prediccién obtenida. La prediccion
final queda

ua(l) = 9.10)

Yo (1) = X5y (1) + pa(t)
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Ejemplo 24. Seiales cerebrales de lenguaje silencioso para manejo de prétesis.
Se lleva a cabo un experimento para medir sefiales emitidas por el cerebro en habla silenciosa.
Esto es, se piensa en la palabra o letra, pero no se emite ningin sonido. En este caso se pide
a la persona que piense en cada una de las cinco vocales, una a la vez. Los 21 electrodos
para tomar los datos se ubican en el hemisferio izquierdo 'y en zonas especificas que manejan
el lenguaje (ver Figuras 9.1y 9.2). El EEG extrae las medidas de sefial que estdn mds
relacionadas con el pensamiento de la vocal, que forma parte de cémo el cerebro humano
procesa el lenguaje. La Figura 9.2 muestra las curvas de las sefiales generadas por el cerebro
al pensar cada vocal. Notese que las curvas no varian en funcion del tiempo, sino en funcion
de la frecuencia. Se pretende generar una sucesion de imdgenes del cerebro para cada vocal.
Se aplica kriging para predecir las curvas de las sefiales del cerebro y posteriormente se hacen
cortes transversales para obtener las imdgenes. Las Figuras 9.8 y 9.4 muestran los modelos
de semivariogramas 'y una imagen especifica extraida para cada una de las 5 vocales.

Figura 9.1. Persona que utiliza el neuroauricular EEG en la experimentacion
de vocales del habla silenciosa. El dispositivo permite colocar 21 electrodos en

una disposicién matricial con una distancia euclidiana de 16 mm entre ellos,
tanto horizontal como verticalmente. Esta configuracién incluye un electrodo de
referencia ubicado en el centro de la frente y un electrodo de tierra (GND) ubicado
en el I6bulo de la oreja izquierda. La posicién de los electrodos se disefié para cubrir
las dreas de Wernicke y Broca en el hemisferio izquierdo, dado que son las mas
relacionados con las funciones de lenguage en el cerebro.
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Figura 9.2. Panel superior: Configuracién espacial de los 21 electrodos en el
drea del lenguaje del cerebro en el hemisferio izquierdo. Panel inferior: Curva
de la sefial emitida por el cerebro cuando piensa cada vocal, en cada una de las 21
ubicaciones donde se encuentran conectados los electrodos. Nétese que las curvas
representan la sefial del cerebro como funcién de la frecuencia en el intervalo

[0,228].
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Figura 9.3. Semivariogramas (puntos) y modelo (linea negra) para los
puntajes de los dos primeros componentes principales funcionales para cada
una de las cinco vocales pensadas por el individuo 18 individual.

Figura 9.4. Imagen en un punto especifico de la frecuencia: 500, obtenida
del kriging funcional para las cinco vocales del individuo 18 . En este caso,
el interés es generar suficientes imdgenes que permitan definir un modelo de
clasificacion a partir del cual se pueda identificar con alto nivel de precision,

la vocal que el sujeto piensa.
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Figura 9.5. Protesis
mioeléctrica de mano. Usando
los resultados del modelo de
clasificacién, cada vocal se
traduce en una accién que debe
llevar a cabo la prétesis. Por
ejemplo, si se identifica que
el sujeto piensa la vocal a, se
traduce en la orden abrir, y asi
para cada sefial identificada.

Ejemplo 25. Calidad del aire. El material particulado por debajo de 10 micras de
didmetro (PM10), fue analizado usando kriging espacio-tiempo en el Capitulo 6.

En esta ocasion se quiere hacer uso de series de tiempo mds largas del contaminante, para
tomar datos histdricos mds lejanos iy porque de esta manera, se puede medir mds densamente
y hacer un seguimiento mas preciso a la concentracion del PM10.

Ast, la cantidad de datos de interés crece rdapidamente y los procesos de optimizacion que
usan la matriz de covarianza espacio—tiempo que fueron descritos en el Capitulo 6 van a
ser muy restrictivos. Por otro lado, hay que notar que el PM10 varia de forma continua
tanto en el tiempo como en el espacio, asi que el fendmeno se puede interpretar de una forma
diferente que vaya mas acorde a las caracteristicas de este fendmeno en la naturaleza. Las
curvas de la Figura 8.10 panel derecho, son suavizadas a partir de los datos observados
en cada punto del tiempo. Asi, cada curva es un dato funcional georreferenciado utilizando
bases de funciones como se describe en la Seccion 8.1. En lugar de ver el dato como el valor
numérico del material particulado en una ubicacion espacio-tiempo espectfica, el dato es la
curva de PM10 que existe en cada ubicacion espacial de Bogotd (ver Figura 8.10).

La funcion de covarianza que presenta mejor ajuste para ambos scores resulta ser el
modelo de Gneiting-Matern, (ver [84]), con el vector de pardmetros

0= (0'2, o, K1, KQ) .

reportados para cada caso en la Figura 9.6.

1 " h
2K1_1F(K1) (g) KK] (g)
9 3 8
o? 1+8(LL) +95 (LL) +82 (LL) (1 - (i))
DKo K9 K K
donde h = s; — sir. Ky, (.) es la funcion de Bessel modificada de la tercera clase, de orden
k1, t = 10/47. L% < 1, 0 en caso contrario C(h|®) = 0. La Figura 9.7 muestra los

resultados del kriging funcional con sus respectivas varianzas para la prediccion de curvas
de PM10 en 28 ubicaciones de interés en Bogotd.

C(h|®) =
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Figura 9.6. Izquierda: variograma de f;. Derecha: variograma de fo.

Prediccion del PM10 usando kriging funcional simple KFS

2500

Varianza del KFS

— 1(v_pred = 2580652.37)
— 2(v_pred = 2150305.46)
— 3(v_pred= 1771084.15)
— 4(v_pred=2345151.91)

15 (v_pred = 2472042.98)
16 (v_pred = 2441346.77)
17 (v_pred = 1791193.81)
18 (v_pred = 1986008.91)

S — 5(v. 81) 19(v. 25)
7 S A — B, 88) 20(v. m
///- \\\// A — 7 9 210, 78

| — 8(v_pred=2498005.88)
| — 9(_pred=256110422)
X — 10(v_prea=2497312.45)
— 11(v_pred=2477840.97)
—— 12(v_pred = 2475848.58)

13 (v_pred = 2565917.13)

14 (v_pred = 2508573.81)

22(v_pred =2541137.83)
23 (v_pred =2542129.72)
24 (v_pred = 2543247.36)
25 (v_pred = 2653600.39)
26 (v_pred = 2517789.25)
27 (v_pred =2429913.78)
28 (v_pred = 1097600.87)

Figura 9.7. Prediccién y varianza del error de prediccién de curvas de
PM10 en 28 lugares de la ciudad de Bogotd usando kriging funcional
simple.
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Nota 9 (Aspectos pricticos). w [l predictor kriging funcional, esto es el método
presentado en la Seccion 9 garantiza directamente el insesgamiento de la funcion
predicha 'y minimiza directamente el cuadrado de la norma de la diferencia entre la
Juncion a predecir y el predictor funcional.

» Una alternativa es aplicar kriging simple a los scores como se presenta en la Seccion
10.8. Es decir, predecir cada score en el lugar s, y reconstruir los datos funcionales
usando la base EFPC. De tal manera, que no se modela la covarianza de las curvas
sino solamente la covarianza de cada uno de los puntajes.

Los desarrollos relacionados se encuentran en la seccion 10.8. Si se incluyen
suficientes puntajes, este método también puede dar buenos resultados, pero es
importante tener en cuenta que el que realmente hace una optimizacion usando datos
Juncionales es el kriging funcional. Ambas metodologias estdn implementadas en el

paquete SpatF'D [10] del software libre R cran [62].

Ejemplo 26. Material particulado.

En este ejemplo se aplica el predictor kriging funcional a los datos de material particulado
PM10 en Bogotd. En contraste con el Ejemplo 25, aqui se usan mas funciones en el
suavizamiento. La base de funciones usada para la construccion de los datos es B-splines
cibico con 191 bases para conservar los detalles de los datos.

En este caso se evitd suavizar mucho. Ademds, se usaron 9 dimensiones que completan
99.9% de variabilidad acumulada. Es decir, se modelaron los semivariogramas de las
primeras 9 dimensiones de la descomposicion en FPC.

La Figura 9.1 muestra los resultados del kriging funcional para predecir las funciones
en los lugares observados, utilizando validacion cruzada, esto es, lleva a cabo la prediccion
en cada sitio utilizando los n — 1 sitios restantes, para verificar la calidad de las predicciones.

Notese que la mayoria de los residuos se encuentran entre -20 y 20, solo el dato
atipico identificado desde el comienzo tiene unos errores considerables. Se seleccionan los
dos primeros componentes principales y se modelan las respectivas funciones de covarianza
de sus scores.
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Tabla 9.1. Datos del material particulado en Bogotd medidos cada hora,
entre el 13 de mayo de 2028 y el 13 de mayo de 2024. Panel superior
izquierdo. Datos originales suavizados con B-splines cubicos y 191
funciones base, buscando conservar bastantes detalles de los datos. Notese
la rugosidad de las curvas. Panel superior derecho: prediccién funcional
espacial para los 10 sitios originales mediante validacién cruzada. Panel
inferior izquierdo. Dato original Vs. kriging funcional para la estacion
Guaymaral. Panel inferior derecho. Residuos.
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9.4. Ejercicios

Encuentre la predicciéon espacial, espacio-temporal y funcional con su
respectiva varianza para el caso en el que no existe ni dependencia espacial
ni dependencia temporal. Interprete los resultados obtenidos.

Suponga un campo aleatorio espacial funcional multivariado conjuntamente
gaussiano, con funcién de media y estructura de covarianza, ambas
conocidas. Se tienen observaciones funcionales en n ubicaciones. Encuentre
la esperanza condicional y la respectiva varianza para y,(t), dado el vector
(x5, (2), ..., x5, (2)). Compare las expresiones del predictor encontrado y de
la respectiva varianza del error de prediccion, con las del kriging funcional
simple.

Ilustre el cumplimiento de las propiedades de forma cuadrdtica de una
funcién de covarianza definida positiva y de una funcién de semivarianza
condicionalmente definida negativa para algunos casos particulares de datos
funcionales y de modelos.

Encuentre la estimacion de la funcién media, bajo el supuesto de que es
constante en toda la zona y para un campo aleatorio funcional espacial
gaussiano.
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Cokriging funcional

En este capitulo, se presenta la prediccion espacial de una variable aleatoria
funcional en lugares no observados, usando su propia informacién y ademads la de
otras covariables espaciales funcionales disponibles. Los métodos expuestos en el
capitulo 5 para datos escalares, ahora se extienden al caso de procesos multivariados

de curvas que varian espacialmente.

10.1. Campo aleatorio espacial funcional
multivariado.

Definicién 13 (Proceso espacial funcional multivariado o Campo aleatorio
espacial funcional multivariado.). Sea Dy ¢ R? el conjunto indice espacial, y
sean

X0, ..., xXE (), s e Dy

P campos aleatorios funcionales espaciales cuadrado integrables, tales que
X5 (1) € L ()

p =1, ..., P. Se considera aqui el caso en el que t € B C R, esto es, la variable
aleatoria funcional es una curva. Notese que L (B) es un espacio real separable de
Hilbert, 7. El campo aleatorio multivariado espacial funcional estd dado por

{E,; :s € D, c RY}

donde
E = (X X W).

Un conjunto de datos funcionales espaciales multivariados es una observacion de Eg
en un conjunto de sitios particulares, S C Dy. Si los P campos aleatorios funcionales
pueden ser medidos en el mismo conjunto de ubicaciones S = {sy, ..., s, }, se tiene
que en cada ubicacion s; se observan los P procesos funcionales. Esto es,

(xsl,.(t),...,xfj(z)) =

En otro caso, cada campo aleatorio funcional espacial ! (t) es observado en un

conjunto Sy con n, ubicaciones espaciales p = 1, ..., P. Asi, las n, realizaciones
de la p-ésima variable aleatoria espacial funcional estdn contenidas en el siguiente
vector aleatorio:

(2@, xh, @), p=1, ..., P

Usualmente, al menos algunas ubicaciones son comunes para varias variables.

Ahora, sea
#'=H .0
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La suma directa de los P espacios reales separables de Hilbert, entonces E; € #”
([64] y [11]). Sean &,¢ € ', b € Ry (&P, ¢?) es el producto interno usual
en L?(%). Con la suma, la multiplicacién por un escalar y el producto interno
definidos como en el Capitulo 8.

Se usa la teoria de componentes principales funcionales para la representacién
de cada funcién. Esta representacién permite encontrar tanto la autocovarianza
como la covarianza cruzada, es decir, la covarianza entre curvas de diferentes
variables funcionales en diferentes lugares, usando los puntajes asociados. Estos
puntajes a su vez son campos aleatorios escalares espaciales multivariados (ver
Seccién 8.3).

El método cokriging funcional es desarrollado primero para el caso de dos
campos aleatorios funcionales para mostrar detalladamente su construccién y
después se extiende al caso general de P campos aleatorios espaciales funcionales.

Si bien las variables aleatorias funcionales espaciales son los objetos aleatorios
en este contexto, las ideas generales son similares a los métodos andlogos del caso
espacial escalar (ver Seccién 5 y la Definicién 13).

10.2. Cokriging para dos campos aleatorios
espaciales funcionales

Sean dos campos aleatorios espaciales funcionales

XLy X2

Se asume que ya han sido centrados, usando el promedio de las curvas observadas
o algin modelo de regresién apropiado. Esto es,

Elx;0]=0y E[x®)]=0.

El predictor cokriging de Xslo (¢) para un lugar no observado sp, usando tanto la
informacién propia de y! como la de la covariable espacial y2, estd dado por

ni ny
~ 1 11 1 12 2
T =2 A0+ Y A0
i=1 =
donde /ll.” i =1, ...,n1 son las n; ponderaciones de las observaciones de x!(¢) y
/l}g j=1, ..., ng son las ng ponderaciones de las observaciones de y 2(t). Note que

no se requiere que ambos procesos sean medidos en los mismos lugares. Ademds,
el predictor es insesgado. Note que

ny ny

E [y, xO] =E| > Al xi@+ > a2 x20)
i=1 j=1

0



Cokriging funcional « 203

yA= (/li“) i=1,....,my B= (/1}2) j =1, ..., ng son constantes que minimizan

Q = Ellx;, (1) = xq I

Ahora, se minimiza Q para obtener el sistema de ecuaciones de cokriging

Q=Elxl®-xi®l?
=E(xy, X&) - QE(XW Yoy +ECg, 4

ny

- E(Xso’ Xs()> _QZAHE<X‘§ ’ XX()) _22212E<Xs] Xs0>

i=1 j=1
ny ng
+ZZ/1“/1“E<Xs,Xs,>+ZZZ/1“/112E<Xs,Xx)
i=1i'=1 i=1 j=1
ng ny
+ZZ/1U/1UE( X2 xk) (10.1)
j=1j'=

Asi, parai =1, ...,n; and j = 1, ..., ng las derivadas parciales estin dadas por

ﬁdQ ny ng
T = 2B )+ QZ;A}]EWQ,-, Xo) +QZ;/1}2E<X§., Xe)
i i’'= j=
y
adQ 9 1 NSt 9 1 O 19 2 9
s = 2B, Xm>+221,~ E(x?, Xsi>+2211j, Ex2, x2)
J i= J'=

por lo tanto, las ecuaciones del cokriging son

ny ny
DIANECx L xd) = EQed, xa) - D APERE, xd) (10.2)
i'=1 j=1

n

Z/]']QE<X.§] Xsr> E</\/s] X.m)_z/l”E(Xs] /\/s,> (103)
=1 i=1

Reemplazando (10.2) y (10.3) en (10.1) obtenemos

ni 19

Ellx, () = 2, I = EQeg, xa) = D AN ECe, xa) = D APEGE, x)
i=1 j=1

(10.4)
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Sea j}el (s), k=1,...,K y]f(s), [ =1, ..., L el campo aleatorio espacial escalar
formado por los puntajes asociados a los EFPC de las variables aleatorias y ! (¢)
y x2(t), respectivamente. Expresando cada funcién en (10.4) en términos de sus
componentes principales funcionales, se obtiene

K K
ECrd, xd) =D Y E [ o) (s0)] (€L, €0
k=1 k=1

K K
2 A B ) = 25 0 AN E IR @R o] € 60)

1 k=1

TT

i=1 i=1

ny ng L K

DAPE(E X Z DUDTAPE S f o) € &)

j=1 j=1 [1=1 k=1
donde fkl, k =1, ..., K son las funciones propias del operador de covarianza de
xl(@) yé&?, 1 =1, ..., L son las funciones propias del operador de covarianza de

x2(1). Dada la ortonormalidad de los EFPC, se tiene que

0 ifk#k
1 1\ _
<§k’§k'>_{l ik =4k

Notese que

K
ZE ACIREIEDN
k=1

En consecuencia,

4 N\
El cuadrado de la norma del error de prediccion E|| y sl(] () = X5, L@)||2 es
ng

K K L K
ank_ Z/lllE[ lka_ ZZ@'U}(E[ (‘)‘J (10.5)

k=1 i=1 k=1 j=1 I=1 k=1

ny

dondec (El ,fk)

Observe que los productos internos cuyo resultado es 1 o 0, ocurren solo
para pares de funciones propias correspondientes a la misma variable. Cuando
las funciones propias corresponde a bases ortonormales de diferentes variables, el
resultado puede ser un escalar cualquiera.

En conclusién, la varianza y el sistema de ecuaciones del cokriging funcional
depende solamente de las autocovarianzas y de las covarianzas cruzadas de los

vectores de puntajes, que a su vez son procesos espaciales escalares multivariados.
Ver Seccién 3.6.
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10.3. Cokriging con P campos aleatorios
funcionales

El objetivo es la optimizacién de la prediccién espacial funcional de
Xs,(D), 1<r<P

en un lugar no observado sy basada en las P variables espaciales funcionales,

n p

PO Z Z A7 Xk

p=1i=1

El interés es la minimizacién del cuadrado de la norma del error de prediccién
dado por

Q = Ellx, () - x5, (10.6)
Param =1, ..., P, las derivadas y las ecuaciones del cokriging toman la forma
09 ” NI
o = 2B xm>+z;lZA EGe xby, i=1ome (10.7)
g p
EQeds x5 —ZZ*”’E% xb i=1 (10.8)
=1 i=

respectivamente. Reemplazando (10.7) y (10.8) en (10.6), se obtiene

P

Ellx}, () = x5 01 = ECxg, xi) = Zﬂ’Em X5 (10.9)
p=1i=

Ahora, usando la representacion en componentes principales funcionales de todas
las variables involucradas, se muestra que (10.9) depende solamente de las
autocovarianzas y de las covarianzas cruzadas entre los vectores de puntajes.

=

K » K L P
Ellxf, 0= x5 01 = D E [ o) (5] =D >, D\ D ATl E [fF (s)f (s0)]
=1 i=1 k=1 [=1 p=1
(10.10)
donde, como antes, denotando . k =1, ..., K alos valores propios de xI, se
tiene que

K
ZE [ o) (s0)] = >
k=1
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1 Sip=ryk=1I
czlpz 0 Sip=ryk+l
(,&) Sip#r

En la mayoria de los casos es suficiente con unos pocos componentes principales
funcionales, tal vez uno o dos, ver Seccién 8.3. El valor propio correspondiente
al primer componente principal es mucha mayor que el resto 71" > n?". Esto
simplifica el uso del ML.C. Note que todo proceso espacial de puntajes considerado
tiene media constante, varianza finita y una estructura de covarianza que depende
tnicamente de la distancia entre ubicaciones espaciales, ver (10.15), esto es, todos
los vectores de puntaje son procesos estacionarios de segundo orden, para mas
detalles ver [8]. Finalmente, una medida global de la calidad de la prediccién
6ptima del campo aleatorio funcional x (z) en B sitios no observados es

B

>, (Ellxjg(t) — Xy OINE (10.11)

b=1

Ejemplo 27 (Ilustracion simulacién. Datos funcionales multivariados
correlacionados). Con base en la media v el modelo de covarianza del proceso
Juncional, es posible encontrar los predictores kriging o cokriging o simular. La simulacion
de procesos funcionales espaciales, consiste en generar vectores de puntajes espacialmente
correlacionados para que sean los coeficientes de combinaciones lineales de funciones propias.
Por ejemplo, para simular un proceso bivariado con una version truncada con K = 2 vy
K = 8 componentes principales para la primera y segunda variable, respectivamente, se

tienen
3

2

xi= > e, xE =) ), s e R? (10.12)
k=1 k=1

se toman las funciones &'*(t) del conjunto {£'(t) = sin(nt), £'2(t) = cos(nt)} y

224 (1) del conjunto

21 _ 3 29 _\/3(3,;2_1) 93 _5 7 3 3
=g 0 =TI =g g (-3

Ambos son conjuntos de funciones ortonormales en L*[—1, 1]. Estas funciones pueden
seleccionarse de diferentes bases o de una base comin. Con respecto a los puntajes,
sean y1(h; 1), yo(h; Og),y3((h); O3) modelos vdlidos de semivarianza. El vector de
puntuaciones (f'1, £12, £13, 21, £22) es una realizacion de una distribucion gaussiana
multivariada con estructura de correlacion dada por un modelo vdlido de corregionalizacion
con base en los modelos y1 (h; ©1), yo(h; ©g),y3((h); O3). Ver Definicion 11. Los vectores
de puntajes se simulan de un procesos normal multivariado y con base en estos v en las
bases de funciones ortonormales se construyen los datos funcionales simulados. En el paquete
SpatFD [10] se pueden simular procesos funcionales espaciales tanto univariados como
multivariados.
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Ejemplo 28 (...Estudio de suelos para el metro subterrdaneo). Con el fin de construir
los perfiles verticales de los suelos de Bogotd, se aplica cokriging funcional para predecir las
tres variables aleatorias observadas en profundidad en el estudio para la viabilidad del metro
subterrdneo presentado en el Ejemplo 21.

Se tienen tres variables aleatorias funcionales espaciales: x ! (1): la resistencia del cono
a la penetracion qc, x 2(t):la fuerza de resistencia por friccion fsy x2(t): la presion de
poro u2.

Se lleva a cabo el cokriging funcional usando los dos primeros componentes de la variable
qc, vy el primero de cada una de las otras, u2 vy fs. Se modela la correlacion cruzada
para estos cuatro vectores de puntajes, es decir, para el vector aleatorio escalar espacial
(fo1(s), fr2(s), f12i(s), [l (5)) v con base en este modelo se lleva a cabo la prediccion
espacial funcional con covariables. Se realiza la prediccion usando cokriging funcional en
5000 puntos en profundidad, repartidos en todo el corredor del meiro. Posteriormente se
hacen cortes verticales para determinar perfiles del suelo. La Figura 10.1 muestra cortes
verticales de cada una de las tres variables funcionales. Los resultados fueron comparados
con los estudios existentes de suelos 'y la coincidencia es casi perfecta.

Yac1

Yac2

Yist
Yaciqc2

i Yacuz_1
VQfstJ
VECZUE‘I
) chzfsj‘
\iu241|51

h h h h h
Modelo lineal de corregionalizacién ajustado a los puntajes vectoriales
(far(s), fae (s), [*21(s), [T (s)), correspondientes a los componentes
principales con la mayor variacién explicada y la covarianza cruzada espacial
mads fuerte.

En primer lugar se realiza la estimacion empirica de los semivariogramas tanto
individuales como cruzados. Luego se ajustan los semivariogramas individuales vy
posteriormente con base en estos modelos se ajustan las matrices de corregionalizacion
procurando capturar lo mas posible de los cruzados.

Para lograr una buena estimacion, es importante complementar los resultados iniciales
arrojados automdticamente por los paquetes como gstat de R cran project, [62] con un ajuste
visual.

Esto se debe a que los paquetes deben imponer muchas restricciones incluso mas de
las que el MLC tiene, para lograr estimar matrices de covarianza definidas positivas.
Esto lleva a que los resultados no siempre son los mejores. Por esta razon, es importante
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procurar parsimonia. Lograr una buena estimacion de un MLC para muchas variables es

extremadamente dificil.

Los cuatro modelos univariados usados fueron los siguientes 4 modelos acotados.

» Yy (h) = Matern(@© = (1, 1306), « = 0.54),

» ypues (h) = Wave(© = (1, 68.87)),

" Y (h) = Circular(® = (1, 1899.45)) y

= Yy (h) = Wave(© = (1, 71.6))

A continuacion se presentan las matrices de corregionalizacién, B1, B2, B3 y B4, para
completar asi los elementos del MLC. Esta metodologia es descrita en detalle en el Capitulo

5 en el que se presentan los detalles del cokriging escalar y el modelamiento de la covarianza

correspondiente.

0, 6856198
0, 2364227
0,3342175
0,2875805

0,28111581
-0, 21372481
-0, 07689685
-0, 80865572

0, 19228074
0,03119251
-0,08014018
0, 16640880

0, 35486255
0, 00898288
0, 16888729
0,50121934

0, 23642266
0, 08324265
0, 11526318
0, 08016074

-0, 21872481
0, 28657380
0, 08562907
0,27273587

0,03119251
0, 08194164
-0, 14365412
-0, 02389135

0, 008982880
0, 028879397
0, 020389034
0, 009889113

0, 3342175
0, 1152632
0, 1629204
0,1157977

-0, 07689685

0, 23758051
0, 08016074
0, 11579767
0,08413924

-0, 30865572

0,08562907  0,27273587
0,02698218  0,09276572
0,09276572  0,35057575
-0,08014018 0, 16640880
-0, 14365412 -0, 02389185
0,25548582  0,01712071
0,01712071 0, 17769931
0, 16888729 0,501219343

0, 02038903
0, 08943982
0, 23693983

0, 009839113
0, 236939829
0, 708221660
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Figura 10.1. Predicciones de perfil para: a. Resistencia de la punta del cono,
b. Friccién y c. Presion de poro.

La construccion del modelo completo en R cran project consiste en hacer la combinacion
lineal entre los modelos de semivarianza o covarianza seleccionados v las matrices de
corregionalizacion. Esto es, los cuatro modelos de covarianza seleccionados, cada uno con su
respectivo rango 'y pardmetros adicionales ya definidos, excepto la silla que se fija en 1, dado
que la sillas de todos los modelos vienen en las matrices By, By, Bg, By son:

Modelo_gc_1=function(x){cov.spatial(x,cov.model="matern",cov.pars=c(1,1306),kappa = 0.54)}
Modelo_qgc_2=function(x){cov.spatial (x,cov.model="wave", cov.pars=c(1,68.87))}
Modelo_u2_1=function(x){cov.spatial (x,cov.model="circular",cov.pars=c(1,1899.45))}
Modelo_fs_1=function(x){cov.spatial (x,cov.model="wave" cov.pars=c(1,71.6))3}}

SR HEHHREHHHA AR
###Modelo lineal de corregionalizacién
S HHHAHHHHHAREHHHAHAEHHHHEHR AR

qgc_1=function(B1,B2,B3,B4,x){B1[1,1]*Modelo_qgc_1(x)+B2[1,1]*Modelo_qc_2(x)+B3[1, 1]*Modelo_u2_1(x)+B4[1,1]*Modelo_fs_1(x)}
qc_2=function(B1,B2,B3,B4,x){B1[2,2]*Modelo_qgc_1(x)+B2[2,2]*Modelo_qc_2(x)+B3[2,2]*Modelo_u2_1(x)+B4[2,2]*Modelo_fs_1(x)}
u2_1=function(B1,B2,B3,B4,x){B1[3,3]*Modelo_qc_1(x)+B2[3, 3]*Modelo_qgc_2(x)+B3[3,3]*Modelo_u2_1(x)+B4[3,3]*Modelo_fs_1(x)}
fs_1=function(B1,B2,B3,B4,x){B1[4,4]*Modelo_qc_1(x)+B2[4,4]*Modelo_qgc_2(x)+B3[4,4]*Modelo_u2_1(x)+B4[4,4]*Modelo_fs_1(x)}
qc_1_qgc_2=function(B1,B2,B3,B4,x){B1[1,2]*Modelo_qgc_1(x)+B2[1,2]*Modelo_qc_2(x)+B3[1,2]*Modelo_u2_1(x)+B4[1,2]*Modelo_fs_1(x)}
qc_1_u2_1=function(B1,B2,B3,B4,x){B1[1,3]*Modelo_qc_1(x)+B2[1,3]*Modelo_qc_2(x)+B3[1,3]*Modelo_u2_1(x)+B4[1,3]*Modelo_fs_1(x)}
qc_1_fs_1=function(B1,B2,B3,B4,x){B1[1,4]*Modelo_qgc_1(x)+B2[1,4]*Modelo_qc_2(x)+B3[1,4]*Modelo_u2_1(x)+B4[1,4]*Modelo_fs_1(x)}
qc_2_u2_1=function(B1,B2,B3,B4,x){B1[2, 3]*Modelo_qgc_1(x)+B2[2,3]*Modelo_qc_2(x)+B3[2,3]*Modelo_u2_1(x)+B4[2,3]*Modelo_fs_1(x)}
qc_2_fs_1=function(B1,B2,B3,B4,x){B1[2,4]*Modelo_qgc_1(x)+B2[2,4]*Modelo_qc_2(x)+B3[2,4]*Modelo_u2_1(x)+B4[2,4]*Modelo_fs_1(x)}
u2_1_fs_1=function(B1,B2,B3,B4,x){B1[3,4]*Modelo_qc_1(x)+B2[3,4]*Modelo_qgc_2(x)+B3[3,4]*Modelo_u2_1(x)+B4[3,4]*Modelo_fs_1(x)}
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Ejemplo 29 (Calidad de aire de la ciudad de México). Se analizan a continuacion
datos de calidad del aire de la ciudad de México durante la temporada seca de 2015 debido
a que en la temporada lluviosa la concentracion de los contaminantes en el aire disminuye.

Los datos corresponden a horas consecutivas desde el 1.° de enero a la 1:00 a.m. hasta
el 30 de mayo a las 12:00 a.m., en 28 estaciones ambientales (ver Figura 10.2 panel
izquierdo).

Las estaciones en la red de de la calidad del aire RAMA monitorean cada hora el
material particulado (PM10) que tenga un tamasio hasta de 10 micrometros y el didxido
de nitrégeno, (NOZ2) entre otros. Ver [8] para mds detalles acerca de la red y de los efectos
adversos del PM10 vy el NOZ2 en la salud de las personas y en el deterioro de las cosas
expuestas. La temperatura (Temp) es tomada de la red meteorolégica REDMET. RAMA
vy REDMET tienen 15 estaciones en comiin.

La secretaria de medio ambiente de Ciudad de México actualmente opera la red de
calidad del aire para obtener, procesar y divulgar la calidad del aire, asi como para evaluar
el cumplimiento de las normas y definir politicas de control de la contaminacion. Los datos
son obtenidos del sistema de monitoreo automdtico [69].

Para construir las curvas, se usan bases de funciones B-splines de orden 4 con knots
igualmente espaciados v un pardmetro de suavizamiento de 0, 00001. Para el conjunto de
datos de PM10 se usa un conjunto de 163 B-splines, para NOZ2, se usan 157 B-splines,
y para el conjunto de datos de Temp se usan 121 B-splines. La Figura 10.2 muestra el
mapa de México con las redes RAMA y REDMET asi como las curvas observadas de estos
procesos espaciales para la wltima semana del periodo seleccionado.

El primer componente principal explica el 75 %; 84,6 % v 85,7 % de la variabilidad
para PM10, NOZ2 y Temp respectivamente, y el segundo componente principal solo explica
13,9%; 13,8% y 13, 1 %. Asi, usando 85 % como umbral, se incluyen dos vectores de
puntajes para PM 10, mientras que solo el primer vector de puntajes es incluido para NO2
y Temp.

Elinterés principal es la prediccion espacial funcional del PM10 usando NOZ2 y Temp
como covariables funcionales. Siguiendo la notacion de la Seccion 10, PM10 es x (1),
NOZ2 es x2(t) y Temp es x2(t). La Figura 10.8 muestra los variogramas empiricos y
teoricos ajustados segiin el modelo lineal de corregionalizacion.

Se utilizan dos estructuras Matern anidadas usando el MLC, esto es, combinadas
linealmente, con pardmetros de suavizamiento 0,1 y 5; y rangos 8.000 y 18.000. Por
lo tanto, 7}1 y 7}2 son los semivariogramas para los dos primeros componentes principales
de PM10, y;fl y y}n son los variogramas para los vectores de puntaje correspondientes al
primer componente principal de NO2 y Temp, respectivamente. Todos los semivariogramas
tanto empiricos como ajustados se muestran en la Figura 10.8. La tabla 10.1 contiene las
sillas correspondientes a los semivariogramas entre todos los pares posibles de vectores de
puntage.

De acuerdo con los variogramas empiricos, no hay razén para suponer discontinuidad
en el origen, ya que no hay salto en ||s; — s;/|| = 0. Por este motivo, se ajustan modelos sin
efecto pepita.
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Figura 10.2. Panel arriba izquierda: ciudad de México. Red de calidad del aire
RAMA (estaciones en rojo). Los puntos azules son las estaciones que ademads
de las de RAMA miden la temperatura pero que pertenecen a REDMET.
Panel arriba derechal: PM 10, Mayo 28 a Mayo 30, 2015. Panel abajo izquierda:
NOZ2, Mayo 23 a Mayo 30, 2015.Panel abajo derecha: temperatura, Mayo 23
a Mayo 30, 2015.

Modelo foad |
?;k Y Vi Py Ve | Ypugm Y Ve Yz Vizpa Ve s
v =0,1 216778,0 24415,3 56381,7 -11931 71160,1 104764,3 | -11931,2 31932,8 -3508,696 -6856,4
v =5 1923456,9 | 386064,8 1181738,7 202568 -680077,6 -92372,9 | 202568,5 | 388685,0 3251,8 164083,5

Tabla 10.1. Modelo lineal de corregionalizacién usando dos estructuras de

Matern.
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Figura 10.3. Variogramas empiricos y ajustados usando el MLC.
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Figura 10.4. Prediccién usando cokriging funcional para el PM10, el NO2 y
la temperatura de México en la ubicacion espacial (509926,2179149) usando el
paquete SpatkFD, [10].
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Figura 10.5. Mapas de las tres variables en un mismo momento del tiempo,
generados haciendo los respectivos cortes del volumen obtenido aplicando
cokriging funcional en muchos puntos en el espacio.
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Predictor alternativo.
Kriging o cokriging simple escalar de los puntajes

Finalmente, se presenta un predictor alternativo que no optimiza directamente la
prediccion de los datos funcionales, sino que usa kriging o cokriging escalar sobre
los scores y luego lleva a cabo la combinacion lineal de estos predictores escalares
con las funciones propias.

Una alternativa es usar un predictor que no minimiza directamente el cuadrado
de la norma del error de prediccién funcional sino que aplica geoestadistica escalar
a los vectores de puntaje y reemplaza las predicciones encontradas en la expansién
de Karhunen-Loeve [12]. Esta alternativa es una buena opcion, pero es importante
enfatizar en que en este caso, no se optimiza una medida de variabilidad funcional,
mientras que las propuestas presentadas en los capitulos 9 y 10 estdn construidas
directamente con objetos funcionales.

[88] y [56] aproximan cada funcién del conjunto de datos usando bases de
K funciones y utilizan cokriging escalar del proceso espacial formado por los
puntajes para predecir los coeficientes correspondientes a las bases de funciones
en el sitio no muestreado sy. Sin embargo, cuando el nimero de bases aumenta,
también aumenta la dimensién del campo aleatorio multivariado de coeficientes,
y el modelo lineal de corregionalizacion usado en el cokriging para construir una
matriz de covarianza vdlida se vuelve intratable computacionalmente.

Por lo tanto, para que esta metodologia se pueda utilizar, se requiere el uso de
un sistema de funciones base que asegure un nimero reducido de dimensiones.
Los coeficientes involucrados en la reconstruccién de cada funcién con los EFPC
pueden ser dos o tres en la mayoria de casos, lo que hace mds factible la utilizacién
del MLC.

Asf, una opcién muy prdctica es el uso de los componentes principales funcionales
empiricos. De acuerdo con la Seccién 8.3, se tiene que

Elys)]=0, E[fis)]=0, i=1,..onyk=1,..,K

por lo tanto, se puede usar cokriging escalar simple (ver Seccién 5) para predecir
el vector

£ (s0) = (i(50), .., [k (50))’

en la ubicacién no muestreada sy (ver Seccién 5). El predictor cokriging simple del
vector de puntajes en s se encuentra con los métodos descritos en la Seccién 5 con

f(si) = (i), oo, Jr(s0)

E(5,50) = (Cov (fi(s), Jur (si))), k, & =1,..., K.

Aunque se usa una base ortonormal, las covarianzas cruzadas entre los respectivos
vectores de puntajes representan la covarianza cruzada entre pares de funciones
observadas. En general, no existe ninguna razén para asumir independencia entre
los vectores de puntaje en distintos sitios. Nétese que
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E [e(sifi (s0)] = E [(xss €0 x s €000
=E

(/ Xsi(t)fk([)dt/Xs,-/(r)fk’(r)d”)

=E( / / Xs,-(t)fk(t))(s,(r)fk«(r)dtdr)

- / £ () ( / E(Xsi(t))(si/("))fk(t)dt) dr

_ / £ (r) ( / - (t,rm(t)dt) dr

- / £ (F)Cs sy (E0)dr
={(Cy, 5. (&), Er) (10.18)

Si i =i’, la covarianza para diferentes puntajes es 0. Es decir, la ortogonalidad se
verifica para diferentes vectores de puntaje en un mismo lugar. Entonces,

E Gi(s) fr(s0) = / £ (r) ( / (a0, r)fk(t)dt) dr
- / £ (1)Cs, 5 (&) dr

- / £o (MM (r)dr
= mpléw» Er)

_{nk, if k=k

. (10.14)
0 if k#k

Sea &’ (t) el vector que contiene las primeras K funciones propias seleccionadas.
La representacion de las funciones en términos de sus componentes principales
funcionales estd dada por

X5 () =€ Of (i), i=1,..m,

y la prediccion de la curva y, (¢) es

X:U(t)zf/(t)f*(S()), i=1,...,n.

[*(s0) es el predictor cokriging simple del vector de puntajes en sg.
La funcién de autocovarianza espacial para cada vector de puntajes % es
if =i

Me»
E i 7)) = 10.15
kst {nkmusi—si«n;@) if it 1o
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donde p;(.) es la funcién de autocorrelacién del campo aleatorio escalar f;(s).
Las funciones vilidas utilizadas aqui, asi como los métodos para su estimacién y
prediccion son los mismos revisados en los capitulos 2, 3, 4 y 5.

Asi, (10.15) muestra que el campo aleatorio es estacionario de segundo orden;
la silla de la funcién de covarianza es la varianza de cada vector de puntajes, es
decir, el valor propio como mdximo. Sin embargo, para cada modelo el valor de
su pardmetro de rango muestra de una manera diferente el alcance de la silla. Por
ejemplo, en los modelos de soporte compacto como el esférico la silla se alcanza
perfectamente a partir del valor del rango, mientras que en modelos como el
exponencial, el valor del rango indica la distancia a la cual empieza a disminuir
la velocidad de crecimiento del semivariograma.

En consecuencia, el modelo de autocovarianza de cada f;, (s;) tiene silla conocida
y finita. Las matrices en la diagonal principal de (5.7) pueden ser denotadas en
forma mads general como X, esto es,

Lo =X(5,5) = (Cov (f(s), fr (), kK =1,...,K.

Por lo tanto, su traza es constante y estd dada por
K
Tr(Zo) = ) i (10.16)
k=1

La varianza del error de prediccion puede ser obtenida usando la representacién
de la variable aleatoria funcional en términos de su descomposicién usando FPC,
esto es,

Var (xa(®) = i) = Var (€ 0, = € 0 (50))
=& OV ar (f(s0) = f*(50) ()

¢/ |1r o) -1r Y] (z<s(),xi>ri))) £0)
i=1
- O-fg(m)—f*(m)f/(t)g(t) (10.17)
donde
O—}Z(S())—f*(so) =Tr(Zo) -Tr Z (Z(s(hsi)ri))
i=1

es la varianza acumulada del predictor cokriging escalar del vector

S (s0)

donde
Tr(Zo)

es constante (ver (10.16)).
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10.4. Ejercicios

. Compare la calidad de las predicciones para un campo aleatorio espacial

funcional bivariado, usando kriging funcional para cada variable por
separado y usando cokriging funcional.

. Sean los procesos funcionales espaciales y!(t) vy x2(t), los cuales son

observados en n; y una (1) ubicaciones, respectivamente. Se requiere
predecir )(slo(t). Encuentre la ponderacién que le corresponde a la
observacion que se tiene de y 2(t) si se usa el predictor cokriging

s Si ug9(t) es conocida y constante,

s Si uy(t) es desconocida pero constante.

= Influye si la ubicacién donde y 2(t) es observada, coincide (o no) con
alguna de las 71 ubicaciones donde y!(t) es observada?

- . . . . < .
= Seria necesario tener una realizacién de y 2(t) en so? Justifique.

. Verifique que los conjuntos de funciones usadas en el Ejemplo 27 son

ortonormales.

. Construya modelos de corregionalizacién utilizando las funciones de

semivarianza propuestas en el Ejemplo 27.

. Utilice el paquete SpatFD de R cran project ([10]) para simular campos

aleatorios funcionales, tanto univariados como multivariados con diferentes
estructuras de covarianza y usando diferentes familias de componentes
principales. Realice una descripcién de cada conjunto simulado. Compare
los predictores vistos para conjuntos de ubicaciones no observadas. Justifique
en todos los casos.
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Los disefios de muestreo para procesos en dominio continuo, y espacialmente
correlacionados, encuentran la configuracién espacial ideal de ubicaciones dénde
deben observarse las variables de interés con fines de estimacién de las funciones
de covarianza o semivarianza espacial y predicciones 6ptimas en lugares no
observados. Se conocen como disefios de muestre éptimos, [54].

Noétese que, dado que estos procesos ocurren en infinitos lugares, existen
infinitas muestras posibles y, ademds, lo que ocurre en un sitio da informacién
sobre lo que ocurre a su alrededor. En consecuencia, una muestra de tamafio n
de datos independientes contiene mds informacién que una muestra del mismo
tamaifio de datos correlacionados.

En contraste, los disefios de muestreo tales como el aleatorio simple, el
sistematico, el estratificado, ppt, 7pt por nombrar algunos, son especificos para
poblaciones finitas de individuos independientes, y su fin en general, es la
estimacién de un pardmetro, como la media, un total o una proporcién. Por lo
tanto, este enfoque no es el apropiado en el contexto espacial.

111. Disenos optimos de muestreo espacial.
Definicion y generalidades.

Un disefio 6ptimo de muestreo es aquel que encuentra la mejor
combinacién predictor-disefio o estimador-disefio, de acuerdo con la
optimizacién de un criterio previamente establecido. Por lo tanto, el criterio
de disefio 6ptimo se define con base en los objetivos de cada estudio.
Asi, por ejemplo si el objetivo principal es la prediccion 6ptima, el disefio
determina las ubicaciones que permiten minimizar la varianza del error de
prediccion.

Definicién 14 (Disefio 6ptimo de muestreo). Un disefio dptimo S;; es definido
como la configuracion de sitios espaciales tal que

S, = arg max ®(0, S,). (11.1)

n €2

donde ®(0, S,) es el criterio de disefio, y puede ser cualquier medida escalar de
informacion o calidad, obtenida a partir de la configuracion S, v que depende del
vector de pardmetros ©.

\. J

El criterio de disefio en el contexto de muestreo espacial depende de una
medida de incertidumbre asociada al objetivo principal del estudio. En el caso
usual de que el objetivo sea la prediccion éptima, hay que tener en cuenta que
esta a su vez depende de la estructura de covarianza espacial ([7] y [8]). Hay
que tener en cuenta que D es un conjunto continuo, asi que existen infinitas
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opciones para definir nuevos sitios de observacién, lo que hace el proceso complejo
computacionalmente.

En la prictica, una opcién es llevar a cabo la optimizacién sobre un conjunto
D! c Dy, que contiene un nimero finito de configuraciones posibles previamente
determinadas. D] debe ser construido de acuerdo con el conocimiento de las
condiciones de la region, las condiciones de acceso y las restricciones econémicas.
Hay sitios dénde por sus caracteristicas no es posible instalar un aparato de
medicién. Adicionalmente, es importante notar que no tiene sentido tomar
observaciones en sitios extremadamente cerca, ya que la correlacién espacial lleva a
informacién redundante y, por lo tanto, a un desperdicio de recursos. Otra opcion,
es definir el criterio sobre una grilla regular fina de la region de interés.

11.2. Diseno y rediseno de una red de
muestreo

En ocasiones se toman los datos por una tnica vez en los lugares seleccionados.
Pero, en muchos casos, para tomar series de observaciones espacio-temporales
se instalan dispositivos en los sitios de muestreo, y estos dispositivos registran de
manera automatica los datos. Por ejemplo, las redes ambientales o meteorolégicas.
A estos conjuntos se les suele llamar redes de muestreo. Si es la primera vez que se
va a establecer la configuracion, se le llama disefio de la red. Sila red ya existe pero
se va a revisar, aumentar o disminuir se le llama redisefio. Conservar el histérico de
datos a través del tiempo es importante, por lo tanto, no es usual mover estaciones
que llevan mucho tiempo funcionando bien, a menos que haya varias muy cercay la
alta correlacion entre ellas genere redundancia, mostrando que se puede prescindir
de alguna estacién. En cada caso lo importante es definir el objetivo y determinar
la funcién a optimizar. Se presentan a continuacién algunos casos para ilustrar la
metodologia.

11.3. Disenos de muestreo optimo para la
prediccion espacial escalar

A continuacién se presenta en detalle el procedimiento para el redisefio de una red
en caso de que el objetivo sea la prediccién éptima y se quieran instalar nuevas
estaciones y mantener las existentes.

Se requiere agregar m estaciones de medicién de una variable espacial y el
objetivo es su prediccién 6ptima en el conjunto Sy de B ubicaciones, en las cuales
no hay observaciones

1 B
S(] = {S(), LRRS] S()}
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Sea

S = {Sl’ cre S’N}'

el conjunto actual de ubicaciones de muestreo, y sea

Sy = {sn+l, sy Sn+m}-

el conjunto de nuevas ubicaciones que debe ser determinado. La red de muestreo
aumentada es,

E:SUSr = {81, o0y Sus Sutls eoes Suam ) (11.2)

Por lo tanto, entre todos los posibles subconjuntos con m ubicaciones espaciales
tales que S,, € Dj, se selecciona aquel conjunto S, tal que S minimiza la suma
de las B varianzas del error del predictor kriging en los s([’), b =1, ..., Blugares de
interés. Si ya se conocen o se tiene una buena estimacién de los parametros de la
funcién de covarianza, el criterio de disefio estd dado por ® (g) Nétese que para
cada configuracién evaluada en el criterio, la varianza del predictor kriging simple
se puede calcular usando la funcién de covarianza (ver expression (4.9)).

o 5) = Yy verl e (4) - ()] ur

El conjunto de ubicaciones S que minimice ® (3), contiene la configuracién
espacial en la cual deben tomarse los datos para garantizar que la suma de las
varianzas del error de prediccion sea minima y es el disefio de muestreo éptimo
(ver (11.2)). De manera explicita la varianza del kriging simple en términos de la
funcién de covarianza es,

®(S) =

C (0) es la silla del modelo, = es la (n + m) X (n + m)- matriz de covarianza del
vector

(co-7z"'). (11.4)

B
b=1

Y = (Y(Sl), ] Y(sn), Y(S,H_])..., ) Y(S,H.m)
—b

o’ es el (n +m)-vector de covarianza entre el proceso en el lugar a predecir sg yel
vector Y. Dado que la silla es constante minimizar el criterio (11.4) es equivalente
a maximizar

®(S) = gagi‘lﬁg (11.5)

Esto es, el criterio de disefio queda

—%

S =arg méX§€so,Hmd) (g) . (11.6)
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Qnim es el conjunto de todas las configuraciones S de n + m lugares en Dy, sobre el
cual se lleva a cabo la optimizacién. Ver por ejemplo [74] y [54].

En general, cualquier criterio de disefio, como por ejemplo la expresion
(11.4), puede desarrollarse en términos del semivariograma. De hecho, si no
hay estacionariedad de segundo orden, pero si intrinseca, es necesario plantear
la varianza del kriging en términos de y(h). Un objetivo alternativo puede ser
encontrar el disefio de muestreo que permita optimizar la estimacién del vector
de pardmetros ® de un modelo de semivariograma. El criterio de disefio cambia
de acuerdo al objetivo del estudio.

11.4. Disenos de muestreo optimo para la
prediccion espacial de datos
funcionales.

En esta seccién se derivan los criterios de disefio para optimizar la prediccién
espacial de las curvas utilizando los predictores discutidos en los Capitulos 9y 10.
La idea es la misma, determinar el objetivo y la medida de calidad asociada serd el
criterio de disefio. En este caso el objetivo es optimizar la prediccién espacial de
curvas.

11.41. Optimizacion de la prediccion espacial de
curvas. Una variable aleatoria funcional.

Extendiendo la Seccién 11.3 al caso funcional, supongamos que se requiere
encontrar los m sitios éptimos para ubicar m nuevas estaciones. Dado que se
pretende encontrar la prediccién éptima para un sitio no muestreado sg, la
expresién que da el criterio de disefio, es la varianza del error de prediccién del
kriging simple con base en la red ampliada

S=SUS,
aplicando (9.4), esta varianza se expresa como
odc =D nj—2a+27Qa (11.7)
k=1
donde ¢ es el (n + m)-vector formado por las autocovarianzas entre las variables

funcionales observadas y la variable funcional a predecir en el sitio s,

s‘:

ZE[ﬁ(si)fk(so)]), i=1,..,n (11.8)

k=1
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y Qes la (n+m) X (n+m)-matriz formada por las autocovarianzas entre las variables
funcionales observadas

Q=>'% vy L=El)AG)], ii=1,..,n (11.9)
k=1

Notese que tanto la matriz como el vector son calculables porque son la suma de
las autocovarianzas espaciales de los puntajes resultantes de los FPCA, las cuales
son funciones de la distancia entre ubicaciones. Esto es lo que permite computar
el criterio involucrando la ubicacién a predecir aunque alli no se cuente con
observacion (11.8) y (11.9).

Por otra parte, el vector solucién usando kriging funcional simple es 1 = Q7 1¢,
por lo tanto, sustituyendo en (11.7) la expresién para la varianza del error de
prediccion queda

(S
2
OsK =Z’7k‘§'9§'
k=1

lo que reduce el criterio de disefio para la prediccién 6ptima de las B curvas a

B
arg max Z ?gﬁ?g (11.10)
SEW,H,,L b=1
donde parai =1, ..., n y para cada b se tiene el vector

Sh= iE[fk(si)ﬁe(sf’))]  b=1,..,B.
k=1

Del mismo modo visto en el capitulo 9, para que sea posible llevar los métodos
a la practica se requiere truncar la descomposicién en componentes principales
funcionales y seleccionar solo K componentes. La funcién de covarianza que
determina el criterio de disefio, depende tnicamente de las distancias entre
las observaciones y los sitios de prediccién. En este planteamiento se asumen
conocidos tanto el modelo como los pardmetros. El valor de K que trunca la
representacion en términos de componentes principales funcionales empiricos puede ser
flexible y se pueden incluir tantos términos como se requiera, hasta que la varianza
acumulada alcance un umbral prefijado, aprovechando que este método no utiliza
covarianzas cruzadas entre vectores de puntajes y asi el ajuste es mds sencillo.

Ejemplo 80 (Muestreo 6ptimo para la calidad de aire de la ciudad de Bogotd).
Para ilustrar la metodologia de la Seccion 11.4.1, primero se asume que todas las estaciones
pueden moverse. Se eligen s(l) y sg como puntos de interés para la prediccion. Estos puntos se
ubican en zonas con alta densidad de poblacion, por lo que la contaminacion tiene un fuerte
impacto.

En cuanto al conjunto D}, se toma la cuadricula de muestreo de 300 puntos espaciales
separados por 1 km, 10 puntos de oeste a este y 30 de sur a norte. La figura 11.1 (izquierda)

muestra las ubicaciones de interés s(]) y S(Q), asi como la cuadricula de muestreo dptima
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obtenida mediante el criterio global (11.13), que es equivalente en este caso particular a
(11.10) truncado en el segundo vector de puntuacion,

Q=31 +29.

Actualmente, esta red cuenta con una estacion movil de monitoreo de la calidad del aire
para mejorar la informacion obtenida con la red, v dado que esta red no puede moverse con
[recuencia, nuestra metodologia puede utilizarse para optimizar la ubicacion de esta estacion
movil.

La figura 11.1 (derecha) muestra la ubicacion éptima de muestreo para esta estacion
mdvil manteniendo fija la red actual y utilizando (11.13).

Para el procedimiento de optimizacion, utilizamos el recocido simulado (Simulated
annealing) [14], cuyo estado se define mediante el disefio de muestreo espacial aplicado
en cada iteracion. La funcion de energia se define mediante los criterios correspondientes.

Figura 11.1. Izquierda: Red de muestreo éptima suponiendo que todas las
estaciones se pueden mover. Derecha: Ubicacién éptima para la estacion
moévil manteniendo fija la red actual.
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11.4.2. Optimizacion de la prediccion espacial de
vectores. P variables aleatorias funcionales.

Se requiere disefiar o re-disefiar los p conjuntos
SP:{SI’---,SHP}, le,...,P.

o al menos aquellos que puedan ser modificados, para asegurar una prediccién
funcional espacial éptima x.(¢) en un conjunto de ubicaciones de interés
So = {S(])’ ...,sg} con base en P campos aleatorios funcionales espacialmente
correlacionados. El procedimiento consiste en seleccionar la configuracién éptima
en el sentido de que garantice la minima norma del error de prediccién del
cokriging funcional, ver (10.11). Suponga primero que m, estaciones,p = 1, ..., P,
pueden ser agregadas para la observacién de cada uno de los campos aleatorios
x2(1). Asi, la red aumentada para cada caso es

S/) = Sp USmP = {Sl’ -~-,S)lp:snl,+1a [ERE] snp+mp}’ P = l: 5P

Sea U/{):l Emp = Sm; U ... USy, C 9n, el conjunto de las nuevas ubicaciones que
deben ser determinadas. Asi, entre todos los posibles subconjuntos de nuevos sitios
posibles de observacién para agregar a la red U;;l gmp, se debe elegir aquel que
minimiza el cuadrado de la norma del error de prediccién del cokriging funcional.
Asi, de acuerdo con (10.10) y (10.11) el criterio de disefio para predecir la variable
aleatoria funcional y” en B sitios estd dado por

B
arg mingpcwwmp bZ: E”erg (1) - )2:3 (t)||2 (11.11)
=1

K
donde Y, n"* es constante y por lo tanto el criterio (11.11) se reduce a
k=1

B K L P
arg méx§[)cwp+mp D, Z Z Z Z Z /lirpclrfE (];f (s ff (sg)) . (11.12)
b=1 i

El criterio (11.12) establece el caso general, pero frecuentemente todos los
campos aleatorios son medidos en el mismo conjunto § = {sq,...,s,} de
ubicaciones. Si este es el caso, la optimizacién es sobre los posibles conjuntos
S c Pn+m v existe solo una red aumentada S=SuS, c Pn+m Ppara todos los
campos aleatorios.

De nuevo, gracias a la estacionariedad de segundo orden, el LMC y el criterio
(11.12) dependen solo de la distancia entre observaciones y lugares de prediccion.
Los nimeros K y L de componentes principales usualmente son pequeiios, 1 or
2; asi, el cdlculo iterativo de la inversa de la matriz de covarianza no representa un
costo computacional demasiado alto, a menos que haya demasiados puntos posibles
en el espacio involucrados en el proceso de optimizacion.
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También es posible plantear el criterio de disefio para el predictor alternativo
que consiste en llevar a cabo cokriging sobre los vectores de puntajes y usar las
predicciones obtenidas para la combinacién lineal con las funciones propias.

Dado que £ (t) es conocida, la incertidumbre de la prediccion basada en la red
P 2da S = 2 i
aumentada S = S U S,, solo depende de O (o) (s0) VET (10.17),

n+m n+m

K
O-fgso_f;) =Tr(Zo) =Tr ; (Z(S(hsi)ri) = kzz; nk =Tr ; (E(Jo,si)ri)

El criterio de disefio para la prediccion éptima de B curvas en un conjunto de

lugares Sy = {s}

. sg} de interés usando la varianza del error de prediccion, estd

dado por
B n+m
s 35|77 25 (B T) URE

Denotando por Al()): (E(sb s_)) i = 1,...,n + m, la solucién para el cokriging
027t

de los vectores de puntaje es T' = Z_IA%. Asi, debido a la estacionariedad de
segundo orden, el LMC vy el criterio (11.13) dependen solo de la distancia entre
observaciones y lugares a predecir.

Para la estimacién de las estructuras de auto-covarianza y LMC dados en las
secciones 9.2 y 10, se usan los estimadores cldsicos de los variogramas univariados
y cruzados, y los pardametros del modelo pueden ser ajustados por minimos
cuadrados ponderados si no quiere recurrir a supuestos distribucionales, o si se
prefiere como en el caso escalar se pueden usar métodos basados en verosimilitud.
En la Seccién 8.3 se mostré que si el campo aleatorio funcional espacial es
conjuntamente Gaussiano, los puntajes son un proceso Gaussiano multivariado.

Finalmente, en los modelos de semivarianza o covarianza se usa el método
plug-in para llevar a cabo la optimizacién de los criterios de muestreo. Esto es,
en cada lugar donde los términos 7* p* (||s; — si/|l; ©) or y(||s; — si/||; ®) aparecen,
se reemplazan con n*pt (||si —sif||;@ y y(lls; — sz-r||;€)). [41] proponen una
correccién a la varianza del kriging para incorporar la incertidumbre debida al
desconocimiento de @. [75] encuentra que esta correccién es importante solo
cuando la auto-correlacion espacial es débil. Sin embargo, esta correccion se basa
en el supuesto distribucién Gaussiana y en la estimacion usando los métodos
de mdxima verosimilitud y mdxima verosimilitud restringida y la expresién
depende de ©. Asi, la mejor opcién es usar el método plug-in siempre que la
auto-correlacién espacial sea moderada o fuerte. Ver [67].

Todos los criterios de disefio mostrados en este capitulo dependen del
pardametro @. Si este parametro es desconocido y debe ser estimado, tiene
incertidumbre, por lo que el disefio no es éptimo pero aun es localmente éptimo.
Asi (11.6) se convierte en

S, = arg max dD(@), Sn)-

n €5y
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Ademds, estos criterios estadisticos se pueden usar para decidir el nimero de
sitios de observacion n. En este caso, se determina previamente una varianza
de prediccién mdxima, y la optimizacién se lleva a cabo para n = 1.
Luego, manteniendo esta ubicacién fija, la segunda ubicacién se optimiza, y asi
sucesivamente hasta encontrar un n que alcance el umbral establecido. Si se usa
el supuesto distribucional de normalidad multivariada, el criterio puede ser alguna
medida de la matriz de informacién de Fisher. Ver [54]

El disefio de muestreo espacial Sptimo para datos funcionales espaciales es una
extension natural de su contraparte con variables escalares. Los criterios utilizados
aqui son ttiles al mover o adicionar una ubicacién o varias ubicaciones. Una vez
que se ha modelado la covarianza entre las curvas, el proceso de optimizacién para
encontrar un disefio ptimo tiene los mismos requerimientos computacionales que
en el caso escalar. Su rendimiento depende de la calidad de los estimadores de los
pardmetros de covarianza y del algoritmo de optimizacién utilizado.

Ejemplo 31 (Muestreo 6ptimo para la calidad de aire de la ciudad de México).
Parailustrar la metodologia de los disefios dptimos de muestreo, escogemos dos ubicaciones de
interés para predecir el PM 10, s(% y sg, Ver Figura 11.2 (panel izquierdo). Como conjunto
D!, se toma una grilla de muestreo de 375 ubicaciones espaciales separadas cada 2km,
25 puntos de oeste a este 'y 15 de sur a norte, restringidos al drea con estaciones. La Figura
11.2 (panel izquierdo) muestra las ubicaciones de interés s(% y 3(2) v la ubicacion éptima (OL)
para agregar una nueva estacion manteniendo fija la red actual y usando (11.12). Para el
procedimiento de optimizacion, se usa simulated annealing [14] con el estado dado por el
criterio de disefio de muestreo espacial aplicado en cada iteracion. La funcion de energia
viene dada por el criterio (11.12). Con el fin de evaluar la calidad de la prediccion espacial
basada en el cokriging funcional, utilizamos el método de validacion cruzada funcional, se
deja una observacidn por fueray se predice con el resto [53]. Aunque hay algunos residuos
grandes al comienzo de la temporada debido a la variacion de los contaminantes en este
periodo, el rendimiento es bueno; la funcion media residual varia cerca de cero, de -20 a 20
en la mayoria de los casos, ver Figura 11.2 (Panel derecho).

11.5. Diseno de muestreo optimo en un
tiempo futuro. Modelo dinamico.

En caso de que se puedan cambiar de manera recurrente una o varias estaciones
de medicién como es el caso de las estaciones maviles ambientales, se puede
considerar el comportamiento dindmico del proceso espacio-temporal a través de
la evolucién de sus parametros del modelo de covarianza espacial. Ver Figura 11.3.

Es posible que la variacién temporal de los pardmetros presente algtin tipo
de autocorrelacion. Para que este andlisis se pueda llevar a cabo se necesitaria
la estimacién del parametro de covarianza espacial en cada punto del tiempo.
Esta metodologia es sencilla y combina modelos de series de tiempo con andlisis
geoestadistico.

A continuacién se presenta una formulacién para este caso.
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Figura 11.2. Panel izquierdo: En verde la ubicacién éptima para una
ubicacién adicional de la red de medio ambiente, REDMA con el fin de
predecir el PM 10 de manera 6ptima en las ubicaciones sé y sg. Panel derecho:
Residuales de la validacion cruzada con su respectiva media

Sea Y;(s) el proceso espacial en el instante ¢, donde t € D, ¢ R, s € D, c RZ,
donde el componente espacial varia en R? y el temporal en R. Asumiendo media
constante, considere el modelo:

Y,=1p +6, t=1,..,T (11.14)

donde
Yt = (Yt(sl)’ LR YZ(Sm)),’ L= 1; ",T

es el vector aleatorio en n, ubicaciones espaciales en cada punto de tiempo ¢,
observado en

St = {S], sy sn,}'

Ademids se tiene que

,utZE[Y[(S)], 1=(19“'71),

6[ = (5[(S1)’ LR 5[(3,”)),

es un proceso estacionario de segundo orden correlacionado tal que

E [6[] =0 y Var [6[] = Var [Y[] = Z[
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%, es la matriz de covarianza del proceso espacial en el instante ¢ en el conjunto de
ubicaciones S,. Es decir, la entrada 7, j-ésima de X, es

(Z’l)ij:COV[YVL(Sl‘)iyvl(sj)] i;jzlr'”’nl tzl))T

Cov [Yt (sl-),Yz(sj)] estd dado por una funcién de covarianza definida positiva
conocida C (.|®,) con el vector de pardimetros ®, (ver Seccién 6.3). Tenemos las
siguientes posibilidades:

a. Cov (Yi(s:), Yz(sj)|®); la funcién C y el pardmetro son constantes, Vi € D;.

b. Cov (Yt(si),Yt(Sj)lG)l); la funcién C es constante, pero el pardmetro varia
con el tiempo. Entonces, ®, t = 1,...,T, proviene de la serie temporal
{©;, t €D}

El caso C, (s; — 5j10,), en el que, ademds del vector de pardmetros, la funcién de
covarianza espacial también varia en cada ¢, no se considera aqui. Este supuesto
implica un proceso muy inestable y no es realista.

Para el pronéstico se pueden utilizar modelos ARIMA o cualquier otra alternativa
que permita pronosticar estos pardmetros para reemplazarlos en el criterio de
disefio en el tiempo futuro en el cual se requiere mover las estaciones. Estas
series temporales son estimaciones de pardmetros de covarianza y, por lo tanto,
se utilizan modelos para datos con error de medicién. El enfoque mds general
consiste en utilizar modelos de espacio de estados para extraer la sefial y generar
predicciones. Se asume que el término de error es un proceso aditivo de ruido
blanco, y el sesgo de los estimadores (8,);, k = 1, ..., K no es significativo. Por
ejemplo, el modelo de nivel local ([30]) para algtin pardimetro de covarianza (6,);
para tiempo discreto y continuo toma la forma, respectivamente:

Tiempo discretot =1, ..., T

(e =0+ (er (e ~N(0,02)
(O = O+ (e (e ~ N(O, oy,

(€)r v (¢);, son mutuamente independientes e independientes de (6,);.

Tiempo continuo 0 <t <T

OO = OO+ €D,  t=t1,tr, (W) ~ N, ol (1)),
(O = (8(0)) + oy w(2)

w(t) es el proceso de movimiento browniano, y o, > 0 es un pardmetro de
escala. 0'% (¢) es una funcién no estocdstica que puede depender de pardmetros
desconocidos y estd significativamente acotada desde cero. Para la estimacién de
pardmetros utilizamos los modelos reducidos

@)= O+ (€,  t=t1, sy, (€t ~ N (0, 05 (1)),
(0t + D) = (0@ + (11, )k
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Donde se supone que (e(t)); son independientes 'y (17;,); = o, [w(t; + 1) —w(2;)].
Este es un modelo de nivel discreto que permite la variacién uniforme de (e(t))y.
Esta es la tnica diferencia con el modelo de nivel local discreto.

Los pasos a seguir para usar esta metodologia se resumen a continuacion:

1. Determinar el modelo de covarianza espacial C.

2. Estimar el pardmetro de covarianza espacial ®,, en cada momento del
tiempo t,t =1, ..., T con base en ;.

3. Modelar la serie temporal formada por las estimaciones del pardmetro de
covarianza espacial @1, ..., Op.

4. Encontrar el pronéstico @7, del pardametro de covarianza espacial para
el tiempo futuro T + €, cuando las ubicaciones de observacién se pueden
cambiar, € € N.

5. Establecer el nuevo conjunto Sy.¢ de covarianza espacial ubicaciones de
observacién en el punto temporal T'+¢ optimizando el criterio especificado.

Ejemplo 82 (Optimizacién de la estimacién de la media espacial). Si el objetivo es
la estimacion de la media espacial en un instante de tiempo futuro T + €, el estimador de
minimos cuadrados generalizados (GLS) que tiene en cuenta la correlacion espacial existente
en este instante temporal es i¢,

1 'E}if Or4e

r5-1
111

frie = (11.15)

v el estimador de la varianza de fi7.¢ v que por lo tanto es el criterio con base en el cual
se puede encontrar el disefio espacial 6ptimo en el tiempo T + € estd dado por la varianza
pronosticada Var(fi+¢), que viene dada por

-1

. _ _1 NT+¢ NT+e
Var( frrse) = (1'2;@1) =1 6., (11.16)
i=1 j=1
con Tpip = (C (s; — stC:)TJrg)) , 1,7 =1, ..., npye. El criterio de disefio resultante

es la suma de las entradas de la inversa de la matriz de covarianza espacial en el instante
. . | ' ' .. . L. .

de tiempo de interés, X, ,. Entonces, la configuracion espacial optima Stv¢ para estimar

ure estd dada por el disefio muestral npe que minimiza

Var(r+¢) (11.17)

Este enfoque puede utilizarse cuando no es necesario o posible mover todas las ubicaciones
de muestreo, sino solo algunas. Es ideal para determinar la ubicacion de estaciones mdviles.

Tenga en cuenta que una ubicacion de observacion s; en el tiempo T puede variar a s;
en el siguiente tiempo T + € vy posteriormente. Ademds, los tamafios de muestreo espacial
pueden ser diferentes para cada instante temporal, s;, s; € R
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v Pronéstico: _
Or41
v Criterio: _
argmin (O, St41) y

v Diseflo  éptimo
ST

Figura 11.8. Disefio 6ptimo en el tiempo futuro 7" + 1. ©7,; es el vector
de predicciones de los pardametros de la funcién de covarianza en el tiempo
T +1 basado en la serie temporal de estimaciones de estos parametros en los
puntos temporales 1, ..., T'. Nétese que los tamarfios de muestra espacial n,
pueden ser diferentes para cada instante temporal. Ademads, una ubicacién
de observacién s; en el tiempo ¢ puede variar a s; en el siguiente tiempo ¢ + 1
y asi sucesivamente. s;, s;, S; € R¢. En general, d = 2
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En conclusion, teniendo claridad sobre las especificidades de caso, se puede llevar
a cabo la adaptacion de la metodologfa. Si la variacién de las series de tiempo es a
una frecuencia muy corta o las series son muy largas puede ser mejor recurrir a los
datos funcionales como se observa en la Seccién 11.2.
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La Tabla 11.1 hace un paralelo entre los tres grandes métodos presentados para
enfatizar la similitud en cuanto a objetivos y fundamentos tedricos, asi como la
diferencia entre los objetos aleatorios, en cada caso.

1. El elemento aleatorio que varia espacialmente es el principal cambio entre
la geoestadistica escalar y la funcional. En el primer caso, es una variable de
valor real la que varia a través del espacio, mientras que en el segundo es una
curva o funcién.

2. En muchos fenémenos no es posible tener mediciones de los datos
espacio-temporales, ni en todos los tiempos ni en todas las ubicaciones
debido a su variacién continua en estas dimensiones.

3. Es usual que la longitud de las series de tiempo sea diferente en cada
ubicacién, aun cuando son observadas en el mismo intervalo de tiempo.

4. En el contexto geoestadistico no se requiere que los datos sean observados a
una frecuencia temporal o espacial regular.

5. En el modelo geoestadistico se asume media constante. Sin embargo, lo mas
comun es que exista algin tipo de tendencia, ya sea espacial o temporal.
Esta tendencia se suele estimar usando un modelo polinémico paramétrico,
a partir del cual se obtiene un proceso residual de media cero con la misma
estructura de covarianza que el proceso original. La ventaja del modelo de
media paramétrico es que se puede estimar la media en cualquier ubicacion
de interés.

El andlisis geoestadistico de datos funcionales espaciales es un enfoque
alternativo al modelamiento espacio-temporal cuando las curvas son series
temporales que varian espacialmente. Especificamente, la geoestadistica funcional
permite llevar a cabo la prediccion espacial 6ptima de toda la curva de interés en
lugares no muestreados. La limitacién de la dimensién para el MLC es el problema
mas critico del método de cokriging. Sin embargo, esta dificultad se resuelve por
el hecho de que la representacion EFPC generalmente no necesita demasiadas
funciones propias, incluso con una o dos podria ser suficiente en la mayoria de
los casos, lo que hace posible utilizar este tipo de modelo de covarianza.

El proceso espacio-temporal y el proceso funcional se refieren al mismo
fenémeno de la naturaleza. Nétese que si tanto el conjunto indice espacial como el
temporal son continuos, estamos en el contexto geoestadistico y es posible aplicar
kriging espacio-temporal a la variable escalar o geoestadistica funcional espacial
a la funcién del tiempo que varia espacialmente. El enfoque dependerd de la
cantidad de observaciones existentes, pero sin duda el enfoque mds acorde a estas
clases de fenémenos es el funcional espacial. Si hay un nimero moderado de
observaciones tanto en el espacio como en el tiempo, pero suficiente que permita
una estimacién adecuada de la funcién de covarianza espacio temporal, es posible
usar directamente la variable escalar. Sin embargo, si en alguna de las dimensiones
existe una gran cantidad de mediciones, los métodos geoestadisticos para variable
escalar no se pueden aplicar de manera eficiente, debido a las dimensiones que
alcanza la matriz de covarianza del vector aleatorio. En este caso, es mucho mads



Disenos de muestreo optimo para la prediccion espacial ¢ 237

eficiente, construir el dato funcional usando métodos de suavizamiento, en la
dimensién que mds densamente se encuentra observada. Asi, el nuevo elemento
aleatorio es una funcién del tiempo que varfa espacialmente o una funcién de
la ubicacién espacial que varia temporalmente. Si el proceso estd densamente
muestreado se pueden obtener superficies o curvas suavizadas, pero esto impide
profundizar en las caracteristicas y la comprensién de los fenémenos, asi como
estimar medidas de incertidumbre.

11.6. Ejercicios

1. Seleccione 10 puntos dentro de una zona arbitraria y simule un proceso
espacial univariado en esos 10 lugares. Suponga que estas son las
realizaciones de la variable. Determine los lugares donde se deben instalar
dos nuevos puntos de medicién de tal manera que la prediccion cumpla
algin criterio de optimalidad. Detalle el procedimiento. Disefie algoritmo
y cédigo.

2. Repita el ejercicio anterior para el caso bivariado. Plantee un criterio que
recorra toda la region de interés y otro criterio con optimizacion discreta
sobre un conjunto definido de ubicaciones posibles.

3. Use el paquete SpatFD de R cran. Utilice bases ortonormales diferentes, por
ejemplo Fourier y Legendre para la reconstruccién de los datos funcionales.
Con estas funciones propias, repita los ejercicios anteriores de simulacién
ahora para el caso funcional tanto univariado como bivariado.
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