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CONVENCIONES Y MISCELANEAS

. En este libro, los niimeros se aproximan a las primeras dos cifras deci-
males. Por ejemplo, 2.677 se aproxima a 2.68, 4.655 se aproxima a 4.66 y
1.321 se aproxima a 1.32.

. En muchos problemas del libro se hace referencia a “la regla de oro”, la
cual se explica en la nota 1.20 del problema 1.27 (pagina 89).

. La constante de aceleracién gravitacional cerca de la superficie terrestre

«_»n

sera representada con la letra “g” y su valor sera aproximado a 9.81 m/s.

. Se pueden escribir sugerencias y comentarios acerca del libro en la pagina
web http://sites.nd.edu/sebastian-murgueitio/.
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PRESENTACION

¢POR QUE ESTE LIBRO?

Existen muchos libros de texto para ensefiar fisica en los dltimos afios de
bachillerato y en los primeros semestres de universidad. Lo que no existe en
nuestro pais —hasta donde he podido comprobar—, y es la razén por la cual
decidi escribirlo, es un libro que esté totalmente dedicado a la resolucién de
problemas de fisica. En esta obra se explica con gran detalle como resolver mas
de 100 problemas de fisica, entre los que se incluyen problemas de cinemética,
caida libre, movimiento parabdlico, fuerzas y energia. El libro estd pensado
para estudiantes de tltimo afio de bachillerato, pero también para estudiantes
universitarios de pre-fisica, e incluso de fisica 1, que deseen aclarar ciertos
conceptos o quieran poner en practica lo que han aprendido.

Para empezar, es pertinente aclarar cémo estdn resueltos los problemas en este
libro: en €l se explica cada ecuacién que se presenta y casi nunca se reemplaza
en una ecuacién més de un resultado previamente obtenido. Ademas, hay un
gran numero de ilustraciones que ayudan a comprender mejor la situacién
planteada en cada problema. El nivel de detalle aqui alcanzado puede ser
innecesario para los estudiantes que estan familiarizados con la manipulacién
y el despeje de ecuaciones, pero lo que se busca es llegar al mayor nimero
posible de estudiantes, incluyendo aquellos que no han tenido la oportunidad
de desarrollar buenas bases matematicas y fisicas en su formacién escolar.

Con el fin de ofrecer la mayor claridad posible en la resolucién de los ejer-
cicios, la solucién de cada problema empieza con dos cuadros que aclaran
qué informacién nos estdn pidiendo y qué informacién nos estan dando. En
mi experiencia como docente de fisica he notado que muchas veces el primer
error que cometen los estudiantes es no identificar correctamente lo que les
estan preguntando o la informacién que les estan dando. Por otra parte, a lo
largo de todo el libro se hace énfasis en el uso de vectores, y por eso el primer
capitulo estd dedicado a estos. Ademads, se ahonda en el manejo de sistemas de
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coordenadas, algo que no es tan comun en la formacion escolar pero es crucial
en clases méas avanzadas de fisica universitaria.

Al final de cada capitulo, para que el lector ponga en préctica lo que ha apren-
dido, he puesto varios ejercicios sin solucionar. Cada uno de estos ejercicios sin
respuesta esta inspirado en alguno de los que si fueron resueltos en el libro (en
el enunciado de los ejercicios sin resolver se indica qué problemas resueltos se
recomienda estudiar para entenderlos). El lector nunca encontraré un ejercicio
sin respuesta que no sea similar a uno de los problemas con respuesta.

Para hacer mas divertido el aprendizaje he procurado usar problemas inspira-
dos en la vida cotidiana, en la idiosincrasia colombiana y en la cultura popular.
iNo mas problemas abstractos con bloques ideales de masa M deslizandose
por planos inclinados! Los problemas en este libro involucran, entre otros, a
buses de Transmilenio, a James Rodriguez, a Caterine Ibargiien, a Atenea, a
Mariana Pajén y a John Lennon.

Aunque hace énfasis en el nivel practico del aprendizaje de la fisica, el libro
también ensefia conceptos tedricos y podria ser usado como un libro de tex-
to sobre los temas aqui discutidos. Muchas veces los conceptos tedricos son
presentados en ejercicios practicos, para que el estudiante aprenda al mismo
tiempo cémo resolver un problema y cémo entender cierto concepto. Los con-
ceptos tedricos mas importantes presentados en los diferentes problemas son
resaltados en cuadros azules y enumerados. Al final de cada capitulo se da una
lista de los conceptos teéricos usados para que el estudiante pueda repasar
facilmente lo aprendido en el capitulo y el libro pueda ser usado como uno
de consulta.

Si se usa como libro de texto, se recomienda seguir el orden de cada capitulo
porque los conceptos son presentados de forma paulatina (antes de introducir
un nuevo concepto hay uno o varios ejercicios practicos relacionados con el
concepto previo). Ademas, el nivel de dificultad de los problemas generalmente
crece a medida que avanza el capitulo. Sin embargo, es pertinente aclarar
que todos los problemas son independientes, es decir, el lector no necesita
resolver o leer un problema X para leer o resolver un problema Y. Ademas, cada
problema comienza con una lista de palabras clave que le permite al estudiante
o al docente hacerse una idea rapida de los conceptos que se estudian en él.

Escribi este libro porque me di cuenta de que hay algunos temas puntuales
que, aunque pueden parecer obvios, se dejan por fuera de las aulas de fisica y
pueden llegar a confundir a mas de un estudiante. Por ejemplo, no recuerdo
que alguien me mostrara cémo resolver un problema de plano inclinado con un
sistema de coordenadas que no estd inclinado. O, por ejemplo, es muy comun
encontrar a un estudiante que divide por una fuerza o por una aceleracién,
lo cual no tiene sentido ya que la fuerza y la aceleracién son vectores. Como
ultimo ejemplo, nunca aprendi en clase que podemos transformar una ecuacién
vectorial en una ecuacién escalar si nos concentramos sélo en las magnitudes
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(por ejemplo, de la ecuacién 3% + 2% = aX se sigue la ecuacion 3 + 2 = a). Por eso
en este libro trato de decir explicitamente cosas muy ttiles que a mi nunca me
dijeron.

Todos los problemas aqui propuestos fueron imaginados por mi, aunque, por
supuesto, mi imaginacién esta influenciada por todas las clases de fisica que
tuve en mi formacién escolar y universitaria. No pretendo decir que los pro-
blemas presentados aqui son totalmente diferentes a los miles con los que
todos nos educamos, pues todo libro de texto de fisica va a repetir un gran
numero de problemas clasicos. Pero si quiero insistir en que hice un esfuerzo
para convertir los problemas estdndar que todos hemos encontrado incontables
veces en ejercicios divertidos que pueden despertar el interés del lector. Y asi
como no segui ningun libro de texto al escribir los problemas, tampoco segui
ningun libro al introducir y explicar los conceptos tedricos; todo lo que explico
aqui estd basado en lo que aprendi en mi formacién universitaria y escolar, y si
tuviera que citar referencias bibliogréficas s6lo podria citar a mis excelentes

profesores y a mis muy inteligentes amigos fisicos!.

En resumen, el objetivo principal de este libro es brindar las bases para
que cualquier estudiante se sienta comodo en su primera clase de fisica
universitaria.

:COMO USAR ESTE LIBRO?

Este libro se puede usar (por lo menos) de tres maneras diferentes:

(1) Un estudiante que s6lo quiera practicar para un examen o taller puede ir
directamente a los problemas relacionados con el tema que le interesa, y
puede aproximarse a ellos en cualquier orden (como los problemas tienen
palabras clave, el estudiante puede encontrar rapidamente los que le son
relevantes). Ademas, si quiere practicar, debe intentar primero resolver
el problema por su cuenta y s6lo después de intentarlo puede mirar la
solucidn. Para facilitar la comprobacién rapida de cada solucién, se han
indicado en rojo las respuestas finales de los problemas. Igualmente, el
estudiante que quiera practicar puede tratar de resolver los ejercicios del
final del capitulo (que se presentan sin su solucién).

(2) Un estudiante que desee aprender teoria debe leer el capitulo que le
interesa y debe tratar de seguir la solucién de cada problema con cuida-
do, empezando por los problemas tedricos. Al hacer esto, debe prestar
especial atencién a las notas, pequefios comentarios en azul en los que
se resalta lo mas importante que se ha explicado en algunos de los pro-
blemas. Ademas, el estudiante puede buscar los problemas de opcién

' La ausencia de referencias bibliograficas en un texto académico puede asustar a algunos,
pero los temas tratados aqui son asuntos basicos que todo fisico esta en capacidad de discutir y
explicar sin necesidad de consultar otras fuentes.
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multiple (que se llaman problemas de repaso), pues estos le permiten
comprobar rapidamente si ha comprendido correctamente los conceptos
tedricos.

(3) Un profesor que desee explicar un concepto puede seguir los problemas
tedricos incluidos, en los que se ha tratado de presentar cada concepto
de forma sencilla, didactica y precisa. Ademas, el profesor puede usar
problemas del libro para mostrarles a los estudiantes cémo aplicar cierto
concepto, y por supuesto puede usar problemas cambiando los datos
o cambiando lo que se pregunta para realizar talleres o pruebas. Final-
mente, el profesor puede asignar como tareas o talleres problemas de
las secciones sin respuesta (que estan al final del capitulo), como una
forma de medir la comprensién de los estudiantes. Otra forma de medir
la comprensién de los alumnos es pidiéndoles que expliquen paso a paso
alguno de los problemas resueltos.
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VECTORES 3

Problema (tedrico) 1.1.

Palabras clave: introduccidn a vectores, canti-
dades escalares, cantidades vectoriales, simbo-
los de vectores.

(a) ¢Qué es un vector?
(b) ¢Para qué sirve un vector?
(c) ;Coémo se simboliza un vector?

(d) ¢Cémo se simboliza la magnitud de un vector?

(a) Un vector es un objeto matematico que consta de dos propiedades: magnitud
y direccién. La magnitud es lo que mide el vector (qué tan largo es) y la direccién
nos indica hacia dénde apunta el vector (;apunta hacia la derecha, hacia el
norte, hacia el oeste?). La magnitud de un vector nunca puede ser negativa,
pues no tiene sentido que algo mida una longitud negativa.

(b) Un vector sirve para representar las cantidades conocidas como cantidades
vectoriales. Una cantidad vectorial es una cantidad que debe ser especificada
con una magnitud y una direccién. Por ejemplo, la velocidad es una cantidad
vectorial porque para determinar la velocidad necesitamos saber qué tan rapido
se mueve el objeto (es decir, conocer la magnitud de la velocidad) pero también
necesitamos saber en qué direccién se mueve. Dos carros que se mueven a 100
km/h, uno hacia el sur y el otro hacia el norte, no tienen la misma velocidad
pues no se mueven en la misma direccién (aunque si tienen la misma rapidez).
La fuerza es otro ejemplo de una cantidad vectorial; para especificar una fuerza
no es suficiente decir cudl es la magnitud de la fuerza (qué tan “fuerte” es la
fuerza), sino que debemos decir en qué direccién apunta (si hacia arriba, hacia
la derecha, etc.).

Existen otras cantidades que se denominan cantidades escalares y que se re-
presentan sélo con una magnitud, es decir, con un nimero (no requieren una
direccién). Por ejemplo, la edad, la masa o la energia se representan con nime-
ros (4 afios, 40 kilogramos, 30 julios). Como no tiene sentido preguntar hacia
dénde apunta la edad, pero si tiene sentido preguntar hacia dénde apunta la
velocidad, podemos inferir que la edad es una cantidad escalar y la velocidad
es una vectorial.

(c) El simbolo tipico de un vector es una variable (generalmente una letra) que
tiene una flecha pequefia encima. Por ejemplo, A. También se suele representar
un vector mediante una variable en negrilla, por ejemplo A. Por dltimo, un
vector puede escribirse como A7, en donde A (sin negrilla) se refiere a la
magnitud del vector (cudnto mide) y 7 indica la direccién del vector (hacia
dénde apunta). Més adelante volveremos a esta tltimo notacién.
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(d) La magnitud o norma de un vector se simboliza tipicamente asi: |A|. Tam-
bién se puede escribir A (sin negrilla) para referirse a la magnitud del vector
A, es decir, se puede quitar la flecha del simbolo de vector para referirse a la
magnitud del vector.
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Problema (tedrico) 1.2.

Palabras clave: simbolos de vectores, identifi-
car vectores.

Para los simbolos | B|, A, B, 37, By b, responder:

(a) ¢Cudl representa un vector?

(b) ;Cual representa la magnitud del vector B?

(a) Seguin lo que se explicé en la seccién (c) del problema anterior, los simbolos
B, by 37 representan vectores (en el caso de 37, 3 es la magnitud del vector y 7
indica la direccién).

(b) Segtin lo visto en la seccién (d), la magnitud se representa con dobles barras
verticales o quitando la flecha al simbolo del vector. En nuestro caso, By | B|
sirven para representar la magnitud de B.

Nota 1.1. Simbolos para representar un vector

En este libro vamos a representar a los vectores como B o como Bf.
Ademas, la magnitud de los vectores sera representada como B (sin
negrilla) o como | BJ.
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Problema (tedrico) 1.3.

Palabras clave: representacién grafica de vec-
tores, direccion de vectores.

(a) ¢Coémo representamos graficamente un vector?

(b) 4Cémo especificamos la direccién de un vector?

(a) A un vector lo representamos graficamente con una flecha, como se indica a
continuacién':

Un vector se dibuja como una flecha. La punta del vector indica la direccién y la

cola es el inicio del vector.

Los vectores se suelen situar en el origen de un sistema de coordenadas. Mds
adelante veremos que para los problemas de fisica no importa cual sistema
de coordenadas usemos, y también veremos que podemos situar un vector en
una parte del plano que no es el origen. Si usamos el sistema de coordenadas
cartesiano, el anterior vector se dibujaria asi:

Y

> X

Los vectores suelen dibujarse poniendo su cola en el origen de un sistema de

coordenadas. Aqui hemos usado el plano cartesiano.

(b) Recordemos que un vector tiene magnitud y direccién. La magnitud nos
dice cudnto mide el vector y la direccién nos dice hacia dénde apunta el vector.

1 Por razones de diagramacion y formato, muchas veces en este capitulo se ha modificado el
tamarfio de los vectores dibujados, de forma que el dibujo inicial de un vector se vuelve mas grande
0 més pequefio a medida que la solucién del problema avanza. Por esa razén, si desea comprobar
algunas de las ideas explicadas en el capitulo se le recomienda al lector dibujar los vectores usando
una regla y un transportador.
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:Coémo especificamos la direccién del vector anterior? Una forma natural de
hacerlo es usando el angulo que hay entre alguno de los ejes y el vector. Por
ejemplo, podemos marcar el angulo que hay entre el vector y el eje X:

Y

> X

Notemos que hemos llamado 0 al angulo que se forma entre el vector y el eje X.

El d4ngulo 6 nos sirve para decir cudl es la direccién del vector. Por ejemplo, si
0 es 30 grados podemos decir: “el vector apunta en la direccién 30 grados por
encima del eje X”. Notemos que si no dibujamos el vector sobre un sistema de
coordenadas, no tenemos cémo indicar la direccién del vector (necesitamos un
sistema para marcar el 4ngulo que hace el vector con alguno de los ejes).
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Problema (tedrico) 1.4.

Palabras clave: representacién gréfica de vec-
tores, direccién de vectores.

Si en ambos casos el valor de a es el mismo (véase figura) y si la magnitud
de los vectores A y B es la misma, shay alguna diferencia entre los vectores?
Explique.

!

|

Aunque en ambos casos el valor de « es el mismo y la magnitud de los vectores
es igual, si hay una diferencia entre los vectores A y B: los vectores no apuntan
en la misma direccion.

Este problema ilustra que no sélo importa el valor del angulo con respecto a
uno de los ejes (en este caso con respecto al eje X), sino que es fundamental
tener en cuenta cémo medimos dicho angulo. En el caso de A se midi6 el angulo
empezando en el eje X y luego nos movimos en la direccién contraria a las
manecillas del reloj. En el caso de B, también comenzamos en el eje X pero nos
movimos en el sentido de las manecillas del reloj:

Asi, para indicar la direccién de un vector debemos tener cuidado con el
sentido en el que medimos el dngulo. Cuando vamos a dibujar varios vectores
usando el mismo sistema, debemos medir los angulos en el mismo sentido siempre.
Por ejemplo, si queremos comparar los vectores A y B, debemos decidir si
queremos medir los dngulos en el sentido de las manecillas del reloj o en
sentido contrario. Si, por ejemplo, medimos los angulos en el sentido contrario
de las manecillas (y esta es la forma mas comdn de medirlos), el angulo del
vector B debe ser medido como se indica en la siguiente figura.

Como se puede apreciar en el dibujo, este angulo p es distinto al dangulo «, lo
que rectifica que los vectores no apuntan en la misma direccién. Las direcciones
de dos vectores sdlo son iguales si el valor del dngulo de cada vector es igual, y
si este es medido en el mismo sentido.
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AY AY
a
& > > X
(04
X
B

Medimos el angulo en el sentido con- Medimos el angulo en el sentido
trario de las manecillas del reloj. de las manecillas del reloj.

AY

TR -

B

El 4ngulo de B es medido en el sentido contrario de las manecillas del reloj.

Nota 1.2. Direccion de un vector

Cuando vamos a dibujar varios vectores usando el mismo sistema de
coordenadas, debemos medir los dngulos con respecto al mismo eje
(puede ser X 0 Y) y en el mismo sentido (al contrario o en el sentido de
las manecillas del reloj).
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Problema (tedrico) 1.5.

Palabras clave: vectores que no empiezan en
el origen.

:Cudl es la diferencia entre los vectores A y B de la figura si los 4ngulos
marcados son iguales, si la linea punteada es paralela a X y si las magnitudes
de los vectores son las mismas?

AY

é\m
y
>~

Solucién

Las tnicas dos cosas que caracterizan a un vector son la magnitud y su direccién.
Aunque podemos ver que el vector B fue dibujado en un lugar del plano que
no comienza en el origen, esto no nos debe confundir: ambos vectores son
exactamente iguales porque ambos tienen la misma direccién y ambos miden
lo mismo (la linea punteada sirve para marcar el déngulo del vector Bya que no
esté cerca del eje). En realidad, B no es otra cosa que una copia del vector A
que ha sido trasladada a otra posicién en el plano.

Para entender esto mejor, supongamos que tenemos una regla de 40 cm sobre
una mesa como se ilustra a continuacién:

Ahora movemos con mucho cuidado la regla a otra posicién sobre la mesa, de
manera que no cambiamos su direccién (no la giramos ni un poco):
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Imaginemos que la regla representa el vector A. Cuando la regla estaba en la
primera posicién, tenia cierta direccién y cierta magnitud (su magnitud es
lo que mide, es decir, 40 cm). Si ahora movemos la regla a otra posicién, su
magnitud no va cambiar, va a seguir midiendo 40 cm. Y si ademas tenemos
cuidado de no cambiar la direccién, la regla en la posicién final va a repre-
sentar exactamente el mismo vector A que representaba al comienzo. De esta
manera, podemos entender el vector B como una copia del vector A, que ha
sido trasladada en el espacio.

Sin embargo, habiamos dicho en el problema 1.3 que usualmente un vector
debe ser dibujado al comienzo del origen del sistema de coordenadas, pues de
esa forma podiamos determinar la direccién del vector. Por supuesto, podemos
dibujar al vector B en el origen del sistema de coordenadas, de hecho, ese
serfa precisamente el vector A. En problemas de fisica muchas veces vamos a
encontrar situaciones en las que tenemos que dibujar muchos vectores (uno
encima del otro) y, por razones de visualizacién y claridad, es mucho més
conveniente dibujar un vector comenzando en un punto diferente del origen.
Cuando no dibujamos un vector en el origen debemos indicar la direccién del
vector usando alguna linea de referencia que sea paralela a alguno de los ejes,
como la linea punteada paralela al eje X que servia para indicar la direccién
de B.

El resultado del problema que realicemos no va a cambiar si dibujamos el
vector en el origen o en otro lugar porque, como lo ilustra la analogia con la
regla, si trasladamos un vector de un punto a otro sin cambiar su direccién,
el vector sigue siendo el mismo (su magnitud y su direccidn siguen siendo
iguales).
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Nota 1.3. Traslacién de un vector sobre el plano

Si movemos un vector del origen del sistema de coordenadas a otro
punto del sistema sin cambiar la direccién, el vector sigue siendo el
mismo.

Muchas veces es méas conveniente dibujar los vectores de modo que
comiencen en puntos diferentes del origen. En general, si no cambiamos
la direccién o la longitud, podemos mover el vector de cualquier punto
del plano a cualquier otro punto sin alterarlo.
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Problema 1.6.

Palabras clave: vectores que no empiezan en
el origen, identificar vectores graficamente.

(a) Identifique cudles de los siguientes vectores son el mismo vector, te-
niendo en cuenta el sistema de coordenadas usado y el hecho de que
todos tienen la misma magnitud.

(b) Diga con respecto a lo determinado en (a) cudles vectores son transla-
ciones y cudl es el vector original (el vector original es el que estd en el
origen).

ol

A

\QA

Ql

(a) Como en el enunciado nos dicen que todos los vectores tienen la misma
magnitud, para saber qué vectores son iguales sdlo debemos buscar aquellos
que apuntan en la misma direccién. Segtn esto, A, By D apuntan en la misma
direccion asi que estos tres vectores son iguales. También podemos notar que
los vectores E y G son el mismo vector. Por altimo, K y F también son iguales.

(b) El vector original es el que esté en el origen. A esté en el origen asi que By
D son traslaciones de A. Por otro lado, G es una traslacion de E (este ultimo es
el “original”) y K una traslacién de F.
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Problema (tedrico) 1.7.
Palabras clave: suma grafica de vectores.

Con base en los vectores A y B dibujados en la figura, dibuje el vector A + B.
Explique paso a paso su respuesta.

-
A

|

Asi como la suma de dos niumeros da como resultado otro numero, la suma de
vectores da un nuevo vector; si sumamos vectores vamos a obtener un objeto
que tiene magnitud y direccién. Si tenemos dibujados los vectores que vamos a
sumar, podemos hallar el vector resultante de la suma siguiendo tres pasos.

Paso 1
Dibujamos los vectores en el origen de un sistema de coordenadas (somos libres

de utilizar cualquier sistema de coordenadas):

AY

=

\ 4
v
o

Paso 2

Ahora escogemos cualquiera de los dos vectores que vamos a sumar y hacemos
lo siguiente: lo trasladamos sin cambiar su direccién, hasta que la cola del
vector coincida con la punta del otro vector (del vector que no movimos). En
nuestro caso vamos a trasladar el vector B (recordemos de la nota 1.3 que
si movemos un vector sin cambiar su direccién, el vector movido representa
exactamente el mismo vector).

Paso 3

Ahora trazamos un vector que una la cola del vector que no movimos (en
nuestro caso el vector que no movimos fue A), con la punta del vector que
movimos.



VEcTORES 15

|
%

» X

Movemos el vector B de manera que su cola coincida con la punta del vector A.

A Y

~N

» X

Trazamos un vector nuevo que comienza en la cola de A y va hasta la punta de B.

Hemos llamado R a este nuevo vector.

El nuevo vector R (en naranja) representa el resultado final de la suma.

Nota 1.4. Suma de dos vectores (método grafico)

Para sumar vectores de forma grafica debemos seguir tres pasos:
(a) Situamos los vectores en el origen de un sistema de coordenadas.

(b) Movemos la cola de uno de los vectores (somos libres de escoger
cual) hasta la punta del vector que no movimos. Debemos tener
cuidado de no cambiar la direccién del vector que movemos.

(c) Trazamos un vector desde la cola del vector que no movimos
hasta la punta del vector que movimos. Este ultimo vector es el
resultado de la suma.
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Problema 1.8.

Palabras clave: suma grafica de vectores, con-
mutatividad de la suma de vectores.

Muestre graficamente que el resultado de A + B no cambia si en el paso 2,

explicado en el problema anterior (nota 1.4), movemos el vector A'y dejamos
quieto a B.

Repitamos el paso 1:

=l

Paso 2

Ahora debemos mover el vector A y dejar quieto el vector B:

AY

/VA_)
> X

»
= >
B

Movemos el vector A de manera que su cola coincida con la punta del vector B.
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Paso 3

N
n

- » X

Trazamos un nuevo vector que comienza en la cola de By va hasta la punta de A.

Hemos llamado V a este nuevo vector.

El lector puede comprobar que V es exactamente igual al vector R hallado
en el problema anterior (el lector puede medir con una regla la magnitud de
ambos vectores y sus direcciones con un transportador). Asi, hemos mostrado
que al sumar no importa cual vector movemos en el paso 2.
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Problema 1.9.

Palabras clave: suma grafica de vectores,
suma de vectores.

Si un vector A mide 3 cm y apunta en la direccion positiva del eje X y si un
vector B mide 5 cm y apunta en la direccién positiva del eje Y, ;cudnto mide el
vector A+ By en qué direccién apunta?

Apliquemos los tres pasos explicados anteriormente para sumar vectores.
Paso 1

Dibujamos los vectores en el origen de un sistema de coordenadas. Debemos
tener presente que A mide 3 cm y apunta en la direccién positiva de X mientras
que B mide 5 cm y apunta en la direccién positiva de Y.

AY

-

AB

N
€ X

Dibujamos los vectores en un sistema de coordenadas.

Paso 2

Vamos a trasladar el vector B y dejar quieto a A (como vimos en el problema
1.8, el resultado de la suma es el mismo sin importar cudl vector movamos).
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&)

N
L4

4 X

Movemos el vector B de manera que su cola coincida con la punta del vector A. ‘

Paso 3

Ahora trazamos un vector que una la cola del vector que no movimos (en
nuestro caso el vector que no movimos fue A), con la punta del vector que
movimos.

AY
_)
. B
A
>
¢ X

Trazamos un nuevo vector que comienza en la cola de A y va hasta la punta de B.

El nuevo vector que hemos trazado (en naranja) representa el resultado final de
la suma. Llamemos a este nuevo vector V. ;Cuanto mide? De la figura se puede
inferir que tenemos un tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa es la magnitud
de V y las magnitudes de A y B son los catetos:
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o
[IBI|

|14]|

Es claro en el dibujo que la magnitud del vector B y la magnitud de A son los

catetos del tridngulo rectangulo.

Segun el teorema de Pitdgoras tenemos:
IVI=VIAI2+]B|? (1)

Como |B| =5 cmy |A] =3 cm, entonces

IV] =v/(5cm)2+ (3 cm)2 =34 cm (2)

Ahora debemos hallar la direccién de V. Para hacerlo debemos encontrar el
angulo que forma con el eje X (también, si quisiéramos, podriamos buscar el
angulo con respecto al eje Y). Vamos a medir el dngulo en el sentido contrario
de las manecillas del reloj:

AY

>
g X

Debemos buscar el éngulo o medido en sentido contrario de las manecillas de

reloj que el vector V forma con el eje X.

Si tenemos un tridngulo rectdngulo y conocemos el valor de los catetos, pode-
mos hallar el dangulo usando la tangente:
Co

t =—, 3
an« C, (3)
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donde Cp se refiere al cateto opuesto y Cy4, al adyacente. En nuestro caso
podemos ver que el cateto opuesto al dangulo a es la magnitud de B mientras
que el cateto adyacente es la magnitud de A, como se ilustra a continuacién:

|IBI|

[0
=
|14]|

En este dibujo es claro que la magnitud del vector B es la longitud del cateto
opuesto y la magnitud de A es la longitud del cateto adyacente del triangulo
rectangulo.

Por lo tanto, tenemos

tana = —. (4)

Aplicando la arcotangente a ambos lados (arctan(tan 0) = 0 asi como arcsin(sin0) =
0 o arccos(cos 0) = 6) obtenemos

a:arctan( HL?H ) (5)
I1A]

Al remplazar los valores obtenemos finalmente:
5
a:arctan(ﬂ) =59°, (6)
3 cm

Asi, A + B nos da un vector de magnitud /34 cm y apunta en la direccién
dada por un dngulo de 59° medido en la direccién contraria a las manecillas
del reloj.
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Problema (tedrico) 1.10.

Palabras clave: suma de vectores paralelos,
resta grafica de vectores, negativo de un
vector.

Un vector V tiene una longitud de 3 cm y un vector B, una de 4 cm. Ambos
vectores apuntan en la direccién positiva del eje X.

(a) Sume el vector V mids el vector B.
(b) Dibuje el vector B y diga si su magnitud es la misma que la de B.

(c) Calcule V - B.

(a) Paso 1

Dibujamos los vectores en el origen de un sistema de coordenadas teniendo
en cuenta que V mide 3 cm y B mide 4 cm. Ademas, ambos apuntan en la
direccién positiva del eje X:

AY

—
v

>—p- » X

-
B

Situamos ambos vectores en el origen de un sistema de coordenadas.

Paso 2

Movemos la cola de uno de los vectores hasta la punta del vector que no
movimos:
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\ &1

b » X
B

Movemos el vector B de modo que su cola quede en la punta de V. ‘

Paso 3

Finalmente, trazamos un vector desde la cola del vector que no movimos (en
este caso V) hasta la punta del que movimos (en este caso B):

AY

A &1

B
p— X
R

Trazamos un vector desde la cola de V hasta la punta de B. Llamamos R a este

vector (en verde). R es el resultado de la suma de B con V.

El vector R en verde es la suma que estdbamos calculando. Del dibujo se infiere
que la magnitud de este vector es 7 cm y su direccidén es la direccién positiva
del eje X. Esto sefiala algo importante: cuando sumamos vectores que son paralelos,
el resultado es un vector que tiene la misma direccion de los vectores que sumamos y
la magnitud es simplemente la suma de las magnitudes de los vectores iniciales (en
nuestro caso, la magnitud de V es 3 cm y la de B es 4 cm asi que la suma es
3cm+4cm=7cm).
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Nota 1.5. Suma de dos vectores paralelos (método grafico)

Para sumar vectores que son paralelos simplemente sumamos la magni-
tud de cada uno de ellos. El resultado es la magnitud del vector final:

|A+B] = |A]+|B|

Ademas, la direccién del vector final es la misma que la direccién de
los vectores sumados.

(b) Un vector con un signo negativo es un vector con la misma magnitud pero
direccién contraria al vector sin el signo negativo. Por ejemplo, —C tiene la
misma magnitud que C, pero direccién contraria. En nuestro caso, -B y B
tienen la misma magnitud pero direcciones opuestas. Como tienen direcciones
opuestas, para dibujar a —B s6lo hay que cambiar la cola por la punta de B:

—

B

B
—> <7

Para dibujar —B a partir de B, s6lo debemos cambiar la cola por la punta de B. Al
hacer eso obtenemos un vector de igual magnitud pero direccién contraria.

En el plano cartesiano —B queda as:

"<

-B 5 X

< > 4

Como ya dijimos, la magnitud de —B es la misma que la de B, 4 cm.

(c) Ahora debemos calcularY - B. Notemos que V — B no es més que la suma
del vector V con el vector —B:

V-B=V+(-B) (1)

En la seccién anterior ya supimos como es —B. Asi, vemos que toda resta se
puede entender como una suma entre un vector dado y otro vector con un
signo menos.
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Para realizar V — B debemos seguir los tres pasos que ya conocemos.
Paso 1

Situamos los vectores que vamos a sumar en el origen:

Y
N

B 7
< >

~

Paso 2

Movemos la cola de uno de los dos vectores hasta la punta del vector que no
movimos:

Y

A
B 74 X
< > )

Movemos el vector —B de modo que su cola quede en la punta de V.

Paso 3

Finalmente, trazamos el vector resultante que va desde la cola del vector que
no movimos (V') hasta la punta del que movimos (-B):



26 Fisica paso A paso. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

Y
A

-8 v X

< > »

Trazamos un vector que hemos llamado T (en verde) desde la cola V hasta la

punta de —B. Este vector representa la suma de V con —B.

De la figura se infiere que la magnitud de T es 1 cm y su direccion es la
direccién negativa del eje X. Cuidado: La magnitud de T es 1 cm (no -1
cm), pues la magnitud siempre es positiva (el signo menos indica solamente
la direccién).

Notemos lo sencillo que es realizar V — B cuando los vectores estdn sobre el
mismo eje: simplemente restamos la magnitud de V (que es 3 cm) con la
magnitud de B (que es 4 cm): 3 cm — 4 cm = -1 cm. El resultado de esa resta
nos dice que la magnitud del vector final es 1 cm y el signo menos nos dice que
apunta en la direccién negativa de X (méas adelante entenderemos mejor este
signo usando vectores unitarios).

Nota 1.6. Resta de vectores paralelos (método grafico)

Para realizar A - B debemos dibujar —B y luego sumamos A con -B
siguiendo los tres pasos de la suma explicados en la nota 1.4. Para
dibujar —B a partir de B simplemente cambiamos la cola por la punta
de B teniendo en cuenta que la magnitud no cambia.
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Problema (tedrico) 1.11.

Palabras clave: suma de mds de dos vectores,
conmutatividad de vectores.

Con base en la figura, realice de forma grafica las siguientes operaciones
respetando el orden de los paréntesis:

(a) (H-M)+C.
(b) -M +(C +H).

(c) Compare el resultado de (a) con el de (b).
H
/ \W

(a) Para hacer (H—M) + C primero debemos hacer (ﬁ—M) y al resultado

le sumamos C, pues nos piden que respetemos el orden indicado por los
paréntesis.
(H -M ) :

En primer lugar, debemos encontrar —~M. Como en la figura nos muestran M,
podemos hallar —M de forma simple, cambiando la cola por la punta:

-
M

‘ Para dibujar —M a partir de M s6lo debemos cambiar la cola por la punta.

Ahora que conocemos —M podemos hacer la suma H + (-M). Note que esto es
lo mismo que hacer (H - M).
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Paso 1

Situamos los vectores en el origen de un sistema de coordenadas:

ALY

Tl

-~
v

Situamos los vectores H y —M en el origen de un sistema de coordenadas.

Paso 2

Movemos la cola de uno de los vectores hasta la punta del otro vector:

AY
-M

-~
~

Movemos la cola de —M hasta la punta de H.
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Paso 3

Trazamos un vector desde la cola del vector que no movimos hasta la punta
del que movimos:

Tl

-~
~

Trazamos un vector que hemos llamado R desde la cola de H hasta la punta de
-M.

El vector R es el resultado de (PI —M). Ahora debemos sumarle a R el vector C.
De nuevo, hacemos los tres pasos:

Paso 1

l

Situamos los vectores R y C en el origen del sistema de coordenadas.
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Paso 2

-~

Movemos la cola de R hasta la punta de C.

Paso 3

R

-~

Trazamos un vector que hemos llamado F desde la cola de C hasta la punta de R.

El vector F es el resultado final, es decir, (I:I —]\71) +C=F.

Otro método: también hubiéramos podido sumar los vectores H, -M y C
de forma directa sin necesidad de obtener el vector intermedio R. Es decir,
hubiéramos podido afiadir el vector C directamente, poniendo su cola en la
punta de —M. Si hubiéramos hecho esto, tendriamos lo siguiente:
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Tl

-~

~

trazar el vector R.

Podemos situar la cola de C directamente sobre la punta de —M sin necesidad de

Si ahora unimos la cola del vector H que no movimos con un vector que llega
hasta la punta del ultimo vector que movimos (C), obtenemos

ALY

[~
et

-~

i
\

Unimos con un vector llamado I la cola de H con la punta de C.

El lector puede comprobar que L es igual a F. Por lo tanto, para sumar mas
de dos vectores podemos sumar primero dos vectores y encontrar el vector
que resulta de esa suma inicial y luego sumar ese vector intermedio con los
vectores que faltan, o sumar directamente los diferentes vectores, poniendo la
cola de cada vector sobre la punta del vector anterior, tal como acabamos de

hacer.

(b) Ahora debemos realizar -M + (é + I:I) Para hacerlo debemos calcular pri-

mero (C + I:I) y luego sumar —M con el resultado de (é + I:I)
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Paso 1
A Y
/ !
— —
X
Situamos los vectores H y C en el origen del sistema de coordenadas.
Paso 2
A Y
7
X
Movemos la cola de H hasta la punta de C.
Paso 3

Tl

— ==

X

~

Trazamos un vector que hemos nombrado J desde la cola de C hasta la punta de H‘

El vector J es el resultado de (C + H) Ahora debemos sumar ~M (que ya lo
conocemos por la seccién anterior) con J.
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Paso 1

Paso 2

-~

Situamos los vectores | y —M en el origen del sistema de coordenadas.

-~

Movemos la cola de J hasta la punta de —M.

Paso 3

-~

-

~

Trazamos un vector que hemos llamado D desde la cola de —M hasta la

punta de J.
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Ekvec}or Desel regultado de la suma de -M con T, y como J es el resultado de
(C +H), entonces D es el resultado de hacer -M + (C +H).

(c) Si comparamos la tltima figura con la figura donde se traza F en la seccién
(a), podemos notar que D es igual al vector F:

AY AY
=4
F
& AN & Y
A L4 A} L4
X X
~ ~

El vector D es igual al vector F. ‘

Como ambos vectores son iguales, entonces (H — M )+C esiguala -M+(C + H).
Esto quiere decir que la suma de vectores es conmutativa, es decir, no interesa en
qué orden sumemos los vectores.

Nota 1.7. Conmutatividad de vectores

La suma de vectores es conmutativa, es decir, no interesa en qué orden
los sumemos.
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Problema (tedrico) 1.12.

Palabras clave: descomposicién de un vector.

(a) Explique qué es descomponer un vector.

(b) Descomponga el vector A de la figura en el plano de coordenadas
dibujado.

(c) Escriba una expresién para la magnitud del vector A en término de la
magnitud de sus componentes.

o

=l

~

(a) Descomponer un vector es encontrar dos vectores que al sumarlos formen el
vector que queremos descomponer. Estos vectores deben cumplir los siguientes
requisitos: uno de ellos debe estar alineado con el eje X (no importa si apunta
en la direccién positiva o negativa de X) y el otro debe estar alineado con el
eje Y (de nuevo, no importa si apunta en la direccién positiva o negativa de Y).
Los dos vectores que cumplen con estas condiciones son las componentes del
vector inicial.

Notemos que el vector Ase descompone en una componente X y una Y. Esto
quiere decir que el vector A es de dos dimensiones. En general, el namero de
dimensiones de un vector es igual al nimero de componentes que necesitamos
para descomponer el vector. En este libro s6lo vamos a trabajar con vectores de
una y dos dimensiones (vectores con una o dos componentes respectivamente).

(b) Para encontrar las componentes del vector A podemos seguir los siguientes
pasos:
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Paso 1

Situamos nuestro vector en el origen del plano de coordenadas.

=~

~

Situamos el vector en el origen del plano de coordenadas. ‘

Paso 2

A continuacién, trazamos dos lineas punteadas (estas lineas son sélo una guia)
que cumplan las siguientes condiciones: una de ellas es paralela al eje Y y se
extiende desde la punta del vector hasta el eje X. La otra es paralela al eje X y
va desde la punta del vector hasta tocar el eje Y:

)
|4

Trazamos una linea paralela al eje X que va desde la punta del vector hasta el eje
Y. Trazamos otra linea paralela a Y que va desde la punta del vector hasta el eje X.

Paso 3

Finalmente, trazamos un vector en el eje X que comience en el origen y llegue
hasta el punto en que la linea punteada que acabamos de dibujar corta el eje X.
También trazamos un vector sobre el eje Y, que comienza en el origen y llega
hasta la linea punteada que corta el eje Y.
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X
> »

Trazamos un vector alineado con el eje Y que empieza en el origen y llega hasta el

punto en el que la linea punteada corta el eje Y. Trazamos un vector en X que va

desde el origen hasta el punto en que la otra linea punteada corta el eje X.

Los vectores en azul y verde son las componentes de A en el eje X y en el eje Y
respectivamente. Estas componentes se suelen denotar usando la letra inicial
del vector original con un subindice X o Y que indica si es la componente X 0 Y
respectivamente. En este caso, a la componente X (en azul) la podemos llamar
A,y alacomponente Y (en verde) la podemos llamar Ay.

Cuidado: es muy importante tener en cuenta la direccién de las componentes.
Siempre debemos pintarlas de modo que vayan del origen hacia el punto en
que la linea punteada corta el eje (nunca pintarlas desde la linea punteada
hasta el origen). Por ejemplo, seria un error pintar la componente Y asi:

)
4

Es un error pintar la componente en Y apuntando hacia el origen. Las componentes

siempre se deben trazar ubicando su cola en el origen y su punta en el punto en

que la linea punteada corta el eje.
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Nota 1.8. Descomponer un vector

Descomponer un vector es encontrar sus componentes. Por ejemplo,
encontrar Ay y A,. Para descomponer un vector debemos seguir tres
pasos:

Paso 1: Situamos el vector en el origen de un sistema de coordenadas.

Paso 2: Trazamos una linea (mejor si es punteada para no confundirla
con un vector) paralela al eje Y que va desde la punta del vector hasta
que toca el eje X. Trazamos una linea paralela al eje X que va desde la
punta del vector hasta que toca el eje Y.

Paso 3: Trazamos un vector en el eje X que comience en el origen y que
llegue hasta el punto en que la linea que acabamos de dibujar toca el
eje X. Esta es la componente X. Trazamos un vector que comienza en el
origen y llega hasta el punto en que la linea punteada toca el eje Y. Esta
es la componente Y.

(c) Ahora debemos escribir la magnitud de A en términos de la magnitud de
sus componentes. Esto se puede calcular de forma muy rapida si formamos
un triangulo rectangulo entre las dos componentes y el vector A. Para formar
este tridngulo a partir de la figura donde encontramos las componentes del
vector A, podemos por ejemplo trasladar Ay hasta la linea punteada paralela al
eje Y. Recordemos de la nota 1.3 que si trasladamos el vector sin rotarlo o sin

cambiar su direccion, este sigue siendo el mismo.

Podemos trasladar Ay desde el eje Y hasta la linea punteada que es paralelaa Y

para formar un tridngulo rectangulo entre las componentes y el vector inicial.
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De este tridngulo que hemos formado es muy facil deducir que la magnitud
de A no es més que la hipotenusa de un triangulo cuyos catetos son las dos
componentes. Es decir,

[A] =/ 1A%+ [ Ay |12 (1)

Ademds, en la altima figura es claro que la suma de Ay con Ax nos da A. Esto
muestra que, como dijimos en (a), descomponer un vector es encontrar dos
vectores, uno alineado en X y otro en Y, que al sumarlos nos dan el vector que
queriamos descomponer.

Nota 1.9. Vector en términos de sus componentes

Muchas veces, para hallar la direccién o magnitud de un vector, debe-
mos formar un tridngulo rectingulo de modo que las componentes del
vector sean los catetos y el vector sea la hipotenusa. Para formar dicho
tridngulo, debemos mover una de las dos componentes desde su eje
correspondiente hasta la linea punteada paralela a dicho eje.

Todo vector se puede escribir como una suma de sus componentes. Por
ejemplo A se puede escribir como A = Ay + A,.

La magnitud de un vector siempre se puede escribir como la raiz cua-
drada de la suma de la magnitud de cada componente al cuadrado. Por

ejemplo,
Al =/ IAx]? + | Ay 2.

2 En este libro llamamos componentes a los vectores que descomponen el vector. En otros libros
se llama componente a la magnitud de estos vectores, y se llama vector componente a los vectores
que descomponen el vector.
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Problema 1.13.

Palabras clave: descomposicién de un vector,
vectores sin alguna componente.

Descomponer los vectores A y B de la figura.

Y Y
N

=)

\V><
=

ry
>

~

Empecemos por descomponer a A. Antes de repetir los tres pasos de la nota
1.8 para descomponer los vectores, notemos que el vector A esté alineado con
el eje X (si trazdramos una linea punteada paralela al eje X desde la punta del
vector, esta linea estaria también sobre el eje X). En otras palabras, podemos
decir que el vector es su propia componente en X, es decir, A = Ax Como el
vector estd alineado en X, no tiene nmguna componente Y. Es decir, Ay = (este
cero no representa el nimero cero sino el vector cero, o vector nulo, que es un
vector cuya magnitud es cero).

Recordemos que descomponer es encontrar dos vectores, uno en X y uno en Y,
tales que al sumarlos se forme el vector que queremos descomponer. En este
caso, podemos escribir a A como A = Ay, que es lo mismo que A = A +0 (la
componente Y es cero).

Para el caso de B sucede algo similar. El vector B estd completamente ali-
neado con el eje Y, asi que él mismo es su propia componente en Y y no
tiene componente en X; B = By y By = 0 (la componente X de este vector es el
vector nulo).

Nota 1.10. Vector sobre un eje

Cuando un vector estd alineado con uno de los ejes no hay que descom-
poner al vector; él mismo ya esta descompuesto en el eje sobre el que
esta alienado y no tiene componente en el otro eje.
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Problema 1.14.

Palabras clave: descomposicién de un vector,
magnitud de las componentes.

Si un vector V mide 5 cm y forma un dngulo de 30° con respecto al eje X,
jcudnto miden sus componentes?

Lo primero que debemos hacer para descomponer el vector es dibujarlo en un
sistema de coordenadas (este es el paso 1 de la nota 1.8):

Paso 1
Y
A
—
V
X
30° N
4
Situamos el vector en el origen del plano de coordenadas.
Paso 2

Ahora dibujamos dos lineas punteadas, una paralela al eje X que va desde la
punta del vector hasta el eje Y y otra paralela a Y que une la punta del vector
con el eje X:

>

30°

Dibujamos las dos lineas guia que unen la punta del vector con los ejes.
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Paso 3

Dibujamos las componentes teniendo en cuenta que la componente Y va desde
el origen hasta el punto en que la linea punteada corta el eje Y y la componente
X va desde el origen hasta que la linea punteada corta el eje X:

30°

Trazamos la componente X y Y.

Ahora podemos aplicar la nota 1.9, que nos dice que para hallar la magnitud de
un vector es conveniente formar un tridngulo rectdngulo con las componentes
del vector. Para formar ese tridngulo simplemente movemos la componente Y
hasta la linea punteada paralela al eje Y:

Formamos un tridngulo rectdngulo moviendo la componente Y desde el eje Y hasta
la linea punteada paralelaa Y.

Con este tridngulo ya es sencillo hallar las componentes porque la magnitud
de V, es la longitud del cateto adyacente y la magnitud de Vy es la longitud
del cateto opuesto. Graficamente, esto se puede ilustrar asi:
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La magnitud de la componente X es el cateto adyacente Cg, la magnitud de la
componente Y es el cateto opuesto C, y la magnitud del vector V es la hipotenusa
H.

A partir de esta figura se ve claramente que

A

n30° = —
VI

(1)

pues el seno de un angulo es igual al cateto opuesto sobre la hipotenusa.
Podemos despejar |V, || multiplicando la anterior ecuacién por |V

|V][sin30° = |V, | (2)

Como la magnitud de V es 5 c¢m, la anterior ecuacién nos da

(5cm)sin30°=2.5cm = |V, | (3)
———
4
En palabras, la componente Y mide 2.5 cm.

Por otro lado, como el coseno del dngulo es la componente adyacente dividida
entre la hipotenusa, tenemos:

v,
c0s30° = M (4)
4

Entonces, si multiplicamos la anterior ecuacion por ||V, tenemos:

|V |cos30° = || V| (5)
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Si usamos que la magnitud de V es 5 cm, obtenemos

(5 cm)cos30° =4.33 cm = || Vy | (6)
—_——
4

También podiamos haber obtenido la componente X usando la funcién tangen-
te, ya que conocemos el angulo y conocemos |V, |, que es el cateto opuesto del
tridangulo. Asi que de

. 1%l
tan30° = — (7)
| Vil

podiamos despejar | Vy|.

Vemos entonces que hay diferentes formas de hallar las componentes, ya sea
usando la magnitud del vector original y el d4ngulo, ya sea usando la magnitud
de la otra componente y el angulo. Sin embargo, si no hubiéramos conocido
| \73, |, s6lo hubiéramos podido hallar |Vy|| usando coseno. Lo importante es
saber identificar en qué funciones trigonométricas aparecen las variables que
queremos hallar. Por ejemplo, en este problema nos dimos cuenta de que en la
funcién coseno y en la funcién tangente aparecia ||Vy|. Una vez identificamos
las funciones, usamos aquella en la que aparezcan otras variables que cono-
cemos. En el presente problema tanto la tangente como el coseno nos servian
porque conociamos el dngulo, la hipotenusa y el cateto opuesto.

Nota 1.11. Hallar componentes o dngulos

Si queremos hallar alguna de las variables del tridngulo rectangulo
formado por las componentes y el vector, debemos seguir dos pasos: (1)
Identificar las funciones trigonométricas en las que aparece la variable
que necesitamos. (2) De las funciones encontradas en (1), utilizar aque-
lla en la que aparezcan el mayor nimero de variables conocidas (puede
suceder que nos sirvan varias funciones).

Otra forma de hacerlo: notemos de la segunda figura de la pagina 42 que tam-
bién podiamos haber formado el tridngulo rectangulo moviendo la componente
X hacia arriba, como se indica en la figura de la pagina siguiente:
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=1

30°

> X

Si movemos la componente X en vez de la Y también se forma un triangulo

rectangulo.

Sin embargo, en este tridngulo no aparece el dngulo de 30° que nos daban
inicialmente (el dngulo qued¢ por fuera del tridngulo), y aunque es facil hallar
el angulo que esta dentro del tridngulo (es 60 grados en este caso), el problema
se extiende un poco mds. Por lo tanto, es mdas conveniente formar el triangulo
rectangulo de forma que el angulo que nos indican quede dentro del triangulo y
no afuera.
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Problema 1.15.

Palabras clave: descomponer un vector en un
plano inclinado.

Trazar las componentes del vector en rojo teniendo en cuenta el sistema de
coordenadas indicado.

Y

A pesar de que el sistema de coordenadas esta inclinado, esto no nos debe
confundir, y s6lo debemos seguir los tres pasos de la nota 1.8. A veces va-
mos a utilizar sistemas de coordenadas inclinados porque pueden ser mas
convenientes para trabajar ciertos problemas.

Paso 1

Ponemos el vector en el origen del sistema de coordenadas:

Y

Ubicamos el vector en el origen del sistema de coordenadas.
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Paso 2

Trazamos las lineas punteadas desde la punta del vector, una paralela al eje X
y que corta el eje Y, y otra paralela al eje Y que corta al eje X:

Trazamos las lineas punteadas que cortan el eje X y el eje Y.

Paso 3

Dibujamos las componentes sobre los ejes; la componente X va desde el origen
hasta el punto en que la linea punteada corta el X y la componente Y va desde
el origen hasta el punto en que la linea punteada corta al eje Y:

Y

Dibujamos las componentes sobre los ejes. En azul esta la componente X y en
verdela Y.

Como todo vector se puede escribir como la suma vectorial de sus componentes
(nota 1.9), si sumamos el vector azul con el verde deberiamos obtener el vector
rojo. Realicemos la suma saltando el paso 2:
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Y

[ Si sumamos ambas componentes se forma el vector rojo, como es de esperar. |
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Problema 1.16.

Palabras clave: descomposicién de un vector,
hallar componentes, hallar dngulos, funciones
trigonométricas.

A continuacién va a encontrar varios vectores con sus respectivas descomposi-
ciones y usted debe hallar, de acuerdo a la informacién indicada en cada caso,
las incégnitas (las incégnitas se indican con el signo ?). En cada caso, explique
cuales son las variables conocidas y cudles son las incégnitas y después dibuje
el tridngulo rectdngulo mds conveniente.

o~

-~
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1. Conocemos el angulo a, | V| (la hipotenusa) y |V, | (el cateto opuesto). La
incognita es | V|, la magnitud de la componente X. El tridngulo més conve-
niente es aquel en el cual el dngulo a queda dentro (como dice la nota 1.11), es
decir:

P

Ahora, como la incognita es | Vy|, necesitamos buscar alguna funcién trigo-
nométrica en la que aparezca ||Vy| (como dice la nota 1.11). Como | Vy| es
el cateto adyacente, podemos usar cualquier funcién en la que aparezca el
cateto adyacente. Por ejemplo, la tangente (cateto opuesto sobre adyacente) y
el coseno (cateto adyacente sobre hipotenusa) podrian servir. Notemos ademds
que ambas funciones sirven porque conocemos tanto el cateto opuesto (que es
| V[l) que se necesita en la tangente, como la hipotenusa (|| V) que se usa en
el coseno. Asi que podemos escoger cualquiera de estas dos funciones. Usemos
coseno:

cosa=-———. (1)

Si multiplicamos por |V |, obtenemos

[VIcosa=Vyl. (2)

Asi, la anterior ecuacion nos permite hallar la incégnita || Vy||.

2. Conocemos |V, | y | V| pero desconocemos el éngulo entre el vector |V y
el eje X, y también desconocemos |V |. El tridngulo mas adecuado es, como
siempre, aquel en el cual el 4ngulo (en este caso un dngulo que debemos hallar)
aparece dentro del tridngulo:
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Dado que tenemos dos incégnitas, primero vamos a hallar una y después
la otra.

Para hallar el 4angulo debemos buscar funciones trigonométricas en las que
aparezca el dngulo; en todas las funciones trigonométricas aparece el dngulo
as{ que de una vez debemos buscar una funcién en la que, ademds del dngulo,
aparezcan las otras variables que conocemos. La funcién que buscamos es el
seno, ya que conocemos el cateto opuesto (H Vy H) y la hipotenusa (H VH):

sinx = ——. (3)

Notemos que hemos llamado x al angulo que queremos hallar. Si aplicamos
arcoseno a la anterior ecuacién, obtenemos el angulo

x:arcsin( H‘iy“ ) (4)
4

Una vez conocemos el dngulo, y dado que conocemos la hipotenusa y el cateto
opuesto, es muy sencillo hallar el cateto adyacente (|| V| ) Sélo necesitamos una

funcién trigonométrica en la que aparezca | Vy| y aparezcan las otras variables
conocidas. Podemos usar coseno o también tangente. Usemos tangente:

A
[Vl

tanx =

(5)

Si ahora multiplicamos por |V, obtenemos

[Viltanx = [V, . (6)

Si dividimos por tan x hallamos finalmente a | Vy|:

IV,
tanx’

[Vl =
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Si usamos finalmente el resultado dado por la ecuacién (4) en la ecuacién (7),

obtenemos .
[yl

> .
tan(arcsin( H ﬁy H ))
4

———
X

IVl =

(8)

Ahora, si nosotros no hubiéramos hallado el angulo, entonces no habriamos
podido hallar | Vy| usando las funciones trigonométricas. Sin embargo, hu-
biéramos podido hallar ||V, | usando el teorema de Pitdgoras; como || Vx| es uno
de los catetos y | V| es la hipotenusa del tridngulo rectdngulo, entonces

VIVIZ=1Vy)2 =] Vx| (9)

(este resultado es equivalente al dado por la ecuacién (8), el lector lo puede
comprobar inventando algunos valores para las diversas variables®). Vemos una
vez mas que hay diferentes caminos para despejar los valores de las variables
que deseamos hallar.

3. Conocemos |V, | y el 4ngulo 6 que se forma entre |V y |V, . Debemos

hallar | Vy| y |V|. Notemos que esta vez el tridangulo rectangulo mas favorable
se obtiene moviendo V, hacia arriba, de modo que el dngulo 0 quede adentro:

Y

A

> X

Empecemos por hallar ||Vy|. Como | Vy| es el cateto opuesto al &ngulo 0, po-
demos usar la funcién seno, que relaciona | Vy| con 0 y con | V|. El problema
es que no conocemos tampoco |V . La otra funcién trigonométrica en la que
aparece ||Vy| es la tangente. Ademas, en la tangente aparece el cateto adya-
cente (|| Vy |), que si conocemos (el lector debe tener cuidado aqui porque no

3 Al inventar estos valores el lector debe tener en cuenta que el 4ngulo debe ir entre cero y
noventa grados.
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siempre el cateto opuesto al 4ngulo es la componente Y, Vy, y el adyacente la
componente X, Vx). Por lo tanto, tenemos

v,
tan© = ” ﬁxH (10)
IVyl
Si multiplicamos por ||V, | podemos despejar | Vy|:
[Vy | tan 6 = | V. (11)

Ahora que conocemos ambos catetos, podemos despejar |V | usando cualquiera
de las funciones trigonométricas en las que aparece (como el coseno y el seno).
Pero también podemos usar el teorema de Pitdgoras:

VIVal2 + V]2 = V). (12)

Si usamos el resultado de la ecuacién (11) en la ecuacién (12), obtenemos

_ 2 - .
V (1Y, ltan0) 4V, 12 | V1. (13
—_——
A

4. En este caso conocemos la magnitud de ambas componentes y debemos
hallar el dngulo y |V|. El tridngulo mds conveniente es el siguiente:

Notemos que al usar este tridngulo el dngulo que debemos hallar queda dentro
del triangulo rectangulo.
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Como vimos en el caso anterior, podemos hallar | V|| usando el teorema de

Pitdgoras directamente:
VIV +1V ]2 = V. (14)

También hubiéramos podido hallar el angulo primero, y luego usar alguna
funcién trigonométrica para despejar ||V ||. Ahora que conocemos ambos catetos
y ya hallamos la hipotenusa podemos hallar el angulo usando cualquier funcién
trigonométrica. Usemos por ejemplo la tangente:

tanx = ——, (15)

donde hemos llamado x al angulo que buscamos (no confundir esta x del dngulo
con la x que indica la componente X). Si aplicamos la funcién arcotangente,

tenemos finalmente ~
_ Iyl
X = arctan . (16)

| Vs

5. Conocemos |V y el 4ngulo p que se forma entre |V y || Vy |. Debemos
hallar ambas componentes. El tridngulo rectdngulo mas favorable se obtiene
moviendo a | V| hacia arriba, de modo que el angulo p quede adentro:

Y
N

A

2

¢ ¥ X

Hallemos primero la componente |Vy|. Como | Vy| es el cateto opuesto al
angulo, podemos usar la funcién seno que relaciona el cateto opuesto con el
angulo y la hipotenusa (la funcién tangente no sirve porque desconocemos el
otro cateto):

A

sinf = -——.
4

(17)

Si multiplicamos por | V|| obtenemos

[V]sin = |Vi|. (18)
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Para hallar |V, | podemos usar tanto la funcién tangente (pues acabamos de
hallar el cateto opuesto) o la funcién coseno. Usemos coseno:

cosp=——=—. (19)

Si multiplicamos por |V | podemos despejar |V, |:

[Vicosp=[Vyl. (20)

Es bueno anotar que no importa si el vector que descomponemos esta en el
primer, segundo o cualquier otro cuadrante del plano (en este caso estaba en el
segundo); el tridngulo analizado es un tridngulo formado por la magnitud de
las distintas componentes (nos olvidamos de las direcciones).

6. Esta vez tenemos una situacién similar a la del caso 2, en la que conocemos
la hipotenusa | V| y un cateto || Vy|. Debemos hallar el dngulo y la componente
IV, |l. Empecemos por encerrar el angulo desconocido moviendo la componente

[Vy1-

2Y

-_—
~

Hallemos primero el angulo. Para hacerlo debemos usar una funcién trigo-
nométrica en la que aparezca la hipotenusa y | Vy|, que son las variables
conocidas. Como | Vy | es el cateto adyacente, debemos usar la funcién coseno
que relaciona este cateto con la hipotenusa:

CoSX=-——. (21)

Aplicando arcocoseno, tenemos:

x:arccos(|f|) (22)
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Una vez conocido el angulo, podemos encontrar |V, | usando una funcién tri-
gonomeétrica en la que aparezca ella con otras variables conocidas. Por ejemplo,
podemos usar la tangente que relaciona || Vy | (cateto opuesto) con || Vy| (cateto
adyacente):

_ %]
tanx = ——. (23)
|Vl

Si multiplicamos por || Vy| obtenemos

[Viltanx = [V, . (24)

Finalmente, usamos el resultado de la ecuacién (22) para remplazar el dngulo:

7 | Vx| -
| Vx| tan (arccos( H \;H =V (25)

[ —
X

(También podiamos haber hallado |V, | usando el teorema de Pitédgoras).

7. Esta vez conocemos |V |y | Vy | y debemos hallar | Vx| y el &ngulo. El tridngu-
lo mas conveniente es el siguiente:

Y
N

— X

Como |V, | es el cateto opuesto y | V|| la hipotenusa, podemos usar la funcién
seno que relaciona estas dos variables conocidas con el 4ngulo que desconoce-
mos:

sinx = —— (26)

Si aplicamos arcoseno, obtenemos

x:arcsin( H ‘{y ”) (27)
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Podemos hallar | Vy| usando el angulo y funciones trigonométricas como co-
seno o tangente. O también podemos usar el teorema de Pitagoras:

VIVIZ= V|2 = [ Va]. (28)

8. Conocemos | V| y | Vx| y debemos hallar el 4ngulo y |V, | que es la magnitud
de la componente Y. Empecemos por formar un tridngulo en el cual el dangulo
que queremos hallar quede encerrado:

Podemos hallar | Vy | usando el teorema de Pitdgoras o hallando primero el
angulo y después usando una funcién trigonométrica. Usemos el teorema
de Pitdgoras, teniendo en cuenta que |V es la hipotenusa y |Vi| y ||V, | los

catetos:
VIVIE=[Vel2 = Vy]. (29)

Podemos hallar el angulo a partir de cualquier funcién trigonométrica, pues
ya conocemos la hipotenusa y ambos catetos. Usemos, por ejemplo, el seno:

v,
sinx = H ﬁyH. (30)
4
Por lo tanto, .
AVl
X =arcsin ——. (31)
4

Finalmente, debemos usar el resultado de la ecuacién (29) para remplazar
IV,
vyl
—_—

VIV]2- |Vx|2)
AR L) (32)

X = arcsin —
IV
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Problema (tedrico) 1.17.
Palabras clave: vectores unitarios.

(a) Explique qué es un vector unitario y para qué sirve.

(b) Dibuje en un sistema cartesiano los vectores unitarios que apuntan en
la direccién positiva de X y en la positiva de Y.

(c) Dibuje los vectores unitarios que apuntan en la direccién negativa de
Xy en la direccién negativa de Y.

(a) Un vector unitario es un vector que tiene magnitud 1 y puede tener cualquier
direccién. Usualmente los vectores unitarios se simbolizan con un gorrito en
vez de una flecha. Por ejemplo, # simboliza un vector unitario mientras que 7 no.
Los vectores unitarios sirven para indicar de forma sencilla la direccién de un
vector. Por ejemplo, si un vector V tiene magnitud 8 y apunta en la direccién
norte, podemos escribir V usando un vector unitario cuya direccién sea el norte
(llamemos 7 a ese vector). Si usamos ese vector unitario, podemos escribir V
como V =87, donde 8 es la magnitud de V y 71 nos indica la direccién*. Notemos
que es mucho menos practico escribir V que escribir 8, pues si escribimos V
no estamos indicando la magnitud ni la direccién mientras que si escribimos
87 indicamos ambas cosas a la vez. Esa es la gran utilidad de estos vectores.

(b) El vector unitario que apunta en la direccién positiva de X se puede escribir
como X mientras que el vector unitario que apunta en la direccién posmva
de Y se puede escribir como 9 (en otros libros se usa 7 para referirse a £ y j
para referirse a ¢, pero en este libro usaremos la primera notacién). No sobra
recordar que como todos los vectores unitarios, la magnitud de £ y 9 es 1:

[#] =1y [9]=1.
Dibujar estos vectores en un sistema cartesiano es muy facil, pues s6lo necesi-

tamos dibujar a £ apuntando en la direccién positiva de X, y a § apuntando en
la direccién positiva de Y:

4En la nota 1.1 vimos que un vector puede escribirse como A?, donde A indica la magnitud
del vector y 7 la direccién. Ahora entendemos por qué la notacién A usa el vector unitario 7.
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> 4
~

El vector unitario X apunta en la direccién positiva de X mientras que 9 apunta en

la direccién positiva de Y.

(c) El vector unitario que apunta en la direccién negativa de X es —% y el vector
unitario que apunta en la direccién negativa de Y es —7. Como se ve, sélo
debemos ponerle un signo menos a £ y a § para indicar que apuntan en las
direcciones negativas de X y Y, lo cual era de esperarse ya que el negativo de
un vector es el mismo vector cambiando la cola por la punta (nota 1.6). Dibujar
estos vectores es igual de facil que antes, s6lo que ahora apuntan en direcciones
contrarias:

Y

_~

i
>
i

>

Y

El vector unitario —£ apunta en la direccion positiva de X mientras que —7 apunta

en la direccién positiva de Y.
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Nota 1.12. Vectores unitarios

(a) Un vector unitario es un vector que tiene magnitud igual a 1.

(b) Todo vector se puede escribir como la magnitud del vector segui-
da de un vector unitario que indica la direccién. Por ejemplo, A7
se lee asi: A es la magnitud del vector y 7 es un vector unitario
que indica la direccién.

(c) £ es un vector unitario que apunta en la direccién positiva
de X mientras que —X es un vector unitario que apunta en la
direccién negativa de X; 7 es un vector unitario que apunta en
la direccién positiva de Y y —9 es un vector unitario que apunta
en la direccién negativa de Y.
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Problema 1.18.

Palabras clave: vectores unitarios, escribir un
vector usando vectores unitarios.

(a) Indique la direccién de los vectores A y B usando vectores unitarios.

(b) Si A tiene magnitud 5 (no interesan las unidades) y B magnitud 2,
escriba ambos vectores usando la notacién de vectores unitarios.

Y Y

_~ _

=)

(a) Determinar la direccién es determinar hacia dénde apunta el vector. En este
caso es claro que el vector A apunta en la direccién positiva del eje X. Usando
vectores unitarios, podemos decir que la direccién de A es . Por su parte, B
apunta en la direccién negativa de Y. Usando vectores unitarios, podemos decir
que la direccién de B es 9.

(b) Como ya sabemos, todo vector se puede escribir como una magnitud junto
a una direccién. Si la magnitud de A es 5y la direccién es %, entonces podemos
escribir A como A = 5%. Podemos escribir B como B = 2(~9) (los paréntesis son
para que no confundamos el signo menos con una resta). Sin embargo, lo mas
comtn es evitar usar los paréntesis y escribir B como B = ~29. Al hacer esto es
importante entender que el signo menos proviene de la direcciéon del vector y
no tiene nada que ver con la magnitud; recordemos que la magnitud siempre
es positiva.
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Problema 1.19.

Palabras clave: vectores unitarios, escribir
vectores usando vectores unitarios.

(a) Suponga que la magnitud del vector D es D y el vector apunta en la
direccién negativa de Y. Escriba el vector usando vectores unitarios.

(b) ¢Cual de los siguientes es un vector que tiene direccién positiva de X y
ademas tiene magnitud 5: 6%, -59, 5, 5%, 5x, (10/2)% 0 5%?

(a) La magnitud de D es D y el vector apunta en la direccién negativa de Y asi
que debemos usar el vector unitario —7. Por lo tanto, D se puede escribir como
—-D7 (esto es exactamente lo mismo que D(-7) pero es mas simple).

(b) 6x es un vector con direccién positiva de X pero es de magnitud 6, entonces
no cumple lo que nos piden. —59 es un vector de magnitud 5 con direccién
negativa en Y pero necesitamos uno con direccién positiva en Y. 5 es un escalar
y no un vector (no tiene direccién). —5% tiene magnitud 5 pero tiene direccién
negativa en X. 5x no es un vector (la x no es un vector, sino una variable escalar).
(10/2)% es un vector que apunta en la direccién positiva de X y, ademas, su
magnitud es 10/2, que es igual a 5, asi que este vector cumple lo que nos piden.
5% también funciona, pues es un vector de magnitud 5y con direccién positiva
en X.
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Problema (tedrico) 1.20.

Palabras clave: escribir vectores usando vec-
tores unitarios, sumar vectores componente a
componente.

(a) Si A=A, +Ay y B=B,+ Ey, muestre que A+Bse puede entender como
un vector cuya componente en X es Ay + B, y su componente Y es
Ay +By.

(b) Si las componentes del vector A son A, = 3%y Ay = -47 y las compo-

nentes del vector B son By = 5% y E’y =29, scudles son las componentes
del vector que resulta de sumar A con B?

(c) Muestre que B - A es un vector cuya componente X es (1§x —Ax) y su
componente Y es (E}, —A},).

(d) Halle las componentes de B - A.

(a) Recordemos que todo vector se puede escribir como una suma de sus
componentes, asi que al vector A lo podemos escribir como

A=A+ A, (1)

Supongamos que queremos sumar el vector B con A. También podemos escribir
B con sus respectivas componentes:

B=B,+B,. (2)

Por las ecuaciones (1) y (2) es claro que A+Bes igual a

A+§:Ax+ﬁy+l§x+l§y. (3)
———— N —
) i

B

Ahora, recordemos que la suma de vectores es conmutativa (nota 1.7), asi que
podemos escribir la anterior ecuacién asi:

A+B=(Ay+By)+(Ay+By), (4)

donde hemos agrupado las componentes en X de los vectores y las componentes
en Y (los paréntesis sirven para ayudarnos a ver con mds claridad). Finalmente,
recordemos que cuando tenemos vectores que estan sobre el mismo eje, la suma
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nos da un vector que también estd sobre el mismo eje. Por lo tanto (Ax + Bx)
nos da un vector que esta sobre el eje X y (Ay + By), uno que esta sobre el eje Y.
El vector que resulta de (AX + Bx) es la componente X del vector que resulta de
A + B, mientras que el vector que resulta de (Ay + Ey) es la componente Y del
vector que resulta de A + B. Por lo tanto, hemos mostrado lo que nos pedian en
el enunciado.

(b) Como acabamos de mostrar, la componente X del vector que resulta de
A+ B esta dada por la suma de las componentes en X de Ay de B, es decir, esta
dada por (A +B ) Nos dicen que Ay =3% y By = 5% asi que (A +B ) es igual
a

Ay +By=3%+5%=8%. (5)

Ademas, Ay =-49 y By =29 por lo que (Ay + Ey) esigual a

Ay +By=-49+29 = -279. (6)
Notemos que no importa si una de las componentes es negativa, sumamos
como si fueran numeros y al final el signo indica la direccién. En este caso
hemos visto que el signo final es negativo, asi que esta componente apunta

hacia el sentido negativo del eje Y. En resumen, la componente X del vector
que resulta de A + B es 8£ y la componente Y es —27.

(c) Para interpretar B - A podemos realizar un razonamiento similar al de la
suma. Primero notemos que B - A se puede escribir como

B-A=(Bx+By)-(Ax+Ay). (7)
Ademis, usando la conmutatividad de la suma de vectores, lo anterior se puede
escribir como

B-A=(Bx-Ay)+(By-4y). (8)

De forma similar a lo que sucedia con la suma, (Ex - Ax) nos da la componente
X de B- A mientras que (By - Ay) nos da la componente Y.

(d) Por el numeral anterior, como Bx =5%y Ax = 3%, tenemos que
By - A, =5%-3%=2%. (9)

Ademas, como By =20y Ay =—47, entonces (By —/Yy) esigual a

By - Ay =29 - (-49) = 67. (10)
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Nota 1.13. Componentes de A + By de A B

La componente X de una suma de vectores es igual a la suma de las
componentes en X de cada vector. Por ejemplo, (Ax + Bx).

La componente Y de una suma de vectores es la suma de las componen-
tes en Y de cada vector. Por ejemplo, (A, +By).

La componente X de una resta de vectores es la resta de las componentes
en X. Por ejemplo, (Ax = Bx).

La componente Y de una resta de vectores es la resta de las componentes
en Y. Por ejemplo, (Ay = By).
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Problema (tedrico) 1.21.

Palabras clave: suma grafica de vectores, su-

ma gréﬁca de vectores componente a compo-
nente.

(a) Descomponga los vectores A y B en el plano cartesiano indicado.

Y

_~

=)

(b) Sume la componente X de A con la componente X de B y haga lo mismo
para las componentes Y.

(c) Sume los dos vectores obtenidos en el punto anterior.

(d) Sobre el mismo dibujo obtenido en el numeral anterior, sume graficamen-
te los vectores A y B.

(a) Primero debemos buscar las componentes Xy Y de cada vector. Para hacerlo
repetimos los tres pasos explicados en la nota 1.8.
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Paso 1

Ubicamos los vectores en el origen:

B

A

-~

~

-

N
A

X

Ubicamos cada vector en el origen del sistema de coordenadas.

Paso 2

Trazamos nuestras lineas guia (una paralela a X que corta el eje Y y otra paralela

a'Y que corta el eje X).

%]

1Y

-~

Trazamos las lineas punteadas correspondientes.

Paso 3

Ahora trazamos las componentes de cada vector recordando que deben empezar
en el origen del plano de coordenadas y llegar hasta el punto en que cada linea

punteada corta los ejes:
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1
¢ : p—
B, |
!
- !
4 !

y -
1%

‘ Trazamos las componentes X y Y de cada vector.

(b) Ahora sumamos las componentes X entre si y las Y entre si. Empecemos

con las X:
B IY
B,

v

— —
B A4

X

N1 g

~)

_—

A);I -

Movemos la cola de By hasta la punta de Ax.

Trazamos un vector que va desde la cola del vector A, que fue el que no
movimos, hasta la punta de B, (que fue el que movimos):
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=]
"

a
e

—

s

o
a, o
: I 7

‘ El vector rojo, que hemos llamado X, es el resultado de sumar Ay con By.

Ahora sumamos las componentes Y. Movemos la cola de Ay hasta la punta de
Ey (hemos quitado los vectores A, y By para darle claridad al dibujo).

e

=
4,

~)

.
=
X

-~

-
Y|

Movemos la cola de Ay hasta la punta de Ey.

Ahora trazamos un vector desde la cola de Ey hasta la punta de AV

Ny
B,
.
A,
Y X
{ - y
X
.
A
~

El vector en rojo Y es el resultado de la suma de Ey con Ay.
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Para ver el dibujo con més claridad, podemos dejar sélo los vectores iniciales y

aVyX:

|

Y
Y \X

-~

=~!

(c) Ahora sumemos Y y X. Movamos la cola de Y hasta la punta de X:

B

y

N Y

R

-~

13
X

-
A

Movemos la cola de Y hasta la punta de X.

Ahora trazamos un vector desde la cola de X hasta la punta de Y:

—
B

y

Y
—
V
Y X
N )

-~

=~!

El vector en café llamado V es el resultado de la suma de X con Y.
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(d) Nos piden que sumemos los vectores originales en el mismo dibujo anterior.
Para hacerlo, podemos mover la cola de A hasta la punta de B:

7 2AY

=]

Sl

=4

Movemos la cola de A hasta la punta de B.

Ya no es necesario trazar un vector desde la cola de B hasta la punta de A, pues
ese vector es el vector V que habiamos hallado en el numeral anterior. Es decir,
el resultado de la suma de A con B es el vector V. Pero también es el resultado
de sumar X con Y. Conclusién: da lo mismo si sumamos directamente los
vectores o si sumamos las componentes de los vectores. Esto era de esperarse ya
que, como vimos en el problema anterior, A + B es igual a (AX + BX) + (Ay + By)
(véase nota 1.13).

Si nos piden sumar dos vectores y nos dan las componentes podemos sumar
las componentes en X de los vectores y las componentes en Y, y después
sumamos los vectores obtenidos. Pero si no nos dan las componentes sino que
nos dan directamente los vectores sin descomponer, puede ser mds rapido
sumar directamente los vectores siguiendo los tres pasos de la suma que
conocemos.

Nota 1.14. Suma grafica de vectores por componentes

Para sumar graficamente dos vectores usando componentes podemos
seguir los siguientes pasos:

(1) Descomponemos cada uno de los vectores.

(2) Sumamos las componentes X entre si y las componentes Y entre
si (estos vectores los podemos sumar rapidamente porque estan
en el mismo eje).

(3) Sumamos los dos vectores obtenidos en (2), siguiendo los tres
pasos conocidos de la suma gréfica de vectores (nota 1.4).
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Problema 1.22.

Palabras clave: vector como suma de compo-
nentes, suma gréﬁca de vectores componente
a componente.

El vector A tiene componentes de 6 (sin unidades) en la direccién positiva de X
y 3 en la direccién positiva de Y. Por su parte, el vector B tiene componentes de
4 en la direccién negativa de X y de 2 en la direccién positiva de Y.

(a) Escriba cada vector como una suma de sus componentes.

(b) Calcule la componente X de la suma de los vectores A y B.

(c) Calcule la componente Y de la suma de los vectores A y B.

(a) Nos piden que escribamos cada vector como la suma de sus componentes,
es decir, debemos escribirlos de la forma

A=Ay+A, (1)

En este problema conocemos la magnitud y direccién de las componentes de
los vectores; sabemos que la componente X de A tiene magnitud de 6 y apunta
en la direccién positiva de X, asi que Ay se puede escribir como

A, = 6%. (2)

Haciendo lo mismo para Ay, que tiene magnitud de 3 en la direccién positiva
de Y, obtenemos
Ay =39. (3)

Por lo tanto, podemos escribir la ecuacién (1) asi:

A= 6% + 39 . (4)

Para las componentes de B hacemos lo mismo. La componente X mide 4 en la
direccién negativa, asi que la podemos escribir asi:

B, = -4%, (5)
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(el signo menos indica la direccién negativa de X). La componente Y mide 2 y
apunta en la direccién positiva de Y:

By =27. (6)

Por lo tanto, el vector B se puede escribir as:

B=-4%+ 29 . (7)
N—— —_——
By B,

(b) La componente en X de la suma de los vectores A y B es la suma de las
componentes en X de ambos vectores (nota 1.13). Como la componente X de A
es 6X y la componente X de B es —4%, entonces la suma de ambas es

Ay + By = 6% — 4% = 2%. (8)

En palabras, la suma de las componentes en X nos da un vector cuya magnitud
es 2y tiene direccién positiva en X.

(c) La suma de las componentes en Y de ambos vectores nos da la componente
Y de A+ B. Como la componente Y de A es 37 y la componente Y de B es 27,
entonces la suma nos da

Ay+By=39+29=59, (9)

que es un vector de magnitud 5 y direccion positiva en el eje Y.

Nota 1.15. A veces s6lo queremos la suma de componentes

Muchas veces vamos a encontrar casos como este en los que no nos
interesa la suma total de dos vectores sino s6lo la suma de las com-
ponentes de los vectores. Por ejemplo, cuando veamos problemas de
fuerzas, vamos a dividir el andlisis en fuerzas en la direccién X y fuerzas
en la direccién Y.
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Problema (tedrico) 1.23.

Palabras clave: introduccién a planos in-
clinados, descomposicién de vectores en
plano inclinado, suma de vectores en plano
inclinado.

Teniendo en cuenta la siguiente figura, y sabiendo que la magnitud de A es
5 cm y el vector apunta en direccion vertical hacia abajo, la de B es 3 cm,
la de D es 4 cm y el 4ngulo O es 30°, calcule la direcciéon y la magnitud de
la componente en X que resulta de A + B + D (preste atencién al sistema de
coordenadas usado).

Solucién

Debemos sumar las componentes en X de los tres vectores. En el dibujo es claro
que el vector B no tiene componentes en X. También es claro que el vector D
estd alineado con el eje X, por lo que él mismo ya es la componente en X. Por lo
tanto, s6lo debemos descomponer el vector A (s6lo necesitamos su componente
X). De ahora en adelante, por claridad, vamos a ignorar en los dibujos al
vector B.

En un solo paso vamos a trazar las componentes del vector A. El lector puede
comprobar, siguiendo los tres pasos conocidos (véase nota 1.8, o véase problema
1.15), que estas son las componentes. En azul estd la componente en X y en

amarillo la componente Y.
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Conocemos la magnitud de A, que es 5 cm. Pero esa informacién no es suficiente
para determinar la magnitud de su componente X. Para hallar la magnitud
de Ay necesitamos formar un triangulo rectangulo con las componentes del
vector, y determinar alguno de los otros dngulos ademas del dngulo recto (si
es necesario el lector puede revisar el problema 1.16). Si trasladamos A, sin
cambiar su direccién, podemos formar el siguiente tridngulo:

Trasladamos Ax para formar un tridngulo rectangulo con A y Ay.

Ahora debemos buscar alguno de los dngulos de este tridngulo para determinar
la magnitud de Ay. Para hacer esto debemos aprovechar que nos dan el valor
de 6. Una forma de encontrar los angulos de este tridngulo conociendo 6 es
usando una linea horizontal que pasa por el origen del sistema de coordenadas
(en gris).

Trazamos una linea horizontal (en gris) que pasa por el origen.
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Notemos que el dngulo que se forma entre la linea gris y el eje X es precisamente
0:

0 es el mismo dngulo que se forma entre la linea gris y el eje X.

Ahora llamemos ¢ al dngulo que se forma entre el vector amarillo y la linea
gris, y x al 4ngulo que se forma entre el vector A y la componente Ay, como se
ilustra a continuacién:

Primero, notemos que entre Ay y el eje X se forma un dngulo de noventa grados,
pues Ay estd sobre el eje Y y el eje Y es perpendicular al eje X. Como se aprecia
en el dibujo, este dngulo de noventa grados se puede escribir como la suma de
¢ mas 0. Es decir,

$+6=90° (1)

Ademas, entre el vector A y la linea gris también se forma un dngulo de noventa
grados, y en el dibujo se ve que este dngulo de noventa grados se puede escribir
como la suma de x mas ¢. Es decir,

x+¢=90°. (2)

A nosotros nos interesa determinar x, que es uno de los dngulos del tridngulo
rectangulo formado por A y sus componentes. De la ecuacién (2) podemos
despejar x:

x=90°-¢. (3)
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Pero ahora necesitamos hallar ¢ para poder saber el valor de x. A partir de la
ecuacioén (1) podemos despejar ¢:

$=90°-6. (4)

Finalmente, usamos el resultado de esta tltima ecuacién en la ecuaciéon (3):

x=90°-(90°-0)=6 (5)
[

¢

Asi, hemos demostrado que el angulo que se forma entre A y su componente Y
es el dngulo O del plano inclinado. Este resultado serd muy 1til en el futuro.

En este ejercicio particular, 6 es igual a 30°, as{ x es igual a 30°. Ahora que
conocemos el dngulo x, podemos determinar la magnitud de A, usando el
triangulo rectdngulo formado por A y sus distintas componentes:

A
e
A1)

AN
W

En este dibujo se puede ver que la magnitud de Ay es el cateto opuesto a 30°, y
la magnitud de A es la hipotenusa. Entonces,

A
sin30° = H 3‘”. (6)
IA]
Por lo tanto, R R
|A] sin30° = | Ay]. (7)

Como la magnitud de A es 5 cm, el resultado de la ecuacion (7) es
(5cm)sin30° = |A,| = 2.5 cm. (8)

——
IA]

En palabras, la magnitud de |A,| es 2.5 cm.



78 Fisica paso A paso. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

De los dibujos anteriores podemos observar que A, apunta en el sentido nega-
tivo del eje X. Asi que podemos escribir el vector Ay como

Ay =—(2.5cm)% (9)

(el signo menos indica la direccién negativa del eje X). Por su parte, el vector D
se puede escribir como R
D = (4 cm)%, (10)

ya que su magnitud es 4 cm y su direccién es el eje X positivo. Como ambos
vectores estan sobre el mismo eje, podemos sumarlos directamente:

Ac+D=-(2.5cm)%+ (4 cm)%=(1.5cm)%. (11)

En palabras, el vector que resulta de sumar las componentes en X de los
vectores A, By D tiene magnitud de 1.5 cm y apunta en la direccién positiva
de X.

Nota 1.16. Angulo entre la componente Y y el vector en un plano

inclinado

Siempre que tengamos una situacién como la ilustrada en la siguiente
figura, podemos saber que el dngulo entre un vector y su componente Y
es el angulo del plano inclinado.
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Problema (tedrico) 1.24.

Palabras clave: multiplicacién de un vector
por un escalar.

a) Explique qué significa multiplicar un vector por una cantidad escalar
plique q g p p
(es decir, por un namero).

(b) Con base en lo anterior, multiplique el vector A dibujado en la figura,
el cual tiene magnitud de 2 cm, por los siguientes nameros: 2, -1, -2,
0, 1/2. En cada caso dibuje el vector final.

(c) Demuestre que es lo mismo multiplicar la magnitud de un vector
por un numero que multiplicar cada componente del vector por un
ndamero.

Y

X

(a) Multiplicar un vector por una cantidad escalar, es decir, por un namero, es
multiplicar la magnitud del vector por dicho nimero. Por ejemplo, si el vector
tiene magnitud de 3 cm, entonces ese vector multiplicado por el nimero 10
nos da un nuevo vector con magnitud de 3 x 10 c¢m, es decir, nos da un vector
con magnitud de 30 cm. O si, por ejemplo, multiplicamos el vector por 0.5 cm,
entonces obtenemos un vector de magnitud 0.5x3 ¢cm = 1.5 cm.

Pero, ;qué pasa si multiplicamos un vector por un nimero negativo? En un caso
asi, multiplicamos la magnitud del vector por el valor absoluto del numero
negativo, y el signo negativo indica que al vector final debemos invertirle su
direccién (es decir, cambiar su punta por su cola). Antes deciamos que A es un
vector con la misma magnitud de A pero con direccién contraria (nota 1.6). En
realidad, A es el resultado de multiplicar A por —1. El valor absoluto de —1 es
1, asi que la magnitud de A multiplicada por 1 da como resultado la magnitud
inicial. Y el signo negativo que tiene -1 invierte la direccién del vector. En
resumen, si multiplicamos un vector por un nimero positivo, la magnitud
debe multiplicarse por el nimero y la direccién del vector no cambia. Pero si
el nimero es negativo, la direccién del vector se debe invertir y la magnitud
del vector se multiplica por el valor absoluto del namero negativo.
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Por tltimo, para indicar que multiplicamos el vector A por un escalar k usamos
esta notacion: kA. Es decir, escribimos el escalar seguido del vector. Por ejemplo,
—2A significa que el vector A esta siendo multiplicado por 2.

(b) Si multiplicamos el vector de la figura inicial por 2, la magnitud de A se
debe multiplicar por 2. Como la magnitud inicial de A es 2 cm, entonces su
nueva magnitud es 4 cm. El dibujo de este nuevo vector es el siguiente:

Y

X

Si multiplicamos A por 2, obtenemos un vector de magnitud de 4 cm y con la

misma direccidn.

Podemos escribir este nuevo vector como 2A.

Si multiplicamos A por —1 obtenemos un vector con la misma magnitud inicial
(pues el valor absoluto de -1 es 1), pero con direccién contraria:

Y

X

Al multiplicar por —1 obtenemos un vector con la misma magnitud pero direccién

contraria.

Al multiplicar por -2, debemos multiplicar la magnitud del vector por el valor
absoluto de -2, y luego invertir la direccion del vector. El valor absoluto de -2
es 2,y la magnitud de A es 2, asi que la nueva magnitud es 2x (2 cm) =4 cm.

Podemos escribir el anterior vector como —2A.

Multiplicar un vector por el nimero cero hace que la magnitud del vector se
vuelva cero. El vector con magnitud cero se conoce como vector nulo y por
supuesto no se puede dibujar (seria como dibujar un punto en el origen). Asi
como cero por cualquier numero da cero, cero por cualquier vector nos da cero,
el vector nulo.
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Al multiplicar por -2 obtenemos un vector con magnitud de 4 cm y direcciéon

contraria a A.

Finalmente, debemos multiplicar A por 1/2. Al multiplicar la magnitud de A
que es 2 cm por 1/2, obtenemos: (2 cm) x (1/2) =1 cm. Es decir, obtenemos un
vector de magnitud 1 cm y con la misma direccién inicial:

Y

X

Al multiplicar el vector A por 1/2 obtenemos un nuevo vector con magnitud de

1 cm.

(c) Para demostrar lo que nos piden, escribamos un vector cualquiera en
término de sus componentes:

B =ByX +ByJ. (1)
La magnitud del vector en términos de sus componentes, como nos dice la nota

1.9, es
|B| =\/IBx[?+ By (2)

Multipliquemos el resultado anterior por un escalar z:

2| B =2/ B« | + | By | (3)

Ademds, cuando un namero multiplica una raiz cuadrada, podemos meter el
ntmero dentro de la raiz si lo elevamos al cuadrado. Por ejemplo, 21/9 = 2x3 = 6,
que es lo mismo que \/(22)9 =1/36 = 6. En nuestro caso, obtenemos

2B = \/22 (IBx |2 + | By [2). (4)
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Si distribuimos los paréntesis internos, esto es lo mismo que

2| BJl = \/22| By |2 + 22| By | (5)
Y finalmente, si usamos que aZxb?= (ax b)z, lo anterior nos da

21 =\ (=lBd) + (21B,1)” (0

Notemos que en el lado derecho de la igualdad tenemos la magnitud de cada
componente del vector multiplicada por z, y al lado izquierdo tenemos la
magnitud del vector multiplicada por z. Esto quiere decir que multiplicar un
vector por un escalar es lo mismo que multiplicar la magnitud del vector por
el escalar (como en el lado izquierdo de la ecuacién), o multiplicar la magnitud
de cada componente del vector por el escalar (como en el lado derecho). Por
ejemplo, 2A es lo mismo que 2A,£ + 2Ay9.

Nota 1.17. Multiplicaciéon de un vector por un escalar

Multiplicar un vector por un escalar es multiplicar la magnitud del
vector por el valor absoluto del escalar. En caso de que el escalar sea
negativo, debemos, ademas de multiplicar la magnitud del vector por
el valor absoluto del escalar, invertir la direccién del vector.

Multiplicar un vector por un escalar es equivalente a multiplicar cada
componente del vector por dicho escalar.
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Problema de repaso 1.25. Responda falso o verdadero y justifique la respuesta.

(a) Un vector se puede sumar con un nimero.
(b) A+B-C es lo mismo que (—é +A) +B.

(c) Si sélo conocemos la magnitud de las componentes, no podemos hallar
la magnitud del vector.

(d) Multiplicar un vector por 3 es lo mismo que multiplicar cada compo-
nente por 3.

(e) Podemos hallar la componente X de la suma de dos vectores sumando
la componente en X de uno de los vectores con la componente Y del
otro.

(a) Falso. Las cantidades vectoriales sélo se pueden sumar con cantidades vec-
toriales, y las cantidades escalares s6lo se pueden sumar con otras cantidades
escalares.

(b) Verdadero. La suma de vectores es conmutativa, asi que no importa el orden
en el que sumemos (nota 1.7).

(c) Falso. Con la magnitud de las componentes podemos hallar la magnitud
del vector, usando el teorema de Pitagoras (nota 1.9): || A| = /| Ax|? + Hgy 2.
(d) Verdadero. Esto fue demostrado en el problema 1.24.

(e) Falso. Para encontrar la componente X de una suma de vectores debemos
sumar la componente X de un vector con la componente X del otro (pero no
con la componente Y).



84 Fisica paso A paso. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

Problema (tedrico) 1.26.
Palabras clave: ecuaciones vectoriales.

Suponga que A = 4% - 29, B=3%+99 y D = at + by, donde a y b pueden ser
numeros positivos o negativos. Suponga ademas que D es igual a 2A - B.
;Cuanto valen ay b?

Podemos empezar por escribir la siguiente ecuacién:
D=2A-B. (1)

Ahora, como también conocemos las componentes de A y B, podemos escribir
la ecuacién (1) como

D =2(4%-29)-(3%+99). (2)
N—— N ——
A B

Notemos que el vector A esta multiplicado por el numero 2. Como vimos
en el problema anterior, cuando un vector estd multiplicado por un namero
podemos multiplicar cada componente del vector por dicho namero (nota
1.17). Si hacemos estas multiplicaciones obtenemos
D =8%—49-3%-99 = 5% —137. (3)

Finalmente, para hallar a y b escribamos D como D = a% + by y usemos la
ecuacioén (3):

ax+by=5%-137. (4)

——

D

La anterior es una ecuacién entre vectores que nos dice que el lado izquierdo,
que es una suma de vectores desconocidos, es igual al lado derecho, que es una
suma de vectores conocidos. Podemos referirnos a este tipo de ecuacién como
ecuacion vectorial.

Ahora, si un vector es igual a otro, entonces la magnitud y la direccion de ambos
vectores deben ser iguales. Ademas (esto se sigue de lo anterior), si un vector
es igual a otro sus componentes deben ser iguales®. La ecuacién (3) es una

5 Los angulos del tridngulo rectangulo que formamos entre el vector y las componentes de-
penden de la direccién de las componentes (véase, entre otros, el problema 1.16). La magnitud
del vector también depende de la magnitud de las componentes, pues la magnitud del vector
se obtiene a partir del teorema de Pitadgoras usando la magnitud de las componentes. Asi, dos
vectores son iguales si y solo si sus componentes tienen la misma direccién y la misma magnitud.
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igualdad entre vectores en la que los vectores estan escritos en términos de
sus componentes; el vector del lado derecho tiene componentes 55y —-137, y
el vector del lado izquierdo tiene componentes desconocidas ax y by. Como
ambos vectores son iguales, sus componentes deben ser iguales:

=>
Il

a

by

5%. (5)
-139. (6)

Es claro las ecuaciones (5) y (6) que a =5y que b =-13. En palabras, el vector
D tiene una componente X de magnitud 5 que apunta en la direccién positiva
de X, y tiene una componente Y de magnitud 13 que apunta en la direccién
negativa de Y.

Nota 1.18. Igualdad de vectores

(1) Dos vectores son iguales si y sélo si tienen la misma magnitud y
direccién. De esto se sigue que sus componentes son iguales.

(2) Cuando tenemos una igualdad entre vectores, siempre podemos
igualar entre si las distintas componentes.
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Problema (tedrico) 1.27.

Palabras clave: ecuaciones vectoriales, despe-
jar variables en términos de otras variables, la
regla de oro.

Considere las siguientes ecuaciones vectoriales:
cX=ax—2bx+3cx+f7. (1)
0x = 4ax — bX. (2)

Con base en estas ecuaciones, escriba c en términos de a, y también escribalo
en términos de b.

Como nos dan ecuaciones vectoriales, podemos igualar las componentes de ca-
da lado de la ecuacién. Notemos que la ecuacién (2) ya estd escrita en términos
de las componentes X de los vectores mientras que la primera ecuacién tiene X
y Y, asi que es mas simple empezar con la ecuacién (2). Si sumamos el vector
bx en ambos lados de esta ecuacion, obtenemos

b = 4az, (3)

donde usamos a la izquierda el hecho de que 0% + bx es simplemente bX y a la
derecha desapareci6 —bx porque lo sumamos con b%. Asi, hemos despejado el
vector bx en términos del vector 4ax. En la ecuacién (3) se ve claramente que

b=4a. (4)

Hemos obtenido una ecuacién que relaciona b con 4, pero necesitamos una
ecuacion que nos dé c en términos de a y b. Usemos entonces la ecuacién (1).

Hay que empezar por igualar directamente las componentes del lado derecho
con las del lado izquierdo. Primero notemos que al lado derecho tenemos la
componente Y, f7, pero al lado izquierdo no sale ninguna componente Y. Esto
quiere decir que el vector del lado izquierdo no tiene componentes en Y. Como
las componentes de este vector deben ser iguales a las del vector derecho, y
como este vector no tiene componente en Y (su componente Y es cero), entonces
el vector del lado derecho no puede tener componente Y. Por lo tanto, f tiene
que ser cero para que f9 nos dé cero.
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Ahora podemos igualar las componentes X:

cX=ax—2bx+3cx. (5)

Antes de continuar notemos que podemos pasar 3cxX al lado izquierdo para
sumarlo con cx (al pasar 3c¢£ al lado izquierdo, nos queda con signo menos):

—3cX+cx=ax—2bx. (6)

Y ahora sumamos el lado izquierdo:

—2cx =ax - 2bx. (7)

Escribamos la ecuacién (7) asi:

(-2¢)% = (a-2b)%. (8)

Notemos que al lado derecho hemos agrupado en un paréntesis los dos térmi-
nos que tenian £. Por ejemplo, es lo mismo escribir (3 —6)% que escribir 3% - 6%,
o es equivalente escribir 5% + 2% — 1£ que escribir (5+ 2 —1)%. En el primer
caso el resultado es —3% y en el segundo es 6X. Es recomendable insistir que
esto sélo tiene sentido si tenemos una igualdad entre vectores que estan en
un mismo eje. Si tuviéramos —2cx = ax — 2by, entonces no podriamos escribir
(=2¢)% = (a-2b)%, pues estariamos convirtiendo —-2b9 en -2b%, algo que no
podemos hacer porque estariamos alterando la direccién de los vectores.

De la ecuacién (8) se sigue que

(-2¢) = (a-2b). 9)

Si usamos en la ecuaciéon (9) que b = 4a, como dice la ecuacién (4),
tenemos

-2c=a-2(44a). (10)
——
b
Esto da ;
¢=—a=3.5a. (11)
2

Esta ecuacién nos dice que 3.5 veces a es igual a c.
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Para escribir ¢ en términos de b podemos usar de nuevo la ecuacién 4. Si
despejamos b de esa ecuacién, obtenemos

Z:a. (12)

Finalmente, si usamos este resultado en la ecuacién (11), encontramos

c:35(§):087ﬂx (13)

——
a

Nota 1.19. Agrupando vectores

Siempre que tenemos una suma de vectores que estan sobre el mismo eje,
podemos agrupar los diferentes términos que acompanan los vectores
unitarios dentro de unos paréntesis, y al final ponemos el vector unitario.
Por ejemplo: —ap + 2by — cp se puede escribir como (-a+2b—c¢)y (como
si factorizdramos a 7).

Comentarios muy importantes sobre este problema (y para lo que sigue del libro):

Es importante examinar el paso de

—2cx=ax-2bx (14)
a
(-2¢)%=(a-2b)% (15)
y después a
—2c=a-2b. (16)

En el paso de la ecuacién (14) a la (15) hemos aplicado lo dicho en la nota
1.19. De la ecuacién (15) a la (16) tenemos en cuenta que dada una igualdad
entre vectores sus magnitudes tienen que ser iguales. Notemos que (14) es una
ecuacioén vectorial mientras que (16) es una ecuacién escalar (una ecuaciéon
entre nameros). Que podamos pasar de una ecuacién vectorial a una escalar
serd muy importante en los demas capitulos de este libro. Notemos ademas
que (16) se parece mucho a (14): los signos de cada término son iguales y los
coeficientes también. La tinica diferencia es que en (14) cada término tiene £ y
en (16) ninguno.

Alguien podria pensar que estamos simplificando el término % de este modo:
—2cf = af - 2bfk, (7)

para asi llegar a la ecuacién (16). Pero esto seria un error grave porque no
podemos dividir entre vectores, asi que no podemos dividir cada término por
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%. La ecuacién (16) no resulta de simplificar o dividir entre vectores, resulta
de aplicar lo dicho en la nota 1.19 y luego aplicar el siguiente principio: si dos
vectores son iguales, sus magnitudes son iguales.

Una vez que hemos entendido cémo (16) se deriva de la ecuacién (14), podemos
derivar ecuaciones escalares a partir de ecuaciones vectoriales sin necesidad
de hacer pasos intermedios (sin pasar por la nota 1.19). Mecanicamente, el
procedimiento es muy sencillo: partimos de la ecuacién vectorial y la volvemos
a escribir pero sin escribir los vectores unitarios. Este resultado es tan util que
lo vamos a llamar Ia regla de oro:

Nota 1.20. Regla de oro

Si tenemos una ecuacién entre vectores que estdn en el mismo eje,
podemos escribir una ecuacion escalar que relaciona las magnitudes de
los vectores. Para hacer eso, rescribimos la ecuacion vectorial sin volver
a escribir los vectores unitarios. Por ejemplo, supongamos que tenemos
la siguiente ecuacién vectorial: ax — 2.5¢x = bX + 10hX + 3dX.

Si volvemos a escribir la ecuacién sin poner los vectores unitarios,
obtenemos a—2.5c=b+10h+3d.

Al aplicar esta regla es muy importante respetar los signos. Por ejemplo,
el término —2.5¢X tiene un signo negativo, as{ que al escribir la ecuacién
escalar debemos escribir —2.5c¢.

$Qué beneficios tiene que podamos derivar ecuaciones escalares de ecuaciones
vectoriales? En fisica muchas veces queremos operar con ecuaciones escalares
porque las podemos manipular mds facilmente. Por ejemplo, cuando tene-
mos ecuaciones escalares, podemos simplificar un término con otro, pero en
ecuaciones vectoriales no podemos simplificar términos porque no podemos
dividir entre vectores. En muchos problemas de fisica empezamos por plantear
ecuaciones vectoriales, pero luego debemos hallar la magnitud de los diferentes
vectores y para hacer eso es muy préctico usar la regla de oro. Estos beneficios
seran evidentes mas adelante.

Por otro lado, notemos que la ecuacién escalar que resulta de aplicar la regla de
oro nos da toda la informacién que necesitamos acerca los vectores originales.
Como la ecuacidn escalar tiene los mismos signos que la ecuacién vectorial,
podemos inferir la direccién de los vectores sélo con mirar la ecuacién escalar.
Por ejemplo, la ecuacién a - 2.5¢ = b + 10h + 3d nos dice que hay un vector
cuya magnitud es 2.5¢ y cuya direccién es opuesta a la direccién de los demads
vectores. Con esa informacién sabemos que podemos escribir el vector al
que este término se refiere como —-2.5c%X. O, por ejemplo, la misma ecuaciéon
escalar nos dice que hay un vector que podemos escribir como b%. Asi, la
ecuacion escalar tiene toda la informacién vectorial que necesitamos pero tiene
la ventaja de que relaciona nimeros y se puede manipular algebraicamente de
modo sencillo.
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Problema 1.28.

Palabras clave: despejar ecuaciones vectoria-
les, derivar ecuaciones escalares de ecuaciones
vectoriales, aplicaciones de la regla de oro.

Use la regla de oro explicada en el problema anterior (nota 1.20) para escribir
m en funcién de g, teniendo en cuenta las siguientes ecuaciones vectoriales:

gmy =19 - 99, (1)
39=g9-wy, (2)
2wp =5t (3)

Si usamos la regla de oro en las tres ecuaciones, obtenemos las siguientes
ecuaciones escalares:

gm=t-9, (4)
3=g¢g-w, (5)
2w =5t (6)

respectivamente. En la primera ecuacién podemos dividir por g para que nos
quede m en funcién de g y de t:

(7)

t-9
m=—--.
8

Esta ecuacién todavia no nos sirve porque nos piden hallar m en funcién de
g v aqui tenemos m en funcién de g y t. De alguna manera debemos despejar
t en términos de g para que en la ecuacién (7) todo quede en términos de g.
Es decir, necesitamos una ecuacién que relacione g con t. Pero ninguna de las
ecuaciones que nos dan relaciona estas dos variables. La ecuacién (5) relaciona
w con g mientras que la ecuacién (6) relaciona w con t. Para encontrar una
relacién entre ¢ y t aprovechemos que ambas variables se relacionan con w.
En particular, de la ecuacién (5) podemos despejar w en funcién de g, y luego
podemos usar ese resultado en la ecuacién (6).
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Despejando w en funcién de g de la ecuacién (5), obtenemos
w=g-3. (8)
Ahora podemos usar este resultado en (6):
2(g-3) =5t (9)

——
w

Si despejamos t dividiendo por 5, obtenemos
0.4(g-3)=t. (10)

Esta ecuacién nos da t en funcién de g. Finalmente, podemos usar este resultado

en la ecuacién (7):
t

—_—
m:0.4(g—3)—9' (11)
4
Esto es igual a
me 248102 (12)
g
Este resultado también se puede escribir como
m=0.4- E (13)
4

Hemos escrito m en funcién de g. Notemos que la regla de oro nos facilit6 las
cosas porque desde el principio nos permitié extraer ecuaciones entre escalares
en las que pudimos dividir términos.
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1.1 NoTAS DEL CAPIiTULO

Nota 1.1: Simbolos para representar un vector.

En este libro vamos a representar a los vectores como B o como Bf. Ademds, la
magnitud de los vectores seré representada como B (sin negrilla) o como |A].
Nota 1.2: Direccién de un vector.

Cuando vamos a dibujar varios vectores usando el mismo sistema de coordena-
das, debemos medir los dngulos con respecto al mismo eje (puede ser X0 Y) y
en el mismo sentido (al contrario o en el sentido de las manecillas del reloj).

Nota 1.3: Traslacion de un vector sobre el plano.

Si movemos un vector del origen del sistema de coordenadas a otro punto del
sistema sin cambiar la direccidn, el vector sigue siendo el mismo.

Muchas veces es mas conveniente dibujar los vectores de modo que comiencen
en puntos diferentes del origen. En general, si no cambiamos la direccién o la
longitud, podemos mover el vector de cualquier punto del plano a cualquier
otro punto sin alterarlo.

Nota 1.4: Suma de dos vectores (método grafico).

Para sumar vectores de forma grafica debemos seguir tres pasos:

(a) Situamos los vectores en el origen de un sistema de coordenadas.

(b) Movemos la cola de uno de los vectores (somos libres de escoger cudl)
hasta la punta del vector que no movimos. Debemos tener cuidado de
no cambiar la direccién del vector que movemos.

¢) Trazamos un vector desde la cola del vector que no movimos hasta la

T tor desde la cola del vector q hasta 1
punta del vector que movimos. Este tltimo vector es el resultado de la
suma.

Nota 1.5: Suma de dos vectores paralelos (método grafico).

Para sumar vectores que son paralelos simplemente sumamos la magnitud
de cada uno de ellos. El resultado es la magnitud del vector final: [A + B =
|+ 1B

Ademas, la direccién del vector final es la misma que la direccién de los
vectores sumados.
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Nota 1.6: Resta de vectores (método grafico).

Para realizar A — B debemos dibujar —B y luego sumamos A con B siguiendo
los tres pasos de la suma explicados en la nota 1.4. Para dibujar —B a partir de
B simplemente cambiamos la cola por la punta de B teniendo en cuenta que la
magnitud no cambia.

Nota 1.7: Conmutatividad de vectores.

La suma de vectores es conmutativa, es decir, no interesa en qué orden los
sumemos.

Nota 1.8: Descomponer un vector.

Descomponer un vector es encontrar sus componentes. Por ejemplo, encontrar
Axy Ay. Para descomponer un vector debemos seguir tres pasos:

Paso 1: Situamos el vector en el origen de un sistema de coordenadas.

Paso 2: Trazamos una linea (mejor si es punteada para no confundirla con un
vector) paralela al eje Y que va desde la punta del vector hasta que toca
el eje X. Trazamos una linea paralela al eje X que va desde la punta del
vector hasta que toca el eje Y.

Paso 3: Trazamos un vector en el eje X que comience en el origen y que llegue
hasta el punto en que la linea que recién dibujamos toca el eje X. Esta
es la componente X. Trazamos un vector que comienza en el origen y
llega hasta el punto en que la linea punteada toca el eje Y. Esta es la
componente Y.

Nota 1.9: Vector en términos de sus componentes.

Muchas veces, para hallar la direccién o magnitud de un vector, debemos
formar un tridngulo rectdngulo de modo que las componentes del vector sean
los catetos y el vector sea la hipotenusa. Para formar dicho tridngulo, debemos
mover una de las dos componentes desde su eje correspondiente hasta la linea
punteada paralela a dicho eje.

Todo vector se puede escribir como una suma de sus componentes. Por ejemplo
A se puede escribir como A = Ay + A,

La magnitud de un vector siempre se puede escribir como la raiz cuadrada de
la suma de la magnitud de cada componente al cuadrado. Por ejemplo,

JA] =/ Ax]2 + [ Ay 2.
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Nota 1.10: Vector sobre un eje.

Cuando un vector estd alineado con uno de los ejes no hay que descomponer al
vector; él mismo ya esta descompuesto en el eje sobre el que esta alienado y no
tiene componente en el otro eje.

Nota 1.11: Hallar componentes o angulos.

Si queremos hallar alguna de las variables del tridngulo rectangulo formado
por las componentes y el vector, debemos seguir dos pasos: (1) Identificar las
funciones trigonométricas en las que aparece la variable que necesitamos. (2)
De las funciones encontradas en (1), utilizar aquella en la que aparezcan el
mayor numero de variables conocidas (puede suceder que nos sirvan varias
funciones).

Nota 1.12: Vectores unitarios.

(a) Un vector unitario es un vector que tiene magnitud igual a uno.

(b) Todo vector se puede escribir como la magnitud del vector seguida
de un vector unitario que indica la direccién. Por ejemplo, A7 se lee
asi: A es la magnitud del vector y 7 es un vector unitario que indica la
direccién.

(c) % es un vector unitario que apunta en la direccién positiva de X mien-
tras que —X es un vector unitario que apunta en la direccién negativa
de X. 9 es un vector unitario que apunta en la direccién positiva de Y y
v — 79 es un vector unitario que apunta en la direccién negativa de Y.

Nota 1.13: Componentes de A+ By de A—B.

La componente X de una suma de vectores es igual a la suma de las componen-
tes en X de cada vector. Por ejemplo, (A + By).

La componente Y de una suma de vectores es la suma de las componentes en Y
de cada vector. Por ejemplo, (Ay + By).

La componente X de una resta de vectores es la resta de las componentes en X.
Por ejemplo, (Ax - Bx).

La componente Y de una resta de vectores es la resta de las componentes en Y.
Por ejemplo, (Ay - By).
Nota 1.14: Suma grafica de vectores por componentes.

Para sumar graficamente dos vectores usando componentes podemos seguir
los siguientes pasos:
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(1) Descomponemos cada uno de los vectores.

(2) Sumamos las componentes X entre si y las componentes Y entre si
(estos vectores los podemos sumar rapidamente porque estan en el
mismo eje).

(3) Sumamos los dos vectores obtenidos en (2), siguiendo los tres pasos
conocidos de la suma grafica de vectores (nota 1.4).

Nota 1.15: A veces s6lo queremos la suma de componentes.

Muchas veces vamos a encontrar casos en los que no nos interesa la suma
total de dos vectores sino sélo la suma de las componentes de los vectores. Por
ejemplo, cuando veamos problemas de fuerzas, vamos a dividir el analisis en
fuerzas en la direccién X y fuerzas en la direccién Y.

Nota 1.16: Angulo entre la componente Y y el vector en un plano inclinado.

Siempre que tengamos una situacién como la ilustrada en la siguiente figura,
podemos saber que el angulo entre un vector y su componente Y es el angulo
del plano inclinado:

Nota 1.17: Multiplicaciéon de un vector por un escalar.

Multiplicar un vector por un escalar es multiplicar la magnitud del vector por
el valor absoluto del escalar. En caso de que el escalar sea negativo, debemos,
ademas de multiplicar la magnitud del vector por el valor absoluto del esca-
lar, invertir la direccién del vector. Multiplicar un vector por un escalar es
equivalente a multiplicar cada componente del vector por dicho escalar.

Nota 1.18: Igualdad de vectores.

(1) Dos vectores son iguales si y sélo si tienen la misma magnitud y direc-
cién. De esto se sigue que sus componentes son iguales.
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(2) Cuando tenemos una igualdad entre vectores, siempre podemos igualar
entre s las distintas componentes.

Nota 1.19: Agrupando vectores.

Siempre que tenemos una suma de vectores que estan sobre el mismo eje,
podemos agrupar los diferentes términos que acompanan los vectores unitarios
dentro de unos paréntesis, y al final ponemos el vector unitario. Por ejemplo:
—ap + 2by — cy se puede escribir como (—a+ 2b - )7y (como si factorizaramos

avp).
Nota 1.20: Regla de oro.

Si tenemos una ecuacién entre vectores que estan en el mismo eje, podemos
escribir una ecuacién escalar que relaciona las magnitudes de los vectores.
Para hacer eso, rescribimos la ecuacién vectorial sin volver a escribir los vec-
tores unitarios. Por ejemplo, supongamos que tenemos la siguiente ecuaciéon
vectorial: aX — 2.5¢X = bx + 10h% + 3d%.

Si volvemos a escribir la ecuacién sin poner los vectores unitarios, obtenemos
a—-25c=b+10h+3d.

Al aplicar esta regla, es muy importante respetar los signos. Por ejemplo, el
término —2.5c¢% tiene un signo negativo, asi que al escribir la ecuacién escalar
debemos escribir —2.5c.
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1.2 PROBLEMAS SIN SOLUCIONAR

1.

(a) Identifique cudles de los siguientes vectores son el mismo vector, te-
niendo en cuenta el sistema de coordenadas usado y teniendo presente
que todos tienen la misma magnitud.

(b) Diga con respecto a la respuesta de (a) cudles vectores son translaciones
y cudl es el vector “original” (el vector original es el que estd en el
origen).

A\Y
B
U S
20° 20° X
N
|4
~
D | .
B
_____ e
A 4

Problema similar: 1.6.
2. Un vector V tiene una longitud de 8 cm y un vector B una de 2 cm. Ambos

vectores apuntan en la direccién positiva del eje Y.

(a) Sume el vector V con el vector B.

(b) Dibuje el vector V.
(c) Calcule B—V.

Problema similar: 1.10.
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3. Con base en la figura, realice de forma gréfica las siguientes operaciones
(respete el orden de los paréntesis):

(a) (H+M)-C.
(b) M- (C-H).

(c) Compare el resultado de (a) con el de (b).

)\Y

<l
S

!

\ y X

Problema similar: 1.11.

4. Siun vector V mide 12 cm y forma un dngulo de 60° con respecto al eje X (en
el sentido positivo de las manecillas del reloj), ;cuanto miden sus componentes?

Problema similar: 1.14.

5. Trace las componentes del vector en rojo teniendo en cuenta el sistema de
coordenadas indicado.

Y
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Problema similar: 1.15.

6. A continuacién va a encontrar varios vectores con sus respectivas descompo-
siciones y usted debe hallar, de acuerdo a la informacién indicada en cada caso,
las incégnitas (las incégnitas se indican con el signo ?). En cada caso, explique
cudles son las variables conocidas y cudles son las incégnitas y después dibuje
el tridngulo rectangulo mas conveniente. Todas las unidades son metros y
grados.

T

Y
v

-~
A

Problema similar: 1.16.

7. ;Cual de los siguientes es un vector que tiene direccién negativa de Y y
ademds tiene magnitud 10: 6%, -109, -10, -10%, 5%, (20/2)9, -(100/10)9 o
109?

Problema similar: 1.19.

8. Si las componentes del vector A son Ay = 8%y Ay = 9% y las componentes
del vector B son Bf =2% y By =-29, ;cudles son las componentes del vector que
resulta de restar A con B?

Problema similar: 1.20.

9. El vector A tiene componentes de 20 m en la direccion negativa de X y 3 m
en la direccién negativa de Y. Por su parte, el vector B tiene componentes de 1
m en la direccién positiva de X y de 2 m en la direccién negativa de Y.
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(a) Calcule la componente X de la suma de los vectores A y B.
(b) Calcule la componente Y de la suma de los vectores A y B.

(c) Calcule la componente Xy Y de la resta A-B.

Problema similar: 1.22

10. Teniendo en cuenta la siguiente figura, y sabiendo que la magnitud de A es
de 4 cm, la de B es de 3 cm, la de D es de 3 cm y el angulo 0 es de 60°, calcule
la direccion y la magnitud de la componente en X que resulta de A+ B+ D (use
el sistema de coordenadas indicado):

!

=

'\/'x

eu

Problema similar: 1.23.

11. Multiplique el vector A dibujado en la figura, el cual tiene magnitud de
8 cm y marca un angulo de 30 grados con respecto al eje X positivo, por los
siguientes ntimeros: 4, -5, -2, 0, 0.25, 0.5. En cada caso dibuje el vector final.

X

A 4

=l

Problema similar: 1.24.

12. Suponga que A = 8%+ 29, B= -5%-39 y D = a% + by, donde a y b pueden
ser nimeros positivos o negativos. Suponga ademés que D es igual a 5B - 2A.
(Cuénto valen a 'y b?
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Problema similar: 1.25.

13. Use la regla de oro para escribir p en funcién de [, teniendo en cuenta las
siguientes ecuaciones vectoriales:

ply=t9-99 (1)
39=py-wy (2)
2wy = -5t9 (3)

Problema similar: 1.27.
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Problema (tedrico) 2.1.

Palabras clave: vector posicién, desplaza-
miento, desplazamiento neto, distancia, dis-
tancia neta.

(a) Explique cémo se representa la posicién de un objeto en un sistema
de coordenadas. A partir de su respuesta, determine si la posicién
depende o no de la eleccién del sistema de coordenadas.

(b) Explique qué es el desplazamiento de un objeto y qué es el desplaza-
miento neto.

(c) Explique qué es la distancia y cémo se relaciona con el desplazamiento.
Ademis, explique qué es la distancia total si un objeto recorre diferen-
tes distancias parciales.

(a) Representamos la posicién de un objeto con respecto al origen de un sistema
de coordenadas con un vector que va desde el origen del sistema hasta el punto
en el plano donde estd ubicado el objeto. Como es una cantidad vectorial, a la
posicién de un objeto se le debe asignar una magnitud y una direccién. Por
ejemplo, la posicién se representa con un vector que va desde el origen del
sistema (0,0) hasta el punto (3,0). Como podemos notar, ese es un vector que
tiene la direccién positiva del eje X y que tiene magnitud 3:

El vector de la figura comienza en el origen y llega hasta el punto (3,0). Ademas,
tiene magnitud 3 y su direccién es la direccién positiva de X.

Como la posicién es un vector, la posicién de un objeto depende de qué sistema
de coordenadas escojamos. Por ejemplo, la posicién del carro en la figura 2 se
puede especificar usando un sistema de coordenadas cuyo origen esté en la
parte inferior de la carretera, o usando un sistema cuyo origen esté al frente de
la casa:
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Figura 2.

En el dibujo de la izquierda hemos usado un sistema de coordenadas cuyo origen
estd en la parte inferior de la carretera. Hemos llamado ¥, a la posicién del carro
con respecto a este sistema. En el dibujo de la derecha hemos usado un sistema de
coordenadas cuyo origen esta a la altura de la casa. Hemos llamado a la posicién
del carro en este sistema x,. Notemos que X, es claramente diferente a X, pues la
magnitud de X es mayor que la de X;.

Notemos que los vectores de posicién ¥; y X, tienen la misma direccién (la
direccién positiva del eje X), pero sus magnitudes son diferentes. Luego, es
claro que la posicién es diferente en cada caso.

La posicién del objeto puede ser negativa si esta posicién apunta en la direccién
negativa de alguno de los ejes del sistema de coordenadas escogido, como se
ilustra en la figura 3:
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Figura 3.

En la figura izquierda hemos usado un sistema de coordenadas ubicado en la parte
superior. La posicién del carro con respecto a este sistema la hemos llamado X .
Notemos que la direccién de X es negativa porque apunta en el sentido negativo
del eje X.

Por ultimo, la posicién puede ser un vector en dos dimensiones, como la posi-
cién de un objeto en un mapa, para la cual necesitamos una coordenada X y una
Y; puede ser un vector en tres dimensiones, como en un mapa tridimensional,
en el cual necesitamos una coordenada X y Y pero también una coordenada
Z que nos indique la altura del objeto. En un mapa de dos dimensiones no
podemos diferenciar un piso que esta arriba de otro en un mismo edificio
porque ambos tienen las mismas coordenadas X y Y, pero en un mapa de tres
dimensiones podemos diferenciarlos porque uno de los pisos estd més arriba o
mas abajo, y esto hace que las coordenadas en Z sean diferentes. Por ultimo, la
posicién puede representarse con un vector de una dimensién si los objetos
s6lo se pueden mover sobre una linea recta. En este caso sélo necesitamos
usar una coordenada para determinar la posicion del objeto (el carro de las
figuras anteriores se mueve en linea recta asi que el vector de posicién es
unidimensional).
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Nota 2.1. Posicién de un objeto

La posicién de un objeto se representa con un vector que va del origen
al punto en el plano en el que esta el objeto. Para diferentes sistemas
de coordenadas la posicién del mismo objeto (bien sea su direccién,
magnitud o ambas) puede ser diferente.

En este capitulo nos vamos a concentrar en objetos que se mueven en
linea recta asi que las posiciones s6lo van a ser vectores de una sola
dimensién (por costumbre vamos a usar el eje X para indicar estas
posiciones).

(b) El desplazamiento es una cantidad vectorial que nos permite representar el
movimiento de un objeto. Si un objeto se mueve desde una posicién X; hasta
una posicién X, su desplazamiento se define como la resta vectorial entre la
posicién X¢ y X;:

D=ff—32i. (1)

Si el objeto se mueve desde el origen hasta una posicion Xy, el desplazamiento
es simplemente Xy porque la posicion inicial (el origen) es el vector nulo;

D=x;-0=x. (2)

Como la posicién puede ser negativa o positiva, el desplazamiento puede ser
negativo o positivo.

Por ultimo, el desplazamiento neto se entiende como la suma vectorial de los
diferentes desplazamientos del objeto. Por ejemplo, si un objeto primero tie-
ne una posicién X, después una posicién ¥, y después una posicién X3, el
desplazamiento neto es la suma del desplazamiento entre ¥; y X, mas el
desplazamiento entre X, y X3:

El desplazamiento entre X; y X es
Dy =X, %1, (3)
mientras que el desplazamiento entre X, y X3 es

D, = X3 — X». (4)

Asi, el desplazamiento neto es

Dy =D +Dy = (% - %)+ (%3 - %2). (5)
—_— — —

Dy D,
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Notemos que lo anterior nos da
Dy =X3-%1 (6)

porque X, se cancela en la ecuacién (5). Como x3 es la ultima posicién del
objeto y ¥ la inicial, este ejemplo muestra que el desplazamiento neto se calcula
como la resta vectorial entre la posicion final y la posicién inicial del objeto, sin
importar cudles sean los desplazamientos intermedios.

(c) Como podemos apreciar en la vida diaria, la distancia es una medida de
cuanto recorri6 un objeto. En términos un poco més técnicos, la distancia es una
cantidad escalar (es un niimero) que nos indica la magnitud del desplazamiento
de un objeto: B

d=|D]. 7)

Como la distancia es una magnitud (la magnitud del desplazamiento), siempre
es positiva. Si un objeto se mueve desde una posicién ¥; hasta una posicién ¥
y después hasta una posicién X3, la distancia total recorrida es la suma de las
distancias en cada trayectol. La distancia desde X1 hasta ¥, es

di = |Dy| = % - %] (8)

y la distancia desde x, hasta X3 es

dy = | Dy = |%5 - %2 | (9)
asi que la distancia total es
dy+dy =% - %y |+ %3 - %2 | (10)
—— N———e
dy dp

(%2 no se cancela al resolver esta suma porque estd dentro de valores absolutos).
Notemos que la distancia neta no es simplemente la magnitud de la resta entre
la posicién inicial y final, la cual seria |X3 — X1 |, sino que debemos tener en
cuenta posiciones intermedias como X;.

! Cuando el objeto sigue un camino curvo, la distancia entre dos puntos cualesquiera se debe
calcular como la suma de las distancias infinitesimales entre todos los puntos intermedios, empe-
zando en el punto inicial y terminando en el final. Sin embargo, en este libro vamos a centrarnos
en el movimiento rectilineo, asi que podemos ignorar esta complicacién.
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Nota 2.2. Desplazamiento y distancia

- El desplazamiento de un objeto es la resta vectorial de la posicién
final con la posicién inicial. Si la posicién inicial es %; y la final es
X, entonces el desplazamiento es D = X - X;.

- Si un objeto tiene diferentes desplazamientos, el desplazamiento
neto es simplemente la resta de la posicién final con la posiciéon
inicial, ignorando las diferentes posiciones intermedias.

- La distancia entre dos puntos es la magnitud del desplazamiento
entre ambos puntos: d = | D|.

- La distancia neta es la suma de la magnitud de cada uno de los
diferentes desplazamientos intermedios. Pero la distancia neta no
es simplemente la magnitud de la resta vectorial entre la altima
posicién y la posicién inicial, es decir, la distancia neta no es la
magnitud del desplazamiento neto.
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Problema (tedrico) 2.2.

Palabras clave: posicién, desplazamiento y
distancia en dos sistemas de coordenadas dis-
tintos, desplazamiento neto, distancia neta.

(a) Un carro se va moviendo sobre una carretera como se indica en la
figura. Muestre que la magnitud del desplazamiento del carro entre el
tiempo inicial y el tiempo final no depende del sistema de coordenadas
escogido (ayuda: es suficiente con indicar el desplazamiento usando
dos sistemas de coordenadas diferentes). Con base en lo anterior diga si
la direccién del desplazamiento depende del sistema de coordenadas.

(b) Suponga que en el tiempo final el carro se detiene y luego da reversa
hasta llegar a la posicién en la que estaba en el tiempo inicial. Escriba
una expresion para el desplazamiento neto del carro en tal caso y la
distancia neta recorrida (desde el tiempo inicial hasta que regresa al
punto de origen). Suponga que la posicidn del carro en el tiempo inicial
es X1 y la posicién en el tiempo final es %».
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Solucién

(a) Para mostrar que el desplazamiento del carro no depende del sistema
de coordenadas escogido, necesitamos calcular el desplazamiento para dos
sistemas de coordenadas diferentes y al final deberiamos comprobar que la
magnitud de ambos desplazamientos es igual. Empecemos por poner un siste-
ma de coordenadas al frente de la casa:

Ala posicion en el tiempo inicial del carro con respecto a este sistema la hemos lla-
mado X; y a la posicién en el tiempo final la hemos llamado ¥;. Ambas posiciones
estdn alineadas con el eje X.

El desplazamiento entre el tiempo inicial y final es simplemente la resta vecto-
rial de la posicién final con la inicial:

Dy =%, - %1. (1)

Podemos hacer esta resta siguiendo los pasos de la resta de vectores explicados
en el capitulo 1 (nota 1.6). Recordemos que una resta de vectores se puede ver
como una suma. Es decir, ¥, — ¥; se puede entender como la suma de X, més
—X1: Xp + (=X1). Y =X no es mas que % invertido (cambiamos la cola por la
punta). Asi que X, — X es
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Figura 2.4.
Fig 2.4a Fig 2.4b Fig 2.4¢
A, AT, AT,
- e 2
A X AD,
X X X
Y -% Y Y

Fig. 2.4a: Situamos los vectores que vamos a restar sobre un sistema de coordena-
das. Fig. 2.4b: Invertimos el vector ¥ para obtener el vector —X; (en rojo). Fig. 2.4c:
Movemos la cola de —x; hasta la punta de X; y luego trazamos un vector desde la
cola de ¥, hasta la punta de —%;. Este tltimo vector es D, el desplazamiento del
carro.

Ahora hallemos el desplazamiento para otro sistema de coordenadas con el fin
de verificar que la magnitud de este vector es igual a la del primero en el otro
sistema. Podemos escoger un sistema de coordenadas muy diferente, como el
siguiente:

Esta vez usamos un sistema de coordenadas diferente para indicar las posiciones
en el tiempo inicial y final. Notemos ademds que 7| y 7, son vectores que tienen
componentes X y Y (no estan alineados con alguno de los ejes).
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Para calcular el desplazamiento debemos realizar 7, — ;. Repitiendo los pasos
que seguimos para calcular X, — X1, tenemos

Figura 2.5.
Fig 2.5¢
Fig 2.5a Fig 2.5b .
— =T
D,
X - X .
) )
g -7 g 7

Fig. 2.5a: Situamos ambos vectores sobre un sistema de coordenadas. Fig. 2.5b:
Invertimos el vector 7} para obtener el vector —7} (rojo). Fig. 2.5¢c: Movemos la cola
de —7] hasta la punta de 7 y luego trazamos un vector desde la cola de 7 hasta la
punta de —7;. Este ultimo vector es D, el desplazamiento del carro.

Finalmente, notemos que el desplazamiento D, que obtuvimos mide exacta-
mente lo mismo que el desplazamiento D; de la fig. 2.4:

B, B,
£ X
Y
v

Por lo tanto, hemos mostrado que sin importar cual sistema de coordenadas
usemos, la magnitud del desplazamiento calculado serd la misma. La magnitud
del desplazamiento es la distancia, asi que lo que acabamos de comprobar es
que la distancia recorrida por un objeto no depende de cual sistema de coordenadas
usemos. Esto es interesante porque el desplazamiento depende de la posicién
inicial y final y estas posiciones si dependen de la escogencia del sistema.

Ahora bien, el desplazamiento es un vector, y como todo vector tiene magnitud
y direccién. Como vimos en el capitulo 1 (nota 1.2), la direccién de un vector se
suele indicar midiendo el d&ngulo que hay entre el vector y alguno de los ejes del
sistema de coordenadas. Si usamos diferentes sistemas, es natural que el dngulo
medido sea diferente, y por lo tanto, es natural que la direccién del vector
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dependa del sistema usado. En la altima figura los sistemas de coordenadas
son diferentes, asi que el dngulo que marcamos entre el vector y los ejes van
a ser distintos (por ejemplo, en un caso el vector esta alineado con el eje X y
en el otro caso no). Esto no deberia ser una sorpresa, pues en el problema 2.1
dijimos que el desplazamiento podia ser negativo o positivo dependiendo de
qué sistema de coordenadas estemos usando. Asi que en general, es apropiado
decir que la direccién del vector depende de o es relativa al sistema de referencia
con respecto al cual medimos esa direccion. La direccion no es algo absoluto, algo

que existe independientemente del sistema de referencia®.

En resumen, la direccién del desplazamiento o de cualquier vector depende
del sistema de coordenadas usado, pero la magnitud del desplazamiento, es
decir, la distancia, no depende del sistema. De hecho, no sélo la distancia no
depende del sistema usado sino que la magnitud de cualquier vector no depende
del sistema de coordenadas®.

Nota 2.3. La magnitud de un vector no depende del sistema

La distancia recorrida (la magnitud del desplazamiento) por un ob-
jeto no depende del sistema de coordenadas escogido. En general, la
magnitud de un vector no depende del sistema de coordenadas usado.

(b) Ahora debemos calcular el desplazamiento neto para el caso en el cual el
carro, una vez esta en la posicién indicada en el tiempo final, da reversa y
regresa hasta donde estaba en el tiempo inicial. Como se explicé en la nota 2.2,
el desplazamiento neto es la resta vectorial entre la dltima posicién del objeto
y la posicién inicial. En nuestro caso, la posicién inicial y la final del objeto es
la misma (el carro termina su movimiento donde lo empez6), asi que la resta
de esa posicién consigo misma es cero:

2 Por supuesto, alguien puede decir que ambos vectores en la figura anterior apuntan hacia
“arriba de la pagina”, de modo que ambos tienen la misma direccién. Eso es cierto si usamos la
pagina como nuestro sistema de referencia, pero no es cierto si usamos los sistemas de coordenadas
indicados en la figura, donde no tiene sentido hablar de “arriba” o “abajo” sino de positivo en
X, o negativo en X, etc. (Esto muestra, una vez mds, que la direccién es relativa al sistema de
coordenadas usado). Esto puede generar confusion, pues en algunos libros de texto se dice que el
desplazamiento no depende del sistema, ya que la flecha dibujada “apunta hacia el mismo punto”,
sin importar el sistema usado (véase, por ejemplo, la seccién 1.5 de An Introduction to Mechanics
por Kleppner y Kolenkow). Discutir a fondo esto nos llevaria a considerar preguntas filoséficas
como: ;si doblo la pagina sobre la que dibujo el vector, el vector tiene o no la misma direccién? Y
sino, jpor qué no? Al decir que ambos vectores son el mismo porque “sus flechas apuntan hacia
la misma parte”, jestamos presuponiendo un espacio absoluto que nos dice cudl es la direccién
absoluta de los vectores? Este no es el lugar para discutir estas preguntas. Lo importante es que
cuando uno expresa la direccion de un vector, debe decir qué sistema estd usando para indicarla.

3 Cuidado: esto s6lo funciona en casos en que los sistemas de coordenadas estén en reposo. Si
comparamos dos sistemas de coordenadas que tienen cierta velocidad entre si, el desplazamiento
medido no sera el mismo para los distintos sistemas. Ese tipo de sistemas que se estin moviendo
no nos interesaran en este libro.
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Dn:}_él_)zlzor (2)
donde la posicién final y la inicial es X;.

Por otro lado, la distancia neta recorrida es la suma de las diferentes distancias,
y como cada distancia debe ser positiva, la distancia neta no sera cero. La dis-
tancia entre la posicién X; y la posicion X; es la magnitud del desplazamiento
entre ambos puntos, es decir:

dy = %2 = X1 (3)

La distancia entre X, y ¥ es la magnitud del desplazamiento entre ¥, y %1, es

decir:
dy = %1 - %2 (4)

La distancia recorrida total es la suma de las diferentes distancias:

dy=dy+dy =% - %1 || + | %1 - %2]. (5)

Pero ||x] — %3] se puede escribir como | - (%2 - X1)|, y | - (¥2 — %1)| es lo mismo
que | (X2 —X1)| pues el signo no interesa si estamos hallando la magnitud (i.e.,
la magnitud de 3% es la misma que la de —3x). Asi que la anterior ecuacién se

puede escribir asi
dn = 2([[%2 = %1 ). (6)

Nota 2.4. Desplazamiento y distancia neta cuando la posiciéon final

y la inicial son la misma

Cuando un objeto realiza un movimiento y regresa hasta el punto del
que partid, el desplazamiento neto es cero pero la distancia no lo es. La
distancia depende de las diferentes posiciones intermedias del objeto.
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Problema (tedrico) 2.3.

Palabras clave: vector posicién, desplaza-
miento, desplazamiento neto, distancia, dis-
tancia neta, movimiento por tramos.

Una persona camina desde su casa 32 metros en la direccién negativa del
eje Y, hasta un edificio blanco (su casa estd en el origen del sistema). En ese
punto gira y comienza a caminar en la direccién negativa de X por 16 metros,
hasta llegar a una tienda. Después, camina 200 metros con una direccién de 45
grados con respecto al eje X (medidos en el sentido contrario a las manecillas
del reloj), hasta que se encuentra con un amigo. Finalmente, camina en linea
recta una direccién desconocida, hasta que llega de nuevo a su casa.

(a) Realice un dibujo esquematico de la situacién (no tiene que ser un
dibujo a escala).

(b) Diga cual es la direccién desconocida en la que caminé desde que
se encuentra con su amigo hasta que retorna a su casa, y diga qué
distancia caminé en esa direccién.

(c) Calcule la distancia total del recorrido.

(d) Calcule el vector del desplazamiento neto entre la casa y la tienda.

:Qué informacion nos dan?

Una persona camina 32 metros en el sentido negativo de Y. Después camina 16 metros en el
sentido negativo de X. Luego camina 200 metros con un dngulo de 45 grados sobre X, medido
en el sentido contrario a las manecillas del reloj. Finalmente, camina hasta regresar a su casa.

:Qué nos piden?
(a) Un esquema de la situacién.

(b) La distancia recorrida desde que se encuentra con su amigo hasta que re-
gresa a su casa. Ademas, debemos hallar la direccién en la que camina esa
distancia.

(c) La distancia total recorrida.

(d) El desplazamiento neto entre la casa y la tienda.
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(a) Empecemos por hacer un dibujo de la situacién:

B ¥

Esquema de la situaciéon

Y

urge

45°

16 m

Primero la persona camina 32 m en la direccién negativa de Y (vector rojo) hasta
un edificio blanco. Después camina 16 m en la direccién negativa de X (vector
azul) hasta una tienda. Luego camina 200 metros, 45 grados por encima de X
(vector verde) hasta que se encuentra un amigo. Finalmente, regresa al origen
(vector morado), donde esta su casa.

(b) Debemos encontrar la magnitud y direccién del vector morado. Como la
persona regresé al punto de partida, sabemos que el desplazamiento total
es cero (nota 2.4). Esto quiere decir que la suma de los cuatro vectores de
desplazamiento debe darnos el vector nulo. Llamemos v, al vector rojo, v, al
azul, v, al verde y v,, al morado que queremos hallar. Como dijimos, como el
desplazamiento total es cero, la suma de los cuatro debe ser cero:

Upr+ Vg + Uy + Uy, = 0. (1)

Nosotros queremos hallar el vector morado. De la anterior ecuacién se sigue
que
Um = —Vr = Vg — Uy. (2)

Como conocemos los vectores rojo, azul y verde, podemos hallar el vector
morado usando la anterior ecuacidon. Primero, escribamos los tres vectores
conocidos en términos de sus componentes.

Como el vector rojo tiene magnitud de 32 m y apunta en la direccién negativa
de Y, lo podemos escribir como v, = —(32 m)y. El vector azul tiene direccién
negativa en X y magnitud de 16 metros, asi que lo podemos escribir como
Y, = —(16 m)X. Por dltimo, el vector verde no lo podemos escribir en términos
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de sus componentes porque no lo hemos descompuesto. Asi que el siguiente
paso es descomponer el vector verde. Para hacerlo, situamos el vector en un
sistema de coordenadas y proyectamos el vector en el eje X y Y (hacemos los
tres pasos explicados en el capitulo 1, nota 1.8, en un solo paso):

[ Descomponemos el vector. ]

Ahora podemos mover la componente Y para formar un triangulo rectangulo
entre las componentes:

AY

45°

3 X

[ Formamos un triangulo rectangulo moviendo la componente Y. |

El anterior tridngulo rectdngulo muestra con claridad que la magnitud de la
componente Y del vector sobre la magnitud del vector original es seno de 45
grados
v, v,
sinase - 1l _ IVl 3)
[V| ~200m

Por lo tanto, la magnitud de la componente Y es

(200 m)sin45° = |V, | = (100v2) m, (4)
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donde usamos el hecho de que sin45° = 1/2/2. La direccién de la componente Y
apunta en la direccién positiva de Y, asi que podemos escribir esta componente
como

V, = (100v2 m)y. (5)

En la figura también se ve que la componente X sobre la magnitud del vector
original es igual al coseno de 45 grados:

Vel _ 1V

c0s45° = ——= )
V]~ 200m

(6)

Asi, la magnitud de la componente X es
(200 m)cos45° = | V|| = (100v/2) m, (7)

donde usamos el hecho de que cos45° = 1/2/2. La direccién de la componente X
apunta en la direccién positiva de X, asi que podemos escribir esta componente
como

Vy = (100V/2 m)#. (8)

Ahora que conocemos ambas componentes, podemos escribir el vector verde
de la siguiente manera:

V, = (100v/2 m)# + (100v/2 m)y. (9)

Como ya conocemos todos los vectores en términos de sus componentes, pode-
mos escribir de nuevo la ecuacién (2) asi:

Vi ==(-32m)p - (~16 m)£ - ((100v/2 m)£+ (100v/2 m)p).  (10)

Si sumamos los términos en X y los términos en Y, y s6lo tenemos en cuenta las
primeras dos cifras decimales, obtenemos

Vi~ —(125.42 m)% - (109.42 m)7. (11)

La anterior ecuacién nos muestra directamente las componentes del vector
morado. Usando esas componentes podemos calcular la magnitud del vector,
pues recordemos que la magnitud de un vector es la raiz cuadrada de la suma
del cuadrado de la magnitud de cada componente (nota 1.9). Por lo tanto, la
magnitud de V,, es

Vil % 1/(125.42 m)2 + (109.42 m)2 ~ 166.44 m. (12)
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También podemos obtener la direccién del vector a partir de las componentes.
Para hacer eso, situamos el vector en el origen del sistema de coordenadas y
formamos un tridngulo con sus componentes:

YA

125.42 m

€ = >

<
:5‘
o
~N

109.42 m

\4

Formamos un triangulo con el vector y sus componentes. La direccién la determina
0.

Determinar el dngulo O es facil porque conocemos las componentes. La tangen-
te de O es igual a la magnitud del cateto opuesto al dngulo O sobre la magnitud
del cateto adyacente a ese mismo dngulo. En este caso, tenemos

109.42
tan0 = M 0.87. (13)
125.42 m
Por lo tanto, 0 es igual a
arctan(0.87) =41.02° ~ 6. (14)

Asi, la direccién del vector estd dada por un dngulo de 41.02 grados con
respecto al eje X, medido en el sentido contrario a las manecillas del reloj.

(c) La distancia total recorrida es la suma de la distancia recorrida en cada uno
de los cuatro desplazamientos (recordemos que la distancia es la magnitud
del desplazamiento). En el primer tramo la persona caminé 32 metros, en el
segundo 16 metros, en el tercero 200 metros y en el ultimo caminé 166,44
metros. Por lo tanto, la distancia total es

d;=32m+16m+200m+166.44 m=414.44m (15)

(d) La casa estd en el origen del sistema, y la tienda esta en el punto donde el
vector azul termina. Llamemos a este punto xX7. Asi, el desplazamiento desde
la casa hasta la tienda es la resta entre la posicién de la tienda y la posicién de
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la casa. Llamemos Xt a la posicién de la tienda y % a la de la casa. Como la
casa estd en el origen, X, es cero y este desplazamiento queda

Dyc = X1 — Xc = X7. (16)

Si lo dibujamos, este vector es simplemente el vector que va del origen a la
tienda:

Y

w g8

ﬁ‘

El vector del desplazamiento entre la casa y la tienda es el vector gris dibujado en
el plano.

16 m

Es claro que las componentes Y y X de este vector gris son los vectores rojo y
azul respectivamente. Como conocemos el vector rojo y azul, es muy sencillo
hallar el vector gris. La magnitud del vector gris es

|Vl = /(16 m)2 + (32 m)2 ~ 35.78 m. (17)

Podemos determinar la direccién a partir del dngulo a que hay entre el vector
rojo y el vector gris:
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w S

16 m

[ El angulo a nos permite indicar la direccién del vector. ]

La tangente de a es igual a la magnitud del cateto opuesto a o sobre la magnitud
del cateto adyacente a «. En este caso, tenemos

1
tana:ﬂ:O.Sm. (18)
32 m

Asi, o es igual a
arctan(0.5) = 26.56° = . (19)

Entonces, la direccién del vector gris es de 26.56 grados medidos con respecto
al eje Y en el sentido de las manecillas del reloj.
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Problema (tedrico) 2.4.

Palabras clave: velocidad, velocidad constan-
te, velocidad instantdnea, rapidez, movimien-
to rectilineo uniforme.

(a) Explique cé6mo se calcula la velocidad de un objeto si el objeto tie-
ne velocidad constante. Ademads, explique el concepto de velocidad
instantdnea.

(b) Usando la notacién de vectores B7, donde B es la magnitud del vector y
7 es la direccién, muestre que la direccién de la velocidad es la misma
que la direccién del desplazamiento. Ademads, muestre que la magnitud
de la velocidad es igual a la distancia recorrida sobre el tiempo. Haga
lo anterior s6lo para el caso en el que la velocidad es constante.

(c) Responda: ;Cambia la rapidez dependiendo del sistema de referencia
usado? ;Qué tipo de movimiento recorre un objeto si se mueve con
velocidad constante? ;Cémo se denomina este movimiento?

(d) Usando la expresién para la velocidad hallada en (a), dé una expre-
sién para la posicién final en términos de la velocidad, el tiempo y la
posicién inicial (para el caso de velocidad constante).

(a) Intuitivamente se puede decir que la velocidad es la medida de cuanta
distancia recorre un objeto en cierta unidad de tiempo; si un carro A se mueve
con mas velocidad que un carro B, el carro A recorrerd mas distancia que el
carro B en un cierto intervalo de tiempo. Pero en fisica se usa una nocién mas
técnica de velocidad: la velocidad es una cantidad vectorial que mide cudnto es
el desplazamiento de un objeto por unidad de tiempo. Mas precisamente, si
un objeto se mueve de un punto X; hasta un punto Xy, y lo hace con velocidad
constante, su velocidad se puede calcular usando la siguiente férmula:

D Xr-%;

g=—=t T (1)
t t

donde t es el tiempo que le toma al objeto ir desde x; hasta X;. Notemos que

la velocidad es un vector (el vector de desplazamiento multiplicado por la

cantidad escalar 1/t da como resultado el vector de velocidad).

Cuando un objeto se mueve con velocidad constante, la férmula (1) nos permite
calcular cudl es su velocidad. Por ejemplo, si un carro se mueve desde la
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posicién X; = (10 km)x hasta la posicién X¢ = (100 km)x en dos horas, entonces
su velocidad serd

(100 km)£— (10 km)£

V= 2h

= (45 km/h)z. (2)

Como es una velocidad constante, podemos usar dos puntos cualesquiera
de la trayectoria del objeto para calcular la velocidad. Por ejemplo, si un
carro se mueve entre Cali y Pereira con velocidad constante, su velocidad se
encuentra primero calculando el desplazamiento entre Cali y Pereira, y después
dividiendo ese desplazamiento entre el tiempo del viaje. Como el carro se
mueve con velocidad constante, deberiamos obtener el mismo resultado si
calculdramos su velocidad entre Cali y Tulua (Tulua queda entre Cali y Pereira).
En ese caso, harfamos la resta entre la posiciéon de Tulud y la posiciéon de Cali,
y dividiriamos entre el tiempo que le toma al carro realizar ese recorrido.

Si el carro del ejemplo anterior no tuviera velocidad constante, podria suceder
que al pasar por Buga el carro tuviera una velocidad de (80 km/h)x pero al
pasar por Tulud tuviera una velocidad de (60 km/h)Z. Si en ese caso alguien nos
preguntara cudl es la velocidad del carro, nosotros tendriamos que responder:
“Depende. ;En qué punto especifico de su trayectoria? En Tulud su velocidad era
(60 km/h)Z%, en Buga era (80 km/h)x”. En tal caso tendriamos que hablar de
la velocidad del objeto en un instante particular, que se conoce como velocidad
instantdnea. Matemdticamente, la velocidad instantdnea se define como la tasa
de cambio del desplazamiento en un intervalo de tiempo infinitesimal. Lo
podemos escribir asi:
Xf—%Xi
Vinst = i = #; (3)
tinst tinst
donde t;,,5; denota un instante®.

Notemos que la férmula (3) es muy similar a la ecuacién (1) de la velocidad
constante. La diferencia reside en que el tiempo ¢ en la ecuacién (1) puede ser
el tiempo transcurrido entre dos puntos cualesquiera de la trayectoria del carro,
mientras que f;,5; es un instante particular de la trayectoria. En el caso de (3),
X; y Xy son los puntos entre los que se movio el objeto en un instante, mientras
que en (1), estos son los puntos entre los que se moviod el objeto en un intervalo
de tiempo de cualquier duraciéon. Por supuesto, cuando un carro se mueve con
velocidad constante, su velocidad instantdnea en cada punto de su trayectoria

es la misma®.

4 En libros de texto més avanzados, esta velocidad se define con la nocién de derivada: Vinst =

&
S

ISy

-
5 La ecuaci6n (1) es més facil de usar porque podemos tomar dos puntos cualesquiera de la

trayectoria, en cambio la ecuacién (3) requiere herramientas mateméticas mas sofisticadas, como
las aprendidas en célculo.
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Antes de continuar, notemos que no hemos dicho de forma precisa qué quiere
decir que la velocidad sea constante. Como todo vector, la velocidad tiene mag-
nitud y direccién. Asi, para que la velocidad o cualquier vector sea constante,
no puede variar ni su magnitud ni su direccion. Por ejemplo, si tenemos un vector
que mide 5 cm y apunta hacia el norte, ese vector variaria si alguien hiciera
que apuntara hacia el oeste, o si alguien lo acortara o estirara. En el primer
caso el vector varia porque su direccién cambia, en el segundo varia porque su
magnitud cambia. Exactamente lo mismo se aplica para el vector de velocidad.

Nota 2.5. ;Cuando cambia un vector?

Un vector cambia cuando su direccién o su magnitud cambia (en caso
contrario decimos que el vector es constante). En el caso de la velocidad,
esta cambia sélo si la rapidez o la direccién de movimiento cambia.

(b) Podemos escribir el vector desplazamiento D usando la notacién D#, en
la que D es la magnitud del desplazamiento y 7 la direccién. Més atn, como
la magnitud del desplazamiento es la distancia podemos escribir al desplaza-
miento como d7 (donde d es la distancia). Si usamos esto en la ecuacién (1),
obtenemos

=", (4)

Ahora podemos escribir el vector velocidad como vé, donde é es el vector
unitario que nos indica la direccién (lo hemos llamado é para no confundirlo
con 7 que es la direccién del desplazamiento) y v es la magnitud de la velocidad.
Asi, la ecuacién (4) queda

s

- |

(5)

La anterior es una igualdad entre vectores, asi que las magnitudes deben ser
iguales y las direcciones deben ser iguales. Es decir,

d
V= (6)

y

é=1. (7)
En palabras: (6) dice que la magnitud de la velocidad (cuando es constante)
es igual a la distancia recorrida por el objeto en cierta unidad de tiempo, y
(7) dice que la direccién de la velocidad es la direccién del desplazamiento.
La magnitud de la velocidad tiene un nombre: rapidez. Como muestra (6),
la rapidez de un objeto es la distancia que recorre el objeto por unidad de
tiempo. No debemos confundir la rapidez con la velocidad: la velocidad es el
desplazamiento realizado por un objeto en cierta unidad de tiempo y la rapidez
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es la distancia recorrida en cierta unidad de tiempo. Una es una cantidad
vectorial y la otra es escalar.

Notemos que de (6) se sigue que d = vt, es decir, la distancia es la rapidez por
el tiempo del recorrido.

(c) Como dice la nota 2.3, la magnitud de un vector no depende del sistema,
asi que la rapidez, que es la magnitud de la velocidad, no depende del sistema
usado (recordemos que esto sélo es valido para sistemas de referencia que
no se mueven entre si). Otra forma de ver por qué la rapidez no depende del
sistema es esta: la rapidez es distancia sobre tiempo, pero ya sabemos que la
distancia no depende del sistema (nota 2.3) y el tiempo tampoco depende, asi
que la rapidez no lo hace. En contraste, la velocidad si depende del sistema,
pues su direccién depende del sistema usado. Por ejemplo, mientras que para
alguien un carro se puede mover en la direccién positiva del eje Y, para otra
persona con otro sistema de coordenadas ese mismo carro se estd moviendo en
la direccién negativa de su eje X.

Nota 2.6. Velocidad y rapidez

* La velocidad es una cantidad vectorial que relaciona el desplaza-
miento del objeto con el tiempo del desplazamiento. Cuando la
velocidad es constante, la velocidad se calcula con

D Xf—X;
g2 _MTH L
t t
donde D es el desplazamiento del objeto entre los puntos ¥; y Xf,
y t es el tiempo que le toma al objeto moverse entre esos puntos.

* La velocidad instantanea es la velocidad del objeto en cierto ins-
tante. Cuando el objeto tiene velocidad constante, su velocidad
instantdnea es la misma en cualquier punto de su trayectoria y
esa velocidad se calcula con la férmula anterior.

* El vector de velocidad tiene la misma direccién que el vector del
desplazamiento.

* La magnitud de la velocidad se llama rapidez y estd dada por
v =d/t, donde d es la distancia recorrida. En palabras, la rapidez
es la distancia recorrida sobre el tiempo del recorrido. De forma
equivalente, podemos decir que distancia es rapidez por tiempo.

* La rapidez, como cualquier magnitud de un vector, no depende
del sistema de coordenadas.
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Como vimos en (b), la direccién y magnitud del desplazamiento determinan
la direccién y magnitud de la velocidad. Por lo tanto, cuando un objeto tiene
velocidad constante su rapidez permanece constante y la direccién de su
desplazamiento también. Ahora, si la direccién es constante, el objeto se mueve
siempre en la misma direccidn, es decir, jel objeto sigue una linea recta! Esta
idea nos lleva a un principio fundamental: si un objeto se mueve con velocidad
constante, la trayectoria de su movimiento sigue una linea recta y la rapidez del
objeto no cambia. El movimiento de los objetos que tienen velocidad constante
se conoce como movimiento rectilineo uniforme.

Nota 2.7. Movimiento rectilineo uniforme

En un movimiento rectilineo uniforme el objeto tiene velocidad cons-
tante. Es decir, el objeto preserva una rapidez constante y se mueve en
linea recta, sin cambiar su direccién.

(d) Empecemos por escribir de nuevo la ecuacién para un caso de velocidad
constante:

V=

. (8)

”“Ul

Ahora multipliquemos ambos lados de la ecuacién por el tiempo t:

. 9)

o

vt =

Si usamos que D = Xy —X;, la anterior ecuacién queda

Ijt=ff—f,‘. (10)

Y finalmente, sumando en ambos lados el término ¥; y reorganizando términos,
tenemos
Xf=vt+X;. (11)

Esta ecuacién nos dice cudl es la posicién final de un objeto en funcién del
tiempo, de la velocidad del objeto y de la posicién inicial. Una ecuacién como la
ecuacién (11), que nos dice cémo cambia la posicién de un objeto en el tiempo,
se conoce como ecuaciéon de movimiento. Hay muchos tipos de ecuaciones
de movimiento; la ecuacién (11) es un tipo de ecuacién de movimiento que
se refiere al movimiento de un objeto con velocidad constante (es decir, al
movimiento rectilineo uniforme).
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Nota 2.8. Ecuacién de movimiento para un objeto en un movimiento

rectilineo uniforme

Cuando un objeto se mueve con velocidad constante, la ecuacién de
movimiento del objeto es

ff =Vt +X;,

donde X es la posicion final, X; su posicion inicial, ¥ su velocidad y t el
tiempo transcurrido entre la posicién inicial y final.
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Problema (tedrico) 2.5.

Palabras clave: grifica de posicién contra
tiempo en casos de movimiento rectilineo
uniforme.

(a) Teniendo en cuenta la ecuacién de movimiento de un objeto con mo-
vimiento rectilineo uniforme, muestre que x¢ (que corresponde a la
magnitud de la posicién final) obedece la ecuaciéon de una linea recta.
Ayuda: use la regla de oro.

(b) Con base en lo anterior, explique como realizar una grafica de posicién
contra tiempo.

(a) En un movimiento rectilineo uniforme el objeto se mueve en una sola
direccién. La ecuacién de un movimiento rectilineo uniforme es (nota 2.8)

17t=ff—fi. (1)

Si despejamos Xy de aqui, obtenemos

ff=17t+f,‘. (2)

Como el objeto se mueve en linea recta, podemos usar un sistema de coorde-
nadas en el cual el objeto se mueve a lo largo de un solo eje. Supongamos que
escogemos el eje X, que el objeto se mueve en la direccién positiva de X y que
la posicién inicial en X es positiva (esto es arbitrario, podiamos haber escogido
cualquier otro eje). En tal caso, los diferentes vectores de la ecuacién (2) se
pueden escribir en términos de x:

XfX =viX +x;X, (3)

donde x¢ es la magnitud de Xy, x; la magnitud de X;, v es la rapidez (la mag-
nitud de la velocidad) y ¢t es el tiempo. Usando la regla de oro (nota 1.20)
podemos derivar la siguiente ecuacién:

Xf = vi+x;. (4)

En palabras, la magnitud de la posicién final del objeto depende linealmente
de la rapidez del objeto y de la magnitud de su posicién inicial. Aunque esta
no es una ecuacion entre vectores, los signos nos indican la direccién de los
vectores de la ecuacidén (3); el signo del término vt nos dice cudl es la direccién
de la velocidad, el signo de x; nos dice cudl es la direccién de la posicién inicial
y el signo de xy indica la direccion de la posicién final.
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Antes de continuar repasemos brevemente la ecuacién de una linea recta. Una
recta que corta el eje Y en el punto b y que tiene pendiente m se describe con
la ecuacién y = mx + b, donde x es la variable independiente y y la dependiente.
Por ejemplo, veamos la recta de la siguiente figura:

(5.4)

A

t_ﬁ

El eje X corresponde a la variable independiente, y el eje Y a la variable
dependiente.

La recta de la figura pasa por el punto (5,4) y corta el eje Y cuando Y es 1. Con
esta informacién el lector puede comprobar facilmente que la pendiente es
m=3/5. Por lo tanto, la ecuacion de esta linea recta es: y = 3/5x + 1.

Con base en lo recién explicado, debe estar claro para el lector que la ecuacién
(4) se comporta exactamente como la ecuacién de una linea recta; Xy es la va-
riable dependiente, v la pendiente, t la variable independiente y x; la posicién
inicial. El eje que llamamos X en la linea recta de la figura anterior marcaria el
tiempo y el eje Y indicaria la posicién final x.

Variable
independiente
~
X o=vt+ X (5)
—— — —
Variable Pendiente Punto
depediente corte de
ejeY

(b) Para realizar una gréafica de posicién contra tiempo sélo necesitamos aplicar
la ecuacién (5). Por supuesto, la ecuacién (5) sera diferente para cada problema.
En algunos casos la velocidad serd negativa asi que la pendiente serd negativa,
en algunos casos la velocidad serd cero asi que la pendiente sera cero (esto seria
una linea horizontal paralela al eje X), en algunos casos la posicién inicial serd
negativa y en otros no, etc. Lo mas importante para graficar correctamente la
posicién del objeto es identificar la ecuacién de movimiento del objeto, pues
una vez tenemos la ecuacién de movimiento podemos construir la ecuacién (5)
aplicando la regla de oro.



132 Fisica paso A pPAso. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

Nota 2.9. Gréfica de posicion contra tiempo para un movimiento rec-

tilineo uniforme

(1) Escogemos un sistema de coordenadas cualquiera o usamos el
que el problema nos indique.

(2) Con base en la informacién que tengamos y el sistema de coorde-
nadas escogido, debemos escribir la ecuacién de movimiento del
objeto. En general, la ecuacién de un movimiento con velocidad

constante es: Xy = vt +%;.

(3) Aplicamos la regla de oro a la ecuacién de movimiento. Grafica-
mos esta Gltima ecuacién teniendo en cuenta que es la ecuacién
de una linea recta. La posicién inicial es el punto de corte con
el eje Y, la posicidn final es la variable dependiente, el tiempo
es la variable independiente y la velocidad es la pendiente de la
recta (el signo de la velocidad dice si la pendiente es positiva o
negativa).
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Problema (tedrico) 2.6.

Palabras clave: distancia, desplazamiento, ra-
pidez, gréfica de posicién contra tiempo en
movimiento rectilineo uniforme.

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(1) Si un objeto parte de un punto A y regresa al punto A, la distancia
recorrida es cero porque el desplazamiento es cero.

(2) Si un objeto parte de un punto A y no regresa a A, entonces podemos
estar seguros de que su desplazamiento neto no es cero.

(3) La rapidez es igual al desplazamiento sobre el tiempo.

n objeto con velocidad constante tiene la misma velocidad en todos los
4) Un objet locidad tante t 1 locidad en todos 1
puntos de su recorrido.

(5) La grafica de posiciéon contra tiempo de un objeto que se mueve con
velocidad constante siempre es igual a la gréfica de una linea recta.

(1) Falso. La distancia recorrida es la suma de las distancias intermedias, y
las distancias intermedias son iguales a la magnitud de los desplazamientos
intermedios. Estas magnitudes siempre seran positivas, asi que no hay forma
de que la suma sea cero (ver nota 2.4).

(2) Verdadero. El desplazamiento neto es la resta de la tltima posicién con la
primera, asi que s6lo nos dard cero si ambas son iguales. Y como el objeto no
regresé a A, entonces su posicién final no es igual a la inicial.

(3) Falso. La velocidad es igual al desplazamiento sobre el tiempo, en cambio la
rapidez es igual a la magnitud de la velocidad, es decir, es igual a la distancia
sobre el tiempo.

(4) Verdadero. Como su nombre lo indica, un objeto con velocidad constante
tiene que mantener fija su velocidad en todos los puntos de la trayectoria, jde
lo contrario no seria constante!

(5) Verdadero. Como se indicé en la nota 2.9, la grafica de posiciéon contra
tiempo para un objeto que tiene velocidad constante es de la forma x¢ = vt +x;,
que es la ecuacién de una linea recta.
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Problema 2.7.

Palabras clave: distancia, desplazamiento,
gréfica de posicién contra tiempo, movimien-
to rectilineo uniforme, uso de distintos siste-
mas de coordenadas.

Suponga que Daniela caminé a 6 kilémetros por hora en linea recta.

(a) ;Cuanta distancia recorrié Daniela en 5 horas?

(b) Ahora suponga que Daniela caminé en la direccién positiva del eje X
y suponga que la posicién inicial de Daniela es el origen. Segan esta
informacién, jcual es el desplazamiento de Daniela después de 5 horas?

(c) Realice una gréfica de posicién contra tiempo desde el tiempo inicial
hasta que pasaron 5 horas y con ella calcule el desplazamiento y la
distancia.

(d) Realice de nuevo la grafica de posicién contra tiempo pero para el caso
en que Daniela parte desde la posicién —(5 km )% (es decir, 5 kilémetros
en el sentido negativo del eje X). Compare el desplazamiento y la dis-
tancia seguin esta grafica con el desplazamiento y la distancia hallados
en (c).

:Qué informacion nos dan?
(a) Daniela camina a 6 kilémetros por hora en linea recta.
(b) y (c) Daniela camina en la direccién positiva del eje X y parte desde el origen.

(d) Daniela parte desde la posicién —(5 km)z.

:Qué nos piden?
(a) La distancia que recorri6 Daniela en 5 horas.
(b) El desplazamiento de Daniela después de 5 horas.

(c) Realizar una grafica de posicién contra tiempo desde el tiempo inicial hasta que pasan
5 horas, y con ella calcular el desplazamiento y la distancia.

(d) Realizar una gréfica de posicion contra tiempo desde el tiempo inicial hasta que pasan 5
horas si la posicién de Daniela es —(5 km)#. Comparar el desplazamiento y la distancia
de esta gréfica con la de (c).

(a) Segun el problema, la rapidez de Daniela es
v=6km/h. (1)

Es muy importante tener claro que la anterior es la rapidez y no la velocidad,
pues no sabemos hacia dénde camina Daniela. En la seccién (b) nos dicen en
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qué direccién camina, pero no en la (a). Ahora bien, para hallar la distancia re-
corrida por Daniela podemos usar el hecho de que en un movimiento rectilineo
uniforme la distancia es rapidez por tiempo (nota 2.6):

d=vt. (2)

Si usamos un tiempo de 5 horas y la rapidez dada por la ecuacién (1), la
distancia recorrida por Daniela es

d=(6km/h)( 5h )=30km. (3)
———— S
v t

Cuidado: por la misma razén que no conocemos la velocidad, no conocemos
el desplazamiento; el desplazamiento de Daniela depende de la direccién en
que ella se haya movido y esa direccién no la conocemos. Pero la distancia
no depende del sistema (como comprobamos en el problema 2.2), asi que no
necesitamos saber en qué direccién camind para calcularla.

(b) Ahora debemos calcular el desplazamiento de Daniela después de 5 horas.
Recordemos que el desplazamiento es la resta vectorial entre la posicién final
y la posicién inicial:

D =% -%. (4)

La posicién inicial de Daniela segun el sistema que nos dicen es el origen,
as{ que para hallar el desplazamiento sélo debemos determinar cudl es la
posicién final de Daniela después de las cinco horas. Para hallar la posicién
final debemos usar la ecuacién de movimiento de Daniela. Como Daniela se
mueve con velocidad constante, su ecuacién de movimiento es asi (véase nota
2.8):

5be =Vt +Xj. (5)

Como conocemos su rapidez (que es de seis kilémetros por hora) y conocemos
la direccién en la que camina, que es la direccién positiva de X, entonces
conocemos su velocidad:

7= (6 km/h)x. (6)

Si usamos esta velocidad en la ecuacién (5), y como la posicién inicial es cero,
obtenemos
x¢x=(6 km/h)tz%, (7)

donde hemos escrito la posicion final x; como x¢X. La ecuacién (7) es la ecua-
cién de movimiento de Daniela; con esa ecuacién podemos hallar la posicién
de Daniela en cualquier tiempo (simplemente remplazamos el tiempo por el
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valor que deseemos). A nosotros nos interesa la posicién de Daniela cuando
han pasado 5 horas, asi que ponemos 5 horas en la ecuacién (7):

%p2= (6 km/h) (5 h) £ = (30 km)%, (8)
—
t

Como ahora conocemos la posicién final, podemos hallar el desplazamiento
usando la ecuacién (4):

D=(30km)%- 0% =(30km)x. (9)
—_— ~——
i X

En palabras, el desplazamiento de Daniela es de 30 kilémetros en la direccién
positiva de X. Como la distancia es la magnitud del desplazamiento, entonces
la ecuacién (9) nos dice que la distancia recorrida por Daniela en cinco horas
es de 30 kildmetros. Obviamente, esto concuerda con lo hallado en la seccion
(a): ecuacién (3).

Note que, como vimos en la seccién (a), si queremos determinar la distancia
recorrida por un objeto no tenemos que usar la ecuacién de movimiento del
objeto, sino que podemos usar el hecho de que distancia es rapidez por tiempo.
Pero si queremos determinar el desplazamiento debemos usar la ecuacién de
movimiento.

(c) Para realizar una grafica de posicién contra tiempo seguimos los tres pasos
indicados en la nota 2.9. Primero, como en el problema nos dicen que Daniela
parte desde el origen, debemos usar un sistema de coordenadas en el cual
la posicién inicial de Daniela sea el origen. Segundo, escribimos la ecuacién
de movimiento de Daniela. La ecuacién de movimiento la hallamos en la
seccién anterior (ecuacién 7) asi que no es necesario volver a escribirla. Tercero,
aplicamos la regla de oro a la ecuacién de movimiento de Daniela:

x¢=(6 km/h)t. (10)

Con esta informacién podemos trazar la grafica de posicién contra tiempo.
Recordemos que una grafica de posicién contra tiempo con velocidad constante
es una linea recta donde la pendiente es la rapidez y el punto de corte con
el eje Y es la posicidn inicial. En este caso, como muestra la ecuacién (10), la
pendiente es de 6 kilémetros por hora y la posiciéon inicial es cero, asi que
debemos trazar una grafica que comience en el origen y cuya pendiente sea de
6 km/h (que la pendiente sea de 6 km/h significa que por cada hora que pase
Daniela recorre 6 kilémetros, asi que por cada hora que avance la recta en el
eje X la recta sube 6 kilometros en Y):
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Lx(km) e (5‘,3(‘))
30 »
ab /
//
10 1/
3 >
©0) : o
[ |1

Trazamos una linea con pendiente de 6 km/h que comienza en el origen. Cada
linea vertical representa 1 hora, y cada linea horizontal representa 5 kilémetros.
El punto (5,30) representa 5 horas y 30 kilémetros.

El desplazamiento es facil de calcular con esta grafica porque podemos ver la
posicién final e inicial. La grafica muestra que cuando Daniela ha caminado 5
horas, su posicién es de 30 kilémetros en la direccién positiva del eje X. Como
su posicién inicial es el origen, su desplazamiento en esas 5 horas es

(30 km)® - (0 km)x = (30 km)X*. (11)

La magnitud de este desplazamiento es 30 kilémetros, tal y como esperabamos
segtn la ecuacién (3) de la seccién (a) y la ecuacién (9) de la seccidén (b).

(d) Ahora debemos realizar una grafica de posicién contra tiempo pero para un
sistema de coordenadas en el cual Daniela comienza en la posicién —(5 km)x,
y la velocidad sigue siendo la misma. Asi que la nueva ecuacién de movimiento
es
xfx=(6 km/h)t€~ (5 km)%. (12)
—_—

Xi
Usando la regla de oro, esta ecuacién queda asi:

x¢=(6 km/h)t—(5km). (13)

La anterior es la ecuacién de una linea recta con pendiente de 6 km/h y con el
punto de corte en 5 kilémetros negativos. Si graficamos esta recta obtenemos
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Ao ]
30 (5,25)
20)
5 /
A
"
Iy ~
©.-3 |-

Trazamos una linea con pendiente de 6 km/h y que corta el eje Y en Y = 5. Cada
linea vertical representa una hora, y cada linea horizontal representa 5 kilémetros.

Para calcular el desplazamiento con base en esta grafica, necesitamos identificar
la posicién final y la inicial. Segun esta gréfica, cuando Daniela ha caminado
5 horas su posicién es de 25 kilémetros en la direccidn positiva de X y su
posicién inicial es de 5 kildmetros en la direccién negativa de X. Por lo tanto,
el desplazamiento es

(25 km)% - (-5 km)% = (30 km)=. (14)

Notemos que este es el mismo desplazamiento hallado anteriormente; un
desplazamiento de magnitud de 30 km en la direccién positiva de X. Esto no
nos deberia sorprender, pues el desplazamiento s6lo depende de la velocidad y
del tiempo, y la velocidad y el tiempo son los mismos segiin ambos sistemas.
Si hubiéramos usado un sistema en el cual Daniela caminaba en la direccién
negativa de X, entonces el desplazamiento hubiera sido diferente pues la
velocidad hubiera sido diferente (hubiera sido negativa en vez de positiva).

Como hemos visto con este ejercicio, es muy importante para resolver proble-
mas de cinemaética escribir la ecuacién de movimiento, pues con base en esta
ecuacién podemos hallar las diferentes cantidades que nos piden (la posicién
final, el desplazamiento, el tiempo, la posicién inicial) y, ademds, con base en
esta ecuacion realizamos las gréficas de posicion contra tiempo. Para escribir
la ecuacién de movimiento siempre necesitamos escoger un sistema de coor-
denadas (el sistema nos dira hacia dénde es positiva la velocidad, y nos diré
cuales son las posiciones inicial y final del objeto).
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Nota 2.10. Claves para resolver problemas de cinematica

Para resolver problemas de cinematica es muy importante seguir los
siguientes pasos:

(1) Escoger un sistema de coordenadas o usar el sistema que nos
digan en el problema.

(2) Escribir la ecuacién de movimiento de los diferentes objetos
con base en el sistema elegido antes y con base en los datos
conocidos. Si no conocemos ciertos datos (por ejemplo, si no
conocemos la velocidad), escribimos la ecuacién en términos de
variables desconocidas.

(3) Una vez tenemos la ecuacién de movimiento de cada objeto,
podemos encontrar lo que nos piden usando esas ecuaciones.




140 Fisica paso A PAso. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 2.8.

Palabras clave: tiempo de encuentro, movi-
miento rectilineo uniforme, uso de distintos
sistemas de coordenadas.

Dos carros andan en direcciones opuestas, como podemos apreciar en la figura.

(a)

Si la distancia que los separa inicialmente es d, si el carro rojo va con
rapidez v, y el azul con rapidez v,, escriba una expresion para el tiempo
en el cual los carros van a pasar uno al lado del otro en términos de la
rapidez de cada carro y la distancia que los separa inicialmente.

(b) Con base en lo hecho en (a), escriba una expresién para la distancia

(c)

que ha recorrido cada uno de los carros cuando se encuentran.

Realice (a) y (b) otra vez pero usando un sistema en el cual la direccién
de movimiento de los carros sea opuesta a la del sistema escogido en

(a).

(d) Suponga ahora que la rapidez del carro rojo es de 40 km/h, la del carro

azul 60 km/h y la distancia que los separa inicialmente es de 1 km.
Halle el tiempo de encuentro y la distancia recorrida por los carros
cuando se encuentran.

En un mismo plano cartesiano, realice una grafica de posicién contra
tiempo para ambos carros teniendo en cuenta la informacién de la
seccién (d). Realice la grafica desde el tiempo inicial hasta que ha trans-
currido un minuto y convierta las unidades de velocidad a metros por
segundos. Comente acerca del punto en que ambas rectas se intersecan.

Con base en la grafica hecha en (e), explique dénde esta el carro azul
después de un minuto.
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:Qué informacion nos dan?

(a) y (b) La distancia d que separa a los carros inicialmente. La rapidez del carro rojo es vy
y la del azul es v;. Ademas, los carros van en direcciones contrarias.

(c) La misma informacién que en (a) pero, ademas, nos dicen que la direccién de movi-
miento de los carros debe ser opuesta a la escogida en (a).

(d), (e) y (f) La rapidez del carro rojo es de 40 km/h, la del azul, 60 km/h, y la distancia
inicial que los separa es de un kilémetro. Ademas, el intervalo de tiempo que debemos
tener en cuenta es desde el tiempo cero hasta un minuto.

¢Qué nos piden?
(a) Hallar una expresién para el tiempo en que se encuentran los carros.

(b) Con base en lo hecho en (a), escribir una expresion para la distancia que ha recorrido
cada uno de los carros cuando se encuentran.

(c) Realizar (a) y (b) otra vez pero usando un sistema en el cual la direccién de movimiento
de los carros es opuesta a la del sistema escogido en (a).

(d) Hallar el tiempo de encuentro y la distancia recorrida por los carros cuando se encuen-
tran.

(e) En un mismo plano cartesiano, realizar una gréfica de posicién contra tiempo para
ambos carros. Realizar la gréfica desde el tiempo inicial hasta que ha transcurrido 1
minuto. Convertir la velocidad a metros por segundo. Comentar acerca del punto en
que se intersecan las rectas de cada carro.

(f) Con base en la gréfica hecha en (e), explicar dénde esté el carro azul después de un
minuto.

(a) Nos estan preguntando por una expresién para el tiempo en el cual se
encuentran los carros, asi que debemos buscar ecuaciones que relacionen el
tiempo con la informacién que nos dan. Como se dice en la nota 2.10, la
clave para resolver problemas de cinematica es escribir las ecuaciones de
movimiento de los objetos. Y para plantear las ecuaciones de movimiento
debemos comenzar por escoger un sistema de coordenadas. Como en este
problema no nos dicen qué sistema usar, podemos escoger el que queramos.

Generalmente, lo més conveniente es usar un sistema de coordenadas en el
cual la posicién inicial de alguno de los objetos sea el origen (de este modo, la
ecuacion de movimiento de dicho objeto serd mds sencilla). En este problema
podemos usar un sistema de coordenadas segtn el cual la posicién inicial del
carro rojo sea cero. Ademas, al escoger el sistema nosotros decidimos cudl es
la direccién positiva de cada eje. Vamos a escoger un sistema en el cual el
carro rojo se mueva en la direccién positiva de X y el carro azul se mueva en la
direccién negativa de X:
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Segun este sistema, el origen estd en la posicion inicial del carro rojo y la direccién
positiva del eje X es la direccion en la que se mueve el carro rojo. El carro azul se
mueve en la direccién negativa de X.

Hemos dibujado el eje Y s6lo porque asi es mas facil indicar el origen, pero los
objetos s6lo se mueven en X. De hecho, en este capitulo todos los objetos se
mueven en una sola dimensién.

Una vez hemos definido el sistema de coordenadas, podemos plantear las ecua-
ciones de movimiento de los objetos. Seglin nuestro sistema de coordenadas, la
velocidad del carro rojo apunta en el sentido positivo del eje X. Como, segtin
nuestro sistema, la posicién inicial es el origen, la ecuacién de movimiento del
carro rojo serd

XX = vptX (1)
——
Posicién
carro rojo

donde v,X hace referencia a la velocidad del carro rojo (su rapidez es v,) y
donde hemos usado x,% para denotar la posicién del carro en el tiempo t.

Segun nuestro sistema, la posicién inicial del carro azul apunta en la direccién
positiva de X y su magnitud es d porque inicialmente hay una distancia de d
entre ambos carros (como el carro rojo esté en el origen, desde el origen hasta
el carro azul hay una distancia inicial d). Ademads, la velocidad del carro azul
apunta en el sentido negativo del eje X. Por lo tanto, la ecuacién de movimiento
del carro azul es

XX =-vatX+ dX (2)
—— SN——
Posicion Posicion
carro azul inicial del

carro azul

donde —v,% es la velocidad del carro azul (el signo menos indica que la direc-
cién en la que se mueve el carro es la direccién negativa de X segtn el sistema
elegido), x,% es la posicién en el tiempo t de dicho carro y d£ la posicién inicial.

Una vez tenemos las ecuaciones de movimiento podemos hallar lo que nos
piden. El tiempo de encuentro, como su nombre lo indica, es el tiempo que trans-
curre desde el momento inicial hasta el momento en que los carros se encuentran.
En el tiempo de encuentro, las posiciones de ambos carros son la misma:

XX = x,%. (3)
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Si llamamos t, al tiempo de encuentro e igualamos las posiciones finales dadas
por la ecuacién de movimiento de ambos objetos, tenemos

ViteX = —VgteX +dX. (4)
—_—— —-—
xXrX XqX

(Notemos que hemos escrito las ecuaciones de movimiento usando el tiempo
de encuentro t,). Lo que nos interesa es despejar el tiempo de encuentro f.
Primero, pasemos el término —v,t£ al otro lado de la igualdad:

VpteX +VgteX = dX. (5)

Ahora apliquemos la regla de oro para manipular mas facilmente la ecuacién:

Vrte + Vot = d. (6)

Al sacar factor comun de ¢, en el término de la izquierda obtenemos

te(vr +v,) =d. (7)

Finalmente, dividiendo todo por (v, +v,), llegamos a

d
te = (Vr‘*‘Vu). (8)

Segun la ecuacién (8), cuanto mayor sea la rapidez de los carros menor serd
el tiempo de encuentro (mas rapido se encontraran), lo que concuerda con el
sentido comuin. Ademds, cuanto mayor sea la distancia entre ambos, mayor
serd el tiempo de encuentro, lo que también es evidente.

Nota 2.11. Tiempo de encuentro

El tiempo de encuentro de dos objetos se halla igualando las posicio-
nes finales de los objetos (estas posiciones finales estdn dadas por la
ecuacion de movimiento).

(b) Ahora debemos hallar una expresion para la distancia recorrida por ambos
carros desde el tiempo inicial hasta que se encuentran. En un movimiento con
rapidez constante la distancia recorrida es igual a la rapidez por el tiempo. Por
lo tanto, la distancia recorrida para el carro rojo en funcién del tiempo es

dr = v,t, (9)

donde hemos llamado d, a la distancia recorrida por el carro rojo. Como nos
piden la distancia recorrida por este carro cuando se encuentra con el carro
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azul, en la ecuacién (9) debemos usar el tiempo de encuentro, que ya hallamos

con la ecuacién (8):
d,zvr(i). (10)

Vr + Vg
N—_—— —
te

La anterior es la distancia recorrida por el carro rojo cuando se encuentra con
el carro azul. Es interesante notar que si el carro azul esta en reposo (si su
velocidad es cero), la ecuacién (10) nos dice que d, = d (pues la rapidez del
carro rojo se cancela). Esto tiene sentido, pues si el carro azul esta quieto, para
que se encuentren ambos carros el carro rojo tiene que recorrer la distancia d
que inicialmente lo separaba del carro azul.

Al hacer el mismo andlisis que hicimos para el carro rojo hallamos que la
distancia recorrida por el carro azul en el momento en que se encuentra con el

carro rojo es igual a
d
di=va( ), (11)
Vr+ 7,
donde hemos usado el hecho de que la distancia recorrida por el carro azul es
dy =v,t.

Claramente las ecuaciones (11) y (10) no son iguales. Las distancias recorridas
por cada carro dependen de la velocidad de cada uno. El dnico caso en el que
las distancias recorridas son iguales es cuando la rapidez de ambos carros es la
misma. El lector puede comprobar esto si usa el hecho de que v, =v, en (10) y
en (11).

(c) Debemos realizar lo mismo que en (a) y (b) pero usando un sistema de
coordenadas en el que invertimos la direccién del eje X. Podemos usar el
siguiente sistema:

Segtin este sistema, el origen esta en la posicion inicial del carro rojo y la direcciéon
positiva del eje X es la direccién en la que se mueve el carro azul. El carro rojo se
mueve en la direccién negativa de X.

La ecuacién de movimiento del carro rojo ahora sera
XX = -V, 1%, (12)

donde el signo menos de la velocidad indica que este carro se mueve en el
sentido negativo de X.
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Segun este sistema, el carro azul se mueve en la direccion positiva de X asi que
su velocidad es positiva. Ademads, la posicién inicial del carro azul es negativa
(esta en la parte negativa del eje X) y, como antes, la magnitud de esta posicién
inicial es d (la distancia inicial entre ambos carros no depende del sistema).
Segun lo anterior, la ecuacién de movimiento del carro azul es

Xo% = vtk — dx. (13)

Como buscamos el tiempo de encuentro, igualamos la ecuacién de movimiento
de ambos carros y de nuevo llamamos ¢, al tiempo de encuentro:

Utk = Vatek — d2. (14)
—— ——
XX XgX

Si movemos el término v,t£ al otro lado de la igualdad, obtenemos

A

—VpteX — vyt X = —dX. (15)

Notemos que la ecuacién (15) es igual a la ecuacién (5), pues si multiplicamos
todos los términos de la ecuacién (15) por —1 obtenemos la ecuacién (5):

VpteX +VgteX = dX. (16)

Como ambas ecuaciones son iguales, los calculos siguientes van a dar exacta-
mente lo mismo —repetimos todo desde la ecuacién (5) hasta la ecuacién (8)—,
asi que el resultado para el tiempo de encuentro sera el mismo que antes:

d
te:m. (17)

Como el tiempo de encuentro es el mismo que el hallado en (a), y como la
rapidez de ambos carros es la misma que en (a) (la rapidez no depende del
sistema de coordenadas), entonces la distancia recorrida por ambos carros en el
momento de encuentro serd la misma que en (a). Por eso, no es necesario calcular
de nuevo la distancia recorrida por ambos carros, pues serd la misma hallada
antes: ecuaciones (10) y (11).

Este es un ejemplo mas de que si nos preguntan alguna magnitud escalar,
como el tiempo, la distancia o la rapidez, no importa qué sistema usemos, el
resultado seré igual (nota 2.3)°.

6 Como se explic6 antes (nota 2.3), esto s6lo es cierto si consideramos sistemas de referencia
que no se mueven entre si, pues si se movieran la rapidez medida con respecto a un sistema seria
diferente de la rapidez medida en el otro.
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(d) Ahora debemos hallar el tiempo de encuentro y la distancia recorrida para
cada carro si el carro rojo tiene una rapidez de 40 km/h, el azul de 60 km/h,
y la distancia inicial entre ambos es de 1 kilémetro. Lo tinico que debemos
hacer es aplicar los resultados de (a) y (b). Si usamos la ecuacién (17) con esta
informacién, nos damos cuenta de que el tiempo de encuentro serd

1 km 1
=——h=0.01h. 18
(40 km/h+60 km/h) 100 (18)

te =

Es decir, los carros se encuentran cuando han transcurrido 0.01 horas. Como
una hora son 3600 segundos, entonces el tiempo de encuentro es de 0.01 h x
3600 s/h = 36 s. Cuando han pasado 36 segundos, los carros se encuentran.

La distancia recorrida por el carro rojo en el momento de encuentro se puede
calcular usando la ecuacién (10):

1 km
40 km/h +60 km/h

d, = 40 km/h( ):0.4 k. (19)

El carro rojo se encuentra con el carro azul después de haber recorrido 0.4 km,
0 400 metros. Para el carro azul tenemos

1 km
60 km/h +40 km/h

dy = 60 km/h( ):0.6 km. (20)

El carro azul alcanza a recorrer 0.6 km (o 600 metros) antes de encontrarse con
el carro rojo.

(e) Para hacer la gréfica de posicién contra tiempo de ambos carros, debemos
seguir los pasos indicados en la nota 2.9. Primero escojamos el sistema de
coordenadas usado en (a), segtin el cual el carro rojo comienza en el origen y se
mueve en la direccién positiva del eje X. En segundo lugar debemos escribir su
ecuacién de movimiento. Segun la ecuacién (1), su ecuacién de movimiento es

X% = v,t5. (21)

Ademas, nos dicen que la rapidez del carro rojo es de 40 km/h asi que esta
ecuacién queda
%% = (40 km/h)t%. (22)

Nos dicen que convirtamos esta velocidad a metros por segundo. Es claro que
40 km/h es lo mismo que 40 000 m/h (el carro recorre 40 000 metros por hora).
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Ademas, si en una hora recorre 40 000 m, entonces en un segundo recorre
40000/3600 m. Por lo tanto, 40 km/h es igual a

(40 km/h) = (40000/3600) m/s = (400/36) m/s=(11.11) m/s. (23)

En palabras, el carro rojo recorre 400 metros cada 36 segundos. Si aplicamos la
regla de oro a la ecuacién (22) obtenemos

xr=(11.11m/s)¢. (24)

Por lo tanto, la gréfica de posicién contra tiempo para el carro rojo es una linea

recta con pendiente de (11.11) m/s que comienza en el origen (su punto de
corte con el eje Y es cero).

|
Yo A

1000
900
800
700
600 —
500
400 .
300 ~
200 L

100}~

>

o=
(070)10 20 30 40 50 60 i

Gréfica de posicion contra tiempo para el carro rojo. Comienza en el origen y su
pendiente es de 11,11 m/s.

Sobre esta misma gréafica debemos trazar la gréafica del carro azul. Segtn el
sistema de coordenadas escogido, la posicién inicial del carro azul apunta en
la direccién positiva de X y su magnitud es 1 km (pues nos dicen que entre él
y el carro rojo hay un 1 kilémetro inicialmente). Ademas, su rapidez es de 60
km/h y se mueve en la direccién negativa de X. Por lo tanto, su ecuacién de
movimiento, ecuacién (4), es

xXa% =-(60 km/h) £+ (1 km)%. (25)
Debemos convertir su velocidad a metros por segundo. 60 km/h es lo mismo
que 60 000 m/h, y es lo mismo que (60 000/3600) m/s:
(60 km/h) = (60000/3600) m/s = (600/36) m/s = (16.66) m/s (26)
Es decir, el carro azul recorre 600 metros cada 36 segundos. Con estas unidades
la ecuacién de movimiento del carro azul queda

Xa%=—-(16.66 m/s)t£+ (1000 m)x (27)
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Esta es la ecuacién de una linea recta con pendiente negativa de 16.66 m/s 'y
que corta al eje Y cuando Y = 1000 m. Si trazamos esta grafica sobre la grafica
del carro rojo, obtenemos

X(m)+

(0, 1000)

1000‘\
900 |
800 N
700 N
600 //
500
400 SN
! N
200 P aREAN
100.// \\ ~
©0.0) 10 20 30 40 50 60 )

La grafica del carro azul tiene pendiente negativa de 16.66 m/s y corta al eje Y en
el punto (0,1000).

En la gréfica podemos ver que hay un punto en el cual ambas rectas se intercep-
tan. Este punto de interseccién corresponde al momento en el que los carros
se encuentran. En la grafica podemos corroborar que el tiempo de encuentro
corresponde a 36 segundos (aunque en la grafica no se puede ver de forma
muy exacta por el tamafio de la escala), tal como habiamos calculado con la
ecuacién (18). Ademads, seguin la grafica, la posicién en la que se encuentran los
carros es 400 metros en la direccién positiva de X. Esto coincide con el hecho
de que el carro rojo que comienza en el origen habia recorrido 400 metros hasta
el tiempo en que se encuentra con el carro azul: ecuacién (19).

Por otra parte, en la grafica se puede ver que el carro azul comienza 1000
metros en la direccién positiva de X y se encuentra con el otro carro 400 metros
en la direccién positiva de X, asi que ha recorrido 600 metros. Esto coincide
con la ecuacién (20).

(f) Segtn la grafica hecha en (e), cuando ha pasado un minuto (60 segundos),
el carro azul llega al origen (a la posicién 0xX). Esto era de esperarse a partir
de su ecuaciéon de movimiento: ecuacién (25); si el carro anda a 60 km/h, en
una hora recorre 60 km, asi que en un minuto recorre 1 km. Como estaba 1 km
alejado del origen y se mueve hacia el origen, entonces al cabo de un minuto
habré llegado alli. Si en la ecuacién (25) usamos un tiempo de 1/60 h (que
equivale a un minuto), obtenemos

x,%=-(60 km/h)(% h)>€+(1 km)x = (0 km)Zx. (28)
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Nota 2.12. Punto de interseccion en una grafica de posicion contra

tiempo

Si realizamos una gréfica de posicién contra tiempo para varios objetos
en un mismo sistema de coordenadas, el punto donde se intersecan las

gréficas va a corresponder al punto en el que se encuentran los objetos.

Este punto nos da la informacién de la ubicacién y el tiempo en que se
encuentran los objetos.
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Problema 2.9.

Palabras clave: razon entre la rapidez de dos
objetos, tiempo de encuentro, grafica de posi-
cién contra tiempo, grafica de velocidad con-
tra tiempo, area encerrada en grafica de velo-
cidad contra tiempo.

Maria camina en linea recta por la acera con rapidez constante. Carolina camina
detras de Marfa, también con rapidez constante. Maria pasa por un café a las
3:20 p. m. y Carolina pasa por ese mismo café a las 3:24 p. m. Si a las 3:30 p. m.
Carolina alcanza a Maria:

(a) ¢Cudl es la razdén entre la rapidez de Maria y la de Carolina?

(b) Con base en el resultado de (a), y suponiendo que Maria estaba cami-
nando a 0.5 m/s, diga cudl es el desplazamiento de Carolina hasta que
alcanza a Marfa (puede usar el sistema que desee). Cuando obtenga
fracciones no las aproxime a decimales, déjelas en su forma original
hasta el resultado final (por ejemplo, use 2/3 en vez de 0.666).

(c) Realice una gréfica de posicién contra tiempo para ambas personas en
un mismo plano cartesiano desde las 3:20 p. m. hasta las 3:30 p. m.
teniendo en cuenta lo hallado en (b).

(d) Explique cémo realizar una gréfica de velocidad contra tiempo.

(e) Con base en lo anterior, realice una gréafica de velocidad contra tiempo
para Maria y Carolina, desde las 3:20 p. m. hasta las 3:30 p. m. Calcule
el area que hay entre la linea de la velocidad y el eje del tiempo para
cada grafica.
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:Qué informacion nos dan?

(a) Maria y Carolina caminan en linea recta y con rapidez constante. Maria pasa por un
café a las 3:20 p. m. y Carolina pasa por el mismo café a las 3:24 p. m. A las 3:30 p.
m. Carolina alcanza a Maria. Nos piden dejar las fracciones en su forma original, sin
escribirlas en su expansién decimal.

(b) y (c) Maria camina a 0.5 m/s, y podemos usar lo hallado en (a).
(d) Es una pregunta tedrica (no necesita informacién).

(e) Podemos usar la informacién de las secciones anteriores.

:Qué nos piden?
(a) Larazon entre la rapidez de Maria y Carolina.
(b) El desplazamiento de Carolina hasta que alcanza a Maria.
(c) Realizar una gréfica de posicién contra tiempo para Maria y Carolina desde las 3:20 p.
m. hasta las 3:30 p. m. (en un mismo plano cartesiano).

(d) Explicar como realizar una grafica de velocidad contra tiempo si la velocidad es
constante.

(e) Realizar una grafica de velocidad contra tiempo para Maria y Carolina, desde las 3:20 p.
m. hasta las 3:30 p. m. Calcular el drea que hay entre la linea de la velocidad de cada
grafica y el eje del tiempo.

(a) Empecemos por escoger un sistema de coordenadas. Como no nos sugieren
ningun sistema podemos escoger el que deseemos. Un sistema conveniente
serfa uno en el cual la posicién inicial de Maria o de Carolina fuera el origen
del sistema. Por ejemplo, escojamos uno en el cual el origen esté en el lugar del
café y en el cual ambas personas caminan en la direccién positiva del eje X:

Usamos un sistema cuyo origen esta en el café, y cuya direccion positiva del eje X
es la direccién en que caminan Maria y Carolina.
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Queremos hallar la razén entre la rapidez de ambas mujeres, asi que necesita-
mos hallar la velocidad de cada una (recuerde que la rapidez es la magnitud de
la velocidad). Para hallar la velocidad de cada una, empecemos por plantear las
ecuaciones de movimiento. Como ambas caminan en linea recta y con rapidez
constante, sus ecuaciones de movimiento son de la forma

)Ef:ﬁt-i-)zi. (1)

En el caso de Carolina, su posicién inicial segin nuestro sistema apunta en la
direccién negativa del eje X. Llamemos 4 a la distancia a la que se encuentra
Carolina del origen cuando Marfa pasa por el café, y v, su rapidez (la distan-
cia d y la rapidez v, son variables desconocidas). Entonces, su ecuacién de
movimiento se puede escribir como

XX = vtk —dx, (2)

donde se puede apreciar que la velocidad es positiva segun el sistema que
elegimos.

Como Maria comienza en el origen segtin nuestro sistema, su posicién inicial
es 0X. Podemos llamar v, a su rapidez (no la conocemos). Teniendo en cuenta
esto, la ecuacién de movimiento de Maria sera

X% = VS, (3)

Cuidado: cuando decimos que segun el sistema la posicién inicial de Maria es
el café (que estd en 0%), no queremos decir que Maria comenz6 a caminar en
el café, pues Maria estaba caminando desde antes. Lo que esto quiere decir es
que vamos a analizar el movimiento de Maria desde el momento en que pasa
por el café. Otra persona puede analizar el problema desde un tiempo anterior,
por ejemplo, alguien puede decir que quiere analizar el problema desde el
momento en que Maria estd a 5 minutos de llegar al café. Para esa persona,
cuando Maria pasa por el café ya habran pasado 5 minutos y la posicién inicial
de Maria no sera el café. Las ecuaciones de movimiento seran diferentes (la
posicién inicial y el tiempo) pero los resultados al final serdn los mismos, pues
ni la rapidez ni el tiempo transcurrido dependen del sistema escogido.

Nota 2.13.: ;Qué es escoger un sistema de coordenadas?

Escoger un sistema de coordenadas es escoger cual es el origen del
sistema, cual es la direccién positiva de los ejes y cudl es el tiempo
inicial.

Ya tenemos las ecuaciones de movimiento de Maria y de Carolina en términos
de variables desconocidas. No conocemos ni la velocidad ni la distancia que
hay entre Carolina y el origen en el tiempo inicial. Sin embargo, todavia no
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hemos usado toda la informacién que nos dan. Nos dicen que Maria pasa por
el café a las 3:20 p. m. y después Carolina pasa por el café a las 3:24 p. m.
Esto quiere decir que en cuatro minutos Carolina recorri6 la distancia d que
la separaba del café. Como distancia es igual a rapidez por tiempo, podemos
escribir

d=v.t. (4)

Si usamos el hecho de que el tiempo son 4 minutos, obtenemos

d =v:(4 min). (5)

Podemos usar este resultado en la ecuacién (2) para escribir de nuevo la ecua-
cién de movimiento de Carolina con la nueva informacion:

xcX =Vt — (v.(4 min)) £. (6)
———
d

Ahora usemos el hecho de que a las 3:30 p. m. Carolina alcanza a Maria.
Como vimos en el problema 2.7 (nota 2.11), cuando dos objetos se encuentran
podemos igualar la posicién final de ambos (lo cual equivale a igualar sus
ecuaciones de movimiento):

VitR = vtk — (ve(4 min)) £, (7)
——
XmX XcX

Ademads, desde que Maria pasa por el café a las 3:20 hasta que se encuentra con
Carolina a las 3:30 transcurren 10 minutos (recordemos que el tiempo inicial
que escogimos es el momento en el cual Maria pasa por el café). Si usamos un
tiempo de 10 minutos en la ecuacién (7), obtenemos

V(10 min)% = v.(10 min)% — (v;(4 min))z. (8)
Si sumamos los términos a la derecha obtenemos
V(10 min)% = v.(6 min)X. 9)

Recordemos que necesitamos obtener la razén entre la rapidez de Maria y la
de Carolina. Es decir, necesitamos encontrar

Ym. (10)
Ve

Esto lo podemos encontrar con la ecuacién (9). Primero apliquemos la regla de
oro a la ecuacién (9):
V(10 min) = v.(6 min). (11)
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Ahora dividamos por 10 minutos a ambos lados:

_ v:(6 min)

v = (10 min)

(12)

Finalmente, dividamos por v:

vy (6min)
= (0 miny ~06 (13)

Es decir, la rapidez de Maria es 0.6 veces la rapidez de Carolina (casi la mitad),
lo cual tiene sentido porque Carolina la alcanza.

(b) Nos dicen que Maria estd caminando a 0.5 m/s, y con base en eso y a lo
hallado en (a) debemos encontrar el desplazamiento de Carolina desde las 3:20
hasta las 3:30. Para hallar el desplazamiento, debemos encontrar la posicién
final y restarle la posicién inicial. Y para hallar la posicién final, necesitamos
usar la ecuacién de movimiento de Carolina.

No nos dicen cudl es la rapidez de Carolina, pero en (a) encontramos la razén
entre la rapidez de Maria y Carolina (ecuacién 13). Por lo tanto, usando esa
razén y usando el hecho de que la rapidez de Maria es de 0.5 m/s, podemos
encontrar la rapidez de Carolina:

Um
—_———
0.5m/s _

Ve

0.6. (14)

Si multiplicamos por v y dividimos por 0.6 a ambos lados, obtenemos

(0.5/0.6) m/s = (5/6 m/s) = v.. (15)

Notese que hemos dejado el resultado en fracciones como nos piden en el
enunciado. Como era de esperarse, esta rapidez es mayor que la de Maria
(5/6 es aproximadamente 0.83 m/s). Ahora usemos esto en la ecuaciéon de
movimiento de Carolina (ecuacién 6):

xcX=(5/6 m/s)tX—(5/6 m/s)(4 min)x. (16)
Debemos tener cuidado con las unidades. Como la velocidad estd en metros

sobre segundo, debemos convertir 4 minutos a segundos. 4 minutos son 60 x 4
segundos, es decir, 240 segundos:

xcx=(5/6 m/s)tx—(5/6 m/s)(240 s)X. (17)
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Al operar al lado derecho obtenemos
x:X=(5/6 m/s)tx— (200 m)%, (18)

de donde queda claro que la posicién inicial de Carolina es —(200 m)%. Entre
las 3:20 y las 3:30 han pasado 10 minutos, o sea, 600 segundos. Si usamos esto
en la ecuacién anterior, podemos saber cudl es la posiciéon de Carolina a las
3:30, cuando encuentra a Maria:

x%=(5/6 m/s)(600 s)% - (200 m)% = (300 m)=. (19)

Asi, la posicién de Carolina cuando encuentra a Maria es (300 m)x. Si restamos
la posicion final, que es (300 m)x, a la inicial, que es —(200 m)x, obtenemos el
desplazamiento de Carolina:

(300 m)%-(~200 m)% = (500 m). (20)
| S —

Xf X

Otro método: otra forma de calcular el desplazamiento sin necesidad de buscar
la posicién final e inicial es usando la definicién de velocidad:

v=—. (21)

N‘Ul

De esto obtenemos

]!

tv=D. (22)

Si usamos el hecho de que la velocidad de Carolina es de 5/6 m/s en direccién
positiva de X, y el tiempo es de 600 segundos, obtenemos

(600 5)(5/6 m/s)%= (500 m)% =D. (23)

De aqui se deduce que la distancia recorrida (la magnitud del desplazamiento)
por Carolina es 500 metros.

(c) Ahora debemos hacer una grafica de posicién contra tiempo para Maria
y Carolina. Como ya tenemos un sistema de coordenadas, podemos escribir
directamente las ecuaciones de movimiento. Si usamos el hecho de que la
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rapidez de Maria es de 0.5 m/s en su ecuacién de movimiento (ecuacién 3),
tenemos
Xm% =(0.5m/s) tX. (24)
———
Um

Aplicando la regla de oro, obtenemos

Xm =(0.5m/s)t. (25)

Esta es la ecuacién de una linea recta, con pendiente de 0.5 m/s, y que pasa
por el origen:

\
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Grafica de posicioén contra tiempo para Maria. Comienza en el origen y su pen-
diente es de 0.5 m/s.

La ecuacién (18) nos da la ecuacién de movimiento de Carolina (no usamos la
ecuacién (19) porque queremos la ecuacién para cualquier tiempo ¢, no para
un tiempo particular). Si le aplicamos la regla de oro a esa ecuacién, obtenemos

xc=(5/6 m/s)t- (200 m). (26)

Esta es la ecuacion de una linea recta con pendiente de 5/6 m/s, y que corta el
eje Y en —200 m. Hacer una linea con pendiente de 5/6 a mano no es tan facil,
pero podemos aprovechar que sabemos en qué punto Carolina se encuentra
con Maria. Eso sucede cuando han pasado 10 minutos, es decir, 600 segundos.
En ese momento, las dos lineas rectas se deben intersecar (ver nota 2.12). Por
lo tanto, es muy facil trazar la linea de Carolina, pues s6lo debemos unir el
punto (0,-200) (la posicién inicial) con el punto (600, 300) que es cuando se
encuentran ambas rectas (Maria esta en la posicién 300£ cuando han pasado
600 segundos, como muestra la figura anterior):
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La grafica de posicién contra tiempo para Carolina esta en azul. Corta el eje Y en
—200 metros, y su pendiente es de 5/6 m/s.

Notemos que la recta azul tiene una pendiente mas inclinada que la recta
negra, lo que indica que la rapidez de Carolina es mayor que la de Maria.
Ademas, notemos que el desplazamiento total de Maria desde el café hasta
que se encuentra con Carolina es de 300 metros en la direccién positiva de X.
Por otro lado, se ve que el desplazamiento de Maria es de 500 metros en la
direccién positiva de X (desde —200 hasta 300). Esto concuerda con lo hallado
en la seccién (b).

(d) Hacer una grafica de velocidad contra tiempo con velocidad constante es
muy sencillo. Como la velocidad es constante, la velocidad en cierto instante es
igual a la velocidad 10 minutos después, o 100 minutos o 5 horas después. Si la
velocidad no cambia en funcién del tiempo, entonces la gréfica de la velocidad
es una linea horizontal:

AV

En un movimiento de velocidad constante, una grafica de velocidad contra tiempo
es una linea horizontal.
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¢Dénde debemos poner la linea? Eso depende de la velocidad. Si la velocidad es,
por ejemplo, (5 m/s)x entonces la linea corta el eje Y en 5 m/s en la direccion
positiva. Si la velocidad es de —(5 m/s)%, entonces la linea corta el eje Y en —5.

(e) Para hacer la grafica de Maria y Carolina s6lo necesitamos conocer sus
velocidades. La velocidad de Maria es de 0.5 m/s en el sentido positivo de X y
la de Carolina es 5/6 m/s (0.83 m/s aproximadamente) también en el sentido
positivo de X. Por lo tanto, la grafica de Maria es

AV(m/s)
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>

100 200 300 400 500 600
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[ Grafica de velocidad contra tiempo para Maria. Corta el eje Y en 0.5 m/s.

La gréfica de velocidad contra tiempo de Carolina seria
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| Gréfica de velocidad contra tiempo para Carolina. Corta el eje Y en 5/6 m/s. |

El area entre la linea de la velocidad de Maria y el eje X es el area de un
rectangulo:
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El drea entre la linea de la velocidad y el eje X es el drea de un rectangulo de largo
600 segundos y ancho 0.5 m/s. Es decir, su drea es 0.5 m/s por 600 segundos, que
es igual a 300 metros.

Como se muestra en la figura, la anterior es un drea de 300 metros. jEsa es la
distancia recorrida por Maria desde el café hasta que se encuentra con Caroli-
na! Esto no es una simple coincidencia. Notemos que la base del rectangulo
es el tiempo y la altura es la rapidez. Por lo tanto, al sacar el drea estamos
multiplicando la rapidez por el tiempo, y eso es igual a la distancia: vt =d.

Si calculamos el area entre la linea de la velocidad y el eje X para Carolina,
obtenemos

AVonss)
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El drea entre la linea de la velocidad y el eje X es el area de un rectangulo de largo
600 segundos y ancho 5/6 m/s. Es decir, su drea es 500 metros.

El area nos dio 500 metros, que es precisamente la distancia que recorre
Carolina desde las 3:20 p. m. hasta las 3:30 p. m. (tal como hallamos con la
ecuacién 23). De nuevo, esto no es coincidencia, pues, como ya dijimos, para
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calcular el drea del rectdngulo estamos multiplicando la base, que es el tiempo,
por la altura, que es la rapidez. Y rapidez por tiempo es distancia.

Nota 2.14. : Area encerrada entre el eje X y la linea de velocidad

El drea encerrada entre el eje X y la linea de la velocidad en una grafica
de velocidad contra tiempo es igual a la distancia recorrida por el
objeto. Como veremos mds adelante, esto funciona también para casos
en los cuales la velocidad no es constante y para casos de velocidades
negativas.
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Problema de repaso 2.10.

Palabras clave: rapidez, interseccion de lineas
de posicién contra tiempo, velocidad constan-
te, drea encerrada en una gréfica de velocidad
contra tiempo.

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

1. Puede darse un caso en el que para una persona un carro tiene rapidez
negativa y para otra el carro tiene rapidez positiva.

2. Si las lineas de posicién contra tiempo de dos objetos se intersecan,
entonces los objetos se encuentran.

3. Siun objeto no se mueve en linea recta, su velocidad no es constante.

4. Cuanto mayor sea el drea encerrada entre la linea de la velocidad
y el eje X en una gréfica de velocidad contra tiempo, mayor es el
desplazamiento del objeto.

5. Siun carro no tiene velocidad constante, la recta de velocidad en una
grafica de velocidad contra tiempo sera paralela al eje del tiempo.

1. Falso. La rapidez siempre es positiva. Lo que si puede suceder es que para
una persona la velocidad sea negativa y para otra persona sea positiva.

2. Verdadero. El punto en el que ambas lineas se encuentran es precisamente
el punto en el que ambos objetos se encuentran (nota 2.12).

3. Verdadero. Si un objeto no se mueve en linea recta, entonces la direccién de
la velocidad esta cambiando; y si la direccién de un vector cambia, el vector
cambia (nota 2.5).

4. Falso. Cuanto mayor sea el 4rea mayor serd la distancia, pero no el despla-
zamiento, pues el desplazamiento puede ser negativo y encerrar un drea muy
grande. Por ejemplo, si la velocidad es muy negativa, el desplazamiento sera
muy negativo pero el drea encerrada entre la linea de la velocidad y el eje del
tiempo (eje X) serd muy grande.

5. Falso. La recta de velocidad en una gréfica de velocidad contra tiempo sera
una linea paralela al eje del tiempo solamente si la velocidad es constante.
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Problema 2.11.

Palabras clave: grifica de posicién contra
tiempo, uso de diferentes sistemas de coorde-
nadas, escribir ecuacién de movimiento, grafi-
ca de velocidad contra tiempo.

Pedro realizé una grafica de posicién contra tiempo para un bus que se mueve
con velocidad constante. Daniela realizé una grafica de posicién contra tiempo
para el mismo bus.

(a) Segun las gréficas, explique qué sistema de coordenadas usé Pedro y
qué sistema usé Daniela y escriba la ecuacién de movimiento del bus
segun Pedro y Daniela.

(b) Segun lo anterior, ;cémo seria la gréfica de velocidad para Pedro y para
Daniela?

(c) Usando la gréficas de velocidad del punto anterior, diga cudnta distan-
cia recorri6 el bus en 24 minutos segin Pedro y Daniela.

X Afi X
" A Gréfica de Pedro. 1 Gréfica de Daniela.
50 30
40 20
(0] 10
(0]
20 ol2 |04\ 0l6 0.8)
-10
10 t(h)
) -20
02 04 0.6 0.8

:Qué informacion nos dan?

Para todos los numerales nos dan gréficas de posicién contra tiempo hechas por Pedro y Daniela.

¢Qué nos piden?

(a) Explicar qué sistema de coordenadas usaron Daniela y Pedro, y escribir las ecuaciones
de movimiento del bus seguin esos sistemas.

(b) Realizar la grafica de velocidad del bus segtin Pedro y Daniela.

(c) De acuerdo al numeral (b), decir cuanta distancia recorrid el bus en 24 minutos.
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a) Necesitamos inferir qué sistema de coordenadas usaron Pedro y Daniela.
Empecemos por analizar la grafica de Pedro.

Segun la grafica de Pedro, la posicién inicial del bus es x;% = (15 km)x. Por lo
tanto, Pedro us6 un sistema de coordenadas segtn el cual el bus inicialmente
estaba a una distancia de 15 km en el sentido positivo del eje X. Ademas, la
pendiente de la linea es positiva, lo que indica que la velocidad del bus segiin
Pedro es positiva. Esto quiere decir que el bus se mueve en la direccién positiva
del eje X. S6lo con esta informacién, ya sabemos que Pedro usé el siguiente
sistema de coordenadas:

Y

Para escribir la ecuacién de movimiento del bus segun el sistema de Pedro,
necesitamos saber la velocidad del bus. Esta velocidad se puede inferir a
partir de la pendiente de la grafica de posicién contra tiempo. La magnitud
de la pendiente nos indica la rapidez, y el signo de la pendiente nos indica la
direccién de la velocidad.

Recordemos que la pendiente se calcula tomando dos puntos cualesquiera por
los que pasa la linea, y calculando la razén entre la diferencia en Y de ambos
puntos, y la diferencia en X de ambos puntos. Por ejemplo, si escogemos los
puntos (x1,v1) ¥ (x2,92), la pendiente es

m=22" (1)
X2 — X1

Sila ecuacién (1) nos da positiva, la pendiente es positiva, si nos da negativa, la
pendiente es negativa. Si realizamos esta operacién para la gréfica de posiciéon
contra tiempo de Pedro, tomando los puntos inicial y final (podemos tomar
otros puntos si queremos), obtenemos

_45km—15km_30km
~ 0.6h-0h  06h

=50 km/h. (2)

Como el resultado nos dio positivo, la velocidad es positiva:

7 = (50 km/h)#. (3)
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Una vez tenemos la velocidad y la posicién inicial del bus, podemos escribir la
ecuaciéon de movimiento para el bus segin el sistema de Pedro:

xpx = (50 km/h) t£ + (15 km)%, (4)
S —— —_—
v %

donde x, tiene el subindice p para recordarnos que esta es la ecuacién segin
Pedro.

En el caso de Daniela, de su grafica podemos inferir que la posicién inicial del
bus es x;% = (20 km)%. Ademas, la pendiente de la grafica es negativa, lo que
significa que el bus se estd moviendo en la direccién negativa del eje X. Por lo
tanto, debemos construir un sistema de coordenadas segun el cual la posicién
inicial sea de 20 km en el sentido positivo de X, y segtin el cual el bus se esté
moviendo en la direccién negativa de X. Ese sistema seria el siguiente:

=<

X
<

Ahora debemos calcular la velocidad del bus segtin Daniela. La pendiente de
la gréfica de Daniela es

_—10km—20km_—30km
~ 0.6h-0h  06h

=50 km/h. (5)

Como el resultado es negativo, la velocidad del bus es negativa segtn el sistema
de Daniela:
7 =-(50 km/h)x. (6)

Dada esta velocidad y la posicién inicial del bus segin Daniela, la ecuacién de
movimiento es

x4%=—-(50 km/h)t£+ (20 km)Z, (7)
| S — |
v %

donde el subindice d en el término x; nos recuerda que esta es la ecuacién de
movimiento segiin Daniela. Es claro que las ecuaciones (7) y (4) son diferentes.
Sin embargo, como ya vimos en problemas anteriores, la escogencia del sistema
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no es relevante para cantidades escalares como la rapidez, el tiempo o la
distancia.

(b) Como es un movimiento con velocidad constante, la grafica de velocidad
contra tiempo debe ser una linea horizontal que corta el eje Y en la velocidad
que tenga el objeto (si la velocidad es negativa, corta el eje Y en la parte
negativa). Segun la ecuacioén (3), la velocidad es v = (50 km/h)X. Asi, la grafica
de velocidad para Pedro es

AVmm

50

40

30

20

10

02 04 06 08 )t(h)

[ Gréfica de velocidad contra tiempo segin Pedro. ]

Segun la ecuacién (6), para Daniela la velocidad es v = —(50 km/h)%. Por lo
tanto, la grafica de velocidad debe cortar el eje Y en la parte negativa:

AV(km/h)

0.2 04 0.6 0.8
>
(h)

_40

50

| Gréfica de velocidad contra tiempo segin Daniela. |
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(c) Ahora debemos calcular cudnta distancia recorri6 el bus en 24 minutos a
partir de las graficas de velocidad. Como dice la nota 2.14, el area encerrada
entre la linea de la velocidad y el eje X nos da la distancia recorrida. Pero no
queremos la distancia total, sino sélo la distancia entre 0 y 24 minutos. Por
lo tanto, debemos buscar el drea encerrada entre el tiempo cero y 24 minutos.
Como la grafica esta en horas, debemos pasar minutos a horas. Si dividimos
una hora entre cinco, obtenemos intervalos de 12 minutos. Por lo tanto, 0.2
horas son 12 minutos, 0.4 son 24 minutos y as{ sucesivamente. Asi, queremos
buscar el drea entre 0 y 0.4 horas. Empecemos con la grafica de Pedro:

0.6 0.8 )f(h)

| Elarea del rectdngulo es 50 km/h por 0.4 h, es decir, 20 km. |

En 24 minutos (0.4 horas), el bus recorri6 20 kilémetros.

Como el lector puede imaginar, el mismo resultado se obtiene para Daniela:

Vem/n)

0.2 04 0.6 0.8
>
(h)

| Aqui también el drea del rectdngulo es de 50 km/h por 0.4 h, es decir, 20 km. |
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Notemos que en la grafica de Daniela la velocidad es negativa, pero eso no
importa. Como dice la nota 2.14, el drea encerrada sigue siendo la distancia
recorrida.

Por supuesto, si conocemos la rapidez y el tiempo podemos calcular la distancia
directamente, usando d = vt. Por ejemplo, en este casov=50km/hy t=0.4h,
asi que (50 km/h) x (0.4 h) = 20 km.

Cuidado: cuando hacemos la operacién para sacar el area, nos olvidamos
del signo de la velocidad, y sdlo estamos teniendo en cuenta la rapidez. Si
tuviéramos en cuenta el signo, entonces el signo negativo indicaria que el
desplazamiento fue negativo, pero la distancia, que es la magnitud del desplaza-
miento, es siempre positiva. Por otro lado, es claro que las unidades de area son
de longitud al cuadrado (metro cuadrado, kilometro cuadrado, etc.). El “area”
de las figuras anteriores no tiene estas unidades de area sino sélo unidades
de longitud o distancia (20 km, por ejemplo). Cuando decimos que el drea
es la distancia, lo que queremos decir es que si multiplicamos la base por la
altura, sin importar qué unidades tienen la base y la altura, el niimero que da
corresponde a la distancia.
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Problema 2.12.

Palabras clave: grifica de velocidad contra
tiempo, area bajo la curva, velocidad no
constante.

Con base en la grafica de velocidad contra tiempo de un objeto:

(a) Prestando atencién solamente a las lineas rojas, explique qué movi-
miento siguié el objeto y escriba la ecuacién o las ecuaciones de movi-
miento correspondientes para las lineas rojas.

(b) Calcule la distancia total recorrida en los tramos rojos.

(c) Explique cémo podemos interpretar los tramos azules.

AVonss)

1.0

0.8
0.6 /

0.4

100 | 200 | 300 | 400 |\ 500 | 6Q0 )

Solucién

:Qué informacion nos dan?

Para todos los numerales nos dan una grafica de velocidad contra tiempo.

¢Qué nos piden?
(a) Explicar el tipo de movimiento del objeto segun las lineas rojas. Escribir la(s) ecua-
cién(es) de movimiento del objeto.
(b) Calcular la distancia recorrida en los tramos rojos.

(c) Explicar los tramos azules.
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(a) Las lineas rojas son horizontales, lo que significa que el objeto se movi6 con
velocidad constante en cada tramo rojo. En la grafica se ve que en el primer

tramo la velocidad fue
71 = (0.5 m/s)%. (1)

En el segundo tramo rojo la velocidad fue

72 =(0.7 m/s)%. (2)

En el altimo tramo rojo, la velocidad fue

i3 = —(0.2 m/s)%. (3)

(b) Para calcular la distancia total recorrida en los tramos rojos, debemos
calcular el area encerrada por cada tramo, y después sumar.

AV(m/s)

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

Como se aprecia en la grafica, en el primer tramo tenemos (200 s)*(0.5 m/s), lo
que da 100 m. En el segundo (150 s)*(0.7 m/s), lo que da 105 m. En el tercero
(0.2 5)*(150 m/s), lo que es igual a 30 m.

La distancia total recorrida es la suma de la distancia en cada tramo:

d=100m+105m+30m=235m. (4)
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(c) Notemos que en los tramos azules la linea de la velocidad no es horizontal
sino que tiene cierta pendiente (positiva en el primer caso, negativa en el
segundo). Esto quiere decir que la velocidad no permanece constante. En el
primer tramo azul la velocidad estd aumentando, mientras que en el segundo
esta disminuyendo. Como veremos en el préximo problema, cuando la veloci-
dad aumenta, el objeto tiene una aceleracién positiva y cuando la velocidad
disminuye, el objeto tiene aceleracién negativa.

Por otro lado, recordemos que cuando un objeto no tiene velocidad constante,
no tiene sentido hablar de la velocidad del objeto en general sino que debemos
hablar de la velocidad instantanea del objeto (nota 2.6). En cada uno de los
tramos rojos la velocidad permanece constante. Sin embargo, en los tramos
azules la velocidad no permanece constante. Por ejemplo, en el primer tramo azul,
en cada instante sucesivo la velocidad es cada vez mayor. Asi, en los tramos
azules s6lo podemos hablar de la velocidad instantanea.
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Problema (tedrico) 2.13.

Palabras clave: aceleracion, aceleracién ins-
tantdnea, aceleracion cero, velocidad en fun-
cién de la aceleracidn, grafica de velocidad
contra tiempo en casos de aceleracién cons-
tante, ecuacién de movimiento para un mo-
vimiento uniformemente acelerado, distancia
en un movimiento uniformemente acelerado.

(a) Explique cémo se calcula la aceleracién de un objeto si el objeto tiene
aceleracién constante. Ademads, explique el concepto de aceleracién
instantdnea.

(b) Con base en la férmula de la aceleraciéon explicada en (a), diga qué
condiciones se deben cumplir para que la aceleracién de un objeto sea
cero.

(c) Escriba la velocidad final en términos de la aceleracién, la velocidad
inicial y el tiempo, y explique cémo realizar una gréfica de velocidad
contra tiempo cuando hay aceleracién constante.

(d) Escriba la ecuacién de movimiento para un objeto que tiene aceleracién
constante.

(e) Explique cémo calcular la distancia recorrida por un objeto, si el objeto
tiene aceleracién constante.

(a) La aceleracién es una cantidad vectorial que representa la tasa de cambio
de la velocidad en el tiempo. Si la velocidad de un objeto cambia en el tiempo,
entonces el objeto tiene aceleracién. Mas precisamente, si en cierto tiempo un
objeto tiene velocidad v; y un tiempo t después el objeto tiene velocidad vy, y
si la aceleracién es constante, entonces la podemos calcular usando

T~ 7;
—

= (1)
Por ejemplo, si en cierto instante el objeto tiene velocidad v = (40 km/h)% y

media hora después tiene velocidad v = (100 km/h)zx, y si el objeto aceler6 de
modo constante, entonces su aceleracion es

(100 km/h)% - (40 km/h)%

05 = (120 km/h?)%. (2)

a=

Cuando decimos que el objeto tiene aceleraciéon de (120 km/h?)% estamos
diciendo que el objeto aumenta su velocidad en 120 kilémetros por hora, cada
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hora: si en cierto momento la velocidad es de 120 kilémetros, una hora después
serd de 240 kilémetros, dos horas después serd 360 kilémetros, etc. Notemos
que las unidades de la aceleracién son de velocidad sobre tiempo. Como el
lector puede verificar facilmente, velocidad sobre tiempo es igual a distancia
sobre tiempo al cuadrado. Por ejemplo, kilémetros sobre hora al cuadrado o
metros sobre segundo al cuadrado son unidades de aceleracién.

Si un objeto tiene aceleracién constante, entonces en todos los puntos de su
trayectoria su aceleracién estd dada por la ecuacién (1). Sin embargo, un objeto
puede tener aceleracién variable. En tal caso, su aceleracién en cada instante
puede ser diferente. Por ejemplo, un carro puede tener cierta aceleracién en
cierto segundo, y después el conductor aplica el freno, lo que genera una
aceleracion diferente. Asi como la velocidad instantdnea es la velocidad en s6lo
un instante, la aceleracién instantdnea es la aceleracion en un instante.

Matemaéticamente, la aceleracién instantdnea se define como la tasa de cambio
de la velocidad en un intervalo de tiempo infinitesimal. La podemos escribir
asi: o
Vf -
dinst = %; (3)
inst
donde t;,,;; denota un instante’. Por supuesto esta ecuacién es muy similar a
la ecuacién (1). Lo que es diferente entre ambas es que en la ecuacién (1) el
tiempo t puede ser de cualquier duracién mientras que en la ecuacién (3) ¢
s6lo dura un instante. Si la aceleracién del objeto es constante, entonces su
aceleracién en cada instante es la misma, asi que para hallarla podemos usar la
ecuacion (1).

Es importante anotar que un objeto puede tener aceleracion constante y no moverse
en linea recta. En este problema y en este capitulo vamos a enfocarnos en casos
de movimiento en linea recta (movimientos en una dimensién). El movimiento
de los objetos que tienen aceleracidn constante y que se mueven en linea recta
se conoce como movimiento rectilineo uniformemente acelerado.

(b) Sila aceleracién es cero podemos igualar la ecuacién (1) a cero:

d:@:u (4)

La anterior ecuacidn es cero solamente si la resta de 17f con v; es cero, es decir,
si
17f -7;=0. (5)

Y esto es cero solo si Uy es igual a 7;. Notemos que si la velocidad final e inicial
son iguales, sus magnitudes y sus direcciones tienen que ser iguales.

7 Er}i libros de texto mas avanzados, esta aceleraciéon se define usando la nocién de derivada:
v

Ainst = g
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Nota 2.15. Aceleracion cero

La aceleracién de un objeto es cero solamente si la magnitud y la di-
reccion de la velocidad final es igual a la magnitud y direccién de la
velocidad inicial. En otras palabras, si la rapidez del objeto cambia, o
si la direccién en que se mueve cambia, el objeto tendra aceleraciéon
distinta de cero.

La nota anterior es muy importante porque uno podria llegar a pensar que si un
carro preserva una rapidez constante, eso ya es suficiente para que el carro no
tenga aceleracién. Pero como dice la nota, la direccién de la velocidad no puede
cambiar o de lo contrario habré aceleracién. Por ejemplo, si el velocimetro de
un carro marca 50 km/h mientras realiza una curva, el carro tendra aceleracién
porque esta cambiando la direccién de su velocidad (a pesar de que la rapidez
es constante).

(c) Si multiplicamos la ecuacién (1) por el tiempo ¢, obtenemos

it =7 - ;. (6)

Ahora pasamos la velocidad inicial al lado izquierdo

ﬁt+17i:17f. (7)

La ecuacién (7) nos dice cual es la velocidad final de un objeto si el objeto
tiene cierta velocidad inicial y comienza a acelerar durante un tiempo ¢. En
particular, esta ecuacién muestra que la velocidad final depende linealmente de
la aceleraciéon. De hecho, notemos que la ecuacién (7) tiene la misma forma que
la ecuacion de la posicién de un movimiento con velocidad constante: Xf = vt +
%;. En el caso de la posicién final con velocidad constante, la posicién depende
linealmente de la velocidad, y se le suma el término de la posicién inicial. En
el caso de aceleracion constante, la velocidad final depende linealmente de la
aceleracion, y se le suma la velocidad inicial. Como la forma de la ecuacién
es la misma, podemos inferir que la gréfica de la velocidad contra tiempo en
un movimiento con aceleracién constante es el mismo tipo de gréafica que la
gréafica de la posicién en funcién del tiempo en un movimiento con velocidad
constante. jAmbas graficas deben ser lineas rectas! Esto se puede ver mas
claramente si aplicamos la regla de oro. Para hacerlo, supongamos que el objeto
se mueve en linea recta sobre el eje X. En tal caso, podemos escribir la ecuacién
(7) como

vffzataﬂviﬁ. (8)

Ahora aplicamos la regla de oro:

vy =at+v;. (9)
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El lector debe reconocer que esta ecuacién es la ecuacién de una linea recta,
que corta el eje Y en el punto v;, y cuya pendiente es a:
Variable

independiente
=

vp =at+v (10)
-— -

Variable Pendiente Punto
depediente de corte

El signo de la aceleracién determina si la pendiente es positiva o negativa. Los
pasos para realizar gréficas de velocidad contra tiempo para un movimiento
con aceleracién constante son los mismos que los seguidos para realizar graficas
de posicién contra tiempo en un movimiento con velocidad constante.

Nota 2.16. Grafica de velocidad contra tiempo para un movimiento

rectilineo uniformemente acelerado

Para realizar una gréfica de velocidad contra tiempo necesitamos seguir
tres pasos:

(a) Escogemos un sistema de coordenadas cualquiera o usamos el
que el problema nos indique.

(b) Con base en la informacién que tengamos y el sistema de coor-
denadas escogido, debemos escribir la ecuacién de la velocidad
del objeto. En general, la ecuacién de velocidad del objeto en un
movimiento con aceleracién constante es: vy = at + ;.

(c) Aplicamos la regla de oro a la ecuacién de la velocidad. Grafica-
mos esta Gltima ecuacién teniendo en cuenta que es la ecuacién
de una linea recta. La velocidad inicial es el punto de corte con
el eje Y, la velocidad final es la variable dependiente, el tiempo
es la variable independiente y la aceleracién es la pendiente
de la recta (el signo de la aceleracién indica si la pendiente es
positiva o negativa).

(d) Suponga que en cierto instante un objeto tiene velocidad ¥; y su posiciéon
en ese momento es X;. En ese momento el objeto empieza a acelerar de manera
constante, con aceleracién 4. Si el objeto acelera durante un tiempo f, su
posicion Xy después de ese tiempo serd

I I I
xf:Eat + Uit + X;. (11)
Esta ecuacién de movimiento es muy similar a la ecuacién de la posicién final

en un movimiento con velocidad constante, sélo que tiene un término més (el
término con aceleracién).
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Podemos entender esta ecuacién con un ejemplo. Supongamos que segun
nuestro sistema de coordenadas, un ciclista tiene una velocidad de 10 km/h
en la direccién positiva de X. En ese momento el ciclista esta en la posicién
(40 km/h)%. A partir de ese momento el ciclista acelera de modo constante,
con aceleracién de magnitud 30 km/h? en el sentido positivo de X. El ciclista
acelera durante un cuarto de hora. Queremos averiguar la posicién del ciclista
después del cuarto de hora. Para eso aplicamos la ecuacién (11):

ff:%(30knuhh(oz5hff+(10kn0(025hﬁn«40knox 12)

= (43.43 km)#%

Nota 2.17. Ecuacién de movimiento para un objeto en un movimien-

to con aceleracién constante

Cuando un objeto se mueve con aceleracién constante, la ecuacion de
movimiento del objeto es

L 1., .
Xf=zat”+vit+xj,
2
donde ff es la posicién final, X; su posicién inicial, 7; su velocidad

cuando esta en la posicién inicial y t el tiempo transcurrido entre la
posicién inicial y final.

(e) Recordemos que la distancia es la magnitud del desplazamiento y el despla-
zamiento de un objeto es la resta vectorial de su posicién final con su posicién
inicial. Si escribimos la ecuacién de movimiento de un objeto con aceleracién
constante, tenemos

I O
xf:Eat2+vit+xi. (13)
Si pasamos la posicién inicial al lado izquierdo, obtenemos
I
xf—xi:Eat +7jt. (14)
Pero el lado izquierdo es precisamente el desplazamiento
L1,
D:Eat +7jt. (15)

Si el objeto se moviera en linea recta, podriamos escribir esta ecuacién como

1
d% = —at’% +v;t%, (16)
2
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donde hemos usado el hecho de que la magnitud del desplazamiento es la
distancia. Finalmente, sabemos que la distancia es la magnitud del desplaza-
miento, es decir,

1
Eatzwit . (17)

3

D

El valor absoluto es importante porque lo que esta en el lado derecho de la
ecuacién podria dar negativo y la distancia, como toda magnitud, debe ser
positiva.

Nota 2.18. Distancia recorrida por un objeto en un movimiento con

aceleracién constante

La distancia recorrida por un objeto con aceleracién constante y que se
mueve en linea recta esta dada por

s

1
d= “Eatz +v;t

donde a es la magnitud de la aceleracién, t es el tiempo y v; es la
magnitud de la velocidad inicial.
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Problema 2.14.

Palabras clave: velocidad en funcién de la ace-
leracién, grafica de velocidad contra tiempo
en casos de aceleracion constante, distancia
entre dos objetos en diferentes tiempos.

Juan y Valentina estan jugando con sus carros de control remoto. Después
de un rato, deciden intentar chocar los carros de frente. Juan hace que su
carro (azul) acelere de forma constante contra el carro de Valentina (verde), y
Valentina mantiene su carro con velocidad constante en direccidn del carro de
Juan, como se ve en el dibujo. Si la velocidad inicial del carro de Juan es cero 'y
la magnitud de su aceleracion es aj, la rapidez del carro de Valentina es v, y
los carros se chocan en el tiempo f. (contado desde que Juan acelera su carro).

(a) Escriba una expresiéon para la distancia a la que se encontraban los
carros inicialmente.

(b) Escriba una expresiéon para la distancia a la que se encuentran los
carros cuando habia transcurrido la mitad del tiempo del choque.

(c) Haga una gréfica cualitativa (sin valores numéricos) de velocidad contra
tiempo para ambos carros (una sola grafica para ambos).

a; v,
—_ <«

:Qué informacion nos dan?

a), (b), (c). Los carros se mueven en direcciones opuestas. El carro de Juan tiene velocidad inicial
cero, y aceleracién constante de magnitud a;. El carro de Valentina se mueve con velocidad
constante de magnitud vy. Los carros se chocan en el tiempo #c.

¢Qué nos piden?
(a) Una expresion para la distancia inicial a la que se encontraban los carros.

(b) Una expresion para la distancia entre los carros cuando ha pasado la mitad del tiempo
en que se chocan.

(c) Una grafica cualitativa de velocidad contra tiempo para ambos carros.
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(a) Debemos encontrar una expresién para la distancia inicial entre los carros.
La distancia entre dos posiciones cualesquiera es la magnitud de la resta
vectorial entre esas dos posiciones.

Como en casi todos los problemas de cinematica, primero debemos escoger un
sistema de coordenadas. Escojamos uno en el cual la direccién positiva del eje X
apunte en la direccién en que se mueve el carro de Juan, y la direccién negativa
sea la direccién en que se mueve el carro de Valentina. Ademads, pongamos
el origen del sistema en la posicién inicial del carro de Juan (esto simplifica
un poco las cosas porque hace que el carro de Juan tenga posicién cero). Si
hacemos esto, el carro de Valentina estard a una distancia d (desconocida) en
el sentido positivo de X en el momento inicial. Nuestro sistema queda asi:

En este caso queremos averiguar la distancia inicial entre los carros, asi que
necesitamos determinar la posicién inicial de los carros y calcular la resta
vectorial entre la posicién de ambos carros. Si llamamos X, a la posicién inicial
del carro de Valentina y X;; a la posicién inicial del carro de Juan, entonces la
distancia inicial entre ambos carros serad la magnitud de dicha resta:

’ (1)

donde la resta podria haber sido al revés (el valor absoluto da igual). Esto se
ilustra con el siguiente dibujo.

4=l %

Y

b 4

En el dibujo se ve que la diferencia entre la posicién inicial de ambos carros
es simplemente la magnitud de X;,, pues la posicién inicial del carro de Juan,
seglin nuestro sistema, es el origen. Asi, para usar la ecuacién (1) necesita-
mos solamente hallar la posicién inicial del carro de Valentina. Y para hallar
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la posicién inicial del carro de Valentina necesitamos usar su ecuacién de
movimiento.

El carro de Valentina se mueve con velocidad constante de magnitud v, en
la direccién negativa de X, y su posiciéon inicial segtin nuestro sistema es dx,
donde d es la distancia inicial de separacién entre los carros, que debemos
hallar. La ecuacién de movimiento del carro de Valentina es la ecuacién de
movimiento de un objeto con velocidad constante: Xy = vt +X;. Podemos escribir
la ecuacién del carro de Valentina asi:

XfpX = -vytX +dx, (2)

donde hemos llamado “xf,” a la posicion final del carro de Valentina. Por
supuesto, s6lo con esta ecuacién no podemos determinar dx que es la posicién
inicial del carro de Valentina, pues no tenemos ni el tiempo ni la posicién final.

Nos dicen que cuando se chocan ambos carros el tiempo es .. Para usar esa
informacién, debemos tener en cuenta que cuando se chocan los carros estos
tienen la misma posicién final. Por lo tanto, necesitamos escribir la ecuacién de
movimiento del carro de Juan para encontrar su posicién final, y luego podemos
igualar ambas posiciones finales. El carro de Juan tiene un movimiento con
aceleracion constante, asi que su ecuacién de movimiento es de la forma Xy =
%dtz + vt +X;. Ahora, segiin nuestro sistema, el carro de Juan tiene aceleracién
constante de magnitud 4; en la direccién positiva de X, velocidad inicial cero,
y posicién inicial cero. Por lo tanto, su ecuacién de movimiento serd

o1
xfiX= Ea]-t X, (3)

donde hemos llamado “x¢;” a la posicion final del carro de Juan. En el tiempo
t. los carros se chocan, asi que en ese tiempo podemos igualar sus posiciones

finales:
1

Eajtczfz—vvtcf-kdﬁ. (4)
N——
xfj e

De esto podemos inferir la posicién inicial del carro de Valentina. Pasemos el
término con la velocidad del carro de Valentina a la izquierda de la igualdad:

1
Ea]-tczaé+v,,t(;9€:d32. (5)

Esta ecuacién nos da dx (la posicion inicial del carro de Valentina) en términos
de las otras variables conocidas®. Con esta posicién, y como sabemos que la

8 Podemos terminar el ejercicio aqui, pero conceptualmente es méas claro si ahora usamos la
ecuacion (1).
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posicién inicial del carro de Juan es cero (segin nuestro sistema), podemos
usar la ecuacion (1):

1
d:HEajt623€+vvtC92— 0% H (6)
~— 2
%; i
v

Esta ecuacién nos dice la distancia de separacién entre los carros en términos
de la aceleracién del carro de Juan, la velocidad del carro de Valentina y el
tiempo de choque. Notemos que si el tiempo de choque ¢, aumenta y dejamos
las demas variables fijas, entonces la distancia d aumenta, lo cual tiene sentido,
pues si se demoran mucho en chocarse es porque los carros estaban muy
separados.

Nota 2.19. Distancia entre dos posiciones

La distancia entre dos posiciones X; y X, es la magnitud de la resta
vectorial entre ambas: |X; —X;|| (el orden de la resta no importa por el
valor absoluto).

(b) Ahora debemos hallar una expresién para la distancia entre los
carros cuando ha pasado la mitad del tiempo de choque, es decir, cuando
los carros han estado andando un tiempo t./2. El razonamiento para hallar la
distancia es igual que antes: necesitamos conocer la posicién de cada carro en
el tiempo que nos dicen (que es t./2) y luego sacamos la magnitud de la resta
vectorial entre dichas posiciones.

Podemos hallar la posicién del carro de Juan en el tiempo que nos interesa
reemplazando f./2 en la ecuacién de movimiento del carro, ecuacion (3):

1
ij)?zaa]‘(tc/Z)z)e. (7)
——
t

Podemos hallar la posicion del carro de Valentina reemplazando el tiempo #/2
en la ecuaciéon de movimiento del carro de Valentina, ecuacién (2):

XX =—vy (t/2) X +dx. (8)

——
t

Esta ecuacién nos dice la posicién del carro de Valentina en términos de la
posicién inicial d£. Esta posicién la hallamos en el numeral anterior, ecuacién
(5), asi que si la usamos en la ecuacién (8), obtenemos

. . (1 .
xf,,x:—v,,(tc/2)x+(Ea]-tchrv,,tc)x. (9)

| S —
ax



CINEMATICA 181

Una vez tenemos la posicién de cada carro en el tiempo t./2 en funcién de
variables conocidas, podemos realizar la resta de la posicién del carro de
Valentina y la de Juan:

5 5 L (1 L1 .
XX —xpiX=—vy(tc/2)X+ (Eajtc2 +vvt5)x— Ea]-(tc/z)zx_ (10)

Xfv Xfj

Simplifiquemos un poco esta expresiéon sumando los términos que podemos
sumar:

1 3
XppX—xpik= Evvtcah— ga]-tczaﬁ. (11)
Esto es lo mismo que escribir (nota 1.19)
s (1 3 5
(xf,,—xf]-)x:(Evvtc+§ajtf)x. (12)

La distancia de separacién sera la magnitud de la anterior ecuacién:

1 3 R
ds = H(Evvtc + gajtf)x .

(13)

(c) Debemos realizar una grafica cualitativa de velocidad contra tiempo para el
carro de Juan y el de Valentina. El carro de Valentina se mueve con velocidad
constante, asi que su grafica de velocidad contra tiempo debe ser una linea
horizontal. Ademads, segin nuestro sistema, la velocidad del carro de Valentina
apunta en la direccién negativa del eje X, asi que su grafica de velocidad contra
tiempo debe ser una linea horizontal en la parte negativa del eje Y:

VoA

rV,

[ El carro de Valentina se mueve con velocidad constante negativa de magnitud vy. |
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El carro de Juan tiene aceleracién constante positiva, asi que su grafica de velo-
cidad contra tiempo es una linea recta con pendiente positiva. Esto se ve mas
claramente en la ecuacién que relaciona la velocidad final con la aceleraciéon
(en este caso no hay velocidad inicial):

ijf:ajt)e. (14)

Al aplicar la regla de oro, obtenemos
vfj = ajt. (15)
Esta es la ecuacion de una linea recta con pendiente positiva a;, que corta el

eje Y en cero. Si trazamos esta grafica sobre la misma grafica de velocidad del
carro de Valentina, obtenemos

VA

V.

El carro de Juan se mueve con aceleracién constante positiva de magnitud 4;. La
linea (en rojo) pasa por el origen porque la velocidad inicial es cero.
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Problema (tedrico) 2.15.

Palabras clave: ecuacién de una parabola, gra-
ficar parabolas, graficar posicién contra tiem-
po para un movimiento uniformemente ace-
lerado, interpretacién de gréficas de posicién
contra tiempo.

(a) Escriba la ecuacién de una parabola, explique los diferentes términos
y diga qué se puede inferir de la pardbola de acuerdo al signo de los
términos.

(b) Grafique las ecuaciones y = 5x%~2x+1,y = 5x%>+2x+1yp = -5x2+10x+1
(puede usar calculadora o un computador).

(c) Con base en lo anterior, explique cémo realizar una gréafica de posicién
contra tiempo para un objeto que se mueve con aceleracién constante
en linea recta, a lo largo del eje X.

(d) En el tiempo inicial un objeto estd a un metro en el sentido positivo
de X y tiene una velocidad de dos metros por segundo en el sentido
positivo de X. En ese instante comienza a acelerar con aceleracién de 10
m/s? en direccién negativa de X. Realice la grafica de posicién contra
tiempo de ese objeto.

(e) Dada una grafica de posicién contra tiempo para un movimiento acele-
rado, ;puede inferir en qué instantes la velocidad es cero?

(a) En general, la ecuacién de una pardbola es de la forma
y:ax2+bx+c. (1)
El primer término es el término cuadratico, que determina si la pardbola se

abre hacia arriba o hacia abajo. Por ejemplo, si a es negativo la parabola se abre
hacia abajo, y si es positivo la parabola se abre hacia arriba.

N/t
| 7T

La paréabola izquierda tiene a positivo asi que se abre hacia arriba. La parabola
derecha tiene a negativo asi que se abre hacia abajo.
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El segundo término es un término lineal. Dependiendo del signo de este
término y del signo del término cuadratico, podemos saber si la pardbola est4
centrada en el eje Y, o esta corrida a la derecha o a la izquierda de dicho eje. La
regla para saber hacia qué lado esté corrida la parabola es asi: si b y a tienen el
mismo signo (ambos son negativos o ambos son positivos), la pardbola queda
corrida en el sentido negativo de X (queda a la izquierda del eje Y). Si no
tienen el mismo signo, la pardbola queda corrida en el sentido positivo de X.
Finalmente, si b es cero, la pardbola queda perfectamente centrada en el eje Y.

Izquierda: a y b tienen el mismo signo. Centro: a y b tienen signos opuestos.
Derecha: b es cero.

El tercer término es una constante, que nos dice el punto de corte con el eje Y.
Si es positivo el punto de corte es positivo, si es cero el punto de corte es cero y
si es negativo el punto de corte es negativo:

\ |/

W

[ Izquierda: c es positivo. Centro: ¢ es negativo. Derecha: c es cero. ]

(b) Graficar una pardbola es laborioso porque debemos hacerlo punto por
punto (en cambio, para graficar una recta sélo necesitamos tener dos puntos y
conectarlos). Pero como vimos en la seccién anterior, hay cosas de la gréfica
que podemos saber sin necesidad de hacerlo para cada punto. Por ejemplo,
podemos saber si la grafica se abre hacia abajo o hacia arriba dependiendo del
signo del término cuadratico. Podemos saber el punto de corte conel eje Y, y
podemos saber si estd centrada o no en el eje Y.

Primero debemos graficar p = 5x> - 2x + 1. Antes de hacerlo, digamos todo lo
que podemos saber sobre esa pardbola. Como la constante es 1, dicha parabola
corta el eje Y en 1. Ademds, se abre hacia arriba porque el término cuadratico
es positivo. Finalmente, como el término lineal no tiene el mismo signo que
el término cuadrético, entonces sabemos que la parabola estd corrida en el
sentido positivo de X. Al hacer la gréfica obtenemos la siguiente parabola:
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Como esperabamos, esta es una parabola que se abre hacia arriba, que estd un
poco corrida a la derecha y que corta el eje Y en 1.

Ahora debemos graficar p = 5x% + 2x + 1. La tnica diferencia con la ecuacién
anterior es que ahora el término lineal es positivo, asi que tiene el mismo signo
que el término cuadratico. Por lo tanto, la parabola se debe correr hacia la
izquierda. Al graficarla, verificamos que eso es lo que sucede:

Por tltimo, debemos graficar y = ~5x2 + 10x + 1. Esta es una parabola que se
abre hacia abajo porque el término cuadratico es negativo. Ademds, como el
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término cuadratico es negativo y el lineal es positivo (no tienen el mismo signo),
la pardbola se mueve hacia la derecha del eje Y. Finalmente, la parabola corta
elejeYen 1.

(c) Si un objeto se mueve en linea recta con aceleracién constante a lo largo de
X, podemos escribir su posicién final como

N TN P
xfx:Eat X+vtR +x;X. (2)
Ahora apliquemos la regla de oro:

1
xfzgut2+vit+xi. (3)

La ecuacién (3) nos dice como cambia xy en funcion del tiempo. El lector debe
notar por lo visto en los numerales anteriores que esta es la ecuacién de una
parébola, donde la variable dependiente es xy y la independiente es el tiempo
t. El primer término es el término cuadratico, el segundo es el término lineal y
el tercero es una constante.

Término
lineal
1 2
X f = E at + v;t + X; . (4)
N—— ——
Variable Térmi Constante
: érmino ¢

dependiente cuadratico (gs‘égrtoe

ejeY)

Como queda claro por la ecuacidén (4), el término cuadratico contiene la ace-
leracioén. El signo de dicho término (que es el signo que tenga la aceleracién)



CINEMATICA 187

determina si la pardbola se abre hacia arriba o hacia abajo. El término que tiene
la velocidad inicial es el término lineal. El signo de este término y el signo
del término cuadratico determinan si la parabola se corre hacia la derecha o
izquierda en el eje Y. El ultimo término, que corresponde a la posicién inicial,
dice dénde la parabola corta el eje Y.

Mas alla de las similitudes, hay una diferencia importante entre la pardbola
descrita por (4) y una parabola comtn de matemdticas. Generalmente, en fisica
sélo consideramos tiempos positivos. Como el tiempo esta en el eje X, esto
quiere decir que en fisica no nos interesa lo que sucede en la parte negativa
del eje X (es decir, cuando el tiempo es negativo). Por lo tanto, no trazamos
una pardabola completa sino sélo la parte de la parabola que corresponda a tiempos
positivos.

Nota 2.20. Grafica de posicidon contra tiempo para un movimiento

rectilineo con aceleracion constante

(1) Escogemos un sistema de coordenadas cualquiera o usamos el
que el problema nos indique.

(2) Con base en la informacién que tengamos y el sistema de coor-
denadas escogido, debemos escribir la ecuacién de movimiento
del objeto. En general, la ecuacién de posicion del objeto en un
movimiento con aceleracién constante es Xf= %dtz + Ut + X;.

(3) Aplicamos la regla de oro. Graficamos esta altima ecuacién
teniendo en cuenta que es la ecuacién de una pardbola y sélo
tomamos en cuenta la parte positiva del eje X que corresponde
a tiempos positivos. El signo del término con la aceleracién (el
término cuadratico) determina si se abre hacia arriba o hacia
abajo. El punto de corte con el eje Y es la posicidn inicial. Si
el término con la velocidad inicial tiene el mismo signo que
el término con la aceleracién, la parabola estd corrida en el
sentido negativo de X. Si tienen signos diferentes, la pardbola
esta corrida en el sentido positivo de X.

(d) Nos dicen que un objeto estd a un metro en el sentido positivo de X, y en
ese momento el objeto tiene una velocidad de dos metros por segundo en el
sentido positivo de X. En ese instante comienza a acelerar con aceleracién de
10 m/s? en direccién negativa de X. Con esta informacién podemos escribir la
ecuaciéon de movimiento del objeto:

xﬁz—%(lOm/sz)t29€+(2 m/s)t£+ (1 m)%. (5)
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Aplicando la regla de oro, obtenemos

x:—%(lom/sz)t2+(2 m/s)t+ (1 m). (6)

Notemos que la anterior es una pardbola que se abre hacia abajo (el signo de la
aceleracién es negativo), que corta el eje Y en un metro y que estd corrida en el
sentido positivo de X porque el término lineal no tiene el mismo signo que el
término cuadratico. Si realizamos la grafica sdlo para la parte positiva del eje
del tiempo, obtenemos

(e) Uno puede saber cudndo la velocidad del objeto es cero mirando la parabola
de posicién contra tiempo. En particular, si la pardbola se abre hacia abajo, la
velocidad es cero en el punto mas alto de la parabola. Si la parabola se abre
hacia arriba, la velocidad es cero en el punto mas bajo de la paradbola. Pronto
entenderemos mejor por qué estas partes de la pardbola indican velocidad
cero.

Velocidad Cero

e =

. Velocidad Cero
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Nota 2.21. Velocidad cero segun la grafica de posicién contra tiempo

En el punto més alto de la parabola y en el punto mas bajo la velocidad
del objeto es cero.
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Problema de repaso 2.16.

Palabras clave: grifica de posicién contra
tiempo para un movimiento uniformemente
acelerado, ecuacién de una pardbola, acele-
racién negativa, gréfica de velocidad contra
tiempo para un movimiento uniformemente
acelerado.

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(1) Si un objeto tiene aceleracién constante, la grafica de velocidad contra
tiempo es la de una parébola.

2) Si la gréfica de posicién contra tiempo de un objeto es una parabola
8 1% p ) p
que se abre hacia abajo, entonces la aceleracidn del objeto es negativa.

(3) Un objeto puede tener aceleracién negativa y velocidad final positiva.

(4) La grafica de velocidad de un objeto que tiene aceleracién constante
negativa es una linea recta con pendiente negativa.

(5) Si la grafica de posicién contra tiempo de un objeto es una parédbola
corrida hacia la derecha, entonces podemos inferir que la aceleracién
tiene el mismo signo que la velocidad inicial.

(1) Falso. Si un objeto tiene aceleracién constante, la grafica de velocidad contra
tiempo es una linea recta (pero la gréfica de posicién contra tiempo si es la de
una pardbola).

(2) Verdadero. Si la aceleracién es negativa la pardbola se abre hacia abajo, y si
es positiva se abre hacia arriba.

(3) Verdadero. El signo de la aceleracién sélo indica si la velocidad aumenta
o disminuye, pero no indica si la velocidad final es negativa o positiva (por
ejemplo, un objeto que pasa de tener una rapidez de 100 km/h positiva en X a
50 km/h positiva en X va a tener aceleracién negativa, pero su velocidad final
sigue siendo positiva).

(4) Verdadero. Como muestra la ecuacion vy = dt +7;, la pendiente en una
gréfica de velocidad contra tiempo estd determinada por la aceleracién, y si la
aceleracién es constante negativa la pendiente serd negativa.

(5) Falso. Si la parabola se corre a la derecha, entonces el signo del término
cuadratico es diferente al signo del término lineal. En este caso, el signo de la
aceleracion tiene que ser diferente al signo de la rapidez inicial (nota 2.20).
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Problema 2.17.

Palabras clave: aceleracién, grafica de veloci-
dad contra tiempo para un movimiento ace-
lerado, distancia recorrida en un movimiento
uniformemente acelerado, gréfica de posicién
contra tiempo para un movimiento uniforme-
mente acelerado, aceleracién negativa, desace-
leracién, aumento y disminucién de rapidez,
movimiento por tramos.

Un misil aéreo lleva una rapidez de 600 m/s cuando estd a punto de entrar en
un cimulo de nubes. El misil cruza el cimulo en 10 segundos. Al salir, el misil
tiene una velocidad de 500 m/s. El misil se mantiene con esa velocidad durante
20 segundos hasta que choca contra una montafia y se entierra. El misil no
explota, sélo se detiene al enterrarse 2 segundos después de hacer contacto con
la montana. Suponga que el misil perdié rapidez de forma constante al entrar
a la nube y al enterrarse en la montafa, pero nunca perdié altura. Escoja un
sistema en el cual el misil se mueve en la direccién positiva de X.

(a) ;Cual es la aceleraciéon del misil en el tiempo que estuvo en la nube y
en el tiempo que estuvo en la montafia?

(b) ¢Cudnta distancia recorre el misil desde que entra a la nube hasta que
se detiene en la montana?

(c) Realice una gréfica de velocidad contra tiempo para el recorrido del
misil desde que estd a punto de entrar a la nube hasta que se detiene.
Compruebe con esta grafica la respuesta hallada en (b).

(d) Haga una gréfica cualitativa (sin nimeros, s6lo importa la forma) de
posicién contra tiempo, desde que el misil entra a la nube hasta que se
detiene por completo.

(e) Vuelva a responder los numerales (a) y (c), pero ahora con un sistema
en el cual el misil se mueve en la direccién negativa de X. Compa-
re las gréficas de la velocidad de (c) con estas nuevas, y analice el
comportamiento de la rapidez del misil a partir de ambas graficas de
velocidad.
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-a»

:Qué informacion nos dan?

La rapidez del misil antes de entrar a la nube es de 600 m/s, y al salir es de 500 m/s. El misil
se demora 10 segundos cruzando el camulo de nubes. El misil vuela a 500 m/s durante 20
segundos hasta que se choca con una montana. El misil se demora 2 segundos en enterrarse en
la montafia. En el cimulo de nubes y en la montaria el misil pierde rapidez de forma constante.
El misil nunca perdi6 altura. El misil se mueve en la direccién positiva de X.

¢Qué nos piden?
(a) Aceleracién del misil en la nube y en la montana.

(b) Distancia recorrida por el misil desde que entra a la nube hasta que se detiene en la
montana.

(c) Realizar una gréfica de velocidad contra tiempo y usar esta grafica para corroborar la
distancia hallada en (b).

(d) Realizar una grafica cualitativa de posicién contra tiempo desde el momento en que el
misil entra a la nube hasta que se detiene por completo.

(e) Responder (a) y (c) usando un sistema en el cual el misil se mueva en el sentido negativo
de X. Comparar la graficas de (c) con la nueva gréfica de velocidad, y analizar la rapidez
del misil a partir de ambas gréficas.

(a) Primero, como en todos los problemas de cinemdtica, escogemos un sistema
de coordenadas. Nos dicen que debemos escoger un sistema en el cual el misil
se mueva en el sentido positivo de X. Ademas, como no pierde altura, el misil
no se mueve en la direcciéon de Y:

- &>

X



CINEMATICA 193

Como la rapidez del misil cambia al entrar en la nube, el misil tiene aceleracién
mientras pasa por la nube. Y como nos dicen que el misil pierde rapidez de
forma constante, entonces su aceleracion es constante. Recordemos que la
aceleracién de un objeto esta dada por

ﬁf -
P

a=

(1)

La velocidad del misil justo antes de entrar en la nube es de 600 m/s, y segin
el sistema, apunta en la direccién positiva de X. Cuando sale de la nube, la
velocidad del misil es de 500 m/s y también apunta en la direccién positiva de
X. Ademas, el tiempo que pasa en la nube es de 10 segundos. Por lo tanto, la
aceleracién del misil serd de

(500 m/s)x - (600 m/s)x

= - _ 2\ .
a= 10s (10 m/s%)%. (2)

Notemos el signo menos, que indica que la aceleracién apunta en la direccién
negativa de X. Es decir, la aceleracidn tiene direccién opuesta al movimiento
del misil. Cuando la aceleracion tiene direccion contraria al movimiento del objeto,
decimos que el objeto tiene desaceleracion. Pero como veremos pronto, el término
“desacelerar” puede ser confuso. Es menos problematico si simplemente deci-
mos que el misil tiene aceleracion en la direccion negativa de X.

Cuando el misil estd a punto de entrar en la montarfia, su velocidad es de 500
m/s en la direccién positiva de X. Dos segundos después de entrar, se detiene
completamente, asi que su velocidad en X es simplemente cero. Por lo tanto,
su aceleracidn al entrar en la montana es

(0m/s)x - (500 m/s)xX

i= = —(250 m/s?)%. (3)
2s

De nuevo obtenemos una aceleracién que apunta en el sentido negativo de X.
Segun nuestro sistema, esto quiere decir que el misil estd perdiendo velocidad,
lo cual es obvio, pues el misil se detiene por completo al enterrarse.

(b) La distancia recorrida por el misil desde que entra a la nube hasta que
se entierra en la montana se puede calcular como la suma de las diferentes
distancias recorridas por este. Primero necesitamos hallar la distancia que
recorre en la nube hasta que sale de ella, después, la distancia desde que sale
de la nube hasta que choca con la montaia, y finalmente la distancia dentro de
la montaria hasta detenerse.

Cuando estd en la nube el misil tiene aceleracién, asi que la distancia recorrida
en ese tramo esta dada por (ver nota 2.18)

1
d= Hiatz-kvit

‘. (4)
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Como la velocidad del misil justo antes de entrar a la nube es de 600 m/s en la
direccién positiva de X, el tiempo que pasa en la nube es de 10 segundos, y la
aceleracién es de 10 m/s? en la direccién negativa de x, como hallamos con la
ecuacidn (2), entonces la distancia recorrida en la nube es

dy = H—l (10 m/s2) (10 s)2+(600 m/s) (10 s)” = (5500 m), (5)
2&-/%,_/ ———— -
a t Vi t

donde hemos llamado d; a la distancia en este tramo. Desde que el misil sale de
la nube hasta que choca con la montafia, el misil mantiene velocidad constante
de 500 m/s en direccién positiva de X. Por lo tanto, la distancia recorrida en
este trayecto se calcula usando que distancia es rapidez por tiempo:

d=vt. (6)

Como la rapidez es de 500 m/s y el tiempo de este trayecto es de 20 segundos,
entonces tenemos

d, = (500 m/s) (20 s) = (10000 m), (7)
—_—————
v t

donde hemos llamado d; a la distancia en este tramo.

Finalmente, al entrar en la montafia el misil vuelve a tener un movimiento
con aceleracién constante. En ese tramo su aceleracion es de 250 m/s? en la
direccién negativa de X, el tiempo es de 2 segundos, y la velocidad inicial al
entrar en la montaria es de 500 m/s en la direccién positiva de X. Por lo tanto,
la distancia recorrida es

ds = H_l (250 m/s?) (2'5)?+(500 m/s) (2 5) = (500 m), (8)
2%,—/R(—’ —_——
a t v t

donde hemos llamado d3 a la distancia en este tramo. Por lo tanto, la distancia
total recorrida sera

diotal = d1 +do +d3 = 5500 m + 10000 m + 500 m = 16000 m. (9)

(c) Para realizar una gréfica de velocidad contra tiempo debemos tener en cuen-
ta que el misil sigue tres movimientos diferentes. Primero es un movimiento
con aceleracién mientras pasa por la nube. Después es un movimiento con
velocidad constante mientras vuela desde que sale de la nube hasta que llega
a la montania. Finalmente es un movimiento con aceleracién al entrar en la
montafia, pero una aceleracién diferente a la de la nube. Asi que para construir
esta grafica debemos construir tres graficas y unirlas.
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Al pasar por la nube el misil tiene aceleracién. La velocidad cuando un objeto
tiene aceleracién esta dada por

Vf=dt+v;. (10)
Usando la aceleracién al pasar por la nube, que es de 10 m/s> en sentido
negativo de X, y que la velocidad inicial es de 600 m/s en el sentido positivo

de X, tenemos
vk =—(10 m/s*)tt + (600 m/s)x. (11)

(No ponemos el tiempo porque queremos la ecuacién en funcién del tiempo).
Aplicando la regla de oro, esta ecuacién se convierte en

U =-(10m/s*)t + (600 m/s). (12)

Esta es la ecuacién de una linea recta, con pendiente negativa de 10 m/s?, y
que corta el eje Y en 600 m/s:

V(m/.xl+
600
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Grafica de velocidad contra tiempo cuando el misil pasa por la nube. Comienza

en 600 m/s y su pendiente es de —10 m/s2. En 10 segundos el misil disminuye la
velocidad hasta 500 m/s (punto azul).

Desde que el misil sale de la nube hasta que choca con la montaria, el misil
viaja a velocidad constante de 500 m/s, en sentido positivo de X. Por lo tanto,
en este trayecto, que dura 20 segundos, su velocidad en funcién del tiempo es
una linea horizontal:
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Cuando el misil sale de la nube, mantiene durante 20 segundos una velocidad de
500 m/s en el sentido positivo de X (hasta el punto verde).

Finalmente el misil choca con la montafia y vuelve a tener aceleracién nega-
tiva. Esta parte de la grafica la podemos realizar escribiendo la ecuaciéon de
movimiento en ese tramo, que es

vk =-(250 m/s®)ti+ (500 m/s)%. (13)

Al aplicar la regla de oro, obtenemos

v =—(250 m/s®)t + (500 m/s). (14)

Esta es una recta con pendiente negativa de 250 m/s® que corta el eje Y en 500
m/s. Pero cuidado, la recta dada por la ecuacién (14) no corta el eje Y de la
grafica que estamos construyendo, porque la grafica que estamos construyendo
tiene en cuenta otros tiempos. De hecho, para ser rigurosos, la ecuacién (14)
deberia escribirse como

vs = (250 m/s?)(t+30s)+(500 m/s), (15)

porque ya han pasado 30 segundos segiin nuestra tiltima grafica. Aunque podemos
trazar esta linea recta con facilidad, es aun maés fécil si nos olvidamos de la
ecuacién 15 y tenemos en cuenta que desde que el misil entra a la montana
hasta que se detiene, pasan 2 segundos. Cuando se detiene la velocidad es cero.
Por lo tanto, la linea recta de este tramo es muy fécil de construir:
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Cuando el misil entra a la montania, pasa de tener velocidad de 500 m/s en
direccién positiva de X a cero, en dos segundos.

Notemos lo pendiente que es la ultima recta. Esto indica que el misil tiene

una gran aceleracién negativa al entrar a la montaiia, lo cual se intuye con
facilidad.

Usando esta ultima grafica, debemos corroborar la distancia total recorrida
hallada en el numeral anterior. Recordemos que la distancia recorrida es
igual al area encerrada en una grafica de velocidad contra tiempo. Haciendo
geometria simple, podemos calcular esta distancia:

Vints) +

60

500

400

300 —

200 [

100 —

>

Ls)

El 4rea encerrada es igual a la distancia total recorrida. Notemos que este area
total es la suma del 4rea de dos tridngulos y de dos rectangulos.

El 4rea del tridngulo de color azul claro es igual a 10 segundos (que es la base)
por 100 m/s (que es la altura), sobre dos. Esto da 500 m. El area del rectdngulo
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azul oscuro es 10 segundos, que es la base, por 500 m/s, que es la altura, es
decir, 5000 m. El drea del rectdngulo rojo es de 20 segundos, que es la base, por
500 m/s, que es la altura, es decir, 10000 m. Finalmente, el drea del tridngulo
verde es de 2 segundos, que es la base, por 500 m/s, que es la altura, dividido
2, es decir, 500 m. Asi, el 4rea total es

Atorar = 500 m +5000 m + 10000 m + 500 m = 16000 m. (16)

Esto concuerda con lo hallado en el numeral (b), ecuacion (9).

(d) Ahora debemos realizar una grafica cualitativa de posicién contra tiempo
para todo el recorrido del misil. Esta gréfica es facil de hacer porque sélo es
cualitativa (s6lo importa la forma).

Primero escribamos la ecuacién de movimiento del misil en la nube segtn el
sistema escogido. La aceleracién en la nube es negativa y es de 10 m/s® como
hallamos en la seccién (a). La posicién inicial es cero. Ademas, la velocidad
inicial al entrar a la nube es de 600 m/s positiva en X. Por lo tanto, la ecuacién
de movimiento es

xf;e:_%(lo m/s?)t%% + (600 m/s)tx. (17)

Si aplicamos la regla de oro, esta ecuacién queda

xf:—%(lo m/s?)t% + (600 m/s)t. (18)

Esta es la ecuacién de una parabola (para repasar cémo graficar parabolas
véase el problema 2.15). Como el término cuadratico es negativo, esta pardbola
se abre hacia abajo. Ademads, como el término lineal y el cuadratico tienen
signos diferentes, la pardbola esta corrida en el sentido positivo de X. Ademds,
la parabola corta el eje Y en el origen porque la posicién inicial es cero. El
lector podria dibujar una parabola asi:
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Sin embargo, hacer esa grafica seria un error. Cuando el misil sale de la nube,
el misil tiene velocidad de 500 m/s. Esto quiere decir que, aunque la rapidez
ha disminuido desde 600 m/s hasta 500 m/s, el misil todavia esté lejos de
tener velocidad cero. Y como la velocidad es cero en el punto més alto de la
pardbola (nota 2.21), entonces podemos inferir que al salir de la nube la parabola
de la posicion no ha llegado al punto mas alto. Por lo tanto, deberiamos dibujar
un pedazo de parabola que todavia estd creciendo (que no alcanza a llegar al
punto mas alto):

>

El misil tiene aceleracién negativa mientras pasa por la nube. Ademads, al salir
de la nube, el misil sigue con velocidad positiva asi que la pardbola no alcanza a
llegar a su punto mas alto.

Después de que sale de la nube, el misil vuela con velocidad constante positiva,
asi que la gréfica de posicién contra tiempo en este tramo es una linea recta.

XA l)

%%

>

Entre la nube y la montana el misil se mueve con velocidad positiva, asi que en
ese tramo su gréfica de posicién contra tiempo es una linea recta.

Finalmente, al enterrarse en la montafia el misil tiene aceleracién negativa,
o sea que su grafica es la de una parabola que se abre hacia abajo. Ademas,
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el misil llega a velocidad cero, lo que quiere decir que la parabola alcanza a
llegar al punto més alto. Esta vez tenemos que tratar de que la pendiente de
la primera linea recta de la nueva parabola concuerde con la pendiente de la
linea recta anterior, pues la velocidad justo al entrar a la montafia es de 500
m/s (para entender por qué las pendientes deben ser iguales, se recomienda
leer los comentarios adicionales al final del ejercicio):

%

t

>

Al enterrarse en la montainia el misil alcanza velocidad cero, asi que la pardbola en
ese tramo llega a su punto mds alto.

La anterior es una grafica esquematica de posicién contra tiempo para todo el
trayecto del misil.

(e) Ahora debemos elegir un sistema en el cual el misil se mueve en la direccién
negativa de X:

Y

X

Segun este sistema, la velocidad del misil al entrar a la nube es de 600 m/s
en la direccién negativa, y la velocidad al salir de la nube es de 500 m/s en la
misma direccién. Por lo tanto, la aceleracién del misil en este tramo es

(=500 m/s)% - (-600 m/s)%
10s

ﬁ:

= (10 m/s?)%. (19)
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Notemos que la magnitud de esta aceleracién es igual a la magnitud de la
aceleracién hallada con el sistema anterior en la ecuacién (2), pero el signo es
positivo (antes era negativo).

Cuando el misil entra a la montafia, su velocidad es de 500 m/s en el sentido
negativo de X, y al final su velocidad es cero. Por lo tanto, la aceleracién en este

tramo es . R
g 500 m/s);;(o m/9)E _ 250 m/s?)s. (20)

De nuevo, la aceleracién es de la misma magnitud que la hallada antes, pero
con signo positivo esta vez.

Ahora debemos realizar una grafica de velocidad contra tiempo para todo el
recorrido del misil, teniendo en cuenta el nuevo sistema de coordenadas. Desde
el tiempo inicial hasta cuando sale de la nube (a los 10 segundos), el misil
tiene aceleracién positiva de magnitud 10 m/s? como dice la ecuacién (19).
Esto quiere decir que en este tramo la velocidad del misil es una recta con
pendiente positiva. Ademads, la linea comienza en la parte negativa del eje Y,
que corresponde a la rapidez de —600 m/s, que es la rapidez del misil justo
antes de entrar a la nube, y termina en —500 m/s, que es la rapidez del misil al
salir de la nube:
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Grafica de velocidad contra tiempo cuando el misil pasa por la nube. Comienza
en —600 m/s y su pendiente es de 10 m/s?. En 10 segundos el misil aumenta la
velocidad hasta -500 m/s (punto azul).

Desde el segundo 10, y durante 20 segundos, el misil se mantiene volando con
velocidad constante, hasta que choca con la montafia. Su rapidez en ese tramo
es de =500 m/s, que es la rapidez con la que sale de la nube. Por lo tanto, entre
el segundo 10 y el 30 la grafica de velocidad contra tiempo es la grafica de una
linea horizontal:
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Desde que sale de la nube hasta el segundo 30, el misil vuela con velocidad
constante de —500 m/s.

Finalmente, el misil se entierra en la montara. En ese tramo, segtn el sistema
elegido, el misil tiene aceleracién positiva de magnitud 250 m/s?, asi que su
gréafica de velocidad corresponde a una linea con pendiente positiva. El misil
alcanza la rapidez cero en 2 segundos:
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El misil choca con la montafia y durante dos segundos tiene aceleracién positiva
de magnitud 250 m/s?, hasta que su velocidad es cero.

Ahora debemos comparar esta grafica de velocidad contra tiempo con la gréfica
realizada en (c), con el otro sistema. Para hacerlo, podemos poner una debajo
de la otra:
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Las gréficas son muy parecidas, s6lo que una es una inversién de la otra. En
la gréfica inferior la aceleracién es negativa entre 0 y 10 segundos, pero en la
grafica superior la aceleracién es positiva entre 0 y 10 segundos. En ambas la
velocidad se mantiene constante entre el segundo 10 y el segundo 20, pero en
la gréfica superior la velocidad que se mantiene constante es de —(500 m/s)%,
mientras que en la grafica inferior la velocidad que se mantiene constante
es de (500 m/s)%. Finalmente, entre el segundo 30 y 32, la aceleracion del
misil es positiva en la grafica superior, y negativa en la grafica inferior. En
la grafica superior el misil aumenta su velocidad desde —(500 m/s)% hasta
(0 m/s)%, mientras que en la otra grafica el misil disminuye su velocidad desde
(500 m/s)% hasta (0 m/s)X.

Ahora debemos analizar el comportamiento de la rapidez del misil segtn las
dos graficas. En la grafica superior la rapidez inicial es de 600 m/s, pues la
magnitud de la velocidad es la rapidez, y la velocidad inicial es —(600 m/s)X.
En el segundo 10 la rapidez segun la grafica superior es de 500 m/s, que
corresponderia a la magnitud de —(500 m/s)%. O sea que en la grafica superior
la rapidez pas6 desde 600 m/s hasta 500 m/s, es decir, disminuyé en 100
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m/s. Después la rapidez se mantiene constante, con un valor de 500 m/s que
corresponde a la magnitud de —(500 m/s)%. Finalmente la rapidez pasa de
500 m/s, hasta cero, que es la magnitud de la velocidad cero. Esto es muy
importante, porque se puede llegar a pensar que si la aceleracién es positiva
entonces la rapidez aumenta. Como vemos en la gréfica superior, entre el
segundo 30 y 32 la aceleracién es positiva, pues la velocidad pasa de ser
—-(500 m/s)% a (0 m/s)%. Sin embargo, la rapidez no estd aumentando sino
disminuyendo pues pasa de ser 500 m/s a ser 0 m/s.

Notemos que el comportamiento de la rapidez es exactamente igual segiin la grafica
inferior: la rapidez inicial también es 600 m/s, pues la magnitud de (600 m/s)%,
que es la velocidad inicial, es 600 m/s. En el segundo 10, en la grafica inferior,
la rapidez también es 500 m/s, pues la magnitud de (500 m/s)% es 500 m/s.
La rapidez se mantiene constante durante 20 segundos, y después disminuye
desde 500 m/s hasta cero, en el segundo 32. Esto muestra de nuevo que aunque
la velocidad y la aceleracién dependen del sistema de coordenadas, la rapidez,
que es la magnitud de la velocidad, no.

Por otro lado, este problema sirve para aclarar una confusién. Segun la grafica
superior, entre el segundo 30 y 32 la aceleracién es positiva, es decir, la ve-
locidad aumenta. ;Pero no es muy raro decir que la velocidad del misil esté
aumentando entre el segundo 30 y 32, si en ese momento el misil se esta
enterrando en la montafia? ;No se supone que el misil esta frenando y dis-
minuyendo su velocidad al entrar a la montafia? Esta es una confusién muy
comun. La confusién viene de que nos olvidamos de la diferencia entre veloci-
dad y rapidez. Segin ambas graficas la rapidez del misil esta disminuyendo
al enterrarse en la montaiia, y esto es precisamente lo que nos dicen nuestras
intuiciones. Pero que la velocidad esté aumentando mientras el misil se entierra
en la montana segtin uno de los sistemas no es raro, porque el aumento de la
velocidad resulta del sistema elegido; hemos elegido un sistema en el cual el
misil se mueve en direccién negativa.

En algunos libros suele decirse que una aceleracién negativa es una des-
aceleracién. Sin embargo, el término desaceleracion puede ser confuso. La
desaceleracién parece ser un concepto de la vida diaria que en realidad tiene
que ver con la disminucién de rapidez, no con la disminucién de velocidad.
Por ejemplo, parece que estamos de acuerdo en que el misil estd desacelerando
al entrar en la montana, y también parece que si alguien aplica los frenos de la
bicicleta, la bicicleta desacelera sin importar cudl es el sistema. Si usamos el
concepto asi, entonces estamos relacionando la desaceleracién con la disminu-
cién de la rapidez y no con la disminucién de la velocidad. Otros pueden usar
el concepto de desaceleracion sélo para referirse a la disminucién de velocidad
y no de rapidez. Pero para evitar esta posible ambigtiedad, es mejor no usar el
concepto de desaceleracién y decir simplemente “aceleracién negativa segtin
nuestro sistema”.
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Ahora bien, el aumento o disminucién de la rapidez se puede observar en una
grafica de velocidad contra tiempo. Si a medida que pasa el tiempo la linea
de la velocidad se esta acercando al eje del tiempo, ya sea por arriba o por
abajo, la rapidez esta disminuyendo (pues la magnitud de la velocidad esta
disminuyendo). Si a medida que pasa el tiempo la linea de la velocidad se
estd alejando de la linea del tiempo, por arriba o por abajo, la rapidez esta
aumentando. Estas ideas se ilustran en las siguientes figuras:

V* VA

> >

En la gréfica izquierda, la linea de la velocidad se acerca al eje del tiempo a medida
que pasa el tiempo, desde arriba. En la grafica derecha la linea de la velocidad se
acerca al eje del tiempo, a medida que pasa el tiempo, desde abajo. Por lo tanto,
como ambas lineas de velocidad se acercan al eje del tiempo, en ambos casos
la rapidez estd disminuyendo. Sin embargo, en la grafica izquierda la velocidad
disminuye mientras que en la derecha aumenta.

A A

> K >

En la gréfica izquierda, la linea de la velocidad se aleja hacia abajo del eje del
tiempo a medida que pasa el tiempo. En la gréfica derecha la linea de la velocidad
se aleja del eje del tiempo hacia arriba, a medida que pasa el tiempo. Por lo tanto,
como ambas lineas de velocidad se alejan del eje del tiempo, en ambos casos la
rapidez esta aumentando. Sin embargo, en la gréfica izquierda la velocidad est4
disminuyendo, mientras que en la derecha la velocidad estd aumentando.
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Nota 2.22. Disminucion y aumento de rapidez en una grafica de ve-

locidad contra tiempo

Si la aceleracién es positiva la velocidad estd aumentando, pero no
se sigue de esto que la rapidez esta aumentando. Si la aceleracién es
negativa la velocidad esta disminuyendo, pero no necesariamente la
rapidez estd disminuyendo. La rapidez aumenta sdlo si la magnitud de
la velocidad aumenta, es decir, si en la grafica de la velocidad contra
tiempo la linea de la velocidad se aleja del eje del tiempo. La rapidez
disminuye sélo si la magnitud de la velocidad disminuye, es decir, si en
la grafica de velocidad contra tiempo la linea de la velocidad se acerca
al eje del tiempo.

Comentarios adicionales para la seccién (d): El lector podria preguntar por qué
le pusimos a la recta de la figura esa pendiente y no otra, si sélo nos importa la
forma de la grafica. Por ejemplo, ;por qué no usamos la siguiente recta?:

>

[ ¢Por qué no podfamos dibujar otra recta con pendiente positiva como esta? |

Para entender bien por qué la grafica anterior es una mala grafica, necesitamos
algunos conceptos de célculo. Esos conceptos los podemos introducir de forma
sencilla graficamente. Asi como la pendiente de una recta de posicién contra
tiempo nos indica la velocidad, también una parabola de posicién contra tiem-
po tiene informacién sobre la velocidad del objeto. Claramente, una pardbola
no tiene una pendiente, pero podemos imaginar que si nos acercamos mucho a
la gréfica (si hacemos mucho zoom), podemos usar pequefios segmentos rectos
para describir la pardbola (esto es una aproximacién, pero en el limite, cuando
nos acercamos a distancias de longitud cero, es una excelente aproximacion).
Por ejemplo, si hacemos mucho zoom a la pardbola de posicién contra tiempo
del misil en la nube, obtenemos
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[ Hacemos mucho zoom a la gréfica. |

Ahora podemos imaginar que este trozo de parabola se puede aproximar
usando una unién de muchas lineas rectas:

/
/
/
/ g

Podemos aproximar la parabola con una sucesiéon de lineas rectas muy cortas
(lineas negras y blancas).

Recordemos que la pendiente de una linea recta en una grafica de posicién
contra tiempo representa la velocidad de un objeto y que la velocidad ins-
tantanea es la velocidad de un objeto en cada instante. Estas lineas rectas son
una forma grafica de representar la velocidad instantanea del objeto; cada linea
corresponde a una velocidad instantanea.

Notemos que la primeras lineas rectas son muy inclinadas y las ultimas son
cada vez menos inclinadas. Como las lineas representan la velocidad, esto
quiere decir que al principio las velocidades instantdneas del misil son mayores
que al final. Y esto tiene sentido porque el misil esta perdiendo velocidad al
pasar por la nube.

Ademas, recordemos que en la parte mas alta o més baja de la pardbola de
posicién contra tiempo la velocidad es cero. Eso se puede entender con las
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lineas que hemos trazado: si trazamos la pardbola con lineas rectas pequeiias,
entonces en el punto més alto o més bajo de la pardbola vamos a tener lineas
rectas horizontales, es decir, lineas de pendiente cero. Y una linea de pendiente
cero representa velocidad cero.

La altima linea recta (la que llega al punto azul) corresponde a la veloci-
dad del objeto justo cuando sale de la nube. La primera linea recta (que par-
te del origen) corresponde a la velocidad del misil cuando entra a la nube.
En el problema nos dicen que la velocidad al entrar a la nube es de 600 m/s en
el sentido positivo de X, y la velocidad al salir de la nube es de 500 m/s en el
sentido positivo. Esto quiere decir que la pendiente de la primera linea recta
de la grafica anterior corresponde a una velocidad de 600 m/s positiva, y la
pendiente de la tultima linea recta corresponde a una velocidad de 500 m/s
positiva. Dado que al salir de la nube el misil se mantiene con velocidad de
500 m/s hasta que llega a la montafa, en nuestra grafica la linea recta de ese
tramo (desde que sale de la nube hasta que llega a la montana) tiene que tener
la misma pendiente que la tltima linea recta (la que llega al punto azul) de
nuestra pardbola.

Si le ponemos una pendiente a la linea de la posicién contra tiempo del misil
desde que sale de la nube hasta que llega a la montana diferente a la pendiente
de la daltima linea de la parabola, entonces no estamos siendo consecuentes,
pues ambas velocidades son la misma (500 m/s):

X A _— X A /
e 7

> >

La linea recta después de salir de la nube tiene que tener la misma pendiente que
la dltima linea recta de la parabola, pues la pendiente de la tltima linea recta de la
parabola representa la velocidad del misil justo al salir de la nube (esa velocidad se
mantiene). En la figura izquierda la pendiente de la linea roja final no concuerda
con la linea negra que esta al final de la pardbola, pero en la figura derecha si lo
hacen. Asi, la figura derecha es la correcta.

Una explicacién similar se da para las pendientes de la grafica 4 del apartado

(d).
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Problema 2.18.

Palabras clave: grifica de posicién contra
tiempo para un movimiento uniformemente
acelerado, aumento y disminucién de rapidez,
aumento y disminucién de velocidad, maxima
rapidez, maxima velocidad, rapidez minima,
velocidad minima.

A continuacién el lector puede encontrar dos graficas de posicidon contra tiempo
para un objeto. Las dos gréficas son exactamente la misma, s6lo que la grafica
derecha fue construida poniendo segmentos pequefios de lineas rectas sobre la
grafica roja. Teniendo en cuenta que los segmentos de linea recta indican la
velocidad del objeto en cada instante (véanse los comentarios adicionales del
problema 2.17):

(a) Diga més o menos en qué instantes el objeto se mueve con mayor
velocidad y con mayor rapidez.

(b) En qué instantes el objeto se mueve con menor velocidad y con menor
rapidez.

(c) En qué intervalos de tiempo el objeto tiene aceleracién positiva y en
cuales tiene aceleracién negativa.

:Qué informacion nos dan?

Nos dan dos graficas de posicién contra tiempo. La gréfica derecha es exactamente igual, s6lo
que construida con pequenas lineas rectas, cada una representando la velocidad en cierto
instante.
:Qué nos piden?

(a) Decir en qué instantes el objeto se mueve con mayor velocidad y mayor rapidez.

(b) Decir en qué instantes el objeto se mueve con menor rapidez y menor velocidad.

(c) Decir en qué intervalos de tiempo el objeto tiene aceleracion positiva y en cudles tiene
aceleracion negativa.



210 FisicaA pAsO A PASO. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

(a) Recordemos que la pendiente de una recta en una grafica de posicién contra
tiempo indica la velocidad. En este caso no tenemos una recta sino muchos
segmentos de recta, uno en cada instante. La pendiente de estos segmentos
también indica la velocidad, pero no la velocidad total, sino la velocidad en
cada instante. Debemos buscar las mayores velocidades, asi que debemos
buscar los segmentos de recta que tengan la mayor pendiente positiva.

A partir de la figura derecha podemos inferir que entre el tiempo inicial y el
tiempo t3 todos los segmentos tienen pendiente positiva. Lo mismo sucede
entre el tiempo t¢ y t12. A simple vista se ve que los segmentos mas inclinados
son los primeros, entre el tiempo inicial y #; (a medida que subimos en la
parabola, los segmentos comienzan a ser cada vez menos inclinados, hasta que
llegamos a un segmento horizontal que indica velocidad cero).

Como la rapidez es la magnitud de la velocidad, las rapideces mas grandes
corresponden a las mayores velocidades. Antes encontramos las velocidades
mas grandes, pero notemos que las velocidades muy negativas también tienen
gran magnitud, asi que no debemos ignorarlas. Mas o menos en el tiempo fs5
encontramos los segmentos mas inclinados, asi que en ese tiempo el objeto se
mueve con la mayor rapidez.

(b) Las velocidades mas negativas son aquellas que tienen las pendientes mas
inclinadas y negativas. Esos segmentos son precisamente los mismos de la
rapidez mds grande, en el tiempo f5 (en ninguna otra parte encontramos rectas
tan inclinadas y negativas).

Las rapideces mas pequefias son aquellas en las que la velocidad tiene la menor
magnitud posible. La menor magnitud posible corresponde a velocidad cero
(la magnitud de cero es, obviamente, cero). Por lo tanto, las menores rapideces
ocurren en aquellos instantes en los cuales la velocidad es cero. Como ya
sabemos, la velocidad es cero en el punto mas alto y mas bajo de la pardbola
(nota 2.21) (esto tiene sentido dado que en esos puntos los segmentos de recta
tienen pendiente cero). Es decir, la rapidez es menor en los instantes 3 y f.

(c) La aceleracién es positiva cuando la pardbola se abre hacia arriba. La
primera parabola se abre hacia abajo asi que entre el tiempo inicial y el tiempo
t5 tenemos aceleracién negativa. La segunda parabola se abre hacia arriba, asi
que entre el tiempo t5 y el tiempo tg tenemos aceleracién positiva. La tercera
paréabola, desde tg hasta t; no se ve completa pero se alcanza a notar que se
abre hacia abajo también, asi que la aceleracidén es negativa.
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Nota 2.23. : Interpretando una grafica de posicion contra tiempo

* La gréfica de posicidn contra tiempo puede ser muy complicada,
puede ser una curva extrafia y, sin embargo, si ponemos pequeiias
lineas rectas sobre la curva, podemos analizar el movimiento del
objeto.

* La velocidad es positiva en los tiempos en los cuales las pendientes
de los segmentos rectos es positiva.

* La velocidad es negativa en los tiempos en los cuales las pendien-
tes de los segmentos rectos son negativas.

* La velocidad es cero cuando la pendiente de los segmentos es cero,
y esto ocurre en la parte mds alta y mas baja de la parédbola.

* La rapidez es mdxima cuando los segmentos estan lo mas inclina-
dos que sea posible (sin importar si son negativos o positivos) y la
rapidez es minima cuando la velocidad es cero.

* Por ultimo, la aceleracién es positiva si la velocidad es cada vez
mas positiva (si los segmentos estdn cada vez mads inclinados de
forma positiva, o cada vez menos inclinados si son negativos).
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Problema 2.19.

Palabras clave: grifica de posicién contra
tiempo para un movimiento uniformemente
acelerado, gréfica de velocidad contra tiempo
para movimiento uniformemente acelerado,
uso de distintos sistemas de coordenadas.

Maria Paula hizo una grafica de velocidad contra tiempo para un camién que
inicialmente se mueve en linea recta hacia el norte. Ivan hizo una grafica de
posiciéon contra tiempo para ese mismo camién. Usted no sabe qué sistema de
coordenadas usé cada uno.

(a) Explique cémo se estd moviendo el camién segtn la grafica de Ivan, y
qué sistema de coordenadas estd usando Ivan.

(b) Realice una grafica de velocidad contra tiempo segun el sistema usado
por Ivan.

(c) Explique el movimiento del camién segtn la grafica de Marfa Paula y
diga cudl sistema de coordenadas esta usando ella.

(d) Realice una grafica de posiciéon contra tiempo para Maria Paula, y
puede completar la informacién que haga falta como desee.

(e) Compare el comportamiento del camién segin Ivan y segin Maria

Paula.
Tiempo inicial.
Norte ]
Grafica de velocidad con- Grafica de posicion contra
v A tra tiempo de Maria X A tiempo de Ivan.
Paula.

~———
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:Qué informacion nos dan?

Conocemos la graficas de velocidad contra tiempo del camién segiin Maria Paula, y la grafica de
posicién contra tiempo del mismo camién segun Ivan. Nos dicen que, inicialmente, el cami6én
se mueve hacia el norte.

¢Qué nos piden?
(a) Explicar como se estd moviendo el camién segun la grafica de Ivén, y decir qué sistema
de coordenadas estd usando Ivan.
(b) Realizar una gréfica de velocidad contra tiempo segtn el sistema de Ivan.
(c) Explicar cémo se estd moviendo el camién segtin la grafica de Marfa Paula, y decir qué
sistema de coordenadas estd usando ella.

(d) Realizar la gréfica de posicién contra tiempo para Marfa Paula (y podemos completar la
informacién que haga falta como deseemos).

(e) Comparar el comportamiento del camién segtin Ivan y segiin Maria Paula.

(a) Segtin Ivan, la gréfica de posicién contra tiempo del camién es una parabola
que se abre hacia arriba. Esto quiere decir que segun el sistema de Ivan, el
camién tiene aceleracién positiva. Ademads, desde el tiempo inicial hasta el
tiempo t; la velocidad es negativa, pues la pendiente de las velocidades ins-
tantdneas en cada punto desde el inicio hasta t; es negativa (imaginemos de
nuevo muchos segmentos rectos describiendo la forma de la parabola, como en
el problema 2.18). Esto implica que Ivan escogié un sistema segun el cual la
direccién inicial en la que se mueve el camioén es negativa. Como el camién se
mueve inicialmente hacia el norte, entonces podemos inferir que para Ivan el
sentido positivo del eje X (o el eje que sea que haya usado) apunta hacia el sur
y el sentido negativo hacia el norte.

Ademds, entre el tiempo inicial y el tiempo t; la rapidez del camién disminuye;
al principio los segmentos de recta que podemos imaginar sobre la parabola
son muy inclinados, lo que indica una velocidad muy negativa, pero a medida
que nos acercamos al tiempo t; esos segmentos de recta son cada vez menos
inclinados hasta que, en t;, tenemos un segmento que no esta inclinado, que
corresponde a rapidez cero (en ese punto llegamos a la parte mas baja de la
parébola). Es decir, desde el tiempo inicial hasta t; podemos inferir que el
camién esté frenando.

A partir de t; la velocidad comienza a ser positiva, pues es claro que los
segmentos de recta que imaginamos sobre la pardbola tienen pendiente positiva.
Esto quiere decir que a partir de f; el camién se mueve en la direccién contraria
a la que se estaba moviendo inicialmente, es decir, ahora el camién se debe de
estar moviendo hacia el sur. Ademads, la velocidad positiva es cada vez mayor,
lo que indica que la velocidad y la rapidez estdn aumentando, asi que el camion
se mueve cada vez mas rapido hacia el sur.
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Finamente, de la grafica de Ivan podemos inferir que la posicién inicial del
camion es algiin punto en la parte negativa del eje X que él esta usando, pues
la pardbola corta el eje Y en un punto negativo. Con todos estos elementos,
podemos saber que el sistema de Ivan es el siguiente:

Tiempo inicial.

Norte

X

El sistema de Ivan es uno en el cual la posicién inicial del camidn esté en la parte
negativa del eje X. Ademads, es uno en el cual, en el tiempo inicial, el cami6n se
estd moviendo en la direccion negativa del eje X (es decir, el sentido positivo del
eje X apunta hacia el sur, y el negativo hacia el norte).

(b) Como ya dijimos, segun el sistema de Ivdn, el camidn tiene aceleracién posi-
tiva, asf que la velocidad estd aumentando. El camién comienza con velocidad
negativa, y después empieza a aumentar su velocidad de forma constante hasta
que pasa por velocidad cero en t; y luego alcanza velocidades positivas. Por lo
tanto, la grafica de velocidad contra tiempo segtin Ivan es la siguiente:

VA

1

/'

Gréfica de velocidad contra tiempo de Ivan. Primero el camién tiene velocidad
negativa, en t; tiene velocidad cero y después positiva.

Cuidado: aunque la velocidad estd siempre aumentando segtn el sistema de
Ivén, no podemos inferir que la rapidez siempre estd aumentando. De hecho,
entre el tiempo inicial y el tiempo t; sabemos que la rapidez esta disminuyendo
porque la linea de la velocidad se estd acercando a cero (nota 2.22).

(c) Segun la gréfica de Maria Paula el camién tiene aceleracién negativa.
Ademas, segtn la grafica de Maria Paula, en el tiempo cero la velocidad del
camidn es positiva. En el enunciado nos dicen que inicialmente el camién se
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esta moviendo hacia el norte. Por lo tanto, Maria Paula escogié un sistema
segun el cual el eje del movimiento inicial del camién apunta hacia el norte.
Si suponemos que este eje es X (puede ser cualquier eje), entonces esto quiere
decir que la direccién positiva de X apunta hacia el norte.

Segtin la grafica de Maria Paula, el camién se mueve con velocidad positiva pero
comienza a disminuir su velocidad de forma constante hasta que en el tiempo
t1 la velocidad es cero. En este tramo también esta disminuyendo la rapidez,
pues la linea de la velocidad se esta acercando a cero (nota 2.22). O sea que en
este tramo el camién debe de estar frenando hasta que se detiene por completo
en t1. Pero después de detenerse por completo, el camién sigue disminuyendo
su velocidad. A partir de ese momento empieza a tener velocidad negativa, y su
velocidad es cada vez mas negativa. Esto quiere decir dos cosas: primero, que
ahora el camién debe estar andando hacia el sur. Y segundo, como su velocidad
es cada vez mas negativa, el camién se esta moviendo cada vez més rapido
hacia el sur (la linea de la velocidad se esta alejando de cero, asi que la rapidez
estd aumentando).

A diferencia del caso de Ivan, no sabemos cudl es el origen escogido por Maria
Paula, pues una grafica de velocidad contra tiempo no nos dice nada acerca del
origen. Ignorando el origen, el sistema de coordenadas usado por Maria Paula
debe ser el siguiente:

Tiempo inicial.

Norte

X

El sistema de Maria Paula seria uno en el cual, en el tiempo inicial, el camion se
estd moviendo en la direccién positiva del eje X (es decir, el sentido positivo del eje
X apunta hacia el norte, y el negativo hacia el sur). Pero no tenemos informacién
suficiente para inferir la posicién inicial del camién.

(d) Con lo dicho en (c) podemos inferir la forma de la gréfica de posicién contra
tiempo para Marfa Paula. Como dijimos, el camién tiene aceleracién negativa,
asi que la gréfica de posicién debe ser una parabola que se abre hacia abajo.
Ademis, al principio la pardbola crece porque la pendiente de las velocidades
instantaneas es positiva, pero después la parabola debe comenzar a crecer
mas lentamente porque el camién se acerca a velocidad cero, hasta que en t;
la paradbola llega al punto mas alto, donde la velocidad es cero. Después la
parédbola debe decrecer porque las pendientes de las velocidades instantdneas
comienzan a ser negativas, y son cada vez mds inclinadas. Lo tinico que no
sabemos es cudl es el punto de corte con el eje Y, pues a partir de la gréfica
de la velocidad no podemos saber cudl es el origen del sistema escogido por
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Maria Paula. Como no tenemos mas informacién, podemos suponer cualquier
origen. Por ejemplo, supongamos que la posicién en el tiempo cero es positiva.
Teniendo en cuenta esto, la grafica de posicién contra tiempo seria:

4

<
e

Gréfica de posicién contra tiempo de Maria Paula. Suponemos que el camién
comienza en la posicién positiva de X. Es una parabola que se abre hacia abajo por-
que la aceleracioén es negativa. En el tiempo ¢}, en el punto mas alto, la velocidad
es cero. A partir de ahi, la velocidad es negativa.

Otro método: Hay otra forma de graficar la pardbola que no requiere un
analisis tan detenido de lo que pasa en cada tramo. Sabemos que es una
pardbola que se abre hacia abajo porque la aceleracién es negativa. Ademds, la
velocidad inicial es positiva, asi que el signo del término lineal (el término con
la velocidad inicial) es diferente del signo del término cuadrético (el que tiene
la aceleracion). Esto sugiere que la pardbola estd corrida en el sentido positivo
del eje X (nota 2.20). Sélo con eso ya podemos dibujar la gréafica. Sin embargo,
un analisis fisico de lo que pasa en cada tramo es mas enriquecedor que un
analisis matematico de la gréfica.

(e) Notemos que el comportamiento del camién segtn lo dicho para Maria
Paula es consistente con lo que habiamos dicho para Ivdn. Primero, el camién se
mueve hacia el norte con cierta rapidez y comienza a disminuir su rapidez hasta
que llega a cero en el tiempo 1. Después de ese punto, el camién se empieza a
mover hacia el sur cada vez mas rapidamente. As{, aunque Ivan y Maria Paula
usen sistemas diferentes, ambos sistemas describen la misma situacion fisica. Por
supuesto, las cantidades vectoriales como la velocidad y la aceleracién usadas
para representar la situacién son diferentes para Ivan y Maria Paula, pero las
cantidades escalares como la rapidez y el tiempo coinciden.
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Problema 2.20.

Palabras clave: tiempo de encuentro, movi-
miento rectilineo uniformemente acelerado,
movimiento con velocidad constante, veloci-
dad en funcién del tiempo.

En cierto instante f; de la final de la carrera de los Juegos Olimpicos el atleta
de Jamaica le lleva una distancia d; al corredor de Francia. En ese momento
el atleta de Jamaica esta a una distancia D de la meta y el francés lleva una
rapidez vy. Si a partir de ese instante el atleta francés comienza a acelerar de
forma constante y el de Jamaica mantiene una velocidad constante de magnitud
”l/j:

(a) Halle una expresién para la aceleracion del francés de modo que cruce
la meta al mismo tiempo que el jamaiquino.

(b) Segun lo anterior, jcual es la velocidad del francés cuando llega a la
meta?

C—> j
Instante 1, x ' —'

Solucién

:Qué informacion nos dan?

(a) Ladistancia d; entre los atletas, la velocidad del francés y la velocidad v f del jamaiquino
en el tiempo t;. La distancia D entre el jamaiquino y la meta en ese mismo tiempo.
Ademas, tenemos tres condiciones: el atleta francés acelera de forma constante, el
jamaiquino permanece con su velocidad v; y ambos deben llegar al tiempo a la meta.

(b) La misma informacién que en (a), mas lo que hallemos en (a).

¢Qué nos piden?
(a) Una expresion para la aceleracion del francés.

(b) La velocidad del francés cuando llega a la meta.

(a) Empecemos por escoger un sistema de coordenadas. Usemos un sistema
en el cual los atletas se mueven en la direccién positiva del eje X. Ademés,
situemos el origen del sistema en los pies del corredor de Francia en el instante
t1. Al poner el sistema en los pies del corredor francés, logramos que la posicién
inicial del francés sea cero y que la posicién inicial del jamaiquino sea d; £
(pues él estd a una distancia d; en el sentido positivo de X):
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Instante 7, C— ' i

<]

Queremos determinar la aceleracién del francés de forma que él llegue a la
meta junto al atleta jamaiquino. Notemos que esto quiere decir que, en el
tiempo en el cual llegan a la meta (que no conocemos), ambos atletas tienen la
misma posicion. Para usar esta informacién vamos a necesitar las ecuaciones de
movimiento.

Nos dicen que la rapidez del atleta francés en t; es v¢ (no confundir con la
velocidad final) y, segtin nuestro sistema, se mueve en el sentido positivo de
X. Ademas, nos dicen que empieza a acelerar de forma constante (con una
aceleracion que debemos hallar) y su posicién inicial es cero segun el sistema
elegido. Por lo tanto, su ecuacién de movimiento es

1
XfoziaftzxA+‘Vft)e, (1)

donde hemos llamado ay a la aceleracién del francés (el subindice f en todas
las variables indica francés, no final). Por su parte, el jamaiquino se mueve con
velocidad constante de magnitud v; en el sentido positivo de X, y su posicién
inicial es d; X. Asi que su ecuacién de movimiento es

xjaézvjt92+d19€. (2)

Para hallar la aceleracién del francés debemos usar el hecho de que ambos
atletas llegan al tiempo a la meta. Podriamos igualar las ecuaciones (1) y (2)
porque en la meta ambos tienen la misma posicién, pero eso no seria suficiente
porque no conocemos el tiempo que les toma llegar a la meta. Necesitamos
mas informacién.

Notemos que no hemos usado atn el hecho de que en el tiempo ¢#; el jamaiquino
estd a una distancia D de la meta y el francés estd a una distancia d; +D. Usando
esa distancia podemos despejar el tiempo que le toma al jamaiquino llegar a la
meta, que es el mismo tiempo que le toma al francés llegar a la meta. Como el
jamaiquino se mueve con velocidad constante, para é1 podemos usar el hecho
de que distancia es rapidez por tiempo:

D=7/]'i’. (3)

Con esto podemos despejar el tiempo en el cual llega a la meta el atleta:
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Como ya dijimos, este es el mismo tiempo que le toma al francés llegar a la
meta, pues los atletas deben llegar juntos. Segiin nuestro sistema, la meta esta
en la posicion (D +dj)%. Por lo tanto, la ecuacién del francés, cuando llega a la
meta, y teniendo en cuenta el tiempo dado por (4), queda

2
(D+d1)3?:1af(D) J?+vf(D)3€. (5)
2 v} vj
xf —— ——
t t

Ahora apliquemos la regla de oro:

2
(D+d1):;af(1?) H}f(f)' (6)
] ]

Para dejar a la aceleracién sola, pasemos el dltimo término a la izquierda:
2
D\ 1 D
D+di-ve|—|=zar|—| . 7
: vf(vj) Zaf(vj) 7

N2
Ahora multipliquemos todo por (%’) para llegar a

D(g)2+d1(g)2—vf(g)=;af. (8)

Finalmente, si multiplicamos por dos obtenemos la magnitud de la aceleracion
del francés, queda

20(4) 2, (1) -2y (2) <ar o

Como la aceleracién del francés apunta en el sentido positivo de X, podemos
escribir la anterior ecuacién como

(2D(g)2+2d1(g)z—nf(g)))%:d. (10)

Notemos aqui que si dejamos fijas todas las variables y aumentamos la rapidez
del jamaiquino, entonces la aceleracién del francés tiene que aumentar, lo cual
tiene sentido porque el francés lo debe alcanzar.
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(b) Ahora debemos hallar la velocidad del francés cuando llega a la meta.
Recordemos que la velocidad final cuando hay aceleracién esta dada por

v =dt + ;. (11)
Conocemos la aceleracién por el numeral anterior y conocemos la velocidad en

el tiempo inicial, que es v¢X. Ademds, conocemos el tiempo del recorrido, que
estd dado por la ecuacién (4). Asi, la velocidad del francés al cruzar la meta es

o\ 2 .\ 2 .
i=(20(2) voar (£) - 20 (2) L s (12)
D D p))\3;
——
a t

Este resultado se puede simplificar si “abrimos” los paréntesis y multiplicamos

cada término por (VQ) Al hacer eso, obtenemos
]

v
N ] N
v:(Zvj+2d15—2vf+vf)x. (13)

Comentarios adicionales: hay otra forma en la que podemos hallar la velo-
cidad final del francés. Hay una ecuacién que estudiaremos en el siguiente
problema (2.21) que relaciona la magnitud de la velocidad final de un objeto
con la magnitud de la velocidad inicial, la magnitud de la aceleracién y con la
distancia recorrida. La ecuacién es

V?:vi2+2a(xf—x,-). (14)

La ventaja de esta ecuacién es que no requiere el tiempo, como si lo requiere la
ecuacién (11). Es un buen ejercicio para el lector que compruebe que usando
esta ecuacion se llega al mismo resultado dado por la ecuacién (13) (note que
xf —x; en el caso del atleta francés es (D +dy) - 0=D +dy).
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Problema (tedrico) 2.21.

Palabras clave: rapidez final sin conocer el
tiempo pero conociendo el desplazamiento y
la aceleracién.

Un objeto se mueve con aceleraciéon constante de magnitud a a lo largo de la
direccidén positiva del eje X. El objeto se mueve desde x;%, donde tiene velocidad
v;X, hasta xff, donde tiene velocidad vfﬁ.

(a) Escriba la ecuacién de la velocidad final del objeto, aplique la regla de
oro y despeje el tiempo en funcién de la rapidez final, la inicial y la
aceleracion.

(b) Escriba la ecuacién de movimiento del objeto, aplique la regla de oro y
reemplace en ella el resultado encontrado en (a).

(c) A partir de la ecuacién encontrada en (b), despeje la rapidez final al
cuadrado.

(a) La ecuacién de la velocidad final de un objeto con aceleracién constante es
‘Vf)?:[ltf-f-vi)?. (1)

Si aplicamos la regla de oro obtenemos
vf=at+v;. (2)

Finalmente, para despejar el tiempo pasamos la rapidez inicial al otro lado y
dividimos por la magnitud de la aceleracién:

M=t. (3)
a

(b) La ecuacién de movimiento del objeto en este caso es
¢ 1 125+ vtk + x; % (4)
xex = Zat“ X+ vt +x; %
f 2 i i
Si aplicamos la regla de oro obtenemos

1
xf:Eat2+vit+xi. (5)
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Ahora reemplazamos aqui el resultado de la ecuacién (3):

1 (vf—vi\? vF—v;
xf:Ea( fa 1) +7/l'( fa Z)-HC,‘. (6)
—_—— —_——

t t

(c) Queremos despejar la rapidez final al cuadrado. Empecemos por abrir los

paréntesis:
2 _ . 2 2
1 (V= 2vfv; +7; Vi — V-
xfzz(f 7 l)+(fl 1)+xi. (7)

a a

Siahora sumamos los términos que se pueden sumar, el término v¢v; se cancela
y obtenemos
2_ .2
1 (Vv
Xf== + X;. (8)
2 a

Si ahora pasamos la posicién inicial al otro lado y multiplicamos por 2a,
obtenemos:

Za(xf—xi):vj%—viz. 9)

Finalmente, pasamos la rapidez inicial al cuadrado al otro lado:

Za(xf—xi)+vi2:v%. (10)

Esta ecuacién dice que la rapidez final al cuadrado es igual a la rapidez inicial
al cuadrado mas dos veces la magnitud de la aceleracién por la diferencia de
las posiciones (de las magnitudes de las posiciones).

Nota 2.24. Rapidez final en un movimiento con aceleracion constan-

te si no conocemos el tiempo

Si no conocemos el tiempo podemos hallar la rapidez final usando
v% = viz +2a (xf —x,'),

donde a es la magnitud de la aceleracion, v; es la rapidez inicial y x7 —x;
es la resta entre la posicion final y la inicial. El signo de la aceleracion y
de las posiciones iniciales y finales se debe respetar.
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Problema 2.22.

Palabras clave: rapidez final sin conocer el
tiempo, encuentro de dos objetos que termi-
nan con la misma velocidad.

Un bus de Transmilenio lleva una rapidez v;. Cuando el conductor del bus se
da cuenta de que una persona esta caminando por el carril de Transmilenio
presiona los frenos. La persona estd caminando con una rapidez v, y en la
misma direccién en la que anda el bus, como se ilustra en el dibujo. Suponga
que el bus disminuy6 su rapidez hasta v, (hasta la rapidez de la persona) justo
cuando se puso atras de la persona, y suponga que la distancia que los separaba
cuando el conductor comenz6 a frenar era d.

(a) Escriba una expresion para la aceleracién del bus que result6 al aplicar
los frenos.

(b) Escriba una expresién para la distancia que alcanzé a recorrer el bus
hasta que alcanz6 a la persona.

(c) Realice una grafica cualitativa de posicién contra tiempo para el bus, y
en la misma grafica, para la persona. Realice esta grafica desde el mo-
mento en que el bus comienza a frenar hasta que alcanza a la persona.

(d) Si el bus siguiera frenando de la misma forma, escriba una expresién
para el tiempo en el cual se detendria completamente. Con base en su
resultado, analice el caso en que v, y v; son iguales.

Solucién

:Qué informacion nos dan?

Para (a), (b) y (c): la velocidad inicial del bus tiene magnitud v;. Cuando comienza a frenar, el
bus estd a una distancia d de una persona que camina con velocidad constante de magnitud vp
en la misma direcciéon que la velocidad del bus. El bus frena de forma tal que cuando alcanza a
la persona, tiene la misma velocidad que ella.

(d) Desde que alcanza a la persona, suponga que el bus sigue frenando de la misma forma.
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¢Qué nos piden?
(a) Escribir una expresién para la aceleracién del bus.

(b) Escribir una expresién para la distancia recorrida por el bus desde que comienza a
frenar hasta que alcanza a la persona.

(c) Realizar una gréfica cualitativa de posicién contra tiempo para el bus y para la persona
(una para ambos), desde que el bus comienza a frenar hasta que alcanza a la persona.

(d) Escribir una expresién para el tiempo en el cual el bus se detiene completamente.
Debemos analizar el caso en que vp y v¢ son iguales.

(a) Como ya sabemos, lo primero que hay que hacer en problemas de cinematica
es escoger un sistema de coordenadas. Es natural (pero no es obligatorio) usar
un sistema en el cual el bus y la persona se mueven en la direccién positiva de
X. Ademads es conveniente usar un sistema segun el cual el bus esté en el origen
justo cuando empiece a frenar (segtn ese sistema, la persona estd inicialmente
a una distancia d en el sentido positivo de X):

Para hallar una expresién para la aceleracién del bus necesitamos la velocidad
inicial y final, y el tiempo que dura la aceleracién. La velocidad final en este
caso es de magnitud v, en el sentido positivo de X segtin nuestro sistema, y la
velocidad inicial es de magnitud v; en el sentido positivo de X. Si escribimos la
ecuacion para la aceleracién del bus, tenemos

A

VpX — vk

t 1)

a=

Esto es lo mismo que

Vp =Vt ,

P ts
t

a= (2)
Notemos que la resta de v, con v; nos va a dar un ndmero negativo, pues v, es
menor que v¢. Era de esperarse que esta resta nos diera un nimero negativo,
pues la aceleracién nos tiene que dar con signo negativo ya que, segin nuestro
sistema, el bus se estd moviendo en la direccién positiva de X mientras aplica
los frenos. Aunque conocemos v, y vy, todavia no conocemos el tiempo ¢. Para
hallarlo necesitamos mas informacién.

En el enunciado nos dicen que la persona camina con velocidad constante v,.
Ademis, nos dicen la distancia inicial entre el bus y la persona, y nos dicen
que el bus alcanza rapidez v, justo antes de alcanzar a la persona. Esto quiere
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decir que cuando el bus llega a la rapidez v, en ese instante su posicion es la
misma que la de la persona. Asi, podemos igualar la posicién final dada por la
ecuacion de movimiento del bus y de la persona, y de ahi podemos obtener el
tiempo ¢ en que se encuentran.

Como el bus se mueve con aceleracidn constante, esperamos que su ecuaciéon
de movimiento sea de la forma

1
ff:55t2+17t+£i. (3)

Ahora bien, segin nuestro sistema, la velocidad inicial del bus es v:X y la
posicién inicial es cero. Ademds, podemos escribir la aceleracién @ usando la
ecuacion (2). Por lo tanto, la ecuaciéon de movimiento del bus es

, 1 Vp_Vt) 2., .
XpX=—|——— |t X +vstX. 4
pii=5 (= : (4)

—_———
a

AL

(Hemos llamado “xf;%” a la posicion final del bus).

Alguien podria decir que el término con la aceleracién deberia tener un signo
menos, pues el bus estd frenando (asi que la direccién de la aceleracién deberia
ser —%). Sin embargo, el signo menos ya estd implicitamente en la ecuacién
(4) porque, como dijimos, v, es menor que v; asi que la resta que aparece da
negativa. Si pusiéramos el signo negativo al frente del factor de 1/2 para indicar
que la aceleracién es negativa, cometerfamos un error porque la ecuacién (2)
ya nos da el signo, asi que estariamos repitiendo dos signos menos, lo que nos
darfa un signo mas.

Ahora escribamos la ecuacién de movimiento de la persona. La persona camina
con velocidad constante en linea recta asi que esperamos que su ecuacién de
movimiento sea de la forma

ff =Vt +X;. (5)

Segun el sistema elegido, la velocidad de la persona es vy y la posicién inicial
de la persona es dx. Por lo tanto, la ecuacién de movimiento de la persona es

XfpX =vptX+dxX. (6)

Para hallar el tiempo t en el cual se encuentran la persona y el Transmilenio,
debemos igualar las posiciones finales de ambos:

. R 1/vy—v¢
vptX+dX = f(pi
2 t

—_——

XfpX .
fp xpk

)t29€+vttaﬁ. (7)
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Ahora podemos aplicar la regla de oro:

1(vp,—v
vpt+d = E(%)t2+vtt. (8)

En esta ecuacién aparece una incégnita, el tiempo t. Notemos que t* se simpli-
fica con el t que estd en el denominador:

1
vpt+d:5(vp—vt)t+vtt. 9)

Ahora pasemos el término v,t a la derecha para que todos los términos que
tienen el tiempo queden a un solo lado:

d= (vp—vt)t+vtt—vpt. (10)

N =

Si sacamos el factor comun del tiempo ¢, obtenemos
1
d:(E(vp—vt)Jrvt—vp)t. (11)

Si sumamos los términos que estan dentro del paréntesis obtenemos

d =(0.5v; - 0.5vp) t. (12)

Finalmente, dividimos por el término entre paréntesis para despejar el tiempo:

d 2d
= =t, (13)
0.5v:-0.5vp vr—-vp

donde usamos el hecho de que 0.5 es 1/2. Esta ecuacién nos da el tiempo de
encuentro en funcién de cantidades conocidas como la rapidez inicial del bus,
la rapidez de la persona y la distancia que los separa inicialmente. Como v;
es mayor que vy, esta ecuacién nos da positiva, lo cual tiene sentido porque
el tiempo tiene que ser positivo. Finalmente, podemos usar este tiempo en la
ecuacion (2), para escribir la aceleracién del bus:

'Up =Vt

d=——+% (14)
2d
V¢ —Vp
———
t
Esto es lo mismo que
G- (Vp_Vt)(Vt—Vp)f. (15)

2d
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Notemos que en el numerador tenemos la multiplicacién de dos términos que
son iguales, salvo por un signo menos. Podemos, por ejemplo, poner un signo
menos delante del primer término y reescribirlo asi:
2
L —emvp)(ve-vp)  —(vi-wp)”
a= x= x
2d 2d

(16)

La ecuacién (16) nos da la aceleraciéon del bus. Notemos que el término al
cuadrado, como todo término al cuadrado, es positivo. Por lo tanto, el signo
menos que estd al frente no se pierde nunca, lo que garantiza que la direccién
de la aceleracién sea negativa, como esperdbamos. Ademds, notemos que como
la distancia que separa al bus de la persona estd en el denominador, entonces
es claro que cuanto mayor sea la distancia, menor serd la magnitud de la
aceleracion, lo cual tiene sentido (si el bus estd muy lejos de la persona, no
tiene que frenar bruscamente).

(b) Recordemos que la distancia recorrida por un objeto con aceleracién cons-
tante estd dada por

1
d= Hiﬂ’fzﬁ’it

‘. (17)

Teniendo en cuenta el tiempo que dura frenando el bus —ecuacién (13)—, su
velocidad inicial y su aceleracién —ecuacién (16)—, esta ecuacién queda

_ 2 2
(L) (2 o[ 24|, (18)
2 2d V= Vp Vi —Vp
N~—— NE—
t

dr =

—_———

a t

(Hemos llamado d; a la distancia recorrida por el bus). En el primer término
se simplifican algunas cosas, hasta que llegamos a

dt:“—d-FVt( 2d )H (19)

Ut—Vp

Si sacamos el factor comudn de d, esta ecuacién se puede escribir como

b))
Vt—Vp

Al hacer la suma de fracciones esto queda
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2V —
el @

vt—vp

vy +V
dy=|d £
vVt — Vp
Notemos que el término en el denominador es menor que el término en el
numerador, asi que la fraccién da un niimero mayor que 1. Esto tiene sentido

porque quiere decir que la distancia recorrida por el bus es mayor que la
distancia inicial de separacién.

Finalmente, obtenemos

‘. (22)

Otro método: es claro que la distancia recorrida por el bus es igual a la distancia
recorrida por la persona mientras aquel frena, mas la distancia inicial que los
separa. Y calcular la distancia recorrida por la persona es muy facil, pues como
la persona se mueve con velocidad constante, la distancia es s6lo rapidez por
tiempo. Si usamos el tiempo de encuentro hallado antes y la rapidez de la
persona, la distancia recorrida por ella es

dy :vp( 2 ) (23)

V¢ —Up
——
t

Esta ecuacién nos da la distancia recorrida por la persona mientras el bus frena.
Como ya dijimos, la distancia recorrida por el bus es la distancia recorrida
por la persona mas d, que es la distancia que lo separaba inicialmente de la

persona:
di=v 2d +d. (24)
P Vt —Vp

———
d!’

Si sacamos factor comun de d, obtenemos

2vp
dt:d(( )1) (25)
T/t—Vp

Y finalmente, sumamos las fracciones:

+
dt:d(”” ”t). (26)
Vt—Vp
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Hemos llegado al mismo resultado de la ecuacién (22) —notemos que v; — v,
es positivo, asi que toda la expresién es positiva y podemos obviar el valor
absoluto en la ecuacidn (22).

(c) Para hacer una gréfica cualitativa de posicién contra tiempo para el bus,
s6lo necesitamos saber que este sigue un movimiento con aceleracién constante
negativa, que su posicién inicial es cero y que su velocidad inicial es positiva.
Segtn esto, la ecuacién de movimiento del bus es de la forma

1
Xpik = —Eat23€+ vtk (27)

Al aplicar la regla de oro, obtenemos

1
Xft:—Eat2+Vtt. (28)

Notemos que esta es la ecuacién de una parabola que se abre hacia abajo porque
el término cuadratico es negativo. Ademads, la pardbola corta el eje Y en cero
porque el punto de corte es cero (la posicién inicial es cero). Por otro lado,
la parabola esta corrida en el sentido positivo de X porque el término lineal
y el cuadratico tienen signos contrarios. Ademas, la pardbola no alcanza el
punto mas alto porque cuando el bus alcanza la persona el bus no ha llegado a
velocidad cero (s6lo ha llegado a la velocidad de la persona). Reuniendo estas
caracteristicas, podemos realizar la siguiente grafica de posicién contra tiempo
para el bus:

X

El bus de Transmilenio tiene aceleracion negativa. La parabola no alcanza a llegar
hasta el punto mds alto porque el bus no llega a rapidez cero.

Como la persona se mueve con velocidad constante positiva, la grafica de posi-
cién contra tiempo para la persona es una linea recta con pendiente positiva.
Ademas, la posicién inicial de la persona es dx. Y por otra parte, cuando el bus
llega a rapidez v, la persona tiene la misma posicion, asi que la linea recta
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debe pasar por ese punto en el cual el bus alcanza dicha rapidez. Reuniendo
estos requisitos, la grafica de posicién contra tiempo para la persona seria

X

La persona comienza a una distancia d en el sentido positivo de X, y camina con
velocidad constante. Al final su posicién se cruza con la del bus de Transmilenio.

Notemos que la inclinacién de la linea de la persona coincide con la inclinacién
del final de la parédbola, pues al final el bus alcanza la misma velocidad que
tiene la persona (si es necesario, repase el problema 2.18 o el final del problema
2.17).

(d) Para determinar en qué tiempo el bus se detiene completamente, necesi-
tamos usar una ecuacién que nos diga cuidndo la velocidad es cero. Podemos
usar la ecuacién

v =dt+7; (29)
y despejar el tiempo para el cual v es cero. En nuestro caso, la velocidad inicial
del bus es v;% y la aceleracién esta determinada por la ecuacién (16). Teniendo
en cuenta esto, podemos escribir la ecuacién (29) asi:

2
V-V
—(tzidp)tﬁﬂmﬁ (30)

—_———
a

V=

Ahora, para determinar en qué tiempo la velocidad es cero, simplemente
ponemos cero para la velocidad en la anterior ecuacién:

2
V=V
ey

0x = ¥ + Vi X. (31)

Si pasamos el primer término de la parte derecha de la igualdad al otro lado,
esto queda

2
V=7V
(e —vp)” tZd”) 1% = v, (32)
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Si dividimos por el término que acompaiia al tiempo ¢ y aplicamos la regla de

oro obtenemos
2d

t=————7;.
(Vt—vp)z

(33)

Esta ecuacién nos dice el tiempo en el cual el bus llega a su velocidad cero (es
decir, el tiempo en el cual se detiene).

Notemos que si la rapidez v; es igual a v, la anterior ecuacién no estd definida
y eso tiene sentido porque si ambas rapideces son iguales entonces el bus no
tendria aceleracion y su velocidad nunca llegaria a cero, lo cual contradice la
suposicion de que el bus se detiene. Ademds, si v; es igual a v}, la ecuacion
(22) tampoco estaria definida, lo que también tiene sentido porque la distancia
recorrida por el bus serfa infinita (sin aceleracién nunca alcanzaria a la persona).
Por ultimo, si v; es igual a vy, la grafica de posicién contra tiempo del bus
sera una linea recta paralela a la recta de la persona (pues tendra la misma
velocidad) y ambas rectas estardn separadas por la distancia inicial d.

Nota 2.25. ;En qué tiempo la velocidad es cero?

Para hallar el tiempo en el cual un objeto que se mueve con acelera-
cién constante alcanza velocidad cero, usamos la ecuacién v = dt + v; y
ponemos que la velocidad es cero: 0 = 4t + v;.
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Problema 2.23.

Palabras clave: interpretacion de graficas de
posicién contra tiempo, interpretacién de
graficas de velocidad contra tiempo, inter-
pretacién de graficas de aceleracién contra
tiempo.

A continuacién el lector va a encontrar nueve gréficas.
(a) Dé una descripcién de la situaciéon que cada grafica indica (por ejemplo,
“el objeto acelera entre el tiempo inicial y ;).

(b) Sefiale qué graficas se refieren a la misma situacién y para esas graficas
escriba cémo podrian ser las ecuaciones de movimiento del objeto (no
use numeros, simplemente escriba el tipo de ecuacién que podria tener
el objeto usando variables).

(c) Senale los tramos en cada grafica de velocidad en los cuales la rapidez

aumenta.
AT 2 A 3 T Ae
‘ “—
hT T AT T 2Tt T h th ——t 2’77’ l’*flifft 7
F N P F IEERANERERN|
NN T
4 A" 5 A H 6 AV
\mwi ‘T‘ 77\’ I [ Ir" 7>‘€ ] \2 InEN ’;u 7>\4 777. ry T
P \ \dREAAN! \ g N
7 —AE 8 [ A¢ 9 FTAX
N pi P P ¥
ST "‘ " T —H f i h
AN f N T

Solucién

:Qué informacion nos dan?

Nos dan nueve gréficas.
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¢Qué nos piden?
(a) Dar una descripcion de la situacién que la grafica indica.

(b) Decir qué graficas se pueden referir a la misma situacion. Para esas gréficas, hay que
escribir como podrian ser las ecuaciones de movimiento del objeto.

(c) Serialar los tramos en las graficas de velocidad en los cuales la rapidez aumenta.

(a)

~

Esta es una gréfica de posicién contra tiempo. En el tiempo inicial el objeto
estd en el origen, y desde ese momento hasta el tiempo #; el objeto se mueve
con velocidad constante positiva. Entre el tiempo t; y ¢, el objeto permanece
en reposo (la pendiente de la linea es cero, asi que la velocidad es cero).

>
|

Esta es una gréfica de velocidad contra tiempo. El objeto comienza con veloci-
dad cero. Entre el tiempo inicial y t; el objeto aumenta su velocidad, asi que el
objeto se mueve con aceleracién constante positiva. Entre el tiempo t; y ¢, el
objeto permanece con velocidad constante (la pendiente de la linea es cero, asi
que la aceleracioén es cero).
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Esta es una grafica de aceleracién contra tiempo. No hemos estudiado gréficas
de aceleracién contra tiempo antes, pero lo que ya sabemos para las demaés
graficas nos puede ayudar a interpretar estas graficas. Notemos que segun
la grafica, el objeto tiene una aceleracién negativa que permanece constante
(es una linea horizontal en la parte negativa del eje Y). Esto quiere decir que
el valor de la aceleracién es siempre el mismo, y es negativo. Si un objeto
tiene aceleracion negativa constante, su velocidad estd disminuyendo de forma
constante.

4 _*X
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Esta es una gréfica de posicién contra tiempo. La posicidn inicial del objeto
es algtin punto positivo en X. Entre el tiempo inicial y t; el objeto se mueve
con velocidad constante negativa. Entre el tiempo t; y t; el objeto también
se mueve con velocidad constante negativa, pero como la pendiente de esta
recta es mas inclinada que la pendiente de la recta entre el tiempo inicial y
t1, entonces inferimos que el objeto se mueve con velocidad més negativa que
antes (es decir, su rapidez es mayor). Ademds, en el tiempo f; el objeto regresa
al origen.
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Esta es una gréfica de velocidad contra tiempo. En el tiempo inicial el objeto
tiene cierta velocidad positiva. Entre el tiempo inicial y ¢; el objeto se mueve
con aceleracién constante negativa (su velocidad disminuye de forma constan-
te). En algtin momento la velocidad llega a cero, y después el objeto adquiere
velocidad negativa, lo que quiere decir que ahora se estd moviendo en la direc-
cién contraria a la que se venia moviendo antes. El objeto sigue disminuyendo
su velocidad (su velocidad es cada vez més negativa) hasta ;. En ese instante
sucede algo extrafo, y el objeto pasa de tener velocidad negativa a tener la
misma velocidad positiva con la cual empezé. Eso sugiere que el objeto cambid
de repente la direccién en la que se estaba moviendo. Desde ahi el objeto repite
el mismo tipo de movimiento de antes (con aceleracién negativa).

6 _ %

Esta es una gréfica de velocidad contra tiempo. La velocidad inicial del objeto
es positiva y comienza a disminuir de forma constante, pasando por cero y
luego volviéndose negativa hasta el tiempo #; (lo que indica que el objeto tiene
aceleracion constante negativa, y cambid la direccién de su movimiento desde
que la velocidad se volvi6 negativa). Desde t; el objeto se mueve con velocidad
constante negativa (aceleracién cero) hasta el tiempo t;.
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Esta es una gréfica de posicién contra tiempo. El objeto comienza en cierta
posicién positiva, y comienza a moverse con cierta velocidad positiva (imagine-
mos un segmento de recta justo al inicio de la curva, el cual tendria pendiente
positiva). Ademas, es claro que entre el tiempo inicial y t; se forma una pardbo-
la que se abre hacia abajo. Esto sugiere que el objeto tiene aceleracién negativa
en ese intervalo de tiempo. El objeto comienza a moverse con cierta velocidad
positiva y va disminuyendo su velocidad hasta que en el punto mas alto la
velocidad es cero. Después, su velocidad es negativa (los segmentos de recta
que podemos imaginar empiezan a tener pendiente negativa) y cada vez mas
negativa hasta el tiempo t;. Pero después de t; la pardbola se acaba y sigue
una linea recta con pendiente negativa. Esto indica que desde ese momento
el objeto se mueve con velocidad constante negativa (su aceleracién se vuelve
cero). El objeto en algtin momento pasa por el origen, y sigue moviéndose hacia
posiciones negativas hasta el tiempo t.

8 a

S=aRSEERES

Esta es una grafica de aceleracién contra tiempo. Entre el tiempo inicial y el
tiempo t; el objeto se mueve con aceleracién constante negativa, asi que su
velocidad debe de estar disminuyendo de forma constante. Entre el tiempo #; y
t; el objeto permanece con aceleracion cero, asi que su velocidad permanece
constante (cuidado: no sabemos si en este tramo el objeto se mantiene con
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velocidad negativa o positiva, s6lo sabemos que el objeto ahora tiene menos
velocidad que al comienzo porque tuvo aceleracién negativa).
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Esta es una gréfica de posicién contra tiempo. El objeto comienza en cierta
posicién positiva y comienza a moverse con cierta velocidad positiva (las pen-
dientes de los segmentos de recta que podriamos imaginar sobre la gréfica
serfan positivos). Ademas, es claro que entre el tiempo inicial y el tiempo
t; se forma una pardbola que se abre hacia abajo. Esto sugiere que el objeto
tiene aceleracién negativa en ese intervalo de tiempo. Como dijimos, el objeto
comienza a moverse con cierta velocidad positiva, y va disminuyendo su veloci-
dad hasta que en el punto mas alto la velocidad es cero. Después su velocidad
es negativa (asi que ahora se debe de estar moviendo en direccién contraria) y
es cada vez mas negativa hasta el tiempo t;. Pero después de t; algo extrafio
pasa y el objeto vuelve a tener cierta velocidad positiva (asi que su direccién
de movimiento debié de cambiar repentinamente), y vuelve a repetirse el tipo
de movimiento de antes; el objeto tiene aceleracién negativa, y su velocidad
pasa de ser positiva a ser cero en el punto mas alto de la segunda parabola, y
luego pasa a ser otra vez negativa hasta que llega al origen.

(b) Debemos encontrar gréficas que se refieran a la misma situacién. Una forma
facil de hacer esto es volver a las graficas de posiciéon y ver si hay graficas de
velocidad o de aceleracién que correspondan con ellas.

La gréfica 1 indica que el objeto tiene velocidad inicial positiva constante.
Como el lector puede observar, ninguna grafica de velocidad comienza con
una velocidad positiva que se mantiene constante. Tampoco hay graficas de
aceleracién que comiencen con aceleracién cero (velocidad constante es acele-
racién cero). Asi que no hay otras graficas que describan la misma situacién
que la gréfica 1.

La grafica 4 comienza con velocidad constante negativa, y después el objeto
tiene una velocidad constante mas negativa. No hay ninguna grafica de ve-
locidad que comience con velocidad constante negativa. Y, como ya dijimos,
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tampoco hay gréficas de aceleracién con aceleracién inicial cero. Asi que, de
nuevo, no hay otras graficas que representen la misma situacién que la grafica
de posicién examinada (la 4).

La gréfica 7 indica primero una aceleracién negativa. Inicialmente la velocidad
es positiva, pasa a cero y luego es negativa. Después la velocidad permanece
constante y negativa. Notemos que la grafica 6 tiene precisamente ese compor-
tamiento. Asi que la grafica 7 y 6 corresponden a la misma situacién. Ademas,
la grafica 8 también describe lo mismo: aceleracién constante negativa inicial-
mente y después aceleracién cero (velocidad constante). Por lo tanto, estas tres
gréficas (6, 7 y 8) representan la misma situacién.

Segun estas graficas la ecuacién de movimiento del objeto entre el tiempo
inicial y t; seria la ecuacién de un movimiento con aceleracién constante
negativa. Ademas, el objeto comienza con cierta velocidad inicial positiva y
comienza en alguna posicién inicial positiva. Por lo tanto, en este intervalo de
tiempo la ecuacién de movimiento seria de la siguiente forma:

1
foE:—Eat29€+v,-t92+x,-92. (1)

Después de t; el objeto se mueve con velocidad constante negativa, asi que a
partir de #; su ecuacién es de la forma

xfoX = vtk +x1 X (2)

Cuidado: la posicién x; % es la posicién inicial del nuevo movimiento, y es claro
que esta posicion inicial es precisamente la posicién final del movimiento
anterior, es decir, foE =x1X.

La gréfica 9 indica un movimiento con dos aceleraciones negativas (estas acele-
raciones podrian ser las mismas). Mds atin, primero la velocidad es positiva,
pasa a cero y después se vuelve negativa. Pero en t; el objeto repentinamente
pasa a tener velocidad positiva otra vez, y se repite el movimiento. Notemos
que la grafica 5 concuerda precisamente con eso: el objeto comienza con ve-
locidad positiva y la velocidad disminuye pasando por cero hasta volverse
negativa. Y después, de repente, el objeto tiene otra vez velocidad positiva y
esta vuelve a comportarse igual. Ademas, la grafica 3 representa ese mismo
movimiento: el objeto siempre tiene aceleracién negativa constante. Asf, las
graficas 3, 5y 9 describen la misma situacién.

Entre el tiempo inicial y t; la ecuacién de movimiento debe ser de un movi-
miento con aceleracién negativa. Ademads, el objeto comienza con velocidad
positiva y su posicién inicial también es positiva. Por lo tanto, tenemos una
ecuacién de movimiento de esta forma:

1
foE:—Eat29€+vit92+xi92. (3)
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Después, entre el tiempo t; y 7, el objeto vuelve a tener un movimiento igual
al de antes, s6lo que ahora la posicién inicial es otra (pero la aceleracién y la
rapidez inicial son la misma, como se infiere de las graficas 3 y 5):

1
xjtzfz—gat23€+vit92+x13?. (4)

(c) Ahora debemos indicar los segmentos de cada grafica de velocidad en los
cuales la rapidez aumenta. La rapidez aumenta cuando la magnitud de la
velocidad aumenta. Esto se puede ver en las graficas de velocidad siguiendo
lo que dice la nota 2.22; cuando las lineas de velocidad se alejan del eje del
tiempo, sea hacia arriba o hacia abajo, la rapidez aumenta. En la grafica 2,
entre el tiempo inicial y t1, la linea se aleja del eje del tiempo, asi que en ese
intervalo la rapidez aumenta. Entre | y t; la rapidez permanece constante.

En la grafica 5, entre el tiempo inicial y t1, pasan dos cosas; primero la linea
de velocidad se acerca al eje del tiempo, asi que la rapidez disminuye. Pero
después la linea se empieza a alejar del eje del tiempo por la parte negativa, asi
que la rapidez aumenta en ese intervalo hasta t;. Lo mismo se repite después;
primero la rapidez disminuye, pero después comienza a aumentar hasta t,.

Finalmente, en la gréfica 6 la rapidez empieza a disminuir mientras la linea de
la velocidad se acerca al eje del tiempo, y después de ese momento la linea de
velocidad se empieza a alejar por la parte negativa, asi que en ese intervalo la
rapidez aumenta hasta t1. Luego la rapidez permanece constante hasta t,.
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Problema de repaso 2.24.

Palabras clave: aumento y disminucién de
rapidez, aumento y disminucién de veloci-
dad, velocidad cero, gréfica de posicién contra
tiempo.

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(1) Si la velocidad aumenta, entonces podemos inferir que la rapidez
aumenta.

(2) Si un objeto tiene una velocidad muy grande, entonces también tiene
una aceleracién muy grande.

(3) Si un objeto disminuye su velocidad podria aumentar su rapidez.

(4) Cuanto més inclinado sea un fragmento de la gréfica de posicién contra
tiempo, mayor es la rapidez en ese fragmento.

(5) Sien t; un objeto se mueve hacia el este y en ¢, se mueve hacia el oeste,
hay algiin tiempo entre t; y t; en el cual el objeto tiene velocidad cero.

(1) Falso. La rapidez aumenta si la magnitud de la velocidad aumenta, pero eso
no siempre sucede cuando la velocidad aumenta (nota 2.22). Por ejemplo, si un
objeto pasa de tener velocidad negativa a cero, la velocidad aumenta pero la
rapidez disminuye.

(2) Falso. La aceleracién no indica qué tan grande o pequena es la velocidad,
sélo indica qué tan grande es la diferencia entre la velocidad final y la inicial.

(3) Verdadero. Por ejemplo, un objeto podria disminuir su velocidad al pasar
de tener velocidad cero a velocidad negativa. En ese caso su rapidez aumenta
porque la magnitud de la velocidad pasa de cero a un nimero mayor que cero
(nota 2.22).

(4) Verdadero. Cada fragmento de la grafica de posicién contra tiempo indica
la velocidad en ese punto, y cuanto mas inclinado, mayor es la rapidez (sin
importar si es negativo o positivo).

(5) Verdadero. Si un objeto invierte la direccién en que se mueve, tiene que
pasar de tener velocidad positiva a velocidad negativa, o pasar de velocidad
negativa a positiva. En cualquier caso, tiene que pasar por velocidad cero justo
en el momento de la inversién.
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Problema 2.25.

Palabras clave: objetos que no comienzan su
movimiento al mismo tiempo, razén entre la
magnitud de aceleracién de dos objetos, dis-
tancia entre dos objetos, gréafica de posiciéon
contra tiempo.

En una carrera entre dos caballos, Tormenta (el caballo blanco) esta distraido y
arranca un segundo después del disparo que indica el inicio de la carrera. Por
el contrario, Estrella (el caballo café) arranca justo en el momento del disparo.
Ambos caballos se mueven en linea recta con aceleracién constante. Cuando
Estrella y Tormenta han recorrido una distancia de 100 metros, 15 segundos
después de que suena el disparo, ambos estdn empatados.

(a) ¢Cuadl es la razén entre la magnitud de la aceleracién de Tormenta y la
de Estrella?

(b) ¢A qué distancia se encuentran ambos caballos cuando Estrella ha
recorrido una distancia de 50 metros? Suponga que Tormenta ya ha
comenzado a correr en ese momento.

(c) ¢Cudl es la velocidad de ambos caballos cuando Estrella ha recorrido
50 metros?

(d) Realice una gréfica cualitativa de posicién contra tiempo para ambos
caballos (en una misma gréfica).

Tiempo ¢,

Un tiempo t. después del disparo los caballos han recorrido una distancia d y van
empatados.
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Solucién

;Qué informacion nos dan?

(a), (b), (c), (d). Tormenta arranca 1 segundo después de que suena el disparo, mientras que
Estrella arranca justo en el momento del disparo. Los caballos se mueven en linea recta con
aceleracion constante. Quince segundos después de que suena el disparo, Estrella y Tormenta
van empatados, y en ese momento han recorrido una distancia de 100 metros. Suponga que
cuando Estrella ha recorrido 50 metros, Tormenta ya ha comenzado a correr.

¢Qué nos piden?

(a) Hallar la razén entre la magnitud de la aceleracién de Tormenta y Estrella.

(b) Decir a qué distancia se encuentran los caballos cuando Estrella ha recorrido 50 metros.
(c) Hallar la velocidad de ambos caballos cuando Estrella ha recorrido 50 metros.
(

d) Realizar una gréfica cualitativa de posicién contra tiempo (una sola para ambos
caballos).

(a) Empecemos por escoger un sistema de coordenadas. Pongamos el origen de
nuestro sistema en el punto de partida de la carrera y digamos que los caballos
se mueven en la direccién positiva de X:

Tiempo ¢,

Usamos un sistema de coordenadas ubicado en el origen y cuyo eje X apunta en la
direcci6n en la que se mueven los caballos.

Para hallar la razén de las magnitudes de las aceleraciones debemos encon-
trar la aceleraciéon de ambos caballos. Podriamos escribir las ecuaciones de
movimiento de ambos caballos y usarlas para despejar la aceleracién. Sin
embargo, una forma mas sencilla de hallar la magnitud de la aceleracién en
este problema es usar la férmula de la distancia recorrida en un movimiento
con aceleracién constante, pues en el enunciado nos dicen directamente la
distancia recorrida por los caballos (nota 2.18). La ecuacién de la distancia en
un movimiento con aceleracién constante es

1
d=§at2+vit. (1)
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(No hemos puesto las barras que indican valor absoluto porque es claro que
en este problema todos los términos a la derecha son positivos, asi que no es
necesario indicar el valor absoluto). Empecemos por hallar la magnitud de la
aceleracion de Estrella (el caballo café). Su rapidez inicial es cero. Su aceleracién
es positiva dado el sistema escogido. Llamemos t, al tiempo de encuentroy d a
la distancia en que se encuentran (sabemos que f, es 15 segundos y d es 100
metros, pero vamos a reemplazar los valores al final). Por lo tanto, obtenemos

1
d = Eagtez, (2)

donde a, es la magnitud de la aceleracién de Estrella. Asi, la magnitud de la

aceleracion de Estrella es .

2 Ae. (3)
e

Ahora hallemos la magnitud de la aceleracién de Tormenta (el caballo blanco).
Por supuesto, podemos volver a usar la ecuacién (1) porque Tormenta también
se mueve con aceleracién constante. Sin embargo, debemos tener cuidado
porque Tormenta no alcanza la distancia d (los 100 metros) en el mismo tiempo
que Estrella lo hace. Recordemos que Tormenta estaba distraido inicialmente,
y se demor6 1 segundo en comenzar a correr. Esto quiere decir que Tormenta
recorrié la distancia d en menos tiempo que Estrella. Llamemos t; al tiempo
de demora (que es un segundo). Asi, Tormenta recorri6 la distancia d en un
tiempo de t, —t; (es decir, en un tiempo de 15s-1 s=14s). Asi, la ecuacién (1)
para Tormenta es la siguiente:

1
d= Eat(tg—td)z, (4)

donde a; es la magnitud de la aceleracién de Tormenta, y donde usamos el
hecho de que la rapidez inicial de Tormenta es cero. Si despejamos la magnitud
de la aceleracidon de esta ecuacién, obtenemos

2d

Gemt? ™ )

Ahora que sabemos la magnitud de la aceleracién de ambos caballos, pode-
mos encontrar la razén entre las mismas. La razén entre la magnitud de la
aceleracion de Tormenta y Estrella serd

( ’ )
_ 2 a;
(te td) L (6)

) e
t
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Esto es igual a
tez ag

(te=ta)? ~ac 7

Antes de reemplazar los valores conocidos, notemos que esta razén da un
nimero mayor que 1, pues t2, que es el numerador, es mayor que (f, - t;)?,
que es el denominador. Esto tiene sentido porque la aceleracién de Tormenta
tiene que ser mayor que la de Estrella, pues Tormenta alcanza a Estrella a pesar
de que arranca después. Ademas, notemos que la ecuacién no estd definida
cuando t, es igual a t;. Esto es de esperarse porque si Tormenta se demora en
arrancar el mismo tiempo que le toma a Estrella llegar a 100 metros, jentonces
serfa imposible que Tormenta alcanzara a Estrella a los 100 metros!

Si reemplazamos los valores conocidos, obtenemos

te

2
15
__(5s)” S=115=2, (8)
(15s-1s) e

N~—— Y—~—
te ta

Como dijimos, era de esperarse que Tormenta tuviera una aceleracién mayor
que la de Tormenta.

(b) Para hallar a qué distancia se encuentran ambos caballos cuando Estrella
ha recorrido una distancia de 50 metros, debemos encontrar la posicién de
ambos caballos en ese momento y después hallar la magnitud de la resta de
las posiciones (nota 2.19). Pero no conocemos la posicién de Tormenta en ese
momento.

Empecemos por escribir la ecuacién de movimiento de Tormenta. Como Tor-
menta comienza en el origen, con rapidez cero y con aceleracién positiva, la
ecuacién de movimiento de Tormenta es

1

~ 2 4
XX = —astoX. 9
t 5t 9)

Ademas, la magnitud de la aceleracién de Tormenta esta dada por la ecuacién

(5):

1 2 \,
X=—| ——— |t°X. 10
2(<te—td)2) ! 1o
—_——

at

Aun no conocemos el tiempo t que debemos poner en esta ecuacién. Podemos
hallar este tiempo si primero hallamos el tiempo que le toma a Estrella recorrer
los 50 metros. Para hacer esto, llamemos d; a esta distancia de 50 metros y
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usemos la ecuacién (1) que nos da la distancia recorrida en términos de la
magnitud de la aceleracién y el tiempo. La magnitud de la aceleracién de
Estrella estd dada por (3), asi que tenemos lo siguiente:

1,24\,
dl-i(g)t. (11)
——
de
Al despejar t? obtenemos
fedi) _pp (12)
il

Finalmente, al aplicar raiz cuadrada, llegamos a
te\/ — =t. (13)

Podriamos estar tentados a usar ese tiempo en la ecuacién (10), pero debemos
tener cuidado porque este el tiempo de Estrella, y recordemos que Tormenta
arranca un tiempo t; después del disparo. Asi que, como hicimos antes, el
tiempo durante el cual Tormenta corre es el tiempo de Estrella menos el tiempo
de demora: t —t;. Como la ecuacién (13) nos da el tiempo de Estrella, el tiempo

de Tormenta sera
d
tg\/gl—td=t[, (14)

—
t

donde hemos llamado t; al tiempo de Tormenta.

Si usamos el tiempo dado por la ecuacién (14) en la ecuacién (10), obtenemos

2
1 2d dq
= —— L. ¢, 1
o 2((te_fd)2)(te d td) ’ 1)

|
ty

Esta es la posicién de Tormenta cuando Estrella ha recorrido una distancia
de 50 metros. La distancia entre ambos caballos es la magnitud de la resta
vectorial entre la posicién de Estrella, que es d; £ y la posicién de Tormenta,
que estd dada por la ecuacién (15):

2
. L 1 2d dq
D= — Xt = X - =—lte\/ — -t X||. 1
|5~ %] H a2 2((te_td)2)(e\/d d) d. e

Xe

Xt
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Al reemplazar los valores conocidos, esto nos da

d d
P te ,_/L\ tq 2
1 20 — —
_20100m) TN 20m T el Z201m. (17)
2\ (15s- 15 )2 100 m
—— —— —
te ty d

(c) Para hallar la velocidad de ambos caballos cuando Estrella ha recorrido 50
metros podemos usar la siguiente ecuacién que nos da la rapidez final (nota
2.24):

V%:viz+2a(xf—xi). (18)

Por supuesto, también podemos usar v = 4t + v; porque conocemos el tiempo y
la aceleracion. Notemos que en este caso xy —x; es d — 0 = d;. Como la rapidez
inicial de Estrella es cero y la magnitud de la aceleracién de Estrella esta dada
por la ecuacién (13), la ecuacion (18) queda

vi=2 (2d)d1 (19)

C
—
ae

Al simplificar un poco y sacar raiz cuadrada, obtenemos

2
v = Vdd. (20)

Esta no es la velocidad sino la rapidez (la velocidad tiene direccién). Como
Estrella se mueve en la direccién positiva de X, la velocidad es

dd . (21)

[4

Si reemplazamos los valores, esto nos da

T = 1; (100 m)(50 m)% = 9.43 m/s %. (22)

La velocidad de Tormenta se puede hallar de la misma forma. Para aplicar
la ecuacién (18) debemos usar el hecho de que la aceleracién de Tormenta
esta dada por la ecuacién (5) y debemos tener en cuenta que para Tormenta,
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xf —x; es la magnitud de la ecuacién (15) (la posicién inicial es ceroy xs es la
magnitud de la posicion final). Primero escribamos x; usando la ecuacién (15):

1{ 2d t\/z , :
2((te_td)2 Va7

Si usamos este resultado en la ecuacion (18), tenemos en cuenta que la acelera-
ciéon de Tormenta esta dada por la ecuacion (5), y usamos el hecho de que la
rapidez inicial es cero, obtenemos

2
2d 1 2d d
P ) il a1 s
vf (te—t)2 )2\ (te—1)2 fe\) 7 2] *
—_—

a
t xf

XX = (23)

(24)

Podemos quitar las barras de valor absoluto porque ese término estd al cuadra-
do (asi que nos daré positivo de todas maneras). Si hacemos esto y simplifica-
mos un poco, llegamos a

3 4
) 1 2d di
==l te\| ——ta] - 25
=5 (i) (V- 23
Ahora saquemos raiz cuadrada:
0 N\ @\
1
te\/ ——ta] - 26
= \/_((t—td)z) (e d d) (26)

La velocidad es la rapidez con la direccién, que en este caso es %:

3 2
R 1 2d 2 dy R
= alehr) () + 7

Finalmente, reemplazamos los valores numéricos:

d dq
—_—~ 3 — P
2
ﬁf:\/T _20100m) o\ 20m ) e 6726 mys. (28)
2 (158— 18)2 —— 100m ——
—— N\~ to SN—_—— td
te ty d

Tormenta tiene una velocidad mucho mayor que la de Estrella y podemos
inferir que la va a sobrepasar.
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(d) Primero realicemos la grafica cualitativa de posicién contra tiempo de Estre-
lla. Estrella empieza en el origen con velocidad inicial cero y tiene aceleracién
positiva. Por lo tanto, su ecuacién de movimiento es de la siguiente forma
(hemos aplicado la regla de oro):

1 >

Xe = Eaet (29)

Esta es la ecuacion de una pardbola que se abre hacia arriba y que estd centrada
enelejeY:

X A

‘\\

L >
t

Gréfica de posicién contra tiempo de Estrella. Es una parabola que comienza en el
origen y se abre hacia arriba porque la aceleracion es positiva.

La ecuacién de movimiento de Tormenta es la ecuacién (9). Al aplicar la regla
de oro, obtenemos

L

Xt = —azt”.

7 (30)

Esta es una parabola que se abre hacia arriba y que comienza en cero, tal
como la de Estrella. Sin embargo, debemos tener cuidado con el tiempo porque
Tormenta comienza la carrera un tiempo t; después de que comienza Estre-
lla. Ademas, como la aceleracién de Tormenta es mayor, su parabola es més
pronunciada. Si trazamos esta gréafica en la misma grafica de Estrella, tenemos:



CINEMATICA 249

X A

‘\\

/,4 > pd
= g

Graéfica de posicion contra tiempo de Tormenta (verde). Es una parabola que se
abre hacia arriba porque la aceleracién es positiva. Tormenta comienza la carrera
un tiempo después del inicio y su pardbola es mds pronunciada que la de Estrella
porque su aceleracién es mayor.

e

Nota 2.26. Cuando un objeto empieza su movimiento un tiempo des-

pués que otro

Si un objeto A comienza su movimiento un tiempo t; después que otro
objeto B, entonces el tiempo que ponemos en la ecuacién de movimiento
de A debe ser t —t;, donde t es el tiempo de B.
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2.1 NoTASs DEL cAPiTULO

Nota 2.1: Posicién de un objeto.

La posicién de un objeto se representa con un vector que va del origen al punto
en el plano en el que esta el objeto. Para diferentes sistemas de coordenadas la
posicién del mismo objeto (bien sea su direccién, magnitud o ambas) puede
ser diferente.

En este capitulo nos vamos a concentrar en objetos que se mueven en linea
recta asi que las posiciones s6lo van a ser vectores de una sola dimensién (por
costumbre vamos a usar el eje X para indicar estas posiciones).

Nota 2.2: Desplazamiento y distancia.

- El desplazamiento de un objeto es la resta vectorial de la posicién final
con la posicién inicial. Si la posicién inicial es X; y la final es X, entonces
el desplazamiento es

D=3 - %

- Si un objeto tiene diferentes desplazamientos, el desplazamiento neto es
simplemente la resta de la posicién final con la posicién inicial, ignorando
las diferentes posiciones intermedias.

- La distancia entre dos puntos es la magnitud del desplazamiento entre

ambos puntos:
d=|D|.

- La distancia neta es la suma de la magnitud de cada uno de los dife-
rentes desplazamientos intermedios. Por dltimo, la distancia neta no es
simplemente la magnitud de la resta vectorial entre la tltima posicién
y la posicién inicial, es decir, la distancia neta no es la magnitud del
desplazamiento neto.

Nota 2.3: La magnitud de un vector no depende del sistema.

La distancia recorrida (la magnitud del desplazamiento) por un objeto no
depende del sistema de coordenadas escogido. En general, la magnitud de un
vector no depende del sistema de coordenadas usado.

Nota 2.4: Desplazamiento y distancia neta cuando la posicion final y la ini-
cial son la misma.

Cuando un objeto realiza un movimiento y regresa hasta el punto del que
parti6, el desplazamiento neto es cero pero la distancia no lo es. La distancia
depende de las diferentes posiciones intermedias del objeto.
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Nota 2.5: ;Cuando cambia un vector?

Un vector cambia cuando su direccién o su magnitud cambia (en caso contrario
decimos que el vector es constante). En el caso de la velocidad, esta cambia
sélo si la rapidez o la direccién de movimiento cambia.

Nota 2.6: Velocidad y rapidez.

* La velocidad es una cantidad vectorial que relaciona el desplazamiento
del objeto con el tiempo del desplazamiento. Cuando la velocidad es
constante, la velocidad se calcula con

D Xr-%;
v== = #’
t t
donde D es el desplazamiento del objeto entre los puntos ¥; y Xf,ytes

el tiempo que le toma al objeto moverse entre esos puntos.

* La velocidad instantanea es la velocidad del objeto en cierto instante.
Cuando el objeto tiene velocidad constante, su velocidad instantanea es
la misma en cualquier punto de su trayectoria y esa velocidad se calcula
con la férmula anterior.

* El vector de velocidad tiene la misma direccién que el vector del despla-
zamiento.

* La magnitud de la velocidad se llama rapidez y estd dada por v = d/t,
donde d es la distancia recorrida. En palabras, la rapidez es la distancia
recorrida sobre el tiempo del recorrido. De forma equivalente, podemos
decir que distancia es rapidez por tiempo.

* La rapidez, como cualquier magnitud de un vector, no depende del
sistema.

Nota 2.7: Movimiento rectilineo uniforme.

En un movimiento rectilineo uniforme el objeto tiene velocidad constante. Es
decir, el objeto preserva una rapidez constante y se mueve en linea recta, sin
cambiar su direccién.

Nota 2.8: Ecuacion de movimiento para un objeto en un movimiento rec-
tilineo uniforme.

Cuando un objeto se mueve con velocidad constante, la ecuacién de movimien-
to del objeto es

ff =Ut+X;,
donde X es la posicion final, X; su posicién inicial, v su velocidad y t el tiempo
transcurrido entre la posicién inicial y final.
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Nota 2.9: Grafica de posicion contra tiempo para un movimiento rectilineo
uniforme.

Para realizar una gréafica de posicién contra tiempo necesitamos seguir tres
pasos:

(1) Escogemos un sistema de coordenadas cualquiera o usamos el que el
problema nos indique.

(2) Con base en la informacién que tengamos y el sistema de coordenadas
escogido, debemos escribir la ecuacién de movimiento del objeto. En
general, la ecuacién de un movimiento con velocidad constante es
ff = Ut +X;.

(3) Aplicamos la regla de oro a la ecuacién de movimiento. Graficamos
esta tltima ecuacién teniendo en cuenta que es la ecuacién de una linea
recta. La posicién inicial es el punto de corte con el eje Y, la posicién
final es la variable dependiente, el tiempo es la variable independiente
y la velocidad es la pendiente de la recta (el signo de la velocidad dice
si la pendiente es positiva o negativa).

Nota 2.10: Claves para resolver problemas de cinematica.

Para resolver problemas de cinemadtica es muy importante seguir los siguientes
pasos:

(1) Escoger un sistema de coordenadas o usar el sistema que nos digan en
el problema.

(2) Escribir la ecuacién de movimiento de los diferentes objetos con base
en el sistema elegido antes y con base en los datos conocidos. Si no
conocemos ciertos datos (por ejemplo, si no conocemos la velocidad),
escribimos la ecuacién en término de variables desconocidas.

(3) Una vez tenemos la ecuacion de movimiento de cada objeto, podemos
encontrar lo que nos piden usando esas ecuaciones.

Nota 2.11: Tiempo de encuentro.

El tiempo de encuentro de dos objetos se halla igualando las ecuaciones de
movimiento de los objetos.

Nota 2.12: Punto de interseccion en una grafica de posicién contra tiempo.

Si realizamos una gréfica de posicion contra tiempo para varios objetos en un
mismo sistema de coordenadas, el punto donde se intersecan las graficas va a
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corresponder al punto en que se encuentran los objetos. Este punto nos da la
informacién de la ubicacién y el tiempo en que se encuentran los objetos.

Nota 2.13: ;Qué es escoger un sistema de coordenadas?

Escoger un sistema de coordenadas es escoger cudl es el origen del sistema,
cudl es la direccién positiva de los ejes y cual es el tiempo inicial.

Nota 2.14: Area encerrada entre el eje X y la linea de velocidad.

El drea encerrada entre el eje X y la linea de la velocidad en una grafica de
velocidad contra tiempo es igual a la distancia recorrida por el objeto.

\%

Nota 2.15: Aceleracidn cero.

La aceleracién de un objeto es cero solamente si la magnitud y la direccién de
la velocidad final son iguales a la magnitud y direccién de la velocidad inicial.
En otras palabras, si la rapidez del objeto cambia, o si la direccién en que se
mueve cambia, el objeto tendra aceleracién distinta de cero.

Nota 2.16: Grafica de velocidad contra tiempo para un movimiento con ace-
leracién constante.

Para realizar una grafica de velocidad contra tiempo necesitamos seguir tres
pasos:

(a) Escogemos un sistema de coordenadas cualquiera o usamos el que el
problema nos indique.

(b) Con base en la informacién que tengamos y el sistema de coordenadas
escogido, debemos escribir la ecuacién de la velocidad del objeto. En
general, la ecuacién de velocidad del objeto en un movimiento con
aceleracion constante es vy = dat + ;.

(c) Aplicamos la regla de oro a la ecuacién de la velocidad. Graficamos
esta ultima ecuacién teniendo en cuenta que es la ecuacién de una linea
recta. La velocidad inicial es el punto de corte con el eje Y, la velocidad
final es la variable dependiente, el tiempo es la variable independiente
y la aceleracidn es la pendiente de la recta (el signo de la aceleracién
indica si la pendiente es positiva o negativa).
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Nota 2.17: Ecuacién de movimiento para un objeto en un movimiento con
aceleracién constante.

Cuando un objeto se mueve con aceleracién constante, la ecuacién de movi-
miento del objeto es

I N N
Xp=oat”+vit+x;,
2
donde 5c’f es la posicién final, X; su posicién inicial, ¥; su velocidad cuando esta
en la posicién inicial y ¢ el tiempo transcurrido entre la posicién inicial y final.
Nota 2.18: Distancia recorrida por un objeto en un movimiento con acelera-
cidn constante.

La distancia recorrida por un objeto con aceleracién constante y que se mueve
en linea recta estd dada por

’

1
d= Hfatzﬂz,-t
2

donde a es la magnitud de la aceleracién, t el tiempo y v; la magnitud de la
velocidad inicial.

2.19: Distancia entre dos posiciones.

La distancia entre dos posiciones ¥; y X, es la magnitud de la resta vectorial
entre ambas: |X] — %3 (el orden no interesa porque es valor absoluto).

Nota 2.20: Grafica de posicion contra tiempo para un movimiento rectilineo
con aceleracion constante.

(1) Escogemos un sistema de coordenadas cualquiera o usamos el que el
problema nos indique.

(2) Con base en la informacién que tengamos y el sistema de coordenadas
escogido, debemos escribir la ecuacién de movimiento del objeto. En
general, la ecuacién de posiciéon del objeto en un movimiento con
aceleracion constante es Xy = %dtz + Uit + X.

(3) Aplicamos la regla de oro. Graficamos esta ultima ecuacién teniendo
en cuenta que es la ecuacién de una pardbola y sélo tenemos en cuenta
la parte positiva del eje X que corresponde a tiempos positivos. El signo
del término con la aceleracién (el término cuadratico) determina si
se abre hacia arriba o hacia abajo. El punto de corte con el eje Y es la
posicién inicial. Si el término con la velocidad inicial tiene el mismo
signo que el término con la aceleracién, la parabola estd corrida en
el sentido negativo de X. Si tienen signos diferentes, la pardbola esta
corrida en el sentido positivo de X.
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Nota 2.21: Velocidad cero segtin la grafica de posicién contra tiempo.

En el punto més alto de la pardbola y en el punto mas bajo la velocidad del
objeto es cero.

Nota 2.22: Disminuciéon y aumento de rapidez en una gréfica de velocidad
contra tiempo.

Si la aceleracién es positiva la velocidad esta aumentando, pero no se sigue de
esto que la rapidez estd aumentando. Si la aceleracién es negativa la velocidad
estd disminuyendo, pero no necesariamente la rapidez estd disminuyendo. La
rapidez aumenta sélo si la magnitud de la velocidad aumenta, es decir, si en la
grafica de la velocidad contra tiempo la linea de la velocidad se aleja del eje del
tiempo. La rapidez disminuye sélo si la magnitud de la velocidad disminuye,
es decir, si en la grafica de velocidad contra tiempo la linea de la velocidad se
acerca al eje del tiempo.

Nota 2.23: Interpretando una grafica de posicion contra tiempo.

* La gréafica de posicién contra tiempo puede ser muy complicada, puede
ser una curva extrafa, y sin embargo, si ponemos pequenias lineas rectas
sobre la curva, podemos analizar el movimiento del objeto.

* La velocidad es positiva en los tiempos en los cuales las pendientes de
los segmentos rectos es positiva.

* La velocidad es negativa en los tiempos en los cuales las pendientes de
los segmentos rectos son negativas.

* La velocidad es cero cuando la pendiente de los segmentos es cero, y esto
ocurre en la parte mas alta y mas baja de la parabola.

* La rapidez es maxima cuando los segmentos son lo mas inclinado posible
(sin importar si son negativos o positivos) y la rapidez es minima cuando
la velocidad es cero.

* Por ultimo, la aceleracién es positiva si la velocidad es cada vez mas
positiva (si los segmentos son cada vez mds inclinados de forma positiva,
o cada vez menos inclinados si son negativos).

Nota 2.24: Rapidez final en un movimiento con aceleracién constante si no
conocemos el tiempo.

Si no conocemos el tiempo podemos hallar la rapidez final usando
VJ% =v? + 2a(xf - x;),

donde a es la magnitud de la aceleracion, v; es la rapidez inicial y x; - x; es
la resta entre la posicién final y la inicial. El signo de la aceleracién y de las
posiciones iniciales y finales se debe respetar.
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Nota 2.25: ;En qué tiempo la velocidad es cero?

Para hallar el tiempo en el cual un objeto que se mueve con aceleracién cons-
tante alcanza velocidad cero, usamos la ecuacién v = dt + v; y ponemos que la
velocidad es cero: 0 = dt + v;.

Nota 2.26: Cuando un objeto empieza su movimiento un tiempo después
que otro.

Si un objeto A comienza su movimiento un tiempo t; después que otro objeto
B, entonces el tiempo que ponemos en la ecuacién de movimiento de A debe
ser t —t;, donde t es el tiempo de B.
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2.2 PROBLEMAS SIN SOLUCIONAR

1. Para ir al mercado, Julidn toma un bus que hace el recorrido indicado en el
dibujo. La distancia del tramo rojo es de 40 metros, la del tramo azul es 30
metros, y la del tramo naranja es 90 metros. Valentina toma otro bus, que hace
un recorrido distinto: el tramo verde es de 20 metros, el morado es de 15, y el
gris es de 50 metros.

(a) Indique el valor de los dos dngulos no conocidos en el dibujo, si la
distancia que separa a Julidn y a Valentina a lo largo de X al final del
recorrido es 35 metros y la distancia en Y entre el punto inicial y Julian
es de 60.19 metros.

(b) ¢A qué distancia se encuentra Valentina de Julidn cuando Julidn esté
en el punto final del tramo rojo y Valentina en el punto final del tramo
gris?

(c) Diga cudl es el desplazamiento final, y la distancia total recorrida por
Valentina y por Julian.

Y

30

20°

Problema similar: 2.3.

2. Si caminando con velocidad constante Herndn recorre una distancia de 5000
metros en la primera hora, y de 15000 metros en la segunda,

(a) ¢Cudl es la razén entre la rapidez de Hernan en la primera hora sobre
la rapidez de Herndn en la segunda?



258 FisicA PASO A PASO. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

(b) Realice una grafica de posicién contra tiempo de Hernan para todo el
recorrido, si asumimos que Herndn camina en linea recta, en la direc-
cién negativa del eje X, y si ademds asumimos que Hernan comienza a
1000 metros del origen de nuestro sistema en el sentido positivo.

Problema similar: 2.7.

3. Suponga que Adriana le pasa un balén en linea recta a Fernanda, y al
mismo tiempo Fernanda le pasa un balén a Adriana, como se indica en el
dibujo. El balén de Adriana tiene una rapidez constante de 10 metros por
segundo, mientras que el de Fernanda tiene una rapidez constante de 8 metros
por segundo. Si los balones se chocan después de 5 segundos de haber sido
pateados,

(a) ¢§Cual era la distancia que los separaba?
(b) Realice una grafica de posicién contra tiempo.

(c) Con base en la distancia hallada en (a), diga cudl habria sido el tiempo
de encuentro si el balén de Adriana hubiera tenido el doble de rapidez.

(d) Haga una grafica de velocidad contra tiempo para el balén de Fernanda,
y calcule el area encerrado entre la linea de velocidad y el eje del
tiempo.

(e) Responda de nuevo (b) y (d) pero usando un sistema de coordenadas
en el que el eje de movimiento del balén tiene direccién opuesta al
usado antes.

0w

Problemas similares: 2.8, 2.9.

" odf

4. Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(a) Si un objeto parte de un punto A y regresa al punto A, la distancia
recorrida no es cero.

(b) Si el desplazamiento del objeto es cero, podemos estar seguros de que
el objeto regresé al punto de partida.
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(c) El desplazamiento es igual a la rapidez por el tiempo.

(d) Si un objeto tiene velocidad variable, entonces el objeto no puede tener
la misma velocidad en dos tiempos diferentes.

(e) Hay casos en los que un objeto no se mueve con velocidad constante y
su gréfica de posicién contra tiempo es la de una linea recta.

Problema similar: 2.6.

5. Lucas, Valeria y Camila estdn caminando sobre la misma calle. Lucas esta
10 metros detras de Valeria y ambos caminan en la misma direccién, mientras
que Camila estd a 60 metros de Valeria y camina en direccién contraria (ver
dibujo). Todos caminan con rapidez constante. Suponga que después de 10
minutos, Lucas estd a 2 metros de alcanzar a Camila, y Valeria estd a 4 metros
de alcanzar a Camila.

(a) ¢Cual es la razén entre la rapidez de Lucas contra la rapidez de Valeria?
Deje su respuesta en términos de la rapidez de Valeria.

(b) Con base en (a), halle la rapidez de Camila y Lucas si la rapidez de
Valeria es de 2 m/s.

(c) ¢A qué distancia van a estar separados Lucas y Valeria después de
que han pasado 3 minutos desde el momento en que Lucas alcanza a
Valeria?

(d) Realice una grafica de velocidad contra tiempo para los tres, desde el
momento inicial en que Lucas estd 10 metros detrds de Valeria, hasta
el momento en que Lucas estd 10 metros por delante de Valeria.

(Lucas) (Valeria) (Camila)

D
Q"\’: 3 8

60 m

Problema similar: 2.9.

6. Suponga que le dan las siguientes ecuaciones de movimiento para dos
objetos: ¥ =-%(100 m/s*)t?%+ (30 m)% y X = 5(50 m/s°)t2% + (30 m)tx.
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(a) Explique, segtin las ecuaciones, cudl es la posicién inicial de los objetos,
y cual es la velocidad inicial.

(b) ¢Cudl objeto va a recorrer una mayor distancia al cabo de una hora?

(c) ¢Cuadl serd el desplazamiento total de cada objeto al cabo de una hora?

Problemas similares: 2.13, 2.14.

7. Una persona ve cOmo en cierto tiempo #; un leopardo que persigue a una
gacela tiene velocidad de 10 metros por segundo, y la gacela tiene velocidad de
8 metros por segundo. Dos segundos después, el leopardo tiene velocidad de
12 metros por segundo y la gacela conserva su velocidad. Si suponemos que
desde t; y durante 5 segundos el leopardo incrementa su velocidad de forma
constante,

(a) ¢Cuadl es la distancia recorrida por el leopardo en esos 5 segundos desde
t1?

(b) ¢Cuadl es la distancia recorrida por la gacela en esos 5 segundos?

(c) Sien t; habia una distancia de 64 metros entre ambos, ;después de
cuanto tiempo el leopardo estard a un cuarto de esta distancia?

(d) Realice una grafica cualitativa de velocidad contra tiempo.

t,

8
10 m/s _»m/s

=

Problemas similares: 2.13, 2.14, 2.20.

8. Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(a) Como la velocidad depende del sistema de referencia, y la rapidez es
la magnitud de la velocidad, entonces la rapidez también depende del
sistema de referencia.

(b) Si las lineas de posicidn contra tiempo de dos objetos se intersecan dos
veces, entonces los objetos se encuentran dos veces.

(c) Larapidez puede cambiar sin que cambie la velocidad.
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(d) Cuanto menor sea el drea encerrada entre la linea de la velocidad
y el eje X en una gréfica de velocidad contra tiempo, mayor es el
desplazamiento del objeto.

(e) Siun carro no tiene velocidad cero, la linea de velocidad en una grafica
de velocidad contra tiempo no seré paralela al eje del tiempo.

Problemas similares: 2.10.

9. Un tren tiene una velocidad de 10 metros por segundo justo antes de entrar a
un tunel. Se demora 15 segundos cruzando el tinel y sale con una velocidad de
8 metros por segundo. El tren sigue con esa velocidad durante 1200 segundos,
hasta que entra a otro tiinel, que tiene una distancia de 200 metros. El tren
se detiene por completo en la mitad del tinel. Finalmente, después de estar
por 60 segundos detenido, el tren arranca de nuevo y sale por el otro extremo
del tinel con una velocidad de 5 metros por segundo. Suponga que en todos
los momentos en los que aumenté o disminuy6 su velocidad, el tren tuvo
aceleracién constante.

(a) Halle la aceleracién en cada tramo en el que disminuy6 o aumenté su
velocidad.

(b) Halle la distancia total recorrida por el tren.
(c) Halle el tiempo total del recorrido del tren.

(d) Realice una grafica cualitativa de velocidad contra tiempo para todo el
recorrido.

(e) Realice una gréfica cualitativa de posicién contra tiempo.

(f) Vuelva a responder (a), (d) y (e) pero esta vez usando un sistema de
coordenadas con el eje del movimiento apuntando en la direccién
contraria al escogido en los numerales anteriores.

200 m

e () (HI )

Problemas similares: 2.17.

10. Pablo lleva a su bebé en un coche. Inicialmente el coche se mueve en linea
recta hacia el sur. Dario, que ve desde su ventana, hizo una gréfica de velocidad
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contra tiempo para el coche, y Ana, que ve desde la calle, hizo una grafica de
posicién contra tiempo.

a) Explique cémo se estd moviendo el coche segtin la grafica de Ana,
pliq g g y
qué sistema de coordenadas estd usando Ana.

(b) Realice una grafica cualitativa de velocidad contra tiempo segun el
sistema usado por Ana.

(c) Explique el movimiento del coche segtin la grafica de Dario y diga cuédl
sistema de coordenadas esta usando.

(d) Realice una grafica cualitativa de posicién contra tiempo segun el
sistema de Darfo. Puede completar la informacién que haga falta como
desee.

Grafica de Dario Grafica de Ana

Y
~——
Y

Problema similar: 2.19.

11. A continuacién va a encontrar 6 gréficas, dos de posicién contra tiempo,
dos de aceleracién y dos de velocidad.

(a) Explique detalladamente el comportamiento del objeto dada la infor-
macién presentada en las graficas.

(b) Diga qué graficas corresponden al mismo comportamiento y, para ese
caso, escriba la forma de la ecuacién que representa el comportamiento
del objeto.

(c) Explique en qué graficas la rapidez aumenta, disminuye o permanece
constante.
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Problema similar: 2.23.

12. Con base en las siguientes ecuaciones, diga (sin dibujar) si la parabola de la
grafica de posicién contra tiempo se abre hacia arriba o hacia abajo, y si esté
corrida hacia la derecha o hacia la izquierda:

X :1 40 m/s%)t%% - (30 m/s?)t%
=2
X ! 20 m/s?)t2% - (10 m/s?)t%
f="

Xf = —%(20 m/sz)tzyé— (10 m/s2)t)€+ (5m)x

Problema similar: 2.15.

13. El conductor de un carro comienza a frenar cuando ve una persona en
bicicleta, andando en sentido contrario (de frente hacia al carro). Suponga que
el ciclista tiene aceleracién a. hacia el carro, que el carro y el ciclista tienen
rapidez inicial v, que el tiempo que se demora en frenar el carro es ¢, que la
distancia que los separa inicialmente es d;, y que la distancia a la que esta el
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ciclista del carro cuando el carro se ha detenido por completo es dy. Escriba
una expresioén para la aceleracién del carro mientras frena.

Uc ac
— <«
o o e
(©)
| |
| di 1

Problema similar: 2.22.

14. Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(a) Sila grafica de posicién contra tiempo de un objeto es una parabola
que se abre hacia arriba, entonces la aceleracién del objeto es positiva.

(b) Un objeto puede tener aceleracién negativa y velocidad final positiva.

(c) Sila grafica de posicién contra tiempo de un objeto es una pardbola
corrida hacia la izquierda, entonces podemos inferir que la aceleracién
tiene el mismo signo que la velocidad inicial.

(d) Si un objeto disminuye su velocidad podria aumentar su rapidez.

(e) Cuanto més inclinado sea un fragmento de la gréfica de posicién contra
tiempo, mayor es la rapidez en ese fragmento.

Problemas similares: 2.16, 2.24.

15. Lewis Hamilton, piloto britanico de Férmula 1, esta a una distancia de
500 metros de la meta en la tltima recta del circuito. Sebastian Vettel, piloto
aleman, esta a s6lo diez metros de Hamilton, como se ilustra en el dibujo.
Justo en ese instante ambos pilotos tienen la misma rapidez de 80 metros por
segundo. Suponga que a partir de ahi, Hamilton se mantiene con velocidad
constante, pero Vettel acelera de forma constante y logra ganar la carrera por
un segundo de diferencia.

(a) ;Cual fue la aceleracion de Vettel?

(b) ¢Cudl es la velocidad de Vettel cuando llega a la meta?
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(c) ¢Cual habria tenido que ser la aceleracién de Hamilton para llegar al
mismo tiempo que Vettel, si Hamilton hubiera empezado a acelerar un
segundo después de que Vettel empezara a acelerar?

8om/s 8om/s
—>
bimmoe ‘@ riew
— I |
10 m 500 m

Problema similar: 2.25.
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Problema (teérico) 3.1.

Palabras clave: caida libre, velocidad final de
caida, caida libre en diferentes sistemas de
coordenadas.

(a) Explique qué es un movimiento en caida libre.

(b) Suponga que una pelota se deja caer libremente desde una altura
h; medida con respecto al piso (ver dibujo). Nos interesa hallar una
expresién para el tiempo que se demora la pelota en caer desde la altura
hs hasta otra altura hy, que es la altura de la pelota en el tiempo final
(medida con respecto al piso). Halle ese tiempo para los tres sistemas
de coordenadas ilustrados en la figura.

(c) Halle una expresién para la velocidad de la pelota cuando toca el piso
para los tres sistemas.

(d) Responda (b) y (c) pero esta vez suponiendo que la direccién positiva
del eje Y apunta hacia el piso y no hacia arriba.

Tiempo inicial Tiempo inicial Tiempo inicial

Y,
Tiempo final
-

X

' Y, " '

H : H X ! H 1

: h ' h ! he
' T X g ' I ' S
H - i H i H H

Tiempo final Tiempo final

(a) Un movimiento en caida libre es un movimiento de un objeto que cumple
dos condiciones. Primero, el objeto es liberado desde el reposo con velocidad
inicial cero. Segundo, una vez se suelta, el objeto cae hacia el piso de forma
libre con la aceleracién de la gravedad. La magnitud de la aceleracién de la
gravedad cerca de la superficie terrestre es de 9.81 m/s? y su direccién es
hacia el piso (hacia el centro de la Tierra, para ser precisos). Vamos a usar g
para referirnos a la magnitud de esta aceleracién que se suele tomar como
constante!. Por supuesto, para que el objeto caiga con la aceleracién de la
gravedad debemos ignorar la friccién que el aire produce.

Por lo que se acaba de decir, un objeto en caida libre tiene un movimiento
rectilineo uniformemente acelerado: es rectilineo porque el objeto cae en linea

1 En el capitulo sobre fuerzas veremos por qué podemos tomar esta aceleracion como constante.
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recta, y es uniformemente acelerado porque g es constante. Asi, todo lo que
hemos aprendido para resolver problemas de cinematica con aceleracién cons-
tante se aplica a casos de caida libre. La ecuacién de un movimiento en caida
libre es (se suele usar el eje Y para analizar este movimiento):

1,
Jr = 581" + 3 (1)

Nota 3.1. Movimiento en caida libre

Un movimiento en caida libre cumple dos condiciones:
(1) El objeto es liberado desde el reposo.

(2) El objeto cae con la aceleracién de la gravedad, que tiene magni-
tud g. La caida libre es un caso especial de aceleracién uniforme,
y su ecuacién de movimiento es gy = %g’tz + 7.

(b) Para hallar una expresién para el tiempo de caida de la pelota entre la altura
inicial y final debemos empezar, como en todos los problemas de cinematica,
por escoger un sistema de coordenadas. En este problema debemos usar tres
sistemas.

Empecemos por usar el sistema del caso 1, el cual esta situado en el piso y en
el cual el eje Y apunta hacia arriba. Como se aprecia de la figura del caso 1, en
el tiempo inicial la altura del objeto con respecto al sistema de coordenadas
es h;, y esta altura esta en la parte positiva del eje Y. Por lo tanto, podemos
escribir la posicién inicial como 3; = h;9. Ademas, la posicién final del objeto
también estd en la parte positiva del eje Y, a una distancia hy del piso. Asi
que podemos escribir a la posicion final como gy = hyy. La direccion de la
aceleracién gravitacional es hacia el piso, y segtin este sistema, hacia el piso es
la direccién negativa de Y. Ademads, recordemos que en caida libre la velocidad
inicial siempre es cero. Por lo tanto, la ecuacién de movimiento de la pelota
desde que se suelta hasta la altura hf es

. 1 . .
hyp=--8t’9+hig. (2)

De la ecuacién (2) podemos despejar el tiempo que le toma a la pelota moverse
desde y; = h;9 hasta yr = h¢y. Pasemos a restar la posicion inicial:

N
hyy = hip === gt*p. (3)

Apliquemos la regla de oro:
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Ahora dividamos todos los términos por —1/2g:

2(hi—hy)
g

=12, (5)

Si ahora sacamos raiz cuadrada, llegamos a

Esta ecuacién nos dice cudl es el tiempo que transcurre desde que la pelota esta
en la posicion inicial a una altura h;, hasta que llega a la altura ;. Notemos
que la raiz cuadrada tiene solucién sélo si lo que estd adentro es positivo o cero.
Como 2y ¢ son numeros positivos, s6lo debemos garantizar que h; menos hy¢
sea un numero positivo. Pero eso es claro, porque la altura inicial h; es mayor
que la altura final hy. Si la altura final h¢ fuera mayor que la inicial 4;, la pelota
estaria subiendo y dejariamos de estar en un caso de caida libre.

Ahora debemos volver a calcular el tiempo de caida pero para el sistema
de coordenadas del caso 2. Notemos que en el segundo caso el sistema de
coordenadas no esté situado en el piso sino que estd a una altura hy. Por lo
tanto, para este nuevo sistema, la altura de la pelota tanto en el tiempo inicial
como en el final es una altura diferente a la del caso 1, como se explica a
continuacién:

Tiempo inicial

Tiempo final

4

ne g Teane g

Notemos que la longitud de la linea roja, que es la altura inicial para este sistema
de coordenadas, es igual a h; (linea negra) menos hf (linea azul). Ademds, la altura
final de la pelota para el nuevo sistema de coordenadas es cero porque la pelota
estd en el origen de Y.

Como se explica en la figura anterior, la altura inicial de la pelota es ahora
hi —hy. La altura, como la posicién, es algo relativo que cambia de acuerdo
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a como la medimos. Como la altura en el tiempo inicial es h; — hf, entonces
la posicién inicial es y; = (h; — hf)P. La altura final es cero, y¢ = 09, como se
muestra en la figura. Por lo tanto, la ecuacién de movimiento de la pelota desde
que se suelta hasta el tiempo final, segtin este sistema, es

09 =389 + (hi =y, )
Pasemos el término que estd més a la derecha al otro lado:
- (hi=hy)9 =8, (¥
Al abrir los paréntesis esto queda

1,
~hig+hyd =--gt’, (9)

que es exactamente la misma ecuacién que (3) (con el orden de los primeros
términos invertido). Como esta es la misma ecuacién que (3), es claro que
vamos a obtener el mismo resultado que antes, asi que no es necesario volver a
hacer todos los pasos hasta la ecuacién (6). El tiempo de caida nos volvera a

dar
M:t. (10)
\I 8

Que nos haya dado el mismo tiempo indica que el tiempo de caida no depende
del sistema elegido.

Finalmente, debemos calcular el tiempo de caida para el caso 3 (aunque ya
debemos sospechar que el resultado no va a cambiar). Tal como en el caso

previo, la posicidén inicial y final de la pelota es distinta porque nuestra forma
de medirla cambia.

Tiempo inicial 3
Y
Tiempo final
e — -
' X ;
: I
' jn:
hi; ;
' -
: hy

Para este sistema de coordenadas la altura inicial es cero porque la pelota estd en
el origen del eje Y. Hemos llamado k¢, a la nueva altura final.
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Como vemos a partir de la figura anterior, la posicién inicial de la pelota es
¥; = 09. La posicién final de la pelota estd a una distancia de h; — hy (la linea
roja de la figura anterior) del sistema de referencia y, ademas, en el sentido
negativo del eje Y. Es decir, la posicién final de la pelota es y; = —(h; - hs)7,
donde h; —hy es la magnitud de la posicién y el signo menos indica la direccién
negativa de esta posicion. Por lo tanto, la ecuacién de movimiento de la pelota
queda

N T S
= (hi=hy)j =--gt*9+0p. (11)
Esto se puede escribir como
. 1o
—hip+hpy=--gt°y, (12)

que es la misma ecuacién (9) o (3). Asi que como esperdbamos, el tiempo va a
volver a dar el mismo que dice la ecuacién (6).

Nota 3.2. Tiempo de caida libre

El tiempo que se demora en caer un objeto en caida libre desde una
altura inicial h; hasta una altura final ¢ estd dado por

21 ~hy)
\‘ —

Este tiempo no depende del sistema de coordenadas elegido.

(c) Para hallar la velocidad de la pelota en el tiempo final podemos usar la
ecuacién
ﬁf:ﬁt+17i, (13)

que nos dice la velocidad final en un movimiento con aceleracién constante. En
caida libre la velocidad inicial es siempre cero y la aceleracién es la aceleracién
gravitacional, asi que la ecuacién para la velocidad final en caida libre es
simplemente

vr =8t (14)
donde el signo de la gravedad va a depender del sistema de coordenadas usado
(generalmente se usa un sistema en el cual la aceleracién de la gravedad es
negativa). Usando la ecuacién (14) y el tiempo de caida hallado en el numeral
anterior, podemos determinar la velocidad de la pelota en el tiempo final.
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En todos los casos anteriores el sistema de coordenadas es uno en el cual la
aceleracién de la gravedad es negativa, asi que podemos escribir esta acelera-
cién como ¢ =-g7. Y como en todos los casos el tiempo de caida es el mismo,
podemos inferir que la velocidad final en todos los casos serd

2l —h
vp=-g (gf)ﬁ- (15)

—_——
t

Esta ecuacion se puede escribir de otra forma si recordamos que podemos
introducir una constante en una raiz cuadrada si ponemos la constante al

cuadrado. Por ejemplo, 2v/6 es lo mismo que \/(22)6. En el caso que nos
interesa, podemos poner la g que estd afuera de la raiz dentro de la raiz:

2(hj-h
¥p=- gZ(gf)p' (16)

7y = —\/2g(hi~hp)3. (17)

Notemos que el signo menos indica que la velocidad final apunta en la direccién
negativa del eje Y, lo cual tiene sentido segtn los sistemas usados.

Y esto nos da

Otro método: esta misma expresién para la velocidad se hubiera podido obtener
usando v]% =v?+ 2a(xg - x;). Como la rapidez inicial es cero, la aceleracién

es ¢ y es negativa, y como xy — x; en este caso es hy — h;, esta ecuacion queda
v}% =-2g(hs—h;). Bsto es lo mismo que v}% =2g(hf —h;). Finalmente, si sacamos
raiz cuadrada obtenemos exactamente la misma ecuacién (17), aunque faltaria
poner la direccién.

(d) Ahora debemos repetir los numerales (b) y (c) con un sistema segtn el cual
la direccién positiva de Y es hacia el piso y la negativa es hacia arriba. Segtin
esto, la figura del caso 1 queda asi:
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Tiempo inicial

Tiempo final

e

=

Notemos que al cambiar la orientacién del eje Y, las posiciones iniciales y
finales cambian; ahora la posicién inicial es ; = —h; 9, pues la posicién inicial
estd en la parte negativa de este nuevo sistema. De modo similar, la posicién
final serd gy = —h¢y. Ademads, la direccion de la aceleracion gravitacional es
ahora positiva porque la direccién positiva de Y apunta hacia el piso. Asi, la
ecuacién de movimiento queda

. 1 R .
~hgg =gty -hiy. (18)

No es necesario continuar porque es claro que esta es exactamente la misma
ecuacién que (2) (la dnica diferencia es que los términos tienen los signos
opuestos, pero eso no importa porque podemos multiplicar por -1 todos los
término sin alterar la ecuacién). Asi que el tiempo de caida, de nuevo, esté
dado por la ecuacién mostrada en la nota 3.2.

En el segundo caso podemos ver que la altura inicial ahora es negativa porque
estd en la parte negativa de Y y la altura final sigue siendo cero. Por supues-
to, la magnitud de la altura inicial no puede cambiar porque el sistema de
coordenadas sigue estando en la misma posicién que antes. Si antes la altura
inicial era h; — hy, entonces ahora es igual pero con un signo menos. Esto se ve
claramente del siguiente dibujo:
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Tiempo inicial

Tiempo final

----.I.--'.-----.l

H

<

><I
e

La ecuacién de movimiento para este caso serd

N O I .
09 = >8t’9— (hi = hy)3, (19)

donde de nuevo usamos el hecho de que la aceleracién de la gravedad es
positiva en este caso. Esta ecuacién es la misma que habiamos encontrado
antes; es como si hubiéramos cambiado el signo de todos los términos de la
ecuacion (7). De nuevo comprobamos que el tiempo de caida no se ve afectado
por el nuevo sistema.

En el altimo caso esperamos que ocurra algo similar. La posicidén inicial va a
seguir siendo cero y la posicién final va a seguir teniendo magnitud h; - hy
pero tendrd un signo positivo, pues ahora hacia abajo es positivo:

Tiempo inicial 3

Tiempo final

Segun este sistema, la posicién final serd ys = (h; —hs) (con el sistema anterior,
esta posicion era negativa). La ecuacién de movimiento sera

gt +09. (20)

1
(hi=hf)y = 5
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De nuevo, esta es la misma ecuacién que (11), sélo que con los signos opuestos.
Asi que hemos comprobado que el tiempo de caida no depende de la orientacién
de los ejes del sistema usado.

Para el caso de la velocidad final va a suceder algo similar. Segtn la ecuacién
(14), la velocidad final depende del tiempo y de la aceleracién de la gravedad.
Pero acabamos de ver que el tiempo no depende del sistema. La gravedad si
depende del sistema; segtin el nuevo sistema, hacia abajo es positivo, asi que
la gravedad se puede escribir como g = gy. La ecuacién de la velocidad final

ahora es
B} 2(hi =hy) |

| —
t

Esta es casi idéntica a la ecuacién (15), excepto por un signo menos. Asi que la
velocidad final serd la misma que antes, salvo que con un signo positivo en vez

de negativo:
ﬁfI\/Zg(h,'—hf)}?. (22)

Esta velocidad tiene la misma magnitud, pero direccién contraria, a la que
hayamos con el sistema anterior.

Nota 3.3. Velocidad final en caida libre

Si usamos un sistema en el cual la aceleracién gravitacional es po-
sitiva, la velocidad final en un movimiento en caida libre es ﬁf =

\/28(hi —hy)p.

Siusamos un sistema en el cual la aceleracién de la gravedad es negativa

esta velocidad es vy = — /2g(h; — hf)9.
La rapidez en ambos casos es la misma: v¢ = /2g(h; —hf).
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Problema 3.2.

Palabras clave: caida libre combinada con
caida con velocidad constante, tiempo de
caida, gréfica velocidad contra tiempo, grafica
de posicién contra tiempo.

Como forma de entrenamiento, la soldado Sofia se lanza sin velocidad inicial
desde un edificio de altura h, como se muestra en el siguiente dibujo (suponga
que la caida es totalmente vertical). En el tiempo ¢; abre su paracaidas para
caer suavemente sobre el piso. Por la fuerza que el aire le ejerce a la capa, Sofia
comienza a caer con velocidad constante.

(a) Escriba una expresién para la velocidad que tiene Sofia justo cuando
abre la capa y para la velocidad cuando llega al suelo.
(b) Halle el tiempo total de caida de Sofia.

(c) Haga una grafica cualitativa de velocidad contra tiempo para toda la
caida.

(d) Haga una grafica cualitativa de posicioén contra tiempo para toda la
caida.

e

E:
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Solucién

;Qué informacion nos dan?

(a), (b) (c) y (d). Nos dicen la altura h del edificio y el tiempo t; en el que Sofia abre la capa y
comienza a caer con velocidad constante.
:Qué nos piden?

(a) Escribir una expresion de la velocidad de Sofia cuando abre la capa y cuando llega al
piso.

(b) Hallar el tiempo total de caida de Sofia.
(c) Hacer una gréfica cualitativa de velocidad contra tiempo para toda la caida.

(d) Hacer una gréfica cualitativa de posicién contra tiempo.

(a) Empecemos por escoger un sistema de coordenadas. Es comun escoger uno
en el cual el sistema esté en el piso y el eje Y apunte hacia arribaZ.

\&

e

Usamos un sistema de coordenadas situado en el piso y en el que la caida ocurre
en la direccién negativa del eje Y.

Es claro que desde que se lanza hasta que abre la capa Sofia cae libremente (en
este tramo de la caida ignoramos la friccién del aire). Después de que abre el
paracaidas Sofia ya no cae de forma libre sino que cae con velocidad constante,
as{ que la velocidad cuando llega al suelo debe ser la misma que cuando abre
la capa. Ahora, para hallar la velocidad cuando Sofia abre el paracaidas no

2 Como vimos en el problema anterior, podemos escoger otro sistema y los resultados no se
van a alterar (salvo por el signo de la velocidad si cambiamos la orientacién de los ejes).
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podemos usar la ecuacién vy =~ /2¢(h; - hf)P porque no conocemos la altura
cuando abre la capa. Podemos tratar de hallar esta altura usando la ecuacién
de movimiento pero hay una forma mucho més sencilla de hallar la velocidad
en ese momento. Como nos dicen que cuando Sofia abre la capa ha pasado un
tiempo t1, podemos hallar la velocidad final usando v¢ = gt.

Segun nuestro sistema, la aceleracién de la gravedad es negativa, asi que

vr =gt . (1)

Esta expresién nos dice la velocidad final en el momento en que Sofia abre la
capa en términos del tiempo t;. Esta es la misma velocidad que cuando Sofia toca
el piso, pues como ya dijimos, en este tramo Sofia cae con velocidad constante.

(b) Para hallar el tiempo total de caida necesitamos hallar el tiempo que trans-
curre desde que salta hasta que abre el paracaidas y sumarlo con el tiempo que
transcurre desde que abre el paracaidas hasta que toca el suelo. Para hallar
este ultimo tiempo podemos utilizar la ecuacién de movimiento de Soffa, pero
notemos que Sofia no cae de forma libre sino que cae con velocidad constante,
asi que la ecuacién de movimiento en este tramo es de la forma s = vt + 3.

La velocidad v en este movimiento estd dada por la ecuacién (1), que es la
velocidad justo cuando abre el paracaidas (la velocidad final de la caida libre es
la velocidad inicial de este tramo de caida que no es libre). Ademads, la posicién
inicial 7; de este movimiento es la posicién en la cual Sofia abre el paracaidas,
que no conocemos. La posicion final y; es cero segiin nuestro sistema. Por
ahora escribamos la posicién de Sofia en el momento en que abre la capa como
9; = hc9. Teniendo en cuenta esto, la ecuacién de movimiento de Sofia desde
que abre la capa hasta que cae queda ast:

09 == (gt1) 19 +hed. (2)
—

Velocidad
cuando
abre el

paracaidas

En esta ecuacién desconocemos el tiempo t (que es lo que queremos hallar) y
la altura h.. Pero podemos determinar k. si tenemos en cuenta que desde que
se suelta hasta que abre el paracaidas Sofia cae de forma libre y, ademas, se
demora un tiempo t; en esa caida.

La ecuaciéon de movimiento de Sofia desde que salta hasta que llega a la
posicién ¢ = h.9 (cuando abre la capa) es

1
he ==-gtig+hy, (3)

donde hemos usado el hecho de que hy es ahora la posicién inicial y que el
tiempo de esta caida es t;. Notemos que la parte derecha de la igualdad sélo



Caipa LIBRE, LANZAMIENTO VERTICAL Y MOVIMIENTO PARABOLICO 281

tiene variables conocidas asi que esta ecuacion nos da la posicién h.9. Podemos
usar el resultado de esta ecuacién en la ecuacion (2):

X X 1 o5
0y=—(gt1)ty+(—5gtfy+hy)- (4)
—_—
hey

Si pasamos el término con el tiempo ¢ a la izquierda de la igualdad, obtenemos
N S WA
(gt)ty=-58t19 +hy. (5)

Si aplicamos la regla de oro y dividimos por gt;, obtenemos
1 , h

t:_2(t1)t1+(gt1)' (6)

Al simplificar un poco, esto queda

t=—lt1+l. (7)
2 gt

Esta ecuacién nos da el tiempo que le toma a Sofia caer desde que abre la capa
hasta que llega al suelo. Pero este no es el tiempo total de caida, pues el tiempo
total incluye el tiempo que le toma a Soffa caer desde la altura h hasta que abre
la capa. Asi que al tiempo f recién hallado debemos sumarle ¢;:

1 h
te=——=t1 +— +11, 8
c ) 1 gt 1 ( )
donde ¢, es el tiempo total de caida. Esto es igual a
1 h
te= =t +—. (9)
2 gty

Notemos que el tiempo total de caida depende de la altura h. Como es de
esperarse, cuanto mayor sea la altura / desde la que se lanza Sofia, mayor sera
el tiempo total.

(c) Para trazar la gréafica de velocidad contra tiempo tengamos en cuenta que
hay dos tipos de movimiento. El primero es uno de caida libre, es decir, caida
con la aceleracién de la gravedad y con velocidad inicial cero. En este tramo la
velocidad se comporta segun la ecuacion vy = —gt9. Si le aplicamos la regla de
oro a esta ecuacidon, obtenemos

v =-gt. (10)

Es claro que esta es la ecuacién de una linea recta con pendiente negativa que
comienza en el origen. Ademds, sabemos que en el tiempo f; la velocidad final
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alcanzada es -gt;9 —ecuacion (1)—. Asi que la grafica de velocidad contra
tiempo en este tramo es asi:

v

(tv - gt1)

Después, Sofia abre el paracaidas y cae con velocidad constante hasta el tiempo
de caida total, es decir, su gréfica de velocidad en esta parte debe ser una linea
horizontal (con pendiente cero):

AV

(0,0

v

~
e mmmaad £

(&, - gt) (t, - gt)

(d) También debemos trazar la gréfica cualitativa de posicioén contra tiempo de
Soffa por tramos. Primero, trazamos el tramo de caida libre, con aceleracién
negativa de g. La posicién inicial de Sofia es hy, la aceleracién es negativa y la
velocidad inicial es cero. Asi que la ecuacién de movimiento de Sofia en esta
parte (hasta que abre la capa) es

. 1 R
yly:—igt2+hy. (11)
Si aplicamos la regla de oro, tenemos
1 -
ylz—igt +h. (12)

Esta es la ecuacion de una pardbola que se abre hacia abajo. Ademads, la parabola
corta el eje Y en h y estd completamente centrada en el eje Y porque no hay
velocidad inicial (si es necesario, repase la nota 2.20). Por dltimo, sabemos que
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en el tiempo #; Soffa llega a la posicién h 7 en la que abre la capa. Asi que para
este tramo, la grafica de posicién contra tiempo es

YA

J

L,

Soffa tiene aceleracion negativa. La parabola corta el eje Y en /1 y llega hasta cierta
altura todavia positiva en el tiempo ;.

Después de t; Sofia cae con velocidad constante negativa. En una grafica de
posicién contra tiempo, un objeto con velocidad constante negativa traza una
linea recta. Asi que en el tramo desde que abre la capa tenemos una linea
recta con pendiente negativa que llega hasta el eje X porque Sofia cae hasta la
posicién cero:

YA

t ot

C

Desde que abre la capa hasta que cae al suelo, Sofia tiene velocidad constante
negativa (linea verde).

Notemos que la pendiente de la linea verde coincide con la pendiente del
ultimo tramo de la linea roja. Esto es asi porque la velocidad justo al final de la
linea roja tiene que ser la misma que la velocidad después de que Sofia abre la
capa (si es necesario, ver la parte final del problema 2.17).
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Problema 3.3.

Palabras clave: distancia entre dos objetos en
caida libre, objetos soltados en tiempos dife-
rentes, uso de distintos sistemas de coordena-
das, grafica de velocidad contra tiempo.

Angela deja caer una botella de agua desde el tercer piso. Un tiempo t; después,
cuando la botella sigue en el aire, José deja caer un mufieco desde el cuarto
piso, desde una altura h; encima del punto en el cual Angela solt6 la botella
(ver dibujo). Suponga que la botella de Angela toca el suelo en el tiempo t,
después de haber sido soltada.

(a) Escriba una expresién para la altura del mufeco con respecto al suelo
para el instante en el que la botella toca el suelo. Responda esta pre-
gunta primero usando un sistema de coordenadas con el origen en el
piso del edificio y luego usando un sistema de coordenadas cuyo origen
esté en el punto desde el cual Angela solt6 la botella.

(b) Escriba una expresién para la razén entre la rapidez de la botella
cuando toca el suelo y la rapidez del mufieco en ese mismo instante.

(c) Realice una gréfica cualitativa de velocidad contra tiempo para ambos
objetos, en una misma gréfica.

(d) Suponga que ¢; es 0.5 segundos, h; es 2 metros, y t; es 1.5 segundos.
Con estos datos, escriba las respuestas de (a) y (b). Ademds, responda
si el mufieco ya pasé por el punto desde el cual fue lanzada la botella
cuando la botella llegé al suelo.

&
lﬁj)..
5
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:Qué informacion nos dan?

(a), (b), (c). José deja caer un murieco desde un piso que estd a una altura h]- sobre el punto en
que Angela solt6 la botella, y el mufieco es soltado un tiempo tj después de que Angela suelta
la botella. La botella toca el suelo un tiempo t;, después de que es soltada.

(d). £j es 0.5 segundos, h; es 2 metros, y t;, 1.5 segundos.

:Qué nos piden?

(a) Hallar una expresion para la altura en la que esta el mufieco con respecto al suelo del
edificio en el momento en el cual la botella llega al suelo. Responder esta pregunta
primero con un sistema con un origen que estéd en el piso del edificio, y después con un
origen que esta en el punto desde el cual Angela solt6 la botella.

(b) La razén entre la rapidez de la botella y del mufieco cuando la botella llega al suelo.
(c) Realizar en una misma gréfica, la velocidad contra tiempo de ambos objetos.

(d) Responder (a) y (b) con los datos que nos dan y decir si el muiieco ya pasé por la altura
desde donde fue lanzada la botella cuando la botella llega al suelo.

(a) Empecemos primero por situar un sistema de coordenadas en el piso del
edificio, tal como nos dicen en el enunciado. Podemos escoger uno en el cual el
eje Y apunta hacia arriba (no nos dicen nada al respecto de la direccién del eje):

,ﬁ“*-h,f
=
L i

Y
A

X

Seglin este sistema, el suelo del edificio esta en la posicién 09. Como nos piden
una expresion para la altura del mufieco con respecto al suelo del edificio para
el momento cuando la botella llega al suelo, necesitamos encontrar la posicién
del mufieco en ese momento.
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La posiciéon de un objeto se encuentra usando la ecuacién de movimiento
del objeto. La ecuacién de movimiento del mufieco es una con aceleracién g
negativa, con velocidad inicial cero porque es un caso de caida libre, y con
posicién inicial hy,,7 (desconocida). Asi que la ecuacién de movimiento del
muneco es

N S,
Yr9 =589+ . (1)

La pregunta que debemos responder ahora es cuanto tiempo lleva el mufieco
en el aire cuando la botella ha llegado al suelo para saber qué tiempo usar
en la ecuacioén (1). Es importante resaltar que t; es el tiempo que le toma a la
botella llegar al suelo pero no es el mismo tiempo que el muiieco lleva en el
aire, porque este fue soltado un tiempo t; después de que la botella fue soltada.
Asi que el tiempo t,;, que el mufieco lleva en el aire es la resta entre el tiempo
de caida de la botella y el tiempo de retraso (nota 2.26):

tm =ty — t]. (2)

Insertemos este tiempo en la ecuacién de movimiento del muifieco:

L1 . "
Zvyz—igﬁb—ﬁyy+hmV (3)
——

t”l

De aqui atn nos falta determinar h,,. Notemos que h,, es igual a la suma de la
altura del punto donde Angela suelta la botella con h; (ver dibujo). Llamemos
h, a la altura desconocida desde la que fue lanzada la botella. Asi, la altura
inicial del mufieco se puede escribir como

hm = ha + hj. (4)
Por supuesto, no conocemos la altura h,. Pero observemos que nos dicen el

tiempo en el cual la botella llega al suelo, que es t;. Si conocemos este tiempo
de la caida podemos hallar la altura h, desde donde fue lanzada la botella

usando la ecuacion
2(h;-h
A ‘ M -t (5)
8

La altura final de la botella es cero en nuestro sistema y la ecuacién (5) queda

2(ha)
8

= tp. (6)

De esta ecuacién podemos despejar la altura h,. Primero, elevamos al cuadrado
ambos lados de la ecuacién
2(h) _

8

t7. (7)
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Ahora multiplicamos por g y dividimos por 2:

ha=58 (8)

Como ahora conocemos h,, podemos decir la altura inicial del mufieco usando
la ecuacion (4):
8.2
hy, = Etb +h]-. (9)

——
hq

Finalmente, si insertamos este resultado en la ecuacién (3), obtenemos la
posicién del muifieco cuando la botella llega al suelo:

o1 X X
yfy:—Eg(tb—tj)2y+(§t§+hj)y- (10)
———
hm

La magnitud de esta posicién es precisamente la altura a la que esta el mufieco
del suelo (la altura es la distancia entre dos puntos, asi que no nos puede dar
negativa y por eso usamos valor absoluto). Asi que la altura es

Iosl = | (-320- 102+ (S +15))9]. 1)

Ahora debemos resolver el ejercicio, pero teniendo en cuenta un sistema de
coordenadas cuyo origen estd en el punto desde el cual Angela solt6 la botella:
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Usando este sistema, la posicién inicial del murfieco es conocida, pues es sim-
plemente /;7 (el mufieco se deja caer desde una altura h; sobre la posicion
inicial de la botella). Asi que la ecuacién de movimiento del muifieco es

N S
yr9 =58’y +hjg. (12)

El lector puede llegar a pensar que al usar este sistema el problema se vuelve
mucho mas corto, pues anteriormente teniamos que buscar h,,7 que era la
posicién inicial del mufieco, pero ahora la posicién inicial es simplemente ;7.
Sin embargo, notemos que al usar este sistema la posicién y;7 del mufieco no
sera la posicién con respecto al piso del edificio sino que sera la posicién con
respecto al punto desde donde se deja caer la botella.

La altura del mufieco con respecto al piso del edificio no es mas que la distancia
que hay entre el piso y el muiieco, y la distancia entre dos objetos siempre
es la magnitud de la resta entre la posicién de ambos objetos (nota 2.19). La
posicién del muiieco la hallamos usando el tiempo dado por (3) en la ecuacién
(12):

1 o
v =58t = ;)*9 + hjg. (13)

La posicién del piso no es mas que —h,9, pues el piso estd a una distancia h,
del origen del nuevo sistema en el sentido negativo de Y. Podemos encontrar
h, tal como antes, usando el tiempo de caida de la botella y la ecuacién (6),
porque el tiempo de caida no depende del sistema (nota 3.2). Como h, esté
dado por la ecuacién (8), la posicién del piso es

A

VY =-— ti 7. (14)

——
ha

N (09

La resta entre ambas posiciones (entre el mufieco y el piso) es

. N N . N
?fy—ypy=—Eg(th—tj)zwhjy—(‘%fflf)~ (15)
———
1734 ¥
Esto es igual a
. .1 2, 8,04 .
V19~ 9pY =58t ;) P+ S0+ hjp. (16)

Finalmente, buscamos la magnitud de la anterior ecuacién (pues la distancia
siempre es positiva):

. (17)

ool 2|l 80
959 -909] = H_Eg(tb )79+ S0+ g
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Esto mismo se puede escribir asi:

. (18)

1
l979 -5l = H(_Eg(tb —15)%+ %tf +h]-)p

Lo que estd dentro de la norma en el lado derecho de esta ecuacién es exac-
tamente igual al lado derecho de la ecuacién (11). Como era de esperarse, la
altura a la que se encuentra el murfieco con respecto al piso no depende del
sistema elegido, aun cuando el procedimiento para llegar al resultado requiere
un planteamiento diferente.

(b) Como la ecuacién (8) nos da la altura desde la cual fue soltada la botella, la
rapidez de la botella cuando toca el suelo se puede calcular usando la siguiente

ecuacion (nota 3.3):
VfZ\/Zg(hi—hf). (19)

Sin embargo, hay una forma aun mas sencilla de encontrar la rapidez si cono-
cemos el tiempo de caida, como ocurre en este caso. Recordemos que en un
caso de aceleracion constante la velocidad estd dada por la ecuacion vy = v; +at.
En el caso de la botella, que no tiene velocidad inicial, esta ecuacién es

Uy = ~gtY- (20)

La rapidez es la magnitud de la velocidad, asi que la rapidez es
vy =gty (21)
Notemos que el signo menos, que indica la direccién, desaparece porque la

rapidez es s6lo la magnitud de la velocidad.

La rapidez del muifieco en el momento en el cual la botella llega al piso se
calcula de modo muy similar s6lo que debemos usar el tiempo de vuelo del
murieco. Este tiempo esta dado por la ecuacién (2), asi que al usar la ecuacién
(20) para el mufieco tenemos

U =—g(ty — ;). (22)
La rapidez del mufieco cuando la botella llega al suelo serd entonces
vm =gty —tj), (23)

donde de nuevo ignoramos el signo negativo que sélo indica la direccién.

Finalmente, la razén entre la rapidez de la botella y la del murtieco es

v g(th—1))  (p-1)

Uy 8ty ty (24)
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Notemos que esta fraccién es mayor que 1, pues f, — t; es menor que t;. Esto
tiene sentido, pues la rapidez de la botella debe ser mayor a la rapidez del
muifieco ya que la botella lleva mas tiempo en el aire. Ademas, esta ecuaciéon
no esta definida para el caso en el que #, es igual a t;. Esto también era de
esperarse; si estos tiempos fueran iguales, entonces cuando la botella llega al
suelo el mufieco ni siquiera habria sido soltado, asi que la pregunta no tendria
sentido.

(c) Ambos objetos caen con la aceleracién de la gravedad y ambos objetos
comienzan con velocidad inicial cero. En una grafica de velocidad contra
tiempo la pendiente de la linea recta es la aceleracién. Como la aceleracién es
negativa segiin nuestro sistema, entonces la grafica de ambos objetos debe ser
la de dos lineas rectas con pendientes negativas, y las pendientes deben ser
iguales porque la aceleracién es la misma (es g). Finalmente, la gréfica de la
botella comenzara en el tiempo inicial, pero la grafica del muneco comenzara
un tiempo f; después ya que el mufieco fue soltado con un tiempo de retraso.
Reuniendo todo esto, la grafica sera la siguiente:

Av

Ambas graficas de velocidad contra tiempo son lineas rectas con pendiente negati-
va, pues ambos objetos estdn sujetos a la aceleracion de la gravedad. El muiieco
(linea roja) comienza a caer un tiempo f; después con respecto al tiempo en el cual
fue soltada la botella.

(d) Nos dicen que t; es 0.5 segundos, h; es 2 metros y #, es 1.5 segundos.
Entonces la altura a la que se encuentra el mufieco con respecto al piso cuando
la botella llega al suelo esta dada por la ecuacién (10):

g
—_—
1 9.81 m/s’
yf=H(—9.81 m/s2<1.ss-o.5s>2+(MQ_'Sj)“Lm))’}H (25)
2%,—"*’-/ —— 2
g tp £ b h

=8.35m.
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Si usamos la ecuacién (24), la razén entre las rapideces es

L.
o158 g5 (26)
v (1.5s-0.55)

Para saber si el mufieco ya pasé por la altura inicial de la botella cuando la
botella llega al piso, debemos comparar la altura del mufieco cuando la botella
llega al piso con la altura inicial de la botella. La altura inicial de la botella es
h, que podemos hallar con la ecuacién (8):

.81 m/s?
:M(l,s )2 =11.04 m. (27)

2 S~——
ty

ha

La altura a la que esté el mufieco cuando la botella llega al suelo, como aca-
bamos de hallar, es de 8.25 metros. Asi que efectivamente el mufieco ya pasé
por la altura desde la que fue lanzada la botella, que es de 11.04 metros. Como
se puede notar de estas cifras, el mufieco estd un poco mas de 3 metros por
debajo del piso de Angela.

Nota 3.4. Velocidad final en caida libre conociendo el tiempo de

caida

Si conocemos el tiempo de caida, podemos hallar la velocidad final
usando la ecuacién vy = —gt9 en el caso de que usemos un sistema en el
cual la aceleracion gravitacional es negativa. O la ecuacién vy = gt9 si
usamos un sistema en el cual la aceleracién de la gravedad es positiva.
La rapidez en ambos casos es la misma: vy = gt.
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Problema de repaso 3.4.

Palabras clave: caida libre, tiempo de caida
libre, velocidad final de caida, aceleracion en
caida libre.

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(1) Un movimiento de caida libre es un movimiento con velocidad unifor-
me.

(2) El tiempo de caida en un caso de caida libre no depende del sistema de
coordenadas usado.

(3) En un caso de caida libre, incluso si conocemos el tiempo de caida no
podemos hallar la velocidad final sin conocer la altura desde la que es
soltado el objeto.

(4) Si multiplicamos la diferencia de altura por cuatro, el tiempo de caida
se duplica.

(5) Si A lleva mas tiempo en el aire que B, entonces la magnitud de la
aceleracién de A sera mayor que la de B.

(1) Falso. Un movimiento de caida libre es un movimiento con aceleraciéon
uniforme (con aceleracién gravitacional para ser mas precisos).

(2) Verdadero. El tiempo de caida s6lo depende de la diferencia de altura, la
cual no depende del sistema (nota 3.2).

(3) Falso. Para hallar la velocidad final podemos usar la ecuacion vy = gt que
s6lo depende del tiempo de caida (nota 3.4).

(4) Verdadero. De la ecuacién 4 / @ =t se ve que al multiplicar h; - hy por

2(4)(hi-h 2(hi-h . .
cuatro obtenemos: \/ ( )(g D 2\/ ( < 2 t (el 4 de la raiz se convierte en

2 fuera de la raiz), que es igual al tiempo que teniamos inicialmente por dos.

(5) Falso. En casos de caida libre la magnitud de la aceleracién siempre es la
misma: g.
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Problema (teérico) 3.5.

Palabras clave: caida libre, tiempo de viaje
del sonido cuando un objeto toca el suelo, lan-
zamiento vertical, altura maxima, velocidad
inicial.

Matias deja caer una piedra desde un puente que estd a una altura desconocida
sobre un rio. Dos segundos después Matias oye el sonido de la piedra chocando
en el agua.

(a) Sila rapidez del sonido es de 343 m/s, jcual es la altura con respecto
al rio desde la cual Matias dejé caer la piedra?

Suponga ahora que Matfas lanza la piedra de modo vertical hacia arriba
desde la misma altura inicial hallada en (a) (ver la figura derecha). Esta
vez Matias oye el sonido de la piedra al tocar el rio 8 segundos después
de que lanza la piedra.

(b) ;Qué tipo de movimiento sigue la piedra desde que Matias la lanza
hasta que toca el agua?

(c) ¢Cudl fue la velocidad con la cual Matias lanz6 la piedra hacia arriba?

(d) Encuentre el tiempo que le tomd a la piedra llegar hasta la altura
maxima de su recorrido y diga cual fue la altura maxima alcanzada.

Caida libre de la piedra Lanzamiento vertical de la piedra

$

Solucién

:Qué informacion nos dan?

(a) Nos dicen que la piedra cae de forma libre sobre el rio, que Matias oye el sonido de la
piedra al tocar el agua dos segundos después de haberla soltado y que la rapidez del
sonido es de 343 m/s.

b) Matias lanza la piedra de forma vertical hacia arriba desde la misma altura que antes,
p q y
pasan ocho segundos desde que la lanza hasta que oye el sonido de la piedra entrando
al rio.
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¢Qué nos piden?
(a) Encontrar la altura sobre el rio desde la cual Matias suelta la piedra.

(b) Explicar qué tipo de movimiento sigue la piedra desde que se lanza hasta que toca el
agua.

(c) Determinar la velocidad con la cual Matias lanz6 la piedra hacia arriba.

(d) Hallar el tiempo que le tomo a la piedra llegar a la altura méxima, y hallar la altura
méxima que alcanzo.

(a) Comenzamos, como es costumbre, por escoger un sistema de coordenadas.
Escojamos uno en el cual el origen se encuentre en el rio, y el eje Y apunte
hacia arriba (hacia el puente), como se ilustra a continuacién:

Debemos encontrar la altura / desde la cual Matias suelta la piedra. Como en
todo movimiento en caida libre, la piedra tiene aceleracién gravitacional con
direccién hacia el piso y tiene velocidad inicial cero. La posicién inicial de la
piedra es hy (es positiva porque el puente esta en la parte positiva de nuestro
sistema de coordenadas). Asi que la ecuacién de movimiento de la piedra es

N T,
yr9 =589 +hy. (1)

Cuando la piedra toca el rio la altura final de la piedra es la posicién cero
porque el rio esta en el origen de nuestro sistema, asi que la anterior ecuacién
nos da

o1,
09 =--gtag +hy, (2)

donde hemos llamado ¢, al tiempo que le toma a la piedra llegar al agua. De
aqui nos interesa hallar & pero no conocemos el tiempo t, que corresponde al
tiempo en el cual la piedra llega al rio.

Sin embargo, atin no hemos usado toda la informacién; nos dicen que Matias
oye el sonido de la piedra al tocar el agua dos segundos después de que suelta
la piedra, y nos dicen la rapidez del sonido. El sonido se produce justo en
el instante en que la piedra toca el agua y ese sonido debe llegar hasta el
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oido de Matias, asi que podemos entender los dos segundos asi: en un tiempo
desconocido t, la piedra llega al rio y después, en un tiempo desconocido t;,
el sonido viaja desde el agua hasta la altura h desde donde Matias solt6 la
piedra. Es decir, el tiempo que le toma a la piedra tocar el agua sumado con el
tiempo que le toma al sonido llegar desde el rio hasta la altura # debe dar dos
segundos:

ta+ts=2s. (3)

Tiempo t, que se demora Tiempo t,que se demora el
la piedra en caer. sonido en llegar hasta Matias

El tiempo que se demora Matias en escuchar el sonido de la piedra al caer el agua
es la suma del tiempo #; que se demora la piedra en caer, més el tiempo ts que le
toma al sonido subir hasta donde estd Matias.

Ademads, como conocemos la rapidez del sonido, podemos escribir una ecuacién
que relacione el tiempo f;, la rapidez del sonido y la altura h. Recordemos que
cuando la velocidad es constante distancia es rapidez por tiempo. En nuestro
caso, sabemos que el sonido debe llegar desde el agua hasta la altura h en un
tiempo t,. Es decir, la altura a la que esta Matias debe ser igual a la rapidez
del sonido multiplicada por el tiempo t; que le toma al sonido recorrer esa
distancia:

h = vgts. (4)

Por supuesto, no conocemos f; ni h, pero si conocemos la rapidez del sonido y,

ademas, la ecuacidn (3) nos permite escribir ¢; en términos de f,:

ts=2s—t, (5)

Asi que la ecuacién (4) queda

h=(343m/s)(2s—t,). (6)
—_— —
Vs ta

Esta es una ecuacién que relaciona la altura h con t,, asi que podemos usar
esto en la ecuacidn (2) para que todo nos quede en términos de una variable
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desconocida, t,:
1
Oﬁ:—58t3ﬁ+(343 m/s)(2s—tg) 7. (7)

h

Primero, abramos los paréntesis y apliquemos la regla de oro:

O:—%gt§+(686 m) - (343 m/s)t,. (8)

Si usamos el valor de g, esta ecuacién queda

0:—%(9.81 m/s2)£2 + (686 m) - (343 m/s)ts. (9)

Notemos que esta es una ecuacién cuadrética en el tiempo f,, es decir, una
ecuacion de la forma ax? + bx +c = 0. En este caso a (el término que acompaiia a
t2) es igual a —3(9.81 m/s?), b (el término que acompafia a t,) es —(343 m/s) y
¢ (la constante) es (686 m). Por lo tanto, el tiempo ¢, serd igual a

-b b g c
—— —_— —_——\ ——

(343 m/s)+\| (-343 m/s)? —4(—;(9.81 m/sz)) (686 m)

t, = (10)
2(—;(9.81 m/sz))
N———
g

Esto nos da dos soluciones:

t,=-71.87s, (11)
y

t,=1.95s. (12)

La primera solucién no tiene sentido porque nos da un tiempo negativo. Asi
que la solucién correcta debe de ser la segunda. En palabras, la piedra tarda un
tiempo de 1.95 segundos en caer al agua. Con este tiempo podemos hallar la
altura inicial h que buscamos. Por ejemplo, si usamos el tiempo que acabamos
de hallar en la ecuacién (6) obtenemos

h=(343m/s)(2s-1.955)=17.15 m. (13)
—

ta

(b) Esta vez Matfas lanza la piedra hacia arriba, o sea que la piedra no sigue un
movimiento en caida libre porque la velocidad inicial no es cero. ;Qué tipo de
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movimiento sigue la piedra? Como es lanzada hacia arriba, la piedra va a subir,
va a llegar a un punto en el cual ya no puede subir mas y luego va a comenzar a
caer. Lo primero que podemos inferir es que la piedra se mueve en linea recta;
sube en linea recta y vuelve a caer en linea recta, asi que es un movimiento
rectilineo.

Segundo, una vez la piedra estd en el aire, siempre estard sujeta a la aceleracién
de la gravedad. Esto es algo muy importante que vale la pena reiterar: una vez
el objeto esta en el aire y si la friccién del aire es despreciable (como en casi
todos los problemas, a menos que nos digan lo contrario), el objeto tendra la
aceleracion de gravedad en direccion hacia el piso (hacia el centro de la Tierra para
ser precisos), sin importar cudl sea la velocidad inicial.

El lector puede pensar que cuando el objeto se lanza hacia arriba este tiene
aceleracion “hacia arriba”, pero si piensa eso es porque confunde la velocidad
con la aceleracién. Es claro que un objeto que se lanza hacia arriba comienza
con una velocidad positiva pero empieza a perder velocidad mientras sube,
hasta que deja de subir. Esto indica que la aceleracién apunta hacia abajo (hacia
el piso). Si la aceleracién apuntara hacia arriba, el objeto estaria andando cada
vez mds rapido hacia el cielo y no se detendria sino que subiria y se escaparia
de la Tierra. De modo similar, no debemos pensar que un objeto lanzado hacia
abajo tiene mds aceleracién que un objeto que es lanzado hacia arriba. El objeto
lanzado hacia abajo se mueve mas rapido que el objeto lanzado hacia arriba
porque la velocidad inicial es hacia abajo, no porque la aceleracién sea mayor
o menor. La explicacién de por qué todos los objetos que estdn en el aire tienen
la misma aceleracién tiene que ver con fuerzas, tema que estudiaremos con
detalle en el capitulo 4.

Estos casos en los que un objeto se lanza hacia arriba o hacia abajo de forma
vertical se suelen llamar casos de lanzamiento vertical. En cambio, cuando
el objeto simplemente se suelta desde el reposo tenemos un caso de caida
libre. Pero la diferencia de nombre entre ambos casos no es importante, lo que
importa es que en la caida libre la velocidad inicial es cero, mientras que en
el lanzamiento vertical no. Por supuesto, el tiempo de caida en un caso de
lanzamiento vertical no es el mismo que en un caso de caida libre, y la velocidad
al llegar al suelo tampoco es la misma que en un caso de caida libre; tanto
el tiempo de caida y la velocidad de caida van a depender de la velocidad
inicial. Por eso, las ecuaciones de tiempo de caida y de velocidad de caida para un
movimiento de caida libre no se pueden aplicar a casos de lanzamiento vertical.
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Nota 3.5. Lanzamiento vertical

El lanzamiento vertical es un tipo de movimiento en el cual el objeto es
lanzado de modo vertical, hacia arriba o hacia abajo, con cierta velocidad
inicial distinta de cero. Un objeto lanzado asi sigue un movimiento
rectilineo uniforme con aceleracién hacia abajo (hacia el centro de la
Tierra).

(c) Cuando Matias lanza la piedra hacia arriba tenemos un caso de lanzamiento
vertical. La piedra sigue un movimiento rectilineo con aceleracién g apuntando
hacia abajo y con cierta velocidad inicial distinta de cero. Esta velocidad es
desconocida pero sabemos que apunta hacia arriba, asi que tiene signo positivo
segun el sistema que estamos usando. Asi, la ecuacién de movimiento de la
piedra es de la siguiente forma:

" 1 . A
yfy:—agt2y+vity+hy. (14)

Segun nuestro sistema, cuando la piedra llega al rio su posicién en Y es cero.
Llamemos t,; al tiempo en el cual eso ocurre. Teniendo en cuenta esto, la
ecuacion (14) queda asi:

Oﬁ:—%gt§2p+vitagﬁ+hﬁ. (15)

A diferencia del apartado (a), ya conocemos la posicién inicial de la piedra
porque ya hallamos h, asi que podemos escribir esta ecuacién ast:

N S I 5 5
09 =2 8tpd +vitazd + (17.15m) . (16)
N———
h

Tenemos dos incégnitas: f,; y la rapidez inicial v;.

El razonamiento para resolver este problema sigue siendo el mismo que en
(a): el tiempo en el cual Matias escucha el sonido de la piedra en el agua es el
tiempo que le toma a la piedra caer al rio, que llamaremos t,7, sumado con el
tiempo que le toma al sonido llegar a h, que sigue siendo t; —la altura desde
donde se suelta la piedra no ha cambiado, asi que el tiempo que le toma al
sonido recorrer esta altura es el mismo que en (a)—. Como el tiempo en el cual
Matias oye la piedra es ocho segundos después de haberla lanzado, podemos
escribir la siguiente ecuacién del tiempo, andloga a la ecuacién (3):

tar+1s=8s. (17)
Por lo hecho en la seccién (a) podemos hallar el tiempo t; usando la ecuacién
(5). Como ts es 1.95 segundos, entonces la ecuacién (5) se puede escribir asi:

ts=2s-1.95s=0.05s. (18)
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Cuidado: para hallar el tiempo t; no importa si Matias lanzé la piedra hacia
arriba o no porque t; es el tiempo que le toma al sonido llegar desde el rio
hasta Matias.

Como ya conocemos t;, podemos hallar t,, usando la ecuacién (17):

tip+0.055s=8s. (19)
——
ts
Asi que t;) es
tip =7.95s. (20)
Si usamos este tiempo en la ecuacién (16), obtenemos
1
00 =-=g(7.955)20 +v; (7.955) 9+ (17.15 m)7. (21)
2° N —
ta2 ta2

Pasemos el primero y ultimo término de la parte derecha a la parte izquierda
de la igualdad:

%g(7.95 $)%9 - (17.15 m)9 = v;(7.95 5) . (22)

Si operamos sélo la parte izquierda usando el valor de g, obtenemos

(292.86 m)p = ;(7.95 s) 9. (23)

Finalmente, dividiendo por 7.95 s nos da
(36.84 m)y =v;7. (24)

Es decir, Matfas lanz6 la piedra con una velocidad de 36.84 metros por segundo
en la direccién positiva del eje Y.

(d) Para hallar el tiempo que le toma a la piedra llegar a su altura maxima
podriamos tratar de usar la ecuacién de movimiento de la piedra. Sin embargo,
hacer eso no seria util porque desconocemos la altura maxima. Pero hay una
forma sencilla de hallar el tiempo en que la piedra alcanza la altura maxima
si conocemos su velocidad inicial. Notemos que en el punto méximo de altu-
ra la velocidad de la piedra es cero porque alli la piedra deja de subir y se
sostiene por un instante en el aire antes de comenzar a caer. Esto se ilustra a
continuacién:

Altura méxima. ¢

Mientras sube la piedra tiene En su punto de maxima altura la piedra Mientras cae la piedra tiene
velocidad “hacia arriba” ni sube ni baja, tiene velocidad cero. velocidad “hacia abajo”
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Si conocemos la velocidad inicial de la piedra, la aceleracién de la piedra (que
es la aceleracién de la gravedad) y la velocidad en el punto de altura maximo
(que es cero), podemos hallar el tiempo de altura maximo usando la ecuacién
v = dt + V; (esto también es explicado en la nota 2.25). En el punto de altura
maxima, en donde la velocidad es cero, esta ecuacién queda

09 = gtm? +v;7, (25)

donde hemos llamado “t,,” al tiempo de altura maximo. Despejando el tiempo
tm,y aplicando la regla de oro, obtenemos
Vi

=ty (26)

Este es un resultado general: siempre que un objeto es lanzado hacia arriba con
cierta velocidad inicial su tiempo de altura méximo estard dado por la rapidez
inicial dividida por g.

Nota 3.6. Tiempo de altura maxima

El tiempo en el cual un objeto que es lanzado con cierta velocidad verti-
cal alcanza la altura méxima se puede calcular dividiendo la rapidez
inicial por g: % =t,,. Esta ecuaci6n se deriva de la ecuacién ¥ = dt + v;,

usando el hecho de que la velocidad es cero en la altura maxima.

En el caso de la piedra, la rapidez inicial esta dada por la ecuacién (24), asi que
la ecuacién (26) queda

vi
——
36.84 m/s

9.81 m/s>
N——

8

=3.76 s =ty (27)

Es decir, la piedra alcanza la altura mdxima cuando han pasado 3.76 segundos.

iCudl es la altura maxima de la piedra? La respuesta es sencilla una vez
conocemos el tiempo de altura maxima. Si usamos este tiempo en la ecuacién
de movimiento de la piedra —ecuacién (14)—, y si tenemos en cuenta la
rapidez inicial hallada y la altura inicial, obtenemos

V79 = -2 g(3.76 5)29 + (36.84 m/s)(3.76 5)§ + (17.15 m)7. (28)
27 e — —_— —— —_——
tm vi tm h
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Usando el valor de g, y sumando los términos, esto nos da
VY= (86.32 m)7. (29)

Esta es la posicién de altura maxima, pero la altura maxima es la magnitud de
esta posicioén, es decir, 86.32 metros.
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Problema (teérico) 3.6.

Palabras clave: analisis de objeto rebotando,
velocidad de rebote, grafica de velocidad con-
tra tiempo, grafica de aceleracién contra tiem-
po, tiempo de caida, tiempo de altura maxima.

Se suelta una pelota desde una altura inicial de h; metros y al rebotar la pelota
alcanza una altura méxima h,, (ver la ilustracién).

(a) Escriba una expresién para la velocidad con la que la pelota llega al
suelo para el segundo rebote.

(b) Escriba una expresion para la velocidad con la que la pelota sali6 del
piso en el primer rebote y compararla con la velocidad hallada en (a).

(c) Haga una grafica cualitativa de velocidad contra tiempo desde que se
suelta la pelota hasta que rebota por segunda vez.

(d) Haga una grafica de aceleracién contra tiempo para el mismo tiempo
que la gréfica de la velocidad.

e) Escriba una expresidn para el tiempo que transcurre desde que se suelta

Escrib presién p 1 tiempo que't desde q 1t
la pelota hasta que la pelota toca el suelo por segunda vez. Suponga
que el contacto entre la pelota y el suelo dura un tiempo despreciable
(ignore ese tiempo en todas las operaciones).

Momento en que se suelta.

Instante en que alcanza la altura
maxima después de rebotar.

=

Instante en que toca el
piso por segunda vez.

F----=----

:Qué informacion nos dan?

(a), (b), (c), (d). La altura inicial es h; y la altura méxima después del primer rebote es hy;.
Ademas, no debemos tener en cuenta el tiempo de contacto de la pelota con el suelo durante
cada rebote.
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¢Qué nos piden?
(a) Escribir una expresion para la velocidad con la que la pelota toca el suelo por segunda

VeZz.

(b) Escribir una expresion para la velocidad con la que la pelota salié del suelo en el primer
rebote y compararla con la hallada en (a).

(c) Hacer una gréfica cualitativa de velocidad contra tiempo desde que la pelota se suelta
hasta que rebota por segunda vez.

(d) Hacer una grafica de aceleracién contra tiempo para el mismo tiempo que la gréafica de
la velocidad.

(e) Escribir una expresion para el tiempo que transcurre desde que la pelota es soltada
hasta que toca el suelo por segunda vez. Debemos ignorar el tiempo de contacto entre
la pelota y el suelo.

(a) Empecemos, como siempre, por situar un sistema de coordenadas. Ponga-
mos uno con el origen en el piso y cuyo eje Y apunte hacia arriba:

P

»X

Debemos escribir una expresién para la velocidad con la que la pelota llega al
suelo por segunda vez, es decir, su velocidad en el segundo rebote. Notemos
que desde el punto de la altura maxima del primer rebote hasta que la pelota
toca el suelo por segunda vez tenemos una situaciéon de caida libre, pues es
como si la pelota hubiera sido soltada desde esa altura maxima con velocidad
cero (recordemos de la nota 3.6 que en la altura maxima la velocidad es cero).
Como la altura maxima es h,,, entonces la velocidad es (nota 3.3)

-V2¢hu9 =7, (1)

donde el signo negativo indica que la velocidad es negativa segtn el sistema
elegido.

(b) Ahora debemos buscar una expresion para la velocidad con la que la pelota
parte del suelo al rebotar. Es importante no confundirse pensando que debemos
hallar la velocidad con la cual la pelota toca el suelo al caer desde la altura
inicial. La velocidad con la que toca el suelo apunta hacia abajo, mientras que la
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velocidad con la que rebota apunta hacia arriba, y, ademds, ambas velocidades
no tienen necesariamente la misma magnitud.

T Urebote

Ucaida

La velocidad de caida apunta hacia abajo y la velocidad de rebote apunta hacia
arriba. Ademds, sus magnitudes podrian ser diferentes.

:Coémo hallamos esta velocidad al rebotar? Por un lado, sabemos que sea cual
sea esta velocidad, es una velocidad que le permite a la pelota llegar a una
altura méxima de h,,. Ademds, notemos que desde que rebota tenemos una
situacién de lanzamiento vertical: la pelota sigue un movimiento rectilineo con
aceleracién g hacia abajo y con velocidad inicial de magnitud v; distinta de cero
y positiva segun el sistema (esta es la velocidad desconocida que buscamos).
Ademds, la posicién inicial de esta parte del movimiento es la posicién cuando
rebota, la cual, segtin nuestro sistema, es cero. Asi, la ecuacién de movimiento
de la pelota desde que rebota es de la siguiente forma:

N R .
yfy:—agt2y+v,-ty. (2)

Sabemos que la pelota alcanza una altura h,, en el tiempo altura méaxima. Si
llamamos a este tiempo t, (no lo conocemos), y tenemos en cuenta que la
posicién de altura maxima es (h,,)7 (es positiva segin nuestro sistema y de
magnitud h,,), la ecuacién (2) queda

1
hmﬁ:—igtfnﬁJrvitmy‘. (3)

En esta ecuacién tenemos dos incégnitas: la velocidad inicial y el tiempo de
altura méximo. Pero estas variables estdn relacionadas porque el tiempo de
altura méximo esta dado por (nota 3.6)

Yi g (4)
g
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Si usamos esta ecuacién en la ecuacion (3), obtenemos

De esta ecuacién podemos despejar v;. Si operamos un poco cada término
derecho y los sumamos, obtenemos

L1 viz .
hmy:E E v (6)

La ecuacién (6) es un resultado general que muestra que la altura maxima
alcanzada por un objeto en un lanzamiento vertical es igual a la rapidez inicial
al cuadrado, dividido por dos veces g.

Nota 3.7. Altura maxima dada la rapidez inicial

La altura méaxima h,, alcanzada por un objeto en un lanzamiento vertical
se puede hallar si conocemos la rapidez inicial v; usando la siguiente
ecuacion: hy, = % (—’)

Si el objeto es lanzado desde una altura inicial h;, entonces la altura

2
s . v « e .
maxima es hy, = %(—gj ) + h;, pues debemos sumar la altura inicial del

lanzamiento.

En nuestro caso conocemos la altura maxima pero no la velocidad inicial. Si
multiplicamos la ecuacién (6) en ambos lados por 2g, obtenemos

2ghmP =v}9. (7)

Finalmente, si sacamos raiz cuadrada, obtenemos

\/ 2ghmD =v; 7. (8)

Es decir, la velocidad al rebotar tiene magnitud \/2gh,, y apunta en el sentido
positivo del eje Y.

Comparemos esta velocidad al rebotar con la velocidad hallada en (a), que
era la velocidad con la cual la pelota caia al piso por segunda vez —ecuacién
(1)—. iLas velocidades tienen exactamente la misma magnitud pero tienen
direcciones contrarias! Esto implica que cuando un objeto es lanzado con cierta
velocidad hacia arriba, la velocidad del objeto cuando regresa al mismo punto
del que fue lanzado tiene la misma magnitud inicial pero direccion opuesta que la
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velocidad inicial. Si, por ejemplo, la pelota al rebotar hubiera salido disparada
con una velocidad de 5 m/s, entonces la pelota, al regresar al piso, hubiera
tenido también una velocidad de 5 m /s, pero direccién opuesta.

Nota 3.8. Velocidad inicial y final en lanzamiento vertical

En un lanzamiento vertical la velocidad inicial del objeto tiene la misma
magnitud y direccién contraria que la velocidad del objeto cuando
regresa al mismo punto desde el cual fue lanzado.

Cuidado: el lector podria preguntarse si acabamos de mostrar que la rapidez
con la cual la pelota toca el suelo es igual que la rapidez con la cual la pelota
parte del suelo al rebotar. La respuesta es no. Si yo dejo caer un ladrillo, la
rapidez con la que toca el suelo no va a ser la misma que la rapidez con la que
rebota; el ladrillo ni siquiera rebota, o rebota muy poco. Lo que acabamos de
mostrar es que si lanzamos el ladrillo hacia arriba con cierta velocidad, una vez
el ladrillo vuele y regrese al punto desde el cual lo lanzamos, en ese momento
tendra la misma rapidez que tuvo cuando fue lanzado.

(c) Para hacer una gréfica cualitativa de velocidad contra tiempo de la pelota
desde que es soltada hasta que toca el suelo por segunda vez, debemos analizar
el movimiento de la pelota por etapas. Desde que se suelta hasta que toca el
suelo, la pelota cae libremente; comienza con velocidad cero y su velocidad se
hace cada vez mas negativa porque esta sujeta a la aceleracién de la gravedad
g. Llamemos t; al tiempo en el cual la pelota llega al suelo por primera vez y
v1 a la rapidez con la cual lo hace. Teniendo en cuenta esto, la grafica para este
tramo es

-V

Después de que rebota, la pelota parte del piso con cierta velocidad positiva
(apunta hacia arriba) que llamaremos v;. Desde el momento en que rebota la
pelota esta sujeta a la aceleracién de la gravedad que, por supuesto, sigue siendo
negativa segun el sistema elegido. Asi que la pelota comienza a disminuir su
velocidad inicial positiva hasta que llega un momento en que esta es cero'y
corresponde al punto en el cual la pelota alcanza la altura méxima después de
rebotar. Llamemos t,, al tiempo en el cual eso sucede.
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Después de t,, la pelota comienza a caer libremente de nuevo, hasta que toca el
suelo por segunda vez. Llamemos t; al tiempo en el cual esto sucede. Ademas,
la velocidad de la pelota al tocar el suelo por segunda vez debe ser de la misma
magnitud que la velocidad de la pelota cuando parti6 desde el suelo, tal como
comprobamos en las secciones (a) y (b). Es decir, la magnitud de esta velocidad
debe ser otra vez v,. Asi que la gréfica de velocidad contra tiempo de la pelota
queda de la siguiente forma:

ﬂ\V

En rojo esta la grafica para el intervalo de tiempo entre el instante ¢; en el cual
la pelota toca el suelo por primera vez, y el tiempo t; en el cual vuelve a tocar
el suelo. Cuando toca el suelo por primera vez, la pelota parte con velocidad v;
positiva. Luego, por la desaceleracién negativa g, en el tiempo ty; de altura maxima
llega a velocidad cero. Después de ese punto comienza a tener velocidad negativa,
lo que indica que comienza a caer. Finalmente, en el tiempo t, toca el suelo con
velocidad —-v;. Como nos dicen en el enunciado, hemos ignorado el tiempo del
rebote.

(d) La grafica de aceleracién contra tiempo para la pelota es muy sencilla; en
todos los tramos del movimiento, tanto en la parte de caida libre como en la
parte de lanzamiento vertical, la aceleracién es g y es negativa. Por supuesto,
durante unos milisegundos la pelota no esta en el aire sino chocando contra el
piso, pero en el enunciado nos piden que ignoremos el tiempo de ese contacto:

La aceleracion corresponde a la gravedad, que es constante y negativa en nuestro
sistema.

(e) El tiempo total desde que la pelota es soltada hasta que toca el suelo por
segunda vez es facil de calcular si dividimos el anélisis en tramos. Primero,
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calculamos el tiempo que le toma a la pelota caer al piso por primera vez desde
la altura h;. Después, calculamos el tiempo de altura maximo desde que rebota
hasta que llega a la altura h,,. Y después calculamos el tiempo que le toma caer
desde la altura méxima h,, hasta que vuelve a tocar el suelo.

El tiempo que le toma a la pelota caer por primera vez es simplemente

iy (9)
g

donde usamos la ecuacién del tiempo de caida libre. El tiempo que le toma

caer al suelo desde la altura h,, se calcula de la misma forma, sélo que ahora es
una caida libre desde la altura h,, :

— =1y (10)

Finalmente, calculemos el tiempo que le toma a la pelota llegar a la altura
méxima después del primer rebote. Este tiempo estd dado por la ecuacién (4):

=ty (11)

Pero esto esta en términos de la rapidez inicial v;. v; es \/2gh,, segun la ecua-
cién (8). Si usamos esto en la ecuaciéon (11), obtenemos

i)

2ghy
8

toe (12)

Metemos la g dentro de la raiz como g2, y esto nos da

\‘ 2 =ty (13)
8

iNotemos que t,; es exactamente igual que t,! Es decir, el tiempo que le toma a
la pelota subir hasta su altura maxima es igual al tiempo que le toma a la pelota
caer desde la altura maxima hasta el piso.

Finalmente, el tiempo total desde que se suelta la pelota hasta que esta toca el
suelo por segunda vez es la suma de los tres tiempos que hemos hallado:

poo| 2, | 2, | 2 (14)
8 8 8
—— Y— Y~
t t

f m 2
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pon| 2 g | 2 (15)
g g

Nota 3.9. Tiempo de subida y tiempo de caida

En un lanzamiento vertical el tiempo que le toma a un objeto subir a su
altura maxima es igual que el tiempo que le toma caer desde la altura

Esto es igual a

maxima. El tiempo de caida desde la altura méxima es \/E =t donde
hy es la altura maxima. El tiempo de subida hasta la altura maxima es
% = t,,. Como ambos tiempos son iguales, podemos usar cualquiera de
las dos ecuaciones para calcularlo (la que sea mas conveniente segtn el
problema).




310 FisicaA pAsO A PASO. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 3.7.

Palabras clave: lanzamiento vertical, tiempo
de caida, altura después de cierto tiempo, ace-
leracién, altura méxima.

Andrea lanza una piedra con una cauchera de modo completamente vertical
hacia arriba (ver dibujo). Suponga que el caucho de la cauchera le produce
una aceleracién constante a la piedra durante un tiempo t;. Después de este
tiempo la piedra sale disparada desde una altura h; sobre el piso. Pedro le dijo
a Andrea que después de lanzar la piedra ella tenfa un tiempo méaximo t, para
moverse del lugar desde el cual dispard la piedra de modo que la piedra no le
pegue en la cabeza.

(a) Si Andrea tiene una altura h,, dé una expresién para la aceleracién que
le dio el caucho a la piedra.

(b) Diga cudl es la aceleraciéon anterior suponiendo que Andrea mide
1.68 m, el tiempo t, es 5 segundos, t; es 0.05 segundos y la altura de
lanzamiento de la piedra es 1.80 m.

(c) Con los valores anteriores responda: jcual es la altura maxima alcanza-

da por la piedra?
O
~ [Ny
L(“‘
hy o
i
Tiempo antes de liberar Tiempo cuando la pie-

la piedra. dra sale volando.



Caipa LIBRE, LANZAMIENTO VERTICAL Y MOVIMIENTO PARABOLICO 311

:Qué informacion nos dan?

(a) Andrea lanza verticalmente una piedra con una cauchera. El caucho produce una aceleracién
constante durante un tiempo t. La altura desde la cual sale disparada la piedra es | medida
con respecto al piso. Andrea tiene un tiempo maximo de t; después de lanzar la piedra para
que esta no le pegue en la cabeza. La altura de Andrea es hj,.

(b) y (c) Andrea mide 1.68 m, el tiempo t; es 5 segundos, t| es 0.05 segundos y la altura de
lanzamiento de la piedra es 1.80 m.

:Qué nos piden?
(a) Escribir una expresién para la aceleracién que el caucho le da a la piedra.
(b) Calcular numéricamente la aceleracion que el caucho le da a la piedra.

(c) Calcular la altura méxima alcanzada por la piedra.

(a) Empecemos por escoger un sistema de coordenadas. Si escogemos uno cuyo
origen estd en el pisoy con el eje Y apuntando hacia arriba, entonces la posicién
inicial de la piedra es h; 9:

Tiempo cuando la
piedra sale volando.

Nos estdan pidiendo una expresién para la aceleracién que el caucho le propor-
ciona a la piedra. Esta aceleracién se puede expresar usando la definicién de
aceleracion:

i=——. (1)

La velocidad inicial en este caso es cero, pues mientras Andrea no libere el
caucho la piedra permanecera en reposo. La velocidad final vy es la velocidad
con la cual la piedra sale disparada del caucho. Aunque no conocemos la
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magnitud de dicha velocidad, sabemos que esta tiene que ser positiva segin
nuestro sistema, asi que se puede escribir como v¢9. Por tltimo, el tiempo ¢
de la anterior ecuacién es el tiempo durante el cual la piedra estd en contacto
con el caucho. Nos dicen que este tiempo es t;. Asi, la ecuacién (1) se puede
escribir como

i=-17. (2)

Segtin esta ecuacién, para hallar la aceleracién que el caucho le da a la piedra
debemos hallar la velocidad v¢9 con la cual la piedra sale disparada. Notemos
que una vez la piedra sale disparada, tenemos un caso de lanzamiento vertical
en el cual la piedra va a subir hasta cierta altura maxima y después va a caer
hasta el piso. La velocidad vf 9 que debemos hallar es precisamente la velocidad
inicial de este lanzamiento vertical.

Para hallar esta velocidad necesitamos usar mas informacién, como el tiempo
que tiene Andrea para moverse antes de que la piedra le pegue en la cabeza.
Notemos que el tiempo méximo f, que tiene Andrea para moverse debe enten-
derse como el tiempo que le toma a la piedra volar desde la posicién inicial
hasta regresar a la posicion en la cual esta la cabeza de Andrea (y la posicién
en la cual esta la cabeza de Andrea la conocemos, pues conocemos la altura de
Andrea). Esto se ilustra a continuacién:

L -k ho

Tiempo cuando la pie- En el tiempo 7, la piedra llega hasta la
dra sale volando. altura de Andrea.

Como se ilustra con este dibujo, el tiempo t, méximo que tiene Andrea para
moverse es el tiempo que le toma a la piedra caer hasta la altura de Andrea.

Para usar esta informacién usemos la ecuacién de movimiento de la piedra.
Segln nuestro sistema, la aceleraciéon de la piedra es g en direccién negativa, la
velocidad inicial es positiva (y desconocida) y la posicién inicial de la piedra es
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h19 (conocida). Asi, la ecuacién de movimiento de la piedra es de la siguiente
forma:

N U,
Vo9 == 58t° P +usty + g, (3)

donde hemos llamado v¢9 a la rapidez inicial del lanzamiento —la llamamos as{
porque habiamos dicho que la rapidez inicial del lanzamiento era precisamente
la velocidad desconocida vy de la ecuacién (2)—. Como ya dijimos, el tiempo
que le toma a la piedra volar hasta caer a la altura de la cabeza de Andrea es
precisamente t,. Ademas, la altura de Andrea es h,, por lo que la posicién de
la piedra en el tiempo t, serd h,7 . Usando esto en la ecuacién de movimiento,
obtenemos 1

hep = —Egtfﬁ +vpta) + My P, (4)
——

Posicién de
la piedra en
el tiempo tg

Si dejamos solo el término que tiene la velocidad vy, tenemos
L I . .
hag + 5829~y =vytay. (5)
Al dividir por t,, esto queda
he, 1 . hp, .
"0t gty — —P =V, 6
ta?+28alf talf Vry (6)

El lado izquierdo de la igualdad se puede escribir de la siguiente forma:

(ha_hl
ta

1
38t ) 9= vy9. )

Esta ecuacién nos dice la velocidad que buscabamos en términos de variables
conocidas como la altura inicial, la altura de Andrea y el tiempo de vuelo de la
piedra. Finamente, si usamos el resultado de esta ecuacién en la ecuacién (2),

tenemos
vf
—_——
ha—hy 1
[, g8k
i=-—"t—"—9 (8)
151
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(b) Si Andrea mide 1.68 m, el tiempo ¢, es 5 segundos, t; es 0.05 segundos y
la altura de lanzamiento de la piedra es 1.80 metros, entonces la aceleracién
dada por el caucho se puede calcular usando la ecuacién (8):

ha hy
—te | —
(L68m-L8Om , 1(9,5) m/s?) (5 5))
——

ta ta

9 = (490.02 m/s?)9. (9)

[y
1]

0.05s

——
f

(c) Como conocemos la altura inicial y podemos hallar la rapidez inicial con la

ecuacién (7), podemos hallar la altura maxima alcanzada por la piedra usando
la siguiente ecuacién (nota 3.7):

1 V2
hm:(’)+hi. (10)
2\ g

Primero usemos los valores numéricos en la ecuacién (7) para hallar la rapidez
inicial:

ha hy
—_——
(1‘68m_1‘80m+1(9.81 m/s?) (5 s))ﬁ:(24.50 m/s)y=vg.  (11)
5s 2

——

t
ta .

Cuidado: aunque se llame vfp, esta es la velocidad inicial del lanzamiento (como
ya dijimos, la llamamos asi porque es la velocidad final que le da el caucho,
pero es la inicial al subir).

Si usamos esta velocidad y la altura inicial en la ecuacién (10), obtenemos

Vi

—_—
2
g = L[S0 ) 0 m) = 32,00 m, (12)
2\ (981m/s)? |~

h
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Problema de repaso 3.8.

Palabras clave: tiempo de subida contra tiem-
po de caida, velocidad inicial contra velocidad
final, caida libre contra lanzamiento vertical,
rapidez en el punto de altura maxima.

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(1) El tiempo que le toma a un objeto lanzado hacia arriba alcanzar su
altura maxima es igual al tiempo que le toma caer desde esa altura
maxima hasta el punto desde el que fue lanzado.

(2) La velocidad inicial de un objeto lanzado hacia arriba es diferente a la
velocidad del objeto cuando ha caido hasta al punto desde el que fue
lanzado.

(3) Un movimiento de lanzamiento vertical s6lo se diferencia de un mo-
vimiento en caida libre por el hecho de que en el caso de lanzamiento
vertical la velocidad inicial no es cero.

(4) La rapidez es cero cuando el objeto alcanza su altura méxima.

(5) Incluso si conocemos la rapidez inicial en un movimiento de lanza-
miento vertical, no podemos hallar el tiempo total de vuelo (desde que
se lanza hasta que vuelve al mismo punto).

(1) Verdadero. Como indica la nota 3.9, ambos tiempos estan dados por la
ecuacion \/2hy, /g =t.

(2) Verdadero. La velocidad inicial de un objeto lanzado hacia arriba tiene
direccién contraria a la velocidad final del objeto cuando ha caido hasta el
punto desde el que fue lanzado, pero la rapidez si es la misma (nota 3.8).

(3) Verdadero. Ambos son movimientos rectilineos con aceleracién uniforme,
la Gnica diferencia entre ambos es que en el lanzamiento vertical la velocidad
inicial es diferente de cero.

(4) Verdadero. En el punto de altura maximo la velocidad y la rapidez son cero.

(5) Falso. Si conocemos la rapidez inicial podemos hallar el tiempo de altura
maximo, usando la ecuacién v;/g = t,,. Y como dijimos en la respuesta 1, el
tiempo de subida es igual al de bajada, asi que el tiempo total serfa simplemente
dos veces este tiempo.
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Problema 3.9.

Palabras clave: encuentro de un objeto que
cae libremente y otro que se mueve de forma
horizontal, tiempo de caida.

Una camioneta esta andando con una velocidad constante desconocida. La
camioneta tiene un volco de 3 metros de longitud y la parte superior del volco
estd a 1.5 metros del piso. Valeria lanza una pelota de manera vertical hacia
arriba, desde una altura de 8 metros sobre el nivel del piso. Valeria lanza la
pelota con una rapidez inicial de 12 m/s. Si cuando Valeria lanza la pelota la
parte frontal del volco de la camioneta estd a una distancia de 50 metros del
edificio de Valeria (ver dibujo):

(a) ;Cudl es la rapidez minima de la camioneta para que la pelota caiga en
el volco?

(b) ¢Cudl es la rapidez maxima de la camioneta para que la pelota caiga en
el volco?

(c) Eduardo también lanza una pelota pero la lanza de modo vertical hacia
abajo, con una rapidez inicial de 15 m/s. El balcén de Eduardo esta a
12 metros sobre el nivel del piso. Si la pelota de Eduardo cay6 justo
en la mitad del volco y la rapidez de la camioneta es la hallada en (b),
scudl era la distancia entre el edificio y la parte frontal del volco en el
momento en que Eduardo lanzé la pelota?

AN
e L]
|
L[]
——
——

| N | — |

50m l 1.5m
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:Qué informacion nos dan?

(a) y (b) Valeria lanza de forma vertical hacia arriba una pelota con rapidez de 12 m/s y desde
una altura de 8 metros. Una camioneta se mueve con velocidad constante en la direccién del
edificio en el que esta Valeria y la parte frontal del volco estd a una distancia de 50 metros. La
altura del volco es de 1.5 metros.

(c) Eduardo lanza una la pelota de forma vertical hacia abajo, con rapidez inicial de 15 m/s 'y
desde una altura de 12 metros. La pelota cae en el centro del volco (esta vez no conocemos la
distancia entre la camioneta y el edificio).

¢Qué nos piden?
(a) Encontrar la rapidez minima de la camioneta para que la pelota caiga en el volco.
(b) Encontrar la rapidez maxima de la camioneta para que la pelota caiga en el volco.

(c) Encontrar la distancia entre el edificio y la parte frontal del volvo en el momento en
que Eduardo lanza la pelota.

(a) Empecemos por situar un sistema de coordenadas. Usemos un sistema cuyo
origen esté en el piso del edificio (justo debajo del balcén de Valeria) y cuyo eje
X apunte en el sentido en que se mueve la camioneta.

AN
.
——
=
j—

Y 3m
50m 1.5m

Segun este sistema, la parte frontal del volco estd en la posicién inicial X; =
—(50 m)%, pues él estd a una distancia de 50 metros del edificio en el sentido
negativo del eje X. Por otro lado, segtn este sistema, la posicién inicial de la
pelota de Valeria es de 3; = (8 m)7.

Debemos encontrar la rapidez minima de la camioneta para que la pelota caiga
en el volco. ;Qué quiere decir la rapidez minima? Notemos que si la camioneta
se mueve muy rapido, cuando la pelota caiga hasta 1.5 metros el volco ya se
habra pasado y la pelota caera por fuera del volco. Por otro lado, si la rapidez
de la camioneta es muy pequena, la pelota caera antes de que el volco haya
llegado al edificio. S6lo hay un rango intermedio (ni muy rapido ni muy lento)
para que la pelota caiga en el volco; con cierta rapidez, la pelota caerd en la
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mitad del volco; con una rapidez de la camioneta menor a la anterior, la pelota
caerd en la primera mitad del volco y con aun menos rapidez, la pelota caera
justo en el extremo frontal del volco. Esta tltima seria la rapidez minima,
pues cualquier otra rapidez menor haré que la pelota caiga un poco antes de
que la parte frontal del volco llegue a la posicién de la pelota. En resumen,
la rapidez minima es aquella que debe tener la camioneta para que la pelota
caiga justo en la parte frontal del volco. De modo similar, la rapidez maxima
serd la velocidad necesaria para que la pelota caiga en la parte extrema trasera del
volco (si la camioneta anduviera un poco mas rdpido que esta rapidez méxima,
entonces la pelota caeria atrds de la parte trasera del volco). Esto se ilustra a
continuacién:

Si la rapidez de la camioneta es muy Si la rapidez de la camioneta es muy
poca, la pelota caera antes del volco. grande, la pelota caer4 atrés del volco.
o @)

La minima rapidez hace que la pelota La méxima rapidez hace que la pelota
caiga justo en el extremo del frente. caiga justo en el extremo de atras.
O

Una vez entendemos qué quiere decir la rapidez minima en este contexto,
debemos buscar ecuaciones que nos permitan hallarla. Por un lado, como la
altura del volco es de 1.5 metros, necesitamos garantizar que cuando la pelota
haya caido hasta la altura de 1.5 metros la parte frontal del volco esté justo
debajo de la pelota. Si la parte frontal del volco no estd justo debajo de la pelota
en ese momento, sino que todavia no ha llegado, entonces la pelota ya no caera
dentro del volco. Y si la parte frontal del volco ya pasé cuando la pelota estd a
1.5 metros de altura, entonces no cumplimos la condicién de que sea la minima
rapidez. Ademas, sabemos que la parte frontal del volco estd a una distancia
de 50 metros del edificio cuando Valeria lanza la pelota. Esto quiere decir que
el tiempo que le toma a la camioneta recorrer esos 50 metros tiene que ser igual al
tiempo que le toma a la pelota llegar a la altura de 1.5 metros.



Caipa LIBRE, LANZAMIENTO VERTICAL Y MOVIMIENTO PARABOLICO 319

Para la camioneta, que sigue un movimiento con velocidad constante, distancia
es rapidez por tiempo:
d=v.t, (1)

donde v, es la rapidez de la camioneta (es lo que queremos hallar). La distancia
que tiene que recorrer la parte frontal del volco (que es la parte que nos interesa
para la rapidez minima) es de 50 metros:

50 m = vct. (2)

De aqui podemos escribir v, en términos del tiempo y la distancia:

50 m

— =7 (3)
t

Si hallamos el tiempo ¢ que le toma a la camioneta recorrer 50 metros, esta

ecuacién nos permitird determinar la rapidez de la camioneta.

Como ya dijimos, el tiempo t que le toma a la camioneta recorrer la distancia
de 50 metros debe ser igual al tiempo que le toma a la pelota llegar hasta
una altura de 1.5 metros. Hay dos formas de hallar el tiempo que le toma a la
pelota llegar hasta la altura de 1.5 metros. Una forma es usando la ecuacién
de movimiento de la pelota. A continuacién seguiremos ese método y luego
mostraremos el otro método:

Método 1: Hallar el tiempo con la ecuacién de movimiento

La pelota sale con una velocidad inicial en el sentido positivo de Y de mag-
nitud de 12 m/s. Ademas, la posicién inicial de la pelota es J; = (8 m)7 y la
aceleracidn es g en el sentido negativo de Y. Asi que la ecuacién de movimiento
de la pelota es la siguiente:

1, ) (8m)7
yr9 =589+ (12m/s)tg +(8 m)y. @

Para hallar el tiempo en el cual la pelota llega a la altura de 1.5 metros, simple-
mente ponemos en la anterior ecuacién la condicién de que la posicién final de
la pelota sea 9 = (1.5 m)y:

(1.5m)9 = -~ g2+ (12 m/s)£) + (8 m)y. (5)
—_——— 2
vFy

Si pasamos el término del lado izquierdo de la igualdad al lado derecho y lo
sumamos, obtenemos

Oﬁ:—%gtzﬁ-k(lZ m/s)tp + (6.5 m)7. (6)
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Si aplicamos la regla de oro, esto queda

0:—%gt2+(12 m/s)t+ (6.5 m). (7)

El lector puede notar que esta es una ecuacién cuadrética en el tiempo (recor-
demos que la ecuacién cuadratica es de la forma a’x + bx + ¢ = 0). Si resolvemos
la ecuacién cuadratica podemos determinar el tiempo ¢ para el momento en
que la pelota llega a la altura de 1.5 metros. Notemos que b (el término que
acompana a t) es 12 m/s, a (el término que acompana t%) es —1/2g, y c (el
término independiente) es 6.5 metros. Por lo tanto, el tiempo ¢ es

. —(12 m/s) i\/(l2 m/s)?-4(-0.5x9.81 m/s*)(6.5m) _
B 2(-0.5x9.81 m/s?) B

2.90s, (8)

donde hemos descartado la solucién que no tiene sentido (el tiempo negativo).

Método 2: Hallar el tiempo total con el tiempo de altura maximay el tiempo
de caida

El otro método consiste en dividir el analisis del movimiento de la pelota en
dos: primero, hallar el tiempo que le toma a la pelota subir hasta su altura
méxima y, segundo, hallar el tiempo que le toma a la pelota caer desde su
altura maxima hasta la altura de 1.5 metros. La suma de ambos tiempos sera
el tiempo total que le toma a la pelota llegar hasta la altura de 1.5 metros. La
ventaja de este método es que hallar el tiempo de altura maxima es sencillo
y hallar el tiempo de caida libre también lo es, la desventaja es que requiere
dividir el movimiento de la pelota en dos tramos y ademads debemos hallar la
altura maxima. El tiempo de altura méxima lo podemos calcular usando la
ecuacioén de altura maxima:

Ui =tm. (9)
4

Como la rapidez inicial es de 12 m/s, y la magnitud de la aceleracién de la
gravedad es de 9.81 m/s?, el tiempo de altura méaxima sera:
Vi
—
12m/s

9.81 m/s>
~———

8

=1.22s. (10)

Cuando llega a la altura maxima la pelota cae libremente, asi que podemos
calcular el tiempo que se demora la pelota en caer desde esa altura maxima
hasta la altura de 1.5 metros usando

\ 2hin ~hy) -t (11)
8
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La altura inicial h;,, de la caida libre es aqui la altura maxima alcanzada por
la pelota (esta no es la altura desde la que es lanzada inicialmente, por eso no
hemos usado h; sino h;;,). La altura final k¢ es 1.5 metros. Para hallar la altura
maxima, podemos usar la siguiente ecuacién (nota 3.7):

v2

Ly = by (12)
28

La altura inicial h; de la pelota es 8 metros, la rapidez inicial es 12 m/s y la
magnitud de la aceleracién de la gravedad es 9.81 m/s2. Asi, esta ecuacién
queda

Vi
——

12 2
%+ 8m =15.34 m. (13)
2(9.81 m/s”) ——
—_———— hi
g

La anterior es la altura maxima, que es la altura inicial de la caida libre que
debemos usar en la ecuacién (11). Al usar esta altura maxima y teniendo en
cuenta que la altura final es 1.5 metros, tenemos

him hf
2(15.34 m-1.5m)

9.81 m/s>

=1.67s. (14)

Por lo tanto, el tiempo total que le toma a la pelota caer hasta 1.5 metros de
altura sera la suma del tiempo anterior, con el tiempo dado por la ecuacién
(10):

1.225+1.67 s=2.89s. (15)

Notemos que la ecuacién cuadratica nos daba un tiempo de 2.90 segundos y
este método nos da un tiempo de 2.89 segundos. Los tiempos son casi iguales,
pero no son iguales porque no tuvimos en cuenta suficientes decimales. En
el método 2 aproximamos varias veces; sacando el tiempo maximo de altura,
sacando la altura médxima, e incluso sacando el tiempo de caida desde la altura
méxima. Por supuesto, ambos métodos son vdlidos. El primero es sencillo
porque sélo necesitamos plantear bien la ecuacién de movimiento, pero al
resolver o plantear la ecuacién cuadratica facilmente podemos cometer errores.
El segundo método requiere usar ecuaciones muy simples pero debemos hallar
cosas que en el primer método no debemos hallar (como la altura maxima).
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Regresando al problema, recordemos que debemos usar el tiempo que aca-
bamos de hallar en la ecuacién (3) para obtener la rapidez minima de la

camioneta:
50 m

2.90 s
N——
t

=17.24 m/s =v,. (16)

Es decir, la rapidez minima de la camioneta es de 17.24 metros por segundo;
si la camioneta se moviera sélo un poco mas lento, por ejemplo a 17.23 m/s,
entonces la pelota caeria justo adelante del volco.

(b) Ahora debemos hallar la rapidez maxima de la camioneta. Como explicamos
antes, cuando nos piden la rapidez maxima nos estan diciendo que la pelota
debe caer justo en la parte trasera del volco. Por supuesto, el analisis es muy
similar al de antes. De hecho, el tiempo que le toma a la pelota llegar hasta
1.5 metros de altura es el mismo que hallamos antes, pues el lanzamiento de
Valeria es exactamente igual. Lo inico que cambia es que ahora no queremos
que la parte delantera del volco esté justo debajo de la pelota sino que queremos
que la parte trasera del volco esté justo debajo de la pelota. Como el volco mide
3 metros de largo, cuando Valeria lanza la pelota la parte trasera del volco estd
a 53 metros del edificio. Asi que la parte trasera tiene que recorrer 53 metros
en el tiempo en el cual la pelota llega hasta la altura de 1.5 metros. Es decir, en
la ecuacién (16), en vez de 50 metros, debemos poner 53 metros:

53 m
2.90 s

=18.27 m/s = v. (17)

En palabras, la méxima rapidez de la camioneta para que la pelota caiga en el
volco es de 18.27 metros por segundo (una rapidez sélo un poco mayor, como
una de 18.28 m/s, hara que la pelota caiga atras del volco).

(c) Ahora nos dicen que Eduardo lanza una pelota desde una altura inicial de
12 metros y con velocidad inicial de 15 m/s hacia el piso. La pelota cae justo
en el centro del volco y la camioneta se mueve con la rapidez maxima hallada
en (b) (que es 18.27 m/s).

Como la camioneta se mueve con velocidad constante, podemos usar el hecho
de que distancia es rapidez por tiempo. Ademds, si llamamos d a la distancia
que hay entre el frente del volco y el edificio (esta es la distancia que debemos
hallar), entonces el centro del volco debe recorrer una distancia de d + 1.5 m
hasta el edificio, pues el volco mide 3 metros de largo asi que su centro estd a
1.5 metros. Por lo tanto, para el centro del volco tenemos

d+1.5m=v.t. (18)
Ademas, la rapidez es 18.27 m/s, pues esta es la rapidez del camién hallada

en (b):
d+1.5m=(18.27 m/s)t. (19)
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Ahora, el tiempo t que le toma al centro del volco recorrer la distancia d + 1.5
m es el mismo que le toma a la pelota caer hasta el volco. Asi que si hallamos
este tiempo de la pelota, podemos despejar d de la ecuacién (19).

Podemos hallar el tiempo que le toma a la pelota llegar hasta una altura de
1.5 metros con la ecuacién de movimiento de la pelota, asi como hallamos el
tiempo en la seccién (a)®. La rapidez inicial de la pelota es de 15 m/s y la pelota
es lanzada hacia abajo, asi que la direccién de su velocidad inicial es negativa
en Y. La altura desde la cual es lanzada la pelota es de 12 metros, asi que la
posicién inicial de la pelota es 7; = (12 m)9. Y la aceleracién es negativa, de
magnitud g. Por lo tanto, la ecuacién de movimiento de la pelota es

N 5 5
yfy=—§gt2}1—(15 m/s)tp+(12m)7. (20)
vi ¥i

La altura final de la pelota es 1.5 metros, asi que su posicion final es gy =
(1.5 m)9. Si usamos esta posicidn final en la anterior ecuacion, obtenemos

(1.5 m)p:—lgﬂp—usm/s)tp+(12m)y“. (21)
——— 2

vr

Si pasamos el término izquierdo al lado derecho de la igualdad y lo sumamos,
y aplicamos la regla de oro, obtenemos

0:—%gt2—(15 m/s)t +(10.5 m). (22)

Esta es una ecuacién cuadratica. Notemos que b (el término que acompana
at)es —-15m/s, a (el término que acompana t?) es —1/2g, y ¢ (el término
independiente) es 10.5 metros. Su solucién es entonces

15 m/ ~15m/s)2 - 4(-0.5x9.81 m/s>)(10.5
t=( ms)i\/( m/s) ( ><2 m/s”)( m):0.59s, (23)
2(-0.5x 9.81 m/s?)

donde hemos descartado la solucién negativa (el tiempo negativo). Si usamos
este tiempo en la ecuacién (19), obtenemos

d+1.5m=(18.27 m/s)(0.59 s). (24)

Asi que la distancia d a la que se encuentra la parte frontal del volco cuando
Eduardo lanza la pelota es

d=(18.27 m/s)(0.59s)-1.5m=9.10 m. (25)

3 El segundo método que vimos no se puede usar porque la pelota no alcanza su altura méxima,
ya que la pelota no es lanzada hacia arriba.
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Problema (teérico) 3.10.

Palabras clave: movimiento parabélico, altu-
ra méxima, tiempo de altura maximo, distan-
cia horizontal total.

(a) Explique qué es un movimiento parabdlico y qué ecuaciones de movi-
miento sigue un objeto en movimiento parabdlico.

(b) Derive una expresién en términos de la rapidez inicial en Y para el
tiempo de altura maximo y para la altura maxima en un movimiento
parabélico.

(c) Suponga que tiene la rapidez vy del objeto (la rapidez en X) y la rapidez
inicial v;, en Y del objeto. Escriba una expresién para la distancia total
recorrida en X por el objeto en términos de ambas rapideces y de
g, suponiendo que el objeto termina a la misma altura de la cual es
lanzado.

(a) En todos los problemas de cinematica hasta aqui hemos tratado casos de
movimiento rectilineo, tanto con velocidad constante como con aceleracién
constante. En el movimiento parabdlico, en cambio, el objeto no se mueve
en linea recta sino que se mueve siguiendo una pardbola. Como no se mueve
en linea recta, no podemos describir el movimiento usando un solo eje sino
que debemos usar al mismo tiempo dos ejes. Para analizar este movimiento es
comun usar un sistema en el cual el eje Y apunta hacia arriba (hacia el cielo) y
el eje X apunta hacia la derecha o hacia la izquierda.

En un movimiento parabolico el objeto se mueve simultdneamente de manera vertical
en Y y de manera horizontal al suelo en X. Es muy importante notar que el
movimiento en Y no es del mismo tipo que el movimiento en X. En Y el objeto
se mueve como si hubiera sido lanzado de manera vertical hacia arriba, es decir,
en Y el objeto sigue un movimiento acelerado con la aceleracién de la gravedad.
Por su parte, en X el objeto se mueve con velocidad constante. Ademds, como
el objeto se mueve en dos dimensiones a la vez, el objeto tiene dos velocidades
diferentes; la velocidad que tiene en X es responsable de que el objeto avance
en X y la velocidad que tiene en Y es responsable de que avance en Y.

Si usamos un sistema con el eje Y apuntando hacia arriba, la aceleracién en Y
sera negativa. Esto quiere decir que la velocidad Y del objeto siempre dismi-
nuye; si la velocidad en Y es positiva al comienzo, la velocidad comenzara a
disminuir hasta que en el punto de altura maximo sea cero y luego la velocidad
comenzara a hacerse cada vez mas negativa. Esto que le pasa a la velocidad
en Y es exactamente lo mismo que le pasa a la velocidad de un objeto que
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es lanzado hacia arriba, como estudiamos. Por su parte, en un movimiento
parabdlico la velocidad en X siempre es la misma.

Todo esto lo podemos ilustrar con un caso sencillo en el cual un cafién dispara
una bala; la bala se mueve en Y mientras sube y baja y se mueve en X mientras
avanza de forma horizontal:

X

En el movimiento parabdlico el objeto se mueve tanto en X como en Y. En X
mantiene una velocidad constante (en azul) a lo largo de todo el vuelo, mientras
que en Y la velocidad del objeto (en rojo) va cambiando continuamente, debido a
la gravedad; mientras sube el objeto tiene una velocidad en Y positiva, hasta que
llega a la parte mas alta y comienza a descender con velocidad negativa.

Por lo explicado anteriormente, es claro que podemos escribir dos ecuaciones
de movimiento para el objeto: una ecuacién que dice cémo es el movimiento
en X y otra ecuacién que indica el movimiento en Y. Como en X el objeto se
mueve con velocidad constante, su ecuacién de movimiento es simplemente

X = Uyt + %, (1)
donde hemos llamado v a la velocidad X del objeto.

En Y el objeto se mueve con aceleracién de la gravedad, asi que su ecuacién de
movimiento en Y es de la forma

I N .
yzigt2+Viyt+yi. (2)

(No hemos puesto signo menos a la aceleracién porque estamos escribiendo la
ecuacién para cualquier sistema, no para uno en particular). Ademads, debido a
la aceleracién de la gravedad, la velocidad Y del objeto se comporta asi (esto ya
lo sabifamos por casos de lanzamiento vertical):

Uy =gt +Vjy. (3)
Si el objeto tiene dos movimientos simultaneos entonces el objeto tiene dos

velocidades, una en X y una en Y. La velocidad total o velocidad neta del objeto
serd la suma vectorial de la velocidad en X y la velocidad en Y. Por ejemplo,
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en el caso de la bala de canén, la velocidad total de la bala en cada punto de
su trayectoria se puede escribir como la suma vectorial de la velocidad en X
(azul), con la velocidad en Y (roja), asi:

\\ﬁ
(/
/

4 <

La velocidad total de la bala (en verde) en cada punto de la trayectoria se puede
entender como la suma vectorial de la velocidad en X con la velocidad en Y.
Como la velocidad en Y va cambiando en cada punto, la velocidad total del objeto
también va cambiando.

(b) Por lo dicho en la seccién anterior, el lector puede sospechar correctamente
que todos los resultados que obtuvimos para el caso de lanzamiento vertical se
pueden usar para el movimiento Y del objeto en un movimiento parabdlico.
Por ejemplo, asi como en el lanzamiento vertical la velocidad del objeto es cero
en el punto de altura maxima, en el movimiento parabdlico la velocidad en Y
del objeto va a ser cero en el punto mas alto. Si usamos un sistema en el cual el
eje Y apunta hacia arriba, la ecuacién (3) para el punto mas alto queda

0y =-gty + viyp' (4)

Si aplicamos la regla de oro y despejamos el tiempo (que en este caso es el
tiempo de altura méaxima), esto nos da

e (5)

Esta es exactamente la misma ecuacién que teniamos antes, en el lanzamiento
vertical para el tiempo maximo de altura.

Como el comportamiento en Y del objeto es igual al de un lanzamiento vertical,
el tiempo que se demora un objeto en subir hasta el punto de altura maximo
en un movimiento parabdlico es igual al tiempo que se demora en caer desde
el punto méximo de altura hasta la altura desde la que fue lanzado (nota 3.9).
Esto quiere decir que en un movimiento parabdlico, el tiempo total de vuelo
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desde que un objeto sale disparado hasta que vuelve a caer a la altura inicial es dos
veces el tiempo de altura maximo, es decir,

v
22 = ttotal- (6)
8

La ecuacién de movimiento en Y de un objeto en movimiento parabdlico que
es lanzado desde una posicién inicial y;9, segiin un sistema en el cual el eje Y
apunta hacia arriba, es

N 1 R .\ .
yfy:—igt2y+v,-3,ty+yiy. (7)

Si usamos el tiempo de altura maximo dado por la ecuacién (5) en esta ecuacidn,
podemos obtener la altura maxima alcanzada por el objeto:

g ==58( 2 ) 9y ()05 (8)
—— —_——

t t

Simplificando y sumando los términos que se pueden sumar, esto es igual a
2
1 viy
N IR PO 9
Ymy 2( g )ywzy (%)

Si aplicamos la regla de oro, esto da

2
1(vi
ymzz(;’)wi. (10)

De nuevo, esto es lo mismo que habiamos encontrado para el lanzamiento
vertical (nota 3.7).

(c) La distancia total recorrida en X es fécil de calcular porque en X el objeto se
mueve con rapidez constante; la distancia recorrida en X es igual a rapidez en
X por el tiempo de vuelo:

dy = Vyt. (11)

Pero esta ecuacién esta en términos de t, y segtin el enunciado debemos dejar
expresada la distancia recorrida en términos de la rapidez inicial en Y, la
rapidez en X y ¢. Si un objeto realiza un movimiento parabdlico que termina a
la misma altura de la cual es lanzado, entonces el tiempo total de vuelo es dos
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veces el tiempo de altura méximo, como dice la ecuacién (6). Asi que si usamos
el tiempo total de vuelo en la ecuacién anterior, obtenemos

vxviy

8

v
de=ve |22 ]=2 (12)

En palabras, la distancia total recorrida en X, en un movimiento parabédlico que
termina a la misma altura a la cual empieza, es dos veces la rapidez en X por la
rapidez inicial en Y sobre la aceleracién de la gravedad. Es muy importante
entender que esta ecuacidén sélo es valida si el objeto termina a la misma altura
a la cual empezé. Si el objeto no termina a la misma altura inicial, entonces
el tiempo que se demora en subir hasta la altura méxima no va a ser igual al
tiempo que se demora en caer desde la altura maxima hasta la altura final. Esto
se puede ver en la siguiente figura:

tm
— hm t4

ls

——@

h, hi
lg
T

. | d2 1

El tiempo que se demora el objeto en subir desde la altura inicial h; hasta la altura
méxima hy, (el tiempo de altura méxima) es igual al tiempo que se demora el
objeto en caer desde hy; hasta h; de nuevo. Es decir, desde t; hasta t;; pasa el
mismo tiempo que desde t;; hasta t5, asi que desde t; hasta t5 pasa dos veces
el tiempo de altura maxima. Por lo tanto, la distancia d; recorrida por el objeto
en X entre el tiempo t| y t5 se puede calcular usando la ecuacién (12). Pero si el
objeto termina a una altura diferente a la altura inicial, como en este caso en el
cual el objeto termina en /¢, entonces claramente el tiempo de vuelo total no es
igual a dos veces el tiempo de altura méxima, pues entre t| y t;; habra pasado
menos tiempo que entre ty; y tg. Por lo tanto, la distancia total recorrida en X, que
hemos llamado d5, no puede ser calculada usando la ecuacién (12) (en este caso
s6lo podemos usar esa ecuacién para calcular la distancia dy ).
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Nota 3.10. Movimiento parabdlico

En un movimiento parabédlico el objeto sigue dos movimientos si-
multaneos; un movimiento en X que tiene velocidad constante, y un
movimiento en Y que tiene aceleracién constante de magnitud g.

El tiempo de altura méxima es % =t, donde v;; es la rapidez inicial en
Y.

El tiempo de vuelo total, si el objeto termina a la misma altura de la
que partid, es dos veces el tiempo anterior: 2% =t.

La altura méxima alcanzada por el objeto es y;, = % (;) +7;, donde y;
es la altura inicial.

La distancia en X total recorrida por el objeto, si termina a la misma
altura de la que parti6, es dy = il
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Problema 3.11.

Palabras clave: movimiento parabdlico, posi-
cién en Y en cierto tiempo, altura maxima,
magnitud y direccién de la velocidad total.

Roberta esta jugando rana (lanzar el aro de forma que caiga justo en la boca
de la rana). Si Roberta se encuentra a una distancia de 8 metros de la rana, y
lanza el aro desde una altura de 1 metro, con una rapidez total de 10 m/s y
con un angulo de 30 grados con respecto al piso,

(a) ¢A qué altura debe estar la boca de la rana para que el aro caiga justo
ahi?

(b) ¢Cudl es la altura maxima alcanzada por el aro?

(c) ¢Cuadl es la magnitud y direccién de la velocidad del aro cuando llega a
la boca de la rana?

Solucién

:Qué informacion nos dan?

(a), (b), (c) Roberta lanza el aro con rapidez total de 10 m/s formando un dngulo de 30 grados
con respecto al piso. La altura inicial del aro es 1 metro y la distancia entre la rana y Roberta es
de 8 metros.
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¢Qué nos piden?
(a) Determinar la altura a la que estd la boca de la rana para que el aro llegue a su boca.
(b) Determinar la altura maxima alcanzada por el aro.

(c) Determinar la magnitud y la direccién de la velocidad del aro cuando llega a la boca de
la rana.

(a) Como ya debe ser costumbre, comenzamos por situar un sistema de coorde-
nadas. Usaremos uno que esté sobre el piso y segtn el cual la posicién inicial X
del aro sea cero:

Debemos hallar la altura a la que debe estar la boca de la rana para que el aro
le caiga alli. Esto quiere decir que debemos hallar la altura a la que esta el aro
cuando este ha recorrido 8 metros en X, y esa serd la altura a la que debe estar
la boca de la rana.

Para hallar la altura debemos usar la ecuacion de movimiento en Y. Como
en todo movimiento parabdlico, la posicién en Y del aro esta dada por una
ecuacion de la forma

J= g2 + Uiyt + i (1)

N =

A partir de esto no conocemos la rapidez inicial en Y ni el tiempo t. Podemos
obtener la rapidez inicial en Y porque conocemos la rapidez inicial total y el
angulo. De hecho, notemos que el vector de la velocidad total inicial forma el
siguiente tridngulo rectdngulo:
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10 m/s

Como es un vector, podemos descomponer la velocidad en sus componentes. En
este caso, la velocidad total inicial es un vector que forma 30 grados con el eje X.
La magnitud de dicho vector es la rapidez inicial, que es de 10 metros por segundo.
La magnitud de la componente Y de dicho vector corresponde a la rapidez inicial
en Y y la magnitud de la componente X de dicho vector corresponde a la rapidez
en X.

Del triangulo anterior es claro que la rapidez inicial en Y es el cateto opuesto,
asi que esta dada por

vjy = (10 m/s)sin30° =5 m/s. (2)
[ —
v;

(Si desea repasar trigonometria el lector puede leer el problema 1.16). Segtn el
sistema elegido, la gravedad es negativa en Y. Ademas, segin nuestro sistema,
la posicién inicial en Y del aro es (1 m)7y (el aro es lanzado desde 1 metro
de altura en la direccién positiva del eje Y). Por lo tanto, podemos escribir la
ecuacién de movimiento del aro asi:

1 .\ . .
yfy:—ggt2y+(5 m/s)tp+ (1 ms)?7. (3)
— ——
Viy i

Para saber en qué posicién Y se encuentra el aro cuando llega hasta la rana,
necesitamos saber cudnto tiempo se demora este en recorrer los 8 metros en X
que separan a la rana de Roberta. Para hallar este tiempo, debemos analizar el
movimiento en X del aro.

En X el aro se mueve con velocidad constante, asi que la distancia recorrida en
X es simplemente rapidez en X por tiempo:

dy = vyt. (4)

Queremos hallar el tiempo que le toma al aro recorrer 8 metros en X:

8 m =v,t. (5)
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Podemos hallar la rapidez en X como hallamos la rapidez inicial en Y. De la
figura anterior se puede apreciar que la rapidez en X es la rapidez total por el
coseno de 30 grados:

vy =(10m/s)cos30° =8.66 m/s. (6)
—_———
Vi

Si usamos esta rapidez en la ecuacién (5), tenemos

8 m=(8.66m/s)t. (7)
—_———
Vx

Asi que el tiempo que le toma al aro recorrer 8 metros en X es

8 m

_°M  _592s=t. 8
8.66 m/s s (8)

Finalmente, usamos este tiempo en la ecuacién (3) para hallar la posicién Y
cuando el aro ha recorrido 8 metros:

Vry= —%(9.81 m/s?)(0.92 s)%9+ (5 m/s)(0.92s)9+ (1 m)p = (1.45 m)7. (9)

t t

Es decir, la boca de la rana tiene que estar a 1.45 metros de altura para que el
aro le caiga alli.

(b) A la altura maxima alcanzada por el aro la podemos encontrar usando la
ecuacion presentada en la nota 3.10, que es

2
1(Yi
ym=2(y)+yi. (10)

La rapidez inicial en Y es de 5 m/s —ver ecuacién (2)—, y la altura inicial es 1
metro, asi que esta ecuacién da

’l/,'y

2
1 (5m)
m==|———"5 |+1m=227m. 11
Y 2((9.81m/s2))+ " " =

(c) Para hallar la magnitud y direccién de la velocidad del aro cuando llega a
la boca de la rana, necesitamos hallar la velocidad en X y en Y del aro en ese
momento (la velocidad total es la suma vectorial de la velocidad X y Y). La
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velocidad en X es constante, asi que es la misma que hallamos antes: 8.66 m/s
en la direccién positiva de X.

La velocidad en Y esta dada por
Uy = gt +Vjy. (12)

Siusamos el hecho de que la gravedad tiene direccién negativa, que la velocidad
inicial en Y es de 5 m/s en la direccién positiva de Y y que el tiempo en el cual
queremos determinar la velocidad es de 0.92 segundos (ese es el tiempo que ha
transcurrido hasta que el aro llega a la boca de la rana), la ecuacién (12) queda

vy = —(9.81 m/s%) (0.92's) + (5 m/s)y = —(4.03 m/s)7. (13)
t Viy

El signo menos indica que el aro estd descendiendo cuando llega a la boca de

la rana®.

La velocidad total del aro al llegar a la boca de la rana es la suma vectorial de
la velocidad X y Y:

V), =—(4.03m/s)p

vV, = (8.66 m/s)x

La velocidad total del aro cuando llega a la boca de la rana tiene componentes de
-4.03m/senY yde 8.66 m/s en X.

Ahora, la magnitud de la velocidad final se puede hallar con el teorema de
Pitagoras:

vfz\/(8.66 m/s)? +(4.03 m/s)? =9.55 m/s. (14)
—_— | —
Vx 7},‘},

(No ponemos el signo negativo de la componente Y porque sélo estamos consi-
derando la magnitud).

4 En vez de usar la ecuacién (12), también hubiéramos podido obtener la velocidad en Y usando
v}% = Vizy +2a(hy - h;), donde a es —g, la altura final es la altura de la boca de la rana que ya
conocemos y la altura inicial es 1 metro.
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Sélo nos falta hallar la direccién del vector de la velocidad final. Esta direccién
se puede expresar como el dngulo 6 que forma el vector de la velocidad con la
parte negativa del eje Y, como se ilustra en la figura anterior. Seguin esta figura
es claro que el cateto opuesto es la componente X y el cateto adyacente es la
componente Y, asi que la tangente del angulo O es

—_———
8.66

tang = 2z 866m/s o (15)

vy 4.03m/s

—

V,'y
Por lo tanto, el 4ngulo O es

O =arctan2.15 = 65.06°. (16)

Asi, la velocidad del aro cuando llega a la boca de la rana tiene magnitud
de 9.55 m/s y tiene direccién de 65.06 grados con respecto al eje Y negativo,
medido en el sentido contrario de las manecillas del relo;j.
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Problema (teérico) 3.12.

Palabras clave: movimiento semiparabdlico,
distancia horizontal, tiempo de caida.

Un helicéptero que va con rapidez horizontal constante de 56 m/s debe soltar
una bolsa con suministros para que caiga en la isla donde estd Camilo. Si el
helicéptero se mantiene a una altura de 100 metros de altura con respecto al
mar:

(a) ¢A qué distancia horizontal (en X) de la isla se debe soltar la bolsa para
que caiga en la isla?

(b) Halle la nueva distancia en X a la que se deberia soltar la bolsa si el
helicoptero viajara a la mitad de la altura pero con la misma rapidez.
Para este mismo caso, halle la razén entre esta nueva distancia y la
hallada anteriormente.

distancia en X

Solucion

;Qué informacion nos dan?

(a) La rapidez horizontal del helicoptero es de 56 m/s y la altura a la que vuela es de 100
metros.

(b) La misma rapidez anterior pero ahora la altura es la mitad, es decir, 50 metros.

:Qué nos piden?
(a) La distancia en X a la que esta el helicéptero de la isla, para que la bolsa caiga alli.

(b) La nueva distancia y la razén entre esta y la distancia d hallada en (a).
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(a) Empecemos por situar un sistema de coordenadas. Vamos a poner un
sistema que en X esté justo debajo del helicéptero cuando va a soltar la bolsa y
que esté en el nivel del mar, asi:

distancia en X

Debemos hallar la distancia en X desde la cual el helicéptero debe soltar la
bolsa de modo que esta caiga en la isla. Empecemos por notar que asi como las
ventanas, los pilotos y todo lo que esta unido o hace parte del helicéptero se
mueve con la rapidez del helicdptero, la bolsa también. Por lo tanto, cuando el
helicéptero libere la bolsa esta va a salir con una rapidez de 56 m/s. Ademas,
es importante notar que la bolsa saldra volando en direccién paralela al eje
X, asi que inicialmente sdlo tendrd rapidez en X (después empezard a caer y
tendra rapidez en Y). Como en X la velocidad es constante, esta velocidad sera
la misma en cualquier punto del vuelo.

Antes de seguir, notemos que la bolsa sigue un movimiento semiparabdlico,
pues la bolsa sélo recorre media pardbola mientras cae. Por supuesto, las
ecuaciones del movimiento parabdlico aplican en este caso ya que este es un
caso particular de movimiento parabolico:

Movimiento semiparabdlico o -
Movimiento parabolico
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La distancia horizontal recorrida por la bolsa estd dada por la rapidez en X por
el tiempo de vuelo de la bolsa:

dy = vyt (1)

Conocemos la rapidez en X, que es 56 m/s, pero no conocemos el tiempo ¢, de
caida y sin este tiempo no podemos usar la ecuacién (1).

Podemos hallar el tiempo ¢, de caida usando la ecuacién de movimiento en Y
de la bolsa. La rapidez inicial en Y es cero, la aceleracién es la aceleracién de la
gravedad y la posicién inicial se puede escribir como (100 m)9 (pues la altura
inicial es de 100 metros), asi que la ecuacién de movimiento en Y queda

1, )
Yr9=-8t"9+(100 m)g. (2)

Para hallar el tiempo de caida, debemos usar el hecho que la posicién final en Y
de la bolsa es cero segtin nuestro sistema (la bolsa termina en el nivel del mar):

.1 . .
09 = -8ty +(100 m)p. (3)

Si usamos el hecho que la aceleracién de la gravedad es 9.81 m/s? y pasamos
el término con el tiempo a la izquierda, tenemos

%(9.81 m/s?)t29 = (100 m)yp. (4)

Si aplicamos la regla de oro, multiplicamos por 2 y dividimos por la aceleracién
de la gravedad, obtenemos

, 2(100 m)
e (9.81 m/s%) ©)

Asi que el tiempo de caida es

(9.81 m/s”)

c

Recordemos que en un caso de caida libre, el tiempo de caida estd dado por

. Z(hi—hf)
_\‘g .

Esta es precisamente la ecuacidén (6) para el tiempo de caida de la bolsa, donde
la altura inicial es 100 metros y la altura final es cero. Esto no deberia sor-
prendernos, pues el movimiento en Y de la bolsa es igual a un caso de caida
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libre ya que la bolsa es soltada con rapidez inicial cero en Y. Sin embargo, es
interesante notar que este tiempo de vuelo es independiente de la velocidad
X con la que el objeto es lanzado (en ninguna parte en la ecuacién anterior
aparece la velocidad en X). Es decir, jno importa qué tan rapido el helicéptero
suelta la bolsa, en todos los casos la bolsa se demorara el mismo tiempo en
caer! Muchas personas tienden a creer que cuanto mayor sea la velocidad en X
con la que es lanzado un objeto, mayor ser4 el tiempo de vuelo, pero acabamos
de mostrar que esto no es asi®.

Nota 3.11. Tiempo de caida en un movimiento semiparabdlico

Un movimiento semiparabdlico es aquel en el que un objeto que esta
a cierta altura del piso sale disparado con cierta rapidez inicial en X y
rapidez cero en Y.

Si la altura inicial en Y es h;, el tiempo que le toma al objeto caer hasta
otra altura menor /i es igual que el tiempo de caida en una caida libre,

y no depende de la velocidad en X: t =1/ @

Ahora que conocemos el tiempo de caida de la bolsa, podemos usar ese tiempo
en la ecuacién (1) para hallar la distancia en X a la que debe ser soltada la
bolsa:

dy = (56 m/s)(4.52's) =253.12 m. (7)
—_—
Vy te

En palabras, para que caiga en la isla la bolsa debe ser soltada a 253.12 metros
de distancia de la isla.

(b) Ahora el helicoptero lanza la bolsa desde una altura de 50 metros. Esto
quiere decir que el tiempo de caida es diferente. Si usamos la ecuacién del
tiempo de caida (nota 3.11), para una altura inicial de 50 metros y una altura
final de cero, obtenemos

_200m) 54 (8)
(9.81 m/s?)

Si usamos este tiempo en la ecuacién de la distancia en X, tenemos

dy=(56 m/s)(3.195) =178.64 m. 9)
—_—— ——
Vx t

5 Por supuesto, hubiéramos podido haber usado directamente la ecuacion del tiempo de caida
libre, pero eso hubiera podido confundir a ciertos lectores que creen que el tiempo de caida puede
depender de la velocidad en X. Para fines pedagdgicos es mejor derivar de nuevo la ecuacién.
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Asi, el helicoptero tendra que soltar la bolsa desde mucho mas cerca a la isla
que antes (antes habiamos hallado 253.12 metros). Esto tiene sentido, pues
entre menor sea altura menos tiempo tiene la bolsa para volar, asi que recorre
una menor distancia en X.

Finalmente, la razén entre la nueva distancia y la anterior es

dye  178.64
dox _17864m ., (10)
di. 25312m
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Problema de repaso 3.13.

Palabras clave: movimiento parabdlico, ve-
locidad, tiempo de vuelo, movimiento semi-
parabdlico, distancia horizontal, tiempo de
caida.

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(1) En un movimiento parabdlico el objeto no tiene velocidad constante.

(2) En todo movimiento parabdlico, el tiempo de vuelo total es igual a dos
veces el tiempo de altura maxima.

(3) Cuanto mayor sea la velocidad con la que es lanzado un objeto en X,
mayor serd el tiempo durante el cual el objeto vuela.

(4) En un movimiento parabdlico, lo que sucede en Y es como lo que sucede
en un caso de lanzamiento vertical.

(5) La distancia total recorrida en X en un movimiento parabdlico no
depende de lo que sucede en Y.

(1) Verdadero. El objeto tiene velocidad constante en X, pero velocidad variable
en Y, pues tiene aceleracién vertical g.

(2) Falso. El tiempo de vuelo total sélo es igual a dos veces el tiempo de altura
maximo si la altura final es igual a la altura inicial del lanzamiento. Pero no
siempre la altura inicial es igual a la final.

(3) Falso. El tiempo de vuelo en un movimiento parabdlico o semiparabdlico
s6lo depende de lo que sucede en Y, es decir, s6lo depende de la altura inicial y
de la rapidez inicial en Y.

(4) Verdadero. En un movimiento parabdlico, lo que sucede en Y es exactamente
lo que sucede en un caso de lanzamiento vertical.

(5) Falso. La distancia total recorrida depende de la rapidez inicial en X y de
la rapidez inicial en Y (nota 3.10). Que esta distancia dependa de la rapidez
inicial en Y no debe ser una sorpresa pues esta rapidez determina el tiempo de
vuelo (nota 3.10).
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Problema 3.14.

Palabras clave: dangulo de lanzamiento para
maxima distancia, altura y velocidad de un
proyectil en cierto punto de su trayectoria.

Un golfista realiza un excelente tiro al green. Si la magnitud de la velocidad
con la que la bola sali6é impactada fue v y el dngulo que hizo con respecto al
piso fue 6 (ver dibujo),

(a) Escriba una expresién para hallar la distancia d desde el punto de
impacto hasta el green en términos de la rapidez inicial y el 4ngulo
0. Con base en esa expresion, ;puede decir cudl es el dngulo para el
cual la distancia es mayor? (Pista: la siguiente identidad trigonométrica
puede ser util: sin 20 = 2cos Osin 0).

s

Suponga que la bola pasé rozando la parte mas alta de la copa de un
arbol de altura desconocida que estaba a una distancia d/3 del punto
de impacto. Escriba una ecuacién para la altura del arbol en términos
de la distanciad, v y ©.

(c) Dé una expresién para la velocidad en Y que tiene la bola cuando la
bola pasa por el drbol, en términos del angulo 6 y la rapidez v, y diga
si la bola esta subiendo o bajando en ese momento —use el resultado
del apartado (b)—.

Nota para todas las preguntas: Tenga en cuenta que el green estd a la misma
altura a la cual esta la bola inicialmente.

Solucién

:Qué informacion nos dan?

a), (b) y (c) Conocemos la rapidez v con la que la bola sale impactada y el éngulo 6 con el que
parte la bola. El arbol estd a una distancia d/3 del golfista y la bola pasa rozando el arbol. E1
green estd a la misma altura a la cual estd la bola inicialmente.
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¢Qué nos piden?

(a) Una expresion para la distancia d recorrida por la bola en términos de la rapidez inicial
y el angulo 6. Con base en esta expresion, decir cudl es el dangulo con el cual se alcanza
la méxima distancia.

(b) Una expresion para la altura del drbol si la bola pasé justo por encima de él, en términos
ded,vy0.

(c) Escribir una expresion en términos de v y 6 para la velocidad Y de la bola, y decir si la
bola esté subiendo o cayendo cuando pasa por el drbol.

(a) Empezamos por escoger un sistema de coordenadas. Pongamos el sistema de
coordenadas en la posicién del impacto, desde el cual se miden las distancias
al green y al arbol:

Ponemos el origen de nuestro sistema de coordenadas (en rojo) en el punto de
impacto porque desde ese punto se miden las diferentes distancias del problema.

La distancia total en X que tiene que recorrer la bola para llegar al green se
puede calcular usando el hecho de que en X distancia es rapidez por tiempo.
Sin embargo, no conocemos el tiempo y, aunque lo podriamos hallar, es més
sencillo usar lo que dice la siguiente ecuacién explicada en la nota 3.10:
d=220. (1)
8

En la respuesta no podemos dejar la distancia recorrida en términos de la
rapidez inicial en Y y la rapidez en X sino en términos de la rapidez inicial v,
pero podemos relacionar estas rapideces con la rapidez inicial asi:

La rapidez inicial en Y y la rapidez en X se pueden obtener a partir de la rapidez
total inicial y el dngulo 6 si usamos el tridngulo rectangulo dibujado.
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De esta figura podemos ver que vy = vcos6 y v;, = vsin0. Si usamos estas
rapideces en la ecuacién (1), obtenemos:

Vx Viy
—t——
d:2vcosevsin6: 2v2cosesin6' 2)
8 g

Esta ecuacién nos dice la distancia recorrida por la bola en términos de la
rapidez inicial y el 4ngulo inicial. Mas atn, este resultado se puede escribir de
forma mads sencilla si tenemos en cuenta la identidad trigonométrica sin(26) =
2cos0sin 0. Como en la ecuacién (2) tenemos 2cos Osin 0, entonces podemos
escribir

- vzsin(Ze)'

8

(3)

Acabamos de derivar una nueva ecuacién que nos permite calcular la distancia
recorrida en X en funcién del 4ngulo inicial y la rapidez inicial cuando el objeto
termina su vuelo a la misma altura a la que empieza.

Con base en el resultado hallado, debemos determinar cual es el angulo 6
para que la distancia recorrida sea la mayor posible. El angulo 0 para que
la distancia sea mayor es aquel dngulo que haga que sin(26) sea mayor. El
maximo valor que puede tomar la funcién seno es cuando el angulo es 90
grados, en cuyo caso seno es 1. Asi que sin 26 es mdximo cuando el dngulo 6 es
90 grados y esto ocurre cuando 0O es 45 grados. Asi que la distancia recorrida
por un objeto es maxima cuando el angulo de disparo es de 45 grados. Esto tiene
sentido porque la distancia recorrida depende de la rapidez en X y la rapidez
en X depende del coseno del dngulo. Ademas, la distancia recorrida depende
de la rapidez en Y y la rapidez en Y depende del seno del angulo. Asi que
necesitamos un equilibrio entre el coseno del angulo y el seno del dngulo; un
angulo cerca a 90 grados hace que el seno sea cerca a 1 pero al mismo tiempo
hace que coseno esté cerca a cero. Un dngulo muy pequeiio, cerca a cero, hace
que el coseno esté cerca a 1 pero el seno cerca a cero. Resulta que el equilibrio
se da precisamente cuando el dngulo es 45 grados, en cuyo caso el coseno y el
seno dan lo mismo (1/2/2).

Nota 3.12. Angulo de lanzamiento para la distancia maxima

La distancia total recorrida en X si conocemos el angulo inicial de
lanzamiento, la rapidez total inicial, y si el objeto termina a la misma
2v%cos 0sin @ _ v”sin(26)

8 8 ’

altura a la cual empezé es dy =

Esta distancia es maxima cuando 6 (el angulo de lanzamiento) es 45
grados.
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(b) Para hallar la altura del 4rbol debemos tener en cuenta que la bola pasa
justo por encima de este, asi que podemos encontrar la altura del arbol si
encontramos la altura de la bola cuando pasa por alli. Para hallar esta altura
de la bola necesitamos usar la ecuacién de movimiento en Y de la bola.

En Y la bola tiene aceleracién negativa de la gravedad, posicién inicial cero
(pues el origen esta en el piso) y rapidez inicial en Y igual a vsin® —como
dijimos en (a)—:
o Lo . .
yfy:—igt2y+(vsme)ty. (4)
—
viy

Ahora debemos hallar el tiempo en el cual la bola pasa por el arbol. Esto lo
podemos hacer si tenemos en cuenta que el drbol estd a una distancia de d/3 y
que la rapidez en X es v, = vcos 0. Como en X distancia es rapidez por tiempo,
tenemos

d/3=(vcosB)t,, (5)

——
Vx

donde hemos llamado ¢, al tiempo en el cual la bola llega hasta el arbol. Si
despejamos ese tiempo, tenemos

d/3
=t 6
vcos® (6)

Si ahora usamos este tiempo en la ecuaciéon (4), podemos obtener la posicién
en Y a la que pasa la bola cuando estd encima del 4rbol:
2
s L (43 N\
¥y = _2g(vcos€)) y+ (vsin) (vcos@

—— ————
ta tg

9. (7)

Simplificando un poco, esto da

o1 d? o df3 .
yfy__I%Sg(vzcosze)er(sme)(cose)V ®)
Si usamos que tan 0 = zg;g y aplicamos valor absoluto (pues la altura es la mag-

nitud de la posicién asi que debemos garantizar que esta altura sea positiva®),

obtenemos 5
1 d d.
= H‘mg(vzcm)“faneyH- “

6 En este problema tendria sentido ignorar el valor absoluto, pues es de esperarse que la altura
dé positiva. Sin embargo, no siempre es asi, y hay problemas en los que la altura puede ser negativa.
Asi que es mejor ser un poco mds rigurosos y acostumbrarse a usar el valor absoluto incluso en
problemas que no lo requieren.
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La anterior es la altura de la bola cuando ha recorrido la distancia X a la que
esta el arbol. Es decir, para que la bola no se choque con el arbol, el arbol debe
medir méximo lo que dice la ecuacién (9).

(c) Como en Y la aceleracién es constante, la velocidad Y de la bola est4d dada
por la ecuacién
Uy =§t+ 7. (10)

Si usamos el hecho de que el tiempo en el cual pasa la bola por el arbol esté
dado por la ecuacidén (6), que la direccién de la gravedad es negativa y que
la velocidad inicial en Y tiene magnitud v;;, = vsin6 y apunta en la direccion
positiva de Y, obtenemos

) a3 N,
vy:—g(vcose)yﬂzsmey. (11)
——— Viy

ta
Esto se puede expresar como

ﬁy:(—%ﬂzsine)yﬁ (12)
Pero en el enunciado nos piden que la expresién de la velocidad en Y sélo
pueda quedar en términos del dngulo O y la rapidez inicial v, y la ecuacién
(12) hace referencia a la distancia d. En la seccién (a) obtuvimos una expresién
para la distancia en términos de 8 y v —la ecuacién (2)—. Asi que podemos
usar la ecuacidn (2) en la ecuacidén (12):

d
—_——

202 cos Osin O

()
ﬁy:(— & +vsine)p. (13)

3vcosO

(Notemos que no usamos la ecuacidén (3) porque es mads facil simplificar si todo
queda en términos de O en vez de 20). Si simplificamos algunos términos en el
primer término derecho, esto da

. 2vsin O . .
vyz(—TH/sme)y. (14)
7 En vez de usar la ecuacion (10) podemos obtener la velocidad en Y usando el hecho de que

la rapidez en Y estd dada por Vizy = vizy + 2a(hf —h;), donde a es —g, la altura final es la altura del

arbol hallada en (a) y la altura inicial es cero.
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Finalmente, si sumamos, esto da
- v . A
Uy = gsme 7. (15)

Notemos que esta expresion sélo puede ser negativa si sin 0 es negativo, pero
sin O no puede ser negativo porque 6 esta entre ceroy 90 grados (si sin6 fuera
negativo, entonces la velocidad inicial en Y seria negativa, lo cual no puede
pasar porque la bola no se esta enterrando en el piso al ser impactada). Asi,
esta expresion tiene que ser positiva, es decir, la velocidad Y de la bola cuando
pasa por el arbol es positiva. Por lo tanto, la bola estd subiendo.

Hay otra forma sencilla de explicar por qué la bola tiene que estar subiendo.
Si la altura inicial y final es la misma, un objeto alcanza la altura maxima en
la mitad del tiempo de vuelo (nota 3.10), y en la mitad del tiempo de vuelo
la bola va por la mitad del recorrido en X. La mitad del recorrido en X es d/2
pero el drbol estd a una distancia de d/3. Es decir, cuando la bola pasa por el
arbol todavia no ha llegado a su altura maxima, asi que todavia debe de estar
subiendo.
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Problema 3.15.

Palabras clave: encuentro de un proyectil con
un objeto con velocidad constante, d&ngulo de
lanzamiento.

Una persona en una isla ve cémo un avién de guerra le dispara un misil a
un barco que se mueve con velocidad constante. Suponga que el misil da en
el objetivo en el tiempo t;. Ademads, la magnitud de la velocidad del barco,
medida con respecto a la isla, es vy. La altura inicial del misil es & y la distancia
entre la isla y el barco en el momento del disparo es d. Suponga que el misil no
tiene propulsién, asi que sigue un movimiento parabélico.

(a) Escriba una expresion para el dngulo de lanzamiento « indicado en la
figura para que el misil impacte el barco. Note que el dngulo es medido
con respecto a una linea paralela al mar.

(b) Escriba una expresién para la magnitud v, de la velocidad inicial del
misil.

Nota: desprecie la altura del barco.
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Solucién

;Qué informacion nos dan?

(a) y (b) La rapidez v}, del barco, la altura inicial h desde la cual es disparado el misil, el tiempo
t; de vuelo del misil y la distancia d entre el barco y la isla cuando el misil es disparado.
Debemos despreciar la altura del barco.

:Qué nos piden?
(a) Una expresién para el 4ngulo de lanzamiento « indicado en la figura para que el misil

impacte el barco.

(b) Una expresion para la magnitud vy de la velocidad inicial del misil.

(a) Como es costumbre, debemos escoger un sistema de coordenadas. El sistema
mas conveniente aqui es uno situado en la isla, desde el cual se mide la distancia
al barco, la altura del misil y cuyo eje X apunte en la direccién de movimiento
del barco y del misil:

Debemos hallar una expresion para el dngulo de disparo de modo que el misil
impacte el barco, as{ que debemos buscar ecuaciones en las que aparezca este
angulo.

Notemos que las velocidades iniciales en Y y en X dependen del dngulo, como
se aprecia a continuacion:



350 FisicA pAsoO A PASO. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

Descomponemos la velocidad inicial del misil en sus componentes. La magnitud
de la componente en Y es vj, y la magnitud de la componente en X es vx.

Notemos que la linea punteada sobre la que se mide el angulo « (sobre la que
estd la velocidad X) es paralela al eje X. En este dibujo se puede ver claramente
que el cateto adyacente al dngulo « es v,. Por lo tanto,

Vyx = Vpy; COS QL. (1)

Por su parte, en el mismo dibujo podemos ver que la magnitud de la velocidad
inicialen Y es
Viy = UpSina. (2)

Estas dos ecuaciones relacionan el dngulo o que buscamos con vy, vy, y V. El
problema es que no conocemos ninguna de estas variables, asi que debemos
usar mas informacidn.

Nos dicen que el misil impacta el barco en el tiempo t;. Para que el misil
impacte el barco se debe cumplir la condicién de que cuando el misil llegue al
mar su posicion en X debe ser la misma que la posicion X del barco. Escribamos
entonces las ecuaciones X de movimiento del barco y del misil.

La posiciéon X del barco estd dada por la ecuacién de un movimiento con
velocidad uniforme. En el caso presente la posicién inicial del barco es dx,
pues inicialmente el barco esta a una distancia d en la direccién positiva de
X. Ademds, la velocidad del barco es de magnitud v, y apunta en la direccién
positiva de X. Por lo tanto, la posicién en funcién del tiempo del barco es

Xy X = vptX +dX. (3)

Ahora escribamos la ecuacién en X del misil. La posicién X inicial del misil es
cero segun el sistema usado. No conocemos la velocidad X del misil aunque
sabemos que debe ser positiva y constante (es constante porque el misil sigue
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un movimiento parabdlico). Asi, podemos escribir la ecuacién de movimiento
en direccién X de esta forma:

XX = U tX. (4)

La velocidad en X del misil esta dada por la ecuacion (1), asi que la ecuaciéon
(4) queda
XmX =VpcosatX. (5)
—_——
Vx

Como habiamos dicho, para que el misil impacte el barco las posiciones en X
deben coincidir. Estas posiciones coinciden en el tiempo t; que es cuando el
misil impacta el barco. Por lo tanto, x,,% tiene que ser igual a x;X en el tiempo
t1. Asi que podemos igualar las ecuaciones (3) y (5) en dicho tiempo:

vt R+ dx = (v cosa)ty X (6)

xbf xmf

Aqui no conocemos v, y a. Por ahora, despejemos v, cos a dividiendo por el
tiempo t; y apliquemos la regla de oro:

vb+t— =V, COS (. (7)
1

Queremos hallar el angulo a pero no podemos hacerlo sélo con esta ecuacién
porque no conocemos vy, asi que debemos buscar més ecuaciones. Por ejemplo,
no hemos usado la ecuacién de movimiento en Y.

En Y el misil tiene aceleracién negativa y tiene velocidad inicial también
negativa porque sale disparado hacia abajo. Ademads, segtn el sistema escogido
la posicién inicial en Y es hy. Asi que la ecuacién de movimiento en Y del misil
es de esta forma:

1, o
yh =8t 9 - vigtg +hy. (8)

Podemos usar la ecuacién (2) para escribir la velocidad inicial en Y del misil en
términos de o y v

o Lo . f 1A
1% :—Egtzy—vmsm aty +hy. (9)
———
‘U,'y

Cuando ha pasado un tiempo ¢, la posicién Y del misil es 09, pues en ese
momento el misil impacta el barco que esta sobre el nivel del mar (altura cero):

1
op:_igﬁp—vmmnaﬁp+hy (10)
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Si pasamos el término v, sina al lado izquierdo y aplicamos la regla de oro,
obtenemos

1
vmsinatlz—ggtlz-kh. (11)
Si dividimos todo por t;, esto da

1 h
UpSina = -—gt; + —. (12)
2 f

De aqui tampoco podemos despejar a porque no conocemos vy,. Pero de la
ecuacién (7) podemos despejar vy, en términos de cosa y usar ese resultado
en la ecuacién (12) —también podemos despejar vy, de la ecuacién (12) en
términos de sin 0 y usar eso en la ecuacién (7)—. Si dividimos la ecuacién (7)
por cos a, tenemos

1 d
(vb+—):vm. (13)
cosa f

Ahora remplacemos esto en la ecuacién (12):

1 d 1 h
— ) )sina=-= —. 14
(Cosa(vh+tl))sma 2g1‘1+t1 (14)

—
Um

Antes de continuar, notemos que sin« estd en el numerador del término iz-
quierdo, mientras que cosa estd en el denominador, y eso es lo mismo que
tan o J 1 3
vp+— |tana=—-—gt; + —. 15
( b t ) 2g ! t1 (15)
Podemos dejar tan « sélo a la izquierda dividiendo por el término entre parénte-
sis que multiplica a tan a:

1gt . h
——gt + —
tana:u. (16)

d
(”h*a)

Esta ya es una expresién que nos permite hallar « en términos de variables
conocidas. Pero antes podemos simplificar un poco més el término derecho si
sumamos los fraccionarios en el numerador y en el denominador:

1 2
_Egtl + h
t

(Vbtl-i-d).
t

tana = (17)
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Si cambiamos 1/2 por 0.5 y simplificamos t;, esto queda

tana = ——>+——. (18)

Finalmente, usando arcotangente, podemos encontrar la expresién para a:

2
0.5gt +h)' (19)

o =arctan| -
vpt+d

(b) Ahora que tenemos una expresién para « es sencillo hallar una expresién
para la magnitud v,, de la velocidad inicial del misil. Por ejemplo, la ecuacién
(13) nos dice vy, en términos de coseno de «. Si usamos el hecho de que « esta
dado por la ecuacién (19), entonces la ecuacién (13) queda8

1

)
v+ — | = v (20)
0.5gt% +h ( n)o"
cos|arctan| —————
vyt +d
a
8 Otra forma de buscar una expresién para vy es con la ecuacion vy = | /v2 +vi2;u' Al seguir

esta ruta el lector va a llegar a una ecuacién que no es evidentemente equivalente a (20), pero si
reemplaza valores numéricos puede comprobar que si lo son.



354 FisicA PASO A PASO. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 3.16.

Palabras clave: distancia recorrida en caso de
proyectil disparado hacia abajo, altura des-
pués de cierto tiempo del recorrido.

Un tenista estd realizando un servicio como se indica en el dibujo. Tenemos
la siguiente informacién: el 4ngulo 6 que se mide entre el vector de velocidad
v de la bola y una linea paralela al eje X es 4°. La magnitud de la velocidad
inicial v de la bola es de 36 metros por segundo. La distancia d,, entre el tenista
y la malla medida a lo largo del eje X de la figura es de 12 metros. La altura
de la malla es 1 metro. Ademas, la distancia d; (en morado) es de 7 metros. Si
el tenista impacta la bola a una altura inicial & de 2.8 metros y si suponemos
que la trayectoria que sigue la bola se mantendrd alineada con el eje X, jsera
un servicio valido? (El servicio es vélido si la bola cae antes de que se termine
la linea en morado, d;). Use el sistema de coordenadas en azul indicado en el
dibujo.

Nota: haga todo en términos de las variables conocidas d,,, h, d;, v y 6, no con
nameros. S6lo ponga los nameros al final.

Solucion

:Qué informacion nos dan?

La magnitud de la velocidad inicial de la bola es de 36 metros por segundo. El 4ngulo que se
forma entre la velocidad inicial y una linea paralela al eje X es 6 = 4°. La distancia entre la
malla y el tenista es di; = 12 m y va a lo largo del eje X. La altura de la malla es de 1 m, la
distancia es dj es 7 m. La altura inicial es 2.8 m. La bola se mueve a lo largo de X. Debemos usar
el sistema de coordenadas indicado.
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¢Qué nos piden?

Debemos determinar si el servicio es védlido. Para que sea valido, la bola debe superar la malla y
caer dentro de los limites definidos por la distancia d;. Nos piden hacer todo en términos de las
variables conocidas di, h, dj, v y 0 y s6lo poner los nimeros al final.

Esta vez no tenemos que empezar por escoger un sistema de coordenadas
porque en el problema nos dan uno. Para determinar si el servicio es valido
debemos verificar dos cosas: primero, que cuando la bola llegue a donde esté
la malla tenga una altura de mas de un metro para que pueda superar la
malla. Y segundo, si la bola supera la malla, debe caer dentro de la distancia
permitida d;.

Para saber si la bola supera la malla debemos determinar la posicién en Y
para el tiempo en el cual la bola ha recorrido la distancia d,,. Como la bola
sale disparada hacia abajo, en Y la bola tiene cierta rapidez inicial negativa
(desconocida). Ademas, tiene aceleracién g negativa y tiene posicién inicial hp
(esta ultima es conocida). Podemos escribir la ecuacién en Y de la bola asi:

N . A
y9 =8t 9~ vigty + hy. (1)

Para hallar la velocidad inicial en Y descompongamos el vector de la velocidad
inicial, y para hacer esto es conveniente poner el vector a lo largo del eje X:

Situacidn inicial.

Trasladamos el vector v sin cambiar su direccién, de modo que su cola se ubique
en el origen del sistema de coordenadas.
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Hemos trasladado el vector de velocidad al origen de nuestro sistema para ver
de forma mads clara el tridngulo que forma el vector con el eje X cuando lo
descomponemos®:

vx
0

P Viy

Descomponemos el vector en vy (magnitud de la componente X) y v;, (magnitud

de la componente inicial en Y).

En este tridngulo se nota que vy =vcos 6 y v, = vsin 6. Si usamos esta informa-
ci6én en la ecuacién (1), obtenemos

y;}:—lgtz}?—(vsinﬁ)tﬁ+hﬁ. (2)
2 —

U,'y

Para saber si la bola super6 la malla nos interesa saber la posicién en Y de la
bola en el tiempo en el que la bola pasa por la malla. Para hallar el tiempo que
le toma a la bola llegar a la malla debemos usar la ecuacién de movimiento en
X.

En X la velocidad es constante, asi que distancia es rapidez por tiempo. La
distancia en X que tiene que recorrer la bola es d,;, y la rapidez en X es vy =
vcos 0. Por lo tanto, tenemos

dm = (vcos0) ty, (3)
—
Vx

donde hemos llamado t,, al tiempo que le toma a la bola llegar hasta la malla.
Si despejamos el tiempo, tenemos

dm

m =tm. (4)

9 En el capitulo de vectores aprendimos que si trasladamos un vector sin cambiar su direccién
el vector no cambia.
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Ahora debemos usar este tiempo en la ecuacién (2) para encontrar la posicién
en Y para el momento en que la bola pasa por la malla:

1 dw d
5 __ m A . m A h/\'
ymy Zg((vcosﬁ)) y Vsme((vcose))y+ y )
[ S — |

tm tm

donde y,; es la altura de la bola cuando pasa por la malla. Si aplicamos la regla
de oro y tenemos en cuenta que el segundo término del lado derecho tiene
sin O sobre cos O que es igual a tan 6, esto queda

_ 1 ( m )z—d tanO+h (6)
¥=728\Vcoso " ’

Esta es la expresion de la altura de la bola cuando pasa por la malla en término
de variables conocidas. Ahora si podemos usar los valores numéricos de cada
variable para saber si la bola pasa la malla.

h
— 2
y:—l(9.81 m/s%) 12m - -(12m)tan 4° +2.8 m=1.41 m.
2 (36 m/s)(cos 4° ) — L = ——
N————— — dm (S} h

v 9
(7)

La altura de la malla es de 1 metro, asi que la bola si pasa la malla.

Ahora debemos determinar dénde cae la bola para saber si cae dentro de la
distancia reglamentaria (este no es un caso en el cual la altura inicial sea igual
a la final, asi que no podemos usar la ecuacién de distancia en X que vimos en
la nota 3.10 o en la nota 3.12). En X distancia es rapidez por tiempo, asi que en
X, cuando la bola cae, tenemos

dy = (vcosO)t,, (8)

donde dy es la distancia en X donde cae la bola y ¢, es el tiempo en el cual cae
la bola. Lo tnico desconocido aqui es f,.

Podemos hallar t, usando la ecuacién de movimiento en Y, pues cuando la bola
cae la posicién en Y es 07. Si usamos esto en la ecuacién (2), obtenemos

1 . R A
09 = =28ty - (vsin0)tey + hy. ©)

Si aplicamos la regla de oro, esto queda

0:—%gt§—(vsin6)tc+h. (10)
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Notemos que esta es una ecuacién cuadratica en el tiempo. Si usamos los
valores numéricos, obtenemos

0= —%(9.81 m/s?)t2 - (36 m/s)(sin4°)t, + 2.8 m. (11)

Como la ecuacién cuadrética es de la forma ax +bx+c =0, podemos hacer la
siguiente identificacién: el término a que acompana la variable al cuadrado (2
en nuestro caso) es —1/2(9.81 m/s?). El término b que acomparia la variable a
la primera potencia (f.) es —(36 m/s)(sin4°). Y el término independiente c es
2.8 m. Por lo tanto, la solucién de esta ecuacién es

~ (36m/s)(sind°) + \/(—(36 m/s)(sin4°))” ~4(~1(9.81 m/s?)) (2.8 m)

te
2(-3(9.81 m/s%))

(12)

Esto nos da dos soluciones:

tc=-1.05s, tc=0.54s. (13)

La primera solucién no tiene sentido porque nos da un tiempo negativo, asi
que el tiempo correcto tiene que ser el segundo. Si usamos este tiempo en la
ecuacion (8) que nos da la distancia recorrida en X, y teniendo en cuenta que 0
es 4 grados y v es 36 metros por segundo, hallamos que la distancia en X es

dy=(36 m/s)(cos4°)(0.54s)=19.39 m. (14)
——

te

:Es valido el servicio? Notemos en el dibujo inicial que el servicio sélo es vélido
si cae dentro de los limites de la distancia d;. La minima distancia valida es
cuando la bola cae justo en el comienzo de d; (es decir, justo al final de d,,). En
ese caso, la distancia recorrida por la bola en X es 12 metros. Por otro lado, la
maxima distancia a la que puede caer la bola para un servicio vélido es d,, + d,
que es 12 metros mas 7 metros, es decir, 19 metros. Pero ya calculamos que la
bola recorre 19.39 metros. Por lo tanto, el servicio no es valido.
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Problema de repaso 3.17.

Palabras clave: altura maxima, dngulo de lan-
zamiento, distancia méaxima horizontal, velo-
cidad inicial en Y, tiempo de vuelo.

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(1) Si conoce el dngulo de lanzamiento y la velocidad total inicial de
lanzamiento, puede hallar la altura maxima alcanzada por el objeto
con respecto al nivel del mar.

(2) Cuanto mayor sea el angulo inicial de lanzamiento, mas distancia X
recorre el objeto.

(3) Sila velocidad de lanzamiento de un objeto A es de mayor magnitud
que la velocidad hacia arriba en un lanzamiento vertical de un objeto
B, entonces sabemos que A va a volar durante mas tiempo.

(4) Si un objeto lleva volando un tiempo dado por v;;/2g, donde v;; es
la rapidez inicial en Y, podemos estar seguros de que el objeto no ha
alcanzado la altura maxima.

(5) Sinos dicen la altura inicial de un lanzamiento parabdélico, y nos dicen
el tiempo de altura maxima, podemos hallar la altura del objeto en
cualquier otro tiempo que nos pidan.

(1) Falso. Ademds de la rapidez inicial en Y, que si podemos hallar con la velo-
cidad inicial y el 4ngulo, necesitamos conocer la altura inicial del lanzamiento.
Lo que si podemos hallar con estos datos es la diferencia entre la altura maxima
y la inicial.

(2) Falso. La mayor distancia en X se obtiene cuando el dngulo es de 45 grados
(nota 3.12). Un dngulo mayor a 45 grados da una distancia menor en X.

(3) Falso. El tiempo de vuelo de A no s6lo depende de la magnitud de la
velocidad inicial sino también del angulo de lanzamiento, y este angulo no
lo conocemos (si el angulo es muy pequeiio o cero, entonces el objeto no va a
volar mucho).

(4) Verdadero. El tiempo de altura méxima estd dado por viy/g, y viy/2g es
menor que v;,/g asi que en el tiempo v;;,/2¢ el objeto no ha alcanzado atin el
punto de altura méxima.

(5) Verdadero. Para hallar la altura del objeto en cualquier momento necesi-
tamos utilizar la ecuaciéon Y del objeto, que es § = (1/2)gt% + Uiyt + ;. En este
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caso conocemos la altura inicial, y también podemos hallar la rapidez inicial
en Y porque nos dan el tiempo de altura maxima. Con este tiempo podemos
despejar v;, usando v;, /g = tm.
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Problema 3.18.

Palabras clave: distancia final en Y entre dos
puntos, altura maxima, distancia horizontal,
tiempo de vuelo.

Camilo va a lanzar un dardo, como se ve en el dibujo. Nos dicen que la altura
méxima del trayecto medida con respecto al piso es hy,, y esta altura ocurre
cuando el dardo ha recorrido una distancia horizontal d,,. Ademads, conocemos
hi, que es la altura inicial del dardo medida con respecto al piso, y conocemos
la distancia horizontal D entre la posicién inicial del dardo y el tablero. Si el
centro del blanco del tablero (circulo rojo) esta a una altura h; con respecto al
piso, dé una expresién en término de las variables conocidas para la distancia
vertical a la que cae el dardo con respecto al centro del blanco. Haga esto
usando el sistema de coordenadas indicado en el dibujo.

| _ ol

1

:Qué informacién nos dan?

La altura inicial h; del lanzamiento, la distancia D en X entre el punto inicial del dardo y el
tablero, la distancia di; en X entre el punto de altura méximo y la posicién inicial. También
tenemos la altura del centro del blanco hy, y la altura maxima del trayecto hy,, ambas medidas
con respecto al piso. Debemos usar el sistema de coordenadas indicado.

¢Qué nos piden?

Debemos hallar una expresién para la distancia a lo largo del eje Y a la que cae el dardo del
centro del blanco.
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(a) No debemos empezar por escoger un sistema de coordenadas porque nos
dicen cual sistema usar. Para hallar una expresién para la distancia a la cual cae
el dardo del centro del blanco (circulo rojo), empecemos por recordar que la
distancia entre dos posiciones cualesquiera es la magnitud de la resta vectorial
entre las posiciones (nota 2.19). En nuestro caso, la distancia que buscamos es
aquella entre la posicién del blanco y la posicién de impacto del dardo.

Como el blanco estd a una altura h;, conocida, su posicién Y segin nuestro
sistema es h;, 7. Pero no conocemos la posicién Y del dardo cuando llega al
tablero, que vamos a llamar y;7. La distancia que queremos hallar esta dada
por

Dy = [ -s3] (1)

Notemos que en este problema no sabemos si el dardo cae arriba o abajo del
blanco, pues no nos dan datos numéricos. Si cae arriba, entonces la resta entre
hy9 y y¢9 serd negativa porque ys9 serd mayor que h;y. Esta es la razon por la
cual, para que la distancia entre h,9 y 9 sea positiva, debemos usar el valor
absoluto en la ecuacion (1).

Para hallar y¢9 y poder usar la ecuacién (1), empecemos por plantear la ecua-
cién de movimiento en Y del objeto. En Y el dardo tiene un movimiento con
aceleracion g negativa, velocidad inicial en Y v;,9 desconocida y positiva (sa-
bemos que es positiva porque el dardo sube hasta cierta altura maxima), y
altura inicial h; conocida y positiva. Teniendo en cuenta esto, la ecuacién de
movimiento en Y es de la siguiente forma:

N A . .
Y9 = =89 +vigty + iy, (2)
De aqui no conocemos v;,9. Ademés, como queremos hallar la posicién en Y
cuando el dardo llega al tablero, necesitamos hallar el tiempo que le toma al
dardo llegar al tablero. Para hallar este tiempo y v;,9 podemos usar la informa-

cién sobre la altura maxima alcanzada por el dardo. Recordemos que la altura
maxima de un objeto en lanzamiento vertical o en movimiento parabdlico esta

siempre dada por (nota 3.10)
2
1(Yi
Ym = 2(;)+}’i- (3)

En nuestro caso conocemos la altura maxima que es hy, y la altura inicial que
es h;. Por lo tanto, tenemos

2
ALY i (4)
2
—— 8 ——

Ym Vi
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Si pasamos h; al lado izquierdo de la igualdad, y después multiplicamos por
2g, esto queda
29 (s =) = V2. (5)

Finalmente, sacando raiz cuadrada, hallamos iyt

\% 2g(hm_hi)zvi;}- (6)

Adtn nos falta hallar el tiempo que le toma al dardo llegar al tablero. Si encon-
tramos la rapidez en X y usamos el hecho de que en X distancia es rapidez por
tiempo, podemos hallar el tiempo porque también conocemos la distancia D
recorrida en X. Para hallar la rapidez en X podemos usar el hecho de que hasta
el punto de altura méximo la distancia en X es d,,, asi que en X tenemos

A = Vitm, (7)

donde t,, es el tiempo de altura méaximo. El tiempo de altura maximo es facil
de hallar porque ya conocemos la rapidez inicial en Y, asi que podemos usar
(nota 3.10)

=t (8)

Si usamos el hecho de que v;, estd dado por la ecuacién (6), la ecuacion (8)
queda

‘U,'y
—_—

V28 (hm —hi)

4

=t 9)

Si metemos la ¢ del denominador dentro de la raiz (hay que meterla como g2),
y simplificamos con la otra g, esto nos da

2l = i) =ty (10)
4

Como el lector tal vez recuerde, esta es la ecuacién del tiempo de caida en

un movimiento en caida libre. Como el tiempo de subida es igual al tiempo

de caida, esto no es una sorpresa (nota 3.9). Si usamos el tiempo dado por la

ecuacioén (10) en la ecuacién (7), tenemos

Ay = vy M ) (11)
J 8

—_—_—

tﬂl
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Si dividimos por el término de la raiz, esto queda

LR (12)
[2(h=1;)
g

Ahora que tenemos la rapidez en X, podemos hallar el tiempo que le toma al
dardo llegar hasta el tablero. La distancia total recorrida en X es D, asi que la
rapidez en X multiplicada por el tiempo que queremos hallar nos debe dar la
distancia total D:

D=—" ¢, (13)

Vx

donde hemos llamado ¢ al tiempo que le toma al dardo llegar al tablero. Si
dividimos todo por el término que acompana a ty, esto da

z(hm _hi)

7g =
D 4, tr. (14)

Si ahora usamos este tiempo en la ecuacién en Y del dardo —ecuacién (2)—, y
si usamos v;; dada por la ecuacion (6), podemos obtener una expresion para la
posicién Y del dardo cuando llega al tablero:

.1 . R R
99 =—=g| DY—E | 9+/28(hm —hy) | DY—E— [p+h;. (15)
2 dm —_— dm
7}1'},
tf tf

Si elevamos al cuadrado el numerador y denominador del primer término que
esta entre paréntesis, y escribimos la multiplicacién de raices cuadradas del
segundo término como una sola raiz'?, esto queda

z(hm_hl) \/(Zg(hm_hl)) z(h?ng_hl)

1 5 b
y9=-38 DQ# y+|D i y+hiy. (16)

10 Dos rafces multiplicadas es lo mismo que una sola raiz de la multiplicacion. Por ejemplo,
V/4\/25 es igual a v/4x 25. En ambos casos la respuesta es 10.
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Esto mismo se puede simplificar atin mas. Primero, la raiz se pierde en el
segundo término y en el primero el 2 se cancela. Segundo, la aceleracién
gravitacional se cancela en ambos términos. Finalmente, en el segundo término
tenemos un 4 que sale de la multiplicacién de 2 por 2, y al aplicar raiz cuadrada
este cuatro se convierte en 2:

yip=-D? Lz;hf propUm=hi) s s (17)
dz dy

Si sacamos factor comun de (hy, - hi)dggﬁ para los primeros dos términos del
lado derecho, esto da

D D

yfﬁ:(hm—hi)—(Z——)ﬁ+hiﬁ. (18)
dWl dﬂl

Finalmente, podemos usar esta expresion para la posicién en Y en la ecuacién

(1):

. D [ .
D:‘hby—((hm—hi)(2—)y+hiy) . (19)
dm dﬂl
r9
Esto mismo se pude escribir asi:
D:H(hh—(hm—hi)2(2—2)+hi)ﬁ . (20)
dm dﬂl

Esta expresién nos da la distancia a la cual cae el dardo del centro del blanco.
De nuevo, no podemos saber si el dardo cae arriba o abajo, pero el valor
absoluto garantiza que, sea cual sea la situacion, la distancia nos dara positiva.
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Problema 3.19.

Palabras clave: velocidad inicial, distancia ho-
rizontal recorrida, uso se distintos sistemas de
coordenadas.

El gol que James Rodriguez hizo en el partido de octavos de final entre Colom-
bia y Uruguay del mundial de Brasil 2014 fue elegido mejor gol de ese afio.
James le pegd al balén cuando el balén estaba cayendo, el balén peg6 en el palo
superior de la porteria de Muslera (el arquero de Uruguay) y cruzé la linea de
gol. El tiempo que vold el balén desde que le pegé James hasta que tocé el palo
fue de aproximadamente 0.9 segundos. La altura sobre el piso desde la cual
le peg6 James fue de aproximadamente 31.5 centimetros. La altura a la que
estd el palo superior es de 2.44 metros. Ademas, James le pegd al balén cuando
estaba a mds o menos 26.5 metros del arco. Usando un sistema de coordenadas
cuyo origen esté en el prado justo debajo del punto de impacto, responda:

(a) ¢Cual fue la velocidad con la que sali6 el balén al ser impactado por
James?

(b) Aproximadamente a qué distancia horizontal (en X) de la linea de gol
se encontraba el balén cuando llegé a su altura maxima?

(c) Responda de nuevo (a) pero usando un sistema cuyo origen esté justo
en el punto de impacto (no en el prado) y segin el cual el eje Y apunta
hacia abajo.
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Solucion

:Qué informacion nos dan?

(a), (b) La altura inicial desde la cual sali6 el balén fue aproximadamente de 31.5 centimetros. E1
tiempo de vuelo del bal6én desde que salié disparado hasta que tocé el palo es de 0.9 segundos.
La distancia entre el arco y el punto de impacto es de mas o menos 26.5 metros. La altura a la
que esta el palo es de 2.44 metros. Debemos usar un sistema de coordenadas en el piso justo
debajo del punto de impacto.

(c) Debemos usar un sistema como el de antes pero con el eje Y apuntando hacia abajo.

¢Qué nos piden?
(a) Debemos decir la velocidad con la que salié el balén al ser impactado por James.

(b) Encontrar la distancia horizontal entre la linea de gol y el balén cuando el bal6n estd en
su altura maxima.

(c) Responder (a) con un sistema de coordenadas cuyo eje Y apunte hacia abajo.

(a) No debemos escoger un sistema de coordenadas porque en el enunciado
nos dicen que usemos uno con el origen en el pasto y justo debajo de balén:

Para determinar la velocidad con la que sali6 el balén al ser pateado por James,
necesitamos encontrar las componentes X y Y de esta velocidad. Una vez
encontramos estas componentes, podemos hallar la magnitud y direccién de la
velocidad inicial.

Comencemos por hallar la velocidad en X del balén. La distancia total recorrida
en X por el balén es de 26.5 metros. Ademads, el balén recorre esta distancia en
un tiempo de 0.9 segundos. Por lo tanto, como en X distancia es rapidez por
tiempo, tenemos

(26.5m) =v,(0.9s). (1)
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Asi que la rapidez vy es

(26.5m)

0.9°5) =29.44m/s =vy. (2)
Para hallar la rapidez inicial en Y podemos usar la ecuacién de movimiento
en Y, pues conocemos el tiempo de vuelo, la posicién final en Y y la posiciéon
inicial en Y. Segtin nuestro sistema de coordenadas, la posicién inicial del balén
es (0.315 m)7y (hemos pasado 31.5 cm a metros). La posicion final es (2.44 m)7,
que es cuando el balén toca el poste, la aceleracién es g y es negativa, y el
tiempo de vuelo es de 0.9 segundos. Por tltimo, la rapidez inicial en Y debe ser
positiva (el balén sale hacia arriba). Por lo tanto, la ecuacién de movimiento en
Y queda asi:

(244 m)p = —1(9.81 m/s%)(0.9 5)%9 +v;y(0.95)9+(0.3155)7. (3)
2 —_— —_—

———— ——

P t t viy

Si aplicamos la regla de oro, dejamos el término que tiene v;; solo a la derecha

y sumamos todo lo que se puede sumar, esta ecuacién queda

6.10m=v;,(0.9 5). (4)

Finalmente, si dividimos entre el tiempo esto da

6.09 m
0.9s

=6.78 m/s = vjy,. (3)

Ahora que conocemos tanto la rapidez en X como la rapidez inicial en Y
podemos hallar la rapidez inicial total. Recordemos que la magnitud de un
vector estd dada por la raiz cuadrada de la suma de la magnitud de cada
componente al cuadrado, asi que en este caso tenemos

v=\/v§+vi2y. (6)

Si usamos la rapidez en X dada por la ecuacién (2) y la rapidez inicial en Y
dada por la ecuacién (5), la ecuacién (6) queda

v=1/(29.44 m/s) + (6.78 m/s)? =30.21 m/s. (7)
[ —; —_———
Vx Viy

En palabras, la rapidez con la que sali6 el balén fue de 30.21 metros por
segundo, que es igual a 108.76 kilémetros por hora. Sélo nos falta hallar la
direccién en la cual salié disparado el balén.
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La direccion es facil de hallar porque conocemos ambas componentes y también
conocemos la magnitud de la velocidad inicial. Como ya hemos hecho en
varios problemas, la componente X es adyacente al angulo de lanzamiento y la
componente Y es opuesta al dngulo:

\%

y

La rapidez inicial en Y es el cateto opuesto y la rapidez inicial en X es el cateto
adyacente.

Por lo tanto, la componente X sobre la magnitud de la velocidad inicial (que es
la hipotenusa) nos da el coseno del angulo:

29.44
v _2944m/s m/s =0.97 =cos 6. (8)
v 30.21 m/s
Asi que O es
0 =arccos(0.97) =12.88°. (9)

Asi, la velocidad inicial tiene magnitud de 30.21 metros por segundo y apunta
en direccién de 12.88 grados con respecto al eje X, medidos en el sentido
contrario a las manecillas del reloj.

(b) Para hallar la distancia horizontal entre el balén y la linea de gol cuando
el balén alcanza su altura méxima, debemos determinar cuanta distancia ha
recorrido el balén a lo largo de X cuando llega a su altura méaxima. Para hallar
esta distancia, necesitamos la rapidez en X que ya conocemos y el tiempo de
altura maxima que no conocemos. Recordemos (nota 3.10) que este tiempo de
altura méxima esta dado por

Vi
ﬂztm- (10)

Segun la ecuacién (5), viy es 6.78 m/s. Asi que el tiempo de altura maxima es

Viy
—
6.78 m/s

079 M8 _ 696, 11
9.81 m/s s (11)
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Como en X distancia es rapidez por tiempo, en este tiempo la distancia recorri-
daes

+=(29.44m/s)(0.69 s) =20.31 m. (12)
N———o N——
Vx t

Entre la linea de meta y el punto de impacto hay una distancia de 26.5 metros
en X. Seguin la ecuacién (12), el balén ha recorrido 20.31 metros en X. Por lo
tanto, el balén esta a 26.5 m-20.31 m = 6.19 m de la linea de gol. Es decir,
cuando llega a su altura méxima el balén casi esta en el drea pequeria del
arquero (en las cinco con cincuenta), lo que explica lo dificil que era para el
arquero atajarlo.

(c) Ahora debemos usar un sistema cuyo origen esté en el punto de impacto
del balén y cuyo eje Y apunte hacia abajo, tal como se indica a continuacién:

La rapidez en X es la misma porque la distancia recorrida en X sigue siendo la
misma y porque el tiempo sigue siendo el mismo. Asi que la ecuacién (1) sigue
siendo valida. Ahora, para hallar la rapidez inicial en Y debemos volver a usar
la ecuacién de movimiento en Y, s6lo que ahora esta ecuacién tiene otra forma.
Primero, la posicién inicial en Y es cero con el nuevo sistema. En segundo lugar,
la velocidad inicial en Y es negativa porque ahora hacia arriba es negativo y la
aceleracion de la gravedad es ahora positiva. Finamente, con respecto a este
sistema nuevo la altura final es de 2.44 m-0.15 m = 2.125 m, como se aprecia a
continuacién:



Caipa LIBRE, LANZAMIENTO VERTICAL Y MOVIMIENTO PARABOLICO 371

2.44 m

0.315 m

Con respecto al nuevo sistema, la altura del poste es de 2.125 metros (en azul) y
no de 2.44 metros, pues el nuevo sistema estd a 0.315 metros sobre el pasto.

Como la altura final estd en la parte negativa del eje Y del nuevo sistema, debe
ir con un signo menos. Asi, la ecuacién de movimiento en Y para el balén segin
este sistema queda

1
~(2125m)9=+-(9.81 m/s%)(0.9 8)%9 - v;,(0.98)9 + (0 m ). (13)
—— —— ——
vy f t ;P

Si pasamos el término que tiene v;; al lado izquierdo y movemos los otros
términos a la derecha, sumamos lo que se pueda sumar y aplicamos la regla de
oro, obtenemos

v;,(0.95) =6.10 m. (14)

iEste es exactamente el mismo resultado que el dado por la ecuacién (4)! Asi
que no es necesario continuar, pues podemos repetir los mismos pasos de antes
y llegaremos a la misma rapidez inicial en Y. El 4&ngulo 6 también es el mismo,
pues lo seguimos midiendo tal como antes con respecto al eje X.

No nos deberia sorprender que la rapidez inicial sea la misma pues recordemos
que las magnitudes de los vectores no cambian si cambiamos de sistema, y
la rapidez es la magnitud de la velocidad (nota 2.3). El lector puede pensar
que todo da lo mismo con este nuevo sistema pero en realidad no; la velocidad
inicial en Y y la aceleracién de la gravedad son diferentes porque son negativas.
Como hemos comprobado en distintas ocasiones, las direcciones no siempre se
preservan cuando cambiamos de sistema de coordenadas.
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Problema 3.20.

Palabras clave: angulo de proyectil para pe-
garle a objeto en caida libre, distancia total
entre dos objetos en vuelo.

Un gigante con armadura estd a punto de soltar una gran piedra sobre una
valiente guerrera, como se ve en el dibujo. Desde una muralla cercana, que estd
a una distancia d de la guerrera, los aldeanos van a disparar una bala de canén
para que le pegue a la piedra, y asi salvar a la guerrera. La altura inicial de
la piedra es hj con respecto al piso, la altura inicial de la bala de cafién es hy,
también con respecto al piso, y la magnitud de la velocidad inicial de la bala es
V.

(a) Escriba una expresién para el angulo de disparo de modo que la bala de
canoén le pegue a la piedra cuando esta esté cayendo libremente. Tenga en
cuenta que el cafién dispara justo cuando el gigante suelta la piedra.

(b) Desde la perspectiva del cafién, jel angulo hallado anteriormente apunta
arriba de la posicién inicial de la pierda, abajo de la posicién de la piedra o
justo a la posicién inicial de la piedra?

(c) Suponga que la distancia d es de 250 metros, la altura inicial de la bala
de cafién es 5 metros, la piedra es soltada desde una altura de 15 metros y la
rapidez inicial de la bala es de 170 metros por segundo. Con base en esto, ;a
qué altura estd la piedra cuando la bala de cafién le pega?

(d) Con base en la misma informacién de (c), ;a qué distancia estd la piedra de
la bala cuando la bala esta en su altura méaxima?

i)
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Solucién

:Qué informacion nos dan?

(a) y (b) La rapidez inicial v; de la bala, la altura inicial /i, desde la cual es soltada la piedra, la
altura inicial h;, de la bala y la distancia d entre el punto de disparo de la bala y la guerrera. El
canoén dispara justo cuando el gigante suelta la piedra.

(c) y (d): v; es 170 metros por segundo, hp es de 15 metros, hy, es de 5 metros y d es de 250
metros.

¢Qué nos piden?

(a) Debemos dar una expresion para el dngulo de disparo de forma que la bala le pegue a
la roca cuando esta esté cayendo.

(b) Debemos decir si el 4ngulo de disparo apunta hacia la posicién inicial de la piedra, o
arriba o abajo de esta posicion.

(c) Debemos encontrar la altura de la piedra cuando la bala de cafién la alcanza.

(d) Debemos encontrar la distancia entre la bala de cafién y la piedra cuando la bala estd
en su punto de altura méaxima.

(a) Como siempre, empezamos por ubicar un sistema de coordenadas. Ponga-
mos uno que esté en la posicién de la guerrera:

i)

Ahora, seglin este sistema, la posicién inicial Y de la piedra es h,9 y la posiciéon
inicial Y de la bala es hjp. Ademads, la posicién inicial de la bala a lo largo de X
es d%. Debemos encontrar el dngulo de disparo y para hacerlo debemos tener
presente lo siguiente: para que la bala le pegue a la piedra la posicion en X yen Y
de la piedra v de la bala deben ser iguales.
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Comencemos por escribir las ecuaciones de movimiento. La ecuacién de mo-
vimiento de la piedra es sencilla porque es un caso de caida libre (velocidad
inicial cero):

Lo
vp9 = =589+ hy3, (1)

donde hemos llamado y,7 a la posicién Y de la piedra. Por su parte, la bala
sigue un movimiento parabdlico asi que tiene una ecuacién de movimiento
en XyenY. EnY la bala tiene cierta velocidad inicial v;, desconocida (pero
sabemos que es positiva porque la bala sube), altura inicial ;7 y aceleracién
de la gravedad:

.1 R . .
Vo9 = =289 +viyt + hp3, (2)

donde hemos llamado ;7 a la posicién Y de la bala. En X la bala se mueve
con velocidad constante y, como dijimos, su posicién inicial es dX. Ademas, la
velocidad en X es desconocida pero sabemos que tiene direcciéon negativa en X
segln el sistema elegido. Por lo tanto, la ecuacién de movimiento en X queda
asi:

XpX = —vytX +dX. (3)

Como ya dijimos, para que la bala le pegue a la piedra, las posiciones de ambas
deben coincidir. Primero, esto quiere decir que la posiciéon X de la bala debe
ser cero, pues esta es siempre la posicién de la piedra (la piedra se mueve s6lo
a lo largo del eje Y). Asi que si ponemos esta condicién en la ecuacién (3), y
llamamos t. al tiempo en el cual se encuentran la bala y la piedra, obtenemos

0% = —vxteX +dX. (4)
Si aplicamos la regla de oro y pasamos el término de la velocidad al otro lado,

la ecuacién queda
Uyt =d. (5)

No conocemos ni la velocidad X ni el tiempo de encuentro, asi que esta ecuacién

no sirve mucho por ahora. Como en el tiempo de encuentro la posicién Y de la
piedra y la roca son iguales, entonces podemos igualar la ecuacién (2) y la (1):

U PR
8L D+ hpP === glrY + vigted + Iy (6)

xpX xpX
Notemos que los términos con aceleracién se cancelan, y llegamos a
hpp =7y teﬁ + hb?- (7)

Si pasamos el término de la altura inicial de la bala al otro lado y aplicamos la
regla de oro, obtenemos
hp_hb:viyte- (8)
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Podemos escribir el tiempo de encuentro en términos de la distancia d y la
rapidez en X si usamos la ecuacién (5):

Si usamos este tiempo en la ecuacién (8), obtenemos

d
hp—hb:v,-y(v—). (10)
X
——

te

Esta ecuacién relaciona la rapidez inicial en Y y la rapidez en X con variables
conocidas.

Lo que debemos hallar es el dngulo de disparo, pero recordemos que el dngulo
de disparo esta relacionado con las rapideces iniciales, como se aprecia a
continuacién:

v

ry

0
1%

X

[ Larapidezinicial en Y es el cateto opuesto y la rapidez en X es el cateto adyacente. |

Si llamamos 0 al dangulo de disparo, y usamos el tridngulo recién dibujado, la
ecuacion (10) se puede escribir asi:

‘l/,'y
—
hy —hy :vsine(

vcose)’ (11)

—_———
Vx

La rapidez v se cancela y seno sobre coseno es tangente, asi que esto se puede
escribir asi:
hy —hy = dtan©. (12)



376 FisicaA pAsoO A PASO. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

Si dividimos por d, tenemos
h,-h
P tane. (13)

Finalmente, sacando arcotangente, obtenemos una expresioén para el dngulo de
disparo:

h,—-h
arctan( pd b)=9. (14)

(b) Debemos decir si desde la perspectiva del cafién el angulo recién hallado
apunta hacia arriba o abajo de la posicién inicial de la piedra. ;Cémo podemos
saber esto? Una forma de averiguarlo es haciendo un triangulo que relacione
las diferentes cantidades que aparecen en la ecuacién (13), de la siguiente
forma:

En esta figura dibujamos un tridngulo cuya base es d, su altura es h, - hy y
tiene un angulo a desconocido. Si el dngulo de disparo O es igual a «, entonces
el cafién debe apuntar a la piedra. Si O es mayor a «, entonces el cafiéon debe
apuntar encima de la piedra y si es menor debe apunta por debajo de la piedra.
Segtn este dibujo, la tangente de « serd igual a h, —hy, (que es el cateto opuesto)
sobre d (que es el cateto adyacente). Es decir,

hy —hy

7 =tana. (15)

La parte izquierda de esta ecuacion es exactamente igual a la parte izquierda
de la ecuacién (13), jasi que tangente de « tiene que ser igual a tangente de 0!
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Por lo tanto, o tiene que ser igual a ©. Es decir, el cafion tiene que apuntar justo a
la piedra, no maés arriba o mas abajo.

Nota 3.13. Angulo de disparo para darle a objeto en caida libre

Si queremos disparar un proyectil de forma que le pegue a un objeto en
caida libre, y si el proyectil se dispara al mismo tiempo que el objeto
comienza a caer, entonces el proyectil debe apuntar a la posicién inicial
del objeto, no mas arriba ni mas abajo.

(c) La altura de la piedra cuando la bala la alcanza se puede hallar teniendo
en cuenta los valores numéricos que nos dan. La altura de la piedra se puede
hallar con la ecuacién (1), pero para eso necesitamos primero saber cudnto
tiempo lleva cayendo la piedra cuando la bala la alcanza (es decir, necesitamos
averiguar cudl es el tiempo de encuentro).

El tiempo de encuentro se puede hallar con la ecuacién (9), pero para eso
necesitamos primero la rapidez en X. Y para hallar la rapidez en X necesitamos
conocer el dngulo, pues vy = v; cos 0. Al dngulo lo podemos obtener usando la
ecuacion (14):

hp hy
—_——
15m-5m

250 m
——

d

arctan( ) =2.29° (16)

Con este angulo y la rapidez inicial podemos obtener la rapidez en X de la
bala:
vy =(170 m/s)c0s2.29° =169.86 m/s. (17)
—_——
v;

Con esta velocidad podemos hallar el tiempo de encuentro usando la ecuacién

(9):
d
—

B 250 m
7 169.9 m/s

—_—
Vx

=1.47s. (18)

e

Finalmente, si usamos este tiempo en la ecuacién de movimiento en Y de la
piedra —ecuacién (1)—, y usamos los demads valores conocidos, obtenemos

Vp) = —(;(9.81 m/s*)(1.47 s)z)ﬁ+ (15m) 7 = (4.4 m)7. (19)
——— —
te hy
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Es decir, la piedra es alcanzada por la bala cuando la piedra est4 a una altura
de 4.4 metros.

(d) Debemos hallar la distancia entre la bala y la piedra cuando la bala esta
en su altura méaxima. Para entender mejor esta distancia, consideremos el
siguiente dibujo que representa el momento en que la bala llega a la altura
maéxima:

: ybmj\)

Hemos llamado a la posicién de la bala en su momento de maxima altura vy, 9, y
YpmY a la posicién de la piedra en ese mismo momento. xp,,, % es la posicién X de
la bala en su punto de méxima altura. Notemos que la hipotenusa del tridngulo en
verde es precisamente la distancia que buscamos.

Lo que debemos hallar es D, que es la distancia entre la bala en su punto de
méxima altura y la piedra en ese mismo instante. En el dibujo es claro que Dy,
es la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo con catetos Dy y D,. Asi que Dy,

esta dado por
Dpp =y /D§+d§. (20)

Para usar esta ecuacion debemos hallar Dy y D,. Como tanto Dy y D, son
distancias, para hallarlas debemos buscar la magnitud de la resta de la posicién
entre los dos puntos que nos interesan. En particular, D, es igual la magnitud
de la resta entre la posicién Y de la bala y la posicién Y de la piedra en ese
mismo momento:

Dy = 9o = ypm?| - (21)

El valor absoluto es crucial (estamos buscando una magnitud) porque no
sabemos cual posicién en Y es mayor, y debemos garantizar que, como toda
distancia, el resultado dé positivo.
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Conocemos la rapidez inicial de la bala y conocemos el dngulo de disparo, asi
que podemos hallar la rapidez inicial en Y y con ella podemos hallar la altura
mdxima. La rapidez inicial en Y de la bala es v, = v;sin 0, asi que tenemos

vjy = (170 m/s)sin2.29° = 6.79 m/s. (22)
—_——— ~——
v 0

La altura méxima esta dada por la ecuacién

2
hmzl(w)+hi. (23)
2\ g

Si usamos los valores conocidos, esta altura nos da

Viy
2
1{ (6.
H =~ m +5m =7.35m. (24)
2\ 9.81m/s —_—
—_——— h;
8

Es decir, yp,,9 = (7.35 m)7.

Para usar la ecuacién (22) atin nos falta hallar y,,,9, la posicion Y de la piedra
cuando la bala llega al punto de altura maxima. Esta posicién la podemos
hallar usando la ecuacién (1) si conocemos el tiempo en que la bala llega a la
altura maxima. Este tiempo lo podemos hallar usando la ecuacién

.
2t (25)

Si reemplazamos el valor de la rapidez inicial en Y que ya conocemos, llegamos

a
‘l/,'y

—_—

6.79 m/s

9.81 m/s>
| —

8

=0.69 s =t (26)

Ahora usemos este tiempo en la ecuacién (1):

YpmD = —%(9.81 m/s2)(0.69 s)%9 + (15 m)9 = (12.66 m)9. (27)

t Iy
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Como ya conocemos v,V y Ypm¥ podemos usar la ecuacion (22):

Dy:H(7.35 m)j-(12.66 m)g}H:5.3l m. (28)

Yomd Ypm 7

Ahora debemos hallar Dy. En el ultimo dibujo es claro que Dy no es mas que la
magnitud de la posicién X de la bala de cafién en su punto de maxima altura,
es decir,

Dy [xpmZ] - (29)

Podemos hallar la posicién X en el punto de altura méxima usando la ecuaciéon
(3). Ya conocemos el tiempo de altura maxima que es 0.69 s —ecuacién (27)—,
conocemos la rapidez en X que es 169.86 m/s —ecuacién (17)—, y conocemos
la distancia inicial en X que es 250 metros. Usando estos valores en la ecuacién
(3), obtenemos

xpX=—-(169.86 m/s) (0.69s) £+ (250 m) £ = (132.8 m)%, (30)
—_— S —
Vy tm d

Dy es simplemente la magnitud de la anterior posicién.

Dy = [(132.8 m)#| =132.8 m. (31)

Finalmente, si usamos los valores hallados de Dy y Dy en la ecuacién (21),
podemos hallar la distancia buscada:

pr=\/(132.8 m)®+(5.31 m)*=132.9 m. (32)
——— ~—
Dy D}'

En palabras, cuando la bala esta en su punto de altura maxima, estd a una
distancia de 132,9 metros de la roca.
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3.1 NoTASs DEL cAPiTULO

Nota 3.1: Movimiento en caida libre.

Un movimiento en caida libre cumple dos cosas:

(1) El objeto es liberado desde el reposo.

(2) El objeto cae con la aceleracién de la gravedad, que tiene magnitud g.

Este movimiento es un caso especial de aceleracién uniforme, y su ecuacién de
movimiento es ys = %g’tz + 7.
Nota 3.2: Tiempo de caida libre.

El tiempo que se demora en caer un objeto en caida libre desde una altura

inicial h; hasta una altura final h estd dado por / @ =t.

Este tiempo no depende del sistema de coordenadas elegido.

Nota 3.3: Velocidad final en caida libre.
Si usamos un sistema en el cual la aceleracién gravitacional es positiva, la

velocidad final en un movimiento en caida libre es vy = /2¢(h; - hy)7.

Si usamos un sistema en el cual la aceleracién de la gravedad es negativa esta

velocidad es v = —/2¢(h; —hy)9.
La rapidez en ambos casos es la misma: vy = /2¢(h; = hy).

Nota 3.4: Velocidad final en caida libre conociendo el tiempo de caida.

Si conocemos el tiempo de caida, podemos hallar la velocidad final usando la
ecuacion vy = —gt7 en el caso de que usemos un sistema en el cual la aceleracién
gravitacional es negativa. O la ecuacion vy = gty si usamos un sistema en el
cual la aceleracién de la gravedad es negativa. La rapidez en ambos casos es la
misma: vy = gt.

Nota 3.5: Lanzamiento vertical.

El lanzamiento vertical es un tipo de movimiento en el cual el objeto es lanzado
de modo vertical, hacia arriba o hacia abajo, con cierta velocidad inicial distinta
de cero. Un objeto lanzado asi sigue un movimiento rectilineo uniforme con
aceleracién g hacia abajo (hacia el centro de la Tierra).
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Nota 3.6: Tiempo de altura maxima.

El tiempo en el cual un objeto que es lanzado con cierta velocidad vertical
alcanza la altura maxima se puede calcular dividiendo la rapidez inicial por
g % = t,,. Esta ecuacién se deriva de la ecuacién v = dt + v; usando que la

velocidad es cero en la altura méxima.

Nota 3.7: Altura maxima dada la rapidez inicial.

La altura maxima h,, alcanzada por un objeto en un lanzamiento vertical se
puede hallar si conocemos la rapidez inicial v; usando la siguiente ecuacién:

2
hng(%).

Si el objeto es lanzado desde una altura inicial #;, entonces la altura méxima es

2
B = % (%’) + h;, pues debemos sumar la altura inicial del lanzamiento.

Nota 3.8: Velocidad inicial y final en lanzamiento vertical.

En un lanzamiento vertical, la velocidad inicial del objeto tiene la misma
magnitud y direccién contraria a la velocidad del objeto cuando regresa al
mismo punto desde el cual fue lanzado.

Nota 3.9: Tiempo de subida y tiempo de caida.

En un lanzamiento vertical, el tiempo que le toma a un objeto subir a su altura
maxima es igual al tiempo que le toma caer desde la altura méxima. El tiempo

de caida desde la altura maxima es /2%'" =t donde h,;, es la altura madxima. El
tiempo de subida hasta la altura maxima es % = t,,. Como ambos tiempos son

iguales, podemos usar cualquiera de las dos ecuaciones para calcularlo (la que
sea mas conveniente segtin el problema).

Nota 3.10: Movimiento parabélico.

En un movimiento parabdlico el objeto sigue dos movimientos simultaneos;
un movimiento en X que tiene velocidad constante, y un movimiento en Y que
tiene aceleracién constante de magnitud g.

. S . v . e e .
El tiempo de altura maximo es % =t, donde v;, es la rapidez inicial en Y.

El tiempo de vuelo total, si el objeto termina a la misma altura de la que parti6,
es dos veces el tiempo anterior: 2% =t.

1}2
La altura maxima alcanzada por el objeto es y,, = % (;) +7v;, donde y; es la

altura inicial.
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La distancia en X total recorrida por el objeto, si termina a la misma altura de
la que partio, es dy = 2%

Nota 3.11: Tiempo de caida en un movimiento semiparabélico.

Un movimiento semiparabdlico es aquel en el que un objeto que estd a cierta
altura del piso sale disparado con cierta rapidez inicial en X y rapidez cero en
Y.

Si la altura inicial en Y es h;, el tiempo que le toma al objeto caer hasta otra
altura menor hy es igual al tiempo de caida en una caida libre, y no depende

de la velocidad en X:
o ‘ 2(h; - hf)
7g .

Nota 3.12: Angulo de lanzamiento para la distancia maxima.

La distancia total recorrida en X si conocemos el dngulo inicial de lanzamiento,
la rapidez total inicial, y si el objeto termina a la misma altura a la cual empezé
es

_ 2v2cos 0sin O B v%5in 20

dy =
8 8

Esta distancia es maxima cuando O (el dngulo de lanzamiento) es 45 grados.

Nota 3.13: Angulo de disparo para darle a objeto en caida libre.

Si queremos disparar un proyectil de forma que le pegue a un objeto en caida
libre, y si el proyectil dispara al mismo tiempo que el objeto comienza a caer,
entonces el proyectil debe apuntar a la posicién inicial del objeto, no mds arriba
ni mas abajo.
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3.2 PROBLEMAS SIN SOLUCIONAR

1. Homero se lanza en paracaidas desde una altura de 2000 metros. Suponga
que el tiempo en el que esta con el paracaidas abierto es 20 veces el tiempo en
el que estd sin el paracaidas abierto (cuando tiene el paracaidas abierto, cae
con velocidad constante).

(a) ¢En qué tiempo desde que salté abrié el paracaidas?

(b) ¢A qué altura sobre el suelo estaba cudndo abre el paracaidas?

2000 m

Problemas similares: 3.1, 3.2.

2. Un péjaro que estd en una rama deja caer de forma vertical una lombriz desde
una altura hp. En ese mismo momento una rana salta en direccion vertical,
hasta una altura méxima h,.

(a) Escriba una expresién para la rapidez inicial de la rana, en términos de
la altura méxima a la que llega.

(b) Escriba una expresién para la distancia a la que se encuentra la lombriz
de la rana cuando la rana llega a su altura méxima.
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(c) Escriba una expresién para la rapidez de la lombriz cuando la rana estéa
a una altura h,/2.

Problemas similares: 3.3, 3.5.

3. Juliana esta saltando en un juguete que tiene un resorte, como se muestra en
el dibujo. Suponga que desde el punto de mayor compresién hasta el punto en
que sus pies se separan transcurre un tiempo de 0.5 segundos, y el resorte le
da una aceleracién constante de magnitud de 20 m/s?.

(a) ¢En qué tiempo llega Juliana a su altura maxima?

(b) Cual es la velocidad de Juliana un segundo después de que se separa
del juguete?

(c) Sila aceleracién inicial hubiera sido el doble de lo que fue, ;cuédntas
veces la altura maxima inicial seria la altura méxima alcanzada?
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a=20m/s’

g

Problemas similares: 3.5, 3.7.

4. Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(a) Un movimiento de caida libre es un movimiento con velocidad variable.

(b) El tiempo de caida en un caso de caida libre depende del sistema de
coordenadas usado.

(c) Si conocemos el tiempo de caida, podemos hallar la velocidad final del
objeto en un caso de caida libre.

(d) Si en un caso de caida libre dividimos la diferencia de altura por dos,
el tiempo de caida se reduce a la mitad.

(e) La aceleracién en un caso de caida libre no es proporcional al tiempo
de la caida.

Problema similar: 3.4.

5. Liliana deja caer libremente un tornillo desde una altura desconocida. Ella
escucha el tornillo sonar un segundo después. La rapidez del sonido es 343
m/s.

(a) Halle la altura desde la que Liliana dejé caer el tornillo.

(b) Si Liliana lanza otro tornillo desde la misma altura, pero ahora de
forma vertical hacia arriba con rapidez de 12 metros por segundo,

scuanto tiempo se va a demorar en escuchar el sonido que hace al tocar
el suelo?
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B £

A

Problema similar: 3.5.

7\

6. Para grabar una pelicula de accién, Angelina tiene que saltar desde un
puente, al tiempo que un tren pasa por debajo del puente (ver dibujo). Angelina
tiene que caer en el vagén rojo porque los otros son muy peligrosos. El vagén
rojo tiene una altura de 3 metros y tiene una longitud de 5 metros. Inicialmente
Angelina estd a 6 metros del suelo.

(a) Si Angelina salta de forma que en su altura mdxima estd a 7 metros del
suelo, y si el tren tiene una rapidez de 2 metros por segundo, jcudnto
antes de que llegue el vagén rojo al puente tiene que saltar Angelina
para que alcance a caer en el vagén rojo? Ignore el desplazamiento ho-
rizontal de Angelina, pues ella salta de forma casi totalmente vertical.

(b) Si el vagén rojo llega al puente y Angelina salta justo en ese momento,
salcanzaria a caer en el vagén rojo?

5m
m
—
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Problema similar: 3.9.

7. Una pelota rebota sobre una mesa de altura de 1 metro. Después del primer
rebote, la pelota alcanza una altura de 2 metros con respecto a la mesa, pero
cuando va a tocar la mesa por segunda vez, alguien la mueve (a la mesa), asi
que la pelota rebota en el suelo.

(a) ¢Cudl es la rapidez de la pelota cuando toca el suelo?

(b) ¢Cudl es el tiempo total desde que rebota por primera vez en la mesa
hasta que toca el suelo en el segundo rebote?

(c) ¢Cuadl es la maxima altura con respecto al suelo en el segundo rebote si
el tiempo de altura maxima en el segundo rebote es el doble al tiempo
del altura méxima del primer rebote?

(d) Realice una gréfica cualitativa (sin valores) de velocidad contra tiempo
desde el momento en que se deja caer, hasta que toca el suelo por
segunda vez (el tercer rebote), suponiendo que el tiempo de contacto
entre la pelota y el suelo se puede ignorar.

Tm

Problema similar: 3.6.
8. Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:
(a) El tiempo que le toma a un objeto lanzado hacia arriba alcanzar la

mitad de su altura maxima es igual al tiempo que le toma caer desde la
mitad de su altura maxima hasta el punto en que fue lanzado.
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(b) La rapidez inicial de un objeto lanzado hacia arriba no es diferente a la
rapidez del objeto cuando ha caido hasta al punto en que fue lanzado.

(¢) Un movimiento de lanzamiento vertical s6lo se diferencia de un mo-
vimiento en caida libre por el hecho de que en el caso de lanzamiento
vertical, la rapidez inicial no es cero.

(d) En el lanzamiento vertical, la rapidez y la velocidad son cero cuando el
objeto alcanza su altura méxima.

(e) Si conocemos el tiempo total de vuelo en un caso de lanzamiento
vertical, y conocemos la altura del lanzamiento, podemos hallar la
velocidad inicial.

Problema similar: 3.8.

9. John lanza un frisbee a Paola. Suponga que el dngulo inicial del lanzamiento
es 40°, y que la altura a la que Paola alcanza el frisbee es de 1.5 metros. Ademas,
la distancia que los separa es de 20 metros.

(a) ¢Cudl es la rapidez inicial del frisbee?
(b) ;Cual es la velocidad final?

(c) ¢Cudl es la altura méaxima y el tiempo de altura maxima del frisbee?

Problema similar: 3.11.
10. Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:
(a) En un movimiento parabdlico, lo que sucede en Y es como lo que sucede

en un caso de caida libre.

(b) El tiempo de vuelo total es igual a dos veces el tiempo de altura méximo
si la altura inicial y final son la misma.
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(c) Cuanto mayor sea la rapidez con la que es lanzado un objeto en X,
mayor serd el tiempo que se demora en caer.

(d) La distancia total recorrida en Y en un movimiento parabdlico no
depende de la velocidad en X.

(e) Si conoce la velocidad en X y la velocidad en Y en cierto tiempo, puede
hallar la velocidad total en ese tiempo.

Problema similar: 3.13.

11. En un partido de baloncesto, Michael lanza el balén con un dngulo inicial
de 45°, desde una altura de 1.8 metros y a una distancia de 6 metros del aro,
como se indica en el dibujo. El balén va directo a meterse al aro, que tiene una
altura de 3 metros, pero un segundo después de ser lanzado, Bryan lo alcanza
a interceptar. Bryan estd a 3 metros de Michael.

(a) ¢A qué altura Bryan intercept6 el balén?

(b) ¢Cudl es la velocidad del balén justo cuando Bryan lo toca?

0
= O
5

e
", JLSm '
:—| 6m
3m

Problema similar: 3.14.

12. Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(a) Si conoce la altura méxima alcanzada por el objeto y la velocidad total
inicial de lanzamiento, puede hallar el dngulo de lanzamiento.
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(b) El 4ngulo de lanzamiento para el cual un objeto recorre la maxima
distancia posible es 45 grados.

(c) Si la velocidad hacia arriba en el lanzamiento de un objeto A es de
mayor magnitud que la velocidad hacia arriba en el lanzamiento de un
objeto B, entonces sabemos que A va a volar durante mas tiempo que
B.

(d) Si un objeto lleva volando un tiempo dado por 3v;,/2g, donde v;,
es la rapidez inicial en Y, podemos estar seguros de que el objeto ha
alcanzado la altura maxima.

(e) Sinos dicen la altura inicial de un lanzamiento parabdélico, y nos dicen
el tiempo de altura méximo, podemos hallar la velocidad del objeto en
cualquier tiempo que nos pidan.

Problema similar: 3.17.

13. En un partido de tenis de mesa, Sebastian le pega a la bola cuando esta
a una altura h; sobre el suelo. El dngulo del impacto es de O con respecto a
una linea horizontal. La pelota sigue un movimiento parabdlico y cae a una
distancia d, del extremo final de la mesa, como se indica en el dibujo. Entre el
punto de impacto y la malla hay una distancia horizontal d,,, y la bola pasa a
una altura hj, por encima de la malla. Ademas, la mesa mide 3/2 d,.

(a) Escriba una expresion para la rapidez inicial de la bola.
(b) Escriba una expresién para la altura de la malla.

(c) Escriba una expresién para el angulo entre la mesa y la velocidad final
de la bola cuando la bola cae en la mesa.
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Problema similar: 3.16.

14. Considere las dos trayectorias parabdlicas indicadas en el dibujo, que
corresponden a dos lanzamientos de una pelota. Ambas pelotas alcanzan la
misma distancia horizontal y son lanzadas desde la misma altura. Suponga que
el angulo de lanzamiento de la pelota que alcanza mayor altura es 6, y el 4ngulo

de lanzamiento de la otra pelota es 6,. Ademds, suponga que :2823 =1.5.

(a) ¢Cuadl es la razén entre la rapidez de lanzamiento de la pelota azul
sobre la rapidez de lanzamiento de la pelota roja?

Ayuda: tenga en cuenta que sin(20) = 2cos 0sin 6.
(b) ¢Cudl es la razdn entre las alturas maximas?

(c) ¢Llegan las pelotas al mismo tiempo a la altura maxima, y si no, cuél
llega primero?

ef ea

Problemas similares: 3.11, 3.14.
15. Alguien lanza desde un edificio una pelota con una velocidad inicial de
v=(5m/s)7.

(a) ¢Cudl serd la velocidad en Y al cabo de 4 segundos?

(b) ¢Cual sera la altura de la pelota cuando la velocidad en Y es la mitad
de la hallada en (a)?
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Problemas similares: 3.3, 3.11.

16. Considere el lanzamiento de jabalina en los Juegos Olimpicos de la atleta
de Grecia, que se muestra en el dibujo. La altura inicial del lanzamiento es de
1.7 metros. La rapidez inicial del lanzamiento es de 21 metros por segundo.

(a) Sialos dos segundos de estar en el aire la jabalina tiene una rapidez de
20 metros por segundo y si todavia no ha alcanzado la altura méxima,
scudl fue el angulo de lanzamiento?

(b) ;Cudl es la altura de la jabalina tres segundos después del lanzamiento?

(c) ;Cual es la distancia total recorrida?
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Problema similar: 3.19.

17. Dos delfines saltan en el mar, siguiendo un movimiento parabdlico. El
delfin mas grande salta medio segundo antes que el delfin mas pequefio. La
rapidez inicial del salto del delfin més grande es de 10 metros por segundo, y
la del pequeno es de 12 metros por segundo. El 4ngulo inicial del salto es de
10 grados para el grande y de 8 grados para el pequertio.

(a) ¢A qué distancia estd el delfin grande del pequefio cuando el grande
estd en su altura maxima?

(b) ¢Cuél es la velocidad de ambos delfines en ese momento?

Problema similar: 3.20
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Problema (tedrico) 4.1.

Palabras clave: leyes de Newton, masa, segun-
da ley en términos de las componentes.

(a) Explique las tres leyes de Newton.

(b) Escriba la segunda ley de Newton en términos de las componentes X
y Y de la fuerza y de la aceleracién para el caso en que haya una sola
fuerza.

(c) Responda (b) para el caso en que haya més de una fuerza.

(d) ;Qué unidades tiene la fuerza?

(a)

Primera ley:

Un cuerpo en reposo o que se mueve con velocidad constante seguirad en reposo
o seguira moviéndose con velocidad constante a menos que una fuerza sea
aplicada sobre él. Esta fuerza cambiara su estado de movimiento; si estaba en
reposo el cuerpo se comenzard a mover, o si estaba moviéndose con velocidad
constante el cuerpo cambiara su velocidad. Como todos los cuerpos que se
mueven con velocidad constante siguen un movimiento en linea recta con
rapidez uniforme (nota 2.7), esta ley dice que un cuerpo va a dejar de moverse
en linea recta o va a dejar de tener rapidez constante si una fuerza actiia sobre
él.

Nota 4.1. Primera ley de Newton

Un cuerpo que tiene velocidad constante va a seguir teniéndola a menos
que una fuerza actte sobre él.

Segunda ley:

Supongamos que sobre un objeto se ejerce una sola fuerza. En ese caso, la
segunda ley de Newton afirma tres cosas: (1) La magnitud de la aceleracién
del objeto es directamente proporcional a la magnitud de la fuerza aplicada.
(2) La direccién de la aceleracién del objeto es la direccion de la fuerza sobre el
objeto (la fuerza y la aceleracién son vectores, asi que tienen direccién). (3) La
magnitud de la aceleracién del objeto es inversamente proporcional a la masa



398 FisicA PASO A PASO. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

(cuanta mas masa menos aceleracién). La formulacién matematica de esta ley
es
F = ma. (1)

Si dividimos la anterior ecuacién por la masa, podemos ver que
F/m=a, (2)

lo que muestra que la aceleracion es proporcional a la fuerza e inversamente pro-
porcional a la masa del objeto. Como la aceleracion es inversamente proporcional
a la masa, la masa se puede entender como una medida de la resistencia de
un cuerpo para acelerar (es decir, para cambiar su velocidad). Por ejemplo,
es mucho mas dificil empujar un elefante desde el reposo que empujar un
gato, pues el elefante tiene una masa mayor asi que es mds dificil cambiarle su
velocidad (es més dificil hacerlo acelerar).

Es importante recalcar que un objeto puede acelerar sin cambiar la magnitud
de la velocidad, pues si cambia la direccién en que se mueve cambia la direccién
de su velocidad. Asi que la masa también es una medida de la resistencia de un
cuerpo para cambiar su direccién de movimiento. Por ejemplo, es més dificil
desviar un bus que desviar una persona, precisamente porque el bus tiene mas
masa.

Nota 4.2. La masa mide la resistencia para cambiar la velocidad

La masa es una medida de la resistencia que ejerce un cuerpo para
cambiar su velocidad (ya sea para cambiar la magnitud de la velocidad
o la direccién). Cuanto mayor sea la masa, mas dificil es cambiar la
velocidad del objeto.

Hasta este punto s6lo hemos explicado la segunda ley de Newton en el caso
en que haya una sola fuerza actuando sobre el objeto. Supongamos ahora que
sobre el objeto hay més de una fuerza. En este caso, la segunda ley de Newton
afirma que la suma vectorial de todas las fuerzas es igual a la aceleracién del
objeto multiplicada por la masa. La suma vectorial de la fuerza se conoce como
fuerza neta. Matemdticamente, para el caso de mas de una fuerza, la segunda
ley se formula asi:

S F=mad, (3)

donde ¥, indica que se deben sumar las fuerzas. El término Y F (la suma de
todas las fuerzas) es la fuerza neta sobre el objeto.

Tercera ley:

Si un objeto A le hace una fuerza F a un objeto B, entonces el objeto B reacciona
produciendo una fuerza con la misma magnitud que F y con sentido contrario
a F sobre el objeto A. Es decir, para toda fuerza siempre existe una fuerza de
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igual magnitud y sentido contrario. Por ejemplo, si le pegamos un pufio a una
pared (nuestro puiio es el objeto A y la pared es el objeto B), nuestra mano
produce una fuerza en la pared pero la pared también produce una fuerza de
igual magnitud en nuestra mano. Cuanto mas duro le peguemos un pufio a
la pared, mas nos duele porque mayor es la magnitud de la fuerza con que
“reacciona” la pared. Si denominamos F, a la fuerza que el objeto A ejerce sobre
el objeto By F, a la fuerza de reacciéon que el objeto B le hace al objeto A,
entonces podemos escribir matematicamente la relacién entre ambas fuerzas
asi:

Fy=-F. (4)

La anterior ecuacién indica que la fuerza F, que le hace el objeto A a B es igual
en magnitud, pero tiene sentido contrario (por eso el signo menos), a la fuerza
Fy, de reaccién que le hace el objeto B al objeto A.

Nota 4.3. Tercera ley de Newton

La fuerza F, que le hace un objeto A a un objeto B es igual en magnitud,
pero tiene sentido contrario, a la fuerza Fj de reaccién que le hace el
objeto B al objeto A: F, = —Fj,.

(b) Como acabamos de explicar, si sobre un cuerpo actia una sola fuerza, la
segunda ley nos da la siguiente ecuacidén:

F = ma. (5)

Como la fuerza y la aceleracién son vectores, podemos escribir cada uno de
estos en términos de sus componentes. Si Fy y ﬁy son las componentes Xy Y de
la fuerza respectivamente, la fuerza se puede escribir como F = Fy + Fy. Para la
aceleracién también podemos hacer lo mismo: d = dy +dy. Por lo tanto, podemos
escribir la ecuacién (4) asi:

Fy+Fy=m(dx+dy). (6)
N~—— N——
F a

Recordemos que si tenemos una igualdad entre vectores, las componentes X
y Y de los vectores tienen que ser iguales (nota 1.18). Asi que si separamos
las componentes X y Y de la fuerza y de la aceleracién, podemos deducir lo
siguiente: la fuerza en X tiene que ser igual a la masa por la aceleracién en X, y
la fuerza en Y tiene que ser igual a la masa por la aceleracién en Y:

Fy = mi (7)
Fy = ma,. (8)



400 Fisica pAsoO A PASO. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

Cuidado: la masa no es un vector, asi que no tiene componentes.

(c) Si sobre el objeto acttia mds de una fuerza, entonces la segunda ley se escribe
asi:

S F = ma. (9)

Ahora, cada fuerza se puede descomponer en X y Y, asi que la anterior ecuacién
se puede escribir asi:

S Fx+Fy=m(dx+dy). (10)
N—— N—
E a

Esta es una igualdad entre vectores; a la izquierda tenemos el vector que resulta
de sumar todas las fuerzas y a la derecha tenemos el vector aceleracion. Asi que
de nuevo podemos dividir el analisis en lo que sucede en la direccién X y lo que
sucede en la direccién Y. Pero a diferencia de la seccidén anterior, esta vez en la
direccién X tenemos una suma de componentes en X (por cada fuerza tenemos
una componente X) y en la direccién Y tenemos una suma de componentes en
Y:

S Fy = miy (11)
S F, = mj,. (12)

Si el lector no estd seguro de por qué pasamos de (9) a (10) y a (11), puede
considerar un ejemplo sencillo. Suponga que hay dos fuerzas F; y F, actuando
sobre un objeto. La segunda ley de Newton quedaria asi:

131+152=md. (13)

Ahora descomponemos todos los vectores:

Fiy+Fiy+Fox+Fpy = m(dy+dy). (14)
N—— N ——— N—————
F F» i

Y como tenemos una ecuacién vectorial, sabemos que las componentes X deben
ser iguales entre si, y las componentes Y también:

ﬁ1x+132x:mdx (15)

ﬁly +ﬁ2y=mdy. (16)

Esto es precisamente lo que muestran las ecuaciones (10) y (11): la suma de las
componentes X de las distintas fuerzas es igual a la masa por la componente
X de la aceleracién, y la suma de las componentes Y de la fuerza es igual a la
masa por la componente Y de la aceleracién.
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Nota 4.4. Segunda ley de Newton

La segunda ley de Newton dice que la sumatoria total de fuerzas (la
fuerza neta) sobre un cuerpo es igual a la masa por la aceleracién del
cuerpo: ). F = md.

La segunda ley de Newton se puede escribir en términos de las com-
ponentes X y Y de las fuerzas y de la aceleracion. Esta ley dice que la
suma de fuerzas en X es igual a la masa por la aceleracién X: Y. Fy = md,.
Y dice que la suma de fuerzas en Y es igual a la masa por la aceleracién
enY: Zﬁy = mdy.

(d) Segtn la segunda ley de Newton, la fuerza es igual a la masa por la ace-
leracién. En el Sistema Internacional de Unidades la masa tiene unidades de
kilogramos y la aceleracién tiene unidades de metro sobre segundo cuadrado.
Asi que la fuerza tiene unidades de kilogramos por metros sobre segundo
cuadrado: km x m/s2. La unidad de fuerza se denomina newton. Un newton es
un kilogramo por metro sobre segundo cuadrado.
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Problema de repaso 4.2.

Palabras clave: leyes de Newton, rapidez
constante contra velocidad constante.

Responda falso o verdadero y justifique respuesta:

(1) Sila suma de fuerzas sobre un cuerpo es cero, la aceleracién es cero.

(2) Sila masa de un objeto A es mayor que la masa de un objeto B,y Ay
B tienen la misma aceleracidn, la fuerza neta sobre A es mayor que la
fuerza neta sobre B.

(3) Si la rapidez es constante, la suma de fuerzas sobre un cuerpo tiene
que ser cero.

(4) Siun objeto cambia la direccién del movimiento, podemos estar seguros
de que la fuerza neta sobre el objeto es diferente de cero.

(5) Si una persona empuja una caja, la caja no se va a mover porque segin
la tercera ley de Newton la fuerza que la persona le hace a la caja se
contrarresta con la fuerza que la caja hace sobre la persona.

(1) Verdadero. Segun la segunda ley, si la suma de fuerzas es cero, la acele-
racion tiene que ser cero. Matematicamente esto se puede ver asi: si Y. F es
cero, entonces la aceleracion tiene que ser cero, pues ambas cantidades estan
relacionadas por la segunda ley:

l

b, (1)
m

(2) Verdadero. Segun la segunda ley de Newton, es claro que la sumatoria de
fuerzas sobre el objeto dividida por la masa es igual a la aceleracion:

TF

m

=d. (2)

Por lo tanto, cuanto mayor sea la masa menor sera la aceleracién (ya sabiamos
que la aceleracién es inversamente proporcional a la masa). Asi que si la
aceleraciéon de A y B son iguales pero la masa de A es mayor, entonces la
sumatoria de fuerzas sobre A tiene que ser mayor que sobre B.

(3) Falso. Aun si la rapidez es constante, no podemos estar seguros de que la
velocidad es constante y lo que interesa en la segunda ley de Newton es el
cambio en velocidad, no de rapidez. Por ejemplo, puede suceder que el objeto
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se mueva con rapidez constante pero esté cambiando la direccién en la que
se mueve, asi que la velocidad no seria constante y entonces el objeto tendra
aceleracion. Asi que si la rapidez es constante, no podemos estar seguros de
que la suma de fuerzas sea cero, porque no podemos estar seguros de que la
aceleracién sea cero.

(4) Verdadero. Si el objeto cambia la direccion del movimiento entonces tiene
aceleracién porque la velocidad esta cambiando (recordemos que si la direccién
o la rapidez cambia, o si ambas cosas cambian, la velocidad cambia). Y si el
objeto tiene aceleracién entonces, segun la segunda ley de Newton, podemos
saber que hay una fuerza neta diferente de cero actuando sobre el objeto.

(5) Falso. Es verdad que segtin la tercera ley de Newton, la fuerza que la caja
hace sobre la persona es igual en magnitud y tiene direccién contraria a la
fuerza que la persona hace sobre la caja. Pero esto no evita que la caja se mueva
porque el movimiento de la caja depende de las fuerzas que haya sobre ella y en
nada importan las fuerzas que la caja hace. La fuerza que hace la caja sobre la
persona no acttia sobre la caja (acttia sobre la persona), asi que esa fuerza no
contrarresta la fuerza que la persona ejerce sobre la caja.

Esta dltima respuesta sugiere que es importante entender dos cosas. Primero,
que la tercera ley de Newton relaciona fuerzas que acttian sobre diferentes
objetos. La fuerza que A le hace a B es igual en magnitud a la fuerza que B le
hace a A, pero la fuerza que hace A actda sobre B y la fuerza que hace B actia
sobre A, no acttian ambas sobre el mismo cuerpo. Y segundo, la aceleracién de un
objeto depende sélo de las fuerzas aplicadas sobre este, no de las fuerzas que
dicho objeto ejerce.

Nota 4.5. La aceleracion de un objeto no depende de las fuerzas que

hace el objeto

La aceleracién de un objeto sélo depende de las fuerzas que actian
sobre ese objeto. En nada afecta a la aceleracién del objeto las fuerzas
que este ejerce sobre otros objetos.
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Problema (tedrico) 4.3.

Palabras clave: ley de gravedad, peso, masa,
fuerza normal, fuerza de friccidn estatica, fuer-
za de friccion dindmica.

(a) Explique la fuerza de gravedad y escriba la ecuacién que representa la
magnitud de esta fuerza.

(b) Explique qué es el peso y cdmo se diferencia de la masa.
(c) Explique qué es la fuerza normal.

(d) Explique qué es la fuerza de friccién y cudl es la diferencia entre la
fuerza de fricciéon dindmica y la fuerza de friccién estética.

(a) La fuerza de gravedad resulta de la interaccién entre la masa de los objetos,
es proporcional a la masa de estos y siempre es atractiva (siempre atrae a los
objetos). La magnitud de la fuerza gravitacional es inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia entre los objetos, y directamente proporcional a la
masa de los objetos. Su magnitud estd dada por

|Fel = 6752, 1)

donde m; es la masa de un objeto, m, la masa del otro objeto, y G es la constante
de gravitacién universal que es igual a

N 2
G=6.67384x107" —=, (2)

kg
(b) El peso es una fuerza que resulta de la atraccién gravitacional entre nuestro
planeta y los objetos (en el problema 4.4 estudiaremos en detalle la relacién

entre la fuerza gravitacional y el peso). El peso (que vamos a representar con
W) de un objeto esta dado por

W =mg, (3)

donde m se refiere a la masa del objeto y g es la magnitud de la aceleracién de
la gravedad cuyo valor en la superficie terrestre es aproximadamente

g=9.81 m/s>. (4)

Como se ve en la ecuacioén (3), el peso es proporcional a la masa, y la direccién
del peso es la misma que la direccién de §, es decir, hacia el centro de la Tierra.
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Es muy importante diferenciar el peso de la masa. La masa es una cantidad
escalar y, como dijimos, es una medida de la resistencia de un cuerpo para
cambiar su estado de movimiento (nota 4.2). En cambio el peso es una cantidad
vectorial, es la fuerza con que la Tierra “hala” o “atrae” un objeto.

Cuando nosotros nos pesamos, estamos midiendo nuestra masa pero no el
peso; la magnitud del peso es mg, asi que para calcular nuestro peso debemos
multiplicar la masa (que es lo que marca la balanza) por g. Por ejemplo, si
nuestra balanza marca 60 kilogramos, la magnitud de nuestro peso es de 60 kg
x 9.81 m/s*> = 588.6 N.

Nota 4.6. Peso y masa

El peso es la fuerza que la Tierra le hace a los objetos como consecuencia
de la fuerza gravitacional. Esta fuerza apunta en la direccién del centro
de la Tierra y tiene magnitud de mg, donde m es la masa del objeto y g
es la aceleracién gravitacional.

La masa no es lo mismo que el peso. La masa es una medida de la
resistencia a cambiar el estado de movimiento y es una cantidad escalar,
no vectorial como el peso.

(c) La fuerza normal es una fuerza que resulta de la interaccién entre un
objeto y una superficie. Cuando un objeto se apoya sobre una superficie, la
superficie le ejerce una fuerza al objeto. El origen de esta fuerza es la fuerza
electromagnética (los &tomos de la superficie se repelen con los dtomos del
objeto). La fuerza normal siempre apunta desde la superficie hacia el objeto y es
perpendicular a la superficie. Por ejemplo, el libro del dibujo a continuacién esté
apoyado sobre una mesa, asi que la superficie de la mesa le debe de hacer una
fuerza normal al libro:

N

La superficie sobre la que esta el libro es la mesa, asi que hay una fuerza perpendi-
cular a la superficie de la mesa que apunta de la mesa hacia el libro.
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Como dice la tercera ley de Newton, si un objeto A siente una fuerza por otro
objeto B, entonces B también siente una fuerza por A, con la misma magnitud
y sentido contrario. Por lo tanto, si el libro siente una fuerza normal debido a la
mesa, la mesa siente una fuerza debido al libro. Esto se ilustra a continuacion:

F

La mesa siente una fuerza igual en magnitud y en direccion contraria a la fuerza
normal que ella ejerce sobre el libro.

En realidad, la fuerza F también es una fuerza normal porque es la fuerza
que la superficie inferior del libro ejerce sobre la mesa. Como regla general
podemos decir que siempre que un objeto A le produce una fuerza normal a un
objeto B, el objeto B le produce una fuerza normal de igual magnitud y sentido
contrario al objeto A.

Por ultimo, es importante resaltar que para que se dé una fuerza normal el
objeto no tiene que estar encima de la superficie. La superficie podria estar
encima del objeto, o al lado, o en diagonal. Lo que importa es que estén en
contacto.

Nota 4.7. Fuerza normal

Cuando un objeto esta en contacto con una superficie, la superficie le
ejerce una fuerza normal al objeto. Esta fuerza es perpendicular a la
superficie y apunta desde esta hacia el objeto. Si un objeto A le hace una
fuerza normal a un objeto B, entonces segtn la tercera ley de Newton el
objeto B le hace una fuerza normal al objeto A. Ambas fuerzas normales
tienen la misma magnitud pero direcciones opuestas.

(d) La fuerza de friccién es una fuerza que resulta de la interaccién entre la
superficie de dos objetos. Asi como la fuerza normal, el origen de las fuerzas
de friccién es la fuerza electromagnética entre los atomos de las superficies
que estan en contacto. La fuerza de friccién depende de los materiales de la
superficie y del objeto. Por ejemplo, si movemos una mesa sobre una pista de
hielo la friccién serd mucho menor que si la movemos en un suelo de cemento.

El coeficiente de friccién es un nimero que cuantifica la fricciéon que hay entre
un objeto y una superficie y, por supuesto, este nimero depende tanto de los



Fuerzas 407

materiales del objeto como aquellos de la superficie sobre la que se mueve
el objeto. Hay dos tipos de fuerzas de friccién: fuerzas de friccién dindmica
y fuerzas de friccién estatica. Primero, explicaremos la fuerza de friccién
dindmica.

La fuerza de friccién dindmica es la friccién que siente un objeto que se esté
moviendo con respecto a una superficie (por eso se llama dindmica). Esta fuerza
tiene direccién contraria a la direccién en la que se mueve el objeto sobre la
superficie. Por ejemplo, si arrastramos una caja sobre el suelo a lo largo de la
direccién positiva del eje X, la fuerza de friccién dindmica ira en el sentido
negativo del eje X (en este ejemplo, la superficie es el suelo). La magnitud de la
fuerza de friccién dindmica esta dada por la férmula

Fr=paN, (5)

donde p es el coeficiente de friccién dinamico y N es la magnitud de la fuerza
normal que ejerce la superficie sobre el objeto.

La fuerza de friccién estdtica es la fuerza de friccién que una superficie le
hace a un objeto cuando el objeto no se mueve con respecto a la superficie. La
direccion de la fuerza de friccion estatica depende de las fuerzas que actitan sobre el
objeto. Especificamente, la fuerza de friccién estatica se opone al movimiento
que las otras fuerzas intentan darle al objeto; si las otras fuerzas intentan mover
el objeto hacia el sur, la fuerza de friccién estatica se opone apuntando hacia el
norte. Si las otras fuerzas intentan mover al objeto hacia la derecha, la fuerza
de friccién estatica apuntara hacia la izquierda. Asi, esta fuerza siempre se
resiste a la direccién en la que otras fuerzas tienden a mover el objeto. Si las
fuerzas logran mover el objeto, ya no tenemos una fuerza de friccién estética
sino dindmica.

Algo importante de la fuerza de friccién estatica es que no es constante sino que
su magnitud depende de la magnitud de las otras fuerzas que actitan sobre el objeto.
Por ejemplo, cuando intentamos empujar una mesa, podemos empezar por
ejercer muy poca fuerza y la mesa no se va a mover porque la fuerza de friccién
estatica contrarresta la fuerza con la que intentamos empujar la mesa. Podemos
incrementar la fuerza un poco y la mesa seguirad quieta, lo que quiere decir
que la fuerza de friccién estdtica también aumenté (si no hubiera aumentado,
entonces nuestra fuerza habria logrado mover la mesa). Si sigo aumentando
la fuerza que le hago a la mesa para moverla, seguird aumentando también la
fuerza de friccién estatica, hasta que llegard un punto para el cual la fuerza de
friccién habré llegado a su maxima magnitud. En ese punto, si incrementamos
levemente la fuerza que estamos haciendo, la mesa comenzara a moverse. En
este limite, en el cual la fuerza de friccién es maxima, en el cual el objeto estd a
punto de empezar a moverse, la magnitud de la fuerza de friccién estética esta
dada por

Fr =peN, (6)
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donde p, es el coeficiente de friccién estatico entre el objeto y la superficie.
Notemos que la magnitud de esta fuerza es parecida a la de la fuerza de friccién
dindmica, s6lo que en la dindmica el coeficiente es y; y aqui es .

En todas las situaciones de este libro nos interesa la fuerza de friccion estatica
cuando el objeto estd a punto de moverse, es decir, cuando la fuerza que le hacemos
al objeto hace que la friccion estatica sea maxima —en ese caso podemos usar la
ecuacién (6)—.

Para resumir, nos debe quedar claro que la fuerza de friccién estética surge en
los casos en los que el objeto estd en reposo sobre una superficie y una fuerza lo
intenta mover, mientras que la fuerza de friccién dindmica surge en los casos
en que el objeto ya se mueve con respecto a la superficie.

Nota 4.8. Fuerza de friccion dindmica y estatica

Cuando un objeto estd en contacto con una superficie se da una fuerza
de friccién entre la superficie y el objeto. Si el objeto se esta moviendo
sobre la superficie entonces la fuerza de fricciéon es dinamica y apunta
en la direccién contraria al movimiento del objeto sobre la superficie.

La magnitud de la fuerza de friccién dinamica es F, = p;N, donde N es
la magnitud de la fuerza normal que le hace la superficie al objeto y p
es el coeficiente de friccién dinamico (que depende de los materiales).

Si el objeto estéd en reposo sobre la superficie y otras fuerzas intentan
moverlo, aparece una fuerza de friccién estatica que apunta en la di-
reccién contraria a la direccién en la que las fuerzas intentan mover el
objeto.

Esta fuerza es variable; cuanto mayor sea la magnitud de las fuerzas
que intentan mover el objeto, mayor serd la fuerza de friccién estéatica
oponiéndose a las fuerzas. Cuando la fuerza de friccién estdtica es
maxima (cuando las otras fuerzas ya estdn a punto de mover el objeto),
la magnitud de la fuerza de friccién estatica es

Fr =peN, (7)

donde p, es el coeficiente de friccién estatico (que depende de los
materiales).

Cuidado: si en un problema no nos dicen si el coeficiente de friccion es estatico
o dindmico, podemos deducirlo dependiendo de si el objeto se estd moviendo
sobre la superficie o si no lo esta haciendo.

Es bueno resaltar que segtn la fisica moderna, en la naturaleza sélo hay cuatro
fuerzas fundamentales; la fuerza electromagnética, la fuerza de gravedad,
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la fuerza nuclear débil y la fuerza nuclear fuerte. El peso, la fuerza normal
y las fuerzas de friccién no son fuerzas fundamentales, son mas bien efectos
macroscépicos de las fuerzas fundamentales.
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Problema 4.4.

Palabras clave: ley de gravedad, peso, varia-
cién del peso con la altura, derivacién de la
aceleracién gravitacional g.

(a) Use la ecuacion de la magnitud de la fuerza de gravedad para escribir
una expresion para la magnitud de la fuerza que la Tierra le hace a un
objeto que estd a una altura h sobre el nivel del mar. Suponga para este
problema que el radio de la Tierra es Rt, la masa de la Tierra es mr y
la masa del objeto es m,. Ademads, tenga en cuenta que la distancia que
debe usar en la ecuacién es la que hay entre el objeto y el centro de la
Tierra.

(b) Con base en (a), use la segunda ley de Newton para escribir una ex-
presién para la aceleracion del objeto suponiendo que la Gnica fuerza
sobre él es la fuerza de gravedad.

—_
@)
N

Muestre que si h es despreciable con respecto a Rr, la aceleracién que
acaba de hallar se puede aproximar a ¢ y la magnitud de la fuerza
hallada en (a) se puede aproximar a mg. Para hacer esto debe usar
los valores de la masa de la Tierra, del radio de la Tierra y de G, que
son, respectivamente: 5.972 x 102 kg, 6371 kmy G =6.67384 x 1071
Nm?/kg? (en su respuesta trate de usar al menos 4 decimales).

(d) Ahora responda (a) y (b) con valores numéricos para diferentes alturas
del objeto si el objeto tiene una masa de 60 kilogramos. Responda (a) y
(b) para higual a 0 metros, para h igual a 1000 metros, para h igual a
5000 metros y para higual a 30 000. ;Cambian mucho los resultados
de acuerdo a la altura?

:Qué informacion nos dan?

(a) y (b) El objeto esta a una altura h sobre el nivel del mar y tiene masa 1,. El radio de la Tierra
es Rr, la masa de la Tierra es m7. Ademas, nos dicen que la distancia que debemos usar es la
distancia que hay entre el objeto y el centro de la Tierra.

(c) Suponga que h es despreciable con respecto a Rt. El radio de la Tierra es de 6371 km, la
masa de la Tierra es de 5.972 x10%4kg y la constante de gravitacion universal es G = 6.67384 x
10%4Nm?/kg?.

(d) Una altura h de: 0 metros, 1000 metros, 5000 metros y 30 000 metros. La masa del objeto es
de 60 kilogramos.
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¢Qué nos piden?
(a) Una expresion para la magnitud de la fuerza que le hace la Tierra a un objeto.

(b) Una expresion para la aceleracién del objeto suponiendo que la tnica fuerza es la
hallada en (a).

(c) Mostrar que si h es despreciable con respecto al radio de la Tierra, la aceleracién hallada
en (b) es § y la magnitud de la fuerza hallada en (a) se puede aproximar a mg.

(d) Responder (a) y (b) con valores numéricos para diferentes alturas. Comentar los resulta-
dos.

(a) Para escribir una expresién para la magnitud de la fuerza de gravedad que
la Tierra le hace a un objeto necesitamos usar la ecuacién de la magnitud de la
fuerza de gravedad que, como vimos en la seccién (a) del problema 4.3, es

[E - 6™, )

donde m; es la masa de uno de los objetos, m, la masa del otro objeto y r la
distancia entre ambos. En este caso nos interesa la distancia que hay entre un
objeto y el centro de la Tierra.

Como desde el centro de la Tierra hasta la superficie de la Tierra (el nivel del
mar) hay una distancia Rt (el radio de la Tierra), y como el objeto esta a una
altura h sobre la superficie de la Tierra, entonces la distancia entre el centro de
la Tierra y el objeto es Rt + h, como se aprecia en la siguiente figura:

[ La distancia entre el centro de la Tierra y el objeto es Ry +h. |

Si usamos esta distancia en la ecuacién (1) y si tenemos en cuenta que la masa
del objeto es m, y la masa de la Tierra es mr, entonces la ecuacién (1) queda

moemr

(Rr+h)?
—_——
r

sl =G 2)

Esta es la expresion para la magnitud de la fuerza de gravedad entre el objeto
y la Tierra.
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(b) Ahora debemos escribir una expresion para la aceleracién del objeto tenien-
do en cuenta el resultado anterior. Recordemos que segun la segunda ley de
Newton, la aceleracién de un objeto es proporcional a la suma de fuerzas:

S F = ma. (3)

En este caso la tinica fuerza que actda sobre el objeto es la fuerza de gravedad,
que tiene la magnitud dada por la ecuacién (2) y que apunta hacia el centro de
la Tierra (el objeto se siente atraido hacia el centro de la Tierra). Si usamos la
ecuacién (2) en la ecuacioén (3), si tenemos en cuenta que la masa del objeto
es m, y si llamamos 7 a la direccién que apunta hacia el centro de la Tierra,

tenemos
momr

(Rt +h)?
[ —
I |

P = myd. (4)

Podemos cancelar la masa del objeto a ambos lados y asi obtenemos una
expresion para la aceleracion del objeto:

mr ~

Gmf:ﬂ (5)

Notemos que esta aceleracién depende de la masa de la Tierra, del radio de la
Tierra, de la constante G, de la altura sobre la superficie a la que esté el objeto,
y no depende de la masa del objeto. Como la aceleracion gravitacional no depende
de la masa de los objetos, todos los objetos que estén a la misma distancia del centro
de la Tierra tienen la misma aceleracion gravitacional. Un elefante y un lapiz que
estdn a la misma altura sobre el nivel del mar caen con la misma aceleracién
(si la tinica fuerza que acttia sobre ambos es la fuerza de gravedad).

Nota 4.9. Todos los objetos tienen la misma aceleracion

gravitacional

Si sobre dos objetos actta sélo la fuerza de gravedad, y ambos estdn a la
misma altura, tienen la misma aceleracidn, sin importar su masa.

(c) Sila altura h es despreciable con respecto a Rt, entonces podemos ignorar
h en la ecuacién (2) y también en la ecuacién (5) (cuando un nimero A es
despreciable con respecto a otro nimero B, podemos ignorar el nimero A).
Por ejemplo, 1 centavo es despreciable con respecto a 1 millén de pesos, asi
que en vez de escribir “1 millén y 1 centavo” podemos simplemente escribir
“un millén” y olvidarnos del centavo. En este caso, en vez de escribir Rt +h
podemos escribir Rt. Si hacemos esto en la ecuacién (2), obtenemos

moemr

| Ee] :GW'

(6)
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Si hacemos lo mismo en la ecuacién (5), llegamos a

mr

CRr)?

= (7)

Ahora usemos en estas ecuaciones el hecho de que el radio de la Tierra es
de 6371 kilémetros (debemos pasar esto a metros), la masa de la Tierra es
de 5.972 x 10?*kg, y la constante de gravitacién universal es G = 6.67384 x
107''Nm?/kg? (por ahora no reemplazamos la masa del objeto). Si hacemos
esto en la ecuacién (6), obtenemos

mr
—
2 24
F 972 x10°* k
HFgH: 6.67384><10_11Nm2 (my)(5.972x10 g)
kg (6371000 m)? @)
N—

G Ry

= (9.8192 m/s%)m,.

De hecho, notemos que 9.8193 m/s? es aproximadamente g, la magnitud de la
aceleracién de la gravedad que tanto usamos en los problemas de lanzamiento
vertical y movimiento parabélico. O sea que en vez de escribir 9.8193 m/s? en
la ecuacién (8) podemos escribir el anterior resultado usando g':

[Fgl = mog. 9)

Este resultado es muy importante, pues muestra que la magnitud de la fuerza
que siente un objeto debido a la atraccion de la Tierra si la altura a la que esta el
objeto es despreciable con respecto al radio de la Tierra es mg. {Asi que hemos
demostrado a partir de la ley de gravedad que la magnitud de la fuerza de
gravedad sobre un objeto cerca de la superficie de la Tierra es el peso mg!

Ahora, si reemplazamos los valores en la ecuacién (7), vamos a ver que la
aceleracion es igual a §

mr
—_—

2 24
“Nmz (5.972x10 kf)f:(9.8192m/sz)f:§. (10)
kg? ) (6371000 m)

———

(6.67384 x10~

G Rr

1'En realidad este es un valor aproximado de g porque no estamos teniendo en cuenta todos
los decimales de la constante G, y porque la Tierra no es perfectamente esférica y entonces el radio
usado es también aproximado. El valor estdndar usado para g es de 9.80665?2.
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Es decir, la aceleracién de un objeto si la altura del objeto es despreciable con
respecto al radio de la Tierra es 9.8193 m/s?, que es aproximadamente g, y

apunta hacia el centro de la TierraZ.

(d) Ahora debemos calcular la magnitud de la fuerza de gravedad y la acelera-
cién para diferentes alturas (es decir, debemos usar las ecuaciones (2) y (5) con
diferentes valores de h). Para una altura cero, la magnitud de la fuerza nos da
simplemente mg, como dice la ecuacién (9), asi que obtenemos

|Fe|| = (60 kg)(9.8192 m/s®) = 589.1520 N. (11)

Y la aceleracién para esta altura es simplemente g como dice la ecuacién (10):

§=(9.8193 m/s)7. (12)

Para una altura de 1000 metros la magnitud de la fuerza de gravedad es
—ecuacion (2)—

Mo mr
,—H /—)—
1 Nmz) (60 kg)(5.972 x 10%* kg)

kg® ) (6371000 m+1000 m)2
—_——— e —

IE, | = (6.67384>< 10~ =588.972N. (13)

) Ry h

Notemos que la fuerza es parecida a la fuerza hallada con altura cero —
ecuacion (11)—. La aceleraciéon en este caso es —usamos la ecuacion (5)—
mr
—_—

1 Nm2) (5.972 x 10** kg)

#=(9.8162m/s>)f. (14
kg? / (6371000 m+1000 m)? ( m/s%)F. (14)
—_— —

a= (6.67384 x 10~

G Rt h

Notemos que esta aceleracién es parecida a la anterior —ecuacién (12)—,
ambas se aproximan a 9.81 m/s%. Esto muestra por qué en los problemas de
lanzamiento vertical y movimiento parabélico siempre usamos 9.81 m/s?, pues
casi no importa si el objeto esta al nivel del mar o a otra altura, como 1000
metros.

2 Recordemos que 7 apunta hacia el centro de la Tierra, lo que es consistente con la direccion
de g, pero en otros libros se usa 7 apuntando del centro de la Tierra hacia el objeto, asi que en ese
caso hay que poner un signo negativo en la ecuacién (10).
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Para una altura de 5000 metros (mds o menos la altura del Nevado del Ruiz), la
magnitud de la fuerza gravitacional es —de nuevo usamos la ecuacién (2)—:

Mo mr
—_——

o1 Nmz) (60 kg)(5.972 x 10** kg)

kg? ) (6371000 m+5000 m)>
—_——— — —

|IFe| = (6.67384><1 =588.2341 N. (15)

G Rt h

Para efectos practicos esta fuerza es casi igual a la hallada en las otras alturas
examinadas (ni siquiera hay 1 newton de diferencia entre esta fuerza y la fuerza
en el nivel del mar), lo cual es interesante porque estamos considerando un
objeto que ya esta a una gran altura sobre el nivel del mar. Como la fuerza es
muy parecida, se puede usar mg incluso para objetos que estan a 5000 metros
de altura. Notemos que la fuerza es menor que la hallada en los otros problemas
porque la distancia entre el objeto y el centro de la Tierra es mayor en este caso,
y la fuerza de gravedad es inversamente proporcional a esta distancia.

La aceleracién para un objeto a esta altura es —usando la ecuacién (5)—

#=(9.8039 m/s?)7. (16)

m? 24
972 x1 k
d:(6.67384x10‘“N ) (5.972x10°* kg)

kg? ) (6371000 m +5000 m)>

De nuevo, esto es casi 9.81 m/sz, aunque es levemente menor.

Finalmente, para 30 000 metros de altura la magnitud de la fuerza de gravedad
sobre el objeto es
me mr
—_——
11 Nm? ) (60 kg)(5.972 x 10** kg)

ng (6371000 m+30000 m)2
—_——— —

Rt h

Fo.|=(6.67384x10" =583.6482 N. (17)
g

G

Esta fuerza es casi 6 newtons menor que la fuerza al nivel del mar. Asi que si
vamos a analizar objetos que estdn a una altura tan grande como la altura de
vuelo de un avién, ya no podemos aproximar el peso a mg sino que debemos
usar la ecuacién de la gravedad como hemos hecho en este caso. La aceleracién
para este caso es

Nm? 5.972x10%* k
d:(6.67384x10‘11 m) ( x 8

;
kg® / (6371000 m +30000 m)2 (18)
= (9.7275 m/s%)?.
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La aceleracién también nos da un poco menos que 9.81 m/s?, aunque la
diferencia sigue siendo minima.

Nota 4.10. Dependencia de gy mg de la altura sobre el nivel del mar

Para los casos diarios en que la altura a la que estd un objeto sobre
el nivel del mar no es muy grande (por ejemplo, no es mas de 5000
metros), esté justificado usar el hecho de que la magnitud de la fuerza
con que la Tierra atrae al objeto es el peso mg. Ademas, la aceleracién
del objeto si sélo acttia la atraccién de la Tierra sobre él es g, que tiene
un valor aproximado de 9.81 m/s? y apunta hacia el centro de la Tierra.

En casos en los que la altura del objeto es considerable (como 30000
metros), no debemos aproximar el peso a mg, sino que debemos usar

= memr

Fol =G———=,
ol =6 et
donde h es la altura del objeto con respecto al nivel del mar. De forma
similar, para alturas muy grandes no debemos usar el hecho de que la
aceleracion es g sino que debemos calcular la aceleracién usando

mr
G__MT_,_
(RT+h)2r g

En este libro, a menos que se diga lo contrario, siempre estard justificado
usar el hecho de que el peso es mg y la aceleracién producida por la
Tierra sobre un objeto es g.
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Problema (tedrico) 4.5.

Palabras clave: leyes de Newton, inercia, com-
portamiento de objetos en un vehiculo.

Imagine que Ramoén estd parado en un bus de Transmilenio que lleva velocidad
constante, y suponga que el bus frena de repente y Ramoén se choca contra el
pasajero del frente, que se llama Stefano. No ignore la friccion entre los pies de
Ramoén y el bus.

(a) Usando la primera ley de Newton, explique qué causa que Ramoén se
choque con Stefano.

(b) Suponga que Stefano no se cae ni se resbala; ;qué diria la segunda ley
de Newton para el caso de Stefano?

(c) Usando la primera y la segunda ley de Newton, explique qué pasa
cuando uno estd sentado en una silla y el bus acelera.

(d) Sino hubiera ninguna friccién entre el piso del bus y nuestros pies, y si
no estuviéramos sujetados de nada mds, ;qué pasaria si el bus acelerara
o frenara?

(a) La primera ley de Newton dice que todo cuerpo va a moverse con velocidad
constante a menos que una fuerza actte sobre él. Inicialmente el bus lleva
velocidad constante, y como Ramon esta parado en él, entonces Ramén también
lleva velocidad constante. De repente el bus frena. Ahora, ;por qué Ramon se
choca contra Stefano? Porque todo cuerpo va a tender a moverse con la misma
velocidad que lleva a menos que una fuerza actie sobre él, asi que Ramoén va a
tender a seguir con la misma velocidad que llevaba antes de que el bus frenara.

El punto importante es que no hay una fuerza que esté empujando a Ramén
hacia Stefano. Todo lo contrario, la razén por la cual ambos se chocan es que
no hay una fuerza que ayude a Ramén a frenar (es cierto que hay friccién, pero
si Ramoén se chocd con Stefano es porque esa fricciéon no fue suficiente). Es el
contacto con Stefano lo que ayuda a Ramén a frenar.

(b) Si Stefano no se cae ni se resbala mientras el bus frena debe de ser porque
hay alguna fuerza que esta actuando sobre Stefano que le ayuda a frenar. Si
no hubiera ninguna fuerza, por la primera ley de Newton Stefano deberia
seguir con velocidad constante mientras el bus frena, y se chocaria con alguien
adelante, tal como le pasé a Ramoén. Asi que para que frene, la suma de fuerzas
en X (suponemos que el bus se mueve en X) sobre Stefano tiene que ser diferente
de cero, para que esas fuerzas le den la aceleracién requerida a Stefano. ;Qué
fuerzas pueden estar ayudando a Stefano a frenar? Simplemente la fuerza que
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le transmiten las barandas del bus mientras él se coge de ellas, y también la
fuerza de friccién de sus pies con el piso del bus.

(c) Antes de que el bus acelere, llevamos cierta velocidad constante, que es la
misma que lleva el bus. Una vez este acelera, nosotros, como todos los objetos,
tendemos a mantener la velocidad que llevabamos (eso es lo que dice la primera
ley de Newton). Sin embargo, el espaldar de la silla o la friccién con el piso
hace que no podamos seguir con la velocidad que llevdbamos, y hacen que
aceleremos. Es decir, la fuerza normal que nos hace el espaldar de la silla y la
fuerza de friccién que el piso le hace a nuestros pies hacen que aceleremos.

Podemos llegar a sentir como si hubiera una fuerza que nos empuja contra el
espaldar de la silla pero no hay tal fuerza. No hay nada que nos empuje hacia
atras, todo lo contrario, hay fuerzas que nos empujan hacia adelante mientras
el bus acelera.

(d) Si no hubiera nada de friccién entre nuestros pies y el piso del bus, y si no
estuviéramos sujetos de nada, no sentiriamos nada si el bus frena o acelera.
No habria ninguna fuerza que nos empujara hacia adelante ni ninguna fuerza
que nos ayudara a frenar; si el bus frenara nosotros “seguiriamos derecho”,
como si nada hubiera pasado (como dice la primera ley de Newton) hasta que,
por supuesto, nos choquemos contra algo adelante. Del mismo modo, si el bus
acelera nosotros no vamos a acelerar, hasta que nos choquemos con la parte de
atras del bus o con alguien detras de nosotros.

Este caso demuestra que no hay necesidad de mencionar ninguna fuerza para
explicar por qué nos vamos hacia adelante cuando el bus frena o por qué nos
vamos hacia atrds cuando acelera; en realidad no nos vamos hacia adelante
cuando el bus frena, mas bien el bus esta acercdndose a nosotros y nosotros,
como no podemos frenar, nos chocamos con las cosas que estdn adelante. Del
mismo modo, cuando el bus acelera no nos estamos yendo hacia atras sino que
las cosas que estan atrds de nosotros aceleran y nos alcanzan (y nosotros no
podemos evadirlas porque no hay ninguna fuerza que nos ayude a acelerar).
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Nota 4.11. ;Por qué nos vamos hacia adelante o hacia atras cuando

un vehiculo frena o acelera?

Cuando estamos dentro de un vehiculo y este frena, tendemos a mo-
vernos o, de hecho, nos movemos hacia delante del vehiculo como si
nos estuvieran empujando. Esto no sucede como resultado de una fuer-
za que nos empuje sino porque segun la primera ley de Newton todo
objeto tiende a seguir moviéndose con la velocidad que tiene y desde
el principio nos estabamos moviendo hacia delante (al frenar la parte
delantera del vehiculo se acerca a nosotros). De forma similar, cuando
el vehiculo acelera, sentimos que nos vamos hacia atrds o, de hecho, nos
vamos hacia atras del vehiculo. De nuevo, no hay ninguna fuerza que
nos empuje hacia atrds sino que, por la primera ley, tendemos a seguir
con nuestra velocidad inicial que era menor a la que el vehiculo tiene
después (al acelerar la parte trasera del vehiculo se acerca).
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Problema (tedrico) 4.6.

Palabras clave: diagrama de fuerzas.

(a) Explique qué es un diagrama de fuerzas y para qué sirve.

(b) A continuacién va a encontrar unos libros en cuatro situaciones di-
ferentes. Haga un diagrama de fuerzas para los libros en las cuatro
situaciones.

(c) Descomponga los vectores de fuerza para la situacién 3 usando dos
sistemas de coordenadas diferentes: primero, uno en el cual el eje Y
apunte hacia arriba de la pagina (de forma vertical) y el eje X apunte
hacia la derecha de la pégina, y después use uno en el cual el eje X esté
alineado con la parte larga de la repisa sobre la que estd el libro y el eje
Y esté alineado con la parte pequenia de la repisa.

Situacién 1: Situacién 2:
Libro cayendo libremente. Libro sobre una mesa.

Situacioén 3: Situacioén 4:
Libro en una repisa inclinada. | | Dos libros en una repisa inclinada.

Solucién

(a) Siempre que vamos a resolver un problema de fuerzas es muy importante
realizar lo que se conoce como un diagrama de fuerzas (también se conoce
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como diagrama de cuerpo libre). Un diagrama de fuerzas es un dibujo en el cual
debemos indicar las fuerzas que actian sobre el objeto que vamos a analizar.
Como las fuerzas son vectores, en nuestro diagrama las representamos con
flechas, en las que la punta indica la direccién de la fuerza. El objetivo de
los diagramas de fuerzas es ilustrar qué fuerzas actian sobre los distintos
objetos. Una vez realizado el diagrama de fuerzas sera mas sencillo plantear
las ecuaciones de la segunda ley de Newton. Es muy importante entender que
el diagrama de fuerzas de un objeto sblo tiene en cuenta las fuerzas que actitan sobre
el objeto, no las fuerzas que el objeto le hace a otros objetos. Esto es asi porque la
aceleracion de un objeto sélo depende de las fuerzas que acttian sobre él (nota 4.5).

(b) Situacién 1:

Como el libro cae libremente, sobre él solamente acttia el peso, asi que el
diagrama de fuerzas del libro es

—

w

[ El peso es una fuerza que apunta hacia el suelo (hacia el centro de la Tierra). |

Situacion 2:

Como el libro estd apoyado sobre la mesa, sobre el libro acttia una fuerza
normal. Asi, tenemos dos fuerzas sobre el libro, el peso y la fuerza normal que
ejerce la superficie de la mesa:

N

=l
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También es comun realizar el diagrama de fuerzas de modo que pintemos sélo
el cuerpo que queremos analizar. Por ejemplo, en este caso podriamos pintar
s6lo el libro (sin la mesa) con sus respectivas fuerzas:

—

N

—

w

[ Muchos diagramas de fuerzas s6lo pintan el objeto que nos interesa analizar. |

Ambos diagramas son equivalentes (con la mesa o sin la mesa) y el lector puede
usar el que mas le convenga. Lo importante es siempre pintar las fuerzas sobre
el objeto que vamos a analizar. En este libro vamos a pintar los diagramas de
fuerzas usando el dibujo original, sin aislar el objeto, y cuando haya mas de un
objeto vamos a diferenciar las fuerzas de cada objeto con la forma o el color
de las flechas. Ademds, es importante aclarar que no hay que pintar todas
las fuerzas que actdan sobre todos los objetos, sino sélo las fuerzas sobre los
objetos que debemos analizar. Por ejemplo, en este problema no hemos pintado
las fuerzas sobre la mesa porque nos han dicho que realicemos un diagrama
de fuerzas del libro. Por ejemplo, si hiciéramos el diagrama de fuerzas de la
situacién 2 para el libro y la mesa, seria el siguiente:

Diagrama de fuerzas para el libro y para la mesa. Notemos que sobre la mesa hay
tres fuerzas (en rojo), el peso Wi de la mesa, la fuerza normal Ny, que el piso
le hace a la mesa, y otra fuerza normal F que es la fuerza que el libro le hace a
la mesa. Por la tercera ley de Newton, la magnitud de F es igual a la magnitud
de N que es la fuerza normal que la mesa le hace al libro (y tienen direcciones
contrarias).
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Situacién 3:

En este caso debemos notar que el libro estd apoyado sobre dos superficies. Una
de las superficies es el soporte mas largo de la repisa (llamémosla superficie 2),
mientras la otra es la parte inferior de la repisa (llamémosla superficie 1). Esto
se ilustra a continuacién:

Superficie 2

Superficie 1

El libro estd en contacto con dos superficies de la repisa, que hemos llamado
superficie 1y superficie 2.

Como hay dos superficies, habra dos fuerzas normales que acttian actiien sobre
el libro. Si tenemos en cuenta que las fuerzas normales son perpendiculares a
la superficie, el diagrama de fuerzas de esta situacién queda asi:

>
//Vj

/%w

W

A la fuerza normal que ejerce la superficie 1 la hemos llamado N;. Notemos que
es perpendicular a la superficie 1. A la fuerza normal que ejerce la superficie 2 la
hemos llamado N;. En rojo hemos pintado el peso, que siempre va hacia abajo.

Situacioén 4

Esta vez tenemos dos libros. Analicemos primero el libro Lenguaje. Este libro
esta apoyado sobre dos superficies; por un lado estd apoyado sobre el libro
Fisica y por otro lado estd apoyado sobre la parte inferior de la repisa, que en el
problema anterior habiamos denominado superficie 1. El diagrama de fuerzas
de este libro verde debe ser exactamente igual al diagrama que habiamos hecho
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para el libro azul (Fisica) en la situacién previa ya que se estd apoyando sobre
dos superficies como el libro azul lo hacia en la seccién anterior (la tnica
diferencia es que lo que servia de superficie 2 en la seccién anterior era la parte
maés larga de la repisa y ahora es el libro azul). Siguiendo lo que hicimos en
el numeral anterior, para este libro verde tenemos el siguiente diagrama de
fuerzas:

Sobre el libro verde actaa la fuerza normal que produce el libro azul y que hemos
llamado Ny y la fuerza normal que produce la parte inferior de la repisa, que
hemos denominado N;. Hemos llamado W; al peso de este libro (lo pintamos de
blanco porque en negro no se alcanza a ver bien).

Sobre el libro azul actda la fuerza normal de la superficie inferior de la repisa
y la fuerza normal de la parte larga de la repisa. Hasta aqui su diagrama es
idéntico al del numeral anterior. Sin embargo, notemos que hay una tercera
superficie que esta en contacto con este libro azul, a saber, la caratula del
libro verde. Por lo tanto, como esta en contacto con tres superficies, hay tres
fuerzas normales sobre el libro azul. El diagrama de fuerzas para ambos libros
es entonces

Sobre el libro azul tenemos tres fuerzas normales: la fuerza N; que hace la super-
ficie inferior de la repisa, la fuerza N3 que ejerce la parte larga de la repisa, y Ny
que es la fuerza que ejerce el libro verde sobre el libro azul. Notemos que para
diferenciar las fuerzas sobre cada libro, las puntas de las flechas sobre el libro azul
tienen un estilo diferente (el lector no debe confundirse por el cambio de color de
algunos vectores, esto se debe sélo a razones de diagramacion).
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Debemos tener presente que segtn la tercera ley de Newton, la fuerza N, debe
ser igual en magnitud a la fuerza N,. En otras palabras, la fuerza normal que
le hace el libro verde al azul es la misma en magnitud y opuesta en direccién a
la fuerza normal que le hace el libro azul al verde, es decir: N, =-N,.

(c) Debemos descomponer los vectores de la situacién 3 usando un sistema
como el indicado a continuacién:

Como ya sabemos cudl es el diagrama de fuerzas, podemos usar directamente
ese diagrama y descomponer los vectores sobre el mismo diagrama, asi:

Notemos que las dos fuerzas normales se han descompuesto en sus compo-
nentes X y Y, pero el peso no porque el peso ya esta sobre el eje Y. Aunque el
dibujo anterior es relativamente claro, puede ser mas claro si después de dibu-
jar el diagrama de fuerzas sobre los objetos, dibujamos esas mismas fuerzas
sobre el sistema de coordenadas y descomponemos las fuerzas en el sistema de
coordenadas. Si hacemos esto, tenemos
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Y

A

N

3

Wy

Por cuestiones de claridad, es mas conveniente dibujar los vectores de fuerza sobre
el origen del sistema de coordenadas usado que sobre el dibujo original.

Una vez dibujamos los vectores sobre el sistema de coordenadas, podemos
descomponer los vectores (siguiendo lo explicado en la nota 1.8):

Después de pintar las fuerzas sobre el sistema, las podemos descomponer en el
mismo sistema (con flechas punteadas distinguimos a las componentes de los
vectores).

Ahora debemos hacer el diagrama de fuerzas para otro sistema de coordenadas
en el cual el eje X sea paralelo a la superficie 2 de la repisa, es decir, para un

sistema asi:

»
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Después de que tenemos el diagrama de fuerzas sobre el dibujo original,
dibujamos los vectores sobre el sistema de coordenadas:

A v/
/‘%f\/

w

[ Dibujamos los vectores de fuerza sobre el origen del sistema de coordenadas. |

Ahora descomponemos los vectores sobre el sistema de coordenadas. Notemos
que el anico vector que debemos descomponer es el peso porque las fuerzas
normales estan sobre los ejes:

Descomponemos el peso que es el iinico vector que no esté alineado con alguno de
los ejes.

Por supuesto, somos libres de escoger el sistema de coordenadas pero debemos
ser practicos; en este caso fue mdas conveniente usar un sistema inclinado
porque s6lo debimos descomponer el peso, mientras que con el primer sistema
que no era inclinado tuvimos que descomponer dos fuerzas normales.

De ahora en adelante vamos a dibujar directamente las fuerzas sobre el sistema
de coordenadas y en el mismo paso las vamos a descomponer (si es necesario,
el lector debe repasar el capitulo de vectores para descomponer rapidamente
vectores).
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Nota 4.12. Pasos para realizar un diagrama de fuerzas

(1) Dibujamos las fuerzas que actian sobre el objeto que queremos
analizar sin tener en cuenta las fuerzas que el objeto hace (esas no las
dibujamos).

(2) Volvemos a dibujar esas fuerzas pero sobre el sistema de coordenadas
que hemos elegido, y en ese mismo sistema las descomponemos.
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Problema 4.7.

Palabras clave: segunda ley, fuerza normal.

(a) Camilo empuja su biblioteca de 12 kilogramos de masa como se ilustra
en el dibujo. Supongamos que entre la biblioteca y el piso no hay
friccién. La magnitud de la aceleracién de la biblioteca es de 0.5 m/s?.
¢Cuadl es la fuerza que hace Camilo?

(b) Si la biblioteca tuviera una cuarta parte de la masa que tiene y Ca-
milo ejerciera la fuerza hallada en el punto (a), ;cudl seria la nueva
aceleraciéon de la biblioteca? ;Cual serfa la razén entre la magnitud de

la fuerza normal en esta seccién y la magnitud de la fuerza normal
hallada en (a)?

Solucion

;Qué informacion nos dan?

(a) La masa de la biblioteca es de 12 kilogramos y no hay friccién. La magnitud de la aceleracién
es 0.5 m/s2.

(b) Nos hacen suponer que la masa de la biblioteca es una cuarta parte de la actual, y Camilo
ejerce la fuerza que hallamos en (a).
¢Qué nos piden?

(a) La fuerza que ejerce Camilo.

(b) La nueva aceleracién de la biblioteca. También debemos hallar la razén entre la magni-
tud de la fuerza normal en el caso (b) y la fuerza normal hallada en (a).
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(a) Como nos dicen la aceleracién y la masa de la biblioteca, con la segunda ley
de Newton podemos hallar la fuerza que hace Camilo sobre la biblioteca. Pero
antes de escribir la segunda ley, realicemos el diagrama de fuerzas, que nos va
a facilitar el planteamiento de las ecuaciones.

Para hacer el diagrama, es conveniente seguir los dos pasos explicados en la
nota 4.12. En este problema podemos usar un sistema de coordenadas en el
cual el eje X apunta en la direccién de movimiento de la biblioteca y el eje Y
apunta hacia arriba. Teniendo en cuenta esto, nuestro diagrama queda asi:

—

N

AN

Bl

W

Arriba: El objeto que vamos a analizar es la biblioteca. Sobre ella acttia una fuerza
normal N que produce el piso, el peso W y la fuerza F que le ejerce Camilo.

Abajo: si usamos un sistema en el cual la biblioteca se mueve a lo largo del eje X,
no debemos descomponer ninguna fuerza, pues la fuerza normal y el peso van a
lo largo del eje Y y la fuerza de Camilo va en la direccién positiva del eje X.
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Después de realizar el diagrama de fuerzas y de escoger un sistema de coor-
denadas, podemos plantear la segunda ley de Newton. Esta ley dice que la
aceleracion total a lo largo del eje Y depende de la suma de todas las fuerzas
que hay a lo largo del eje Y, mientras que la aceleracién en X depende de la
suma de todas las fuerzas que hay en X.

Empecemos por escribir la segunda ley de Newton para lo que sucede en el eje
X, que es el eje en el cual hay aceleracion:

S Fy = may. (1)

Como en X sélo hay una fuerza, que es la fuerza de Camilo, la segunda ley de
Newton en X queda
F = may. (2)

Antes de seguir notemos que no hemos reemplazado el valor de la aceleracién
o de la masa en la ecuacion (2). Esto ha sido a propésito, como en muchos
problemas anteriores, pues es conveniente acostumbrarse a reemplazar los
valores de las variables s6lo al final.

Podemos volver a escribir la ecuacién (2) usando vectores unitarios, si tenemos
en cuenta que el movimiento de la biblioteca y la direccién de la fuerza van a
lo largo de la direccién positiva de X:

A

FxX =ma,Xx. (3)

Ahora s6lo debemos reemplazar los valores numeéricos de la aceleracién y de la
masa;
F£=(12kg)(0.5m/s?)%= (6 N)%. (4)
——— — —
m a

En palabras, Camilo ejerce una fuerza de 6 newtons de magnitud en el sentido
positivo de X.

(b) Ahora debemos averiguar la aceleraciéon de la biblioteca si Camilo ejerciera
la fuerza que acabamos de hallar —en la ecuacién (4)— pero suponiendo que
la biblioteca tuviera la cuarta parte de su masa. Volvemos a aplicar la segunda

3 Esto es conveniente porque ayuda a entender mejor la situacién cuando vemos la relacién
algebraica que existe entre las distintas variables (por ejemplo, si no reemplazamos podemos ver
facilmente qué variable es proporcional a qué otra). Ademas, el estudiante se debe acostumbrar a
trabajar con férmulas abstractas, que son muy comunes en fisica.
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ley de Newton —ecuacién (3)—, pero esta vez suponiendo que la masa es la
cuarta parte y la fuerza es la hallada recientemente:

(6 N)% = @am, (5)

——
m

donde hemos llamado 4, a la nueva aceleracién, que es la que buscamos. Si
despejamos la aceleracién, obtenemos:

2 m/s® = ax. (6)

Note que la aceleracién es cuatro veces la aceleracién original, lo cual muestra
una vez mas que la aceleracién es inversamente proporcional a la masa (si la
masa se divide por cuatro, la aceleraciéon se multiplica por cuatro).

También debemos hallar la razén entre la magnitud de la nueva fuerza normal
y la magnitud de la fuerza normal inicial. Empecemos por hallar la fuerza
normal en el caso en el cual la masa de la biblioteca es 12 kilogramos. Para
hallar esta fuerza, debemos escribir la segunda ley de Newton a lo largo del eje
Y.

En Y hay dos fuerzas sobre la biblioteca: el peso que apunta en la direcciéon
negativa del eje Y y la fuerza normal que apunta en la direccién positiva del
eje Y:

N7y - WY =may. (7)

Ahora, es claro que la biblioteca no se esta moviendo en sentido vertical, es
decir, no se esta moviendo a lo largo del eje Y. Por lo tanto, ay es cero:
Ny-Wp= 0 . (8)

——

La biblioteca
no tiene
aceleracion
enY

Si aplicamos la regla de oro y pasamos el peso al otro lado, esto queda

N=W. (9)

Sabemos que la magnitud del peso es W = mg, entonces llegamos a

N = mg. (10)
—
w

Ahora podriamos reemplazar los valores de las variables, pero como nos piden
la razén entre la nueva fuerza normal y esta fuerza normal, no es necesario
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reemplazar estos valores. Simplemente escribamos la segunda fuerza normal
teniendo en cuenta que la tnica cosa que cambia en la ecuacién (10) es que la
nueva masa es un cuarto de la masa inicial;

m
anzg, (11)

donde hemos llamado N;, a la nueva fuerza normal.

Si ahora calculamos la razén entre la fuerza normal nueva y la vieja, obtenemos

Ny (mf4)g 1 )
N mg 4

Como debiamos sospechar, la magnitud de la nueva fuerza normal es un cuarto
de la magnitud de la fuerza normal inicial, y esto tiene sentido porque si la
normal es igual en magnitud al peso, y si el peso se reduce en cuatro (porque la
masa se reduce en cuatro), entonces la magnitud de la fuerza normal también
se reduce en cuatro.
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Problema 4.8.

Palabras clave: diagrama de fuerzas, segunda
ley de Newton, diferencia entre normal y peso.

En el dibujo a continuacién el lector encontrara diferentes situaciones. En
la situacién 1 Mario (de camisa blanca), Carlos (de camisa naranja) e Isabel
compiten empujando una camioneta. Isabel trata de empujar en direccién
contraria a la de Mario y Carlos, pero al final la camioneta acelera en la
direccién en que los dos hombres empujan. Suponga que entre la camioneta y
el piso no hay friccién. En la situacién 2 David empuja una nevera que tiene
encima una canasta, y la nevera acelera. Suponga que no hay friccién entre
la canasta y la nevera. En la situacién 3, el carro rojo da reversa y empuja al
carro azul, causando que el azul acelere hacia atras. Tenga en cuenta que para
dar reversa el motor del carro rojo realiza una fuerza hacia atras. Al mismo
tiempo que ocurre esto la plataforma sobre la que estdn los carros acelera al
subir. Ignore la friccién que hay entre los carros y la plataforma.

Para cada situaciéon haga dos cosas: primero, realice el diagrama de fuerzas
para la camioneta, la nevera y ambos carros, usando un sistema de coordenadas
cuyo eje X apunte en la direccién derecha de la pagina y cuyo eje Y apunte
hacia la parte de arriba de la pagina. Segundo, con base en cada diagrama de
fuerzas escriba la segunda ley de Newton para la camioneta, la nevera y ambos
carros.

Situacién 1 Situacion 2 Situacién 3

:Qué informacion nos dan?

En la primera situacién Carlos y Mario empujan una camioneta desde el frente mientras que
Isabel la empuja desde la parte de atrds. La camioneta acelera en la direccién en que los hombres
la empujan y no hay friccion entre ella y el piso. En la segunda situacién, David empuja una
nevera que tiene una canasta encima, y la nevera acelera (no hay friccién entre la canasta y
la nevera). En la tercera situacion, una plataforma sube acelerando hacia arriba dos carros
mientras que el carro rojo da reversa y hace que el carro azul acelere hacia atrds. Ademads, hay
una fuerza del motor del carro rojo que permite dar reversa, y debemos ignorar la friccién entre
los carros y la plataforma. Tenemos que usar siempre un sistema de coordenadas cuyo eje X
apunte hacia la derecha y cuyo eje Y apunte hacia arriba.
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¢Qué nos piden?

Debemos realizar un diagrama de fuerzas para los objetos que nos interesan (la camioneta,
la nevera y los dos carros) en cada situacién. Con base en este diagrama debemos plantear la
segunda ley de Newton en X y Y.

Situacion 1

En X hay tres fuerzas sobre la camioneta; la fuerza de Mario, la de Carlos y
la de Isabel. En Y hay dos fuerzas sobre la camioneta; la fuerza normal que
hace el piso, que apunta hacia arriba, y el peso de la camioneta, que apunta
hacia abajo. Teniendo en cuenta esto, y siguiendo los pasos para realizar un
diagrama de fuerzas explicados en la nota 4.12, el diagrama de fuerzas de la
situacién 1 quedaria asi:

Situacién 1 N

gl

2l
<)
sl

1

Sobre la camioneta actian en total cinco fuerzas; la fuerza F; que hace Isabel y
que apunta en la direccién negativa de X, la fuerza Fy,; que hace Mario que apunta
en la direccion positiva de X al igual que la fuerza Fc que hace Carlos. También
tenemos el peso que apunta en la direccién negativa de Y y la normal que apunta
en la direccién positiva de Y.

Segun el diagrama de fuerzas de la camioneta, y teniendo en cuenta que la
aceleracién X de la camioneta se da en la direccién positiva de X, la segunda
ley de Newton en X queda

FuX+F.X—F; X = mayX. (1)
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Por su parte, ya dijimos que en Y hay dos fuerzas sobre la camioneta: la fuerza
normal que hace el piso y el peso de la camioneta:

N9 - W9 = may 9. (2)

Como la aceleracién en Y es cero (la camioneta no sube o baja), esto nos da

N9 - W9 = 09. (3)

Notemos que de la anterior ecuacién se sigue que la magnitud del peso es igual
a la magnitud de la normal: N = W (aun si la magnitud es la misma, recuerde
que el peso y la normal siempre son tipos de fuerzas diferentes).

Situacion 2

En esta situacién hay cuatro fuerzas sobre la nevera. El peso de la nevera, la
normal del piso, la normal de la canasta y la fuerza con la que empuja David.
Si hacemos el diagrama de fuerzas, obtenemos

Situacion 2

Y
i f
. )F d

W

) Z

—

N

C

Sobre la nevera actdan cuatro fuerzas; la fuerza F; que hace David y que apunta
en la direccién positiva de X, el peso que apunta en la direccién negativa de Y,
la normal del piso Np que apunta en la direccién positiva de Y y la normal de la
canasta N que apunta en la direccién negativa de Y.

Como en X sé6lo hay una fuerza que apunta en la direccién positiva de X, y
como la aceleracién de la nevera es en la direccién positiva de X, la segunda
ley de Newton para esta situacién queda asi:

F % = may . (4)
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Por su parte, en Y estan las tres fuerzas que ya mencionamos, y como la nevera
no tiene aceleracién en Y, la segunda ley de Newton en Y queda

Ny - Ny - W9 = 0%. (5)

Cuidado: algunas personas podrian llegar a decir que sobre la nevera actta
el peso que la canasta le hace, pero el peso de un objeto sélo actaa sobre el
mismo objeto (el peso de la canasta s6lo acttia sobre la canasta). No debemos
confundir a la normal con el peso, incluso si sus magnitudes a veces son iguales
(como en la situacién 1).

Nota 4.13. Diferencias entre el peso y la fuerza normal

Aunque muchas veces la magnitud del peso y de la normal son iguales
(mg), el peso no es igual a la normal. Hay tres diferencias fundamenta-
les:

* El peso siempre apunta hacia el centro de la Tierra mientras que
la normal, salvo en casos muy especiales, no lo hace. De hecho,
cuando ambas fuerzas tienen la misma magnitud la normal suele
tener direccién contraria al peso.

* La fuerza normal resulta de la interaccién de dos superficies y
proviene de la fuerza electromagnética, mientras que el peso
resulta de la interaccién del objeto con la Tierra y proviene de la
fuerza de gravedad.

* Un objeto A ejerce una fuerza normal sobre un objeto B, pero
A nunca podré ejercer su peso sobre B porque el peso de A sélo
actda sobre A.

Situacién 3

Empecemos por el carro azul. Sobre este carro actiia sélo una fuerza en X,
que es la fuerza con la que el otro carro lo empuja al dar reversa. Esta fuerza
apunta en la direccién negativa de X. Por otra parte, tenemos la normal que
la plataforma ejerce y que apunta en la direccién positiva de Y y el peso del
carro que tiene direccién negativa en Y. Teniendo en cuenta esto, el diagrama
de fuerzas para el carro azul queda asi:
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Situacion 3

TY

F

r

W,

Sobre el carro azul actian tres fuerzas; la fuerza Fr que hace el carro rojo y que
apunta en la direccién negativa de X, el peso W; que apunta en la direccién
negativa de Y y la normal N, de la plataforma que apunta en la direccién positiva

w »

de Y (los subindices “a” son para aclarar que hablamos del carro azul).

Teniendo en cuenta el diagrama de fuerzas anterior, podemos plantear las
ecuaciones de la segunda ley de Newton para el carro azul. Para lo que sucede
en X, tengamos presente que la fuerza del carro rojo se da en la direccién
negativa de X y que la aceleracién del carro azul también se da en la direccién
negativa de X:

—F.% = —mayX, (6)

donde el signo negativo al frente de la masa proviene del signo de la aceleracién,
que es negativo.

Para lo que sucede en Y, debemos tener presente que la plataforma esta ace-
lerando en la direccién positiva de Y, asi que los carros que estdn sobre ella
también aceleran en la misma direccién. En Y la segunda ley de Newton para
el carro azul queda

Naf - Wa = may. (7)

Ahora realicemos el diagrama de fuerzas para el carro rojo.

Sobre este carro acttian dos fuerzas en X, una es la fuerza que el carro azul
le hace, pues segun la tercera ley de Newton si el carro rojo le hace una
fuerza al azul, el azul también le hace una fuerza al rojo pero en direcciéon
contraria. La otra es la fuerza que el motor debe hacer para que el carro dé
reversa. Esta fuerza del motor va en la direccién negativa de X. Por supuesto,
también tenemos la fuerza normal que hace la plataforma y el peso del carro.
El diagrama de fuerzas del carro rojo quedaria asi:
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Situacién 3

Sobre el carro rojo acttian cuatro fuerzas; la fuerza F; que hace el carro azul y
que apunta en la direccién positiva de X, la fuerza Fy; del motor del carro rojo
que apunta en la direccion negativa de X, el peso W que apunta en la direccién
negativa de Y y la normal Ny de la plataforma que apunta en la direccién positiva

w n»

de Y (los subindices “r” son para aclarar que hablamos del carro rojo).

Segun el diagrama de fuerza, la segunda ley de Newton en X para el carro rojo
se deberfa escribir asi:
Fot - Fpt = —may %, (8)

donde el signo negativo al frente de la masa representa la direccién de la
aceleracion, que es negativa.

Por su parte, en Y hay s6lo dos fuerzas sobre el carro rojo, la normal de la
plataforma, que se da hacia arriba, y el peso, que se da en la direccién negativa
de Y. Ademas, nos dicen que el carro acelera hacia arriba por culpa de la
plataforma. Asi que en Y la segunda ley de Newton queda

N, 9 - W, = mayy. (9)

Es bueno anotar que la aceleracién de ambos carros en X y en Y es la misma,
asi que no hemos usado un subindice para distinguir ay 0 a, en la ecuacién de
cada carro.
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Problema 4.9.

Palabras clave: friccién dindmica, segunda
ley.

Suponga la misma situacién de Camilo empujando su biblioteca de 12 kilogra-
mos de masa (problema 4.7). La diferencia ahora es que hay un coeficiente de
friccién dinamico de 0.4 entre el piso y la biblioteca. Encuentre la fuerza que
hace Camilo para que la biblioteca se mueva con una aceleracién de magnitud
de 1 m/s>.

;Qué informacion nos dan?

La masa m de la biblioteca es de 12 kilogramos, el coeficiente de friccion entre el piso y la
biblioteca es de 0.4, y la aceleracién a de la biblioteca es de 1 m/s2.

:Qué nos piden?

La fuerza que ejerce Camilo sobre la biblioteca.

(a) Como ya sabemos, en los problemas de fuerzas debemos comenzar por
realizar un diagrama de fuerzas. Esta vez el diagrama es muy similar al del
problema 4.7, pero con la diferencia que ahora hay friccién entre el piso y la
biblioteca. Recordemos que la direccién de la fuerza de friccién dinamica es
contraria al movimiento del objeto. Como la biblioteca se mueve en la direccién
positiva del eje X entonces la direccién de la fuerza de friccién ocurre en la
direccién negativa del eje X:

N

Y
N
7, F
< >
X
Fr v W

Notemos que la fuerza de friccion se opone al movimiento de la biblioteca; como
la biblioteca se mueve en el sentido positivo del eje X, la fuerza de friccién apunta
en el sentido negativo de este eje.
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Para hallar la fuerza que le hace Camilo a la biblioteca, debemos usar la
segunda ley de Newton. Primero realicemos el analisis en X. Es claro que en
X hay dos fuerzas, la fuerza aplicada por Camilo y la fuerza de friccién que
se opone al movimiento de la biblioteca. La fuerza de friccién apunta en el
sentido negativo de X mientras que la fuerza que hace Camilo apunta en el
sentido positivo de X. Ademads, la biblioteca acelera en la direccién positiva de
X. Por lo tanto, la segunda ley de Newton para el movimiento en X queda:

—F, X+ FX = mayX, (1)

donde hemos llamado F a la magnitud de la fuerza que hace Camilo, y F; a la
magnitud de la fuerza de friccién. Si pasamos la fuerza de friccién al otro lado
de la igualdad, esta ecuacién queda

F% = may% + F, &, (2)

Ahora recordemos, como se dijo en la nota 4.8, que la magnitud de la fuerza de
friccién dindmica es pyN. Por lo tanto, podemos escribir la ecuacién (2) ast:

FX=ma%X+uyN £. (3)
——
F,

De esta ecuacién lo tnico que no conocemos es la magnitud de la fuerza normal.
Esta magnitud la podemos hallar con la segunda ley de Newton a lo largo del
eje Y. En Y hay dos fuerzas: el peso W y la fuerza normal N. El peso tiene
direccién negativa en Y y su magnitud esta dada por mg, mientras que la
fuerza normal apunta en la direccién positiva y a su magnitud la llamamos
simplemente N. Asi, la segunda ley de Newton para el eje Y es la siguiente:

-mgy + NP = mayy. (4)

Como la biblioteca no se mueve a lo largo del eje Y, su aceleracion ay es cero:

-mgy+N7p=0. (5)

Si aplicamos la regla de oro y despejamos el peso, obtenemos la magnitud de
la fuerza normal:
N =mg. (6)

Si usamos esto en la ecuacién (3), obtenemos
FX =maX+py mg x. (7)

——
N



442 FisicaA PASO A PASO. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

Antes de reemplazar los valores conocidos, saquemos factor comun de m:
Ff=m(pyg% +ax). (8)

Notemos que la magnitud de la fuerza que hace Camilo es proporcional al

coeficiente de friccidn, lo cual tiene sentido pues cuanta mas sea la friccién,

mas dificil serd que Camilo empuje la biblioteca asi que mas fuerza tiene que
hacer. Si ahora reemplazamos los valores, obtenemos

F%=12kg((0.4)(9.8 m/s?)%+ (1 m/s?)%) = (59.04 N)x%. (9)
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Problema de repaso 4.10.

Palabras clave: diagrama de fuerzas, segunda
ley de Newton, diferencia entre normal y peso.

Responda falso o verdadero y justifique respuesta:

(1) En muchos casos la fuerza normal es igual al peso.
(2) El peso y la masa tienen la misma direccién.

(3) Si un objeto A esta encima de un objeto B, no debemos indicar el peso
de A en el diagrama de fuerzas de B.

(4) En los diagramas de fuerza no debemos indicar las fuerzas que hace el
objeto.

5) Si un tren frena y una persona se cae hacia adelante, podemos decir
y p P
que una fuerza empujo a la persona hacia delante.

(1) Falso. Como dice la nota 4.13, la fuerza normal nunca es igual al peso. A
veces la magnitud de la fuerza normal si es igual al peso, pero ambas fuerzas
son diferentes; una se debe a la repulsién electromagnética entre superficies,
la otra se debe a la atraccién gravitacional de la Tierra.

(2) Falso. La masa no es un vector y entonces no tiene direccién, es una canti-
dad escalar que mide la resistencia de un cuerpo para cambiar su estado de
movimiento.

(3) Verdadero. El peso de A sélo actia sobre A, asi que no debe aparecer en el
diagrama de fuerzas de B (nota 4.13).

(4) Verdadero. En los diagramas de fuerza de un objeto sélo se indican las
fuerzas que acttian sobre el objeto, no las fuerzas que hace el objeto (nota 4.12).

(5) Falso. La persona se cae hacia adelante porque tiende a seguir en su estado
de movimiento por la primera ley de Newton, y como el tren frena y no hay
nada que ayude a la persona a frenar, entonces ella sigue con su velocidad
inicial y se cae (nota 4.11).
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Problema (tedrico) 4.11.

Palabras clave: fuerza de tensidén, cuerda
ideal, aceleracion en los extremos de una cuer-
da ideal.

(a) Supongamos que Juan amarra un extremo de una cuerda a un poste y
comienza a halar el otro extremo con una fuerza de magnitud F, como
se ilustra en el dibujo. A partir de esta situacién, explique qué es la
tension de una cuerda.

(b) Explique las caracteristicas de una cuerda ideal con respecto a los
siguientes puntos: (1) la magnitud de la fuerza de tensién que ambos
extremos de la cuerda ideal realizan; (2) la variacién de la longitud de
la cuerda ideal; (3) la rapidez y la magnitud de la aceleracién de ambos
extremos de la cuerda ideal; (4) la masa de la cuerda ideal.

R

Juan amarra una cuerda a un poste y comienza a halar el extremo izquierdo con
una fuerza F.

(a) Cuando Juan hala el extremo izquierdo de la cuerda, la cuerda responde
haciendo una fuerza contraria a la que Juan hace; cuanto mas duro hale Juan,
mas grande serd la fuerza con la que responderé la cuerda. Esta fuerza que hace
la cuerda como reaccion al estiramiento al que estd sometida es lo que se conoce como
fuerza de tension. La fuerza de tension sélo aparece si la cuerda estd templada y
para eso debe estar sujetada de ambos extremos. La magnitud de la tensién va
a depender de la fuerza hecha en ambos extremos; si la fuerza con la que se
hala la cuerda en alguno de los extremo crece, la tensién crecera.
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Notemos que el poste también le estd haciendo una fuerza a la cuerda, pues
el poste impide que la cuerda se mueva cuando Juan la hala. Por lo tanto, si
hiciéramos el diagrama de fuerzas de la cuerda, este seria:

P

La tension es la fuerza con la que la cuerda hala la mano de Juan y con la que
hala el poste. La tension en cada extremo apunta en sentido opuesto a la fuerza
aplicada en el extremo; en el extremo izquierdo la tensién T} es contraria a la
fuerza F que le hace Juan, y en el derecho la tensién T, es contraria a la fuerza Fp

que le hace el poste. Las magnitudes de T; y T, son la misma.

Cuidado: la fuerza de tensién no acttia sobre la cuerda (por eso no la pusimos
en el diagrama de fuerzas de la cuerda), sino que actda sobre los objetos que la
halan. Por otro lado, la fuerza realizada sobre ambos extremos de la cuerda no
siempre es igual, por ejemplo, podria pasar que la fuerza que hace Juan fuera
mayor que la que hace el poste, y entonces el poste se doblaria y la cuerda
tendria cierta aceleracion. Pero si la cuerda estd en reposo la fuerza que se hace
sobre ambos extremos debe ser la misma segtin la segunda ley de Newton.

(b) Una cuerda ideal es una cuerda que cumple las siguientes caracteristicas:

(1) Los dos extremos de una cuerda ideal generan una fuerza de tensién de la
de la misma magnitud.

(2) La longitud de las cuerdas ideales permanece constante, asi que si halamos
una cuerda ideal después de que ya esta templada, la cuerda no se va a estirar.

(3) Como la longitud de la cuerda es constante, ambos extremos de la cuerda
y todos los puntos de la cuerda se mueven con la misma rapidez y con la
misma magnitud de la aceleracién (obviamente, esto sucede cuando la cuerda
esta templada. Si no esta templada cada extremo se puede mover con rapidez
distinta al otro).

Por ejemplo, si el extremo izquierdo se mueve con una rapidez de 1 kilometro
por hora, entonces el extremo derecho se movera exactamente a 1 kilometro
por hora, y asi también se moveran todos los demds puntos que hay entre
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ambos extremos. O si un extremo tiene una magnitud de aceleracién de 1
metro por segundo cuadrado, entonces el otro extremo también tendréd una
aceleraciéon de magnitud de 1 metro por segundo cuadrado. Para entender
mejor esto podemos usar una analogia. Cuando halamos un resorte de un
extremo y el otro extremo esté fijo (pegado a algo), es claro que el extremo
que estamos halando se estd moviendo mientras que el extremo que esti fijo
no puede moverse. En cambio, si halamos el extremo de una barra rigida, por
ejemplo una varilla, y si suponemos que el otro extremo de la varilla esta fijo,
no hay forma de que logremos mover el extremo que halamos a menos de
que se despegue la varilla o se rompa. Si un extremo permanece fijo, el otro
también, si uno se mueve con cierta rapidez o con cierta aceleracién, el otro
también lo hace de la misma forma. La cuerda ideal, cuando esta templada,
es como una varilla: no se puede estirar y por lo tanto sus dos extremos y
todos sus puntos se mueven con igual rapidez o con la misma magnitud de la

aceleracion®.

(4) La masa de las cuerdas ideales se desprecia.

Nota 4.14. Fuerza de tension y cuerdas ideales

La fuerza de tension es la fuerza con la cual una cuerda hala a los
objetos que la estan halando de los extremos.

(1) Los dos extremos de una cuerda ideal generan una fuerza de
tensién con la misma magnitud, y estas tensiones tienen sentido
contrario a la fuerza que se le hace a la cuerda en cada extremo.

(2) La longitud de las cuerdas ideales permanece constante.

(3) Cuando la cuerda estd templada, ambos extremos de la cuerda
y todos los puntos de la cuerda se mueven con la misma rapidez
y con la misma magnitud de la aceleracidn.

(4) La masa de las cuerdas ideales se desprecia.

4 Estrictamente hablando una varilla se puede estirar si es halada con suficiente fuerza, pero
en condiciones normales esto no sucede. El punto importante es que una cuerda ideal se comporta
como una varilla mas que como un resorte en cuanto a la longitud se refiere.
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Problema 4.12.

Palabras clave: fuerza de tensién, cuerda
ideal, objetos ligados por una cuerda ideal.

Una avioneta de 8000 kg arrastra con una cuerda ideal un letrero publicitando
el préximo clésico de futbol calefio (ver dibujo). La avioneta vuela con acelera-
cién constante horizontal de 10 m/s? de magnitud y el letrero tiene masa de
70 kilogramos.

(a) ¢Cuadl es la magnitud de la fuerza de tensién en la cuerda? ;Cudl es
la magnitud de la fuerza que tiene que hacer el motor de la avione-
ta? Ignore la fricciéon del viento sobre la avioneta y sobre el letrero.
Al realizar los diagramas de fuerza, suponga que hay una fuerza de
sustentacion vertical que sostiene al letrero y a la avioneta.

(b) Suponga ahora que hay una fuerza de friccién horizontal del viento
sobre el letrero, que se opone a su movimiento. ;Cual es la magnitud
de esta fuerza de friccién si la aceleracion inicial de la avioneta es tres
cuartos la aceleracién original y si la tensién ahora es un cuarto la
tensién hallada en (a)?

(c) Explique sila magnitud de la tensién que la cuerda le hace a la avioneta
y al letrero es igual a la magnitud de la fuerza que hacen la avioneta
y el letrero sobre la cuerda (tenga en cuenta que la cuerda también
acelera).

:Qué informacion nos dan?

(a) Conocemos la masa del letrero, que es 70 kg, y la aceleraciéon de la avioneta, que es de
10 m/s2. También conocemos la masa de la avioneta, que es 8000 kg. Hay una fuerza de
sustentacion vertical que sostiene al letrero y a la avioneta que debemos considerar en el
diagrama de fuerzas.

(b) La aceleracién de la avioneta es tres cuartos la aceleracién en (a) y la magnitud de la tensién
es un cuarto de la hallada en (a).
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¢Qué nos piden?
(a) La magnitud de la tensién en la cuerda. La magnitud de la fuerza del motor.
(b) La magnitud de la fuerza de friccién del viento.

(c) Debemos decir si la magnitud de la tensién que la cuerda le hace a la avioneta y al
letrero es igual a la magnitud de la fuerza que hacen la avioneta y el letrero sobre la
cuerda.

(a) Para determinar la magnitud de la tensién en la cuerda sélo es necesario
analizar el movimiento del letrero a lo largo del eje X. Empezamos por escoger
un sistema de coordenadas con el eje Y apuntando hacia arriba y el X hacia la
derecha, y por realizar un diagrama de fuerzas del letrero teniendo en cuenta
dicho sistema:

Fs

Cali vs América

préximo 4omingo

T X

Sobre el letrero acttian tres fuerzas: la tension de la cuerda, el peso y la fuerza
de sustentacion, que es vertical y que hemos llamado Fs. Recordemos de la nota
4.14 que la tensién en un extremo apunta en sentido contrario a la fuerza ejercida
sobre la cuerda en dicho extremo. Como el letrero le hace una fuerza a la cuerda
en el sentido negativo de X, la tensién apunta en el sentido positivo de X.

En X s6lo hay una fuerza sobre el letrero, a saber, la tensién. La direccién de
esta fuerza es en el sentido positivo de X. Asi, segtin la segunda ley de Newton,
tenemos para el letrero:

TX =mayX, (1)
donde ay es la aceleraciéon del letrero en la direcciéon positiva de X. Ahora es
importante usar la condicién de que la cuerda se mantiene templada. Cuando
una cuerda ideal esta templada, los extremos de la cuerda se mueven de la
misma forma (caracteristica 3 de la nota 4.14). Por lo tanto, como el letrero
estd sujetado a la cuerda, la magnitud de su aceleracién debe ser la misma
que la del extremo derecho de la cuerda, que estd sujetada de la avioneta. Por
lo tanto, la magnitud de la aceleracién de la avioneta es la misma que la del
letrero; a. = a, (vamos usar el subindice c para referirnos a todas las variables
que tienen que ver con la avioneta). Esto puede parecer obvio, pero sélo sucede
cuando hablamos de cuerdas ideales.
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Nota 4.15. Movimiento de los objetos sujetados de los extremos de

una cuerda ideal

Si un objeto A esta sujetado de uno de los extremos de una cuerda ideal
y un objeto B esta sujetado del otro extremo de la cuerda, y si la cuerda
esta templada, entonces la magnitud de la velocidad y la magnitud de
la aceleracién de ambos objetos es igual (esto es una consecuencia del
punto 3 de la nota 4.14).

Como la magnitud de la aceleracién del letrero es igual que la magnitud de la
aceleracion de la avioneta a., entonces la ecuacién (1) queda asi:

T% = ma,%. (2)

Por lo tanto, al aplicar la regla de oro encontramos que la magnitud de la
tension es
T = ma,. (3)

Si reemplazamos en esta ecuacidn el valor de la masa del letrero y el valor de
la aceleracién de la avioneta, obtenemos que la magnitud de la tensién es

T = (70 kg)(10 m/s>) = 700 N. (4)
——

Ahora debemos hallar la magnitud de la fuerza que hace el motor. Para hacer
esto debemos realizar el diagrama de fuerzas sobre la avioneta:

Sobre la avioneta actuian cuatro fuerzas; la tension T¢ de la cuerda, el peso W,
la sustentacién Esc y la fuerza E,; del motor. La avioneta le hace una fuerza a la
cuerda en el sentido positivo de X, por lo tanto, la tensién sobre la avioneta apunta
en el sentido negativo de X.




450 Fisica PAsO A PASO. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

Esta vez la tensién tiene direccién opuesta a la tensién que la cuerda le hace
al letrero.

Como la fuerza del motor tiene direccién positiva de X y la tensién para la
avioneta tiene direccién negativa de X, y como la aceleracién es positiva, la
segunda ley de Newton en X para la avioneta queda asi:

—T.X+Fpux=meacx. (5)

Si pasamos la tensién al otro lado de la igualdad y aplicamos la regla de oro,
obtenemos
Fn=mecac+T,. (6)

Ademas, como es una cuerda ideal, la magnitud de la tensién que la cuerda le
hace a la avioneta es la misma que la magnitud de la tensién que la cuerda le
hace al letrero (nota 4.14), es decir, TC” = ”TH

Finalmente, usamos los valores que ya conocemos:

Fm=(8000 kg)(lo m/82)+700N=80700 N. (7)
——
me a Tc

(b) Ahora nos dicen que consideremos una fuerza de friccién del viento que
se opone al movimiento del letrero. Empecemos por realizar el diagrama de
fuerzas en este nuevo caso:

Fs

Cali vs Ameérica

o domingo

proxi

El diagrama de fuerzas es casi igual al de antes, s6lo que ahora debemos considerar
una fuerza de friccién del viento. La fuerza de friccién se opone al movimiento
del letrero asi que tiene direccién negativa a lo largo del eje X.
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Para el letrero tenemos entonces dos fuerzas en X: la tensién que es positiva
en X y la fuerza de friccién que es negativa en X. Por lo tanto, la ecuacién de
fuerzas en X para el letrero es

T, % — F,% = ma,%, (8)

donde hemos denominado T,, a la nueva tensién y hemos llamado a, a la nueva
aceleracién (la cual sigue siendo en la direccién positiva de X). Nos dicen que
la magnitud de la aceleracién de la avioneta, que es la misma del letrero, es tres
cuartos la aceleracién en (a), y la magnitud de la tensién es un cuarto la de (a).
Es decir, la nueva aceleracion es a, = (3/4)a. y la nueva tensién es T, = (1/4)T.
Por lo tanto, usando los valores conocidos, la ecuacién (8) queda asi:

(1/4) (700 N) £ - F,% = (70 kg)(3/4) (10 m/s?) %. (9)
— N— S~——
T m a

Si despejamos la fuerza de friccién, esto nos da

F,% =—(350 N)%. (10)

La magnitud de la friccién, que es lo que nos piden, es entonces de 350 N (el
signo menos indica que la friccién apunta en el sentido negativo del eje X,
como ya sabiamos).

(c) Ya sabemos que la magnitud de la tensiéon que la cuerda hace sobre el letrero
y sobre la avioneta debe ser la misma, pues la cuerda es ideal. Ahora, la inica
forma de que la cuerda acelere en el sentido positivo de X es si la avioneta le
hace mas fuerza a la cuerda que la que puede hacer el letrero. Entonces no
puede ser cierto que la magnitud de la tensién sea igual a la fuerza con la que
el letrero y la avioneta halan, pues ya dijimos que para que la cuerda acelere
la avioneta y el letrero halan con fuerzas de diferente magnitud mientras que
la cuerda hala con una tensién de igual magnitud en sus extremos. Aunque
muchos estarian tentados a decir que por la tercera ley de Newton la fuerza
con la que halamos un extremo de una cuerda es igual en magnitud a la fuerza
con la que el extremo nos hala a nosotros, jacabamos de comprobar que esto
no siempre sucede con la tensién!
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Problema 4.13.

Palabras clave: fuerza de tensién, dos cuerdas
halando un objeto, aceleracién en dos dimen-
siones, magnitud y direccién de la aceleraciéon
neta.

Dos jeeps estdn halando a un carro azul de masa m que se qued¢é atrapado en un
lodo muy denso. Suponga que conocemos la magnitud de la tension ejercida
por ambas cuerdas: T} para la cuerda izquierda y T, para la cuerda derecha.
Ademas, conocemos los angulos a y 6 que hacen las cuerdas con respecto
al camino de tierra y piedras indicado en el dibujo. También conocemos la
magnitud de la fuerza de friccién dindmica del carro azul con el lodo, que es
F, y vamos a suponer que la friccidon sélo acttia en el sentido negativo del eje Y
usado en la figura.

(a) Escriba una expresién para la magnitud de la aceleracién del carro azul
en términos de las tensiones, los dngulos indicados, la masa del carro 'y
la magnitud de la friccién.

(b) Si Fr es 1700 N, si T; es 1000 N, T, es 1500 N, a es 60 grados, 0
es 30 grados y m es 2000 kg, ;cudl es la magnitud y direccién de la
aceleracion del carro azul?

Ayuda: en este problema sdlo necesitamos considerar las fuerzas que ocurren
en el plano X-Y, es decir, puede ignorar el peso y la normal de los carros.
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Solucién

;Qué informacion nos dan?

(a) Conocemos la masa m del carro azul, conocemos Ty, que es la magnitud de la tensién de la
cuerda izquierda, y T,, que es la magnitud de la tensién de la cuerda derecha. Conocemos la
magnitud de la fuerza de friccién Fr dindmica entre el lodo y el carro. También conocemos los
angulos o y 6. Debemos suponer que la friccién sélo actia a lo largo del eje Y. Para el problema
nos dicen que consideremos sélo lo que ocurre en el plano X-Y.

(b) Fr es 1700 N, T; es 1000 N, T, es 1500 N, « es 60 grados, 6 es 30 grados y la masa del carro
es 2000 kilogramos.

:Qué nos piden?
(a) Una expresién para la magnitud de la aceleracion del carro azul, en término de las
tensiones, los dngulos, la magnitud de la friccién y la masa del carro azul.

(b) Magnitud y direccién de la aceleracién del carro azul.

(a) Como ya es costumbre, comencemos por realizar un diagrama de fuerzas
del objeto que vamos a analizar, que en este caso es el carro azul. Tengamos
en cuenta que la fuerza de fricciéon dindmica sobre el carro s6lo actia en
la direccién negativa del eje Y, como nos dicen en el enunciado. Al hacer el
diagrama tengamos en cuenta que debemos descomponer las fuerzas de tensién
(enXyY):

Sobre el carro actian dos fuerzas de tension y la fuerza de friccién que va en el
sentido negativo de Y (sobre el carro también hay una fuerza normal y un peso,
pero estas dos fuerzas no nos interesan porque sélo vamos a analizar lo que sucede
en el plano X-Y). Descomponemos las dos tensiones (las componentes estdn con
lineas punteadas). La fuerza de friccién no hay que descomponerla.

Para hallar la magnitud de la aceleracién debemos encontrar sus componentes
(es decir, debemos encontrar la aceleracién en X y la aceleracién en Y), pues
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recordemos que la magnitud de un vector es la raiz cuadrada de la suma de la
magnitud de cada componente al cuadrado:

El lector puede preguntarse por qué no fue necesario aplicar esta ecuaciéon
en los problemas anteriores del presente capitulo. La razén es que antes la
aceleracion era séloen X oen Y, noen Xy Y a la vez como en este caso.

Empecemos por hallar una expresion para la magnitud de la aceleracién en X.
En X tenemos dos fuerzas: la componente Tix y la componente Tyy. La primera
apunta en la direccién negativa de X mientras que la segunda apunta en la
direccién positiva. Por lo tanto, en X tenemos la siguiente ecuacién:

— Ty % + Toy® = may%, (2)

donde ay es la magnitud de la aceleracién del carro azul a lo largo del eje
X que no conocemos. Tampoco conocemos la direccién de la aceleracién; al
escribir la ecuacién (2) hemos supuesto que es positiva pero después, cuando
reemplacemos los valores, vamos a averiguar si esta suposicién es correcta o no.
Ademais, en el diagrama de fuerzas podemos ver que las magnitudes T, y Tox
estan dadas por T sina y T, sin © respectivamente. Por lo tanto, la ecuacién (2)
queda

—(Tysina) £+ (Tpsin0) £ = mayX. (3)
— ~—
Tix Tox

Si dividimos por la masa obtenemos:

~Tisinax+ TrsinOx

= ayX. (4)
m
Asi que la magnitud de la aceleraciéon en X es
Ty sina+ Tpsin©
|[(FE ) < s, (5)

donde a la izquierda hemos usado que ax +bx = (a+ )% (nota 1.19). Note que
como en este caso no sabemos si la direccién de la aceleracién es positiva o
negativa, debemos usar valor absoluto®.

5 Cuando estamos seguros de las direcciones de los vectores, la regla de oro nos da directamente
las magnitudes, sin necesidad de aplicar valor absoluto. Por ejemplo, si la ecuacién — (T sina) £ +
(T, sin0) = max X tuviera los signos correctos, al aplicar la regla de oro a la derecha obtendriamos
may, de donde podemos inferir la magnitud de la aceleracién en X sin necesidad de aplicar valor
absoluto. Pero en el caso actual no estamos seguros de los signos, asi que al aplicar la regla de oro
ax podria ser negativo y la magnitud no puede ser negativa. Por eso, cuando no estamos seguros
de los signos y buscamos la magnitud de un vector, debemos aplicar el valor absoluto.
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Ahora debemos hallar la magnitud de la aceleracién Y. En Y tenemos tres
fuerzas actuando sobre el carro azul: las componentes en Y de ambas tensiones
(le y sz) y la fuerza E, de friccién. Ambas componentes Y de la tensién
apuntan en la direccién positiva del eje Y, mientras que la friccién apunta en la
direccién negativa de Y. Ademads, la direccién de movimiento es positiva en Y
(pues los jeeps estan halando al carro azul). Por lo tanto, la ecuacién de fuerzas
enY es

le}? + Tgyﬁ - FryA = maygﬁ. (6)

Del diagrama de fuerzas podemos notar que Ty, es igual a Tycosa 'y Ty es
igual a T, cos 0. Asi, la ecuacién (6) queda

(Tycosa)y +(Trcos0) 9~ Frp = mayp. (7)
—_— —_—
Ty Ty

Dividimos por la masa para obtener a,7:

Tycosay+TrcosO9—F, 9

. ayy. (8)

Asi, la magnitud de la componente Y de la aceleracién es

A

= H“W .

H(TlcosaJrTzcose—Fr)p (9)

m

Ya que conocemos la magnitud de ambas componentes podemos escribir una
expresion para la magnitud del vector de aceleracién usando la ecuacién (1):

2
T; T -F,
( 1cosa+T,cos0 )}7 (10)

m

2
_ -Tisina+T,sin0) ,
Jal - i i

la | llay |

Como los términos dentro de la raiz estdn al cuadrado dardn un ntmero
positivo, asi que podemos ignorar las barras de valor absoluto y podemos
aplicar la regla de oro para eliminar los vectores unitarios:

lall =

. ~Tisina+ T,sin© 2 Ticosa+ TrcosO —F, 2
( ) +( . (11)

m m

(b) Ahora nos dan unos valores numéricos para las tensiones, la fuerza de
friccién y la masa del carro y con ellos debemos decir la direccién y la magnitud
de la aceleracién del carro. Podemos usar la ecuacién (11) directamente pero
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es mas sencillo si primero calculamos la magnitud de la aceleracién en X
usando la ecuacién (5), después calculamos la magnitud de la aceleracién en Y
usando la ecuacién (9), y al final usamos la ecuacién (11) con los resultados que
acabamos de hallar. Si reemplazamos los valores en la ecuacién (5), obtenemos

T ot T, 0
—— — ——— —
- (1000 N)sin 60° +(1500 N)sin 30° _
2000 kg

——
m

= [-(0.058 m/s*)%

. (12)

Notemos el signo negativo dentro del valor absoluto, lo que sefiala que la
aceleracién X era de hecho negativa, contrario a lo que supusimos al escribir la
ecuacion (2). Aqui se ve que la magnitud de la aceleracién en X es

|d@x] = (0.058 m/s?). (13)

La magnitud de la aceleracién en Y la calculamos con la ecuacién (9):

T, [0 T, [§] F,
— —— —

—_——— ——
(1000 N) cos 60° +(1500 N)cos 30° =1700 N 21 n
2000 kg [ =]-(0.05 m/s*)p|. (14)
——
m
Asi que la magnitud de esta aceleracién Y es
|ay| = (0.05 m/s?). (15)

Una vez conocemos la magnitud de ambas aceleraciones podemos calcular la
magnitud de la aceleracién total del carro, usando la ecuacién (11):

|d| = \/(0.058 m/s%)? +(0.05 m/s%)? = 0.08 m/s>. (16)

lax la|

Para hallar la direccién de la aceleracién podemos usar las componentes de la
aceleracién. La aceleracidn total es el vector que resulta de sumar la aceleracién
X con la aceleracién Y:
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o\

(0.05 m/s?)y

p

—(0.058 m/s2)x

La flecha roja se refiere al vector de la aceleracion 4 del carro. Los vectores negro y
verde corresponden a las componentes Y y X del vector de aceleracién. f indica
la direccién de la aceleracién con respecto al eje X negativo en el sentido de las
manecillas del reloj.

Para indicar la direccién de la aceleracidn del carro sélo hace falta determinar
el angulo p del dibujo. Notemos que tangente de p es igual a la magnitud del
cateto opuesto 0.05 m/s?, sobre la magnitud del cateto adyacente 0.058 m/s%:

lay|  (0.05m/s%)

tanf=-—+= =0.86. 17)
P lax]  (0.058 m/s?) (
Asi que arcotangente de 15.34 nos da el angulo f:
arctan 0.86 = 40.70°. (18)

En palabras, el carro se mueve con una aceleracién que tiene direccién de 40.70
grados medidos en el sentido de las manecillas del reloj del eje X negativo.
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Problema 4.14.

Palabras clave: plano inclinado, dos sistemas
de coordenadas en plano inclinado, acelera-
cién de un objeto en un plano inclinado.

Otra vez Camilo empuja su biblioteca pero esta vez la debe subir por unas
empinadas escaleras, como se ve en el dibujo. Suponga que la biblioteca tiene
masa m, que el dangulo de inclinacién de las escaleras es © y que no hay friccién
entre las escaleras y la biblioteca.

(a) Escriba una expresién para la magnitud de la fuerza que debe hacer
Camilo para sostener la biblioteca. Use un sistema de coordenadas en
el cual el eje Y apunte de forma vertical hacia arriba de la pagina y el
eje X apunte hacia la derecha.

(b) Vuelva a resolver (a) pero usando un sistema de coordenadas inclinado
en el cual el eje X sea paralelo al plano de las escaleras (paralelo a la
direccién en que Camilo empuja) y el eje Y sea perpendicular a dicho
plano.

(c) Si Camilo hiciera el doble de la fuerza hallada en (a), dé una expresién
para la aceleracién de la biblioteca en ese caso, usando el segundo
sistema de coordenadas.

(d) Suponga que Camilo deja caer la biblioteca. Con base en lo hallado
antes, dé una expresidn para la aceleracién de la biblioteca.
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:Qué informacion nos dan?

(a) En ninguin caso hay friccion entre la biblioteca y las escaleras. Tenemos la masa m de la
biblioteca y la inclinacién de las escaleras que es 6. Debemos usar un sistema de coordenadas
en el cual el eje Y apunte de forma vertical y el eje X lo haga hacia la derecha.

(b) Nos dan la misma informacién pero debemos usar un sistema en el cual el eje X sea paralelo
a las escaleras.

(c) Suponga que Camilo duplica la fuerza calculada en (a) y (b).

(d) Suponga que Camilo libera la biblioteca.

:Qué nos piden?
(a) y (b) Una expresién para la magnitud de la fuerza que debe hacer Camilo para sostener

la biblioteca usando los dos sistemas de coordenadas explicados anteriormente.

(c) Una expresién para la aceleracion de la biblioteca para el segundo sistema de coordena-
das —el usado en (b)—.

(d) La aceleracién de la biblioteca si Camilo la deja caer.

(a) Comenzamos por realizar un diagrama de fuerzas de la biblioteca. Nos
piden que usemos un sistema de coordenadas con el eje Y apuntando hacia
arriba y el eje X hacia la derecha.

A

Sobre la biblioteca acttian tres fuerzas; la fuerza que hace Camilo que es paralela a
la pendiente de las escaleras; el peso que siempre apunta hacia el piso; y la normal
que es perpendicular a las escaleras. Si usamos un sistema de coordenadas con el
eje Y vertical, entonces tenemos que descomponer la fuerza normal y la fuerza que
hace Camilo, pero no tenemos que descomponer el peso. Notemos que el angulo 0
es el mismo que hace la fuerza de Camilo con el eje X. Ademas, el lector puede
comprobar que tiene que ser el mismo dngulo que se forma entre la normal y su
componente Y (note que entre la normal y la fuerza que hace Camilo se forma
un angulo de 90 grados, y entre la componente X de la fuerza de Camilo y la
componente Y de la normal también hay 90 grados).
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Debemos encontrar una expresiéon para la magnitud de la fuerza que debe
hacer Camilo para sostener a la biblioteca, es decir, para que la biblioteca se
mantenga en reposo (aceleracién cero). Esta fuerza tiene componentes X y Y,
como se aprecia del diagrama de fuerzas. Comencemos por analizar lo que
sucede en Y.

Como se aprecia en el diagrama de fuerzas, tanto la componente Y de la normal
como la componente Y de la fuerza que hace Camilo son positivas, mientras
que el peso es negativo. Por lo tanto, la segunda ley de Newton en Y queda asi:

Ny9 + Fyp - W9 = mayy. (1)

Ademis, la aceleracién de la biblioteca es cero (Camilo sélo la sostiene). Como
la aceleracién es cero, la aceleracién X y Y tienen que ser cero, pues cuando un
vector es cero todas sus componentes tienen que ser cero. Teniendo en cuenta
esto, la ecuacién (2) queda asi:

Ny +Fy9 - W9 = 09, (2)

Si dejamos sola la componente de la fuerza en Y que hace Camilo, y tenemos
en cuenta que la magnitud del peso es mg, esto da

Fyp=mgy—Nyp. (3)

Notemos que la componente Y de la fuerza nos queda en términos de la fuerza
normal en Y que desconocemos. Pero la normal en Y y la normal en X se pueden
escribir en términos de la normal total y del dngulo 0, y a este altimo si lo
conocemos. En el diagrama de fuerzas es claro que la magnitud de la normal
enY es N cos 0. Si usamos esto en la ecuacién (3) obtenemos

Fyp=mgy - Ncos67. (4)
—_———
Ny
Esta ecuacién nos da la fuerza en Y que hace Camilo pero en términos de la
magnitud de la normal, que tampoco conocemos. Sin embargo, si planteamos

las ecuaciones en X podemos encontrar una forma de relacionar la magnitud
de la normal con otras variables conocidas.

En X hay dos fuerzas, la componente X de la fuerza que hace Camilo, que
es positiva segiin nuestro sistema, y la componente X de la normal, que es
negativa seguin nuestro sistema. Asi, la segunda ley de Newton en X es

— Ny + Fy& = may%. (5)

Pero en X tampoco hay aceleracién, asi que esto queda

— Ny£ + Fe% = 0%, (6)
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Ahora podemos despejar la componente X de la fuerza que hace Camilo y de
una vez podemos usar el hecho de que la magnitud de la componente X de la
normal es N 'sin O (como se aprecia en el diagrama de fuerzas):

Fxx=Nsin©Ox. (7)
——
Nx

Esta ecuacion nos da Fy en términos de la normal y la ecuacion (4) nos da Fy
también en términos de la normal. Para poder relacionar ambas ecuaciones,
debemos ponerlas en términos de las mismas variables, pues por ahora una se
refiere a Fy y la otra a F (asi que por ahora tenemos tres incdgnitas: N, Fyy

Fy).

Notemos en el diagrama de fuerzas que F, es FsinOy Fy es F cos 0. Si usamos
esto en la ecuacién (4) y en la (7) respectivamente, obtenemos

Fsin07 = mgy - N cos 07, (8)
——
Fy
Fcos0X = NsinOx. (9)
——
Fy

Ahora si podemos relacionar ambas ecuaciones porque ambas estan escritas
en términos de F. Usando estas ecuaciones podemos despejar la fuerza F de
una ecuacién y usar el resultado en la otra, o también podemos despejar la
normal N de una ecuacién y usarla en la otra. Despejemos F de la ecuacién (9)
y luego usemos el resultado en la ecuacién (8). Si dividimos la ecuacién (9) por
el coseno de O y aplicamos la regla de oro, obtenemos

F:Nsme' (10)
cos B

Si usamos esto para reemplazar F en la ecuacién (8) y aplicamos la regla de
oro, obtenemos

(Nsme)sinezmg—Ncose. (11)
cos0

—_—
F

A partir de esta ecuacién podemos despejar la fuerza normal que es nuestra
Unica incédgnita. Si dejamos mg solo al lado derecho y multiplicamos los senos
del primer término, esto da

(Nsin2 §)

N cos 0 =mg. 12
030 )+ cosO =mg (12)
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Ahora podemos sacar factor comun de la normal:

)
sin” 0
N =mg. 1
(cos@ +cos6) mg (13)

Para simplificar mas el resultado, sumemos los términos entre paréntesis:

-2 2
sin“ 0 + cos“ 0
N " " | =mo. 14
( cos 0 ) me (14)
Recordemos que sin’x +cos’x = 1:
N( ! )—m (15)
cos®/) &

Finalmente, si multiplicamos por el coseno obtenemos la magnitud de la
normal:
N =mgcos0. (16)

Ahora que conocemos la magnitud de la normal podemos usar la ecuacién (10)
o la ecuacién (9) para obtener F. Si usamos la normal dada por la ecuacién (16)
en la ecuacién (10), llegamos a

N
—_——

(mgcos0)sin O

F= (17)

cosO

El coseno se cancela y finalmente obtenemos una expresién para F, la magnitud
de la fuerza que hace Camilo:

F=mgsin®. (18)

Notemos que si el angulo es cero, esta expresién nos da cero (seno de cero
es cero), lo cual tiene sentido porque si no hubiera escaleras, si la biblioteca
estuviera en el piso de forma horizontal, Camilo no tendria que hacer ninguna
fuerza para sostenerla. Por otro lado, la fuerza es maxima cuando 6 es 90
grados (en ese caso seno nos da 1 y la magnitud de la fuerza da mg). Esto tiene
sentido, pues si las escaleras fueran como una pared completamente vertical,
Camilo tendria que levantar por completo la biblioteca que pesa mg.

(b) Ahora debemos encontrar una expresién para la magnitud de la fuerza que
tiene que hacer Camilo, usando un sistema de coordenadas inclinado cuyo
eje X esté paralelo a las escaleras. Como siempre, empezamos por realizar un
diagrama de fuerzas.
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Como ya sabemos, sobre la biblioteca acttian la fuerza que hace Camilo, que es
paralela a las escaleras, el peso que va hacia abajo y la normal que es perpendicular
a las escaleras. Si usamos un sistema de coordenadas inclinado cuyo eje X apunte
en la direccién de las escaleras, entonces no tenemos que descomponer la fuerza
de Camilo ni la fuerza normal, s6lo debemos descomponer el peso. Notemos que
el dngulo que forman el peso y la componente Y es el mismo 6 del plano inclinado
(nota 1.16).

Como se explica en el diagrama, ahora s6lo debemos descomponer una fuerza
(el peso) mientras que con el sistema anterior debfamos descomponer dos fuer-
zas (la normal y la fuerza de Camilo). Ahora los calculos seran mas sencillos.

Planteemos la segunda ley de Newton en X. Segin nuestro nuevo sistema, en
X tenemos sélo la fuerza que hace Camilo y la componente X del peso, asi que
la segunda ley de Newton en X para este sistema queda:

F% — Wy = may%. (19)
Como ya sabemos, la aceleracién es cero, asi que esto da:
F% - W, % = 0%. (20)

Ahora, notemos del diagrama de fuerzas que Wy = Wsin©. Si usamos esto y
despejamos la fuerza, obtenemos

Fx =W sinOXx. (21)
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Finalmente, aplicamos la regla de oro y usamos el hecho de que W =myg:

F=mg sin0. (22)

Este es el mismo resultado que dice la ecuacién (18), lo cual era de esperar
porque la magnitud de un vector no depende del sistema de coordenadas
usado. Notemos que usando este sistema de coordenadas ni siquiera tuvimos
que considerar las ecuaciones en Y. De hecho, antes tuvimos que usar 18
ecuaciones para llegar al resultado y ahora sé6lo 4 ecuaciones. Esto muestra que
en problemas de planos inclinados los calculos se facilitan considerablemente
si usamos un sistema inclinado en el que uno de los ejes sea paralelo a la
superficie del plano inclinado.

Nota 4.16. Sistema de coordenadas en planos inclinados

Cuando tenemos un problema con objetos sobre planos inclinados es
muy conveniente usar un sistema de coordenadas inclinado, que tenga
uno de los ejes alineado con la superficie del plano inclinado.

(c) Ahora nos dicen que Camilo aplica una fuerza con el doble de la magnitud
hallada en (a) y (b). Como la fuerza hallada en (a) y (b) era para sostener la
biblioteca, si Camilo hace mas fuerza entonces va a hacer que la biblioteca
acelere a lo largo de las escaleras. Segun el sistema de coordenadas de (b), la
aceleracién de la biblioteca sera sélo a lo largo de X en el sentido positivo, asi
que podemos usar la ecuacién (19) para hallarla. Si usamos en la ecuacién (19)
el hecho de que la magnitud de la fuerza de Camilo es el doble de la fuerza
dada por la ecuacién (22), obtenemos

2mgsin 0 X — Wy = mayX. (23)
———
F

Si ahora usamos el hecho de que Wy = Wsin6 y que W = mg, obtenemos

2mgsin 0X — mgsin 0 X = may,x. (24)
———
Wi

Si sumamos los dos términos de la izquierda y dividimos por la masa, obtene-
mos una expresion para la aceleracién de la biblioteca:
gsin 0% = a,x. (25)

Es decir, la aceleracién de la biblioteca es de magnitud gsin© a lo largo de la
direccién positiva de X (es decir, la biblioteca sube por las escaleras).

Notemos que si hubiéramos usado el sistema de coordenadas de (a), entonces
la aceleracién tendria componentes X y Y. En ese caso hubiéramos tenido



Fuerzas 465

que hallar la componente X de la aceleracién y la componente Y y con esas
componentes podriamos después hallar la aceleracién total (como hicimos
en el problema 4.12). Esta es otra muestra de lo conveniente que es usar un
sistema de coordenadas inclinado en casos de planos inclinados.

(d) Si Camilo deja caer la biblioteca, entonces deja de hacer fuerza. Asi que la
ecuacion (19) queda
— WiX = mayX. (26)

Ahora la tinica fuerza en X es la componente X del peso. Como W, = Wsin®, y
W =mg, esto da:
—-mgsin 00X = mayXx. (27)
———
Wy

Al simplificar la masa esto queda

— gsin 0% = a,X. (28)

Notemos el signo negativo, el cual indica que la direccién de la aceleracién
va en la direccién negativa del eje X, pues en esa direccién se va a resbalar
la biblioteca si se deja caer. Ademds, si el angulo es cero la aceleracién sera
cero, como es de esperar, pues en ese caso la biblioteca no se va a resbalar. Y
si el dngulo es de 90 grados, la aceleracién serd maxima y su magnitud serd g.
Esto también se puede intuir porque en ausencia de friccidn, si el angulo es 90
grados la biblioteca caerd como si estuviera cayendo libremente y los objetos
que caen libremente tienen aceleracién de magnitud g.

Nota 4.17. Aceleracion de un objeto cayendo en un plano inclinado

sin friccion

Un objeto que se desliza libremente sin friccién sobre un plano inclinado
con pendiente O cae con una aceleracién de magnitud g sin ©.
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Problema (tedrico) 4.15.

Palabras clave: poleas, polea ideal, cuerda
ideal, fuerza normal en un ascensor.

En una construccién un obrero le va a pasar una caja de herramientas a su com-
pafiero. Para hacerlo, pone la caja de herramientas sobre una plataforma que
estd atada a una cuerda, y luego usa una polea con la que sube la plataforma,
como se indica en el dibujo. La polea y la cuerda son ideales. Suponga que la
plataforma tiene masa de 5 kilogramos y la caja de herramientas tiene masa de
7 kilogramos.

(a) Explique qué caracteristicas tiene una polea ideal, teniendo en cuenta
la relacién entre las cuerdas ideales y las poleas ideales.

(b) Determine la magnitud de la fuerza normal sobre la caja de herra-
mientas si suponemos que la cuerda hala con una tensién de magnitud
de 150 newtons las manos del obrero. Para hallar la respuesta debe
analizar tanto lo que sucede con la caja de herramientas como lo que
sucede con la plataforma. Ademds, analice la relacién entre la tension
y la normal.

(c) Con base en lo hecho en la pregunta (b), diga cudndo la normal sobre
la caja de herramientas es cero y diga cudl es la aceleracién de la caja
de herramientas y de la plataforma en ese caso.
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:Qué informacion nos dan?

(a), (b), (c) La masa de la caja de herramientas es de 7 kilogramos y la masa de la plataforma es
de 5 kilogramos. Ademads, nos dicen que la polea y la cuerda son ideales. La magnitud de la
fuerza de tensién que la cuerda le hace a las manos del obrero es de 150 newtons.

:Qué nos piden?
(a) Debemos explicar qué es una polea ideal.

(b) Debemos encontrar la magnitud de la fuerza normal sobre la caja de herramientas y
discutir la relacién entre la tensién y la normal.

(c) Debemos decir cuando la normal sobre la caja de herramientas es cero y decir cual es la
aceleracion de la caja y de la plataforma en ese caso.

(a) Es sencillo explicar las caracteristicas de una polea ideal si recordamos
las de una cuerda ideal. Recordemos de la nota 4.14 que una cuerda ideal
cumple, entre otras cosas, estas dos condiciones: (1) los dos extremos de la
cuerda se mueven con la misma rapidez o tienen la misma magnitud de la
aceleracién; (2) la magnitud de la tensién que la cuerda ejerce es la misma
en ambos extremos. Una vez recordamos estas dos condiciones de las cuerdas
ideales, podemos definir una polea ideal asi: una polea ideal es aquella que no
afecta estas dos caracteristicas de una cuerda ideal. Si no tenemos una polea ideal
entonces la cuerda que se pone sobre la polea, incluso si inicialmente es una
cuerda ideal, deja de serlo.

Nota 4.18. Polea ideal

Una polea ideal permite que una cuerda ideal que se pone sobre la
polea mantenga las siguientes dos caracteristicas:

(1) Los dos extremos de la cuerda se mueven con la misma rapidez
o tienen la misma magnitud de la aceleracioén.

(2) La magnitud de la tensién que la cuerda ejerce es la misma en
ambos extremos.

(b) Para hallar la magnitud de la fuerza normal sobre la caja de herramientas
debemos analizar lo que sucede con la caja y con la plataforma, como nos dicen
en el enunciado. Asi que debemos realizar un diagrama de fuerzas de ambos
objetos. Usaremos un sistema de coordenadas con el eje Y apuntando hacia
arriba.
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Diagrama de fuerza
de la plataforma.

Diagrama de fuerza de la
caja de herramientas.

W/l
W/ 1

Sobre la caja de herramientas actian dos fuerzas (en azul), el peso de la caja de
herramientas que es W), y la fuerza normal Nj, que la base de la plataforma ejerce
sobre la caja. Por su parte, sobre la plataforma actan tres fuerzas (en naranja): el
peso de la plataforma que es Wp, la fuerza normal Np que la superﬁc1e inferior de

la caja de herramientas le hace a la plataforma, y la tensién T, que la cuerda le
hace a la plataforma. Notemos que la cuerda le hace una tensién Tj a las manos
del obrero, y como tenemos una cuerda ideal y una polea ideal, la magnitud de
esa tension debe ser igual a la magnitud de T».

Cuidado: es incorrecto decir que sobre la plataforma actda el peso de la caja de
herramientas. No debemos confundir el peso con la normal (nota 4.13).

Para hallar la magnitud de la fuerza normal sobre la caja de herramientas,
empecemos por plantear las ecuaciones de fuerza sobre la caja de herramientas.

Sobre la caja de herramientas hay dos fuerzas, el peso que tiene direcciéon
negativa de Y y la normal que tiene direccién positiva de Y. Por lo tanto, la
ecuacion de fuerzas en Y para la caja de herramientas es

Nyy - Wiy = mpagy, (1)

donde hemos llamado a; a la magnitud de la aceleracién de la caja de he-
rramientas (que no conocemos pero que sabemos va hacia arriba porque la
plataforma sube). Si aplicamos la regla de oro y usamos que Wy, = my g, obtene-
mos
Nj, — myg = myay. (2)
—
Wi
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La ecuacién (2) no nos permite despejar la normal ya que desconocemos aj,.
Por lo tanto, necesitamos otras ecuaciones. Planteemos la ecuacién de fuerzas
sobre la plataforma.

Como se ve del diagrama de fuerzas, tanto Wp como Np tienen direccién

negativa en Y, mientras que T, apunta en la direccién positiva. Por lo tanto, la
ecuacion de fuerzas en Y de la plataforma es

29 =Wy = Npy =mpap, (3

donde hemos llamado a, a la aceleracién de la plataforma (que no conocemos,
pero que sabemos va hacia arriba). Usando que W, = m,¢ y aplicando la regla
de oro, obtenemos
T, - mpg =Ny = mpap. (4)
——
WP

A primera vista puede parecer que esta ecuacién no nos sirve porque no
conocemos las nuevas variables T, Np ni a,. Pero en realidad estas variables
se pueden relacionar con las variables de la ecuacién (2), como se explicaré a
continuacién.

Para empezar, recordemos que la magnitud de la tensién de una cuerda ideal
es la misma en ambos extremos, asi que T; = T, y conocemos T que es la fuerza
con la que hala el obrero (esto no quiere decir que T; = T, pues las tensiones
no son iguales ya que no tienen la misma direccién). Asi, tenemos

Ty -mpg—Np=mpap. (5)
——
T

Ademds, notemos que la aceleracién de la plataforma es la misma que la acele-
racién de la caja de herramientas, pues la caja estd dentro de la plataforma; si la
plataforma sube con cierta aceleracién, la caja sube con esa misma aceleracién,
si la plataforma baja, la caja también baja, etc. Es decir, aj, = a, y la ecuacion (5)
da

Ty -mpg—Np=mp ay . (6)

——
ap

Por ultimo, notemos que por la tercera ley de Newton la magnitud de la
fuerza normal que le hace la caja de herramientas a la plataforma es la misma
que la magnitud de la fuerza normal que la plataforma le hace a la caja de
herramientas. Es decir, N, = Nj,. Si usamos esto en la ecuacién (6) obtenemos

Ty -mpg— Ny =mpay,. (7)
——
NP
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Esta ecuacidn ya estd en términos de sélo dos variables desconocidas, a;, y Ny, lo
cual es bueno porque la ecuacién (2) estd en términos de estas mismas variables.
Asi que de esta ecuacién podemos despejar a;, y luego usar el resultado en la
ecuacion (2). Si dividimos por la masa de la plataforma podemos despejar ay,:

Ty - mMpg — Nj B

ap. (8)
mMp

Ahora podemos usar este resultado en la ecuacién (2):

T, —m g_Nh
——e) 0
Mp
— ——
ap

Esta ecuacién ya sélo tiene como variable desconocida Ny, que es lo que quere-
mos hallar. Multipliquemos por m1,:

Nymp —mypgmy =my Ty —mympg — mp Ny, (10)

Ahora movamos los términos que tienen N}, al lado izquierdo y los demas al
lado derecho de la igualdad:

Nypmp +myNy = my Ty — mpmpg +mpgm,,. (11)

Saquemos factor comun de Ny, y tengamos en cuenta que —mytpg se cancela
con mygmpy:
Nh(mp+mh)=th1. (12)

Finalmente, despejemos la magnitud de la normal dividiendo por la suma de

las masas:
my T

N, (13)

- (mp +my)’

Ahora podemos reemplazar los valores numéricos de cada variable:

my, Ty
—

_(7kg) (150 kg)
Ny = kg 7kg) =87.5N. (14)

N~—— Y~
iy my,

Note que este es un caso en el que la magnitud del peso y de la normal no son
iguales; la magnitud del peso de la caja de herramientas es 7 kg x9.81 m/s? =
68.67 N y la magnitud de la normal es 87.5 N.
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Debemos analizar la relacién entre la tensién y la normal. Notemos en la
ecuacién (13) que la magnitud de la fuerza normal sobre la caja de herramientas
es directamente proporcional a la magnitud de la tensién. ;Por qué sucede
esto? Si la tensidén aumenta, la aceleracién de la plataforma aumenta también,
lo cual es obvio a partir de la ecuacién (5). Y si la aceleracién de la plataforma
aumenta, entonces la aceleracién de la caja aumenta, asi que la fuerza neta
sobre la caja tiene que haber aumentado (recuerde que la fuerza y la aceleracién
son directamente proporcionales). Sobre la caja de herramientas sélo hay dos
fuerzas: el peso y la normal. El peso es constante y ademds apunta hacia abajo,
asi que la fuerza que tiene que aumentar para que acelere mas la caja es la
fuerza normal. Esto explica por qué la tensién y la normal sobre la caja son
directamente proporcionales.

Esto es muy similar a lo que sucede cuando estamos en un ascensor. Cuando el
ascensor comienza a subir, nosotros sentimos mas fuerza sobre nuestras piernas
por un corto tiempo mientras el ascensor acelera. Esto sucede porque cuando
el ascensor acelera hacia arriba el piso del ascensor nos hace mas fuerza normal
que cuando el ascensor estd quieto, y esa fuerza normal adicional permite que
nosotros aceleremos junto con el ascensor.

(c) Segun la ecuacién (13), la magnitud de la normal sobre la caja de herramien-
tas solo es cero si el numerador es cero. Para que el numerador sea cero, o la
masa de la caja es cero o la tensién es cero. Obviamente la caja de herramientas
tiene cierta masa, asi que la tensién tiene que ser cero. Esto implica que la
cuerda no produzca ninguna tensién sobre las manos del obrero tampoco, asi
que el obrero no puede estar halando la cuerda. Es decir, para que no haya
fuerza normal sobre la caja, el obrero debe soltar la cuerda.

Ahora, jcudl es la aceleracién de la caja cuando la normal sobre la caja es cero?
A partir de la ecuacién (1) podemos ver qué pasa con la aceleracién si la normal
sobre la caja es cero:
09 —mygy = mpany. (15)
~——
Ni

Notemos que las masas en ambos lados se cancelan y obtenemos una expresion
para la aceleracién:

-8y =apy. (16)

En palabras, si la normal sobre la caja es cero entonces la aceleracién de la caja
de herramientas tiene magnitud g y direccién negativa (apunta hacia el piso).
Es decir, si la normal es cero entonces la caja de herramientas cae libremente.
Esto no nos deberia sorprender porque si la normal es cero entonces sobre la
caja de herramientas sélo actta el peso y recordemos que cuando sobre un
objeto sblo actda el peso este cae con la aceleracién de la gravedad. Esto es
coherente con lo que dijimos antes: para que la normal sea cero el obrero debe
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soltar la cuerda y si el obrero suelta la cuerda entonces la plataforma y la caja
comienzan a caer libremente.

En cuanto a la plataforma, ya habiamos dicho que la tensién tenfa que ser cero
para que la normal sobre la caja fuera cero. También es cero N, porque Ny, = Nj,.
Asi que la ecuacién (3) queda

09 -mpgy— 09 =mpapd. (17)
—— —
T, N,

Asi que la aceleracién de la plataforma también es la de la gravedad, pues la
Unica fuerza que actua es el peso:

-89 =apy. (18)

Por dultimo, notemos que si la plataforma y la caja caen de forma libre, entonces
el contacto entre la caja y la plataforma se pierde (la normal entre ellas es cero).
Es como si estuviéramos en un ascensor y el ascensor se descolgara o como
si estuviéramos en una montafia rusa y el carrito cayera por una parte muy
inclinada. Nuestros pies en el caso del ascensor pierden contacto con el piso y
sentimos como si flotdramos, y en el caso de la montafa rusa nuestra espalda y
cola se despegan de la silla y sentimos que flotamos. Lo mismo sucede con la
caja de herramientas; si la plataforma cae libremente, entonces la normal se
vuelve cero, lo que indica que la plataforma pierde el contacto con la caja de
herramientas.



Fuerzas 473

Problema 4.16.

Palabras clave: polea ideal, cuerda ideal, ten-
sién en sistema de poleas, segunda ley.

A continuacién va a encontrar un extrafio sistema de poleas y cuerdas ideales
en el que una persona sostiene con su mano una de las cuerdas de forma que
todo esta en equilibrio (es decir, todo permanece con aceleracién cero). Cada
cuerda ideal se identifica por un color diferente. Las poleas 1, 4 y 5 estan
unidas a la pared, las demads estdn s6lo sostenidas por las diferentes cuerdas.

(a) Realice un diagrama de fuerzas para todas las poleas en el que solamen-
te indique las fuerzas de tensién y explique, con base en su diagrama,
cudles tensiones tienen la misma magnitud.

(b) Suponga que la persona suelta la cuerda. Describa lo que le pasaria
a las poleas en ese caso (no tiene que hacer célculos, s6lo describir la
situacién).

;Qué informacion nos dan?

Nos muestran un sistema de poleas y cuerdas ideales en el que una persona sostiene una cuerda
para que todo esté en equilibrio. Nos dicen que las poleas 1, 4 y 5 estén fijadas a la pared.
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¢Qué nos piden?

(a) Debemos realizar un diagrama de fuerzas para todas las poleas en el que s6lo consi-
deramos las tensiones. Ademads, debemos explicar cuales tensiones tienen la misma
magnitud.

(b) Debemos decir qué pasaria con las diferentes poleas en el caso en que la persona liberara
la cuerda que esté sosteniendo.

(a) Debemos realizar un diagrama de fuerzas de cada polea considerando
Unicamente las fuerzas de tensiéon que las cuerdas le hacen a la polea; en cada
punto en que una cuerda toca una polea la cuerda le hace una fuerza de tensién
a la polea. Usemos indices superiores para indicar sobre qué polea acttia la
respectiva fuerza e indices inferiores para enumerar las tensiones. Por ejemplo,
Tp, se refiere a la tensién niimero 13 que actda sobre la polea nimero 5. Usando
esta convencion, el diagrama de fuerzas queda ast:
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Notemos que hemos usado los colores de cada vector de forma coherente con
la respectiva cuerda. Como son cuerdas ideales, la magnitud de la tensién que
la cuerda hace es la misma en todos los puntos sobres los que acttiia. Asf que los
diferentes puntos sobre los cuales actiia la cuerda negra sienten todos la misma
magnitud de la tensién; T1 ) T2 ) T5 ) T6 ) T8 ) T9 ) T tienen la misma magnitud
(pero direcciones diferentes). Por su parte, T., T}, T , T13, T 14 tienen la misma
magnitud.

(b) Sila persona suelta la cuerda, entonces lo primero que sucede es que la
tensién T se vuelve cero, y entonces Tl, T2, Tz, T3, T3, T se vuelven cero.
Ahora, como las poleas 1, 4 y 5 estdn fijas a la pared, estas polea no se moveran
sin importar lo que pase con las cuerdas. Pero las otras poleas que no estan
fijas si se veran afectadas.

La polea 2 dejaré de sentir la tensién T2 y TZ, las cuales tienen componentes
Y positivos. Es 16gico que si dos fuerzas que apuntan en direccién positiva
de Y dejan de actuar, entonces la polea va a dejar de estar en equilibrio y
va a caer. Por su parte, la polea 3 va a dejar de sentir las tensiones T; y Ts.
Ambas tensiones tenfan componentes Y negativas, asi que ahora la fuerzaen'Y
negativa disminuyd y la polea 3 va a subir.
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Problema 4.17.

Palabras clave: objeto suspendido de cuerdas
ideales, objeto en equilibrio, tensién.

El marco de un cuadro con una foto tiene masa m, y el marco yace en equilibrio
suspendido de dos hilos que se sostienen con unas puntillas, como se ilustra
en el dibujo. Suponga que los hilos funcionan como cuerdas ideales. Si nos
dicen que la magnitud de la tensién sobre el hilo izquierdo es T; y conocemos
el dngulo ¢,

(a) Escriba una expresién para el valor del dngulo 6, en términos de m, T; y ¢.

Con base en esta expresion, diga qué pasaria si T; tendiera a cero.

(b) Con base en lo hecho antes y si la masa del marco es de 1 kilogramo, si ¢ es
de 30 grados y si T es 8 N, jcual es la magnitud y direccién de la fuerza que
cada hilo hace sobre la respectiva puntilla en la que esté cogido?

Solucién

:Qué informacion nos dan?

(a) Conocemos la masa m del marco, el dangulo ¢ y la magnitud de la tensién sobre el hilo
izquierdo T;. Ademas, nos dicen que podemos tratar los hilos como cuerdas ideales y nos dicen
que el marco esta en equilibrio.

(b) La masa del marco es de un kilogramo, ¢ es de 30 grados y T; es 8 N.

¢Qué nos piden?

(a) Debemos hallar una expresién para el dngulo 0 en términos de m, T; y ¢. Con base en
esta expresién debemos decir qué pasaria si T} tendiera a cero.

(b) Usando lo hecho en (a) debemos hallar la magnitud y direccioén de la fuerza que cada
hilo hace sobre la respectiva puntilla en la que esté cogido.
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(a) Comencemos por realizar el diagrama de fuerza usando un sistema de
coordenadas con el eje Y apuntando hacia arriba:

Y

~IA

=

/)

=

Sobre el marco actian tres fuerzas; las dos tensiones y el peso. Si usamos un
sistema de coordenadas con el eje Y apuntando hacia arriba, entonces debemos
descomponer las dos tensiones.

Notemos en el diagrama que el dngulo que se forma entre Ty y Tay es igual a 0
y el dangulo que se forma entre T; y Ty, es igual a ¢. Esto se puede explicar con
la siguiente figura:

Si trazamos una linea paralela (en rojo) a la linea negra superior, y extendemos
los hilos con otras lineas (morada y azul para el hilo izquierdo y el derecho
respectivamente), podemos notar que el dngulo 6, que se forma entre la linea roja
y la morada es igual a 6, y ¢» que se forma entre la linea roja y la azul es igual a ¢.
Una vez notamos esto, podemos ver que 03 es un dngulo opuesto a 0; y ¢3 es un
angulo opuesto a ¢5, y los dangulos opuestos siempre son iguales. Por lo tanto, 03 y
0, son iguales y ¢ y ¢3 también son iguales, y como 0, es igual a 0 y ¢ es igual
a ¢, entonces por transitividad ¢ = ¢3 y 0 = 03, que es lo que queriamos mostrar.

Ahora que tenemos el diagrama de fuerzas podemos plantear la segunda ley
de Newton para hallar una expresién para el dngulo 6. Nos dicen que el marco
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estd en equilibrio, esto quiere decir que el marco permanece en reposo sin
aceleracidn, asi que la aceleracién en X y Y tiene que ser cero.

Nota 4.19. Sistema en equilibrio

Cuando un objeto estd en equilibrio su aceleracién es cero. Esto implica
que todas las componentes de su aceleracién son cero.

Comencemos por plantear las ecuaciones en X. En X tenemos dos fuerzas: Ty,
y Tox. Como se ve en el diagrama de fuerzas, T;, apunta en el sentido negativo
del eje X y T, en el positivo. Por lo tanto, segtin la segunda ley de Newton,
tenemos

TZXJ’C\ - Tlxaé = maxf. (1)

Como el marco esté en equilibrio, la aceleracién es cero, asi que esta ecuacion
queda
Toxx — Tix% = 0%. (2)
Aplicando la regla de oro y pasando Ti, al otro lado, obtenemos
Tox = Tix. (3)

Ahora notemos en el diagrama de fuerzas que Tix = T; cos ¢ y Tox = T cos 6, asi
que la ecuacién (3) se puede escribir asi:

TrcosO=Ticosd. (4)
—— —
Tox Tix

T, y O son variables desconocidas, asi que de esta ecuacién no podemos despejar
0. Busquemos mas ecuaciones.

Analicemos lo que sucede en Y. En Y tenemos tres fuerzas: el peso y las com-
ponentes verticales de ambas tensiones. El peso tiene signo negativo segtin
nuestro sistema, mientras que le y sz tienen signo positivo. Por la segunda
ley de Newton tenemos

Tayd + Tiy - W9 = mayg. (5)

Otra vez usamos que el sistema estd en equilibrio, asi que esta ecuacién queda

Toy9 + T1y9 — WP = 09. (6)

Se puede ver en el diagrama de fuerzas que Ty, = Ti sin¢ y que Ty = T>sin 6.
Ademas, W =mg. Asi, podemos escribir la ecuacién (6) del siguiente modo:

T,sin09 + Ty sinpy —mgy = 0. (7)

SN—— ——
TZV T v
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Esta ecuacioén tiene dos incdégnitas: T, y 0. Pero ya tenfamos otra ecuacién con
esas mismas incégnitas, la ecuacién (4). Asi que podemos usar la ecuacion (4)
para despejar una de las incégnitas en términos de la otra incégnita, y usar el
resultado en la ecuacién (7) para despejar la otra incégnita.

Si despejamos T, de la ecuacién (4), obtenemos

_Ticos¢

T
2 cos©

Ahora podemos usar este resultado en la ecuacién (7):

T cos PN R N
(iTeq))smeerTl sinp —mgy = 0. 9)

| —
T,

Esta ecuacién sélo tiene una incégnita: 6. Para despejar 6, comencemos por
poner todos los términos que no tienen O al otro lado, y apliquemos la regla de
oro:

T
(%)sine:—nsinmmg. (10)

Ademis, en el primer término tenemos sin 0 sobre cos 6, y eso es igual a tan 6:

TicosdptanO = -T;sin¢ +mg. (11)

Ahora podemos dividir por Tj cos ¢ para dejar tan O sola:

-Tisinp +mg

tan O =
Ty cos

(12)

Finalmente, si aplicamos arcotangente a ambos lados obtenemos la expresiéon

para O:
0 = arctan [ —LSN @+ Mg (13)
T cos

Con esta expresion debemos decir qué pasaria si T; tendiera a cero. Notemos en
esta expresion que si T} tiende a cero, la divisién tiende a infinito y arcotangente
de infinito tiende a 90 grados. Esto tiene sentido porque si T es cero, es como si
el marco sélo estuviera sostenido por el hilo derecho y entonces el hilo derecho
va a formar un dngulo de 90 grados, como se ilustra a continuacién:
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S )

Si la tension Tj es cero es como si el hilo izquierdo no estuviera haciendo nada y
todo el peso del marco quedara sobre el hilo derecho. En ese caso, la ecuacién (13)
nos dice que O sera de 90 grados, como se puede apreciar en este dibujo.

(b) La fuerza que cada hilo ejerce sobre su respectiva puntilla no es otra que la
fuerza de tensién que cada hilo le hace al marco. Esto es as{ porque nos dicen
que los hilos funcionan como cuerdas ideales, asi que la tensién que ejercen en
un extremo debe ser igual a la tensién que ejercen en el otro extremo. Por lo
tanto, si nos dicen que la tensién 1 es de magnitud de 8 N, entonces ya sabemos
que el hilo izquierdo ejerce una fuerza de 8 N sobre la puntilla en la que esta
sostenido. La direccién de esa fuerza es simplemente 30 grados con respecto a
la linea punteada negra superior, pues ese es el valor de ¢.

La fuerza que el otro hilo hace sobre su puntilla es la fuerza de tensién que
hace ese hilo. Para hallar la magnitud de esa fuerza de tensién podemos usar la

ecuacidn (8) pero para poder usar esta ecuacién necesitamos conocer el valor
de 6.

A 0 lo podemos hallar si usamos la ecuacién (13), teniendo en cuenta que T es
8 N, que la masa es 1 kg y que ¢ es 30 grados:

T1 (P m g
— e N e

~(8 N)sin 30° +(1 kg) (9.81 m/s?)
(8 N)cos 30°
NI N——

T ¢

0= arctan( ) =39.98°. (14)

Ahora que conocemos 6 podemos usar la ecuacién (8) para hallar T:

~ (8N)cos30°

=9.04 N. (15)
€c0s39.98°

Asi, el hilo derecho ejerce una fuerza de tensién de magnitud de 9.04 N en
direccién de 39.98 grados. En la siguiente figura ilustramos ambas fuerzas.
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Dibujamos la fuerza que cada hilo hace sobre su puntilla. Estas fuerzas no son mas
que la tensién que cada hilo ejerce sobre el marco porque estamos suponiendo que
los hilos funcionan como cuerdas ideales. La direccién de estas fuerzas se indica
con los dngulos que cada hilo marca con la linea superior.
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Problema de repaso 4.18.

Palabras clave: magnitud del peso, objeto en
equilibrio, fuerza de friccién dinamica, ten-
sién, normal.

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta.

(1) La magnitud del peso siempre es igual a mg.

(2) Cuando un objeto estd en equilibrio la suma neta de fuerzas sobre este
es cero.

(3) La fuerza de friccién dinamica depende de la normal que la superficie
le hace al objeto.

(4) Supongamos que una cuerda estd cogida en su extremo izquierdo de
un objeto A y en el extremo derecho de un objeto B. Suponga ademas
que B hala de tal forma que la cuerda y A aceleran hacia la derecha.
+Es verdadero o es falso que la magnitud de la fuerza que A y B hacen
sobre la cuerda es la misma?

(5) Siun carro acelera y arrastra al carro que tiene al frente, entonces sobre
el carro de enfrente hay dos fuerzas causadas por el carro de atrés: la
fuerza del motor del carro de atrés, sin la cual ninguno de los dos carros
aceleraria, y la normal en el punto de contacto entre ambos carros.

(1) Falso. Generalmente para alturas no muy grandes en la Tierra el peso es
mg, pero para grandes alturas debemos usar la ley de gravitacién universal,
como estudiamos en el problema 4.4 (nota 4.10).

(2) Verdadero. Si un objeto esta en equilibrio entonces su aceleracién es cero, y
para que esto ocurra la suma neta de fuerzas sobre el cuerpo debe ser cero.

(3) Verdadero. Recordemos que la fuerza de friccién dindmica estad dada por
uN, asi que esta fuerza depende de la magnitud de la normal que la superficie
ejerce sobre el objeto.

(4) Es falso. Como se explic6 en la tltima pregunta del problema 4.11, si una
cuerda tiene aceleracién entonces la magnitud de la fuerza que se le hace en
un extremo debe ser diferente a la magnitud de la fuerza que se le hace en el
otro extremo, de forma que la fuerza neta sea diferente de cero (y entonces
la cuerda acelere). Podriamos confundirnos y creer que la fuerza que A y B
hacen son iguales en magnitud ya que la magnitud de la tensién que la cuerda
hace en ambos extremos es la misma. Pero la confusién surge al creer que la
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magnitud de la tensién es igual a la magnitud de la fuerza que se hace en el
respectivo extremo. Eso sélo es verdad cuando la cuerda estd en reposo o se
mueve con velocidad constante.

(5) Falso. Sobre el carro del frente s6lo hay una fuerza causada por el carro
de atras, que es la fuerza normal entre ambos carros (en el punto en que se
tocan los carros) y es esta la tinica fuerza que acelera al carro del frente. Es
facil confundirse porque la fuerza del motor acelera al carro de atras y, al
acelerar, este carro hace que acelere el de enfrente debido a que la normal entre
ambos aumenta.
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Problema 4.19.

Palabras clave: aceleracién en X y Y, fuerza
de sustentacién.

Mientras despega, un avién de masa m tiene una aceleracién de magnitud a en
la direccién f ilustrada en el dibujo. Suponga que el avién se enfrenta a una
fuerza de fricciéon del viento de magnitud F, que es completamente horizontal,
como se ve en el dibujo. Suponga ademds que hay una fuerza de sustentacién
Fs (la que le permite volar) completamente vertical, como se indica en la figura,
y esta fuerza tiene magnitud desconocida.

(a) Escriba una expresién en términos de F,, my p para la fuerza que tienen
que hacer los motores del avién para mantener la aceleracién mencio-
nada anteriormente. Tenga en cuenta que la fuerza de los motores
apunta en la direccién en que se mueve el avién.

(b) Con base en lo hallado en (a), escriba una expresién para la magnitud
de la fuerza de sustentacion.

Solucién

:Qué informacion nos dan?

(a) y (b) El avién tiene masa m, tiene una aceleracién de magnitud a en la direccién f ilustrada
en el dibujo y se enfrenta a una fuerza de friccién del viento que es completamente horizontal y
de magnitud Fr. Ademads, hay una fuerza de sustentacién que es completamente vertical y de
magnitud desconocida.

¢Qué nos piden?

(a) Una expresion para la fuerza que hacen los motores. Esta expresién debe quedar en
términos de Fr, my B.

(b) Una expresi6én para la magnitud de la fuerza de sustentacién.
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(a) Como es costumbre, comenzamos por realizar el diagrama de fuerzas y por
escoger un sistema de coordenadas. Aunque este no es un problema de plano
inclinado, es muy similar a uno, pues tenemos un objeto que se mueve con
cierta inclinacién con respecto al piso. Sin embargo, esta vez no seria buena
idea usar un sistema inclinado porque tenemos una fuerza que es horizontal (la
friccion del viento) y dos fuerzas verticales (el peso y la fuerza de sustentacién),
y s6lo tenemos una fuerza en la direccién inclinada (la fuerza de los motores).
Asi que es mejor usar un sistema de coordenadas no inclinado®:

Y7

Sobre el avion actuan en total cuatro fuerzas: el peso hacia abajo, la fuerza de
sustentacion hacia arriba, la fuerza de fricciéon en direccién negativa de X y la
fuerza de los motores que apunta en direccion p (hemos descompuesto esta fuerza).

Notemos que si hubiéramos usado un sistema inclinado, hubiéramos tenido
que descomponer el peso, la fuerza de sustentacién y la fuerza de friccién.

Para hallar una expresién para la fuerza de los motores debemos hallar la
magnitud de la fuerza de los motores porque la direccién ya la conocemos (es
simplemente el angulo f de inclinacién del avién).

Ahora que tenemos nuestro diagrama de fuerzas, podemos plantear la segunda
ley de Newton para las fuerzas en X (como veremos, no es necesario en este
momento plantear las ecuaciones en Y). En X hay dos fuerzas: la componente X
de la fuerza de los motores, que no conocemos y llamaremos F,, %, y la friccién
del viento, que si conocemos y que es negativa en X. Ademds, la aceleracién en
X es positiva, asi que la segunda ley de Newton en X queda ast:

Fpux® — F,% = may %, (1)

6 Por supuesto, el lector podria usar un sistema inclinado y en ese caso deberia llegar a la
misma respuesta.
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No nos dan la aceleracién en X pero si sabemos la magnitud de la aceleracién
total a y conocemos el dngulo f que marca la direccién de esta aceleracion.
Con ese angulo y con a podemos obtener una expresién para la magnitud de la
aceleracién en X:

ay

Podemos descomponer la magnitud de la aceleracién que si conocemos en sus
componentes X y Y que no conocemos. Es claro de esta figura que ax =acosf y
que ay = asinf.

Entonces podemos escribir la ecuacién (1) asi:

Fpx®—F,%=m(acosp)x. (2)
N ——
ax

Ahora, lo que queremos averiguar es la magnitud de la fuerza de los motores,
que es Fy, y no Fy,x. Pero si atendemos el diagrama de fuerzas, podemos ver
que la magnitud de la fuerza de los motores en X es F,, cos f, asi que podemos
reescribir la ecuacién (2) asi:

FpcospX—F.%=m(acosp)x. (3)
—_———
me

Esta ecuacién relaciona F,, con la fuerza de friccién del viento, con la acelera-
cién del avién, con el dngulo p y con la masa del avidn, todas estas variables
conocidas. Si pasamos la fuerza de friccién del viento al otro lado de la igualdad
y dividimos por coseno de 5, obtenemos

F,2+m(acosp)%

(4)

Fu% =
" cosf

Finalmente, si aplicamos la regla de oro, esto queda

_Er+ m(acosB)

F
" cosf

(5)

Esta expresién nos da la magnitud de la fuerza de los motores, y la direccién
de la fuerza esta dada por el dngulo p como ya habiamos dicho antes.
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Notemos que la expresion tiene sentido porque si la magnitud de la fuerza de
friccién aumenta, aumenta también la magnitud de la fuerza de los motores
para que el avién mantenga su aceleracion. Ademas, esta fuerza es proporcional
a la masa del avién y a la aceleracién, como es de esperar segtin la segunda ley
de Newton.

(b) Para hallar una expresién para la magnitud de la fuerza de sustentaciéon
debemos considerar la segunda ley de Newton en Y. En Y hay tres fuerzas:
la fuerza de sustentacién, la componente Y de la fuerza de los motores y el
peso. Ademas, la aceleracién en Y es positiva porque el avién estd subiendo. La
segunda ley de Newton en Y queda asi:

Fuyy + Fs9 = W9 = may3. (6)

Si usamos el hecho de que Fy;y = Fy sin (como se ve del diagrama de fuerzas),
que la aceleracién en Y es asinf y que W = mg, esta ecuacion queda

FyusinBy+Fsp— mg 9 =m(asinp)?. (7)
N—— ~—— N—
me w ay

Si despejamos la fuerza de sustentacién esto da
Fsp =mgy+m(asinp)y — Fp,sinpy. (8)

Si usamos ahora la ecuacién (5) que nos da la magnitud de la fuerza de los
motores, obtenemos

. . . . [ Fr+m(acos A
Fsy:mgy+m(asm[3)y—(rcssﬁﬁ))smﬁy. 9)
FW[
Finalmente podemos aplicar la regla de oro:
. F, +m(acos .
Fszmg+m(asm[3)—(rcssﬁ[3))sm[3. (10)

Esta expresién nos da la magnitud de la fuerza de sustentacién en términos de
la masa, el dngulo de inclinacién, la aceleracién y la fuerza de friccién, como
nos pedian.
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Problema 4.20.

Palabras clave: maquina de Atwood, polea
ideal.

En un parque, Daniela, de 60 kilogramos, y Carlos, de 70 kilogramos, se
encuentran con una rara y muy divertida atraccién que consiste de una cuerda
que pasa por una polea grande (el nombre técnico de este sistema de una polea
con dos objetos es maquina de Atwood). Si suponemos que la polea es una
polea ideal y la cuerda también es ideal,

(a) Explique c6mo se relaciona la aceleracién de Carlos con la aceleracién
de Daniela (no las tiene que calcular, s6lo explicar la relacién entre las
aceleraciones).

(b) Calcule la aceleracién de Carlos y la aceleracién de Daniela.

(c) Con base en lo hecho en (b), diga qué habria tenido que pasar para que
la aceleraciones halladas tuvieran direcciones opuestas y qué habria
tenido que pasar para que fueran cero.
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:Qué informacion nos dan?

(a), (b) y (c). La masa de Daniela es de 60 kilogramos y la de Carlos es de 70 kilogramos. Sabemos
que la polea y la cuerda son ideales.

:Qué nos piden?
(a) Explicar la relacién entre la aceleracién de Carlos y de Daniela.
(b) Calcular la aceleracién de Carlos y de Daniela.

(c) Debemos explicar qué hubiera tenido que cumplirse para que las aceleraciones halladas
en (b) tuvieran direccién contraria a la que tuvieron, y qué habria tenido que pasar para
que fueran cero.

(a) Notemos que si Carlos baja, entonces Daniela tiene que subir, o si Daniela
baja, entonces Carlos tiene que subir, pues ambos estan sujetos de la misma
cuerda. Esto quiere decir que la direccién de la aceleracién de Daniela es
opuesta a la direccién de la aceleracién de Carlos. Ademds, como es una cuerda
ideal, la magnitud de la aceleracién en un extremo es igual a la magnitud de la
aceleracidn en el otro extremo (nota 4.15). Asi que en resumen, si la aceleracion
de Daniela es —a9, la de Carlos es ap (de igual magnitud pero signo opuesto)
o viceversa.

—
ac¢

La aceleracién de Daniela 4 tiene la misma magnitud que la aceleracién de Carlos,
que es dc. Ademads, tienen direcciones opuestas (si una apunta hacia arriba, la otra
apunta hacia abajo).

Note que en este momento no sabemos quién sube o baja, asi que no impor-
ta a quién le ponemos el signo negativo en la aceleracién. Lo tGnico que es
importante es que las aceleraciones tienen signos opuestos.
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(b) Para calcular las aceleraciones, comencemos por plantear el diagrama de
fuerzas:

Diagrama de fuerza de Daniela.
TY
X

—

Diagrama de fuerza de Carlos.
T Y
X

—

X

Sobre Carlos y Daniela acttan dos fuerzas; una fuerza de tension que la cuerda les
hace a sus manos y el peso de cada uno. Hemos escogido un sistema de coordenadas
con el eje Y apuntando hacia arriba y el eje X hacia la derecha. Notemos que ambas
tensiones apuntan en la misma direccién (en la direccion positiva de Y).

Sobre Carlos actia una fuerza de tensién que apunta en el sentido positivo de
Y y el peso que tiene direccién negativa, asi que la ecuacién de fuerzas en Y
para Carlos es

Ty — We9 = meay, (1)

donde hemos llamado . a la masa de Carlos, T; a la magnitud de la tensién
sobre Carlos y W, a su peso. Ademads, hemos supuesto una aceleracién positiva,
pero al final nos daremos cuenta si esta suposicién es o no correcta. Si usamos
que W, =m_g, la anterior ecuacién queda

Tcy - meg Y = meay. (2)
—
We

La tnica variable que no conocemos, ademas de la aceleracion, es la tension.
Para hallar la tensién podemos usar la ecuacién de fuerzas de Daniela. Sobre
Daniela también acttia una fuerza de tension y el peso asi que su ecuacién de
fuerzas es

T4y - Wa? = mgagy, (3)

donde hemos llamado m, a la masa de Daniela, T; a la magnitud de la tensién
sobre ella y W; a su peso. En la ecuacién (3) no hemos usado el hecho de que
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la aceleracién de Daniela es igual en magnitud y opuesta en direccién a la de
Carlos. Si usamos eso y usamos el hecho de que W; = m,;g, esta ecuacién queda

Tgy—magy =-mgay, (4)
——
Wa

Ademas, como es una cuerda ideal, T; = T;, asi que podemos escribir esta
ecuacion asi:

Te 9-mygy =-mgay, (5)
——
T
Si despejamos la tensién, esto nos da
Te) = mygy —myay. (6)

Si ahora usamos este resultado en la ecuacién (2), obtenemos

magy — myay —megy = meay. (7)
[ S ——
Tc

Si pasamos el término con aceleracién al otro lado, y usamos el hecho de que
fo+ey=(f +e)y, llegamos a
(mdg—mcg)}}= (mcﬂ+mda)ﬁ, (8)

Saquemos ahora factor comun de a:
(mag —meg)y = a(me+mg)y. (9)

Finalmente, dividamos por la suma de las masas y saquemos factor comtn
de g:
(mg —mc)
(me+my)

y=ay. (10)
Esta expresién nos dice la aceleracién de Carlos en términos de las masas de
Carlos y Daniela (sabemos que es la aceleracién de Carlos porque estamos
despejando la ecuacién (2), que es acerca de Carlos). Si reemplazamos los
valores de las masas, esto nos da

my me
(60 kg-70kg) .

9.81 m/s>
( m/s )(60 kg+70 kg)y

= -(0.75 m/s*)9. (11)
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Es decir, Carlos tiene una aceleracién de magnitud de 0.75 metros por segundo
cuadrado negativa. El signo negativo indica que Carlos estd cayendo, asi que
nuestra suposicién inicial acerca de su aceleracién era incorrecta.

Como la aceleracién de Daniela es de la misma magnitud pero en sentido
contrario, entonces su aceleracién es

dg =(0.75 m/s*)9. (12)

(c) Con la ecuacién (10) podemos decir qué se hubiera tenido que cumplir
para que la aceleracién de Daniela y Carlos tuvieran direccién opuesta a la que
tienen. Notemos que en el numerador tenemos la resta de la masa de Daniela
con la de Carlos. Si esa resta es positiva, entonces todo el lado izquierdo
de la igualdad sera positivo y la aceleracién de Carlos serd positiva, lo que
quiere decir que Carlos sube. Para que esta resta sea positiva, la masa de
Daniela tiene que ser mayor que la de Carlos. Es decir, para que Carlos tenga
aceleracién positiva, Daniela tiene que tener mas masa que Carlos, lo cual se
intuye facilmente.

Por otro lado, note que si ambos tienen la misma masa la resta en el numerador
es cero y entonces la aceleracion es cero. Esto tiene sentido porque si tienen la
misma masa esperamos que la polea permanezca en equilibrio’.

Nota 4.20. Dos objetos en una polea (maquina de Atwood)

Cuando tenemos problemas de poleas, debemos tener en cuenta que
la magnitud de la aceleracién de todos los objetos que estan unidos a
la cuerda que pasa por la polea es igual. Y ademds, si es una polea en
la que un objeto sube y el otro baja (no todas son asi), debemos tener
en cuenta que la aceleraciéon de un objeto tiene direccién contraria a la
del otro, asi que en la ecuacién de fuerzas de un objeto debemos poner
una aceleracién con signo negativo y en la ecuacién del otro objeto una
aceleracién positiva.

7 Esto no quiere decir que ni Daniela ni Carlos suben, s6lo quiere decir que si alguno sube y el
otro baja lo hacen con velocidad constante (la velocidad de cada uno no tiene que ser cero si la
polea esta en equilibrio).
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Problema 4.21.

Palabras clave: direccién de friccién dindmi-
ca, direccion de friccién estética, minima fuer-
za para sostener a un objeto a punto de
deslizarse.

Suponga que en pleno vuelo Oscar decide cambiarse de silla. Oscar arrastra
su vieja maleta de ruedas por el corredor del avién, hacia la parte trasera del
avién, como se ilustra en el dibujo (la maleta es tan vieja que las ruedas ya no
giran). Suponga que Oscar arrastra la maleta con velocidad constante sobre
el corredor, y note el angulo de 30° de inclinacién de la maleta. Considere
que hay un coeficiente de friccién dinamico entre el corredor y la maleta de
magnitud 0.4. Ademads, la maleta tiene masa de 5 kilogramos. El avién tiene
velocidad constante y vuela a poca altura, asi que podemos suponer que el
peso de los objetos es mg.

(a) Lina opina que la direccién de la friccién dindmica sobre la maleta

~

apunta en el sentido en que se mueve el avidén porque la maleta se
mueve hacia la parte de atras del avién. Por su parte, Mateo opina
que la friccién apunta en la direccién contraria a la que se mueve el
avién porque, segun él, para alguien que estuviera afuera del avién,
por ejemplo en las montafias, la maleta se moveria junto con el avién
hacia adelante, asi que la friccién debe ir hacia atrds. ;Quién y por qué
tiene razén?

:Cuél es la magnitud de la fuerza con la que Oscar hala la maleta?

Suponga ahora que Oscar se detiene cuando siente que hay turbulencia.
Suponga que la turbulencia hace que el avién sufra una aceleracién
negativa de magnitud de 30 m/s. A pesar de la desaceleraciéon, Oscar
hace la fuerza minima necesaria para lograr sostener a la maleta donde
esta.

(c) ;Tiene o no tiene aceleracién la maleta?

(d) Si el coeficiente de friccién estdtico entre la maleta y el corredor es

pe = 0.5, ;de cuanto tendria que ser la magnitud de la minima fuerza
que tiene que hacer Oscar para sostener la maleta justo donde esté
mientras el avién desacelera?
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Tiempo 1 .
Tiempo 2

Solucién

:Qué informacion nos dan?

(a) y (b) La maleta tiene masa de 5 kilogramos, el coeficiente de friccién dindmico es de 0.4, la
maleta se mueve con velocidad constante hacia la parte trasera del avién. Ademas, la maleta
estd inclinada 30° como se ve en el dibujo. El avién tiene velocidad constante y no vuela muy
alto asi que podemos decir que el peso es mg.

(c) y (d) El avién tiene una desaceleracién de 30 m/ s2 de magnitud. Oscar ejerce la minima
fuerza suficiente para que la maleta no se deslice sobre el corredor. El coeficiente de friccién
estético es pe = 0.5.

¢Qué nos piden?
(a) Debemos decir si Lina o Mateo tiene razén sobre la direccion de la fuerza de friccién
dindamica.
(b) Debemos calcular la magnitud de la fuerza con la que Oscar hala la maleta.
(c) Debemos responder si la maleta tiene o no tiene aceleracién mientras el avién desacelera.

(d) Debemos encontrar la magnitud de la minima fuerza que Oscar le hace a la maleta.

(a) Debemos decir si Lina o Mateo tienen razén acerca de la direccién de la
fuerza de fricciéon dinamica de la maleta. Lina dice que, como la maleta es
arrastrada hacia la parte de atras del avidn, la direccién de la friccién debe ser
hacia adelante, en la direccién en que se mueve el avién. Mateo, en cambio, dice
que para alguien que estuviera por fuera del avién la direccién de la friccién
deberia ir hacia atras porque la maleta, junto con el avién (y junto con todos
los objetos que hay adentro del avién), se mueve hacia adelante.

Lo que debemos tener en cuenta para determinar la direccién de la fricciéon
dinamica es hacia dénde se mueve el objeto con respecto a la superficie que
genera la friccién. Con respecto al corredor, que es la superficie sobre la que
estd la maleta, la maleta se mueve hacia atras del avién, asi que la friccién
dindmica debe ir hacia delante, como dice Lina. Con respecto a una persona
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que ve desde las montafias, la maleta se mueve hacia adelante, pero eso no tiene
importancia porque no son las montafas las que estan ejerciendo la friccién
sobre la maleta. Asi que Lina tiene razén.

Nota 4.21. Direccién de la fuerza de friccion dindmica

La direccién de la fuerza de friccién que una superficie le hace a un
objeto s6lo depende de la direccién en la que se mueve el objeto con
respecto a la superficie. No importa como se mueve el objeto o cémo se
mueve la superficie con respecto a otros objetos.

(b) Para calcular la magnitud de la fuerza con la que Oscar arrastra la maleta
empecemos, como es costumbre, por realizar un diagrama de fuerzas de la
maleta. Escogeremos un sistema de coordenadas con el eje Y apuntando hacia
arriba y el eje X apuntando en la direccién en la que se mueve el avién:

Sobre la maleta actian cuatro fuerzas; la fuerza normal, el peso, la fuerza que hace
Oscar y la fuerza de friccién dinamica. Notemos que como Oscar mueve la maleta
en el sentido negativo de X, la friccién dindmica apunta en el sentido positivo de
X. Con el sistema escogido debemos descomponer la fuerza de Oscar.

En X hay dos fuerzas sobre la maleta: la componente X de la fuerza que hace
Oscar y que apunta en el sentido negativo de X, y la friccién dinamica, que le
hace el corredor a la maleta y que apunta en el sentido positivo de X. Asi, la
segunda ley de Newton en X dice lo siguiente:

F,% — FyX = mayX. (1)

Nos dicen que Oscar mueve la maleta con velocidad constante, asi que la
aceleracion de la maleta debe ser cero:

F,% - F,% = 0%. (2)

Asi que
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Ahora, la magnitud de la friccién dindmica es pN y la componente X de la
fuerza que hace Oscar es Fcos 30° como se aprecia en el diagrama de fuerzas.
Al usar esto en la ecuacién (3) obtenemos

uN £=Fcos30°%. (4)
(R ——
F, Fy

El coeficiente de friccién lo conocemos pero la normal no, asi que sélo con esta
ecuacién no podemos despejar F. Para buscar mds ecuaciones analicemos lo
que sucede en Y.

En Y hay tres fuerzas: la componente Y de la fuerza que hace Oscar, la normal
y el peso. La segunda ley de Newton en Y queda asi:

N9y +F,9 - W7 =may3. (5)

Asi como en X, en Y la maleta no tiene aceleracién. Ademés, W = mg® y la
fuerza en Y que hace Oscar es Fsin30°, como se aprecia en el diagrama de
fuerzas. Por lo tanto, la ecuacién (5) queda

N9 +Fsin30°9 - mg 9 =07. (6)
—— N
Ey w

De esta ecuacién podemos despejar la fuerza normal y luego podemos usar ese
resultado en la ecuacion (4):

N9 =-Fsin30°9 + mgy. (7)

Si aplicamos la regla de oro, esto queda

N =-Fsin30° + mg. (8)

Si usamos esto en la ecuacion (4), obtenemos

u(=Fsin30° +mg) £ = Fcos30°%. (9)
[ S —
N

Esta ecuacién ya sélo tiene una incégnita, que es F. Apliquemos la regla de oro
y dejemos los términos con F en el lado derecho:

umg = Fcos30° + uFsin 30°, (10)

8 Aquf podemos decir que el peso es mg porque el avion no vuela muy alto, pero si volara muy
alto tendriamos que usar la fuerza de gravitacién universal (nota 4.10).
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donde distribuimos el primer paréntesis del lado izquierdo de la ecuacién (9).
Si sacamos factor comun de F al lado derecho, esto da

umg = F(cos30° + usin30°). (11)

Finalmente, dividimos por el término que acomparia a F:

pmg
=F. 12
(cos30° + psin 30°) (12)

Esta ecuacién nos da F en términos de variables conocidas. Sélo nos falta poner
el valor de estas variables. La masa es de 5 kilogramos y p es de 0.4:
3 m 8
—_—— —
(0.4)(5 kg)(9.81 m/s?)
(cos30°+(0.4)sin30°)
——
1

=18.40 N=F. (13)

En palabras, la magnitud de la fuerza que hace Oscar es de 18.40 newtons.

(c) Ahora el avién desacelera pero Oscar logra sostener a la maleta para que
no se deslice. En esta secciéon debemos responder si la maleta tiene o no tiene
aceleracién. Para responder esto, pensemos en las partes del avién. Las alas, las
ventanas, las sillas y todas las partes del avién se mueven de la misma forma
que se mueve el avién. Si el avién tiene rapidez de 800 kilémetros por hora,
entonces todas sus partes fijas tienen una rapidez de 800 kilémetros por hora;
si el avién tiene aceleracién de magnitud de 10 m/s?, entonces todas sus partes
fijas tienen aceleracién de magnitud de 10 m/s2, etc. De hecho, si las sillas
del avién tuvieran una aceleracién diferente a la del avién, entonces las sillas
no se quedarian fijas en su puesto y montar en avién seria muy peligroso. Asi
mismo, si Oscar logra que la maleta se quede en el mismo sitio del corredor
del avién, entonces podemos inferir que Oscar y la maleta tienen la misma
desaceleracién que la del avién, que es 30 m/s? (obviamente, la desaceleracion
del corredor y del avién son la misma).

Nota 4.22. Un objeto A fijo sobre un objeto B cuando B acelera

Si un objeto A se queda fijo sobre un objeto B, entonces la aceleracién
de A es igual a la aceleracién de B. Si no fueran iguales, el objeto A se
deslizaria hacia atras o hacia adelante del objeto B.

(d) Mientras el avion desacelera, sobre la maleta acttian el mismo ntimero de
fuerzas que en (a): el peso, la normal, la fuerza que hace Oscar y una fuerza
de friccién. Sin embargo, esta fuerza de friccién es estatica, no dinamica, pues
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la maleta no se desliza sobre el corredor. Adema4s, esta fuerza de friccidon es
maxima porque Oscar hace la minima fuerza necesaria para sostenerla, lo
que quiere decir que la maleta est4 a punto de deslizarse (si Oscar hiciera un
poquito menos fuerza, la maleta se deslizaria). Como dice la nota 4.8, cuando
un objeto esta a punto de deslizarse, la friccién estatica es maxima. Ademas,
cuando el avién desacelera la maleta va a tender a irse hacia adelante, en el
sentido positivo de X, asi que la friccién estética sobre la maleta va a ser en el
sentido negativo de X. El nuevo diagrama de fuerzas de la maleta serfa

La tnica diferencia con el diagrama anterior es que ahora tenemos una fuerza de
friccion estética en la direccion negativa de X.

Adicionalmente, en este caso la aceleracién es negativa como la del avién.
Teniendo en cuenta todo esto, la segunda ley de Newton en X para la maleta
queda asi:

—F,% - Fx% = -m(30 m/s>)%, (14)

donde el signo menos delante de la masa indica que la aceleracién es negativa
y donde hemos tenido en cuenta que la friccién es ahora negativa®. Si usamos
el hecho de que la magnitud de la fuerza de friccién estatica cuando es maxima
es UeN y usamos que Fycos30°, la ecuacién (14) queda

— N £-Fcos30° % = —m(30 m/s?)%. (15)
—_—— —————
F, Fx

Con esta ecuacién no podemos despejar F porque no conocemos la normal.
Sin embargo, el andlisis en Y sigue siendo exactamente el mismo que antes: el
peso hacia abajo, la normal hacia arriba, la fuerza Y de Oscar hacia arriba y la

9 Si ambas fuerzas en X son negativas, ;qué fuerza es la que empuja a la maleta en la direccién
positiva de X? {Ninguna! Esto debié quedar claro después de la nota 4.11.
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aceleraciéon Y cero (la desaceleracion sélo es en X). Por lo tanto, la ecuacion (8)
sigue siendo valida. Si usamos esa ecuacién en la ecuacién (15), obtenemos

—pe (~Fsin30° + mg) % - Fcos 30°% = —m(30 m/s?)%. (16)

[ S —
N

Si distribuimos el primer paréntesis y aplicamos la regla de oro, esto queda

peFsin30° - pmg — Fcos 30° = —m(30 m/s?). (17)

Si sacamos factor comun de F y pasamos el término con mg al otro lado,
obtenemos
F(pesin30° - cos 30°) = —m(30 m/s?) + pemsg. (18)

Finalmente, si dividimos por el término que acompaiia a F, esto da

Fe —m(3'0 1’1’1/82)+l,{gmg' (19)
(pesin30° - cos 30°)
Si reemplazamos los valores numéricos obtenemos la magnitud de la minima
fuerza que tiene que hacer Oscar:
m ax e 8

—_——~—T —
~ —(5kg) (30 m/s”)+(0.5)(5 kg) (9.81 m/s”)
- ((0.5)sin 30° — cos 30°)

——
He

F

=203.68 N.  (20)

Notemos que esta es una fuerza mucho mayor que la que tenia que hacer Oscar
en (a), de hecho, es aproximadamente once veces la fuerza que hizo Oscar en (a).
sPor qué esta fuerza es mayor? Porque, para que la maleta no se deslice, Oscar
tiene que darle a la maleta la misma aceleracién que del avién y la aceleracién
del avién es considerable.
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Problema 4.22.

Palabras clave: normal cuando un objeto se
despega del piso, fuerza de friccién dindmica.

Verénica, quien tiene una cometa atada a la espalda (como un paracaidas),
estd surfeando mientras una lancha la impulsa (ver dibujo). Suponga que el
paracaidas ejerce una fuerza de magnitud F,, que el dngulo O es conocido
y que la tensién de la cuerda con la que la lancha arrastra a Verénica es de
magnitud T. Ademads, suponga que la cuerda que une a Verénica con la lancha
es totalmente horizontal (paralela al eje X).

(a) Escriba una expresién en términos de T, F, y O para la fuerza de
friccién que ejerce el mar sobre los esquis de Verénica si suponemos
que Verénica va con velocidad constante.

(b) Suponga ahora que sélo conocemos 0 y la masa m de Verénica, y no
sabemos si Verénica tiene aceleracién o no. Explique qué condicién
debe cumplir la magnitud de la fuerza pr del paracaidas para que
Verénica se comience a elevar sobre el mar.

(c) Responda (b) si la masa de Verénica es de 55 kilogramos y el angulo 6
es de 40 grados.

Solucién

;Qué informacion nos dan?

(a) Conocemos la magnitud Fp, de la fuerza que ejerce el paracaidas sobre Verénica, el éngulo 0
que hace la fuerza del paracaidas, la tensién T de la cuerda que une a Verénica con la lancha y
la condicién de que Verénica anda con velocidad constante.

(b) Conocemos la masa m de Verénica y el angulo 6 de la fuerza del paracaidas (las otras
variables dadas en (a) son ahora desconocidas).

(c) La masa de Verénica es de 55 kilogramos y el angulo 0 es de 40 grados.
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¢Qué nos piden?
(a) Debemos hallar una expresion para la fuerza de friccién que ejerce el mar sobre los
esquis de Verénica en termino de Fp, T y 0.

(b) Debemos explicar la condicién que tiene que cumplir Fp para que Verdnica se comience
a elevar sobre el mar.

(c) Lo mismo que en (b) pero ahora con valores numéricos.

(a) Para hallar una expresién para la fuerza de friccién del mar empecemos,
como es comun, por realizar el diagrama de fuerzas para Verénica. Usaremos
un sistema de coordenadas con el eje Y apuntando hacia arriba y el eje X
apuntando a la derecha:

Sobre Verdnica actiian cinco fuerzas. El peso, la normal, la tension, la fuerza que
hace el paracaidas y la friccién que se opone al movimiento. Notemos que hemos
descompuesto la fuerza que hace el paracaidas.

Para hallar una expresion para la fuerza de friccién escribamos las ecuaciones
de fuerzas en X. Como se ve en el diagrama de fuerzas, en X hay tres fuerzas
sobre Verdnica: la tensién, que es positiva, la friccién, que es negativa, y la
componente X de la fuerza que hace el paracaidas, que es negativa también.
Teniendo en cuenta esto, la ecuacién de fuerzas en X queda

Tx —F X — FpxX = mayX. (1)

Como nos dicen que Verénica anda a velocidad constante, entonces su ecuacién
de fuerzas en X es
Tx~-F X~ FpX=0. (2)

De esta ecuaciéon podemos despejar la fuerza de friccion:

T% - Fpu = F,%. (3)
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De aqui conocemos T pero no F,;. Notemos del diagrama de fuerzas que
Fpx = Fpcos 6, asi que la ecuacion (3) queda:

Tx-FycosOx=F2%. (4)
———
pr

Finalmente, si aplicamos la regla de oro, obtenemos la magnitud de la fuerza
de friccidn en términos de variables conocidas:

T-FpcosO=F,. (5)

(b) Ahora debemos hallar la condicién que debe cumplir Fj para que Verénica
se comience a elevar sobre el mar. Es claro que Verdnica se eleva a lo largo del
eje Y, asi que debemos comenzar por plantear la ecuacién de fuerzas en Y.

Segun el diagrama de fuerzas, en Y hay tres fuerzas: la normal, el peso y la
componente Y de Fp. Sin embargo, en el instante justo en que Verdnica se
comienza a elevar, los esquis pierden contacto con el mar. Esto quiere decir que
la fuerza normal que el mar ejerce sobre Verénica desaparece porque Verénica deja
de estar en contacto con la superficie del mar. Por la misma razén, la fuerza de
friccién desaparece. Por lo tanto, el diagrama de fuerzas modificado para el
caso en que Verdnica se comienza a elevar por encima del mar es:

Asi, en Y sélo tenemos dos fuerzas, ﬁpy que apunta en el sentido positivo de Y,

y W que apunta en el sentido negativo de Y. La ecuacién de fuerzas en Y queda
entonces
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Fpyd - W9 = mayy. (6)

Para entender cudl es la condicién que debe cumplir F, para que Verdnica
se comience a elevar, podemos hacer el siguiente andlisis: es claro que si el
peso es mayor que Fj,, entonces Verdnica no se va a elevar sino que va a caer.
Esto se puede ver también de la ecuacion (6); si W es mayor que Fpy, entonces
Fpy9 — W7 da como resultado un vector negativo, lo cual quiere decir que a,7
debe ser negativo, asi que Verdnica estd cayendo. Si W es igual a Fpy, entonces
Fpy9 - W7 da cero, lo cual indicaria, seguin la ecuacién (6), que Verdnica no
tendria aceleracién a lo largo de Y; ella ni caeria ni subiria. Por lo tanto, la
condicién para que Verénica comience a elevarse es que Fpy sea mayor que W.
En tal caso, F,y9 — W9 da un vector positivo, lo que implica, de acuerdo a la
ecuacioén (6), que Verdnica tiene una aceleracién en el sentido positivo del eje
Y.

Matematicamente, decir que F,, es mayor que W se puede escribir asi:

Fpy>W. (7)

Ahora, la desigualdad (7) no esta en términos de las variables conocidas, como
la masa y el dngulo 6. Pero sabemos que W = mg y ademas, en el diagrama de
fuerzas es claro que Fpy = F;5in 0, por lo que la desigualdad (7) quedaria ast:

Fpsin© > mg. (8)
———
Fpy

Dividiendo todo por sin 0, obtenemos finalmente la condicién que debe cum-
plir Fp para que Verénica se eleve:

F,> % (9)
sin©

Notemos que si sin 0 es igual a cero, entonces la expresion (9) no esta definida.
Esto es facil de entender si tenemos en cuenta que sin es cero cuando 6 es
igual a cero. Segtn el diagrama de fuerzas, si 0 es cero entonces la direccién
de Fp serfa solamente en el sentido negativo del eje X, es decir, no tendria
componente Y. Pero si ﬁp no tiene componente Y, entonces no habra ninguna
fuerza que pueda elevar a Veroénica, lo cual contradice la suposicién inicial
(segun la cual el paracaidas le permite elevarse).

(c) Ahora sélo debemos reemplazar en la ecuacién (9) los valores numéricos
que nos dan. Nos dicen que la masa de Verdnica es de 55 kilogramos y el dngulo
O es de 40 grados. Asi, obtenemos:
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m g
—_——
2
Fy> (55 kg).(9.8£ m/s”)
sin 40
——
0

=839.39 N. (10)

En palabras, para que Verdnica se comience a elevar la magnitud de la fuerza
del paracaidas debe ser mayor que 839.39 N.
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Problema 4.23.

Palabras clave: angulo critico en plano incli-
nado, friccién estatica, tiempo de deslizamien-
to en plano inclinado, movimiento con acele-
racién uniforme.

Supongamos ahora que Camilo se tuvo que ir y dejé la biblioteca de masa m
sobre las escaleras.

(a) Si hay un coeficiente de friccion estatico p. entre las escaleras y la
biblioteca, escriba una expresién para el maximo angulo 6 que puede
haber de forma que la biblioteca no se deslice. La expresién debe
quedar en términos de . y m.

(b) Suponga ahora que la biblioteca se desliza y que hay un coeficiente
de friccién dindmico py = 0.3. Ademas, suponga que el dngulo O es
de 30 grados y que la masa de la biblioteca es de 20 kilogramos. Si
en el momento en que se comienza a deslizar la parte inferior de la
biblioteca estd a 3 metros del piso (ver dibujo), jcudnto se demorara la
biblioteca en caer esos 3 metros?




506 Fisica pAso A PASO. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

:Qué informacion nos dan?
(a) Tenemos la masa m de la biblioteca y el coeficiente de friccién estatico pe.

(b) Nos dicen que la biblioteca se desliza. Ademas, la biblioteca tiene masa de 20 kg, hay un
coeficiente de friccién dindmico de 0.3 y la parte inferior de la biblioteca esta a 3 metros del
piso. El dngulo O es de 30 grados.

¢Qué nos piden?
(a) Una expresion para el angulo 6 méximo que puede haber para que la biblioteca no se
deslice. La expresion debe quedar en términos de pe y m.

(b) El tiempo que se demoraré la biblioteca en caer hasta el piso.

(a) Como este es un problema con un plano inclinado, seguiremos la recomen-
dacién de la nota 4.16 y usaremos un sistema de coordenadas inclinado. Si
usamos un sistema asi, el diagrama de fuerzas es el siguiente:

Sobre la biblioteca acttan tres fuerzas, el peso, la normal y la fuerza de fricciéon
estdtica. Notemos que la friccién estatica apunta hacia arriba, en el sentido positivo
del eje X, porque esta fuerza se opone a la direccién en la cual el objeto tiende a
moverse. Es claro que la biblioteca tiende a moverse en la direccién negativa de X,
asi que la friccion apunta en el sentido contrario.

Empecemos por notar que en el dngulo maximo de inclinacién la biblioteca
esta a punto de moverse (por eso es maximo, porque si lo incrementamos sé6lo
un poco mas, la biblioteca caerd). Nosotros sabemos que cuando un objeto esta
a punto de deslizarse, como en este caso, la friccién estatica es méxima y su
magnitud es p.N (nota 4.8). Esto serd importante en lo que sigue.

En X tenemos dos fuerzas: la fuerza de friccién F, y la componente X del peso,
Wy. La friccién tiene direccién X positiva mientras que la componente Wy
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apunta en la direccién negativa. Por lo tanto, la ecuacién de fuerzas en X es

F % — Wik = mayX. (1)

Como nos estan pidiendo el dngulo mdximo para que no se deslice la biblioteca,
debemos usar el hecho de que la aceleracién es cero. Ademas, la magnitud de
la fuerza de friccién estatica maxima es F, = p.N asi que la ecuacién (1) queda

peN %= Wyt =0. (2)
N——
Fr

Aplicando la regla de oro y dejando un término a cada lado de la igualdad,
tenemos
neN = W (3)

Ahora podemos usar que Wy es igual a Wsin 0, como se aprecia del diagrama
de fuerzas:

HeN = Wsin 0. (4)
Wy

De aqui no podemos despejar el angulo 6 que buscamos porque no conocemos
la normal, asi que debemos buscar otras ecuaciones. Realicemos ahora el
analisis de fuerzas en Y.

En Y hay dos fuerzas, la fuerza normal que va en el sentido positivo del eje Y y
la componente W), del peso, que va en el sentido negativo:

N9y - Wy = may3. (5)

Como la biblioteca esta en reposo, la aceleracién Y es cero, asi que la ecuacién
(5) queda de la siguiente manera:

Ny -Wy9 =09. (6)

Si aplicamos la regla de oro y pasamos la componente Y del peso al otro lado,
llegamos a
N=W,. (7)

Finalmente, usemos el hecho de que W, = W cos 6 (como se ve en el diagrama
de fuerzas):

N =WcosH. (8)
S—
Wy

Esta es una ecuacién que también relaciona la magnitud de la normal con el
angulo 0. Como ya tenemos dos ecuaciones con las mismas dos incégnitas,
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podemos despejar una de las variables de una de las ecuaciones y luego usar
ese resultado en la otra ecuacién. Por ejemplo, podemos usar la magnitud de la
normal que nos da la ecuacién (8) en la ecuacién (4):

pe(Wcos0) = Wsin 6. (9)

N

Si cancelamos W en ambos lados y dividimos por coseno obtenemos

sin 0
= . 10
P cos O (10)
Esto es lo mismo que tangente del dngulo:
Pe =tano. (11)

Finalmente, si aplicamos arcotangente a ambos lados, podemos obtener una
expresion para el angulo O:
arctanp, = 0. (12)

Notemos que el dngulo maximo depende del coeficiente de friccién estatico.
Cuanto mayor sea este coeficiente, mayor es el angulo méaximo, como dice la
ecuacion (11) (si O esta entre cero y noventa grados, cuanto mayor sea 6 mayor
es tan 0). Esto se intuye, pues si la friccién es muy grande, el plano inclinado
puede tener un gran angulo de inclinacién sin que el objeto que esta en el
plano se deslice. El &ngulo méximo también se conoce como “dngulo critico”.
Por supuesto, ese angulo sélo es un limite maximo, para cualquier otro angulo
menor al dado por la expresiéon (12) la biblioteca no se va a deslizar.

El lector podria preguntarse: ;en qué momento en los cdlculos usamos el hecho
de que ese angulo fuera méximo? La respuesta es sencilla: cuando usamos el
hecho de que la magnitud de la friccién fuera maxima impusimos la condicién
de que ese dngulo fuera méaximo.

(b) Ahora la biblioteca se desliza asi que dejamos de tener un caso de friccién
estdtico y pasamos a tener un caso de friccién dindmico. El diagrama de fuerzas
es exactamente el mismo, s6lo que ahora estamos considerando una friccién
dindmica y no estatica. Notemos que la friccién dindmica apuntara en el mismo
sentido que la friccion estatica, pues la biblioteca va a moverse a lo largo de
nuestro eje X negativo, asi que la friccién tendra que ser a lo largo de nuestro
eje X positivo.

Para calcular el tiempo que se demora en caer la biblioteca debemos primero
determinar cudl es la aceleracién de la biblioteca, y para determinar la acele-
racioén necesitamos usar la segunda ley de Newton. La ecuacién (1) nos dice
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la aceleracion de la biblioteca en X (sélo que la friccién que aparece ahora es
dindmica y antes era estética):

F,%— Wy = ma,X. (13)

Ahora, como ya dijimos antes, Wy es igual a Wsin0, W es mg, ahora la magni-
tud de la fuerza de friccién dindamica es pyN y ademas, la aceleracién en X es
negativa porque la biblioteca cae en el sentido negativo del eje X. Usando todo
esto, la ecuacién (13) queda

paN X —mgsin Ox = —mayx. (14)
—— ——
F, Wy

Del lado izquierdo de esta ecuacién lo Gnico que no conocemos es la magnitud
de la normal. Esta magnitud es facil de hallar usando la segunda ley de Newton
en Y.

Notemos que en Y la aceleracién de la biblioteca es cero, pues la biblioteca sélo
se mueve a lo largo del eje X que nosotros escogimos. Asi que en Y la suma de
fuerzas nos da cero, como dice la ecuacién (6). Como esa ecuacién sigue siendo
valida, podemos usar la ecuacién (8) que obtuvimos a partir de la ecuacién (6).
Si usamos la ecuacion (8) en la ecuacién (14), obtenemos

ta W cos 0% — mgsin 0% = —mayX. (15)
—

N

Si usamos el hecho de que W es mg, cancelamos todas las masas y aplicamos
la regla de oro, llegamos a

PagcosO —gsinO = —a,. (16)

Esta ecuacién nos da la aceleracién en términos de variables conocidas (note-
mos que la aceleracién no depende de la masa). Si reemplazamos los valores
numeéricos para g, jiz y 6, obtenemos:

0.3 (9.81 m/s?)cos 30° —(9.81 m/s?)sin 30° = —(2.36 m/s>)% = —ay. (17)
—— —— ——
WHa g 0 g (]

Los signos negativos a ambos lados se cancelan y finalmente vemos que la

aceleracién es de magnitud de 2.36 metros por segundo al cuadrado.

Una vez conocemos la aceleracién podemos hallar el tiempo que le toma a
la biblioteca llegar al suelo usando cinematica. Recordemos que la ecuacién
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de movimiento de un objeto que se mueve con aceleracién constante es de la
forma

1
if= Edt2+17it+£i. (18)

Aunque nosotros ya escogimos un sistema de coordenadas, debemos escoger
un origen para poder plantear la ecuacién de movimiento de la biblioteca (para
hacer el diagrama de fuerzas no interesa cual es el origen, sélo interesa escoger
la direccién de los ejes y es por eso que no habiamos escogido un origen).
Pongamos el origen en el piso, donde comienzan las escaleras:

Aunque ya habfamos escogido un sistema de coordenadas, no habiamos decidido
el origen del mismo. Para los diagramas de fuerza no es muy relevante cudl es el
origen del sistema (por eso nunca lo especificamos) pero para los problemas de
cinematica si lo es. Hemos escogido un origen en el piso, de modo que la parte
inferior de la biblioteca esté inicialmente a tres metros de distancia del origen.

Segun el origen que escogimos, la posicién inicial de la parte inferior de la
biblioteca es (3 m)X. Ademds, la rapidez inicial es cero porque la biblioteca se
desliza desde el reposo. Teniendo en cuenta esto y que la aceleracién es negativa
y su magnitud estd dada por la ecuacién (17), la ecuacién de movimiento queda
asi:

1
Xp=--(2.36 m/s*) 2% + (3 m)%. (19)
2_/__, N—_———
ax fi

Cuando la biblioteca llega al piso la posicién final de la biblioteca es cero, asi
que si usamos esta informacién podemos encontrar el tiempo t, de caida:

1
0%=--(2.36 m/s?)t2%+ (3 m)x. (20)
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Si aplicamos la regla de oro y pasamos el término con el tiempo al lado izquier-
do, obtenemos

1

5(2.36 m/s?)t2 = (3 m). (21)
Si multiplicamos por 2 en ambos lados y dividimos por 2.36 metros por segun-
do cuadrado en ambos lados, obtenemos

I CLO Ny VIt (22)
(2.36 m/s”)

Asi que el tiempo de caida es la raiz cuadrada del resultado anterior:

te=\2.5452=1.59s. (23)
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Problema 4.24.

Palabras clave: objeto en una mesa halando
dos objetos que cuelgan, aceleracién en X y
en Y.

Alejandro, que tiene una masa de 54 kilogramos, se puso a jugar con dos de sus
maletas en el barco en el que viaja. Alejandro tomé con sus manos dos cuerdas
(ideales) y las amarr6 a cada una de las maletas, como se ve en el dibujo. Entre
las cuerdas y las barandas del barco no hay friccién pero entre los zapatos de
Alejandro y el barco hay un coeficiente de friccién dindmico de 0.1. La maleta
verde tiene una masa de 22 kilogramos y la roja tiene una masa desconocida.

(a) Si la aceleracién de Alejandro es de 1 metro por segundo cuadrado
hacia su frente (hacia la derecha de la péagina), ;cudl es la masa de la
maleta roja?

(b) ¢Cudl es la magnitud de la tensién hecha por cada cuerda?

Solucion

;Qué informacion nos dan?

(a) y (b) Alejandro tiene una masa de 54 kilogramos y la maleta verde tiene una masa de 22
kilogramos. Hay un coeficiente de friccién dindmico de 0.1 entre los zapatos y el barco. La
aceleracién de Alejandro es de 1 metro por segundo cuadrado hacia su frente. Las cuerdas son
ideales y las barandas del barco no generan ninguna friccién.
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¢Qué nos piden?
(a) Debemos encontrar la masa de la maleta roja.

(b) Debemos hallar la magnitud de la tensién hecha por cada cuerda.

(a) Para hallar la masa de la maleta roja empecemos por realizar un diagrama
de fuerzas. Notemos que no s6lo necesitamos un diagrama de la maleta roja,
sino también de Alejandro y de la maleta verde, pues necesitamos usar toda la
informacién que nos dan en el enunciado. Usaremos un sistema de coordenadas
con el eje Y apuntando hacia arriba y el eje X apuntando hacia la derecha (con
un sistema asi no debemos descomponer ninguna de las fuerzas):

Maleta roja Alejandro Maleta verde

TY ) Y TY

X F, T, X
—_— ——

]l

Sobre la maleta roja y sobre la maleta verde actiian sélo dos fuerzas, la tension
sobre cada una (T y Ty respectivamente) que apunta en la direccién positiva de Y
y el peso que apunta hacia abajo. Sobre Alejandro acttan cinco fuerzas: el peso, la
normal, la fuerza de friccién dindmica que apunta en la direccién negativa de X y
dos tensiones. La tensiéon Tj apunta en la direccién positiva de X y la tensién T
que apunta en la direccién negativa de X.

Ahora que conocemos el diagrama de fuerzas podemos plantear la segunda
ley de Newton para los diferentes objetos. Antes de hacer esto, es importante
tener clara la direccién en que se mueven los diferentes objetos. Nos dicen
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que Alejandro se mueve hacia la derecha, en la direccién positiva de X segin
nuestro sistema. Esto implica que la maleta roja tiene que subir y la maleta
verde tiene que bajar, asi que la aceleracién de la maleta roja es en Y positivo y
la de la maleta verde es en Y negativo (notemos que las maletas se comportan
de forma similar a dos objetos en una maquina de Atwood, como se explicé
en la nota 4.20). Una vez entendemos esto, podemos escribir las diferentes
ecuaciones de fuerzas.

Como queremos hallar la masa de la maleta roja, comencemos por la ecuacién
de fuerzas de esta maleta. En X no hay fuerzas y en Y hay dos, el peso y la
tension, y la aceleracién es positiva en Y;

T,9 - W) = myay, 3. (1)

Si escribimos el peso de la maleta roja como m,g, la anterior ecuacién queda

T,) — myg 9 = myay, . (2)
—_——
W,

De esta ecuaciéon no podemos todavia despejar m, porque no conocemos ni la
aceleraciéon Y de la maleta roja ni la tensién en la cuerda. Sin embargo, notemos
que como estdn unidos con cuerdas ideales, la magnitud de la aceleracién de la
maleta roja tiene que ser igual que la magnitud de la aceleracién de Alejandro
que si conocemos (la direccién de la aceleracion es diferente pues Alejandro se
mueve en X y la maleta roja en Y). Asi que podemos cambiar a,, por a, que es
la magnitud de la aceleracién de Alejandro;

T,9 —mygy = myag. (3)

De esta manera la tinica variable que nos falta para determinar la masa de
la maleta roja es la magnitud de la tensién, y para hallarla debemos buscar
nuevas ecuaciones. Planteemos ahora las ecuaciones de fuerza de Alejandro.

En X sobre Alejandro acttan tres fuerzas: la tensién T, que es negativa en
X, la tension Ty, positiva en X, y la friccién E,, que también es negativa en X.
Ademas, la aceleracién de Alejandro es positiva en X. Por lo tanto, la ecuacién
de fuerzas en X para Alejandro queda

Ty % - Tr% — F, X = mgagX. (4)
Si despejamos T y luego aplicamos la regla de oro, esta ecuacién se convierte

en
T2=T1 —Fr—maa,l. (5)

Esta ecuacién nos da T, que es igual a T, (la magnitud de la tensién de la maleta
roja), pero en términos de otras variables desconocidas: T; y F,. Empecemos
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por hallar F,. La magnitud de la friccién dindmica es pN;

T, =T - uN -mga,. (6)
——
F,

Para hallar la magnitud de la normal planteemos las ecuaciones de Alejandro
en Y. En Y hay dos fuerzas: el peso y la normal. Ademas, la aceleracién Y de
Alejandro es cero:

Ny -Wq = 0. (7)

Si aplicamos la regla de oro y usamos que W, = m,g, podemos despejar la
magnitud de la normal:
N =m,g. (8)

Si usamos esto en la ecuacién (6), obtenemos

T, =T) —pmyg —mgay. (9)
——
N

Sé6lo nos falta despejar T;. Ya no hay mas ecuaciones de fuerza para Alejandro,
asi que para hallar nuevas ecuaciones debemos analizar la maleta verde.

La ecuacién de fuerza de esta maleta es como la ecuacién de la maleta roja,
pues sobre esta maleta sélo acttian el peso y la tensién (ambas fuerzas en Y).
Sin embargo, la aceleracién de la maleta verde es negativa como se explicé al
comienzo, as{ que obtenemos

T,9 - W9 = —myay,d. (10)

Ademads, notemos dos cosas: T, tiene que ser igual a T; porque es la misma
cuerda, asi que la magnitud de la tensién realizada por los extremos es la misma.
Y ademads, ay, tiene que ser igual a a,, pues la magnitud de la aceleraciéon de
Alejandro debe ser igual a la de la maleta verde ya que estan unidos por una
cuerda ideal. Teniendo en cuenta esto, y que W, = m,g, la ecuacién (10) queda

Ty V-myg¥=-my a; 7P. (11)
—— —— ~——
Ty Wy ayv

Si aplicamos la regla de oro y despejamos T, esta ecuaciéon queda
Ty = -mya, + myg. (12)
Finalmente hemos encontrado una ecuacién que nos da T; en términos de

variables conocidas. Podemos usar este resultado en la ecuacién (9) para asi
hallar T,:
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Tr = —Myag + My g —PMigg — Mad,. (13)
—_—
T

Antes de usar este resultado en la ecuacién (3), podemos simplificarlo un poco
si sacamos factor comtun de gy de ag:

Tzzg(mv—lflma)_aa(mv+ma)~ (14)

Ahora si usemos esto en la ecuacién (3) (recuerde que T, = T, porque es la
misma cuerda):

(g(my —pumy) —ag(my +my)) Y —m, gy = magy. (15)

T

Si aplicamos la regla de oro y pasamos los términos con la masa de la maleta
roja al lado derecho de la igualdad, esto nos queda

g(my —pmy) —ag(my +mg) = meag + m,g. (16)
Ahora saquemos factor comun de m,:
g(my —pumy) —ag(my +mg) =m,(a, +g). (17)

Finalmente, dividamos por 4, + g:

g(my —pmy) —ag(my +mg) _
ag+g

My. (18)

Esta ecuacién nos da la masa de la maleta roja en términos de variables conoci-
das. S6lo nos queda reemplazar los valores de cada variable:

my 12 i a 1y Mg
—— T —— ——

9.81 m/s?(22 kg—(0.1)54 kg) -1 m/s*(22 kg +54 kg)

1 m/s?+9.81 m/s>
N— —
Qg

=8.03kg. (19

Notemos que tiene sentido que la masa de la maleta roja sea menor que la
masa de la maleta verde, pues la maleta roja estd subiendo mientras que la
verde cayendo, asi que la verde debe pesar mds que la roja, y es suficiente para
arrastrar a Alejandro hacia al frente.
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(b) Para hallar la magnitud de la tensién en cada cuerda podemos usar la
ecuacién (12), que nos da T}, y podemos usar la ecuacién (14), que nos da T5.
Si reemplazamos los valores de las variables en dichas ecuaciones obtenemos

Ty =-22kg(1 m/s®) +(22 kg)(9.81 m/s?) =193.82 N (20)
————— —— — —
MMy ag MMy

T, = (9.81 m/s?)(22 kg—(0.1) (54 kg)) - (1 m/s*)(22 kg + 54 kg)
~—— ——— —_——— —— N——
my i my ag My my

(21)
=86.85N,

respectivamente.
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Problema 4.25.

Palabras clave: fuerza de friccién entre tres
objetos (uno encima del otro), tercera ley de
Newton, direcciéon de la fuerza de friccién.

Considere las dos situaciones ilustradas en el dibujo. Para ambas situaciones,
entre la pecera y el mueble hay un coeficiente de friccién py; dinamico. En
la primera situacién Manuel empuja hacia adelante el mueble sobre el que se
apoya la pecera, y la pecera se desliza un poco hacia atrds (a pesar de esto, con
respecto al piso la pecera se mueve hacia delante también). En este caso entre
el mueble y el piso hay un coeficiente de friccién dindmico p4,. En la segunda
situacién Manuel hala la pecera y mientras hace esto el mueble permanece
fijo, asi que en este caso el coeficiente de friccién entre el mueble y el piso es
estatico y es pe.

(a) Dibuje un diagrama de fuerzas para el mueble en la primera situacién.

(b) Usando lo hecho en (a) y usando la tercera ley de Newton, realice un
diagrama de fuerzas para la pecera en la primera situacién.

(c) Realice un diagrama de fuerzas para la pecera en la segunda situacién
y después, usando la tercera ley de Newton, realice el diagrama de
fuerzas para el mueble en esa misma situacién.

Situacién 1 Situacién 2

Manuel empuja el mueve hacia delante. || Manuel hala la pecera hacia atras. La pe-
El mueble se mueve y la pecera se desliza || cera se mueve pero el mueble permanece
hacia atras. fijo.

Solucién

:Qué informacion nos dan?

(a), (b) y (c) Entre la pecera y el mueble hay un coeficiente de friccién py; dindmico. En la
primera situacién la pecera se mueve hacia delante pero se alcanza a deslizar sobre el mueble.
En la primera situacién, entre el mueble y el piso hay un coeficiente de friccién dindmico pg5.
En la segunda situacién, entre el mueble y el piso hay un coeficiente de friccion estético pe. En
esta situacion la mesa permanece fija con respecto al piso.
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¢Qué nos piden?
(a) Dibujar un diagrama de fuerzas para el mueble en la primera situacién.

(b) Usando lo hecho en (a), y usando la tercera ley de Newton debemos realizar un diagrama
de fuerzas para la pecera en la primera situacién.

(c) Debemos hacer un diagrama de fuerzas para la pecera en la segunda situacién y después,
usando la tercera ley de Newton, un diagrama de fuerzas para el mueble.

(a) Para realizar un diagrama de fuerzas para el mueble en la primera situacién
necesitamos identificar qué fuerzas actiian sobre el mueble. Primero, es claro
que sobre el mueble actda el peso, que apunta hacia el piso, y la fuerza normal
que el piso le hace al mueble, que apunta hacia arriba. Sobre el mueble también
actda la fuerza normal que la parte inferior de la pecera le hace, y esa fuerza
normal apunta hacia abajo. Ademas, como el mueble se mueve hacia delante,
el piso le hace una fuerza de friccién hacia atras. Sobre el mueble también
acttia la fuerza de friccién que la pecera le hace. Esta fuerza también apunta
hacia atras, pues el mueble se mueve hacia delante de la pecera'®. Teniendo en
cuenta esto, el diagrama de fuerzas para el mueble es asi:

Situacion 1

N,

F

rl

Sobre el mueble acttian en total 6 fuerzas. La fuerza Fy; que ejerce Manuel. El peso
Wi del mueble que apunta hacia abajo. La fuerza normal N; que el piso le hace
al mueble y la fuerza normal N, que la pecera le hace al mueble. Y dos fuerzas de
friccién hacia atras, F,; que es la friccién que el piso le hace al mueble y F,; que
es la friccion que la superficie de la pecera le hace al mueble.

(b) Ahora debemos hacer un diagrama de fuerzas para la pecera en la primera
situacién. Es claro que sobre la pecera actta el peso y la fuerza normal que el
mueble le hace a la pecera. Por la tercera ley de Newton, esta fuerza normal
es igual en magnitud pero contraria en direccién a la fuerza normal N, que la
pecera le hace al mueble. Pero también hay una fuerza de friccién dindmica
que actua sobre la pecera, pues la pecera se desliza sobre el mueble. ;Hacia
dénde apunta esta fuerza de friccién que el mueble le hace a la pecera?

10 Esto se intuye con facilidad; la superficie inferior de la pecera hace que sea atin mas dificil
para Manuel mover el mueble hacia delante.



520 FisicA pAsO A PASO. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

Podriamos estar tentados a decir que apunta hacia atras como la fuerza de
friccién que la pecera le hace al mueble, pero eso seria un error segtn la tercera
ley de Newton. Si la pecera le hace una fuerza de friccién hacia atras al mueble,
entonces el mueble le debe hacer una fuerza de friccién hacia delante a la
pecera (y de igual magnitud). De hecho, como la tnica fuerza en X sobre la
pecera es la friccidn, si la pecera se mueve un poco hacia delante (con respecto
al piso) mientras Manuel empuja el mueble tiene que ser porque la fricciéon
apunta hacia delante.

El lector puede estar confundido: si la pecera se mueve hacia delante, ;la fric-
cién no deberia ir hacia atrds? No, porque lo que nos interesa para determinar
la direccién de la fuerza de friccién es el movimiento del objeto con respecto a
la superficie que le produce friccién y en este caso esa superficie es el mueble y
no el piso (nota 4.21). Mientras el mueble avanza hacia adelante la pecera se
desliza un poco hacia atras del mueble asi que la friccién que le hace el mueble
es hacia adelante!!.

Una vez entendemos la direccién de la friccién que el mueble le hace a la
pecera, podemos hacer el diagrama de fuerzas de la pecera:

—

Situacién 1 N,

Sobre la pecera actiian en total tres fuerzas. W, que es el peso de la pecera. La
fuerza normal N3 que el mueble le hace a la pecera y la fuerza de friccién F,3 que
el mueble le hace a la pecera. Por la tercera ley de Newton, esta fuerza es de la
misma magnitud y de direccion contraria a la fuerza de friccién F,, que la pecera
le hacia al mueble (esa apuntaba hacia atras).

11 Notemos que este es un caso similar al del problema 4.20 en el que alguien arrastra hacia
la parte de atras del avién una maleta; con respecto a la Tierra, la maleta se estd moviendo hacia
adelante porque el avién se estd moviendo hacia adelante. Sin embargo, la friccién es hacia adelante
porque la maleta se mueve hacia atrds del corredor del avién, y es el movimiento de la maleta con
respecto al corredor el que es importante para determinar la direccién de la friccién. Lo mismo
sucede aqui; la pecera se mueve hacia adelante del piso pero lo importante es que la maleta se
mueve hacia atras del mueble.
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Nota 4.23. Dos formas de encontrar la direccién de la friccién que A

le hacea B

Hay dos formas de determinar la direccién de la fuerza de friccién que
un objeto A le hace a un objeto B:

(1) Si conocemos la direccién de la fuerza de friccién que B le hace a A,
entonces segun la tercera ley de Newton la friccién que A le hace a B
tiene direccién opuesta.

(2) Como dice la nota 4.21, podemos analizar el movimiento de B con
respecto a A; si B se mueve hacia adelante de A, entonces A le hace una
friccion hacia atrds, y si B se mueve hacia atrds de A, entonces A le hace
una friccion hacia adelante a B.

Esto mismo aplica para casos de friccidn estética. En estos casos, lo que
nos debemos preguntar es hacia dénde tiende a moverse B con respecto
a la superficie de A.

(c) En la segunda situacién Manuel hala la pecera. En este caso, Manuel le hace
una fuerza hacia atrés a la pecera. Sobre la pecera también acttan el peso y la
normal que le hace el mueble. Y otra vez tenemos una fuerza de friccién entre
la pecera y el mueble. Cuando Manuel hala la pecera, la arrastra hacia la parte
de atrds del mueble asi que la friccién que el mueble le hace es hacia adelante.
Teniendo en cuenta esto, el diagrama de fuerzas para la pecera es

Situacion 2

—

mp

Sobre la pecera acttan en total cuatro fuerzas; Wy que es el peso de la pecera; la
fuerza normal mep que el mueble le hace a la pecera; la fuerza de friccion ﬁrp

que el mueble le hace a la pecera (que es hacia adelante); la fuerza Fy; que le hace
Manuel a la pecera.

Ahora debemos hacer el diagrama de fuerzas sobre el mueble. Sobre el mueble
tenemos el peso del mueble, que va hacia abajo, la normal que el piso le hace al
mueble, que apunta hacia arriba, la normal que la pecera le hace al mueble, que
apunta hacia abajo (hasta aqui todo es igual que antes), la friccién que la pecera
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le hace al mueble y la friccién que el piso le hace al mueble. Por la tercera ley
de Newton, la friccién que la pecera le hace el mueble debe apuntar hacia atrés,
pues ya vimos que la friccién que el mueble le hace a la pecera apunta hacia
adelante. Por otra parte, la friccién que el piso le hace al mueble es estatica
porque en la situacién 2 el mueble no se mueve. ;Hacia déonde apunta esta
friccién estatica?

Ya dijimos que la friccién que la pecera le hace al mueble es hacia atrds, asi que
la friccién que el piso le hace al mueble es hacia adelante, pues necesitamos
que las fuerzas en X se cancelen para que el mueble permanezca en reposo (sin
aceleracién). Otra forma simple de entender la direccién de la friccién del piso
es esta: cuando Manuel hala la pecera hacia atras, la pecera trata de mover el
mueble hacia atrds a través de la friccién, pero el piso trata de oponerse a este
movimiento hacia atrds y produce una fuerza hacia adelante.

El diagrama de fuerzas del mueble queda asi:

Situacién 2

—

N

—

F

rm?2

m

Sobre el mueble acttian en total cinco fuerzas. Wy, que es el peso del mueble. La
fuerza normal Nj que la pecera le hace al mueble (esta fuerza es contraria en
direccién y tiene la misma magnitud que Nmp). N que es la fuerza normal que el
piso le hace al mueble. La fuerza de friccién F,,,; que la pecera le hace al mueble
(esta fuerza tiene la misma magnitud y direccién contraria que Fyp). Y la fuerza

de friccién estética F,,,» que el piso le hace al mueble.




Fuerzas 523

Problema 4.26.

Palabras clave: determinar si un objeto se des-
liza o no, fuerza total que un objeto ejerce so-
bre el que esta debajo.

Un pequefio camioén que tiene aceleracion de magnitud de 5 m/s? lleva una
caja de 50 kilogramos de masa sobre un soporte en su parte delantera, como
se ve en el dibujo. Entre la caja y el soporte del camién hay un coeficiente de
friccién estatico de 0.4 y un coeficiente de friccién dinamico de 0.2.

(a) ¢Se desliza o no se desliza la caja?

(b) Con base en (a), scudl es la aceleracién de la caja?

(c) ¢Cual es la magnitud y direccién de la fuerza total que la caja ejerce
sobre el soporte del camién?

Solucién

:Qué informacion nos dan?

(a), (b) y (c) La masa de la caja es de 50 kilogramos, el coeficiente de friccién estético es 0.4, el
coeficiente de friccion dinamico es 0.2 y la magnitud de la aceleracién del cami6n es de 5 m/s.

:Qué nos piden?
(a) Decir si se desliza o no se desliza la caja.
(b) Determinar la aceleracién de la caja.

(c) Hallar la magnitud y direccion de la fuerza total que la caja ejerce sobre el soporte del
camioén.
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(a) Para saber si la caja se desliza podemos razonar de la siguiente forma: si
no se desliza, entonces inferimos que entre el soporte y la caja hay una fuerza
de friccion estatica y que esa fuerza de friccion estatica tiene que ser capaz de
darle a la caja la misma aceleracién que tiene el camién. Si la aceleracién de
la caja es menor que la aceleracién del camién la caja se desliza. Asi que para
saber si esta se desliza sélo debemos calcular la aceleracién que la fuerza de
friccién estatica le da a la caja y ver si esa aceleracién es igual a la del camidn.
Si vemos que esa fuerza no le da la aceleracién suficiente a la caja, entonces
podemos inferir que la caja se desliza y la fuerza de friccién es dindmica.

Realicemos un diagrama de fuerzas de la caja. Sobre la caja actia el peso de
la caja, la normal que le hace el soporte y la friccién que por ahora vamos a
suponer que es estatica. Mientras el camidn acelera, la caja tiende a deslizarse,
es decir, tiende a moverse hacia la parte de atras del soporte (si nosotros
fuéramos la caja, tenderiamos a caernos hacia atrds). Como la direccién de la
friccion estatica es opuesta a la direccién en la que el objeto tiende a deslizarse,
podemos inferir que la friccién estdtica apunta hacia adelante. De hecho, la
Unica fuerza en X sobre la caja es esta friccién asi que la tinica forma de que la
caja acelere igual que el camién es si esta friccién apunta hacia adelante:

N Y
T N

F. X
| = 7

A "

Sobre la caja acttia el peso, la normal que le hace el soporte y la friccién que le hace
el soporte, la cual apunta hacia adelante (por ahora suponemos que esta friccién
es estatica).

En X s6lo actiia una fuerza sobre la caja, a saber, la friccion estatica que le hace
el soporte. Ademds, la aceleracién en X es positiva, as{ que en X la ecuacién de
fuerza de la caja es

F,% = mayX. (1)

Si aplicamos la regla de oro y dividimos por la masa la ecuacién (1) queda ast:

E =dy. (2)
m

Queremos hallar la maxima aceleracién que la friccién le hace a la caja para
saber si es suficiente para que la caja acelere igual que el camién. Como es la
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maxima aceleracidn, la friccidn estdtica debe ser maxima, asi que la magnitud
de esta fuerza es p.N:
peN _

m

ay. (3)

De la anterior ecuacién no conocemos la normal N. Para hallar N debemos
usar la ecuacién de fuerzas en Y. En Y hay dos fuerzas, el peso y la normal:

N7 - WY =may. (4)
Como W =mg, y como en Y la caja no tiene aceleracién, esta ecuacién queda
N —mgp = 0. (5)
Si aplicamos la regla de oro y despejamos la normal, obtenemos

N =mg. (6)

Finalmente, usamos este resultado en la ecuacion (3):

N
—

He (r;ng) . 7

Si cancelamos las masas obtenemos finalmente una expresién para la acelera-
ciéon de la caja:
Peg = x. (8)

Usemos ahora el valor de las variables:

He
—

(0.4)(9.81 m/s*) =3.92 m/s? = ay. (9)

Como la aceleracién maxima que la fuerza de friccién estética le da a la caja es
menor que la del camién, que es 5 m/s?, podemos inferir que la caja se desliza.

(b) Podriamos creer que la aceleracién de la caja es la calculada en la secciéon
anterior con la ecuacidén (9). Sin embargo, la aceleracién dada por la ecuacién
(9) fue calculada suponiendo que la friccién es estédtica y ya sabemos que la caja
se desliza, asi que la friccién no es estatica. Pero la tinica diferencia que surge
en las ecuaciones de la pregunta (a) en el caso en que la friccién es dindmica es
que el coeficiente de friccién es dindmico y este coeficiente es 0.2. Note que la
direccién de la friccién dindmica es igual que la estatica, pues al deslizarse la
caja se mueve hacia la parte de atras del soporte, asi que el soporte le hace una
fuerza de friccién hacia adelante.
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Como el diagrama de fuerzas no cambia con respecto al numeral anterior, po-
demos volver a usar la ecuacién (9), sélo que ahora debemos usar el coeficiente
de fricciéon dindmico:
Hd
—

(0.2)(9.81 m/s?) = 1.96 m/s” = a,. (10)

Notemos que la aceleracién de la caja es bastante menor que la aceleracién del
camion.

(c) Para hallar la magnitud de la fuerza total que la caja ejerce sobre el soporte
del camién podemos usar la tercera ley de Newton. Como el soporte le hace
una fuerza normal a la caja, por la tercera ley de Newton la caja le hace una
fuerza normal al soporte de igual magnitud pero direccién contraria. Ademads,
como el soporte le hace una fuerza de friccién dinamica a la caja que apunta
hacia adelante, la caja le hace una fuerza de friccién dinamica al soporte que
apunta hacia atras, y que tiene la misma magnitud:

&

P
- m

F

rs

—

N

La caja ejerce dos fuerzas sobre el soporte; una fuerza de friccién que apunta hacia
atrds y una fuerza normal que apunta hacia abajo. Notemos que les hemos puesto
un subindice “s” a las fuerzas para distinguirlas de las fuerzas sobre la caja. Tenga
en cuenta que este no es un diagrama de fuerzas completo del soporte.

N

La magnitud de la normal que la caja le hace al soporte es la misma que el
soporte le hace a la caja, la cual estd dada por la ecuacién (6). Si usamos el
hecho de que la masa de la caja es de 50 kilogramos, esta magnitud de la
normal nos da

N = (50 kg)(9.81 m/s*) = 490.5 N. (11)

—_—
m

La friccién que la caja le hace al soporte es de la misma magnitud que la
friccién que el soporte le hace a la caja y se calcula usando:

F, = pgN = (0.2)(490.5 N) = 98.1 N. (12)
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Notemos que la fuerza normal es en Y y la de friccién es en X, asi que la fuerza
total que la caja ejerce sobre el soporte se puede calcular usando el teorema de
Pitagoras:

AY

X 98.1N

>

) 490.5N
Q N

Primero pusimos las dos fuerzas que hace la caja sobre el soporte en el origen del
sistema de coordenadas. Después trazamos el vector de la fuerza total (en rojo),
donde se puede ver claramente que la fuerza de friccién es la componente X y la
fuerza normal es la componente Y de esta fuerza total. Ademads, el angulo a nos
servird para indicar la direccion de la fuerza. Finalmente, indicamos la magnitud
de cada una de estas fuerzas.

Como se puede apreciar de la figura anterior, la magnitud de la fuerza total
que la caja hace sobre el soporte es

|Fz| =/(98.1 N)2 + (490.5 N)? = 500.21 N, (13)
S—— ———
Frs N

Finalmente, la direccién de esta fuerza se puede dar en términos del dngulo a.
Notemos que el cateto opuesto es de 490.5 N y el cateto adyacente es de 98.1 N
asi que la tangente de o nos da

Asique o es igual a
a=arctan5 =78.69°. (15)

Es decir, la fuerza total que la caja ejerce sobre el soporte tiene direccién de
78.69 grados en el sentido contrario de las manecillas del reloj con respecto a
la parte negativa del eje X. La magnitud de esta fuerza es de 500.21 newtons.
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Problema de repaso 4.27.

Palabras clave: cuerda ideal, mdquina de At-
wood, direccién de la fuerza de friccién entre
varios objetos, aceleracion relativa.

Responda falso o verdadero y justifique respuesta:

(1) Si dos objetos estan sujetos de los extremos de la misma cuerda ideal
(que estd templada), entonces podemos estar seguros de que sus acele-
raciones son la misma.

(2) Si en un caso de poleas un objeto sube y el otro baja, entonces debemos
indicar en la ecuacién de fuerzas que la aceleracién de un objeto tiene
el signo opuesto de la aceleracién del otro objeto.

(3) Si A estd encima de B y B estd encima de C, la direccién de la fuerza de
friccién que B le hace a A depende del movimiento de A con respecto a
C.

(4) Si A esta encima de B y se queda en el mismo punto de B mientras B
acelera, entonces A tiene la misma aceleracién que B.

(5) Incluso si conocemos la fuerza de friccién que A le hace a B, no podemos
con esa informacién determinar la fuerza de friccién que B le hace a A.

(1) Falso. Podemos estar seguros de que la magnitud de la aceleracién de dos
objetos sujetos de la misma cuerda es la misma, pero no podemos estar seguros
de que la direccién sea la misma.

(2) Verdadero. Si un objeto sube y el otro baja debemos indicarlo con el signo de
la aceleracién de los objetos (somos libres de escoger el sistema de coordenadas
que deseemos, pero una aceleracion tiene que tener el signo positivo y el otro
negativo, como dice la nota 4.20).

(3) Falso. La direccién de la friccién que B le hace a A depende del movimiento
de A con respecto a B, pero no depende del movimiento de A con respecto a C
(ver notas 4.21 y 4.23).

(4) Verdadero. Si A esta encima de B y se queda en el mismo punto, entonces
podemos inferir que A tiene exactamente la misma aceleracién que B, de lo
contrario A se deslizaria (nota 4.22).

(5) Falso. Si conocemos la fuerza de friccién que A le hace a B, con la tercera
ley de Newton podemos determinar la fuerza que B le hace a A (nota 4.23).
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Problema 4.28.

Palabras clave: comportamiento de la tensién
de cuatro objetos unidos por cuerdas ideales.

Un tren de juguete tiene tres vagones, como se puede ver en el dibujo. Los
vagones estan unidos con cuerdas ideales. La masa de la locomotora es m;, la
masa del vagén rojo es m,, la masa del vagén amarillo es m, y la masa del
vagén verde es m,. Ademas, el tren tiene una aceleracién de magnitud a.

(a) Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique la
respuesta: (1) La fuerza de tensién que la cuerda roja le hace a la locomotora
es igual a la fuerza de tensién que la cuerda roja le hace al vagoén rojo. (2) La
magnitud de la tensién que la cuerda naranja le hace al vagén amarillo es la
misma que la magnitud de la tensién que la cuerda naranja le hace al vagén
rojo. (3) Como todas son cuerdas ideales, podemos inferir que la magnitud de
la tensién que la cuerda verde ejerce sobre el vagén amarillo y sobre el vagén
verde es la misma que la magnitud de la tensién que la cuerda naranja ejerce
sobre el vagén amarillo y el rojo. (4) Si la aceleracién del vagén verde fuera
cero, la magnitud de la tensién producida por todas las cuerdas seria cero.

(b) Escriba una expresién para la magnitud de la tensién que cada cuerda hace
en términos de la masa de los vagones y la aceleracion del tren.

(c) Escriba una expresién para la magnitud de la fuerza que hace el motor de
la locomotora en términos de la masa de los vagones y la aceleracién del tren.

(d) Con base en (b) y si el tren tuviera 10 vagones, todos con masa conocida
(que puede llamar como quiera), dé una expresiéon para la magnitud de la
tensioén que la primera cuerda produciria en términos de todas las masas y
de la aceleracién del tren. También dé una expresiéon para la magnitud de
la tensiéon que la quinta cuerda (contada desde la locomotora hacia atras)
produciria. Para resolver este problema apdyese en lo realizado en (b).

:Qué informacion nos dan?

(a), (b) y (c) Un tren con aceleracién de magnitud a tiene tres vagones. La masa de la locomotora
es my, la masa del vagén rojo es my, la masa del vagén amarillo es 11, y la masa del vagén verde
es my. Todas las cuerdas son ideales.

(d) Suponemos que el tren tiene 10 vagones con masas conocidas.
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¢Qué nos piden?
(a) Decir si las afirmaciones (1) a (4) son verdaderas o falsas, y justificar la respuesta.

(b) Hallar una expresién para la magnitud de la tensién que cada cuerda hace en términos
de la masa de los vagones y la aceleracion del tren.

(c) Hallar una expresién para la magnitud de la fuerza que hace el motor de la locomotora
en términos de la masa de los vagones y la aceleracién del tren.

(d) Debemos encontrar una expresion para la magnitud de la tensién que la primera cuerda
produciria si el tren tuviera 10 vagones, y esta expresion debe estar en términos de la
aceleracion y las masas de los vagones. Debemos hacer lo mismo para la magnitud de
la tensién de la quinta cuerda. Para hacer esto debemos apoyarnos en lo hecho en los
numerales anteriores.

(a) Antes de determinar si las afirmaciones son verdaderas o falsas es util
comenzar por hacer el diagrama de fuerzas. Vamos a hacer un diagrama para
los diferentes vagones ya que en algunos numerales debemos determinar las
diferentes tensiones.

W
Vagon verde  Vagoén amarillo  Vagdn rojo Locomotora
Y
N,
7’
X
W

Hacemos un diagrama de fuerzas sobre cada vagon y sobre la locomotora. Sobre la
locomotora acttia la fuerza del motor Ejy, la fuerza normal, el peso y una fuerza de
tensién. Sobre el vagon rojo y el vagén amarillo actdan cuatro fuerzas; dos fuerzas
de tension, el peso de cada vagén y la normal de cada vagén. Finalmente, sobre el
vagon verde actta el peso, la normal y una fuerza de tensién. Notemos que con el
sistema de coordenadas usado no es necesario descomponer ninguna fuerza.

Ahora que tenemos el diagrama de fuerzas, vamos a decir si las afirmaciones
son verdaderas o falsas:

(1) La fuerza de tension que la cuerda roja le hace a la locomotora es igual a la
fuerza de tensién que la cuerda roja le hace al vagén rojo.

Esta afirmacion es falsa. Tj no es igual a T; porque tienen direcciones opuestas.
Lo que si es cierto es que ||Tl || esigual a || T H
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(2) La magnitud que la tensién de la cuerda naranja le hace al vagén amarillo
es la misma que la magnitud que la tensién de la cuerda naranja le hace al
vagon rojo.

Esto es verdad porque la cuerda naranja es ideal, asi que la magnitud de la
tensién que hace en sus dos extremos es la misma. Es decir, segin nuestro
diagrama, H y HTQH son iguales.

(3) Como todas son cuerdas ideales, podemos inferir que la magnitud de la
tensiéon que la cuerda verde ejerce sobre el vagén amarillo y sobre el vagén
verde es la misma que la magnitud de la tensién que la cuerda naranja ejerce
sobre el vagén amarillo y el rojo.

Esta afirmacién es falsa. Que todas sean cuerdas ideales no quiere decir que la
magnitud de la tensién que una cuerda hace sea la misma que la magnitud de
la tensién que otra cuerda diferente hace. Que sean cuerdas ideales sélo implica
que la magnitud de la tensién que cada extremo de cada cuerda hace es la
misma, pero no podemos comparar diferentes cuerdas.

(4) Si la aceleracion del vagoén verde fuera cero, la magnitud de la tensiéon
producida por todas las cuerdas seria cero.

Esta afirmacién es verdadera. Sobre el vagén verde sélo hay una fuerza en X
que mueve al vagoén, a saber, la fuerza de tensién Ts. Por lo tanto, la tinica forma
de que este vagén no tenga aceleracion en X es si H Ts H es cero. Pero si ”T5 ” es

cero, entonces ||T4|| tiene que ser cero, porque ambas tensiones son producidas
por la misma cuerda (la cuerda verde). Ahora, el vagén amarillo estd unido al
verde por una cuerda ideal, asi que la magnitud de sus aceleraciones tiene que
ser la misma (nota 4.15). Como el vagén verde no tiene aceleracién, el amarillo
tampoco. Sobre el vagén amarillo actian dos fuerzas en X, Ty y T5. Como ”T4H

es cero, |13 H tiene que ser cero para que este vagén no tenga aceleracién en X.

Como la cuerda naranja es ideal, entonces podemos inferir que H T> H también
es cero. Finalmente, aplicamos el mismo analisis para el vagon rojo. Este no
puede acelerar porque estd unido al amarillo, asi que T, + T; tiene que ser
cero para este vagéon. Como H T, | es cero, inferimos que ”T1 | es cero, y como la

cuerda roja es ideal, entonces inferimos que H T; H también es cero.

(b) Ahora debemos hallar una expresioén para la magnitud de la tensién de
todas las cuerdas. Para hacer esto debemos plantear la segunda ley de Newton
para cada uno de los vagones y también para la locomotora. Comencemos por
la locomotora.

Sobre la locomotora actian dos fuerzas en X: la fuerza del motor, que apunta en
la direccion positiva de X, y la fuerza de tensién Tj, que apunta en la direccion
negativa de X. Ademds, la aceleracién de la locomotora es positiva en X. Por lo
tanto, la segunda ley de Newton en X para la locomotora queda

FmJE—TpézmlaJE, (1)
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donde a es la magnitud de la aceleracién de la locomotora. Con esta ecuaciéon
no podemos despejar T; porque no conocemos la fuerza del motor. Asi que
necesitamos otras ecuaciones.

Analicemos el vagén rojo. Sobre este vagon acttan dos fuerzas de tension: T,
que apunta en la direccién positiva de X, y T», que apunta en la direcciéon
negativa. Ademads, el vagén se mueve en la direccién positiva de X, asi que la
segunda ley de Newton para este vagén queda

T % - To% = mya,%, (2)

donde hemos llamado “a,” a la magnitud de la aceleracién del vagén rojo.
Ahora tengamos en cuenta que, como todos los vagones estdn unidos por
cuerdas ideales, la magnitud de la aceleracién de cada vagén y de la locomotora
son la misma, asi que de ahora en adelante vamos a llamar a a todas las
aceleraciones. Ademas, como la cuerda roja es ideal, T; tiene que ser igual a T}
as{ que podemos escribir la ecuacién (2) asi:

T, #-Tok=m, a % (3)
~—— S~——
T ar

De aqui no podemos despejar T; porque no conocemos T, y tampoco podemos
usar la ecuacioén (1) porque no conocemos F,;. Asi que debemos seguir buscando
ecuaciones.

Analicemos ahora el vagén amarillo. El andlisis es muy similar al del vagén
rojo; hay dos fuerzas de tensién actuando sobre el vagon amarillo, T3 y Ty. T3
es positiva y Ty es negativa, asi que en X la segunda ley de Newton para el
vagén amarillo queda asi:

T3x — Ty = maax. (4)

Notemos que como la cuerda naranja es ideal, T3 tiene que ser igual a T, asi
que podemos escribir la ecuacién (4) asi:

T2 3€—T49€:maa9€. (5)
——
T3

No podemos despejar T, aqui porque no conocemos Ty (notemos que cada que

escribimos la ecuacién de un nuevo vagoén, aparece una nueva incognita).

Sé6lo nos falta analizar el vagén verde. Sobre el vagon verde sélo acttia una
fuerza en X, a saber, Ts. Esta fuerza tiene direccién positiva de X asi que, segtin
la segunda ley de Newton, para este vagén tenemos

T5% = myax. (6)
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Pero como la cuerda es ideal, podemos usar el hecho de que Ts es igual a Ty:

Ty X=myax. (7)
——
Ts

Esta ecuacién nos permite despejar T4, la magnitud de la tensién en la cuerda
verde, porque conocemos la masa del vagén y su aceleracién. Si aplicamos la
regla de oro, obtenemos

Ty = mya. (8)

Ahora si, con esta ecuacién podemos usar las otras ecuaciones que teniamos.
Por ejemplo, si usamos la ecuacién (8) en la ecuacién (5), obtenemos

To% - (mya) X = myax. (9)
——
Ty

Si aplicamos la regla de oro y pasamos el término con m, al otro lado, obtene-
mos
T, = (mya) + mya. (10)

Si sacamos factor comun de a esto nos da la magnitud de la tensién de la cuerda
naranja:
T = a(my +my). (11)

Finalmente, si usamos este resultado en la ecuacién (3) podemos obtener una
expresion para Tj, la magnitud de la tensién en la cuerda roja:

Tix - (a(my + my)) £ = mpax. (12)

———
T;

Si aplicamos la regla de oro y pasamos el término con la masa del vagén verde
y el vagén amarillo al otro lado, obtenemos

Ty = a(my +my) + ma. (13)

Si sacamos factor comun de a, esto queda
Ty =a(my +mg +m,). (14)

Notemos que la tensién de esta cuerda depende de la masa de los tres vagones,
lo cual es intuitivo porque esta cuerda tiene que halar el vagén rojo que esta
unido al amarillo y al verde. En cambio, la tensién de la cuerda sobre el
vagén verde, dada por la ecuacién (8), sélo tiene que halar al vagén verde y
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s6lo depende de la masa de ese vagén. Esto corrobora nuestra respuesta a la
afirmacién (3): la tensién que las diferentes cuerdas ideales producen no es
la misma.

(c) Ahora debemos hallar una expresion para la magnitud de la fuerza produci-
da por el motor. Esto es facil si usamos el resultado de la ecuacién (14) en la
ecuacion (1):

Fu% - (a(my +mg +m,))x = maXk. (15)

Si aplicamos la regla de oro y pasamos el término con a del lado izquierdo al
derecho, esto queda:
Fu=a(my, + mg+m,) + ma. (16)

Finalmente, si factorizamos a obtenemos
Fu=a(my +mg+m, +my). (17)

Notemos que se puede llegar al resultado intuitivamente, pues nos dice que la
fuerza que hace el motor es igual a la magnitud de la aceleracién multiplicada
por la masa total del tren. Cuantos mas vagones tenga, mayor fuerza tendré
que tener la locomotora para acelerar.

(d) Suponemos ahora que el tren tiene 10 vagones y debemos hallar la magnitud
de la tensiéon de la primera cuerda y de la quinta cuerda. Para hacer esto
nos basamos en lo que hicimos en (b). Notemos en la ecuacién (14) que la
magnitud de la tensién de la primera cuerda es simplemente la magnitud de la
aceleracién multiplicada por la suma de las masas de los tres vagones. Asi que
si el tren tuviera 10 vagones, podemos inferir que la magnitud de la tensién
de la primera cuerda serfa la magnitud de la aceleracién multiplicada por la
suma de la masa de los diez vagones:

T1:a(m1+m2+m3+m4+m5+m6+m7+mg+m9+m10). (18)

Esto mismo se puede escribir de forma mucho més compacta asi:

T1=11(1=21:Om1’), (19)
i=1

donde i =1 e i =10 indican que sumamos las masas desde la primera masa
hasta la masa nimero 10.

Para determinar la magnitud de la tensién que la cuerda nimero 5 harifa
podemos volver a apoyarnos en lo hecho en (b). Notemos el siguiente patrén:
la cuerda roja tiene tres vagones atras y la magnitud de la tensién producida
es igual a a por la suma de las masas de los tres vagones —ecuacién (14)—; la
cuerda naranja tiene dos vagones atrds y la magnitud de la tensién que produce
es a por la suma de las masas de esos dos vagones —ecuacién (11)—; la cuerda
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verde tiene un vagén atras y la magnitud de la tensién que produce es a por la
masa del vagén.

Sigamos dicho patrén. Si el tren tuviera diez vagones la primera cuerda tendria
una tensién que dependeria de la suma de las masas de los 10 vagones, como
mostramos con la ecuacién (19). La segunda cuerda tendria 9 vagones atrés, la
tercera cuerda tendria 8 vagones atrds, la cuarta cuerda tendria 7 vagones atras
y la quinta cuerda tendria 6 vagones atras. Asf que la magnitud de la tensién
que la quinta cuerda haria seria la suma de las masas de esos 6 vagones:

T5:a(m5+m6+m7+m8+m9+m1o). (20)

Usando la notacién explicada antes, esto se podria escribir asi:

i=10

T5:a Zmi . (21)
i=5
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Problema 4.29.

Palabras clave: maxima aceleracién de un ob-
jeto para que otro objeto que esta encima no
se resbale, velocidad después de un tiempo.

John tiene una masa de 70 kilogramos y estd cantando en la cubierta de un
submarino amarillo de 30 000 kilogramos de masa, como se ilustra en el dibujo.
Suponga que el agua produce una fuerza de friccién dindmica de 2000 N de
magnitud sobre el submarino (esta fuerza es completamente horizontal y se
opone al movimiento del submarino). El agua también produce una fuerza de
empuje que es completamente vertical. Ademads, suponga que entre los pies de
John y la cubierta del submarino hay un coeficiente de friccién estético de 0.5.

(a) Calcule la méaxima fuerza con la que los motores pueden impulsar al
submarino para que John no se resbale sobre la cubierta.

(b) Sila rapidez del submarino es de 5 metros por segundo en cierto ins-
tante, jcudnto sera la rapidez después de seis segundos si el submarino
mantiene la aceleracién méxima que permite que John no se resbale?

Solucién

:Qué informacion nos dan?

(a) La masa de John es de 70 kilogramos, la del submarino es de 30 000 kilogramos. Ademas, el
agua produce una fuerza de friccién dindmica de magnitud de 2000 N. El coeficiente de friccién
estatico entre la cubierta del submarino y los pies de John es de 0.5.

(b) En cierto instante el submarino tiene una rapidez de 5 metros por segundo.
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¢Qué nos piden?
(a) Debemos calcular la maxima fuerza con la que los motores pueden impulsar al subma-
rino sin que John se resbale sobre la cubierta.

(b) Debemos hallar la rapidez del submarino al cabo de seis segundos a partir del instante
en que tenia rapidez de 5 metros por segundo.

(a) Comencemos, como siempre, por realizar el diagrama de fuerzas. Debemos
hacer un diagrama de fuerzas para John y uno para el submarino, pues debemos
analizar a John y al submarino. La fuerza de friccién estédtica que el submarino
ejerce sobre John apunta en la direccién en que se mueve el submarino, pues
cuando el submarino avanza, John tiende a deslizarse hacia la parte de atras
del mismo. Por lo tanto, la friccién debe ir hacia delante. Segtin la tercera ley
de Newton, los pies de John le hacen una fuerza de friccién al submarino de
direccién opuesta. Ademds, como el submarino ejerce una fuerza normal sobre
John, segun la tercera ley de Newton John debe ejercer una fuerza normal
sobre el submarino con direccién contraria y con la misma magnitud. Sobre el
submarino también tenemos una fuerza de los motores, una fuerza de friccién
del agua, una fuerza de empuje que es la fuerza que el mar le hace al submarino
(que serfa similar a una fuerza normal que el mar le hace al submarino) y el
peso. Teniendo en cuenta esto, el diagrama de fuerzas para John y para el
submarino queda asi:
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Notemos que en negro se han pintado las fuerzas sobre el submarino y en rojo las
fuerzas sobre John. Em es la fuerza que los motores le transmiten al submarino y
FEy4 es la fuerza de friccién debido al agua que siente el submarino. Ademais, E, es
la fuerza de empuje que el mar le hace al submarino. Fy es la fuerza de friccién que
el submarino le hace a John y apunta hacia adelante. Frj es la fuerza de friccién
que el submarino siente debido a los pies de John (es opuesta en direcciéon y de
la misma magnitud que F;). N es la normal que el submarino ejerce sobre John
mientras que Ni es la normal que John ejerce sobre el submarino (ambas normales
tienen la misma magnitud pero direccion opuesta). Finalmente, W es el peso de
John y Ws es el peso del submarino.

Nos piden hallar la méxima fuerza con la que los motores pueden impulsar
al submarino para que John no se resbale sobre la cubierta. Para empezar,
tratemos de entender la pregunta. Si los motores ejercen una fuerza muy
grande, entonces el submarino va a acelerar mucho. Y si el submarino acelera
mucho es mas facil que John se resbale. La pregunta por la maxima fuerza que
pueden hacer los motores es entonces una pregunta por la maxima aceleracion
que puede tener el submarino sin que John se resbale.

Recordemos de la nota 4.22 que si un objeto A se queda en la misma posicién
de un objeto B, entonces A y B deben tener la misma aceleracién. En este caso,
para que John no se resbale sobre el submarino la aceleracién de John y del
submarino deben ser iguales.

En X hay tres fuerzas sobre el submarino; Fy, y ﬁ,j (la friccién del agua y de
John respectivamente), que apuntan en el sentido negativo de X, y F,, (la fuerza
de los motores), que apunta en el sentido positivo. Por lo tanto, la ecuacién de
fuerzas del submarino en X es

Fuuf — Fpof — Fyj% = maag3, (1)

donde hemos llamado a5 a la magnitud de la aceleracién del submarino (la
aceleracién es positiva). Queremos encontrar F,, pero no conocemos a; ni Fy;
asi que debemos buscar nuevas ecuaciones.

Planteemos la ecuacién de fuerzas en X para John. En X hay sélo una fuerza
sobre John, F,, la cual tiene signo positivo. Por lo tanto, la ecuacién de fuerzas
en X de John es
Prﬁzmja]&, (2)
donde hemos llamado a4; a la magnitud de la aceleracién de John. Para que
John no se resbale el submarino y John deben tener la misma aceleracién as{
que podemos escribir la ecuacién (2) asi:
F,X=mj as X (3)

——
4

Aqui no sale en ninguna parte la fuerza de los motores, pero si sale a; que
desconociamos en la ecuacién (1). Vamos entonces a tratar de encontrar a5 y F,
a partir de la ecuacién (3), y luego podemos volver a usar la ecuacién (1).
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A nosotros nos interesa el caso en que el submarino tiene la maxima aceleracién
posible para que John no se resbale. Notemos que la tnica fuerza que le da a
John aceleracién es la fuerza de friccién estatica F,. Por lo tanto, la maxima
aceleracién posible para John requiere que sobre él actie la maxima fuerza
de friccién estatica posible. Como ya sabemos, la méxima fuerza de friccién
estatica posible tiene magnitud F; = p.N. Si usamos el hecho de que F; = p.N
en la ecuacién (3), obtenemos

peN % =mjasx. (4)
——
F;

De aqui podemos despejar a; en términos de la normal, la masa y p,:

N
Rl 4 —agz. (5)
m;

Esta ecuacién nos permite escribir la aceleracién en términos de una sola
variable desconocida, que es N. A N la podemos encontrar con la ecuacién de
fuerzas en Y para John.

En Y hay dos fuerzas sobre John: el peso que tiene direccién negativa en Y
y la fuerza normal que tiene direccién positiva en Y. Ademas, John no tiene
aceleracion en Y. Por lo tanto, su ecuacion de fuerzasen Y es

~W$+Np=0. (6)

Usando el hecho de que W =m;g y aplicando la regla de oro, la ecuacion (6) se
puede escribir asi:
N =m;g. (7)

Ahora que conocemos la magnitud de la normal podemos escribir la ecuacién
(5) asi:
N
—

-
ij]gaﬁzyegaézasf, (8)

donde hemos usado el hecho de que la masa de John se cancela porque esté
en el numerador y en el denominador. Ahora que tenemos la aceleracién en
término de variables conocidas, podemos usar este resultado en la ecuacién
(1):
asX
——
Fn% — FraX = Fpj% = m; (pegX). (9)

Ahora usemos algo que no hemos tenido en cuenta y es que F,; (la magnitud
de la friccién que John le hace al submarino) es igual a F, (la magnitud de la
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friccién que el submarino le hace a John). Si usamos en la ecuacién (9) que
F,=F,j, que F; =N y que N =m;g, obtenemos
Fyj
A A ,—H A A
Fink = Fra® — pem;g % = ms(peg%). (10)

Si aplicamos la regla de oro y dejamos al lado izquierdo sélo la fuerza del
motor, obtenemos
Fm:msyeg+F,a+yemjg. (11)

Podemos simplificar un poco la ecuacién si factorizamos p.g:

Fin =peg(ms+m;)+Fq. (12)

Finalmente, si usamos los valores de las variables, podemos calcular la magni-
tud de la fuerza que buscamos:

Fpu=(0.5)(9.81 m/s2)(30000 kg +70 kg) + 2000 N = 14949335 N.  (13)
N—— ———— —— —
e M m; Fra

Nota 4.24. Maxima aceleraciéon de A para que B no se resbale

Suponga que un objeto B esta sobre un objeto A. Cuando nos piden
hallar la maxima aceleracién que A puede tener de forma que B no se
deslice, nos estdn pidiendo dos cosas:

(1) Que la aceleracién de A y B sean la misma.

(2) Que la fuerza de friccion estatica que A le hace a B sea méxima,
asi que Fr = u.N.

(b) Para hallar la rapidez del submarino seis segundos después de que tenia
rapidez de 5 metros por segundo, usemos la siguiente ecuacién de cinematica:

Uy =at + ;. (14)
Si tenemos en cuenta que la rapidez inicial, la rapidez final y la aceleracién
tienen direccién positiva de X, podemos escribir esta misma ecuacidén asi:

vyX =atf+v;k. (15)

El tiempo que nos interesa es de 6 segundos y la rapidez inicial es de 5 metros
por segundo. S6lo debemos calcular la magnitud de la aceleracién y para hacer
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eso podemos usar la ecuacién (8). Si usamos esa ecuacién en la ecuacién (15),
obtenemos
VX = peg tX+ ;X (16)
~——
a

Apliquemos la regla de oro y reemplacemos los valores de las variables:

v7=(0.5)(9.81 m/s?) (6 5)+5 m/s = 34.43 m/s. (17)
—_—
Me a t Vi
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Problema 4.30.

Palabras clave: friccién requerida por una pa-
red para evitar que un objeto caiga.

El pequefio camién del problema 4.25 ahora esta cargando dos cajas. En cierto
momento una de las cajas se desacomodé y quedé enfrente de la caja grande,
como se ve en el dibujo. Suponga que la caja grande no se resbala sobre los
soportes del camion (esta fija) y que entre ambas cajas hay un coeficiente de
friccién estatico .. Ademas, la caja pequefia tiene masa .

(a) Escriba una expresién para la magnitud de la aceleracién del camién
para que la caja pequeiia no se resbale, es decir, para que no se caiga
sino que se mantenga en la posicién en que se ve en el dibujo. Escriba
esta expresion en términos de la masa de la caja pequenia y de pe.

(b) Demuestre usando lo hecho en (a) que de ninguna manera la masa
pequefia puede subir.

&

:Qué informacion nos dan?

(a) y (b) Tenemos la masa m de la caja pequena y el coeficiente de friccién estatico pe entre
ambas cajas. Ademas, la caja grande no se desliza.

:Qué nos piden?

(a) Una expresion para la magnitud de la aceleracién del camién en X para que la caja
pequeiia no se resbale (no se caiga).

(b) Debemos demostrar que la caja pequefia no puede subir.

(a) Comencemos por realizar el diagrama de fuerzas para la caja pequefia, que
es la queremos analizar:
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3

F,
(] r
[ 1 —
— N
W
Y
F o
N
X
W

Sobre la caja pequeria acttian tres fuerzas; una fuerza de friccion estética que
apunta hacia arriba (pues la caja tiende a caer), el peso que apunta hacia el piso, y
la normal que la caja grande le hace a la caja pequerfia (esa normal apunta hacia
adelante).

Notemos que la caja grande le hace una fuerza normal a la caja pequefia que
apunta en la direccién positiva de X. Esta es la tnica fuerza en X que actta
sobre la caja pequena, asi que esta fuerza es la responsable de que la caja
pequeria acelere en la direccién positiva de X. Por otra parte, notemos que
la fuerza de friccién estética trata de oponerse al movimiento en Y de la caja
pequeiia. Como es claro, la caja pequena va a tender a caerse, por lo que la
friccién se encarga de resistirse a esa caida y apuntara en el sentido positivo de
Y. Esta fuerza de friccién debe ser lo suficientemente grande como para que la
caja no se resbale.

Como la aceleracién en X es positiva, la ecuacién de fuerzas en X para la caja
pequena es
N£ =mayx. (1)

Como en X la caja grande empuja a la pequena, la caja pequefia se mueve con
la misma aceleracién en X que la que tiene la caja grande y la aceleracién de la
caja grande es la misma que la del camién (pues la caja grande esta fija sobre
el soporte del camién). Por lo tanto, en la ecuacién (1) a, es la magnitud de la
aceleracion del camidn, de la caja grande y de la caja pequeiia.

Con la ecuacioén (1) todavia no podemos decir de cudnto es la aceleracién del
camioén para que la caja no se deslice porque no conocemos la normal. Para
hallar una expresion para la normal, usemos la suma de fuerzas en Y.
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En Y hay dos fuerzas: la friccién que apunta en el sentido positivo de Y y el
peso que apunta en el sentido negativo de Y;

Fry- Wy =mayy. (2)

Recordemos que nos piden la aceleracién del camién para que la caja pequena
no se resbale, asi que su aceleracién a, debe ser cero:

Frj =W =0. 3)

Podemos despejar la magnitud de la friccién de la anterior ecuacién si pasamos

el peso al otro lado y usamos la regla de oro:

F,=W. (4)

En el punto preciso en que la caja estd a punto de resbalar y caerse, la magnitud

de la fuerza de friccién estatica es maxima y cuando eso sucede la magnitud

de tal fuerza es F, = 4. N. Si usamos esto y el hecho de que W = mg, la ecuacién
(4) queda

HeN = mg . (5)
—_— ——
F, w

Con esta ecuacién podemos despejar la magnitud de la fuerza normal dividien-
do por pe:

N="8 (6)
He

Ahora podemos usar la magnitud de la normal hallada en la ecuacién anterior
en la ecuacién (1):
mg
He

——
N

£ = may%. (7)

Si aplicamos la regla de oro y cancelamos la masa en ambos lados obtenemos

A . (8)
He

Esta es la (minima) magnitud de la aceleracién de la caja, que es la misma que
la del camién, para que la masa pequefia no se deslice. Notemos que segtiin
esta ecuacion, la aceleracién ay es inversamente proporcional al coeficiente
de friccién estatico p.. Esto tiene sentido porque muestra que cuanto mayor
sea el coeficiente de friccién, menos aceleraciéon es requerida para que la caja
pequena no se resbale. Y al revés: cuanto menor sea el coeficiente de friccién,
mayor tiene que ser la aceleracién del camién.
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Esto es similar a lo que sucede en un carro. Si el carro acelera mucho, nuestra
espalda se va a pegar fuertemente contra el respaldar de la silla y nuestra
espalda so6lo se deslizara si el coeficiente de friccién es pequeno. Si por el
contrario la aceleracién del carro es muy pequena, entonces nuestra espalda no
se va a pegar tan fuerte contra el respaldar y se va a deslizar a menos de que
haya un coeficiente de friccién grande.

(b) Segtin la ecuacién (2), la tinica forma de que la masa suba es si la fuerza
de friccién es mayor que el peso, pues en ese caso F,7 — W9 dard positivo. Esta
condicién se puede escribir asi:

F,9 > Wy. (9)

Si usamos el hecho de que la magnitud de la friccién es p.N y que la magnitud
del peso es mg, y si aplicamos la regla de oro, la desigualdad (9) queda asi:

peN > mg. (10)
——
F,

Finalmente, si usamos la ecuacién (6) que nos dice la magnitud de la normal
obtenemos

pe(%)wng. (11)

——
F,

De aqui todo se cancela y nos queda que uno es mayor que uno:

1>1. (12)

iPero la ecuacién (12) es una contradiccién, pues 1 no puede ser mayor que 1!
Esto implica que no hay forma alguna de que la caja pequefia pueda comenzar
a subir y entonces la desigualdad (9) contiene un error, lo cual se intuye
facilmente; ;qué fuerza haria que la caja comenzara a subir? La friccién no
puede ganarle a las otras fuerzas que tratan de mover al objeto, la friccién s6lo
se puede oponer a estas fuerzas pero no superarlas.
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Problema 4.31.

Palabras clave: objetos en plano inclinado
unidos a un objeto cayendo verticalmente.

Después de un fuerte temblor dos de las patas de una mesa en la que estaba
un televisor, un reproductor de pvp y un Xbox se quebraron, y por lo tanto la
mesa qued¢ inclinada sobre el piso con un dngulo 0. Tanto el televisor como el
Xbox quedaron sujetados al reproductor de pvp por cables, como se ve en el
dibujo. El reproductor de pvp tiene masa m, y el Xbox tiene masa mg.

(a) Sino se considera ninguna fuerza de friccién, consideramos que los
cables que sujetan al televisor y al Xbox actiian como cuerdas ideales y
suponemos que el televisor cae con aceleracién de la décima parte de
la aceleracién de la gravedad, escriba una expresién para la masa del
televisor en términos de la masa del Xbox, del pvp, de O y de g.

(b) Con base en la expresién del problema anterior, ;cudl serfa el dngulo 6
para el que la masa del televisor seria maxima?

(c) Usando lo realizado en a), calcule la masa del televisor y la magnitud
de la tensién de la cuerda que une al pvp con el Xbox suponiendo que
0 es de 68.21 grados, que la masa del Xbox es de 5 kilogramos y que el
DVD tiene masa de 2 kilogramos.

Solucién

:Qué informacion nos dan?

(a) y (b) Nos dicen que la masa del reproductor de pvp es m,;, la masa del Xbox es mp, la
inclinacién de la mesa es O y la aceleracion del televisor al caer es de un décimo g. Los cables
funcionan como cuerdas ideales y no hay friccién.

(c) y (d) 6 es de 68.21 grados, la masa del Xbox es de 5 kilogramos y la del reproductor de pvp
es de 2 kilogramos.
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¢Qué nos piden?
(a) Escribir una expresién para la masa del televisor en término de la masa del Xbox, del
reproductor de pvp, de 6 y de g.
(b) Encontrar el dangulo para el que la masa del televisor seria maxima.

(c) Calcular la masa del televisor y la magnitud de la tensién del cable que conecta al Xbox
con el DvD.

(a) Comencemos por realizar un diagrama de fuerzas de todos los cuerpos.
Antes de continuar, recordemos que en casos de planos inclinados es mucho
mas sencillo usar un sistema de coordenadas inclinado, con el eje X paralelo a
la mesa y el eje Y perpendicular a la mesa (nota 4.16). Si usamos un sistema
asi, el diagrama de fuerzas para los diferentes cuerpos queda de la siguiente
manera:

Diagrama de fuerzas ~ Diagrama de fuerzas
del xbox. del DVD.

Diagrama de fuerzas
del televisor.

Hemos descompuesto las fuerzas de los diferentes objetos usando un sistema
de coordenadas inclinado. Las fuerzas con subindice “B” se refieren al Xbox, las
fuerzas con subindice “D” al pvDp y la tinica con subindice “T” se refiere al televisor
(hemos enumerado a las tensiones). Notemos que al usar este sistema debemos
descomponer la tensién que actiia sobre el televisor y el peso del televisor.

Ahora que tenemos los diagramas de fuerzas podemos escribir las diferentes
ecuaciones de fuerzas para los diferentes objetos. Empecemos precisamente
con las ecuaciones del televisor ya que lo que queremos buscar es una expresion
para su masa. Antes de continuar, tengamos presente que la aceleracién del

televisor tiene componentes X y Y segtn el sistema elegido, como se ilustra a

continuacién!?:

12 Bl Jector podria creer que el televisor solo tiene aceleracién en Y porque cae de forma vertical,
pero notemos que no estamos usando un sistema de coordenadas con el eje Y vertical. Es comun
encontrar fisicos que usan un sistema de coordenadas inclinado para los objetos en el plano y uno
vertical (no inclinado) para los objetos que no estan en el plano, como el televisor. Al hacer eso
no hay que descomponer las fuerzas sobre el objeto que no esta en el plano, y la respuesta va a
ser igual porque al final s6lo nos interesan las magnitudes. Sin embargo, conceptualmente es mas
claro y consistente usar un solo sistema de coordenadas para todos los objetos de un mismo sistema
fisico (o de una misma situacion fisica). Si usamos diferentes sistemas para diferentes objetos,
estamos implicitamente aplicando transformaciones de coordenadas y eso requiere conceptos mas
avanzados que los aprendidos en primer semestre de universidad o en tltimos afios de bachillerato.
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Segun el sistema usado, la aceleracién del televisor tiene componentes X y Y.
Notemos que segun este sistema, tanto la componente X como la componente Y
son negativas.

En Y tenemos dos fuerzas sobre el televisor: la componente T4y de la tension,
que es positiva, y la componente WTy del peso, que es negativa. Ademds, como
explicamos en la figura previa, la aceleracién en Y es negativa. Teniendo en
cuenta esto, la ecuacién de fuerzas en Y queda

- WTy}} + T4yﬁ = —mTaTy}?. (1)

Ahora, en el diagrama de fuerzas podemos ver que Wr, es iguala Wy cos 0y Ty,
es igual a Tycos 0. Ademds, de la figura anterior se aprecia que ar, =ar cos6.
Teniendo en cuenta todo esto, la ecuacién (1) queda:

-~ Wrcos09 +Tycos09 = —mrarcos07. (2)
———— —— ——
WT}, T4y aTy

Notemos que cos 0 aparece en todos los términos, asi que podemos simplificarlo.
Ademis, usemos de una vez que Wr es igual a mrg:

—ngﬁ-Fngf: —mTaTﬁ. (3)

Con esta ecuacién no podriamos despejar mr todavia porque no conocemos
T4 (la magnitud de la aceleracién si la conocemos, es 0.1g). Debemos entonces
buscar otras ecuaciones.

El lector puede comprobar que si escribe las ecuaciones en X del televisor ob-
tiene otra vez la ecuacién (3), asi que no habremos avanzado nada. Escribamos
las ecuaciones del reproductor de pvp.

En X hay tres fuerzas sobre el pvp: Wy, que es la  componente X del peso, la
tension T y la tensién Ts. Segun nuestro sistema, Wy y T, van en la direccién
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negativa del eje X, por lo que sus signos seran negativos. Por el contrario, T3 va
en sentido opuesto. Ademds, segtn el sistema inclinado, el reproductor de pvp
se mueve en el sentido positivo de X porque el pvp sube por la mesa mientras
el televisor cae. Asi que la aceleracién debe tener direcciéon positiva. Por la
segunda ley de Newton tenemos que

—To% — Wpet + Ts% = mpapx%, (4)

dondg hemos llamado apy a la aceleracién del reproductor de pvp. Usando
que Wpy = Wpsin O (esto se aprecia del diagrama de fuerzas) y que W = mg,
esta ecuacién queda

- Thx-mpgsinOx + T3X = mpapyX. (5)
———
WDX

Aunque aqui nos aparecen nuevas variables desconocidas, no hemos usado el
hecho de que los cables funcionan como cuerdas ideales. Como el cable que
conecta el pvp al televisor es una cuerda ideal, la magnitud de la tensién que
cada extremo del cable produce es igual. Esto quiere decir que Ty es igual a
T3. Ademads, cuando tenemos cuerdas ideales la magnitud de la aceleracién de
cada extremo es igual. Por lo tanto, ap, es igual a ar:

-Thx-mpgsinOx+ Ty X=mp ar X%, (6)
—— ~——
T3 aDx

De aqui podriamos despejar Ty pero el problema es que no conocemos T5.
Asi que primero necesitamos encontrar una expresiéon para T, y después si
podemos usar ese resultado en la ecuacién (7) para despejar Tj.

Para buscar una nueva ecuacién que contenga a T, debemos usar la ecuacién de
fuerzas en X del Xbox. En X hay dos fuerzas sobre el Xbox: la componente X del
peso Wp, y la tensién T. Segtin nuestro sistema, Wp, va en la direccién negativa
del eje X y T va en sentido positivo. Asi como pasaba con la aceleracion del
reproductor pvp, la aceleracién del Xbox es positiva segtn el sistema elegido.
La ecuacién de fuerzas en X para el pvp queda asi:

—WBXJG-F Tlﬁszanﬁ. (7)

Del diagrama de fuerzas se puede notar que Wg, = Wgsin0 y sabemos que
WB =mpg:
—-mpgsinOx + T1 % = mpapyX. (8)
———
Whs

Como el cable que conecta el reproductor de pvp con el Xbox es una cuerda
ideal, entonces podemos usar el hecho de que Tj es igual a T,. Ademas, la
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aceleracién del Xbox tiene la misma magnitud que la aceleracién del pvp (que
es la misma que la del televisor) pues el Xbox estd conectado con una cuerda
ideal al pvp. Asf que la ecuacién (8) queda asi:

-mpgsin@t+ T, X=mp ar X. (9)
—— ——
T aBx

Si aplicamos la regla de oro y despejamos T,, obtenemos;

T, =mpgsin O + mpar. (10)

Ahora podemos usar este resultado en la ecuacién (6):

- (mpgsin® + mpar) £ - mpgsin 0% + TyX = mparx. (11)

T

Si aplicamos la regla de oro y dejamos Ty sélo al lado izquierdo, obtenemos
Ty = mpar +mpgsin© + mpar + mpgsin 0. (12)
A este resultado lo podemos simplificar mas si factorizamos gsin© y ar al lado

derecho:
T4:gsinG(mB+mD)+aT(mB+mD). (13)

Y esto lo podemos simplificar atin mads si factorizamos mp+mp al lado derecho:

Ty=(mp+mp)(gsin®+ar). (14)

Ahora que ya tenemos una expresién para Ts podemos usar la ecuacién (3)
para despejar mr:

—mrgy+(mp+mp)(gsin®+ar)y =-mrary. (15)

Ty
Si aplicamos la regla de oro y pasamos el término —mrg al otro lado, obtenemos
(mp+mp)(gsin®+ar) =-mrar +mrg. (16)
Saquemos factor comtun de mr:
(mp+mp)(gsin®+ar)=mr(g—ar). (17)

Dividamos por g —ar:
(mp+mp)(gsinO +ar)
(g-ar)
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S6lo nos queda faltando usar el hecho de que ar es un décimo de g, es decir,
que ar =0.1 g:
(mp+mp)(gsin0+0.1g)

(g-0.1g)

Si sacamos factor comun de g arriba y abajo las g se cancelan y llegamos a

mr. (19)

(mp+mp)g(sin®+0.1¢g) (mp+mp)(sin®+0.1¢)
= =mr (20)
g(1-0.1) 0.9
(b) Segtin la ecuacién (20), cuanto mayor sea sin 0, mayor serd la masa mr
porque sin 0 estd en el numerador. Y sin0 es maximo cuando 0 es noventa
grados (en ese caso es igual a 1). Es decir, si 0 fuera de noventa grados, la masa
del televisor seria maxima. Pero, ;por qué la masa del televisor serfa maxima
en ese caso?

Recordemos que el televisor cae con aceleracion fija de 0.1 g. Si la pendiente de
la mesa es mayor, es mds dificil para el televisor halar el reproductor de pvp y
el Xbox, pues los tiene que hacer subir por una pendiente mayor. Para que el
televisor pueda hacer subir a los objetos sobre la mesa con esa aceleraciéon y
con una inclinacién de 90 grados, el televisor tendria que tener la mayor masa
posible. Por eso, cuando O es noventa grados la masa del televisor tiene que ser
méxima.

(c) Para calcular la masa del televisor sélo hace falta aplicar la ecuacién (20)
que obtuvimos en a) y reemplazar los valores de cada variable:

mp mp 0
—_ —_——
(5 kg+2kg)(0519n68.21 +0.1) “Skg (21)

Para calcular la tensién sobre la cuerda que une al Xbox con el bvb podemos
usar la ecuacidn (12):

(5kg)(9.81 m/s?)(sin68.21°) + (5 kg)(0.1)(9.81 m/s*) =50.45N. (22
—— T ——
mp mp
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4.1 NoTAs DEL cAPiTULO

Nota 4.1: Primera ley de Newton.

Un cuerpo que tiene velocidad constante va a seguir teniéndola a menos que
una fuerza actue sobre élI.

Nota 4.2: La masa mide la resistencia para cambiar la velocidad.

La masa es una medida de la resistencia que ejerce un cuerpo para cambiar
su velocidad (ya sea para cambiar la magnitud de la velocidad o la direccién).
Cuanto mayor sea la masa, mas dificil es cambiar la velocidad del objeto.

Nota 4.3: Tercera ley de Newton.

La fuerza F, que le hace un objeto A a un objeto B es igual en magnitud, pero
tiene sentido contrario, a la fuerza Fj, de reaccién que le hace el objeto B al
objeto A: F, = —Fy,.

Nota 4.4: Segunda ley de Newton.

La segunda ley de Newton dice que la sumatoria total de fuerzas (la fuerza
neta) sobre un cuerpo es igual a la masa por la aceleracién del cuerpo:  F = mad.

La segunda ley de Newton se puede escribir en términos de las componentes
Xy Y de las fuerzas y de la aceleraciéon. Esta ley dice que la suma de fuerzas
en X es igual a la masa por la aceleracion X: ¥ Fy = md,. Y dice que la suma de
fuerzas en Y es igual a la masa por la aceleracién en Y: Zﬁy = mdy.

Nota 4.5: La aceleracion de un objeto no depende de las fuerzas que hace el
objeto.

La aceleracién de un objeto sélo depende de las fuerzas que acttian sobre ese
objeto. En nada afecta la aceleracién del objeto las fuerzas que este hace.

Nota 4.6: Peso y masa.

El peso es la fuerza que la Tierra le hace a los objetos y es consecuencia de la
atraccion gravitacional. Esta fuerza apunta en direccién del centro de la Tierra
y tiene magnitud de mg, donde m es la masa del objeto y g es la aceleracién
gravitacional.

La masa no es lo mismo que el peso. La masa es una medida de la resistencia a
cambiar el estado de movimiento y es una cantidad escalar, no vectorial como
el peso.

Nota 4.7: Fuerza normal.

Cuando un objeto estd en contacto con una superficie, la superficie le ejerce una
fuerza normal al objeto. Esta fuerza es perpendicular a la superficie y apunta
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desde esta hacia el objeto. Si un objeto A le hace una fuerza normal a un objeto
B, entonces segun la tercera ley de Newton el objeto B le hace una fuerza
normal al objeto A. Ambas fuerzas normales tienen la misma magnitud pero
direcciones opuestas.

Nota 4.8: Fuerza de friccién dindmica y estatica.

Cuando un objeto esta en contacto con una superficie se da una fuerza de
friccién entre la superficie y el objeto. Si el objeto se estd moviendo sobre la
superficie entonces la fuerza de friccién es dinamica y apunta en la direccién
contraria al movimiento del objeto sobre la superficie.

La magnitud de la fuerza de friccién dindmica es F, = pyN, donde N es la
magnitud de la fuerza normal que le hace la superficie al objeto y u  es el
coeficiente de friccién dindmico (que depende de los materiales).

Si el objeto estd en reposo sobre la superficie y otras fuerzas intentan moverlo,
aparece una fuerza de friccién estatica que apunta en la direccién contraria a
la direccién en la que las fuerzas intentan mover el objeto.

Esta fuerza es variable; cuanto mayor sea la magnitud de las fuerzas que
intentan mover el objeto, mayor serd la fuerza de friccién estdtica oponiéndose
a las fuerzas. En el caso en que la fuerza de friccion estética es maxima (cuando
las otras fuerzas ya estan a punto de mover al objeto), la magnitud de la fuerza
de friccién estatica es

Fy= PleN;

donde i, es el coeficiente de friccidn estatico (que depende de los materiales).

Nota 4.9: Todos los objetos tienen la misma aceleracién gravitacional.

Si sobre dos objetos actda sélo la fuerza de gravedad, y ambos estdn a la misma
altura, los objetos tienen la misma aceleracién, sin importar su masa.

Nota 4.10: Dependencia de g y mg de la altura sobre el nivel del mar.

Para los casos en que la altura a la que esta un objeto sobre el nivel del mar
no es muy grande (por ejemplo, no es mas de 5000 metros), esta justificado
usar el hecho que la magnitud de la fuerza con la que la Tierra atrae al objeto
es el peso mg. Ademads, la aceleracion del objeto, si s6lo actiia la atraccién de
la Tierra sobre él, es g, que tiene un valor aproximado de 9.81 m/s? y apunta
hacia el centro de la Tierra.

En casos en los que la altura del objeto es muy considerable (como 30000
metros), no debemos aproximar el peso a mg, sino que debemos usar

memr
(Rt +h)?’
donde h es la altura del objeto con respecto al nivel del mar. De forma similar,
para alturas muy grandes no debemos usar el hecho que la aceleracién es g

|Fsl =G
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sino que debemos calcular la aceleracién usando

SRS
(Rp+h)2"

En este libro, a menos que se diga lo contrario, siempre estard justificado usar
el hecho que el peso es mg y la aceleracién producida por la Tierra sobre un
objeto es g.

Nota 4.11: ;Por qué nos vamos hacia adelante o hacia atras cuando un vehicu
lo frena o acelera?

Cuando estamos dentro de un vehiculo y este frena, tendemos a movernos hacia
adelante 0 nos movemos hacia adelante como si nos estuvieran empujando.
Esto no sucede como resultado de una fuerza que nos empuje sino porque
segun la primera ley de Newton todo objeto tiende a seguir moviéndose con
la velocidad que tiene. De forma similar, cuando el vehiculo acelera, sentimos
que nos vamos hacia atras o, de hecho, nos vamos hacia atras. De nuevo, no
hay ninguna fuerza que nos empuje hacia atras sino que, segtin la primera
ley, tendemos a seguir con nuestra velocidad inicial que era menor a la que el
vehiculo tiene después.

Nota 4.12: Pasos para realizar un diagrama de fuerzas.

(1) Dibujamos las fuerzas que actian sobre este objeto sin tener en cuenta
las fuerzas que el objeto hace (esas no las dibujamos).

(2) Volvemos a dibujar esas fuerzas pero sobre el sistema de coordenadas
que hemos elegido, y en ese mismo sistema las descomponemos.

Nota 4.13: Diferencias entre el peso y la fuerza normal.

Aunque muchas veces la magnitud del peso y de la normal son iguales (mg),
el peso no es igual a la normal. Hay tres diferencias fundamentales:

* El peso siempre apunta hacia el centro de la Tierra mientras que la
normal, salvo en casos muy especiales, no lo hace. De hecho, cuando
tienen la misma magnitud la normal suele tener direccién contraria
al peso.

* La fuerza normal resulta de la interaccién de dos superficies y proviene de
la fuerza electromagnética, mientras que el peso resulta de la interaccién
del objeto con la Tierra y proviene de la fuerza de gravedad.

* Un objeto A puede ejercer una fuerza normal sobre un objeto B, pero
A nunca podré ejercer su peso sobre B porque el peso de A sélo actia
sobre A.
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Nota 4.14: Fuerza de tension y cuerdas ideales.

La fuerza de tensioén es la fuerza con la cual una cuerda hala a los objetos que
la estdn halando de los extremos.

(1) Los dos extremos de una cuerda ideal generan una fuerza de tensién
con la misma magnitud, y estas fuerzas tienen sentido contrario a la
fuerza que se le hace a la cuerda en cada extremo.

(2) La longitud de las cuerdas ideales permanece constante.

(3) Cuando la cuerda esta templada, ambos extremos de la cuerda y todos
los puntos de la cuerda se mueven con la misma rapidez y con la misma
magnitud de la aceleracién.

(4) La masa de las cuerdas ideales se desprecia.

Nota 4.15: Movimiento de los objetos sujetados de los extremos de una cuer-
da ideal.

Si un objeto A esta sujetado de uno de los extremos de una cuerda ideal y
un objeto B estd sujetado del otro extremo de la cuerda, y si la cuerda esté
templada, entonces la magnitud de la velocidad y la magnitud de la aceleracién
de ambos objetos es igual (esto es una consecuencia del punto 3 de la nota
4.14).

Nota 4.16: Sistema de coordenadas en planos inclinados.

Cuando tenemos un problema con objetos sobre planos inclinados es muy
conveniente usar un sistema de coordenadas inclinado, que tenga uno de los
ejes alineado con la superficie del plano inclinado.

Nota 4.17: Aceleracién de un objeto cayendo en un plano inclinado sin
friccion.

Un objeto que se desliza libremente sin friccién sobre un plano inclinado con
pendiente O cae con una aceleracién de magnitud gsin©.

Nota 4.18: Polea ideal.

Una polea ideal permite que una cuerda ideal que se pone sobre la polea
mantenga las siguientes dos caracteristicas:

(1) Los dos extremos de la cuerda se mueven con la misma rapidez o tienen
la misma magnitud de la aceleracién.

(2) La magnitud de la tensién que la cuerda ejerce es la misma en ambos
extremos.
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Nota 4.19: Sistema en equilibrio.

Cuando un objeto estd en equilibrio, su aceleracién es cero. Esto implica que
todas las componentes de su aceleracién son cero.

Nota 4.20: Dos objetos en una polea (maquina de Atwood).

Cuando tenemos problemas de poleas, debemos tener en cuenta que la mag-
nitud de la aceleracién de todos los objetos que estan unidos a la cuerda que
pasa por la polea es igual. Y ademas, si es una polea en la que un objeto sube
y el otro baja (no todas son asi), debemos tener en cuenta que la aceleracién
de un objeto tiene direccién contraria a la del otro, asi que en la ecuacién de
fuerzas de un objeto debemos poner una aceleracién con signo negativo y en la
ecuacién del otro objeto una aceleracién positiva.

Nota 4.21: Direccién de la fuerza de friccion dinamica.

La direccién de la fuerza de friccién que una superficie le hace a un objeto
s6lo depende de la direccién en la que se mueve el objeto con respecto a la
superficie. No importa cémo se mueve el objeto o como se mueve la superficie
con respecto a otros objetos.

Nota 4.22: Un objeto A fijo sobre un objeto B cuando B acelera.

Si un objeto A se queda fijo sobre un objeto B, entonces la aceleracién de A es
igual a la aceleracién de B. Si no fueran iguales, el objeto A se deslizaria hacia
atras o hacia adelante del objeto B.

Nota 4.23: Dos formas de encontrar la direccion de la friccién que A le hace
a B.

Hay dos formas de determinar la direccién de la fuerza de friccién que un
objeto A le hace a un objeto B:

(1) Si conocemos la direccién de la fuerza de friccién que B le hace a A,
entonces segun la tercera ley de Newton la friccién que A le hace a B
tiene direccién opuesta.

(2) Como dice la nota 4.21, podemos analizar el movimiento de B con
respecto a A; si B se mueve hacia adelante de A, entonces A le hace
una friccién hacia atras, y si B se mueve hacia atras de A, entonces A le
hace una friccién hacia adelante a B.

Esto mismo aplica para casos de friccion estética. En estos casos, lo que nos de-
bemos preguntar es hacia dénde tiende a moverse B con respecto a la superficie
de A.
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Nota 4.24: Maxima aceleraciéon de A para que B no se resbale.

Suponga que un objeto B estd sobre un objeto A. Cuando nos piden hallar la
maxima aceleracién que A puede tener de forma que B no se deslice, nos estan
pidiendo dos cosas:

(1) Que la aceleracién de A y B sean la misma.

(2) Que la fuerza de friccién estdtica que A le hace a B sea maxima, asi que
F; =peN.
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4.2 PROBLEMAS SIN SOLUCIONAR

(a) Halle la razén entre la magnitud de la fuerza gravitacional que le hace
la Tierra a la Luna sobre la magnitud de la fuerza gravitacional que le
hace la Tierra al Sol. La masa del Sol es 1.989 x 103° kg, la distancia
media del Sol a la Tierra es 149597870700 m, la distancia media de la
Luna a la Tierra es 384400 000 m, y la masa de la Luna es 7.349 x 10?2
kg. Ademas, recuerde que G = 6.67384 x 10~ Nm?/kg’.

(b) ¢Cudl es la aceleracién que sentirfa un astronauta al saltar en la super-
ficie de la Luna si el didmetro de la Luna es 3474 000 m? Compare esta
aceleracién con g.

Problemas similares: 4.3, 4.4.

2. Responda falso o verdadero y justifique su respuesta.

(a) Siun cuerpo se mueve con velocidad constante, no hay fuerzas actuan-
do sobre él.

(b) Si un objeto A se mueve con una rapidez de 100 kilémetros por hora y
un objeto B se mueve con una rapidez de 50 kilémetros por hora, las
fuerzas sobre A tienen que ser mayores que las fuerzas sobre B.

(c) Siun cuerpo A le hace una fuerza F a un cuerpo B, entonces B le hace
una fuerza F al cuerpo A.

(d) Incluso si no hay fuerzas actuando sobre un objeto, el objeto va a ir
disminuyendo su rapidez con el paso del tiempo hasta que se detenga
por completo.

(e) Sila fuerza que le hace un cuerpo A a un cuerpo B se duplica y si la
masa de A se duplica, la aceleraciéon de B permanece constante.

Problema similar: 4.2.
3. Helena y Herndn estan dentro de un camién cuyo piso interior es de hielo.
El camién frena de repente. Suponiendo que la friccién es cero,

(a) Explique si Helena y Herndn mantienen su velocidad, o si no.

(b) ;Cambiaria en algo su respuesta en (a) si Helena y Hernédn tuvieran
masas diferentes?
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(c) Suponga ahora que la friccién es pequefia pero no cero, y suponga que
Helena tiene menos masa que Hernan. Explique quién tendrd mayor
magnitud de la aceleracién al frenar; jel camién, Hernan o Helena?

AR
“0

Problema similar: 4.5.

4. Dos personas en el Artico estan tratando de empujar una carreta. Suponga
que entre la carreta y el hielo no hay friccién. La magnitud de la aceleracién de
la carreta es de 5 m/s?, y la fuerza total ejercida por las personas es de 300 N
en total.

(a) ;Cual es la masa de la carreta?

(b) Suponga ahora que a la carreta le ponen un bulto de 5 kilogramos, y
que las personas siguen haciendo la misma fuerza, ;cudl serd la razén
entre la nueva aceleracién y la aceleracién original?

a=5m/s?

Problema similar: 4.7.

5. Una persona reposa placidamente sobre una silla cargando un libro en su
estomago, como se indica en el dibujo.

(a) Realice un diagrama de fuerzas de la silla.
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(b) Realice un diagrama de fuerzas de la persona. En ambos casos ignore
la friccién.

(c) Sihubiera friccién entre persona y el libro, shacia dénde apuntaria en
el caso del libro?

Problemas similares: 4.3, 4.6, 4.8.
6. Considere la caja marcada “delicado” que estd rodeada por seis cajas en un
camion de trasteo (ver dibujo).

(a) Realice un diagrama de fuerzas sobre la caja (ignore la friccién).

(b) Si el camién acelera hacia el frente, ;qué fuerzas normales sobre la caja
seran mayores en magnitud que las otras?

(c) Escriba una expresion para la aceleracion de la caja en términos de las
fuerzas que contribuyen a esa aceleracién (puede llamar a las fuerzas
como quiera).

(c) Vuelva a responder (a) y (b) pero mientras el camidn frena.
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Problemas similares: 4.6, 4.8.

7. Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(a) La fuerza normal nunca es igual al peso.
(b) La fuerza de friccién estédtica puede variar.

(c) Siun objeto A esta encima de un objeto B, debemos indicar el peso de
A en el diagrama de fuerzas de B.

(c) En los diagramas de fuerza debemos indicar las fuerzas que hace el
objeto.

(e) Siun tren frena y una persona se cae hacia adelante, podemos decir
que la fuerza neta sobre la persona apunta hacia adelante.

Problema similar: 4.10.
8. Carla empuja la cama con una fuerza de 300 N. La cama tiene una aceleracién
de 2 m/s?, y un peso de 600 N.

(a) ¢Cudl es el coeficiente de friccién dinamico entre la cama y el suelo?

(b) Si el coeficiente fuera el doble del hallado en (a), ;cudl seria la nueva
aceleracion de la cama?

a=2 m/s?

Problema similar: 4.9.

9. Dos pequertios barcos arrastran a un gran buque de masa m1;, como se ilustra
en el dibujo. La fuerza de la corriente entre el agua y el buque es de magnitud
F,, y marca un dngulo « con respecto a la linea indicada en la figura. El buque
se mueve con una aceleracién de magnitud a;, marcando un dngulo w. Ademas,
conocemos los dngulo p y z marcados por las cuerdas usadas que arrastran al
buque. La tensién que ejerce la cuerda derecha (en el dibujo) es 1.2 veces la
tensién que ejerce la cuerda izquierda. Con base en esto, escriba una expre-
sién para la tensién ejercida por cada una de las cuerdas en términos de las
variables conocidas.
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Problemas similares: 4.10, 4.12.

10. Carolina lleva a su perra, Dina, a caminar. En un momento Dina se quiere
quedar oliendo un arbusto y no se deja mover a pesar de que Carolina la hala
con fuerza con el lazo (el lazo es una cuerda ideal). El coeficiente de fricciéon
estdtico entre el prado y las patas de Dina es y,, la fuerza con la que Carolina
hala el lazo es de magnitud F,, y la masa de Dina es m,.

(a) ¢ Esta relacionada la fuerza con la que el perro hala el collar con la
fuerza de friccién sobre el perro? Explique.

(b) Escriba una expresién para el dngulo 6 indicado en la figura, que se
forma entre el lazo y el prado. Suponga que la fuerza de friccién estatica
es maxima. Para resolver esto, discuta si debe tener en cuenta en el
diagrama de fuerzas de Dina la fuerza con la que Carolina hala el lazo.
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(c) Suponga que Carolina logra arrastrar a Dina, con una aceleracién a,.
Usando lo encontrado en (b), escriba una expresién para el coeficiente
de friccién dindmico entre el prado y las patas de Dina.

Problemas similares: 4.11, 4.12, 4.18.

11. Considere el ascensor del siguiente dibujo, que funciona con una polea
ideal y una cuerda ideal que estd conectada a unas pesas, cada una de 200 kilos.
Dos personas, una de 60 kilogramos y la otra de 75 kilogramos, entran en el
ascensor que, vacio, tiene masa de 200 kilogramos.

(a) Si el ascensor sube con una aceleracién de 6 m/s® con las dos personas,
jcudntas pesas estdn conectadas al ascensor?

(b) ¢Cudl es la tensién realizada por la cuerda en ambos extremos?

(c) ;Cudl es fuerza normal que siente cada una de las personas? ;Es mayor
o menor que el peso?

(c) Suponga que sélo la persona de 60 kilogramos se queda, y el ascensor
baja con una aceleracién de 4 m/s?. ;Cual es la normal sobre la persona
ahora?
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Problema similar: 4.14.

12. En un zooldégico se ha diseniado un sistema de poleas (ideales) para que
los micos se diviertan, como se aprecia en el dibujo. Realice un diagrama de
fuerzas para cada una de las poleas, indicando solamente las fuerzas de tensién
sobre cada polea (sobre algunas poleas puede haber més de una cuerda, como
se indica con el color).
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Problemas similares: 4.14, 4.15.

13. Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(a) La aceleracién gravitacional a alturas muy grandes o muy pequefias es
siempre g.

(b) Si la suma neta de fuerzas sobre el objeto es constante, el objeto estd en
equilibrio.

(c) La méaxima fuerza de friccién estatica depende de la normal que la
superficie le hace al objeto.

(c) La aceleracién del extremo de una cuerda ideal que esta templada es
igual a la aceleracién en el otro extremo.

(e) Cuanto mayor sea la fuerza normal que A le hace a B, mayor es el peso
de B.

Problema similar: 4.17.

14. Juliana, de masa de 55 kilogramos, se desliza en un tobogan de pendiente
de 20 grados, como se ve en la figura. El coeficiente de friccién dindmico es 0.2.

(a) ¢Cudl es la aceleracién de Juliana?
(b) ¢Cudl es la velocidad de Juliana al cabo de dos segundos?

(c) Si la pendiente fuera el doble, jcual seria la razén entre la nueva
velocidad al cabo de dos segundos y la velocidad hallada en (a)?
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Problemas similares: 4.13, 4.22.

15. Un elefante se desliza por una ladera de tierra, como se ve en el dibujo.
Suponga que el coeficiente de friccién dinamico entre las patas del elefante y la
ladera es de 0.4, y suponga que el elefante tiene una masa de 800 kilogramos.
Ademis, la inclinacién de la ladera es de 30 grados.

(a) ¢En cuanto tiempo el elefante se desliza 10 metros?

(b) Ahora suponga que el papd elefante usa su trompa para ayudar al hijo
a deslizar con la mitad de la aceleracién que tenia antes (ver la segunda
figura). Entre la trompa y la ladera hay dngulo de 10 grados, como se
ilustra en el dibujo. En este caso, jcual es la fuerza con la que papa
elefante hala al hijo?

(Figura 1) (Figura 2)

Problema similar: 4.22.

16. Un hombre loco que se cree el Hombre Arafia, de masa de 65 kilogramos,
yace en reposo colgado con tres cuerdas, como se aprecia en la figura. Teniendo
en cuenta los dngulos, y las tensiones indicadas en el dibujo, halle el angulo
¢ que no conoce. Tenga en cuenta que todas las cuerdas estan sobre el mismo
plano.
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Problema similar: 4.16.

17. Considere una atraccién en un parque de diversiones, en la que una polea
ideal gigante conecta una cuerda, que sostiene a dos plataformas. El siste-
ma parte desde el reposo, pero justo después la plataforma roja tiene una
aceleracién hacia abajo de la mitad de la gravedad.

(a) ¢Cual es la razén entre la masa de la plataforma roja, y la masa de la
plataforma azul?

(b) ¢Cuadl es la velocidad de la plataforma roja cuando ha bajado 5 metros?
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Problemas similares: 4.14, 4.19.

18. Un avién de carga estd despegando, como se ve en el dibujo. La masa del
avion es de 100 000 kilogramos. El aire ejerce una fuerza de sustentacién de
40000 N, marcando un dngulo de 20 grados con respecto a la pista. Suponga
que la fuerza de la turbina marca un angulo de 30 grados con respecto a la
pista, como se ve en el dibujo.

(a) ¢Cual tiene que ser la magnitud de la minima fuerza ejercida por la
turbina para que el avién se comience a elevar?

(b) Si hay una falla técnica y la turbina disminuye la fuerza hallada en
(a) por la mitad, y por lo tanto el avién no puede elevarse, jcual es la
fuerza normal entre la pista y el avién?

Problema similar: 4.21

19. Juan Pablo viaja en un globo, como se ilustra en el dibujo. La base cuadrada
del globo es soportada por dos cuerdas, una en cada lado (tenga en cuenta que
son cuerdas ideales). Ademas, hay una fuerza de viento de magnitud de 200 N
en la direccién X indicada en el dibujo (esta fuerza acttia sobre el globo y la
canasta por igual). El globo sube con aceleracién vertical de magnitud 1 m/s?,
se mueve con aceleracién de magnitud 5 m/s? en la direccién positiva de X, la
masa de Juan Pablo es de 70 kilogramos y la masa de la base del globo es de 10
kilogramos. Ademads, el 4ngulo 0; es de 12 grados, y la tensién realizada por la
cuerda derecha es de 5000 N. ;Cual es la tensién realizada por la otra cuerda?
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T dy=1m/s?

adx=5 m/s?

Problemas similares: 4.12, 4.14, 4.16.

20. Responda falso o verdadero y justifique respuesta:

(a) Si dos objetos estan sujetos de los extremos de la misma cuerda ideal,
entonces podemos estar seguros de que sus rapideces son la misma.

(b) Si en un caso de poleas un objeto sube y el otro baja, entonces no es
necesario indicar en la ecuacién de fuerzas que la aceleracién de un
objeto tiene el signo opuesto de la aceleracién del otro objeto.

(c) Suponga que un tanque de guerra estd dentro de un avién militar, y
el avién militar se mueve sobre la pista. ;Es falso o verdadero que la
direccién de la friccién entre el tanque de guerra y el piso del avién
depende de la direccién en la que el avién se mueve con respecto a la
pista?

(d) Suponga que un cuaderno esta en una mesa, y al mover la mesa con
cierta aceleracioén, el cuaderno se desliza un poco. ;Es falso o verdadero
que la aceleracién de la mesa es diferente a la del cuaderno?

(e) La tercera ley de Newton nos permite hallar la fuerza de friccién que A
le hace a B si conocemos la friccién que B le hace a A.

Problema similar: 4.26

21. Gabriela estd sosteniendo un televisor de 10 kilogramos dentro de un
camién de mudanza, como se aprecia en el dibujo. El televisor esta apoyado
sobre un escritorio de 50 kilogramos de masa, y entre el escritorio y el televisor
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hay un coeficiente de friccién estdtico de 0.5 y de friccién dinamico de 0.3. Por
su parte, entre el escritorio y el piso del camién hay un coeficiente de friccién
estatico de 0.4, y dindmico de 0.2. Primero, suponga que el camién acelera
con aceleracién de 10 m/s? y Gabriela hace la minima fuerza necesaria para
mantener el televisor sin que se resbale sobre el escritorio.

(a) Realice un diagrama de fuerzas para el televisor.

(b) ¢Qué podemos inferir de la fuerza de friccién estatica si sabemos que
Gabriela hace la minima fuerza posible?

(c) Halle la fuerza ejercida por Gabriela.

(c) Realice un diagrama de fuerzas del televisor. Ahora suponga que el
camioén frena de repente, el televisor se desliza con una aceleracién
negativa de 4 m/s? (es decir, con una desaceleracion), y el escritorio se
desliza sobre el piso del camién con una aceleracién desconocida.

(e) Encuentre la fuerza que Gabriela hace sobre el televisor para tratar de
retenerlo.

(f) Encuentre la aceleracién del televisor.

O O

Problemas similares: 4.24, 4.28.

22. Un borrador de tablero yace sobre una cartulina. El coeficiente de friccién
estatico entre la cartulina y el borrador es de 0.6, y el dindmico es de 0.2.
Camilo hala la cartulina y esta adquiere una aceleracién de magnitud de 4

m/s?.

(a) ;Se desliza el borrador?

(b) ¢Cudl es la direccién y la magnitud de la fuerza total ejercida sobre el
borrador?
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Problema similar: 4.25.

23. Teresa, de masa de 60 kilogramos, estuvo a punto de caer en un precipicio,
pero por fortuna se pudo agarrar de una cuerda. La cuerda esta sostenida por
un mico, y el mico estd sostenido de una de sus patas por otra cuerda sostenida
por un elefante, como se aprecia en el dibujo (suponga que estas cuerdas son
ideales). Note que la inclinacién de la ladera donde estdn el mico y el elefante es
de 16 grados. Entre el mico y el elefante le logran dar una aceleracién vertical
hacia arriba a Teresa de 2 m/s?. La masa del elefante es de 800 kilogramos.
Ademas, hay un coeficiente de friccién dindmico entre el mico y el piso, y entre
el elefante y el piso, de 0.25. Suponga que en todo momento las cuerdas se
mantienen templadas mientras Teresa sube. ;Cudl es la masa del mico?

Problema similar: 4.31.
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Problema (teérico) 5.1.

Palabras clave: energia potencial gravitacio-
nal, escogencia del sistema de referencia, cam-
bio de energifa potencial gravitacional.

(a) Explique de qué variables depende la energia potencial gravitacional y
cual es la ecuacidon de este tipo de energia cerca de la superficie de la
Tierra.

(b) Una pelota de masa m se deja caer desde una altura inicial #;. En el
tiempo final la pelota estd a una altura hy (ver dibujo) con respecto
al piso. Escriba, para los tres casos que se ilustran en el dibujo, la
energia potencial gravitacional tanto para el tiempo inicial como para
el tiempo final (note que en cada caso el sistema de coordenadas esta
en una altura diferente). Ademads, para cada caso, diga si la energia
potencial gravitacional final es mayor o menor que la inicial.

(c) Teniendo en cuenta lo realizado en (b), escriba la diferencia entre la
energfa potencial gravitacional del tiempo final y la del tiempo inicial,
para los tres casos. Compare los resultados.

Tiempo inicial Tiempo inicial Tiempo inicial

Y,
. . Tiempo final
Tiempo final Tiempo final
- - -

X

i Py E
By By T_) Iy
H - H - ' -

' Y,

: " : X T : T
: h H h : he
: T X 7 : i : J

A

:Qué informacion nos dan?

(a) Es una pregunta teérica.

(b) Conocemos la masa m de la pelota, la altura h; del tiempo inicial y la altura hy del
tiempo final. Ademads, en el dibujo nos muestran los sistemas de coordenadas que
debemos usar.

(c) Conocemos lo mismo que en (b) y ademds debemos usar lo hallado en (b).
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¢Qué nos piden?
(a) Responder la pregunta tedrica.

(b) Para los tres casos de la figura, debemos hallar la energia potencial gravitacional para el
tiempo inicial y para el tiempo final. Debemos decir, para los tres casos, si la energia
potencial gravitacional final es mayor o menor que la inicial.

(c) Debemos decir la diferencia entre la energia potencial gravitacional final y la inicial
para los tres casos y comparar los resultados.

(a) La energia potencial gravitacional depende de la altura del objeto con
respecto a un nivel de referencia arbitrario (generalmente se escoge el piso), la
masa del objeto y la constante gravitacional g. Aunque la altura casi siempre
la medimos con referencia al piso, somos libres de escoger un sistema de
referencia cualquiera para medir esta altura, asi como ocurria en los problemas
de lanzamiento vertical en los cuales éramos libres de escoger el sistema de
coordenadas. La energia potencial gravitacional serd representada en este libro
como Ug. La férmula matemdtica de esta energia cuando el objeto esta cerca
de la superficie de la Tierra! es

U, = mgh, (1)

donde & es la altura del objeto. El nombre energia potencial gravitacional indica
que es una energia asociada con la gravedad (mas adelante veremos que ese
nombre indica que la Tierra tiene la capacidad de realizar un trabajo sobre los
objetos que tienen energia potencial gravitacional).

La energia potencial gravitacional, como cualquier energia, es una cantidad
escalar. Las unidades de la energia son joules.

(b) Vamos a dividir el analisis para los tres casos de la figura.

Caso 1

Como se aprecia de la figura del caso 1, en el tiempo inicial la altura del objeto
con respecto al sistema de coordenadas es ;. Por lo tanto, segtin la ecuaciéon
(1) su energia potencial gravitacional es

Ugi = mghl (2)
Notemos que el subindice “i” que aparece en U,; sirve para indicar que es el

tiempo inicial. En el tiempo final la altura del objeto es hy asi que su energia
potencial sera

Ugf=mghf. (3)

1 Cuando el objeto no esta cerca de la superficie de la Tierra no podemos usar el hecho de que
el peso es mg, sino que debemos usar la magnitud de la fuerza de atraccién gravitacional (nota
4.10). Esto modifica la ecuacién (1). En este capitulo no nos vamos a preocupar por alturas en las
que debemos modificar mg.
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Caso 2

Notemos que en el segundo caso el sistema de coordenadas no estd situado en
el piso sino que estd a una altura hy. Por lo tanto, para este nuevo sistema, la
altura de la pelota, tanto en el tiempo inicial como en el final, es una altura
diferente, como se explica a continuacién:

Tiempo inicial 2

Tiempo final

4

~

N

Notemos que la longitud de la linea roja, que es la altura inicial para el nuevo
sistema de coordenadas, es igual a /i; —h¢. Ademés, la altura final de la pelota para

el nuevo sistema de coordenadas es cero porque la pelota esté en el origen de Y.

Como la altura en el tiempo inicial es h; — hy, entonces la energia potencial
gravitacional de la pelota inicialmente es

Ugi =mg (hi = hy). (4)

La altura
inicial para
el caso 2

Notemos que esta no es la misma energfa potencial gravitacional que en el caso
1, lo que sugiere que la energia potencial gravitacional es una cantidad relativa
porque depende del sistema de coordenadas usado.

La altura final de la pelota es cero, como se explicé en la figura anterior, porque
en ese tiempo la pelota esta en el origen del eje Y segtin este nuevo sistema.
Como la altura es cero, la energfa potencial gravitacional es cero:

Ugf =0. (5)

Caso 3

Ahora vamos a usar otro sistema de coordenadas, esta vez uno que estd a una
altura h; con respecto al piso. Como en el caso previo, la altura inicial y final
de la pelota es distinta porque nuestra forma de medir esta altura cambia:
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Tiempo inicial 3
Y

Tiempo final

e e e e —e = = -T

! X ;

h, !

' Y
h;; ;

-

: hy

Para este sistema de coordenadas la altura inicial es cero porque la pelota estd en
el origen del eje Y. La nueva altura final la hemos llamado hy,,.

Como la altura de la pelota para el tiempo inicial es cero (la pelota esta en el
origen en Y), la energia potencial gravitacional para el tiempo inicial es cero:

Uyi = 0. (6)

La posicion final de la pelota estd a una distancia de h; —hy del origen (la linea
roja de la figura anterior), y ademas, en el sentido negativo del eje Y. Es decir,
la posicion final de la pelota es 3; = —(h; = hf)P (h; - hy es la magnitud de la
posicién y el signo menos indica la direccién negativa de esta posicién). Como
la altura final del objeto es una “altura negativa”, entonces debemos poner un
signo menos:

hgy=—(hi—hy). (7)

Por lo tanto, la energia potencial gravitacional para el tiempo final del caso 3
es

Ugf:—mg(hi—hf). (8)

Nota 5.1. Un sistema de coordenadas conveniente para la energia po-

tencial gravitacional

Es conveniente usar, cuando sea posible, un sistema de coordenadas
para el cual la energfa potencial gravitacional inicial o final sea cero. Al
hacer esto podemos simplificar un poco los célculos.

Notemos que aunque la energia potencial gravitacional nos dio diferente de
acuerdo a los diferentes sistemas de coordenadas usados, en todos los casos
la energfa potencial gravitacional del tiempo inicial fue mayor que la energia
potencial gravitacional del tiempo final. Por ejemplo, en el caso 1 la energia
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potencial gravitacional inicial era mgh; —ecuacion (2)—, mientras que la final
era mg(h; —hy) —ecuacioén (3)—. Claramente, mg(h; —hy) es menor que mgh;.
En el caso 2, es evidente que mg(h; — hf) (la energia potencial gravitacional
inicial) es mayor que cero (energia en el tiempo final), asi que de nuevo, la
energia potencial gravitacional para el tiempo final fue menor que la del
tiempo inicial. Por dltimo, la energia potencial gravitacional final del caso 3
era —-mg(h;—hy), que es un nimero negativo, mientras que la energia potencial
gravitacional inicial era cero. De nuevo, esta energia es menor en el tiempo
final que en el tiempo inicial.

Lo anterior revela algo fundamental de este tipo de energia: si un objeto se
acerca al centro de la Tierra su energia potencial gravitacional disminuye. En el
problema estudiado, la pelota en el tiempo final estaba mas cerca del piso
que la pelota en el tiempo inicial y, por lo tanto, més cerca del centro de la
Tierra. Por ello su energia potencial gravitacional era menor a la que tenia en
el tiempo inicial cuando estaba mds alejada del piso (mds alejada del centro de
la Tierra). Eso lo comprobamos en todos los casos, sin importar el sistema de
coordenadas usado?.

(c) Ahora debemos realizar la resta entre la energia potencial gravitacional del

tiempo final y la del tiempo inicial para los tres casos anteriores:

Caso 1

A la ecuacidn (3) le debemos restar la ecuacién (2):
AUg:mghf—mghi:mg(hf—hi), (9)

—_—

Ug f Ugi

donde AUj significa “cambio” o “diferencia” de la energia potencial (AU =
Ugs = Ugi)-

Notemos que hemos sacado factor comun del término mg.

Caso 2

Ahora, a la ecuacién (5) le debemos restar la (4):

AUg: 0 —mg(h,-—hf):—mg(h,-—hf). (10)
_—
Ugf U,

gi

2 Alguien podria usar un sistema con el eje Y apuntando hacia abajo, y en ese caso sucederia
lo contrario; cuanto mas se acerque el objeto al centro de la Tierra, mayor serd su energia. Sin
embargo, lo normal en estos problemas es usar un sistema de coordenadas con Y apuntando hacia
arriba.
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Caso 3

En este caso, debemos restarle la ecuacién (6) a la (8):

AUg:—mg(hi—hf)—O:—mg(hi—hf). (11)

Si el lector presta atencidn a los resultados obtenidos, notard que el cambio
de energia potencial gravitacional es exactamente el mismo en los tres casos:
-mg(h; —h¢) —en la ecuacién (9) obtuvimos mg(hs —h;) que es lo mismo que
-mg(h; —hy)—. Por lo tanto, a pesar de que la energia potencial gravitacional
depende del sistema de coordenadas usado, el cambio de energia potencial
gravitacional no depende del sistema de coordenadas usado.

Ademds, notemos que —mg(h; —hy) es una cantidad negativa porque el término
“hi —hs” es un namero positivo. Esto tiene sentido porque, como vimos en la
seccién (b), la energia potencial gravitacional final del objeto es menor que
la inicial asi que si restamos la final con la inicial debemos de obtener un
nimero negativo. Como el cambio de energia potencial gravitacional nos dio
negativo, podemos decir que entre el tiempo inicial y final la pelota pierde
energia potencial gravitacional. Si en cambio la pelota hubiera subido (no
caido), hubiera aumentado su energia potencial gravitacional y el cambio de
su energia potencial gravitacional nos hubiera dado positivo.

Nota 5.2. Energia potencial gravitacional

La energia potencial gravitacional de un objeto estd dada por mgh,
donde h es la altura a la que estd el objeto segin nuestro sistema de
coordenadas. Como la altura cambia de acuerdo al sistema elegido,
la energia potencial gravitacional va a depender de la escogencia del
sistema. Ademas, la altura puede ser negativa si la posicién final del
objeto apunta en la direccién negativa de Y.

El cambio de energfa potencial gravitacional no depende del sistema de
coordenadas y siempre estd dado por mg(hs —h;) que es lo mismo que
—mg(hi - hf )

Si un objeto se acerca al centro de la Tierra, su energia potencial gravi-
tacional disminuye y, si se aleja, aumenta.
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Problema (teérico) 5.2.

Palabras clave: energia cinética, cambio de
energia cinética, energia mecdnica, conserva-
cién de energia mecénica.

Consideremos la misma pelota de masa m del problema anterior, que en el
tiempo inicial se suelta desde el reposo y desde una altura h; y en el tiempo
final estd a una altura hy.

(a) Explique brevemente qué es la energia cinética.

(b) Escriba una expresion en términos de la masa, la altura y g para el cam-
bio de energia cinética de la pelota entre el tiempo final e inicial usando
ecuaciones de caida libre (use el sistema de coordenadas indicado en el
dibujo).

(c) Compare este cambio de energia cinética con el cambio de energia
potencial gravitacional hallado en la seccién (c) del problema anterior
y comente.

(d) Explique qué es la energia mecédnica de un objeto.

(e) Escriba una expresién para la energia mecénica para el tiempo inicial
y para el tiempo final, usando los resultados de este problema y del
problema anterior. Explique cudndo esta energia se conserva.

Tiempo inicial

Tiempo final

é&

\ Aol
oo o
&
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:Qué informacion nos dan?
(a) Es una pregunta tedrica.

(b) Conocemos la masa m de la pelota, su altura h; en el tiempo inicial y la altura h¢ en el
tiempo final. La pelota se suelta desde el reposo. El sistema de coordenadas que debemos usar
se indica en el dibujo. Debemos usar ecuaciones de cinemadtica.

(c) Debemos usar el resultado (b) y el cambio de energia potencial gravitacional hallado en la
seccién (c) del problema anterior.

(d) y (e) Conocemos toda la informacién anterior y, ademads, los resultados hallados tanto en la
seccién (b) del presente problema como los de la seccién (b) del problema anterior.

¢Qué nos piden?
(a) Responder la pregunta tedrica.

(b) Escribir una expresion para la diferencia entre la energia cinética final y la inicial, en
términos de la masa, las alturas y g.

(c) Comparar el resultado hallado en (b) con el cambio de energfa potencial gravitacional
hallado en la seccién (c) del problema anterior.

(d) Explicar qué es la energia mecénica de un objeto.

(e) Dar una expresién para la energia mecénica inicial y final de la pelota. Decir cudndo
esta energia se conserva.

(a) La energia cinética es una energia que se asocia con el movimiento de
los objetos; cuando un objeto se mueve este tiene cierta energia cinética que
depende de la rapidez con que se mueva. Mas precisamente, esta energia
depende de la masa y de la rapidez del objeto. El simbolo que vamos a usar
para referirnos a esta energfa es K (K se refiere a “cinética”, que en inglés se
dice kinetic. Otro simbolo para esta energia es Ei). La férmula de la energia
cinética es

k= %mvz. (1)

En la férmula anterior se ve claramente que esta energia es directamente
proporcional a la masa m y es directamente proporcional a v2, el cuadrado de
la rapidez. Cuidado, v no es la velocidad sino la rapidez. La energia cinética,
como cualquier energfa, es una cantidad escalar. Recordemos que las unidades
de la energfa son joules.

Nota 5.3. Energia cinética

La energfa cinética de un objeto es una energia que depende de la masa
y de la rapidez al cuadrado del objeto:

k=—mv~.
2
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(b) La energia cinética de la pelota en el tiempo inicial es cero porque la rapidez
inicial de la pelota es cero (nos dicen que es liberada desde el reposo);

ki=0, (2)

«:n
1

donde el subindice
tiempo inicial.

sirve para indicar que esta es la energia cinética en el

Para escribir la energia cinética en el tiempo final debemos calcular la rapidez
de la pelota (que no nos dan) cuando ha caido desde la posicién inicial hasta la
final y para ello necesitamos usar cinemadtica. Recordemos del capitulo “Caida
libre, lanzamiento vertical y lanzamiento paraboélico” que cuando un objeto
cae libremente su rapidez final es

Vf:\/zg(hi_hf)- (3)

Ahora que conocemos la rapidez en el tiempo final en términos de las alturas y
de g, podemos usar la ecuacién (1) para hallar una expresién para la energia

cinética final: ) 5
kfzim(‘/zg(hi_hf)) . (4)

————
v

La raiz cuadrada desaparece porque esté elevada al cuadrado;
Ky = 5m(2g(hi ~hp)). 5
El 2 se cancela, as{ que al final obtenemos
Ky =mg(h; —hy). (6)

Ahora que conocemos la energia cinética inicial y final en términos de variables
conocidas, podemos calcular el cambio de energia cinética con

AK =mg(hi=hg)- 0 =mg(h;-hy), (7)
— L~
Ky Ki

donde AK representa el cambio de energia cinética (AK = Ky - K;).

(c) Comparemos este resultado con el cambio de energia potencial gravitacio-
nal hallado en la seccién (c) del problema anterior. El cambio de la energia
potencial gravitacional habia dado

AUgI—mg(hi—hf). (8)
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iEste es exactamente el cambio de energia cinética hallado con la ecuacién (7)
pero con un signo negativo! Matematicamente, podemos escribir la relacién
entre estos cambios de energia asi:

- AUg =AK. (9)

En palabras, esta ecuacién dice que el cambio de la energia potencial gravita-
cional es el mismo cambio, con un signo negativo, de la energia cinética®. El
signo negativo indica que la energia cinética que gana el objeto es exactamente
igual a la energia potencial gravitacional que pierde. Por ejemplo, si la energia
potencial gravitacional aument6 12](AUg = 12]), entonces la energia cinética
disminuy¢ exactamente 12J(AK = -12]).

(d) La energia mecanica de un objeto es la suma de la energia potencial con la
energia cinética. Como veremos mds adelante, un objeto puede tener diferentes
energias potenciales (gravitacional, eldstica, eléctrica). La energia mecénica
es la suma de las diferentes energias potenciales con la energia cinética. Por
ahora, ya que sdlo consideramos la energia potencial gravitacional, la energia
mecanica es simplemente

En=K+Uj, (10)

donde representamos esta energia con el simbolo E,.

(e) En el tiempo inicial la pelota no tiene energia cinética porque su rapidez es
cero —ecuacion (2)—. La energia potencial gravitacional inicial es mgh; porque
la pelota se encuentra a una altura h; con respecto al sistema de coordenadas
usado. Por lo tanto, la energia mecénica inicial es

EmiIKi-i-Ugi: 0 +mgh;=mgh;. (11)
—_—
K,’ U

gi

En el tiempo final la pelota tiene una energia cinética de mg(h; —hy) como
indica la ecuacién (6). Ademas, la energia potencial gravitacional de la pelota
en el tiempo final es mghy, porque la pelota se encuentra a una altura h segtin
el sistema de coordenadas. Asi, la energia mecénica final es

Emf:Kf+Ugf:mg(h,-—hf)erghf:mghi. (12)
—_———— N——
Ky Ues

Notemos que el término mghy se cancel6 y s6lo quedé mgh;. Si comparamos
esta energia mecanica con la del tiempo inicial —ecuacién (11)—, nos damos

3 Esto es sélo cierto cuando sobre el objeto acttian fuerzas conservativas, como en el caso de la
pelota que cae libremente. Mds adelante se explicardn qué son estas fuerzas.
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cuenta de que son iguales. Esto quiere decir que la energia mecanica de la pelota
se conservd entre ambos tiempos.

Cuidado: La energia cinética cambi6, como ya habiamos explicado en la seccién
(c), porque en el tiempo inicial la pelota no tenia energia cinética y en el final
si. Lo que no cambi6 fue la energia mecanica, que es la suma de la energia
cinética con la potencial.

Que la energia mecdnica no haya cambiado mientras la pelota caia no es
coincidencia sino que es algo que todos los objetos que estan en caida libre,
en un lanzamiento vertical o en un movimiento parabédlico, cumplen (més
adelante veremos por qué). Los objetos que estdn en caida libre, lanzamiento
vertical o movimiento parabdlico tienen en comun que la tnica fuerza que
actda sobre ellos es el peso. Por lo tanto, podemos decir que la energia mecinica
se conserva siemptre que la finica fuerza que actite sobre un objeto sea el peso.

Nota 5.4. Energia mecanica

La energia mecanica de un objeto es la suma de la energfa potencial con
la energia cinética. En el caso en el que la tnica energia potencial es la
gravitacional, la energia mecanica se puede escribir asi: E;, = K + U,.

Cuando sobre un objeto la tnica fuerza que acttia es el peso, la energia
mecénica del objeto se conserva; E;;, = E;,. Esto quiere decir que la
suma de la energfa cinética con la potencial gravitacional del objeto en
un tiempo f; es igual a la suma de ambas energias en otro tiempo t;:
Ky +Ug1 = Ky + Ugy, donde el subindice “1” se refiere al tiempo 1 y el
subindice “2” al tiempo t;.
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Problema de repaso 5.3.

Palabras clave: energia cinética, cambio de
energia cinética, energia mecénica, conserva-
cién de la energia mecénica.

Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique su
respuesta:

(1) La energia mecénica siempre se conserva.

(2) Si la energia mecanica de un objeto se conserva, entonces la energia
cinética del objeto no aumenta.

(3) El cambio de energia potencial gravitacional no depende del sistema
de coordenadas elegido.

(4) Sila energia potencial gravitacional de un objeto aumenta (y esta es la
unica energia potencial del objeto) y la energia cinética de ese objeto
también aumenta, entonces la energia mecanica no se conserva.

(5) Si sobre un objeto sé6lo actta el peso, y nos dicen que la energia poten-
cial aumenta, entonces la energia cinética del objeto disminuye.

(1) Falso. Como dice la nota 5.4, la energia mecanica se conserva si sobre el
objeto acttia sélo el peso, pero no dice que esta energia siempre se conserve
(como veremos después, hay muchas fuerzas que no conservan esta energia).

(2) Falso. Si la energia mecdnica se conserva, entonces sabemos que la suma
de la energia potencial con la cinética es constante, pero eso no quiere decir
que la cinética no puede aumentar (la cinética puede aumentar y la potencial
disminuir, por ejemplo).

(3) Verdadero. Como vimos en el problema 5.1, el cambio de energia potencial
gravitacional no depende del sistema elegido.

(4) Verdadero. Si la energia cinética y la potencial gravitacional aumentan y si
esa es la tinica energfa potencial, entonces la suma de ambas energias tiene que
aumentar. Y como la suma de ambas energias es igual a la energia mecénica,
entonces esto quiere decir que la energia mecanica tiene que aumentar y
entonces no se conserva.

(5) Verdadero. Si sobre el objeto sélo actda el peso, la energia mecanica se
conserva, es decir, la suma de la energia potencial con la energia cinética
permanece constante. Si la energia potencial gravitacional aumenta, la tnica
forma de que la suma de esta energia con la cinética se conserve es si la cinética
disminuye.
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Problema 5.4.

Palabras clave: conservaciéon de energia
mecédnica, movimiento parabolico, altura
mdxima, energia cinética.

Caterine Ibargiien, con una masa de 70 kg, realiza un salto como se muestra en
el dibujo. Suponga que su rapidez inicial al comenzar el salto es de 10 m/s 'y
suponga que el salto describe un movimiento parabélico.

(a) Si la rapidez en el punto de altura méxima es de 8 m/s, scudl es la
altura méxima?

(b) ¢Cual es la energia cinética de Caterine cuando ha pasado medio segun-
do? (Para responder esta pregunta debe usar ecuaciones de cinemadtica).

<
|

:Qué informacion nos dan?

(a) y (b) Caterine Ibargiien tiene masa de 70 kg, su rapidez inicial al comenzar el salto es de 10
m/s y el salto describe un movimiento parabdlico. La rapidez en el punto de altura méxima es
de 8 m/s. Debemos usar ecuaciones de cinematica para el punto (b).

¢Qué nos piden?
(a) Hallar la altura maxima.

(b) Encontrar la energia cinética cuando ha pasado medio segundo.

(a) Primero, démonos cuenta de que la tinica fuerza que actta sobre Caterine
es el peso (si no fuera asi no seguiria un movimiento parabélico). Por lo tanto,
la energia mecanica de Caterine se conserva (nota 5.3). Para hallar la altura
méxima no podemos usar ecuaciones de movimiento parabdlico porque no
conocemos el dngulo inicial, asi que no conocemos la rapidez en Y. Pero como
la energfa mecanica depende de la energia potencial, y esta tltima depende de
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la altura, podemos hallar la altura usando el hecho que la energia mecénica se
conserva.

Notemos que nos dicen la rapidez inicial del salto y la rapidez en el punto de
altura méxima. Asi que podemos hallar la energia cinética inicial y la energia
cinética en el punto de altura maxima. Ademds, como somos libres de elegir el
sistema de coordenadas, vamos a poner uno cuyo origen esté en el piso para
que la altura inicial de Caterine sea cero:

Como conocemos la energfa cinética inicial y la potencial gravitacional inicial
(que es cero porque la altura inicial es cero), conocemos la energia mecénica
inicial: .
2
E,i= Emvi . (1)

En el punto de altura méxima también conocemos la energia cinética porque
conocemos la rapidez en ese punto, pero no conocemos la altura (eso es lo que
debemos hallar). Por lo tanto, la energfa mecanica en ese punto es

Eyf = %mv]%-rmgh, (2)

donde lo tnico que no conocemos es h. Como la energia mecanica se conserva,
podemos igualar la energia mecanica inicial con la final (nota 5.3):

L - 1 5

Emvi :Emvf+mgh. (3)
—_— Y—

Epi Emf

De esta ecuacién podemos despejar h. Primero, dividamos por la masa en todas
partes:

1, 1,
SVi =5 +gh. (4)

1
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Ahora pasemos el término con la rapidez final al otro lado y dividamos por g:
1, 1

2 _
%vi _ivf =h. (5)

Finalmente, podemos sacar factor comun de 1/2g:

2@ -vp=h (©)

Sireemplazamos los valores numéricos, esto da

1

2 2
2081 /) ((10m/s)*-(8m/s)“)=1.83m=h. (7)
Es util anotar que en los problemas de movimiento parabdlico es necesario
conocer el dngulo inicial del trayecto o la velocidad inicial en Y para determinar
la altura del objeto. Al usar la conservacién de la energia mecéanica no es
necesario conocer dicho dngulo, pero necesitamos conocer la rapidez total (no
en Y) en dos puntos y una de las dos alturas.

(b) Para hallar la energia cinética de Caterine cuando ha pasado medio segundo
debemos averiguar la rapidez de Caterine cuando ha pasado este tiempo. Pero
con ecuaciones de conservacién de energia no podemos hallar esa rapidez
porque en estas ecuaciones no aparece el tiempo. Por lo tanto, necesitamos
usar ecuaciones de cinemética.

Empecemos por anotar que conocemos la rapidez en X porque conocemos la
rapidez de Caterine en su punto de altura méxima y en este punto la tnica
rapidez que hay es la rapidez en X. Ademas, la rapidez en X siempre es la
misma en un movimiento parabdlico asi que también sabemos la rapidez X
después de medio segundo. Lo tinico que nos falta para hallar la rapidez total
en 0.5 segundos es encontrar la rapidez en Y en ese tiempo.

Recordemos que la rapidez en Y en un movimiento parabdlico esta dada por
vy =—gt+ vy, (8)

donde vj, es la rapidez inicial en Y. Para poder usar esta ecuacion necesitamos
encontrar precisamente v;,. A esta rapidez inicial en Y la podemos hallar con

la altura maxima usando la siguiente ecuaciéon®:
2
Vméxzyi+v£~ (9)
28

4 En el capitulo 3 esta ecuaci6n fue presentada usando iy en vez de ymay y by en vez de p;.



590 FisicA PAsO A PASO. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

Como la altura inicial es cero y la altura maxima es 1 —que hallamos con la
ecuacion (7)—, esta ecuaciéon queda

h=-2 (10)

Finalmente, si multiplicamos por 2¢ y sacamos raiz cuadrada, obtenemos la
rapidez inicial en Y:
\/Zgh:v,-y. (11)

Si usamos esto en la ecuacién (8), obtenemos

vy =—gt+/2gh. (12)
——
‘I/,'y

Si reemplazamos los valores conocidos, esto nos da

vy =—(9.81 m/s%) (0.5 s)+\/2(9.81 m/s®)(1.83 m) =1.09 m/s. (13)
N— — ———
t h

Ahora que conocemos la rapidez en Y y en X podemos calcular la rapidez total.
Esta rapidez se puede calcular usando el teorema de Pitagoras:

v =/ (8 m/s)? +(1.09 m/s)? = 8.07 m/s. (14)
—— | ——
Vx vy

Finalmente, la energia cinética después de medio segundo sera

1

Koss) = 5(70 kg)(8.07 m/s)? = 2279.37 J. (15)

————
m vt
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Problema 5.5.

Palabras clave: energia mecanica, altura ini-
cial, rapidez en cierta altura, uso de distintos
sistemas de coordenadas.

El clavadista calenio Orlando Duque se lanzé desde una plataforma de altura
desconocida como se muestra en el dibujo. Suponga que se lanzé desde el
reposo, que cae libremente y que cuando tocé el agua su rapidez fue de 23
metros por segundo.

(a) ¢Cudl era la altura de la plataforma?
(b) ¢Cudl fue su rapidez cuando estaba a 10 metros del agua?

(c) Vuelva a hacer (a) y (b) pero usando un sistema de coordenadas cuyo
origen esté a 5 metros sobre el nivel de agua.

(d) Demuestre con el principio de la conservacién de la energia que si
Orlando se hubiera lanzado con cierta rapidez inicial distinta de cero,
su rapidez al tocar el agua hubiera sido mayor.
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Solucién

;Qué informacion nos dan?

(a) y (b) Orlando se lanza desde el reposo. Su rapidez al tocar el agua es de 23 metros por
segundo.

(c) Debemos usar un sistema cuyo origen esté a 5 metros del agua.

(d) Orlando se lanza con cierta rapidez inicial.

:Qué nos piden?
(a) La altura de la plataforma desde la que se lanz6 Orlando.
(b) La rapidez de Orlando cuando esta a 10 metros del agua.

(c) Debemos responder (a) y (b) con un sistema de coordenadas cuyo origen esté a 5 metros
del piso.

(d) Demostrar con la conservacion de energia que si Orlando se hubiera lanzado con cierta
rapidez inicial, su rapidez al tocar el agua hubiera sido mayor.

(a) Para hallar la altura de la plataforma desde la que se lanz6 Orlando sélo
debemos aplicar la conservacién de la energia mecanica. Notemos que sobre
Orlando sélo actia el peso asi que su energia mecanica se conserva (nota 5.3).
Pondremos un sistema de coordenadas en el nivel del mar y llamaremos h; a la
altura de la plataforma:
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Al poner el sistema en ese punto, la altura de Orlando al llegar al mar serd cero,
asi que su energia potencial gravitacional en ese momento seréd cero. Como
Orlando se lanza desde el reposo, su energia cinética inicial es cero asi que su
energia mecdnica inicial sélo es energfa potencial gravitacional:

Emi:mghi~ (1)

Notemos que no conocemos h; ni la masa de Orlando. Cuando Orlando lle-
1

ga al agua su energia mecdnica es s6lo cinética porque su energia potencial

gravitacional en ese momento es cero porque su altura es cero:

1
Epf = Emvj%. (2)

En esta ecuacién conocemos la rapidez de Orlando cuando llega al agua pero
no conocemos la masa. Ahora, como la energia mecénica se conserva, la energia
mecdnica inicial debe ser igual a la energia mecénica final:

1

2
mgh; = —mvs. 3
8&n; S Mvf (3)
—
Emi
Em[f

Finalmente podemos despejar h;. Primero, notemos que la masa se cancela en
ambos lados. Si dividimos por g obtenemos una expresion para h;:

1
hi = —v2. 4
1 2g f ( )
Si ahora reemplazamos los valores conocidos, esta ecuaciéon da

1
©2(9.81 m/s?)

i

(23 m/s)? =26.96 m. (5)
——
vf

(b) Para hallar la rapidez de Orlando cuando estd a 10 metros del agua po-
demos otra vez usar la conservacion de energia. Cuando esta a 10 metros del
agua Orlando tiene energfa potencial gravitacional y energfa cinética, asi que
podemos escribir su energia mecanica en ese momento de la siguiente forma:

1
Epp = Emv,fwnghb, (6)

donde hemos llamado E,; a la energfa mecédnica a los 10 metros de altura, v, a
la rapidez en ese punto y donde h;, es 10 metros —la “b” es porque este es el
punto (b)—. En esta ecuacién no conocemos la rapidez (que es lo que buscamos)



594 FisicA PASO A PASO. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

ni la masa. Como la energfa mecéanica se conserva, la energfa mecédnica a los 10
metros debe ser igual a la energia mecénica en cualquier otro punto, asi que
podemos igualar la energia mecanica a los 10 metros con la energia mecédnica
inicial:

1
mgh; = fmv§+mghb. (7)
— \2—’_/
Eppi Epp

Si pasamos el término con la energfa potencial gravitacional a los 10 metros al
otro lado de la igualdad, y cancelamos las masas, obtenemos

1
ghi—ghy = Evf. (8)

Si multiplicamos por 2 y sacamos factor comun de g, esto da
29 (hi = hy) = vj. (9)
Si aplicamos raiz cuadrada obtenemos

V2g(hi —hy) =vp. (10)

Ahora sélo debemos reemplazar los valores numéricos:

2(9.81 m/s%)(26.96 m—-10 m) = 18.24 m/s = v (11)
—_—— ——
h; hy,

(c) Si usamos un sistema de coordenadas cuyo origen esté a 5 metros de altura,
entonces la altura inicial de Orlando es diferente a la hallada en (a). De hecho,
la nueva altura de Orlando comparada con h; sera

hin:hi_S m, (12)

como se aprecia de la siguiente figura:
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Como se aprecia de esta figura, si ponemos el sistema de coordenadas a cinco
metros sobre el nivel del mar, la nueva altura inicial de Orlando es de ;,, = h; =5 m.

Por lo tanto, la nueva energia mecanica inicial (que sé6lo es potencial) es

Emi=mg(hi—5m). (13)

Por su parte, cuando Orlando llega al agua tiene energia cinética pero también
tiene energia potencial gravitacional porque su altura en ese punto con respecto
al sistema de coordenadas no es cero como ocurria en (a) y (b). De hecho, cuando
llega al agua Orlando tendré una altura negativa de 5 metros, asi que la energia
mecénica de Orlando en ese punto es

1
Emf:Emv]%—mg(S m). (14)

Si aplicamos la conservacién de la energia mecénica entre el momento inicial y
final, obtenemos

mg(h; -5 m):lmv]%—mg(S m). (15)
— \2—’—/
Epi E
mf

Si distribuimos el paréntesis de la izquierda esto da

mghi—mg5m=%mv%—mg(5 m). (Le)
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Si cancelamos el término mg(5 m) en ambos lados, obtenemos

mgh; = %mv% (17)

Notemos que esto es exactamente igual a la ecuacién (3). Por lo tanto, volve-
remos a obtener el mismo resultado que obtuvimos en (a) para la altura de la
plataforma con respecto al agua (26.96 m). jEsto es lo que esperamos porque la
altura de la plataforma h; con respecto al mar no va a cambiar si cambiamos el
sistema de coordenadas!

Ahora debemos responder (b) con el nuevo sistema de coordenadas. Cuando
Orlando estd a 10 metros del agua, estd a 5 metros de altura con respecto al
sistema de coordenadas usado. Asi que su energia potencial gravitacional en
ese punto sera mg(5 m). Por lo tanto, su energia mecédnica en ese momento sera

1
E.p= Emvlg +mg(5m). (18)

Como la energia mecanica se conserva, podemos igualar esta energia con la
energia mecdnica inicial de Orlando:

1
mg(h; -5 m):Emv§+mg(5 m). (19)

Si distribuimos el paréntesis izquierdo esto da

mgh; —mg(5m) = %mv§+mg(5 m). (20)

Si pasamos el término mg(5 m) del lado derecho de la igualdad al otro lado,
esto da

1
mgh; —mg(5m)-mg(5 m):Emv,f. (21)
Si sumamos, dividimos por m y sacamos factor comdn de g obtenemos

g(hj-10m) = %vg. (22)

Esta es igual a la ecuacién (8) (s6lo que aqui escribimos explicitamente hy),
asi que los resultados que obtendremos ahora serdn los mismos que antes;
volveremos a llegar a la ecuacién (11) y la rapidez nos volverd a dar 18.24
metros por segundo. Esto no nos sorprende porque la rapidez es la magnitud
de un vector y no deberia depender del sistema de coordenadas (como vimos
varias veces en el capitulo 2).
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Hemos comprobado que la respuesta a los problemas de energia no varian
segln el sistema, asi que podemos siempre escoger un sistema que simplifique
los calculos, como el escogido en (a) y (b) (nota 5.1).

(d) Encontremos una expresiéon para la rapidez final de Orlando en caso de que
se hubiera lanzado con cierta rapidez inicial, y con ella digamos si la rapidez
al tocar el agua hubiera sido mayor que cuando se lanza sin rapidez inicial.
Como antes, usaremos la conservacién de la energia mecénica.

Si Orlando se hubiera lanzado con rapidez inicial, su energia mecénica inicial
seria potencial y cinética:

i

1
Ei = Emv2+mghi. (23)

Si volvemos a usar el sistema de coordenadas usado en (a) y en (b), la energia
mecanica de Orlando cuando llega al agua seria sélo cinética:

1 5

Emfzamvf (24)

Si igualamos esta energfa con la energia dada por la ecuacién (23), obtenemos

L » 1 5
5MVE =Sy mgh;. (25)
—_— —

Emf Epi

Si multiplicamos por 2 y dividimos por las masas, esto nos da

vj% =vi2+2ghi. (26)

Si sacamos la raiz cuadrada, esto nos da

vy =\/v?+2gh;. (27)

Notemos que cuanto mayor sea la rapidez inicial, mayor serd el término dentro
de la raiz cuadrada y entonces mayor serd la rapidez final. Es decir, la rapidez
final es proporcional a la rapidez inicial, asi que si Orlando se hubiera lanzado
con cierta rapidez inicial (mayor que cero), la rapidez final hubiera sido mayor
que si no se hubiera lanzado con rapidez inicial.
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Problema (teérico) 5.6.

Palabras clave: energia potencial eldstica, re-
sorte ideal, sistema resorte-objeto.

(a) Explique qué es un resorte ideal.
(b) Explique cudl es la energfa potencial eldstica de un resorte ideal.

(c) Explique qué pasa con la energfa mecanica de un objeto que interactia
con un resorte ideal.

(a) Un resorte ideal es aquel que al ser comprimido o elongado una distancia
x realiza una fuerza que es directamente proporcional a la distancia que fue
elongado o comprimido. Es decir, la fuerza realizada por un resorte ideal es
de la forma F o< x (el simbolo o indica “proporcional”). La proporcionalidad
que hay entre la fuerza y x dependera de una constante k caracteristica del
resorte (puede cambiar de acuerdo al resorte). En términos de esta constante,
la magnitud de la fuerza ejercida por un resorte ideal es F = kx.

Las unidades de k tienen que ser de kilogramo sobre segundo cuadrado para
que k multiplicada por una distancia x (que estd en metros) nos dé unidades
de newtons. Ademds, esta fuerza tiene direccién contraria a la direccion de
estiramiento o compresién; si lo comprimimos el resorte trata de estirase, y si
lo estiramos el resorte trata de comprimirse.

La masa del resorte ideal es cero (lo cual es una buena aproximacién si la masa
de los demas objetos que estamos analizando es mucho mayor que la masa del
resorte). La razén por la cual necesitamos que la masa del resorte ideal sea cero
serd clara pronto.

(b) Ademas de la energia potencial gravitacional existe otro tipo de energia
potencial que es la energfa que un objeto almacena cuando se deforma. Es-
ta energia depende de cuanto se haya deformado el objeto y se denomina
energia potencial eldstica. La energia potencial elastica para un resorte ideal de
constante k es

1
Ue = Ekxz, (1)

donde U, es el simbolo usado para representar la energia potencial eldstica y x
es cuanto se ha comprimido o elongado el resorte.

Es importante entender que la energia potencial elastica del resorte se calcula
de igual manera si se comprime el resorte o si se estira, lo inico que importa es
que el resorte se deforme. Més precisamente, cuando el resorte no esta sujeto
a ninguna fuerza, entonces su extremo libre (el extremo que podemos estirar
o comprimir) estd en su posicién de equilibrio, que podemos llamar X,. Si
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después estiramos el resorte hasta una posicién %, la x sera la distancia que
hay entre el punto de equilibrio X, y X,, como se ilustra en la siguiente figura:

Resorte en su posicién Resorte estirado hasta Resorte comprimido
de equilibrio una posicion x’, hasta una posiciéon ¥,
X X
— —
— — — —
Xo X X Xo

C

Si estiramos o comprimimos el resorte, estamos moviendo el extremo libre del
resorte de su posicion de equilibrio ¥o a una posicion diferente. x es la distancia a
la que esté el extremo del resorte de su posicién de equilibrio (no interesa si esa
distancia se debe a que comprimimos o estiramos el resorte).

Por ejemplo, si la constante del resorte es de 2 kilogramos sobre segundo
cuadrado y si comprimimos el resorte 0.1 metros, entonces la energia potencial
elastica del resorte serd

l(2 kg/s%)(0.1 m)%=0.017. (2)
2 —
k X

Si en cambio hubiéramos estirado el resorte 0.1 centimetros, nada habria
cambiado en la anterior ecuacién, pues x es una distancia que no tiene en
cuenta la direccién de deformacion.

(c) Una caracteristica muy importante de los resortes ideales es que si un objeto
interacttia con un resorte de estos, entonces la energia mecénica del objeto se
convierte en energia potencial eldstica del resorte y la energia potencial elastica
del resorte se convierte en energia mecdnica del objeto. Esta transformacién de
una energia del objeto en energia eldstica del resorte ideal es perfecta, de forma
que la energia mecdnica total del sistema (del objeto mas el resorte) siempre se
conserva.

Notemos que es importante suponer que la masa del resorte es cero para que el
resorte no tenga energia cinética en ninglin momento y tampoco tenga energia
potencial gravitacional. Como la masa es cero, la tinica energia mecdnica que
puede tener el resorte es la potencial elastica.

Por ejemplo, si una pelota que inicialmente tiene energia mecénica E; choca
contra un resorte, la pelota va a perder parte de su energia mecénica inicial.
Supongamos que su energia mecanica después de chocar con el resorte es E;.
La energia que perdi6 se transfiere al resorte en forma de energia potencial
elastica, de manera que la suma de la nueva energia potencial del resorte mas
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la energfa mecanica E; nos dé igual a la energia mecénica inicial® que era E;:
Eq = E; + U,. En otras palabras, la energia mecdnica perdida por la pelota, que
esigual a E; — E, debe ser igual a la energfa ganada por el resorte, que es U,.

Antes habiamos dicho que si el peso era la tnica fuerza que actuaba sobre un
objeto entonces la energia mecédnica del objeto se conservaba. Ahora podemos
extender ese principio y decir que si sobre el objeto actda el peso y la fuerza
de un resorte ideal, entonces la energia mecénica total del sistema (donde el
sistema incluye el objeto y el resorte) se conserva.

Nota 5.5. Energia mecanica del sistema objeto-resorte

La energia mecanica de un sistema compuesto por un objeto y un
resorte ideal es la suma de la energia mecanica del objeto con la energia
mecanica del resorte. La energia mecanica del objeto es la suma de la
energia cinética del objeto con la energia potencial gravitacional del
objeto, mientras que la energia mecanica del resorte es igual a la energia
potencial eldstica del resorte. Por lo tanto, la energia mecénica total del

g _ _ _1 2 17..2
sistema es Emsistema - Emobjeto + Emresorte =K+ Ug + Ue = jmv + T’I’lgh + jkx .

Cuando sobre un objeto las tnicas fuerzas que actian son el peso y la
fuerza de un resorte ideal, entonces la energia mecanica del sistema
total se conserva: E,;, = E;,. Esto quiere decir que la suma de la energia
cinética con la potencial gravitacional y la potencial elastica en un
tiempo t; es igual a la suma de estas energias en otro tiempo t: K; +
Ug1 + Ue1 = Ko + Uga + Uen, donde el subindice “1” se refiere al tiempo #;
y el subindice “2” al tiempo t5.

5 En muchos libros y en las clases de fisica no se suele distinguir la energia del resorte de la
energia del objeto, sino que se habla s6lo de la energia del sistema objeto-resorte. Sin embargo,
es importante entender que el objeto no tiene energfa potencial eldstica (a menos que nos digan
es0), es so6lo el resorte el que tiene esa energia. Asi mismo, el resorte no tiene energia cinética y
potencial gravitacional, mientras que el objeto si. Es por esto que es recomendable distinguir las
energias del resorte de las del objeto aunque la energia mecanica del sistema total sea la suma de
ambas energfas.
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Problema de repaso 5.7.

Palabras clave: energia potencial eldstica, re-
sorte ideal, sistema resorte-objeto, energia
mecdanica.

Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique su
respuesta:

(1) Si tenemos un objeto que interacttia con un resorte ideal, y si sobre el
objeto actta el peso ademds de la fuerza del resorte, entonces la energia
mecdnica del objeto se conserva.

(2) Siun resorte ideal interactia con un objeto y se deforma, entonces la
energia mecanica del resorte no se conserva.

(3) Si Pedro hala un resorte de constante k una distancia d, y si Marfa
comprime un resorte con el doble de k una distancia 0.5 d, entonces la
energia elastica de ambos resortes es la misma.

(4) Sila energia eldstica de un resorte ideal disminuye mientras empuja
a un objeto, y si la altura del objeto permanece constante, entonces la
rapidez del objeto debe aumentar.

(1) Falso. La energia mecdnica total (la suma de la energia mecénica del resorte
y del objeto) se conserva, pero no necesariamente la energia mecanica del
objeto.

(2) Verdadero. Si el resorte se comprime o se estira entonces su energia potencial
eldstica cambia, y esa es la nica energia del resorte. Asi, la energia mecanica
del resorte cambia.

(3) Falso. La energia potencial eldstica del resorte que hala Pedro se puede
escribir asi: %kdz. Si la constante del resorte de Maria es el doble y la distancia
d es la mitad, entonces la energia potencial elastica del resorte de Maria serd

%(Zk)(O.Sa’)2 = %, que no es igual a %kdz.

(4) Verdadero. Si la energia elastica disminuye mientras el resorte empuja un
objeto, como la energia mecanica total se debe conservar, entonces alguna
energia del objeto debe aumentar. Pero la tinica energia del objeto que puede
aumentar es la cinética porque la potencial permanece fija ya que la altura
permanece fija. Y para que aumente la energfa cinética, la rapidez del objeto
debe aumentar.
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Problema 5.8.

Palabras clave: energia potencial eléstica, sis-
tema resorte-objeto, grafica de energfa en fun-
cion del tiempo.

Considere que el arco que sostiene Alejandra (ver dibujo) funciona como un
resorte ideal y que le podemos asociar una constante k de valor de 1681.6 kg/s.
La flecha tiene masa de 0.05 kilogramos. Suponga que Alejandra logra que la
flecha llegue a la manzana y que el estiramiento méaximo del arco es de 0.3
metros. Cuando la flecha alcanza la manzana su energia cinética es de 75.46
joules. Ademds, la altura de la flecha con respecto al piso justo cuando el arco
esta estirado a su maximo es de 1.4 metros y la altura de la flecha justo cuando
sale disparada es de 1.5 metros.

(a) Determine la rapidez con la que va a salir disparada la flecha. Tenga
en cuenta que cuando la flecha sale disparada, el arco deja de estar
estirado.

(b) ¢Cudl es la altura de la manzana con respecto al piso?

(c) Si Alejandra hubiera estirado el arco el doble de lo que lo hizo inicial-
mente, ;cudnto habria aumentado la rapidez de la flecha cuando salié
disparada?

(d) Realice un grafico como el indicado en el dibujo, en el cual la barra azul
indique la energia cinética, la barra verde indique la energia potencial
gravitacional y la barra amarilla indique la energia potencial elastica.
Tenga en cuenta que debe completar esta grafica para tres momentos:
el momento 1 es cuando el arco estd estirado, el momento 2 es cuando
la flecha sale disparada, y el momento 3 es cuando la flecha llega a la
manzana. Comente el grafico obtenido.

~
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:Qué informacion nos dan?

(a), (b) y (c) El arco funciona como un resorte ideal de constante k igual a 1681.6 kg/sz. La
masa de la flecha es de 0.05 kilogramos. El estiramiento del arco es de 0.3 metros. La altura de
la flecha cuando el arco esté estirado es de 1.4 metros y su altura justo cuando sale disparada
es de 1.5 metros. Cuando la flecha alcanza la manzana su energia cinética es de 75.46 joules.
Debemos tener en cuenta que cuando la flecha sale disparada, el arco deja de estar estirado.

(d) Nos dan un grafico de energia que debemos completar para tres momentos diferentes:
cuando esté estirado el arco, cuando sale disparada la flecha y cuando la flecha llega a la
manzana.

:Qué nos piden?
(a) Hallar la rapidez con la que sale disparada la flecha.
(b) Decir cual es la altura de la manzana con respecto al piso.

(c) Decir cuanto hubiera aumentado la rapidez de la flecha al salir disparada si el estira-
miento hubiera sido el doble.

(d) Completar el gréfico de energias de la figura y comentar.

(a) Dado que las tnicas fuerzas que actian sobre la flecha en este caso son el
peso y la fuerza eléstica, la energia mecanica total del sistema flecha-arco se
conserva. Podemos usar la conservacién de la energia para hallar la energia
cinética de la flecha cuando sale disparada, y con la energia cinética podemos
hallar la rapidez.

Empecemos por poner un sistema de coordenadas desde el cual podamos medir
la altura. Si medimos la altura desde el punto en el que el arco estd comprimido
al maximo, entonces la energfa potencial gravitacional inicial sera cero, como
se ilustra a continuacién:

Escogemos un sistema de coordenadas con el origen a la altura inicial de la flecha
(a 1.4 metros del piso). Con este sistema la altura inicial de la flecha es cero y la
altura de la manzana la podemos llamar /; (es desconocida). Ademds, la altura de
la flecha cuando sale disparada la podemos llamar h; (la flecha disparada estd en
gris), y se puede ver de la figura que hy =1.5m-1.4m=0.1 m.
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En el momento inicial el arco estd comprimido asi que tiene energfa potencial
elastica. Ademads, en ese momento la flecha estd en reposo asi que no tiene
energia cinética y tampoco tiene energia potencial gravitacional debido al
sistema que hemos elegido. Por lo tanto, la energia mecanica inicial del sistema
serd solo la energia potencial eldstica del arco:

1
Ep = Ekxzx (1)

donde x es el estiramiento del arco que es conocido. Nos dicen que en el
punto en el que la flecha sale disparada el arco no esta estirado, asi que la
energia potencial eldstica es cero. Ademads, en ese momento la energfa potencial

gravitacional es mgh;, donde h; es 0.1 metros (como se explica en la dltima

figura). Ademas, en ese momento la flecha tiene una energfa cinética de %mvlz,

donde v es la rapidez de la flecha que queremos averiguar. Asi, la energia
mecdnica total del sistema en ese momento serd

1
Emp = Emvlz-rmghl. (2)

Como la energia mecanica se conserva, podemos igualar esta energia con la
energia mecdnica inicial, que era s6lo potencial eléstica:

1 1
Ekx2 = Emv12+mgh1. (3)

—_——— ———
Eml Em2

Aqui conocemos todas las variables excepto la rapidez v; de la flecha. Podemos
despejar esa rapidez si primero pasamos la energia potencial gravitacional al
otro lado:

1, 2 L 5
Ekx -mghy = Plkist (4)
Y ahora multiplicamos todos los términos por 2/m:
1
—kx? - 2ghy = vy 5
e g =7 (5)
Finalmente, sacamos raiz cuadrada:

\/ ikx2 —-2¢hy =v;. (6)
m

Si reemplazamos los valores numéricos, obtenemos la rapidez:

\/1 (1681.6 kg/s*)(0.3 m)?-2(9.81 m/s*) (0.1 m) = 55.00 m/s
N——— k X hl (7)

=v1.
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(b) Para determinar la altura de la manzana podemos usar de nuevo la con-
servacién de la energfa mecanica. Para hallar la altura necesitamos conocer la
energia potencial gravitacional de la flecha cuando alcanza la manzana.

Cuando la flecha alcanza la manzana, la flecha tiene energia cinética y potencial
gravitacional y el arco no tiene energia potencial elastica (no estd estirado ni
comprimido). Asi, la energia mecanica del sistema en ese momento es

1
E,3 = Emv%-rmghz, (8)

donde h; es la altura que deseamos averiguar. Como la energia mecanica se
conserva, la energia E,;3 es igual a la energia E,;; e igual a la energia E,;;. Asi
que podemos igualar la ecuacién (8) con la ecuacién (1) o con la ecuacién (2).
Como E,;; es mas sencilla que E,,;», es mas conveniente igualar E,;3 con E,;:

1 1

—kx? = ~mvj3 +mgh;. 9
Lkt =S mv; +mghy (9)
—_—— —

Eml EmS

Ahora, si pasamos la energfa cinética al otro lado, obtenemos

1 1
Ekxz—imvgzmghz, (10)
Y si dividimos entre mg esto nos da
1 /1 1
7(ka2-fmv§):h2. (11)
mg \2 2

Si usamos los valores conocidos, entre ellos el valor de la energia cinética de la
flecha cuando llega a la manzana, que es de 75.46 joules, obtenemos

! . (1(1681.6 kg/s%)(0.3 m)2—75.46]):0.43m
(0.05kg)(9.81m/s ) 2~ ~——" —
N ; x X (12)

m

= hy.

La anterior es la altura de la manzana con respecto al sistema usado, que esta
1.4 metros sobre el piso. Por lo tanto, la altura de la manzana con respecto al
pisoes 0.43m + 1.4 m =1.83 m.

(c) Como todo es igual salvo que el estiramiento del arco cambia, podemos
usar de nuevo la ecuaciéon (6) para hallar la rapidez de la flecha cuando sale
disparada. En vez de usar x debemos usar 2x:

v/ Sk (2x)2 - 281 = 1. (13)
m
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Si reemplazamos los valores, notamos que la rapidez ahora es

\/¥(1681,6 kg/s?)(2x0.3m)? —2(9.81 m/s?) (0.1 m) =110.03m/s. (14)
\T/ k X hl

Es decir, la rapidez aument? casi el doble, pues pasé de 55 a 110.03 metros por
segundo.

(d) Ahora debemos completar el grafico de energias indicado en la figura inicial.
Para hacer el gréfico debemos calcular las diferentes energias en cada punto.

Cuando el arco estd estirado la energfa potencial gravitacional y la energia
cinética son cero, y la energia potencial elastica estd dada por la ecuacién (1):

Upg = %kxz = %(1681.6 kg/s?)(0.3m)%=75.672]. (15)

Cuando la flecha sale disparada, la energia potencial gravitacional es

Uy, = mghy = (0.05 kg)(9.81 m/s?)(0.1 m) = 0.049 J. (16)
Ademis, la energia cinética es

1
Ky = —mv? = 5(0.05 kg)(55.00 m/s?)=75.63], (17)

1
2
donde hemos usado el valor de v; que calculamos con la ecuacién (7).

Finalmente, cuando la flecha alcanza la manzana, la energia potencial eldstica
sigue siendo cero. La energia potencial gravitacional es

Ugs = mghy = (0.05 kg)(9.81 m/s?)(0.43 m) = 0.21 J, (18)

donde hemos usado la altura calculada con la ecuacién (12). Ademas, la energia
cinética es de 75.46 joules. Ahora que conocemos estos valores, podemos
completar la grafica. Como la energia potencial gravitacional es tan pequefia
comparada con las otras, hacemos una gréfica aparte para esta energia:



ENErRGIA 607

80 — 75672 — 5 F3 —————F5AGF
75
70
G5

55 ——
50 —
a5 — Uk

mug

35 —
30 HE
25
20

10
5 o o o

Momento 1 Momento 2 Momento 3

Ug

0,5
0,21 mug

o 0,049
0 , —

Momento 1 Momento 2 Momento 3

Notemos primero que la energia potencial gravitacional es tan pequefia en los
diferentes momentos que no alcanza a aparecer en la primera grafica. Ademds,
en el primer momento sélo tenemos energia potencial elastica mientras que
en el segundo toda esa energia se convirti6 en energia cinética (y un poco se
convirtié en energfa potencial gravitacional). Después, hasta el tercer momento,
casi toda esa energfa cinética permanece constante. Si sumamos la altura de
las barras en cada momento obtenemos siempre el mismo valor, 75.67, lo cual
significa que la energia mecdnica del sistema se conserva, como esperamos en
un caso en el cual sélo actda la fuerza de gravedad y la fuerza elastica®.

6 En realidad este valor no es siempre exactamente 75.67 porque hay decimales en algunos
célculos que hemos omitido.
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Problema 5.9.

Palabras clave: objeto que cae sobre un resor-
te, mdxima compresién, maxima altura alcan-
zada debido a un resorte.

Suponga que Camilo cae en un brinca-brinca. Suponga que el brinca-brinca se
puede modelar como un resorte ideal que se comprime o se estira y que tiene
constante k. Camilo salta sobre el brinca-brinca y lo comprime hasta que este
le da un impulso suficiente para que alcance una altura maxima h,,. Cuando
Camilo comprime el brinca-brinca, se encuentra a una altura h; del piso (ver
dibujo).

(a) Escriba una expresién para la maxima compresiéon del brinca-brinca.

(b) Escriba una expresién para la rapidez de Camilo justo cuando sus pies
se despegan del brinca-brinca (antes de que se eleve).

(c) Cuando cae por segunda vez sobre el brinca-brinca, ;Camilo va a
comprimir més o menos el brinca-brinca que lo que lo comprimié en
el primer salto? Y con el impulso que le daré el brinca-brinca en este
segundo salto, ;Camilo va a alcanzar mas o menos altura que en el
primero?

:Qué informacion nos dan?

(a), (b) y (c) El brinca-brinca se puede modelar como un resorte ideal de constante k. Después
de que salta, el brinca-brinca le da un impulso a Camilo suficiente para llegar a una altura
méxima hy;. Cuando Camilo comprime el brinca-brinca, se encuentra a una altura h; del piso.



ENErRGIA 609

¢Qué nos piden?
(a) Escribir una expresién para la méxima compresién del brinca-brinca.

(b) Escribir una expresién para la rapidez de Camilo justo cuando sus pies se despegan del
brinca-brinca.

(c) Decir si en el segundo salto sobre el brinca-brinca, este se comprime més o menos y
decir si Camilo va a alcanzar mds o menos altura después de que salte esa segunda vez.

(a) Para escribir una expresién para la maxima compresién del brinca-brinca
debemos encontrar la energia potencial eldstica del brinca-brinca en el momen-
to de su maxima compresién. Tengamos en cuenta que como sobre Camilo sélo
acttian el peso y la fuerza del brinca-brinca (que se modela como un resorte
ideal), entonces la energia mecanica del sistema conformado por Camilo y el
brinca-brinca se conserva.

Ahora, para plantear las ecuaciones de la energia mecdnica debemos escoger
un sistema de coordenadas que nos permita medir la altura de Camilo en dife-
rentes momentos para medir la energfa potencial gravitacional. Escojamos un
sistema cuyo origen esté en el piso (de esta forma podemos usar directamente
la altura méxima h,, y la altura h; que estdn medidas con respecto al piso):

Escogemos un sistema de coordenadas con el origen en el piso. La altura /1; cuando
Camilo comprime el brinca-brinca es conocida; la altura h; justo cuando Camilo
se despega del brinca-brinca en su salto es desconocida; y la altura hy, que es la
maxima altura que alcanza Camilo después de saltar es conocida.

La energia mecédnica en el punto de mdxima compresién es energia potencial
elastica del brinca-brinca y energia potencial gravitacional de Camilo, pues
Camilo no tiene energfa cinética en ese momento (en el instante en que Camilo
estd en el punto mas bajo, no tiene rapidez). Si llamamos x a la compresién del
brinca-brinca en ese punto, entonces podemos escribir la energia mecanica en
ese punto asi:

1
Eml :Ekx2+mgh1. (l)
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Para despejar x debemos usar la conservacion de la energfa, asi que debemos
usar la energia mecdnica en otro momento. Como conocemos la altura maxima
del salto de Camilo, podemos usar la energia en ese momento; en ese punto
la energia mecénica es sélo energia potencial gravitacional (el brinca-brinca
no esta comprimido asf que no tiene energia potencial eldstica, y Camilo no se
esta moviendo porque la rapidez en el punto mas alto es cero):

Epp = mghm- (2)

Si aplicamos la conservacion de la energia mecanica entre el punto de méxima
compresién y el punto de méxima altura, obtenemos

%kszrmghl =mghy,. (3)
z ——
Em Emz

Si despejamos la energia potencial elastica, esto nos da

%kx2 =mghy, —mgh;. (4)

Si multiplicamos por 2 y dividimos por k, lo anterior da

2
x? = 2 (mghy —mghy). (5)
Si sacamos factor comun de mg y sacamos la raiz cuadrada, obtenemos
2m
x=\/ T (=), (6)

Esta es la expresién para la compresién del brinca-brinca que debiamos hallar.
Notemos dos cosas: cuanto mayor es la diferencia entre la altura maximay by,
mayor es x. Esto tiene sentido porque el resorte se tiene que comprimir mas
para que pueda elevar a Camilo hasta una altura mayor. Mayor compresiéon
significa mayor energia potencial elastica y por ende mdés energia le puede
transmitir el brinca-brinca a Camilo. Por otro lado, notemos que cuanto mayor
es k menor es la compresion, y esto tiene sentido porque si k es muy grande, el
brinca-brinca hace mas fuerza y entonces es mas dificil estirarlo o comprimirlo.

(b) Para hallar la rapidez de Camilo justo cuando se despega del brinca-brinca
debemos encontrar la energia cinética de Camilo justo en ese momento (y con
esa energia podemos despejar la rapidez). Y para encontrar la energfa cinética
debemos aplicar de nuevo la conservacién de la energia mecanica.

Cuando Camilo estd en el momento en que se despega, tenemos dos tipos
de energia: energia cinética y energia potencial gravitacional (en ese instante
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no hay energia potencial eldstica porque el brinca-brinca no esté estirado ni
comprimido):

2 +mghy. (7)

1
Emb = Emv
Ahora, no conocemos h, pero podemos usar x (que ya conocemos por el nu-
meral anterior) y h; para determinar h;. Notemos de la figura anterior que
h1 +x =hy, asi que la ecuacién (7) se puede escribir como

Emb:lmv2+mg(x+h1). (8)
2 —
hy

(Todavia no reemplazamos x para no complicar las ecuaciones innecesaria-
mente). Ahora podemos volver a usar la conservacion de la energia mecénica.
Igualamos la energia E,;;, con la energia Ey;:

1rnszrm(gr(XJrhl):mghm. (9)
2 ——
E Ema

mb

Si ahora despejamos la energia cinética, obtenemos

%mvzzmghm—mg(x-rhl). (10)

Ahora podemos simplificar m, multiplicar por 2 y sacar factor comuin de g en
el lado derecho:
v?=2g(hy —x—hy). (11)

Si ahora usamos la ecuacién (6) para x y sacamos la raiz cuadrada, obtenemos

v - 2g(hm—h1—\/27:g(hm—h1)). (12)

| S —
pY

(c) Después de que Camilo llega a la altura maxima h,,, vuelve a caer en el
brinca-brinca. Es sencillo notar que la compresién va a ser la misma que antes
porque las ecuaciones que vamos a usar son exactamente las mismas; para
hallar la compresién méaxima debemos usar la ecuacién (1). Ademas, para
usar la conservacién de la energia somos libres de usar cualesquier puntos del
movimiento y resulta que la altura final de Camilo después de la primera vez
que salta es la altura inicial para el segundo salto. Es decir, la energia mecénica
inicial para el segundo salto es precisamente la energia mecénica final del
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primer salto, la cual estd dada por la ecuacién (2). Por lo tanto, vamos a volver
aigualar la ecuacién (1) con la (2) (s6lo que estd vez la ecuacién (2) corresponde
al punto inicial del movimiento), y asi obtendremos la misma compresién del
resorte.

Asi como la compresién es la misma, la altura final después del segundo salto
es la misma. Si la compresién es la misma, la energia potencial eldstica también
lo es y entonces, por conservacién de energia, la energia mecanica final en
la altura maxima del segundo salto debe ser igual a esa energia en la altura
méxima del primer salto. Si Camilo alcanzara mas o menos altura, entonces
su energia mecanica habria cambiado comparada con el primer caso, pero no
puede cambiar porque la energfa mecanica se conserva’.

7 La tinica forma de que la altura del segundo salto cambie es si tenemos en cuenta la friccion
del aire o si usamos un resorte no ideal. En ese caso se perderia energia, asi que Camilo cada vez
alcanzaria una altura menor (pronto veremos casos en los que la energia no se conserva).
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Problema 5.10.

Palabras clave: sistema resorte-objeto, maxi-
ma compresiéon, maximo estiramiento, maxi-
ma y minima rapidez, grifica de energia.

Un objeto de masa m estd unido a un resorte ideal que se puede estirar o
comprimir de forma completamente vertical. Considere los cuatro momentos
indicados en la figura y tenga en cuenta que en el momento 2 el resorte no esta
estirado ni comprimido, el momento 4 es el de maximo estiramiento del resorte
y el momento 1 es el de mayor compresién. Considere las diferentes graficas
de energia indicadas en la parte inferior, puestas en desorden con respecto a
los momentos.

(a) Diga cual grafica de energia corresponde a qué momento y explique
qué sistema de referencia se estd usando para medir la altura del objeto.

(b) Diga en qué momento la rapidez del objeto es mayor y en qué momento
es menor.

(c) Con base en lo hecho en (a), ;es igual cudnto se comprime el resorte en
su punto de méxima compresién que lo que se estira en su punto de
maximo estiramiento?

(d) Si la masa del objeto es de 1 kilogramo, jde cudnto fue la maxima
compresién? ;De cudnto fue el maximo estiramiento del resorte y
cuénto es la constante del resorte?

(e) ¢Cudl es la aceleracion del objeto cuando el resorte esta estirado

0.1 metros?
Momento 3 Momento 4
Momento 2
Momento 1
Gréfica 1 Grafica 2 Griéfica 3 Grafica 4
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512 512 — s s 8
£ = — 5 = 6
S 2 & 2 — 5 &
£ ] — 5 2 4
A « = r - = - -
3 3 1 2 [
(0] (o) (0]
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Gravitacional Energfa Potencial Gravitacional

Energia Potencial Gravitacional
Energia Potencial Elastica Energia Potencial Elastica

Energa Potencial Elstica
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:Qué informacion nos dan?

(a), (b) y (c) Un objeto de masa m estd atado a un resorte ideal. Nos muestran diferentes
momentos y nos dicen que en el momento 2 el resorte no esta estirado ni comprimido, en
el momento 4 el resorte estd en su maximo estiramiento y en el momento 1 en su maxima
compresion. Las gréficas de energia estdn en desorden.

(d) y (e) La masa del objeto es de 1 kilogramo.

:Qué nos piden?
(a) Decir cuales graficas de energia corresponden a cada momento.
(b) Decir en qué momento la rapidez del objeto es mayor y en cudl es menor.
(c) Decir sila maxima compresion del resorte es igual al maximo estiramiento.
(d) Hallar el valor de la mdxima compresion, el méximo estiramiento y la constante k del
resorte.

(e) Hallar la aceleracién del objeto cuando el resorte esta estirado 0.1 metros.

(a) Como sobre el objeto sélo acttian el peso y la fuerza de un resorte ideal,
entonces la energia mecdnica del sistema objeto-resorte se debe conservar (la
suma de la energia mecénica del resorte con la del objeto se conserva). Para
determinar qué grafica de energia corresponde a qué momento, empecemos por
tener en cuenta que en el momento 2 el resorte no estd estirado ni comprimido,
as{ que en ese momento el resorte no tiene energia potencial eldstica. Por lo
tanto, debemos buscar una grafica que no tenga energia potencial eldstica. La
unica grafica que no tiene energfa potencial eléstica es la 1, asi que esa grafica
debe corresponder al momento 2. Notemos que en ese momento la energia
potencial gravitacional también es cero, lo cual indica que se ha usado un nivel
de referencia en el punto en el cual el resorte esta en equilibrio:

Momento 2 Y

Como la energia potencial gravitacional es cero en el momento 2, entonces pode-
mos inferir que se estd usando un nivel de referencia en el extremo superior del
resorte, para que la altura del objeto sea cero.

Cuando el resorte estd lo mds estirado posible, el objeto tiene la mayor altura
posible y entonces la energia potencial gravitacional es la méds grande. Ademds,
en ese punto de maximo estiramiento el objeto no se esta moviendo, estd justo
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en el instante en que lleg6 arriba y va a comenzar a caer, asi que su energia
cinética es cero. La gréfica de energia que coincide con estas caracteristicas es
la grafica 2. Asi que la gréfica 2 coincide con el momento 4.

Ahora bien, en el momento 1 el resorte estd lo mas comprimido que puede estar.
En ese punto el objeto esta lo mas abajo posible asi que su energia potencial
gravitacional es la mas pequefia y, ademas, en ese punto el objeto no se esta
moviendo (estd en el instante en que terminé de bajar y va a empezar a subir),
asi que la energfa cinética debe ser cero. Por lo tanto, el momento 1 debe corres-
ponder con la grafica 3 (note que la energia potencial gravitacional es negativa
en ese punto porque el objeto esta debajo del nivel de referencia). Finalmente,
la tnica grafica que queda es la 4, asi que esa grafica debe corresponder al
momento 3.

(b) La rapidez del objeto es mayor cuando la energia cinética es mayor, y esto
ocurre en la grafica 1, que corresponde al momento 2. Por su parte, la rapidez
es menor cuando es cero y eso ocurre en dos momentos: cuando el resorte estd
comprimido a su maximo y cuando el resorte esta estirado hasta el méximo
(en ambos casos la energia cinética es cero). Eso ocurre en la grafica 3, que
corresponde al momento 1, y en la grafica 2, que corresponde al momento 4.

(c) Para saber si la compresién méxima es igual al estiramiento maximo, po-
demos analizar las gréficas de energia. En el momento 1, cuando esta en su
compresiéon maxima, la energia potencial elastica es de 18.8 joules, como lo
indica la gréfica 3. Por otra parte, en el momento 4, cuando el resorte esté
completamente estirado, la energia potencial eldstica es de 12 joules como
muestra la grafica 2. Es claro entonces que la energia potencial elstica en el
momento 1 es mayor que la energfa potencial eldstica en el momento 4. Si la
energia potencial eldstica cuando se comprime es mayor que cuando se estira
lo que se comprime el resorte tiene que ser mds de lo que se estira. Esto puede
entenderse intuitivamente porque el peso facilita que el objeto comprima mds
el resorte e impide que el resorte se estire completamente.

Otro método: hay otra forma sencilla de explicar por qué lo que se comprime
el resorte debe ser diferente a lo que se estira. La energia cinética, cuando el
resorte se ha comprimido del todo o cuando se ha estirado del todo, es cero.
Como la energia mecdnica se conserva, entonces la suma de la energfa potencial
elastica con la energfa potencial gravitacional debe ser la misma en el punto de
maxima compresién y en el punto de maximo estiramiento. Pero en el punto
mas alto la energia potencial gravitacional es mayor que en el punto més bajo,
entonces la energfa potencial eldstica tiene que ser menor arriba (de forma que
la energia mecanica total permanezca constante). Por lo tanto, lo que se estira
el resorte tiene que ser menor que lo que se comprime.

(d) Para determinar la maxima compresién y el maximo estiramiento del resorte
debemos usar los valores de las energias en el momento 1 y el momento 4.
Pero notemos que con los valores de la energfa potencial eldstica no podemos
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obtener la compresién (que llamaremos x.) o el estiramiento (que llamaremos
X¢) porque no conocemos la constante del resorte.

Sin embargo, hay otra forma con la que podemos encontrar la compresién y
el estiramiento: usando la energia potencial gravitacional. Como el nivel de
referencia es el indicado en la tltima figura, x. no sélo es la compresién sino
también la altura (que es negativa) del objeto, asi que la energia potencial
gravitacional en el momento 1 se puede escribir como —-mgx.. De forma similar,
la energia potencial gravitacional en el momento 4 se puede escribir como
mgx, porque x, coincide con la altura del objeto en ese momento:

Momento 4
Momento 2

Momento 1 X

Segun el sistema usado, la méxima compresién que llamamos x. coincide con la
altura (que es negativa) del objeto en el momento 1, y el méximo estiramiento que
hemos llamado x, coincide con la altura del objeto en el momento 4.

Como conocemos la masa del objeto y el valor de la energia potencial gravita-
cional en todos los momentos, podemos determinar x.:

Ugl =—mgXc. (1)

Si dividimos por —mg obtenemos

U
St L (2)
mg

Si usamos el hecho de que la masa es de 1 kilogramo y la energia potencial
gravitacional en este punto es de —3.8 joules, llegamos a

Ua

- (-3.8)) —=0.39m=x. (3)
(1kg)(9.81 m/s)

—
m

De forma similar, podemos encontrar el maximo estiramiento usando el valor
de la energfa potencial gravitacional en el momento 4.
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En el punto de méaximo estiramiento, el estiramiento x, coincide con la altura
maxima, que es positiva. Asi, podemos volver a usar la ecuacién (2) pero esta
vez teniendo en cuenta que consideramos la energia potencial gravitacional en
el momento 4:

Ut _

Xe. (4)
mg

Si usamos los valores de cada variable, obtenemos

Uga

—

(37)
(1kg)(9.81 m/s?)

—_——
m

=0.31 m = x,. (5)

Asi, hemos corroborado que lo que se comprime el resorte es mayor que lo que
se estira.

Con x, 0 con x, y con la informacién de la energia potencial elastica podemos
determinar la constante k del resorte. Por ejemplo, en el momento 1 la grafica
3 dice que la energia potencial elastica es de 18.8 joules. Ademads, en ese
momento la compresién es de 0.39 metros, como acabamos de ver. Asi, usando
el hecho de que la energia potencial eldstica es %kxz, podemos despejar k:

1
Uy = Ekxf. (6)

Multiplicando por 2 y dividiendo por x2, obtenemos

20Uy
xZ

k. (7)

Si reemplazamos los valores conocidos, obtenemos

Un
——

2(18.87)

—

Xc

(e) Para hallar la aceleracién del objeto cuando el resorte esta estirado 0.1
metros necesitamos hacer un analisis de fuerzas (note que con la energia no
podemos hallar las aceleraciones). Empecemos por realizar un diagrama de
fuerzas del objeto:
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Diagrama de fuerzas

Cuando el objeto estira el resorte, el resorte produce una fuerza en direccion
contraria al estiramiento (es decir, hacia abajo). Ademas de esta fuerza que apunta
hacia abajo, sobre el objeto actia el peso.

Como el peso y la fuerza producida por el resorte son negativas en Y, la
aceleracion tiene que ser negativa en Y®. Segtin la segunda ley de Newton
obtenemos

- W9 - F,9 = -may. (9)

Ahora, la magnitud del peso es mg y la magnitud de la fuerza del resorte es kx,
donde x es el estiramiento:

-mgy - kxy = —mayp. (10)
Si aplicamos la regla de oro y dividimos por la masa, obtenemos la magnitud
de la aceleracién:

k
—a 11
g+mx a (11)

Si reemplazamos los valores conocidos, la magnitud de esta aceleracién nos da

k
—_——
247.21 kg/s®
0.81 m/s+ CAT2LKE/ST) (01 1) 3453 m/s? a (12)
1 kg
W—/ x
m

Asi que la aceleracion del objeto es de magnitud 34.53 metros sobre segundo
cuadrado y apunta en direccién negativa de Y.

8 La aceleracion es negativa sin importar si el objeto esta subiendo, asi como en los casos de
lanzamiento vertical.
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Problema de repaso 5.11.

Palabras clave: energia mecanica, energia po-
tencial eldstica, energfa cinética, movimiento
parabolico.

Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique su
respuesta:

(1) Sila energia mecédnica de un objeto A es mayor que la de un objeto B,
entonces la energia cinética de B tiene que ser menor que la energia
cinética de A.

(2) Si sobre un objeto acttia el peso y un resorte ideal, y si entre el tiempo
inicial y el tiempo final la energia potencial del sistema aumenté 8 J,
entonces la energfa cinética disminuy6 8 J.

(3) Sila energfa cinética de un objeto se redujo cuatro veces y la masa del
objeto permaneci6 constante, entonces la rapidez del objeto se redujo
por cuatro.

(4) La energia potencial elastica es la misma para cualquier sistema de
coordenadas.

(5) Si un objeto sigue un movimiento parabdlico completo, su energia
cinética disminuye hasta que es cero en el punto mas alto y después
comienza a aumentar.

(1) Falso. Puede suceder que la energfa cinética de B sea mayor que la cinética
de A pero que la energfa potencial de A sea mayor que la de B de tal forma que
la energia mecénica de A sea mayor que la de B.

(2) Verdadero. Como sélo acttia el peso y la fuerza de un resorte ideal, sabemos
que la energia mecdnica total se conserva. Si la energia potencial (que incluye
la gravitacional y la elastica) del sistema aumenté 8 J, la energfa cinética del
objeto tuvo que disminuir 8 J.

(3) Falso. Si la energia cinética se reduce en cuatro y la masa permanece
constante, la rapidez se tiene que haber reducido por dos, no por cuatro. Esto
se aprecia en la ecuaciéon de energia cinética: K = (1/2)mv?. Si dividimos la
rapidez por cuatro, obtenemos K = (1/2)m(v/4)? = (1/2)m(v?/16). Este tltimo
resultado es la energia cinética inicial dividida por 16, no por 4 como dice la
afirmacién.

(4) Verdadero. La energia potencial elastica s6lo depende de la distancia de
compresién o estiramiento y de la constante k, y ninguna de estas variables
depende del sistema de coordenadas.
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(5) Falso. En un movimiento parabdlico la rapidez nunca llega a ser cero porque
la velocidad en X siempre permanece constante y es mayor que cero. Como la
rapidez nunca llega a ser cero, la energifa cinética no puede llegar a ser cero
(pero si es verdad que la energia cinética disminuye mientras el objeto alcanza
la altura méxima).
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Problema (teérico) 5.12.

Palabras clave: trabajo, trabajo en términos
de componentes.

(a) Explique qué es el trabajo.

(b) Escriba y explique la ecuacién que nos permite calcular el trabajo y,
con base en esa ecuacién, diga como se calcula el trabajo de una fuerza
que es antiparalela al desplazamiento y de una fuerza que es paralela
al desplazamiento.

(c) Explique qué es el trabajo neto.

(d) Teniendo en cuenta que el trabajo hecho por una fuerza es la suma
del trabajo hecho por sus componentes, y teniendo en cuenta lo hecho
en (b), escriba una expresiéon del trabajo hecho por una fuerza que
tiene componentes X y Y si el desplazamiento del objeto también tiene
componentes Xy Y.

(a) El trabajo es un concepto que relaciona la fuerza que actiia sobre un objeto
con el desplazamiento del objeto. Para que una fuerza realice trabajo sobre un
objeto, esta debe ir en la direccién del desplazamiento del objeto o en direccién
contraria al desplazamiento del objeto. En los casos en los que la fuerza y
el desplazamiento son paralelos, la fuerza ejerce un trabajo positivo. En los
casos en los que la fuerza es contraria al desplazamiento (es antiparalela al
desplazamiento), la fuerza ejerce un trabajo negativo.

Por ejemplo, si empujamos una nevera una cierta distancia, nuestras manos le
han hecho trabajo positivo a la nevera porque la fuerza con que nuestras manos
la empujan apunta en la misma direccién en la cual la nevera se mueve. Por
el contrario, cuando los frenos de un carro hacen que el carro se detenga, los
frenos le han hecho trabajo negativo al carro porque han ejercido una fuerza
contraria al movimiento del carro.

Ahora, ;qué pasa si la fuerza no es ni paralela ni antiparalela al desplazamiento?
En un caso asi debemos determinar si hay alguna componente de la fuerza que
sea paralela o anti-paralela. Si esa fuerza tiene alguna componente paralela
o antiparalela al desplazamiento entonces dicha componente hara trabajo
positivo o negativo respectivamente. De la inica forma en la que una fuerza no
hace ningtn trabajo es si esa fuerza es perpendicular al desplazamiento, pues
en ese caso la fuerza no tendrd ninguna componente paralela o antiparalela al
desplazamiento.
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Nota 5.6. ;Cuando una fuerza realiza trabajo?

Una fuerza realiza trabajo sobre un objeto si alguna de las siguientes
dos condiciones se cumple:

1. La fuerza es paralela al desplazamiento o tiene alguna compo-
nente paralela al desplazamiento. En este caso la fuerza (o su
componente) realiza trabajo positivo sobre el objeto.

2. La fuerza es antiparalela al desplazamiento o tiene alguna com-
ponente anti-paralela al desplazamiento. En este caso, la fuerza
(o su componente) realiza trabajo negativo.

Finalmente, debemos decir que el simbolo del trabajo que usaremos es W
(por work en inglés), que el trabajo es una cantidad escalar y que tiene las
dimensiones de energia (joules). Esto sugiere, como veremos pronto, que hay
una relacién estrecha entre el trabajo que una fuerza le hace a un objeto y la
energia del objeto.

(b) El trabajo que una fuerza F hace se puede calcular con la siguiente ecuacion:
F-d=W, (1)

donde d es el desplazamiento del objeto y F es la fuerza. La anterior ecuacion
es la de un producto punto entre la fuerza y el desplazamiento. El producto
punto entre dos vectores se define como la multiplicacién entre la magnitud
de ambos vectores por el coseno del angulo entre los vectores. Asi que podemos
escribir la ecuacién anterior asi:

[F][[d]cos6=w, (2)

donde O es el angulo entre la fuerza y el desplazamiento del objeto.

Como se explicé en la seccién anterior, si una fuerza es perpendicular al des-
plazamiento, no realiza trabajo. Esto es precisamente lo que refleja el producto
punto; si la fuerza es perpendicular al desplazamiento, el angulo entre la fuerza
y el desplazamiento es de noventa grados y cos 90° = 0, asi que (2) nos da cero.

Ademas, si la fuerza es antiparalela, el trabajo es negativo y esto es también
cierto de acuerdo al producto punto. El trabajo realizado por una fuerza anti-
paralela al desplazamiento es

E-d = ||| d] cos180° = - |E[ |4

, (3)

pues cuando los vectores son antiparalelos el angulo que forman entre si es
de 180 grados y cos180° = —1. Asf que cuando la fuerza y el desplazamiento
son antiparalelos, calcular el producto punto es muy facil: sélo multiplicamos
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la magnitud de la fuerza por la magnitud del desplazamiento y ponemos un
signo negativo.

Por otro lado, si la fuerza es paralela al desplazamiento, el dngulo que forman
entre s ambos vectores es cero y cos0° = 1, asi que en ese caso el trabajo es
positivo: B . .

= [Fl[ ] cos 0 = [£] ] 4)

Antes de continuar, debemos hacer una aclaracién: la ecuacién (1) para calcular
el trabajo requiere que la fuerza sea constante durante el desplazamiento del
objeto. En el caso en que la fuerza va variando mientras el objeto se desplaza,
el desplazamiento que debemos usar en la ecuacién (1) es un desplazamiento
infinitesimal. En un caso asi, para hallar el trabajo total debemos sumar los
trabajos infinitesimales de cada instante de tiempo. En este libro no debemos
calcular trabajos infinitesimales.

(c) El trabajo neto sobre un objeto es la suma de todos los trabajos que hacen
todas las fuerzas sobre el objeto. Lo podemos representar matematicamente

asi: R
Wn:ZWi:Z(Fi'd-)I (5)

donde la suma se hace sobre todos los trabajos. Notemos que la suma va sobre
todas las fuerzas (por eso el subindice 7), pero el desplazamiento es uno solo
porque el objeto s6lo sufre un desplazamiento (por eso no tiene subindice)”.

(d) Nos dicen que el trabajo hecho por una fuerza es igual a la suma del trabajo
hecho por cada componente de la fuerza. Cada componente de la fuerza hace
un trabajo que depende de la respectiva componente del desplazamiento.
Por ejemplo, la componente X de la fuerza hace un trabajo que depende del
desplazamiento X del objeto y la componente Y de la fuerza hace un trabajo
que depende del desplazamiento Y del objeto. Por supuesto, la componente X
de la fuerza no hace trabajo con la componente Y del desplazamiento, pues la
fuerza en X es perpendicular al desplazamiento en Y.

Como la componente X de la fuerza s6lo puede ser paralela o antiparalela a
la componente X del desplazamiento (pues ambas estan en X), entonces la
componente X de la fuerza haré un trabajo igual a HFXH ||Dx|| si son paralelas,

o igual a — ”I3 || ||lj || si son antiparalelas. Por su parte, la componente Y de
la fuerza hard un trabajo igual a HFJ/H ”Dy || si la fuerza en Y es paralela al
desplazamiento en Y, o igual a — “FZJ ” ||D3,H si son antiparalelas.

donde el signo dependera de si la componente X de la fuerza y del despla-
zamiento son paralelas o antiparalelas. Asi mismo, el trabajo hecho por la

? Por supuesto, el desplazamiento se puede analizar en X y Y, pero en esta ecuacion estamos
refiriéndonos al desplazamiento total.
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componente Y serd i”ﬁy” ||lij El trabajo total hecho por la fuerza es la
suma del trabajo de cada componente (debemos respetar los signos): W =
+[[Ec] [Dx] £ [y [ [Dy -

Nota 5.7. Trabajo

* En general el trabajo que una fuerza F realiza sobre un objeto
se calcula usando la siguiente ecuacién: W =F -d = ||F|| ||dH cos 0,

donde d es el desplazamiento del objeto y 6 es el 4ngulo que se
forma entre la fuerza y el desplazamiento.

* Si la fuerza es paralela al desplazamiento, el trabajo es positivo
y es igual a la multiplicacién de la magnitud de la fuerza y el
desplazamiento: W = HF” Hd”

* Si la fuerza es antiparalela al desplazamiento, el trabajo es la
multiplicacién de la magnitud de los vectores con un signo menos:

W =~ [F[]].
* Si la fuerza es perpendicular al desplazamiento el trabajo es cero.

* También podemos calcular el trabajo si conocemos las compo-
nentes de la fuerza y el desplazamiento, usando la ecuacién
W=z ||13XH ||DxH + ||15y|| ”ij , donde los signos dependen de si cada
componente de la fuerza es paralela o antiparalela a la respectiva
componente del desplazamiento.
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Problema 5.13.

Palabras clave: trabajo, trabajo neto, trabajo
de la friccién.

Un bus de Transmilenio de 25 000 kilogramos de masa aplica sus frenos, pero
hay aceite en el piso y Hércules tiene que ayudarlo a parar. Suponga que el bus
recorre 20 metros antes de que Hércules lo detenga por completo y suponga
que la fuerza que le hace Hércules al bus es constante y de magnitud de 5000
N y se opone al desplazamiento del bus. Ademas, entre el piso y las llantas del
bus hay un coeficiente de friccién dinamico de 0.25.

(a) ¢Cudl es el trabajo que Hércules le hace al bus para detenerlo?
(b) ¢Cudl es el trabajo que el bus le hace a Hércules en ese transcurso?

(c) ¢Cudl es el trabajo neto sobre el bus?

Solucién

:Qué informacion nos dan?

(a), (b) y (c) El bus tiene masa de 25 000 kilogramos, el coeficiente de friccién dindmico entre las
llantas y el piso es de 0.25, y el bus recorre 20 metros antes de detenerse por completo. Ademas,
Hércules ejerce una fuerza de magnitud de 5000 N, que se opone al desplazamiento del bus.

:Qué nos piden?
(a) El trabajo que Hércules realiza sobre el bus.
(b) El trabajo que el bus le hace a Hércules.

(c) El trabajo neto sobre el bus.

(a) En los problemas de trabajo, asi como en los de fuerza, es importante rea-
lizar un diagrama de fuerzas o, al menos, un diagrama en el que se ilustre la
fuerza a la que le vamos a calcular el trabajo. Ademds, en los diagramas para
problemas de trabajo debemos indicar el vector de desplazamiento, pues el tra-
bajo depende del dngulo entre este vector y el vector de la fuerza. Llamaremos



626 Fisica pAso A PASO. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

a estos diagramas en los que aparecen las fuerzas y aparece el desplazamiento
diagramas de trabajo. Como en el punto (c) nos piden el trabajo neto, realicemos
de una vez un diagrama para todas las fuerzas que acttian sobre el bus:

Diagrama de trabajo del
Transmilenio.

Sobre el bus acttian cuatro fuerzas: el peso, la normal, la friccién y la fuerza
que hace Hércules que hemos llamado Fs (esta fuerza apunta en la direccién
negativa del eje X que hemos usado). Ademas, el desplazamiento del bus, que
hemos llamado D (en rojo), apunta en la direccion positiva del eje X del sistema
de coordenadas que hemos elegido.

Nota 5.8. Diagrama de trabajo

En los problemas de trabajo es conveniente realizar un diagrama de
trabajo. Este diagrama no es mds que un diagrama de fuerzas en el que
ademads de las fuerzas indicamos el desplazamiento del objeto.

El trabajo que Hércules le hace al bus se puede calcular teniendo en cuenta que
la fuerza que hace Hércules es antiparalela al desplazamiento. El trabajo que
hace una fuerza que es antiparalela al desplazamiento es simplemente (nota
5.7).

W=F-d=[F[]d]. (1)

Nos dicen que la magnitud de la fuerza que hace Hércules es de 5000 N y la
magnitud del desplazamiento (la distancia recorrida) es de 20 metros, asi que
el trabajo realizado por Hércules es

W, = F;-D = - (5000 N) (20 m) = =100 000 J. (2)
—
1] (o]

(b) El trabajo que el bus le hace a Hércules es muy fécil de calcular si tenemos
en cuenta la tercera ley de Newton. Segtn esta ley, la fuerza que el bus le hace
a Hércules tiene la misma magnitud pero direccién contraria a la fuerza que
Hércules le hace al bus. Asi que el bus le debe de hacer una fuerza de magnitud
de 5000 N en direccién positiva de X (llamemos a esta fuerza Fr). Ademas,
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notemos que el desplazamiento de Hércules tiene que ser el mismo que el del
bus, pues él es arrastrado mientras el bus se detiene.

Como el desplazamiento de Hércules tiene direccién positiva de X y la fuerza
que ejerce el bus tiene también direccién positiva de X, entonces la fuerza y el
desplazamiento son paralelos, asi que el trabajo es simplemente la multipli-
cacién de la magnitud de la fuerza por la magnitud del desplazamiento (nota
5.7):

W=F-d=|F|[d]. (3)

En este caso, como la fuerza tiene magnitud de 5000 N y el desplazamiento
magnitud de 20 metros, obtenemos

Wr =Fr-D = (5000 N) (20 m) = 100000 J. (4)
N—
IEr | ID]

Notemos que este es exactamente el mismo trabajo hecho por Hércules pero
con un signo positivo. Esto no es coincidencia sino un resultado general: el
trabajo que un cuerpo A le hace a B y el que B le hace a A son iguales salvo por
un signo menos. Esto es resultado de la tercera ley de Newton; la fuerza que A
le hace a B tiene signo contrario a la fuerza que B le hace a A, asi que una de
estas fuerzas hara un trabajo positivo y la otra uno negativo.

Nota 5.9. Relacién entre el trabajo que A le hace B y el que B le hace

aA

El trabajo que A le hace a B es igual, salvo por un signo contrario, al
trabajo que B le hace a A; W, = -Wp.

(c) Para calcular el trabajo neto sobre el bus hay que hallar el trabajo que cada
fuerza hace y sumarlos. Ya hallamos el trabajo que Hércules hace, pero sobre
el bus hay tres fuerzas mas: el peso, la normal y la friccién. El trabajo hecho
por el peso es cero porque el peso es perpendicular al desplazamiento (nota
5.7), como se aprecia en el diagrama de trabajo. El trabajo hecho por la normal
también es cero porque la normal también es perpendicular al desplazamiento.
Asi que el inico trabajo que nos queda por calcular es el trabajo de la friccién.

Notemos en el diagrama de trabajo que la friccién es antiparalela al despla-
zamiento, asi que el trabajo realizado por ella estd dado por la ecuacién (1).
La magnitud de la fuerza de friccién dinamica es pyN, asi que la ecuacién (1)
quedaria asi:

Wy, = Fy-d == |y | [d] =N )
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donde d es la distancia recorrida. En este problema es claro que N = mg porque
el bus no tiene aceleracién en Y, asi que la ecuacién (5) se puede escribir asi:

Wfr:_}’ld mg d. (6)
~——
N

Si reemplazamos los valores conocidos, el trabajo realizado por la friccién nos
da

Wy, =—(0.25) (25000 kg)(9.81 m/s?) (20 m) = ~1226250 . (7)
——— e ——
Ha m d

Por lo tanto, el trabajo neto es la suma del trabajo de la friccién maés el trabajo
de Hércules:
W,=100000]J-1226250]=-1126250]. (8)
—_———— — —
W Wy,
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Problema 5.14.

Palabras clave: definicién de trabajo, calculo
de la fuerza a partir del trabajo, cdlculo del
angulo entre la fuerza y el desplazamiento.

Considere las tres situaciones indicadas en el dibujo. En la primera situacién,
José levanta su maletin y lo pone sobre una mesa. En la segunda situacién, José
arrastra el maletin sobre la mesa. En la tercera situacién, José baja de la mesa
su maletin.

(a) Suponga que la magnitud de la fuerza que hace José para levantar la
maleta en la primera situacién es de 50 N y suponga que esa fuerza
es constante. Ademas, el trabajo que hace José sobre la maleta es de
25 joules y la magnitud del desplazamiento es de 1 metro. ;Cual es el
angulo 0 indicado en el dibujo?

(b) Suponga, para la segunda situacién, que el coeficiente de friccién
dindmico entre la mesa y el maletin es de 0.25 y suponga que el trabajo
hecho por la friccién es de —18.75 joules. Ademds, tenga en cuenta que
la fuerza de José es completamente paralela a la superficie de la mesa y
que él arrastra la maleta 0.5 metros. ;Cudl es la masa de la maleta?

(c) Finalmente, para la tercera situacién, suponga que la magnitud del
desplazamiento es de 0.65 metros, y José realiza un trabajo de -30
joules (preste atenciéon al dangulo de 40 grados indicado en el dibujo).
+Cudl es la magnitud de la fuerza hecha por José en esta situacién si la
direccién de la fuerza es completamente vertical?

Situacion 1 Situacion 2 Situacion 3

L, t. t

3 4

cr
|,
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:Qué informacion nos dan?

(a) José ejerce una fuerza de 50 N de magnitud constante, y el trabajo que esa fuerza hace es de
25 joules. Ademads, la magnitud del desplazamiento es de 1 metro.

(b) El coeficiente de friccién dinamico entre la mesa y la maleta es de 0.25 y el trabajo hecho
por la friccién es de —18.75 joules. En este tramo, la fuerza de José es completamente paralela
al desplazamiento que tiene magnitud de 0.5 metros.

(c) La magnitud del desplazamiento es de 0.65 metros, formando un 4ngulo de 40° con respecto
a una linea horizontal (como se ilustra en el dibujo). Ademas, José realiza un trabajo de —30
joules y la fuerza que ejerce es completamente vertical

:Qué nos piden?
(a) Hallar el 4ngulo 6 indicado en la figura de la primera situacién.
(b) Hallar la masa de la maleta.

(c) Determinar la magnitud de la fuerza que hace José en la tercera situacién.

(a) Para la primera situacién ya tenemos el diagrama de trabajo de la maleta,
pues nos indican la fuerza que hace José, que es la tnica fuerza que nos
interesa en esa situacién, y nos indican el desplazamiento. Para hallar el &ngulo
0 tengamos presente que el trabajo que una fuerza hace estd dado por

W = |E||B] cose. (1)

El angulo O de la anterior ecuacién es precisamente el angulo que se forma
entre la fuerza y el desplazamiento y ese es el dangulo que deseamos determinar.
Podemos despejar cos O si dividimos por la magnitud de la fuerza y la magnitud
del desplazamiento:

W
— = cosH. (2)
IE[D]

Si aplicamos arcoseno a ambos lados podemos despejar O en términos de las
variables conocidas:

(3)

w
arccos| ~—=——=1=0
|FD]

Sireemplazamos los valores conocidos, obtenemos

w
—

(257)
(50 N) (1 m)
IEl 1B

arccos( ) =60°=0. (4)
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(b) Como nos dicen el trabajo hecho por la friccién y el coeficiente de friccién, y
como la friccién estd relacionada con la masa (a través de la normal), podemos
hallar la masa de la maleta. Empecemos por realizar el diagrama de trabajo de
la maleta en esta situacién, teniendo en cuenta que hay cuatro fuerzas: el peso,
la friccién, la normal y la fuerza que hace José:

Diagrama de trabajo de la
maleta en la segunda situacién

Y

aa

Como la friccién es antiparalela al desplazamiento, el trabajo hecho por la
friccién (que llamaremos W;) es la multiplicacién de la magnitud de la friccién
con la magnitud del desplazamiento y con un signo menos:

w,= || |B]. 5)

Ahora usemos el hecho de que la magnitud de la friccién es pN. La maleta
no tiene aceleraciéon en Y asi que la magnitud de la normal se puede hallar
teniendo en cuenta que N - W =0 (las tnicas fuerzas en Y son el pesoy la
normal). Por lo tanto, N = mg. Teniendo en cuenta esto, podemos escribir asi a
la ecuacién (5): B
W, = —pumg |D|. (6)
—
I

Ahora podemos despejar la masa de la anterior ecuacién en términos de varia-
bles conocidas:

W,
—ug|D|
Si usamos los valores de cada variable, obtenemos la masa:
W,
—_———
-18.75 I2 =15.29 kg = m. (8)
~(0.25)(9.81 m/s?) (0.5 m)
N~—— ——

# Il
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iEs un maletin pesado!

(c) Para la altima situacién debemos hallar la magnitud de la fuerza hecha
por José. Empecemos por realizar el diagrama de trabajo teniendo en cuenta
que la unica fuerza que nos interesa es la fuerza que hace José y que esta es
completamente vertical:

’J Diagrama de trabajo de la
vV > maleta en la tercera situacion

Para hallar la magnitud de la fuerza podemos usar la ecuacién (1). Si dividimos
por HDH cos 0 en ambos lados de la ecuacién (1), obtenemos

w

‘?7: F . 9
[Bleoso 1| ©)

Notemos antes de reemplazar los valores que el angulo que nos interesa es
el marcado entre la fuerza y el desplazamiento, y ese dngulo no es 40 grados
como podriamos pensar inicialmente. De hecho, en el diagrama de trabajo se
ve que el angulo entre la fuerza y el desplazamiento es de 40 grados mas 90
grados, es decir, es de 130 grados. Por lo tanto, la ecuacién (9) queda asi:

w
—

-307

0.65 mcos130°
———

12l

=71.80 N = |E|. (10)
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Problema (teérico) 5.15.

Palabras clave: trabajo en diferentes sistemas
de coordenadas, seleccién de sistema de coor-
denadas para simplificar cdlculos de trabajo,
trabajo hecho por el peso.

Suponga que un helicéptero realiza un desplazamiento de magnitud Hf) , COMo
se muestra en el dibujo. Desde el tiempo 1 hasta el tiempo 2 la fuerza del motor
es constante de magnitud ”ﬁ,n” y es completamente vertical, mientras que el
desplazamiento marca un dngulo 6 con respecto a una linea horizontal.

(a) Escriba en términos de ||13m || y O las componentes de la fuerza del motor
en ambos sistemas de coordenadas (el rojo y el verde). Ayuda: para
este punto es util considerar las siguientes identidades trigonométricas:
c0s(90° —x) = sinx y sin(90° - x) = cos x.

(b) Escriba en términos de ||§|| y 0 las componentes del desplazamiento
en ambos sistemas de coordenadas.

(c) Escriba una expresioén para el trabajo realizado por el motor teniendo en
cuentaque W =+ ||Fx|| HDx”iHFy H HDy || Haga esto para las componentes
de los vectores en el sistema verde y en el rojo, y compare.

(d) Con base en (c) y usando el sistema de coordenadas rojo, escriba una
expresion para el trabajo realizado por el peso en términos de la masa
del helicéptero y HDV ” Ademas, explique qué cambiaria si en lugar de
subir el helicéptero hubiera descendido.

(e) Vuelva a escribir la expresion del trabajo hecho por el peso pero ahora
en vez de usar ||Dy || use el hecho de que el cambio de altura de un
objeto es hy — h;.

(f) Compare el cambio de energia potencial gravitacional con el trabajo
hecho por el peso calculado en el punto anterior.
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Tiempo 2

. Policia
Tiempo 1

D

:Qué informacion nos dan?

(a), (b) y (c) Un helicéptero realiza un desplazamiento de magnitud HD || que marca un angulo 6
con una linea horizontal. El motor ejerce una fuerza de magnitud ||13m H que es completamente

vertical. Nos recuerdan la ecuacién W = + HFX“ ||Ijx || + HFZJ || ||ij || y ademds nos dan dos sistemas
de coordenadas.

(d) Debemos usar el sistema de coordenadas rojo y los resultados de (c).

(e) y (f) El cambio de altura de un objeto es hf —h;.

:Qué nos piden?
(a) Escribir las componentes de la fuerza del motor en ambos sistemas de coordenadas (el
rojo y el verde) en términos de ||Fm || y 6.

(b) Escribir las componentes del desplazamiento en ambos sistemas de coordenadas en
términos de ||D|| y 0.

(c) Escribir una expresion para el trabajo realizado por el motor segiin ambos sistemas de
coordenadas.

(d) Escribir una expresion para el trabajo realizado por el peso en términos de la masa del
helicéptero y | Dy |-

(e) Escribir la expresion hallada en (d) teniendo en cuenta que el cambio de altura de un
objeto es iz — h;.

(f) Comparar la expresién hallada en (e) con el cambio de energia potencial gravitacional.

(a) Empecemos por descomponer la fuerza del motor en el sistema rojo. En ese
sistema, la fuerza es paralela al eje Y asi que no hay que descomponerla:
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ol

X

Asi, en este sistema la magnitud de la componente X es cero y la magnitud de
la componente Y es HF,,, ||

|Enx] =0, (1)
|y = |- (2)

En el sistema verde si habria que descomponer la fuerza:

Notemos en el dibujo que la magnitud de la componente Y es = Hﬁm” sina
mientras que la magnitud de la componente X es = Hﬁm” cosa. Sin embargo,
nos piden que expresemos estas componentes en términos del angulo 6. Para
hacer eso, notemos que el vector ||13m|| de la fuerza del motor es perpendicular
a la linea negra punteada, asi que el 4ngulo formado entre esta linea y el vector
es 90 grados. Como se aprecia en el dibujo a+ 6 = 90°. Es decir, « = 90° - 6.
Teniendo en cuenta esto, podemos escribir la magnitud de las componentes de
la fuerza de la siguiente manera:

| Euns|| = |Em| cos o = |[Em || cos(90° - 0), (3)
||13m3,H = ngmH sina = ”I:“m” sin(90° - 0). (4)

Ademis, si usamos que cos(90° —x) =sinx y que sin(90° — x) = cosx esto nos
da

[Evie] = [[Em]sine, (5)
[Eony| = [[En] cos®. (6)
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(b) Ahora descompondremos el desplazamiento en los dos sistemas de coorde-
nadas. En el sistema rojo el desplazamiento se descompondria asi:

Segtn este dibujo, la componente X del desplazamiento es HD” cos0y la com-
ponente Y es HDH sin O:

|| = | cose, )
|| - |5 sine. )

En el otro sistema el desplazamiento estd alineado con el eje X, asi que no hay
que descomponerlo (su componente Y es cero):

| Dx[[ =D
|Dy| = o. (10)

, (9)

(c) Ahora que conocemos las componentes de la fuerza y del desplazamiento
en cada sistema podemos calcular el trabajo usando la ecuacién

W =2 Ex[[ |1 D] = £, | [ Dy

, (11)

donde los signos dependen de si la componente de la fuerza es o no paralela
a la del desplazamiento. En el sistema rojo, la magnitud de la componente X
de la fuerza es cero y la magnitud de la componente Y es ||Fm || Ademas, la
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magnitud de la componente X del desplazamiento es ||Ij|| cos 0 y la magnitud
de la componente Y es HD” sin ® —ver ecuaciones (7) y (8)—:

W= (0) (|B]cos6)+|Ful |B]sin = |En]|B] sin®. (12)
f/—/_/_/ —_——— —
Ewd 150 [Fl 15

En el sistema verde, la magnitud de la componente X de la fuerza es Hﬁmx” =
HF?,, H sin O y la magnitud de la componente Y es ||me || = ||Fn, H cos O —ecuaciones
(5) y (6)—. Ademas, la magnitud de la componente X del desplazamiento en
este sistema es ||lj|| y la magnitud de la componente Y es cero:

W = (|En|sin®) [D| +(|Fm| cos®) (0) = ([[En[sin®)|D]. — (13)
~—— —
IEme 1|5 ] [Fwyll D]

Notemos que este es exactamente el mismo resultado que hemos obtenido
anteriormente con la ecuacién (12) (el orden de los factores esta cambiado).
Asi, hemos comprobado que el trabajo realizado por una fuerza no depende del
sistema de coordenadas usado'°.

Por otro lado, debe ser claro que para aprovechar la ecuacién (11) podemos
buscar un sistema que tenga un eje alineado con la fuerza (como el sistema
rojo) o con el desplazamiento (como el sistema verde). Si hacemos esto, s6lo
nos quedara uno de los dos términos de esa ecuacién, pues el otro seré cero.

Nota 5.10. Sistema de coordenadas conveniente para calcular el

trabajo

Para calcular el trabajo usando la ecuacién W = + ||13XH “DXH + Hﬁy H ||Dy ||
es muy conveniente usar un sistema de coordenadas segun el cual
la fuerza o el desplazamiento se alineen con alguno de los ejes. Si
alineamos un eje con la fuerza o con el desplazamiento, el trabajo seré
la multiplicacién de la fuerza en ese eje con el desplazamiento en ese
mismo eje y nos podemos olvidar de todo lo que pase en el otro eje. Si,
por ejemplo, alineamos el desplazamiento con el eje Y, el trabajo sera
solo Fy D, porque el otro término seré cero (Dy seria cero).

(d) Teniendo en cuenta lo anterior, el trabajo realizado por el peso es facil
de calcular. Si escogemos el sistema rojo, el peso estard alineado con el eje
Y. Asi que para calcular el trabajo sélo nos interesara la componente Y del
desplazamiento:

10 Esto es valido para sistemas que no se mueven entre si, si los sistemas se mueven la magnitud
del desplazamiento puede cambiar y entonces el trabajo puede cambiar.
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Y

.
\ 214

[ Usamos un sistema en el cual el peso estd alineado con el eje Y. |

En este caso la componente Y del desplazamiento es antiparalela al peso, asi
que el trabajo realizado por el peso es simplemente

W == |W[[Dy [ = -mg Dy, (14)

donde el signo menos aparece porque los vectores son antiparalelos y donde
hemos usado el hecho de que la magnitud del peso es mg.

Si el helicoptero descendiera en lugar de subir, el analisis para el trabajo del
peso seria igual, s6lo que la componente Y del desplazamiento apuntarfa hacia
abajo, paralela al peso:

Y

Si el helicoptero descendiera la componente Y del desplazamiento seria paralela
al peso.

En este caso el trabajo realizado por el peso es positivo porque el peso es
paralelo a la componente Y del desplazamiento, y el trabajo estd dado por

W = [W|[Dy| = mg|Dy|. (15)

Lo mejor de todo es que, como vimos en el punto anterior, el trabajo no depende
del sistema de coordenadas asi que las ecuaciones (14) y (15) son validas sin
importar el sistema que usemos. Como muestran estas ecuaciones, para calcular el
trabajo hecho por el peso sélo nos va a importar cudnto subié el objeto o cudnto
bajo (es decir, la magnitud de la componente vertical del desplazamiento).

(e) Podemos escribir lo que sube o lo que baja el objeto como la diferencia de
altura hf —h; en vez de como ||Dy|| Como vimos en el numeral anterior, si un

objeto sube podemos escribir el trabajo hecho por el peso como —mg ||Dy , asi

que si ||ij” es igual a iy — h;, esto es lo mismo que —mg(hy - h;).
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Ahora, notemos que si el objeto desciende hy — h; serd negativo, pues la altura

final sera menor que la inicial. Pero ”Dy H es siempre positivo porque es la
magnitud de un vector, asi que cuando el objeto baja no podemos reemplazar
Hﬁy H usando hy - h;. Pero podemos arreglar esto si ponemos un signo negativo:
=(hs=h;) (el signo negativo de afuera cancela el que sale de la resta h¢ - h;). Asi
que cuando el objeto baja podemos reemplazar Hﬁy H con —(hs - h;) y entonces
la ecuacién mg ||13y|| se puede escribir como -mg(hs - h;). Se puede ver que
-mg(hs —h;) es exactamente la misma férmula que habiamos escrito cuando
el objeto subia. Asi que si sube o si baja, el trabajo hecho por el peso se calcula
igual, con

Wy =-mg(hs - h;). (16)

Esta ecuacién para el trabajo hecho por el peso es completamente general
porque, como ya mostramos, el trabajo no depende del sistema de coordenadas
usado.

(f) Finalmente, debemos comparar el resultado anterior para el trabajo rea-
lizado por el peso con el cambio de energia potencial gravitacional, que es
AUy =mg(hs—h;) (nota 5.2). Note que el trabajo realizado por el peso dado por
la ecuacién (16) es precisamente el cambio de energia potencial gravitacional
pero con un signo negativo. Es decir, el trabajo que hace el peso es igual al
negativo del cambio de energia potencial gravitacional. Por ejemplo, si el peso
realiza un trabajo de 100 joules, la energia potencial gravitacional disminuye
100 joules.

Nota 5.11. Trabajo hecho por el peso

El trabajo realizado por el peso sdlo depende del desplazamiento verti-
cal del objeto, es decir, s6lo depende de hy — h;. El trabajo hecho por el
peso se calcula usando la ecuacién Wy, = —mg(hs - h;).

Notemos que si el objeto sube esta ecuacién nos da negativa y entonces
el trabajo hecho por el peso es negativo, lo cual tiene sentido porque si
el objeto sube el desplazamiento vertical del objeto sera “hacia arriba”
mientras que el peso siempre apunta hacia abajo. Por el contrario, si el
objeto desciende, esta ecuacion es positiva porque hy —h; serd negativo.
Esto tiene sentido porque en ese caso el desplazamiento vertical sera
hacia abajo, en la misma direccién del peso.

Ademais, el trabajo hecho por el peso es igual al negativo del cambio de
energia potencial gravitacional: W, = ~AUs.

No sobra resaltar que para el trabajo hecho por el peso son irrelevantes
las otras componentes del desplazamiento; s6lo importa el cambio
de altura porque el peso no tiene componentes en otras direcciones
diferentes a la direccidn vertical.
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Problema de repaso 5.16.

Palabras clave: trabajo en diferentes sistemas
de coordenadas, seleccién de sistema de coor-
denadas para simplificar calculos de trabajo,
trabajo hecho por el peso.

Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique su
respuesta:

(1) El trabajo que una fuerza hace sobre un objeto se puede calcular consi-
derando tnicamente la componente del desplazamiento que es paralela
o antiparalela a dicha fuerza y podemos ignorar todas las demds com-
ponentes.

(2) Si s6lo conocemos las componentes de la fuerza y del desplazamiento,
la forma mas sencilla de calcular el trabajo es usando la ecuacién

W = HﬁH HJH cos 0.

(3) Si un camién de masa m desciende desde un pueblo en la montana
hasta el nivel del mar, y un helicéptero de masa m desciende desde el
mismo pueblo hasta el nivel del mar, entonces el trabajo hecho por el
peso serd mayor para el camién porque recorri6é una ruta mas larga.

(4) El trabajo nunca depende de la distancia total recorrida por el objeto,
sino s6lo del cambio de altura.

(5) El trabajo que A le hace a B es el mismo que el negativo del trabajo que
Ble hacea A.

(1) Verdadero. Si alineamos uno de los ejes con la fuerza, entonces la tnica
componente del desplazamiento que nos interesa para calcular el trabajo es
aquella que esté alineada con ese mismo eje, es decir, aquella que sea paralela
o antiparalela a la fuerza. Las otras componentes del desplazamiento seran
perpendiculares y entonces no haran trabajo.

(2) Falso. Si sélo conocemos las componentes de la fuerza y del desplazamiento
la forma mas simple de calcular el trabajo no es usando la ecuacién W =
HFH Hd“ cos O porque nos tocaria hallar el 4ngulo y la magnitud de la fuerza.
La forma mas sencilla para calcular el trabajo en este caso es con la ecuaciéon
W =2 | Ex] |1 D] = |£, ] [ Dy -

(3) Falso. El trabajo hecho por el peso no depende de la distancia total recorrida
sino del cambio de altura; ~mg(hs - h;). En este caso la masa y el cambio de
altura son iguales asi que el trabajo del peso sobre el helicéptero es igual al
trabajo del peso sobre el camién.
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(4) Falso. La gran mayoria de las veces el trabajo si depende de la distancia
recorrida, sélo en casos especiales, como con el peso, el trabajo no depende de
la distancia recorrida.

(5) Verdadero. Como se explicé en la nota 5.9, el trabajo que A le hace a B es
igual al trabajo que B le hace a A con un signo negativo (esto viene de aplicar
la tercera ley de Newton).
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Problema 5.17.

Palabras clave: trabajo del peso, trabajo de la
normal, trabajo de fuerzas no conservativas,
relacién entre la fuerza y la energifa cinética.

Considere las dos cabinas de teleférico ilustradas en el siguiente dibujo. En la
primera esta Leonardo y en la segunda esta Ricardo. Suponga que la masa de
Leonardo y de Ricardo es la misma: 70 kilogramos. Y suponga que la masa de
las cabinas también es la misma: 300 kilogramos (sin incluir a los pasajeros).
Suponga que ambos teleféricos subieron desde 1000 metros sobre el nivel del
mar hasta 1600 metros sobre el nivel del mar.

(a) ¢Cual fue el trabajo hecho por el peso para cada cabina (considere a los
pasajeros como parte de la cabina)?

(b) ¢Cual fue el trabajo hecho por la fuerza normal sobre Leonardo y
sobre Ricardo, suponiendo que ambas cabinas suben con velocidad
constante?

(c) Sila magnitud de la fuerza que hace el mecanismo del teleférico (la
parte amarilla que va sobre la cuerda) para subir es igual en ambos
casos y apunta en direccién de la cuerda, jen cudl caso ese mecanismo
hace mas trabajo? ;EI trabajo hecho por el mecanismo de las cabinas
depende de la distancia recorrida?

(d) Mientras suben las cabinas, ;la energia mecdnica de estas permanece
constante o no?

(e) ;Qué pasaria con la energia cinética de las cabinas si suponemos que
todo sigue igual pero la fuerza que hace el mecanismo de las cabinas
aumenta?
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:Qué informacion nos dan?

(a), (b), (c), (d) y (e) Ambas cabinas tienen una masa de 300 kilogramos. Leonardo y Ricardo
tienen masa de 70 kilogramos. Ambas cabinas subieron con velocidad constante desde los 1000
metros hasta los 1600 metros. La fuerza que hace el mecanismo de las cabinas para subirlas
tiene la misma magnitud.

¢Qué nos piden?
(a) Calcular el trabajo hecho por el peso para cada cabina (debemos tener en cuenta los
pasajeros).
(b) Calcular el trabajo hecho por la fuerza normal para Ricardo y para Leonardo.

(c) Decir en qué caso el mecanismo que sube a las cabinas hace mas trabajo, en el de
Leonardo o en el de Ricardo. Con base en esto debemos decir si el trabajo del mecanismo
de las cabinas depende de la distancia recorrida.

(d) Debemos decir si la energfa mecdnica de las cabinas permanece o no constante mientras
las cabinas suben.

(e) Debemos decir qué pasaria con la energifa cinética de las cabinas si los mecanismos de
cada cabina hicieran una fuerza de mayor magnitud.

(a) Para resolver esta pregunta no es necesario ni siquiera realizar el diagrama
de trabajo de las cabinas ni de sus ocupantes. Recordemos que el trabajo
realizado por el peso sélo depende del cambio de altura del objeto y de la masa
(nota 5.11):

Wy =-mg(hs - h;). (1)

El 4ngulo que marcan las cuerdas con la linea punteada vertical no nos interesa,
porque, como acabamos de decir, lo tinico que importa para el trabajo realizado
por el peso es la masa y el cambio de altura. En ambos casos el cambio de altura
es de 600 metros. Y como la masa total de cada cabina es de 300 kilogramos
mas 70 kilogramos (el peso de los ocupantes), entonces el trabajo hecho por el
peso es

W, = — (370 kg)(9.81 m/s?) (1600 m — 1000 m) = -2177820J.  (2)
—_——
m hf—h,‘

Que el trabajo haya sido negativo indica que las cabinas subieron.

Por supuesto, el desplazamiento total de cada cabina no fue el mismo porque la
direccién de este desplazamiento fue distinto en cada caso, pero, como hemos
repetido, al trabajo hecho por el peso no le interesa el desplazamiento total del
objeto, sélo el desplazamiento vertical.

(b) Para hallar el trabajo ejercido por la fuerza normal en cada caso debemos
realizar un diagrama de trabajo para Leonardo y Ricardo. Empecemos por
Leonardo.
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Diagrama de trabajo de Leonardo

La fuerza que nos interesa en este numeral es la normal sobre los pasajeros. La
normal es perpendicular al piso de la cabina, asi que apunta de forma vertical y
forma un dngulo de 75 grados con el desplazamiento de Leonardo. Hemos usado
un sistema en el cual la normal es paralela al eje Y.

Ahora que tenemos el diagrama de trabajo de Leonardo podemos determinar
el trabajo realizado por la fuerza normal. Notemos que como hemos usado
un sistema de coordenadas en el que el eje Y es paralelo a la normal, no es
necesario considerar la componente X del desplazamiento.

Como la componente Y del desplazamiento es paralela a la normal, el trabajo
producido por la normal serd

Wor = [Ni[[ | Dy [ 3)

Tanto para Leonardo como para Ricardo la magnitud de la fuerza normal
debe ser igual a la magnitud del peso, pues las cabinas suben con velocidad
constante, asi que sus ocupantes también tienen velocidad constante y segtin
la segunda ley de Newton N - W = 0 (las tnicas fuerzas en Y son el peso y
la normal). Por lo tanto, el trabajo realizado por la normal para el caso de
Leonardo es _

Wy = mg HDZ;} ” (4)

—

%]

Sélo nos falta determinar ||Dly || Pero ya conocemos ||Dly , pues la magnitud
del desplazamiento en Y es igual a la altura subida por las cabinas, la cual es,
en ambos casos, 600 metros. Asi que el trabajo realizado por la normal para
Leonardo es

W,1 = (70 kg)(9.81 m/s?) (600 m) = 412020 J. (5)
— —
i 1By
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Este trabajo de la normal tiene que ser igual al trabajo realizado por la normal
sobre Ricardo, pues la magnitud del desplazamiento en Y es el mismo y la
masa de Ricardo y Leonardo son la misma. Asi que no tenemos que hacer el
diagrama de trabajo de Ricardo.

Notemos que también hubiéramos podido calcular el trabajo usando la ecua-
cibon W=F.d = HF” HD” cos 0, pero en ese caso habriamos tenido que calcular
||D|| A veces, como hicimos aqui, es mucho més sencillo hallar el trabajo pen-

sando sélo en qué componente del desplazamiento es paralela o antiparalela a
la fuerza.

(c) Para determinar qué motor de qué cabina realiza mayor trabajo, empecemos
por realizar el diagrama de trabajo de cada cabina:

Diagrama de trabajo de
la cabina de Ricardo

Diagrama de trabajo de la cabina
de Leonardo

La fuerza que nos interesa en este numeral es la fuerza que hace el motor de
cada cabina. Hemos llamado F; a la fuerza de la cabina de Leonardo y F), a la de
la cabina de Ricardo. Esta fuerza es paralela al desplazamiento (es paralela a la
cuerda) y su magnitud es la misma en la cabina de Leonardo y en la de Ricardo.

Como se ve en el diagrama de trabajo, en ambos casos la fuerza que hace el
motor es paralela al desplazamiento de la respectiva cabina. Asi que en ambos
casos el trabajo estard dado por la multiplicacién de la magnitud de la fuerza
por la magnitud del desplazamiento:

w, = |F]15]. ()

En ambos casos la magnitud de la fuerza del motor es la misma asi que la
unica diferencia que puede haber entre los trabajos es la magnitud del despla-
zamiento. Como el angulo con el que sube la cabina de Leonardo es menos
inclinado que el de la cabina de Ricardo, entonces la cabina de Leonardo tiene
que recorrer mayor distancia para subir los mismos 600 metros.

Otra forma de ver que la distancia recorrida por la cabina de Leonardo es
mayor es asi: notemos en el altimo dibujo que ||D1 ” c0s75° = 600 m. Por otra

parte, DrH c0s40° =600 m. Como cos40° es mayor que cos75° y como ambas

ecuaciones nos dan 600 metros, entonces HDTH tiene que ser menor que ”Dl H

Como la cabina de Leonardo recorre més distancia y como la fuerza es la
misma, entonces el trabajo ejercido por el motor de la cabina de Leonardo fue
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mayor que el de la cabina de Ricardo. Asi que, a diferencia del peso, el trabajo
ejercido por el motor de la cabina depende de la distancia total recorrida.

Cuando el trabajo hecho por una fuerza depende de la distancia recorrida,
decimos que esa fuerza es no conservativa. Asi, la fuerza hecha por el motor
de las cabinas no es conservativa (esto sera explicado con mas detalle en los
siguientes problemas).

(d) Para determinar si la energia mecdnica de las cabinas cambia mientras
suben debemos determinar si la suma de la energia cinética con la potencial
gravitacional cambia o permanece constante. Es claro que la energia potencial
gravitacional de cada cabina estda aumentando porque las cabinas estan su-
biendo. Por otra parte, la energfa cinética de las cabinas permanece constante
porque las cabinas suben con rapidez constante; (1/2)mv? permanece constan-
te. Como la energifa mecénica es la suma de ambas energias y como la cinética
permanece constante pero la potencial gravitacional aumenta, entonces la
energia mecanica de las cabinas aumenta mientras suben.

Que la energia mecdnica no permanezca constante no nos deberia sorprender
si tenemos en cuenta que la conservaciéon de la energia mecanica sélo aplica en
los casos en los que un objeto esta sujeto al peso y a la fuerza elastica de un
resorte ideal. En este problema, ademds del peso, tenemos la fuerza que hace
el mecanismo de las cabinas.

(e) Si la fuerza de los mecanismos de las cabinas aumenta, entonces segin
la segunda ley de Newton la aceleracién de las cabinas aumenta, asi que la
velocidad aumenta. Y como en este caso la direccién de la velocidad apunta en
el sentido de la fuerza, al aumentar la velocidad aumentara la rapidez (si la
velocidad inicial fuera en sentido contrario de las fuerzas, entonces al aumentar
la velocidad no necesariamente aumentara la rapidez). Y si aumenta la rapidez
entonces aumentara la energia cinética de las cabinas. En resumen, si aumenta
la fuerza que hacen las cabinas aumenta la energia cinética de las cabinas.

Lo dicho aqui no sélo aplica para estas cabinas. Pronto veremos que hay una
relacién fundamental ente el trabajo que hace una fuerza y el cambio de energia
cinética de un objeto.



ENERGIA 647

Problema 5.18.

Palabras clave: trabajo del peso, trabajo de la
friccién, trabajo de fuerzas no conservativas,
trabajo neto a través de dos rutas distintas.

Un buzo de masa de 65 kilogramos quiere investigar un cofre que yace en el
fondo del mar y después quiere investigar un ancla que esta cerca del cofre,
como se ilustra en el dibujo. El buzo parte del punto 1 y planea ir al punto 2
donde estd el cofre, después al punto 3 donde esta el ancla y después regresara
al punto 1. El punto 2 estd a 1 metro de altura con respecto al fondo del mar
mientras que el punto 3 estd precisamente en el fondo del mar, como se indica
en el dibujo. Un compariero del buzo sugiere dos rutas diferentes para que
el buzo realice su recorrido: una pintada en amarillo y la otra pintada en
blanco. La distancia total del recorrido de la ruta amarilla es Da y la distancia
total del recorrido de la ruta blanca es Db (note que la ruta blanca es més
larga). Suponga que en todo el recorrido el agua ejerce una fuerza de friccién
constante de magnitud Fr que siempre se opone al desplazamiento del buzo y
suponga que las tnicas fuerzas que acttian sobre el buzo son esta friccién y el
peso.

(a) Entre el punto 2 y 3 calcule el trabajo realizado por el peso. ;Este
trabajo depende de la ruta?

(b) Para ambas rutas, escriba una expresién para el trabajo neto sobre el
buzo desde que parte de 1 hasta que regresa a 1. Esta expresién debe
quedar en términos de Fr y de la distancia total del recorrido de cada
ruta.

(c) Con base en (b), diga en qué ruta el trabajo neto sobre el buzo es mayor.
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:Qué informacion nos dan?

(a), (b) y (c) Un buzo de masa de 65 kilogramos parte del punto 1, va a ir al punto 2, después
al punto 3 y finalmente regresard al punto 1. El punto 2 estd a un metro del fondo del mar,
mientras que el punto 3 estd en el fondo del mar. La distancia total de la ruta amarilla es D, y
la distancia total de la ruta blanca es Dy, El agua ejerce una friccién constante de magnitud Fr
que siempre se opone al desplazamiento del buzo. Las tinicas fuerzas que acttan sobre el buzo
son la friccién y el peso.

:Qué nos piden?
(a) Calcular el trabajo hecho por el peso desde el punto 2 hasta el 3 y explicar si este trabajo
depende de la ruta.

(b) Para cada ruta debemos escribir una expresion para el trabajo neto sobre el buzo en
términos de la friccion del agua y de la distancia de cada ruta.

(c) Decir en cudl ruta el trabajo neto sobre el buzo es mayor.

(a) El trabajo realizado por el peso es muy facil de calcular si conocemos la
altura final y la altura inicial (nota 5.11):

Ww:_WIg(hf_hi)' (1)

Si ponemos nuestro nivel de referencia para medir la altura en el fondo del
mar, entonces la altura del cofre serd de 1 metro y la altura del ancla de cero
metros. Si ademds tenemos en cuenta que la masa del buzo es de 65 kilogramos,
la ecuacién (1) queda

Wy = — (65 kg)(9.81 m/s*)(0m - 1 m) = 637.65J. (2)
N , —— ——
m hy hi

El trabajo del peso nos da positivo porque desde el punto 2 hasta el 3 el buzo
estd descendiendo y entonces el desplazamiento vertical es paralelo al peso.

Como la altura final e inicial son las mismas para ambas rutas, no importa la
ruta que escoja el buzo, el trabajo realizado por el peso sera igual.

(b) Ahora debemos escribir una expresién para el trabajo neto de cada ruta. El
trabajo neto sobre el buzo para todo el recorrido es la suma de los trabajos que
todas las fuerzas realizan sobre él. Las tinicas fuerzas son el peso y la friccién
del agua. Asi, debemos calcular el trabajo total que el peso realiza sobre el
buzo y sumarlo con el trabajo total que la friccién realiza y hacer esto para
ambas rutas.

Empecemos por el trabajo total del peso. Es facil ver que el trabajo total
realizado por el peso es cero para cualquiera de las dos rutas, pues la altura
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inicial y la altura final son iguales (el buzo regresa al punto inicial, asi que su
cambio de altura es cero):

Wy =-mg(hy —h;) =0, (3)

donde hemos llamado h; a la altura del punto 1. También hubiéramos podido
calcular el trabajo realizado por el pesoentre 1 y 2, entre 2y 3yentre3y1ly
sumarlos (es un buen ejercicio para el lector comprobar que eso también daria
cero). Asi que el peso no contribuye al trabajo neto sobre el buzo.

El trabajo neto realizado por la friccién no es tan simple porque debemos
calcularlo para los desplazamiento entre los puntos 1 y 2, entre 2 y 3 y entre 3
y 1 y sumarlos (para el trabajo hecho por la friccién no hay una ecuacién como
(3) en la que sélo debemos considerar el punto inicial y final).

Ruta amarilla:

Debemos tener en cuenta que en el enunciado nos dicen que la friccién siempre
se opone al desplazamiento del buzo. Como la friccién es antiparalela al
desplazamiento, entonces el trabajo hecho por esta fuerza es simplemente

Wr=-[[F[[|d] (4)
en cada tramo. El trabajo de la friccién entre 1 y 2 esta dado por
, (5)

donde d;, es el desplazamiento entre los puntos 1 y 2 segtn la ruta amarilla
(no conocemos este desplazamiento). Si hacemos esto mismo para el desplaza-
miento d3 entre 2y 3, teniendo en cuenta que la magnitud de la friccion es la
misma siempre, obtenemos

Wiz ==F, |dy2

Wr23 =-F; H‘{B” (6)

Finalmente, aplicamos la misma ecuacion para el desplazamiento d3; entre 3
y 1:
W31 = —F, |ds1]. (7)

Si sumamos todos los trabajos de la friccién para hallar el trabajo total de la
friccién para la ruta amarilla, obtenemos

Wii2 + Wiz + Wr3p = —F; H&z” —-F ||Jz3|| —-F, ||6i31 I (8)
Si sacamos factor comun de F,, esto nos da:
Wrra = ~Fp (|dia] + | ds| + | ds1 ) )

Notemos que esta expresién no puede ser la respuesta final porque no conoce-
mos las diferentes distancias que aqui{ aparecen. Pero note que la suma que esta
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entre paréntesis no es mas que la distancia total recorrida por el buzo en la ruta
amarilla porque la magnitud de cada desplazamiento es la distancia de ese des-
plazamiento, asi que la suma de las magnitudes de todos los desplazamientos
es la distancia total. Asi, la ecuacién (9) es igual a

Wrrq = =F;D,. (10)

Note que este es el trabajo neto hecho por la friccién pero también es el trabajo
neto sobre el buzo en la ruta amarilla porque el peso no hizo trabajo.

Ruta blanca:

Ahora, el lector puede sospechar correctamente que el andlisis para hallar el
trabajo de la friccidn para la ruta blanca es exactamente igual, s6lo que esta
vez los distintos desplazamientos intermedios seran otros (la magnitud de la
friccién es la misma, F,). Esta vez los podemos llamar D12, D3 y Ds,, donde
usamos la D mayuscula para diferenciar estos desplazamientos de los de la
ruta amarilla.

Como el andlisis es el mismo, podemos aplicar directamente la ecuacién (9)
pero con los nuevos desplazamientos:

Wrp = =F; (|Diz]+ [ Das| + [ D1 ). (11)

La suma entre paréntesis es la distancia total del recorrido de la ruta blanca:

Wr,p = —F; Dy, (12)

Como antes, este es el trabajo neto sobre el buzo en la ruta blanca porque el
peso no hizo trabajo.

(c) Debemos comparar el trabajo total de la friccién de la ruta blanca con el de
la ruta amarilla. Notemos a partir de las ecuaciones (10) y (12) que el trabajo de
la friccién depende de la distancia total. Como la fuerza de friccién es la misma
en ambas rutas, entre mayor sea la distancia, mas negativo sera el trabajo. Del
dibujo inicial es claro que la ruta blanca es mas larga, asi que en esa ruta el
trabajo de la friccién sera mas negativo. Por lo tanto, el trabajo neto sobre el
buzo es mayor en la ruta amarilla, pues es menos negativo.

Nota 5.12. Trabajo hecho por la fuerza de friccién dinamica

El trabajo realizado por una fuerza de friccién dindmica depende de
la distancia total del recorrido. Cuanto mayor sea esta distancia, mas
trabajo negativo realiza la friccién dindmica.
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Problema (teérico) 5.19.

Palabras clave: fuerza conservativa, fuerza no
conservativa, comportamiento de la energia
mecdanica cuando fuerzas no conservativas ha-
cen trabajo.

(a) Explique la relacién entre las fuerzas conservativas y la energia mecani-
ca de un sistema, y entre las fuerzas no conservativas y la energia
mecdnica del sistema.

(b) Explique la relacién entre el trabajo hecho por una fuerza conservativa
y el desplazamiento del objeto, y entre el trabajo hecho por una fuerza
conservativa y la distancia total recorrida por el objeto. Explique esto
mismo pero para el caso de fuerzas no conservativas.

(c) Explique cudl es la relacién entre el trabajo hecho por una fuerza
conservativa y el cambio de energia potencial.

(d) Suponga que una fuerza no conservativa hace un trabajo positivo W
sobre un sistema. Después, otra fuerza no conservativa hace un trabajo
negativo W, sobre el mismo sistema. Si la energia mecanica inicial del
sistema antes de que la primera fuerza conservativa actuara era E,;;,
escriba una expresion en términos de E,;;, W; y W, para la energia
mecdnica del sistema después de que ambas fuerzas no conservativas
actuaron. jCambiarfa su respuesta si las dos fuerzas hubieran actuado
simultdneamente, o si la segunda fuerza hubiera actuado antes de la
primera?

(e) Con base en el punto (d), escriba una expresién para la energia mecani-
ca final de un sistema si la energia mecanica inicial del sistema es
E,i y si hay N fuerzas no conservativas actuando sobre el sistema.
;Cambiaria su respuesta si hubiera, ademas de las N fuerzas no conser-
vativas, algunas fuerzas conservativas?

(a) Una forma de explicar la relacién entre la energia mecéanica y las fuerzas
conservativas es considerando lo que dijimos en la nota 5.5: “Cuando sobre un
objeto las tnicas fuerzas que actian son el peso y la fuerza de un resorte ideal,
entonces la energia mecanica del sistema se conserva”. Resulta que una fuerza
conservativa es precisamente una fuerza que conserva la energia mecénica de
un sistema y por eso se llama asi; el peso es una fuerza conservativa porque
conserva la energfa mecanica de los objetos; la fuerza que hace un resorte ideal
es conservativa porque conserva la energia mecanica del sistema objeto-resorte.
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Por el contrario, una fuerza no conservativa es una fuerza que puede alterar
la energia mecanica del sistema. Si una fuerza no conservativa hace cierto
trabajo W sobre cierto sistema, entonces la energia mecanica inicial del sistema
cambia por la cantidad W. El trabajo realizado por las fuerzas no conservativas
aumenta la energia mecédnica del sistema si el trabajo es positivo, o la disminuye
si el trabajo es negativo. Por ejemplo, si una fuerza no conservativa le hace un
trabajo de 50 joules a un sistema, entonces la energia mecénica del sistema
aumenta en 50 joules.

Ejemplos cldsicos de fuerzas conservativas son el peso, la fuerza de un resorte
ideal, la fuerza eléctrica. Ejemplos de fuerzas no conservativas son la normal,
la friccién o la fuerza que hace un motor.

(b) El trabajo realizado por una fuerza conservativa no depende de la distancia
total recorrida por el objeto sino s6lo de cudl es el punto inicial y cudl es el
punto final del recorrido. En otras palabras, para el trabajo de las fuerzas
conservativas sélo importa el desplazamiento neto. Por ejemplo, si un objeto
comienza en un punto X; y termina en un punto X», el trabajo realizado por las
fuerzas conservativas sobre el sistema no depende de cual exactamente haya
sido el camino que tom6 el objeto sino del desplazamiento neto, que es dado
por X, - X;. De este principio se sigue que si un objeto realiza un recorrido y
termina en el mismo punto en el que inicia, entonces el trabajo realizado por
la fuerza conservativa es cero, pues X; — X = 0.

Por su parte, las fuerzas no conservativas cumplen caracteristicas opuestas a las
mencionadas antes; el trabajo realizado por una fuerza no conservativa depende
de la distancia total recorrida por el objeto, y no depende del desplazamiento
neto. Si un objeto se mueve de X; a X, el trabajo realizado por la fuerza
conservativa sobre el objeto depende de cual haya sido el camino para ir de un
punto al otro; si un camino es més largo o mds corto, entonces la fuerza podra
hacer mas trabajo o menos trabajo. De esto se sigue que si un objeto realiza un
recorrido y regresa al mismo punto del que partid, el trabajo realizado por la
fuerza no conservativa no sera cero!!.

(c) Podemos explicar la relacién entre el trabajo realizado por una fuerza con-
servativa y el cambio de energfa potencial recordando que el trabajo realizado
por el peso es igual al cambio de energia potencial gravitacional pero con un
signo negativo, recordemos que el trabajo realizado por el peso es ~mg(hs —h;)
y el cambio de energia potencial es mg(hs —h;). Esto que sucede para el peso
sucede, en general, para cualquier fuerza conservativa. A cada fuerza con-
servativa se le puede asociar una energia potencial: al peso se le asocia una
energia potencial gravitacional (que es mgh), a la fuerza eléstica se le asocia

11 Como comprobamos en el problema 5.18, el trabajo de la fuerza de friccién es diferente para
cada recorrido, mientras que el trabajo neto del peso fue cero porque el punto final e inicial fue el
mismo.
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una energia potencial elastica (que es (1/2)kx?), a la fuerza eléctrica se le asocia
una energia potencial eléctrica, etc.

En cada uno de estos casos, el negativo del cambio de energia potencial es
igual al trabajo realizado por la respectiva fuerza; el negativo del cambio de
energia potencial elastica es igual al trabajo de la fuerza elastica, el negativo
del cambio de la energia potencial eléctrica es igual al trabajo de la fuerza
eléctrica, y el negativo del cambio de energia potencial gravitacional es igual
al trabajo de la fuerza de gravedad (el peso).

En contraste, no podemos asociar ninguna energia potencial a las fuerzas no
conservativas. Por lo tanto, no hay ninguna relacién interesante entre el trabajo
de una fuerza no conservativa y algtin potencial.

Nota 5.13. Comparacién entre fuerzas conservativas y fuerzas no

conservativas

Fuerza Fuerza no
conservativa conservativa

Conserva la energia mecanica SI NO
del sistema.

El trabajo realizado no depende St NO
de la distancia sino de la posicién
inicial y final.

Si el punto inicial y final del re- St NO
corrido es el mismo, el trabajo de
la fuerza es cero.

Podemos asociar una energia po- SI NO
tencial a la fuerza.

El trabajo realizado por la fuerza St No aplica
es el negativo del cambio de la

energia potencial asociada a la

fuerza.

(d) Como dijimos en el punto (a), si una fuerza no conservativa ejerce un trabajo
positivo Wy, entonces la energia mecénica inicial E,,; va a aumentar por una
cantidad de Wj. Es decir, la nueva energifa mecanica después de que ha actuado
la primera fuerza no conservativa sera

EmfI:Emi+W1- (1)
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Pero en el enunciado no nos piden la energia mecanica después de que la
primera fuerza actida, sino que nos piden la energia mecédnica después de que
las dos fuerzas no conservativas han actuado.

Ahora bien, si una fuerza no conservativa hace trabajo W, negativo, entonces
esa fuerza le quita energia mecénica al objeto. Asi que podriamos creer que
la nueva energia mecdnica debido a esta segunda fuerza no conservativa sera
igual a la resta entre E,,r; y el trabajo hecho por la nueva fuerza:

EmfZ:Emfl_WZ & (2)

donde “;?” sefiala que no estamos seguros de si esta ecuacion es correcta.

Sin embargo, la ecuacion (2) tiene un error, pues W, ya es negativo. Al escribir
2

Epf = Enf1 — W2 es como si estuviéramos sumandole una energia a la energia

mecanica inicial, pues restar un ntimero negativo es como sumar un nimero

positivo. Asi que si el trabajo W, es negativo simplemente debemos sumar ese

trabajo, y al hacer eso la energfa mecénica disminuye, como debe ser:

En1f2=Emf1+W2- (3)

No debemos escribir la energia mecénica final en términos de E,,r; como esta
en la ecuacién (3). Si tenemos en cuenta la ecuacién (1), podemos escribir la
ecuacion (3) asi:
Enfo=Epi+ Wi +Ws. (4)
———
Emfl

Si una fuerza hubiera actuado antes que la otra, o si hubieran actuado al mismo
tiempo, nada habria cambiado, pues el orden temporal de los trabajos no
aparece en la anterior ecuacién en ninguna parte. Lo tinico que importa es que
al comienzo hay una energia mecénica inicial y que como resultado de algunas
fuerzas no conservativas, al final tenemos una energia mecénica diferente.

(e) En el punto anterior vimos que si dos fuerzas no conservativas actdan
sobre un sistema, la energia mecdnica inicial del sistema se puede escribir
como E,;r = Eyi + Wi + W, (los trabajos se suman pero al sumarlos debemos
tener en cuenta si son positivos o negativos). Si sobre el sistema actuaran tres
fuerzas no conservativas, entonces la ecuacion quedaria asi: E;, ¢ = E;; + Wy +
W, + W3. Si fueran cuatro fuerzas no conservativas haciendo trabajo, entonces
la energia mecénica final seria E,, s = E;y + Wi + Wy + W3 + Wy. De acuerdo a
este razonamiento, si fueran N fuerzas no conservativas, entonces la energia
mecdnica final seria

Epf=Emi+ Wi+ Wo+Ws+ Wy+---Wy, (5)



ENERGIA 655

donde la suma va hasta la enésima fuerza. Usando el simbolo de sumatoria,
esto se podria escribir asf:

n
Enzf:Emi+ZWi- (6)
i

En palabras, la energia mecanica final es igual a la energia mecanica inicial
mas la suma del trabajo realizado por las N fuerzas no conservativas.

Si hubiera algunas fuerzas conservativas la expresién (6) que hallamos para la
energia mecanica final no cambiaria en nada porque las fuerzas conservativas
no alteran la energia mecanica de los objetos. El trabajo realizado por una
fuerza conservativa podria transformar algtin tipo de energia del sistema en
otro tipo de energfa (por ejemplo cinética en potencial gravitacional), pero no
podria alterar la energia mecanica del sistema.

Nota 5.14. Energia mecanica final segtn el trabajo realizado por

fuerzas no conservativas

Si sobre un sistema con energia mecdnica inicial E,,; actdan varias
fuerzas no conservativas que hacen trabajo, la energia mecénica final
del sistema serd E,;r = E; + 3.; W;, donde la suma se hace sobre todos
los trabajos de las fuerzas no conservativas.
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Problema 5.20.

Palabras clave: energia en montafa rusa,
energia mecdnica cuando hay fuerzas no con-
servativas, condiciones para que la normal ha-
ga trabajo, trabajo realizado por la friccién.

Considere la montafia rusa del dibujo. El carrito de la montana rusa tiene una
masa de 1000 kilogramos, incluidos los pasajeros, y parte su recorrido desde
el reposo. La bandera amarilla estd a 25 metros del piso, la azul a 20 metros y
la roja esta a 10 metros. Suponga que desde el punto inicial hasta la bandera
amarilla la friccion realiza un trabajo de —950 joules y el trabajo de la fricciéon
desde la bandera amarilla hasta la azul es de —4950 joules. Ademads, la rapidez
del carrito cuando alcanza la bandera amarilla es de 6 metros por segundo y
cuando alcanza la bandera roja es de 17 metros por segundo.

(a) Explique por qué la fuerza normal no realiza trabajo sobre el carrito en
ninguna parte del trayecto. Ademas, diga cuando la normal si podria
hacer trabajo.

(b) ¢Cudl es la altura inicial desde la que parte el carrito?

(c) ¢Cudl es la rapidez del carrito cuando alcanza la bandera azul?

(d) ¢Cual es el trabajo realizado por la friccién en todo el recorrido?

:Qué informacion nos dan?

(a), (b), (c) y (d) Un carrito de montana rusa tiene masa de 1000 kilogramos y comienza su
recorrido desde el reposo. Cuando llega a la bandera amarilla de la figura, su rapidez es de 6
metros por segundo, su altura es de 25 metros y la friccién ha hecho un trabajo de —950 joules.
Cuando llega a la bandera azul la altura del carrito es de 20 metros y el trabajo realizado por la
friccién desde la bandera amarilla hasta la azul es de —4950 joules. Cuando llega a la bandera
roja el carrito tiene una altura de 10 metros y una rapidez de 17 metros por segundo.
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¢Qué nos piden?

(a) Explicar por qué la fuerza normal no realiza trabajo sobre el carrito en ningtn punto de
la trayectoria, y con base en esto explicar cuando la normal si realiza trabajo.

(b) Averiguar la altura inicial de la que parte el carrito.
(c) Hallar la rapidez del carrito cuando llega a la bandera azul.

(d) Encontrar el trabajo realizado por la friccion en todo el recorrido.

(a) Para explicar si la fuerza normal hace o no trabajo en alguna parte del
trayecto, debemos determinar si la fuerza normal es siempre perpendicular
al desplazamiento. Si la normal es siempre perpendicular al desplazamiento,
entonces la normal no hace trabajo.

Hay una forma sencilla de explicar que cuando un objeto se mueve sobre
una superficie, la normal no hace trabajo. Recordemos que, por definicién, la
fuerza normal siempre es perpendicular a la superficie sobre la que esta el
objeto. Si un objeto se mueve sobre la superficie, entonces el objeto se estd
moviendo de manera paralela a la superficie. Por lo tanto, si un objeto se mueve
sobre una superficie la fuerza normal serd perpendicular al desplazamiento del
objeto, pues es perpendicular a la superficie. Por lo tanto, mientras el carrito
se desliza por la montana rusa la normal nunca hara trabajo. Esto se ilustra a
continuacién:

Notemos que en cualquier punto de la trayectoria el desplazamiento (vector azul)
es perpendicular a la fuerza normal (vector rojo). De lo anterior se sigue que en
todos los instantes del movimiento del carrito, el trabajo realizado por la normal
es cero (el producto punto entre dos vectores perpendiculares es cero).

De lo explicado hasta aqui no se sigue que la normal nunca hace trabajo,
pues hay casos en los que la normal y el desplazamiento del objeto no son
perpendiculares (como ocurria en el problema 5.17). Por ejemplo, en un as-
censor la normal apunta hacia arriba y el desplazamiento del objeto tiene una
componente hacia arriba o hacia abajo. Si la superficie estd quieta y el objeto
simplemente se mueve sobre ella, entonces la normal y el desplazamiento seran
perpendiculares y el trabajo sera cero. Pero si la superficie se mueve y empuja
al objeto, entonces habré algunas componentes del desplazamiento que no
seran perpendiculares a la normal y el trabajo no sera cero. {Si pusierdmos
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la montafia rusa sobre una nave gigante que empieza a elevarse, entonces la
normal hard trabajo sobre el carrito!

Nota 5.15. ;Cuando la normal hace trabajo?

Si un objeto se mueve sobre una superficie la normal no hace trabajo
porque es perpendicular al desplazamiento del objeto. Pero si la super-
ficie también se mueve de forma que empuja al objeto, la normal si hace
trabajo.

(b) Para hallar la altura inicial de la que parte el carrito debemos encontrar la
energia potencial gravitacional inicial del carrito; con esta energia y sabiendo
la masa podemos determinar la altura inicial. Para hallar la energfa potencial
gravitacional inicial debemos tener en cuenta que hay dos fuerzas no conserva-
tivas sobre el carrito: la fuerza de friccién y la fuerza normal. Como hay fuerzas
no conservativas, la ecuacion de la energia mecénica final es (nota 5.14):

Emf:Emi"'ZWi' (1)

Usemos un sistema de coordenadas cuyo origen esté en el piso para que las
diferentes alturas que nos dan en el enunciado sean medidas con respecto a
este sistema de coordenadas:

Estamos usando un sistema de coordenadas cuyo origen esté en el piso, de forma
que todas las alturas que nos dieron apliquen también para nuestro sistema de
coordenadas.

Para usar la ecuacién (1) necesitamos conocer la energia mecanica en algin
otro punto del trayecto. Podemos escoger el momento en que el carrito llega
a la bandera amarilla porque conocemos la altura de esa bandera y sabe-
mos la rapidez. Note que el problema de escoger como referencia la bandera
roja es que en la ecuacién (1) hay que tener en cuenta el trabajo realizado
por la friccién y no conocemos ese trabajo desde el punto inicial hasta la
bandera roja.

La energia mecanica inicial es sélo potencial gravitacional porque el carrito
parte desde el reposo y la energia mecénica en el punto de la bandera amarilla
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es tanto potencial gravitacional como cinética. Ademas, como la fuerza normal
no realiza trabajo, la tnica fuerza no conservativa que debemos considerar es
la friccién. Teniendo en cuenta esto, podemos escribir la ecuacién (1) asi:

1
mghg+5mv§=mgh1 + Wy, (2)
S —
———
E Emi
mf

donde hemos llamado h;y a la altura inicial, h, a la altura del carrito cuando
llega a la bandera amarilla, v, a la rapidez del carrito cuando llega a bandera
amarilla y Wy al trabajo realizado por la friccion.

Si pasamos a restar Wf, obtenemos
1 5
mgha+§mva - Wy =mgh;. (3)

Si dividimos por mg podemos obtener h:

mgh, + %mvf - Wy _h
mg :

(4)

Finalmente, si usamos los valores numéricos de las diferentes variables,
obtenemos

m ha m a Wf
—_—~ —_— —_—~ L ——
- ((1000 kg)(9.81 m/s*)(25 m) + (1000 kg) (6 m/s)? ~ (~9507J))
(1000 kg)(9.81 m/s?) (5)
————
=26.93 m.

(c) Para hallar la rapidez del carrito cuando alcanza la bandera azul debemos
encontrar la energfa cinética en ese momento. Y para hallar la energia cinética
debemos volver a usar la ecuacién (1), s6lo que esta vez debemos usar esta
ecuacioén entre la bandera amarilla y la bandera azul (no usamos la ecuacién
entre el punto de partida y la bandera azul porque desconocemos el trabajo
realizado por la friccién en ese trayecto).

La energia mecanica inicial de la ecuacién (1) sera la energia mecanica del
carrito cuando esta en la bandera amarilla, mientras que la energia mecanica
final ahora serd la energia del carrito cuando alcanza la bandera azul. Teniendo
en cuenta que tanto en la bandera azul como en la amarilla el carrito tiene
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energia potencial gravitacional y cinética, y que la friccién hace trabajo, la
ecuacion (1) se puede escribir asi:

1 1
mghz+§mv22:mgha+§mv§+wfz, (6)

Emf Epi

donde hemos llamado h; a la altura del carrito en la bandera azul, v, a la
rapidez del carrito cuando llega a bandera azul y Wy, al trabajo realizado por
la friccién entre la bandera amarilla y la azul (las variables con subindice a
corresponden a la bandera amarilla).

Si pasamos a restar la energia potencial gravitacional en la bandera azul,
obtenemos

1 1
Emvz2 :mgha+§mv§+wfz—mghz. (7)
Si multiplicamos por 2 y dividimos por m, obtenemos

w
v§:2ghu+v§+2%—2ghz. (8)

Si sacamos raiz cuadrada, llegamos a

W
vZ:\/Zgha+v§+2fZ—2ghz. 9)
m

Finalmente, si reemplazamos los valores numéricos de cada variable podemos
hallar la rapidez del carrito cuando alcanza la bandera azul

Wy,
——
(-49507) )
2(9.81 m/s*)(25 m) + (6 m/s)? +2-————"2 —2(9.81 m/s*)(20 m)
— (1000 kg) —
h, Vg S~— h,

=11.14m/s (10)

(d) Para hallar el trabajo de la friccién en todo el recorrido podemos hacer dos
cosas. Podemos buscar el trabajo de la friccion desde la bandera azul hasta
la bandera roja. El trabajo de todo el recorrido seréd la suma de ese trabajo
con el trabajo de la friccién desde el punto inicial hasta la bandera amarilla
y con el trabajo desde la bandera amarilla hasta la bandera azul (ambos son
conocidos). O podemos hallar directamente el trabajo desde el punto inicial
hasta la bandera roja. De cualquier forma debemos aplicar la ecuacién (1)'2.

12 podriamos pensar que hay una tercera forma de hallar el trabajo realizado por la friccion, a
saber, calcular directamente el trabajo a partir del producto punto entre la fuerza de friccién y
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Hay una ventaja en calcular el trabajo de la friccién desde el punto inicial
hasta la bandera roja de forma directa y es que inicialmente el carrito no tiene
energia cinética, asi que la ecuacién de la energia mecénica inicial es mas
simple que en el caso de la bandera azul. Por esta simple razén vamos a aplicar
la ecuacién (1) desde el punto inicial hasta la bandera roja;

1
mghr+§mv,2=mgh1+wf,. (11)
——
———
Emf Ei

Las variables con subindice r indican el momento en que el carro llega a la
bandera roja.

Cuidado: Wy, es el trabajo de la friccién desde el momento inicial hasta la
bandera roja, no es el trabajo desde la bandera azul hasta la roja.

Si pasamos a restar la energia potencial gravitacional inicial, obtenemos

1
mgh,+§mvrz—mgh1 = Wg,. (12)

Finalmente, si usamos los valores conocidos —entre ellos la altura inicial
hallada en el punto (b)—, obtenemos

(1000 kg)(9.81 m/s?)(10 m) + %(1000 kg)(17 m/s)>

[ — —_—— ——
m hy m Vr
—~ (1000 kg)(9.81 m/s?)(26.93 m) = -21583.3J. (13)
—_— ———
m hy

el desplazamiento. Sin embargo, no podemos hacer esto porque no conocemos el coeficiente de
friccién y, ademas, calcular el trabajo con el producto punto en un caso asi, en el que la fuerza y el
desplazamiento van variando, exige métodos mas avanzados que los estudiados en este libro.
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Problema de repaso 5.21.

Palabras clave: caida libre combinada con
caida con velocidad constante, tiempo de
caida, gréfica velocidad contra tiempo, grafica
de posicién contra tiempo.

Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique su
respuesta:

(1) Nunca se conserva la energia mecédnica de un objeto cuando una fuerza
no conservativa actia sobre el objeto.

(2) El trabajo realizado por la friccién dindmica es mas negativo cuanto
mayor sea la distancia recorrida por el objeto.

(3) Si el trabajo realizado por las fuerzas no conservativas sobre un sistema
es positivo, entonces la energia mecédnica de dicho sistema aumenta.

(4) Si un carro de mercado se desliza sobre la superficie de un ascensor
que estd subiendo, entonces la normal no hace trabajo.

(5) Si el cambio de energia potencial de una fuerza conservativa es 70 J,
entonces el trabajo hecho por dicha fuerza es -70 J.

(1) Falso. Si la fuerza no conservativa es perpendicular al desplazamiento del
objeto, entonces el trabajo que hace es cero y no altera la energia mecénica del
objeto (por ejemplo, la fuerza normal no es conservativa pero en la mayoria de
los casos no hace trabajo).

(2) Verdadero. Cuanto mayor sea la distancia recorrida, mas negativo es el
trabajo hecho por la friccién dindmica, como vimos en la nota 5.12.

(3) Verdadero. De la ecuacién E,; ¢ = Ey; + 3. W; vemos que si 3. W; es positivo,
entonces a la energia mecanica inicial se le suma una cantidad positiva. Por lo
tanto, la energia mecanica final sera mayor que E,;;.

(4) Falso. En la nota 5.15 dice que si la superficie empuja al objeto, entonces la
superficie hace trabajo sobre el objeto. Si el carro sélo se desliza entonces la
normal no hace trabajo, pero mientras el carro se desliza el ascensor lo empuja,
as{ que la normal sobre el carrito si hace trabajo (la componente vertical del
desplazamiento del carro es paralela a la normal).

(5) Verdadero. Como se explica en la nota 5.13, el trabajo hecho por una fuerza
conservativa es igual al negativo del cambio de energia potencial asociado con
la fuerza. Asi que, en este caso, si el cambio de energia potencial es 70 J, el
trabajo es -70 J.
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Problema 5.22.

Palabras clave: trabajo realizado por la fric-
cién, rapidez final, trabajo neto, relacién entre
cambio de energfa cinética y el trabajo neto.

Suponga que un esquiador con masa de 55 kilogramos estd esquiando sobre
una montana como se indica en el dibujo. Entre los esquis y el hielo hay un
coeficiente de friccién dindmico de 0.1. El esquiador parte desde el reposo
desde una altura de 250 metros con respecto a la bandera verde, y cuando llega
a la bandera roja tiene una rapidez de 14 m/s. La bandera roja esta a 50 metros
de altura de la bandera verde. Suponga que cuando llega a la bandera verde el
esquiador se detiene por completo.

(a) Halle el trabajo realizado por la friccién hasta la bandera roja.

(b) Con base en el trabajo calculado en el numeral anterior, ;cudl habria
sido la rapidez del esquiador al llegar a la bandera roja si no hubiera
habido friccién?

¢) Halle el trabajo neto sobre el esquiador desde el punto inicial hasta que
) q P q
pasa la bandera roja y halle el trabajo neto sobre el esquiador desde el
punto inicial hasta que pasa la bandera verde.

(d) Compare el trabajo neto hallado entre el punto inicial y la bandera roja
con el cambio de energfa cinética entre ambos puntos, y compare el
trabajo neto entre el punto inicial y la bandera verde con el cambio de
energia cinética entre ambos puntos.
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:Qué informacion nos dan?

(a), (b) (c) y (d) Un esquiador con masa de 55 kilogramos parte desde el reposo a una altura
de 250 metros con respecto a la bandera verde (ver dibujo). Hay un coeficiente de friccién
dindmico de 0.1 entre los esquis y la nieve. Cuando llega a la bandera roja el esquiador tiene
una rapidez de 14 m/s y estd a 50 metros de altura con respecto a la bandera verde. Cuando
llega a la bandera verde el esquiador se detiene por completo.

:Qué nos piden?
(a) Hallar el trabajo realizado por la friccion hasta la bandera roja.
(b) Con base en (a) debemos calcular la rapidez del esquiador al llegar a la bandera roja si
no hubiera habido friccién.
(c) Hallar el trabajo neto sobre el esquiador desde que arranca hasta que llega a la bandera
roja y desde que arranca hasta que llega a la bandera verde.

(d) Comparar el trabajo neto hallado entre el punto inicial y la bandera roja con el cambio
de energia cinética entre el punto inicial y la bandera roja. Debemos hacer lo mismo
para el trayecto entre el punto inicial y la bandera verde.

(a) Podemos usar la nota 5.14 para hallar el trabajo realizado por la friccién
hasta la bandera roja, pues conocemos la energia mecénica inicial y la energia
mecanica en el punto de la bandera roja. La energifa mecanica final es igual a la
inicial mds los trabajos de todas las fuerzas no conservativas:

Epuf=Emi+ Y. Wi (1)

En este caso hay dos fuerzas no conservativas: la friccién y la normal. Pero la
normal no hace trabajo porque el esquiador se desliza sobre la superficie (nota
5.15). Si aplicamos la ecuacién (1) y llamamos W, al trabajo realizado por la
friccién en este tramo, obtenemos

Emf :Emi+wr- (2)

Si pasamos a restar la energia mecdnica inicial, podemos escribir el trabajo de
la friccién en términos de las energfas mecanicas inicial y final:

Emf —Epi =W, (3)

Ahora, la energfa mecanica final se compone de la energia cinética y de la po-
tencial gravitacional, mientras que la energia mecdnica inicial sélo es potencial
porque el esquiador parte desde el reposo:

mghy + %mvz—mghl =W,. (4)
—

N— —
Emi

Emf

Antes de continuar, necesitamos escoger un sistema de coordenadas que nos
permita medir las alturas en los diferentes puntos. Escojamos uno cuyo origen
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esté a la altura de la bandera verde, de forma que la altura a la que esta la
bandera roja sea de 50 metros y la altura de la posicién inicial sea de 250
metros, como se indica en el dibujo:

Si usamos un sistema de coordenadas cuyo origen esté a la altura de la bandera
verde, entonces la altura a la que esta la bandera roja es de 50 metros y la altura
inicial a la que estd el esquiador es de 250 metros.

Con este sistema ya podemos escribir los valores numéricos de la ecuacién (4):

(55 kg)(9.81 m/s*) (50 m) % (55 kg) (14 m/s)>

——— —— —_———— —
m hz m v
- (55kg)(9.81 m/s%) (250 m) = -102520 ] = W,. (5)
N—— ——
m hy

Notemos que el trabajo de la friccién nos dio negativo, como era de esperar
porque la friccién se opone al desplazamiento del esquiador. Este valor de
—-102520 joules es precisamente la energia mecanica que perdio el esquiador
por culpa de la friccién.

Es interesante comprobar que la ecuacién (1) nos permitié calcular el trabajo de
la friccién sin necesidad de tener que usar la definicién de trabajo (el producto
punto entre la fuerza y el desplazamiento). De hecho, ni siquiera tuvimos que
averiguar cudl fue la fuerza de friccién ni cudl fue el desplazamiento. Lo Gnico
que aplicamos aqui para calcular el trabajo fue la informacién de la energia
mecdnica inicial y final.

(b) Con base en lo calculado en el numeral anterior, debemos decir cudl habria
sido la rapidez del esquiador al llegar a la bandera roja si no hubiera habido
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friccién. Si no hubiera habido friccién, el esquiador no habria perdido esos
102520 joules que recién calculamos. As{ que la energia mecéanica en el punto
de la bandera roja habria sido 102 520 joules mayor de lo que fue. En este
problema la energia mecanica es cinética mas potencial gravitacional, pero la
potencial gravitacional en el punto de la bandera roja no depende o no cambia
si hay o no hay friccién, pues esa energia sélo depende de la altura y de la
masa. Por lo tanto, los 102 520 joules que se perdieron se hubieran sumado a la
energia cinética en el caso en que no hubiera habido friccién:

KZsinfr:KZa)nfr"'l()zSzo J. (6)
(Hemos llamado Ky, r, a la energia cinética en el caso en que no hay friccién
y Kaconfr @ la energia cinética en el caso en que si hay friccion). Si usamos los

valores numéricos para la energia cinética con friccién en la bandera roja, y
usamos que la rapidez es de 14 metros por segundo, obtenemos

Kaginfr = %(55 kg)(14 m/s)*>+102520] = 107910 J. (7)

K2£anfr

Ahora que conocemos la energia cinética si no hubiera habido friccién, pode-
mos, usando la definicién de energia cinética, calcular la rapidez del esquiador
si no hubiera habido friccién:

1
107910]25(55 kg)(VZSinfr)z' (8)
—_
KZsinfr

Si multiplicamos por dos y dividimos por la masa, obtenemos

3924 m?/s? = (vs,-nf,)z. (9)

Finalmente, si sacamos raiz cuadrada obtenemos la rapidez que buscamos:

62.64 m/s = Vsjp - (10)

Como era de esperar, esta rapidez nos dio mucho mas que la rapidez que tenia
el esquiador cuando habia llegado a la bandera roja en el caso en que habia
friccién (que era 14 m/s).

(c) Ahora debemos calcular el trabajo neto desde el punto inicial hasta la
bandera roja y desde el punto inicial hasta la bandera verde. El trabajo neto
sobre el esquiador es la suma de todos los trabajos que hay. Ya dijimos que la
normal no hace trabajo y la friccién si, pero la friccién no es la tnica fuerza
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que hace trabajo. El peso también hace trabajo porque el esquiador cambia de
altura en su recorrido.

Empecemos por calcular el trabajo neto hasta la bandera roja. La ecuacién
(5) nos da el trabajo de la friccién hasta la bandera roja. El trabajo total del
peso desde el punto inicial hasta la bandera roja es facil de calcular usando la
ecuacién

Wy = -mg(hs = h;). (11)
Si usamos los valores numéricos de estas variables, obtenemos
W, = — (55 kg)(9.81 m/s?)(50 m-250 m) = 107910 J. (12)
—— N —
m hy h;

El trabajo neto sobre el esquiador es la suma del trabajo de la friccién con el
del peso:

Wnibandera roja = Wa + Wy = 107910 ] = 102520 J = 5390 J. (13)

Ahora debemos hallar el trabajo neto desde el punto inicial hasta la bandera
verde. Como las fuerzas que actiian sobre el esquiador en todo momento son
siempre las mismas (el peso, la normal y la friccién), el trabajo de la friccion
desde el punto inicial hasta la bandera verde se calcula de la misma forma que
calculamos el trabajo de la friccién hasta la bandera roja, usando la ecuacién
(4). Aunque la energia mecanica inicial es la misma, la energia mecanica final
ahora es cero porque cuando el esquiador alcanza la bandera verde la altura es
cero (asi que la energia potencial es cero) y ademads la energfa cinética es cero
porque el esquiador llega al reposo.

Si reemplazamos los valores de las variables de la ecuacién (4) teniendo en
cuenta que la energfa cinética final y potencial final son cero obtenemos que el
trabajo de la friccién desde el inicio hasta la bandera verde es

W, = - (55 kg)(9.81 m/s?) (250 m) = —134887.5 J. (14)
— — ~———
m hy

El trabajo de la friccién desde el punto inicial hasta la bandera verde es clara-
mente mas negativo que el trabajo de la friccién hasta la bandera roja porque
la distancia hasta la bandera verde es mayor, y recordemos que cuanta més
distancia mas negativo es el trabajo de la friccién (nota 5.12).

Nos queda hallar el trabajo del peso hasta la bandera verde. Para hallar el
trabajo del peso usaremos la ecuacién (11) teniendo en cuenta ahora que la
altura final es cero y la inicial sigue siendo 250 metros:

W, = — (55 kg)(9.81 m/s?)((0 m (250 m) = 134887.5 J. (15)
—_——— —_—
m hy hy
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El trabajo neto sobre el esquiador es la suma del trabajo de la friccién con el
del peso:

Wibandera verde = Wa + Wy = 134887.5 ] — 134887.5] =0 J. (16)

El trabajo neto desde el principio hasta la bandera verde es cero.

(d) Ahora debemos comparar los resultados del numeral anterior con los cam-
bios de energia cinética. El cambio de energia cinética desde el punto inicial
hasta la bandera roja se puede expresar como

AK = Kypandera roja K;. (17)

Ahora, la energfa cinética inicial es cero porque el esquiador parte desde
el reposo, mientras que a la energia cinética en la bandera roja la podemos
calcular porque conocemos la masa y la rapidez:

AK = 1 (55 kg)(14m/s)?-0]=5390]. (18)
2 ==

Si comparamos este resultado con el trabajo neto sobre el esquiador hasta la
bandera roja —ecuacién (13)—, podemos comprobar que son exactamente
iguales.

Ahora analicemos el cambio de energfa cinética desde el inicio hasta la bandera
verde:
AK = Kpandera verde = Ki. (19)

Esto es cero porque el esquiador parte desde el reposo y en la bandera verde
llega al reposo, asi que ambas energias cinéticas son cero:

AK = Kyandera verde —Ki =01]. (20)

Esto coincide con el resultado de la ecuacién (16).

Hemos visto que el trabajo neto sobre el esquiador desde un punto hasta otro punto
de su trayectoria es exactamente igual al cambio de energia cinética entre ambos
puntos. Esto es el corazén de un resultado muy importante que examinaremos
pronto.
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Problema 5.23.

Palabras clave: salto de objeto en plano incli-
nado, energia potencial elastica, trabajo de un
resorte ideal, fuerzas no conservativas.

Marfa Cecilia arrastra con una cuerda su camién mostruo de masa m desde el
reposo, como se ve en el dibujo. Entre las llantas y el piso hay un coeficiente de
friccién dindmico p (las llantas del camién son decorativas, no pueden giran).
En el tiempo t, Marfa Cecilia suelta la cuerda y hace saltar al camién desde
la rampa con altura h;. El camién tiene cuatro amortiguadores idénticos que
funcionan como resortes ideales, cada uno de constante k (a diferencia de las
llantas, los amortiguadores si cumplen su funcién). El dngulo de inclinacién
de la rampa es p. Ademas, la tensién de la cuerda realiza un trabajo W,, sobre
el camioén desde el inicio hasta que el camidn salta. Hasta este momento los
amortiguadores no estdn comprimidos. En el instante f3 el camién cae en la
segunda rampa y sus amortiguadores se comprimen al mdximo una distancia
¢,y en ese instante el camién queda en reposo absoluto.

(a) Escriba una expresién para la rapidez que tiene el camién justo cuando
salta desde la primera rampa en términos de m, p, Wy, By hy.

(b) Usando resultados del punto anterior escriba una expresién para la
altura a la que cae el camién en la segunda rampa cuando sus amorti-
guadores estan completamente comprimidos, y esta expresién escribala
en términos de m, p, Wy,, B, hy, cy k.

(c) Teniendo en cuenta que la fuerza de los amortiguadores es la de un
resorte ideal, y esta fuerza es conservativa, escriba una expresién para
el trabajo total realizado por los amortiguadores desde el instante en
que el camidn toca la segunda rampa hasta que los amortiguadores se
comprimen del todo.
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:Qué informacion nos dan?

(a), (b), y (c) El camién tiene masa m y cuatro amortiguadores que funcionan como resortes
ideales y tienen constante k. El camién inicia en el reposo y luego salta por una rampa de
inclinacién p y de altura h;. Ademads, hay un coeficiente de friccién dindmico p entre las llantas
y la rampa. Durante la subida en la primera rampa la tensioén de la cuerda hace un trabajo Wy,.
Cuando el camion cae en la segunda rampa sus amortiguadores se comprimen una distancia ¢
(antes no estaban comprimidos) y el camién queda en reposo absoluto. Nos recuerdan que la
fuerza eléstica es conservativa.

¢Qué nos piden?
(a) Escribir una expresion para la rapidez que tiene el camién justo cuando salta desde la
primera rampa. La expresién debe quedar en términos de m, p, Wi, By hy.

(b) Escribir una expresién para la altura a la que cae el camién en la segunda rampa cuando
sus amortiguadores estdn comprimidos. Esta expresion debe quedar en términos de m,
W hi,c, Wi y k.

(c) Debemos escribir una expresién para el trabajo total realizado por los amortiguadores
desde el instante en que el camién toca la segunda rampa hasta que los amortiguadores
se comprimen del todo.

(a) Debemos escribir una expresién para la rapidez del camién cuando se
despega de la primera rampa. Para hallar la rapidez debemos hallar la energia
cinética del camion justo cuando se despega de la rampa. Para hallar la energfa
cinética del camién cuando se despega de la rampa, empecemos por notar
que la energia mecdnica del camién desde que arranca hasta que parte de
la rampa no se conserva porque hay dos fuerzas no conservativas haciendo
trabajo; la friccién entre las llantas y la rampa, y la fuerza de tensién. Por lo
tanto, debemos usar la ecuacion

Emf:Emi+ZWi- (1)
i

Sabemos que la rapidez inicial es cero, asi que la energia cinética inicial es
cero. Si usamos un sistema de coordenadas cuyo origen estd en el punto inicial,
entonces la energia potencial gravitacional inicial también sera cero.

Cuando salta el camién tiene energia potencial gravitacional y cinética. Por lo
tanto, la ecuacién (1) se puede escribir como

1
Emvfwnghl =0+ Wyr+ Wy, (2)

donde hemos llamado v; a la rapidez del camién al saltar de la rampa (esto es
lo que buscamos) y Wy al trabajo realizado por la friccién. De aqui podriamos
intentar despejar la energia cinética pero el problema es que no conocemos Wry.
Asi que antes de seguir debemos encontrar una expresion para Wy.

Hagamos el diagrama de trabajo del camién.
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Diagrama de trabajo del camion

S

Sobre el camidn actian cuatro fuerzas; la normal, el peso, la tensién y la fuerza
de friccién. Notemos que usamos un sistema de coordenadas inclinado. La fuerza
de friccién es anti-paralela al desplazamiento, el cual es paralelo al eje X. No
descompusimos la tensién porque no conocemos el angulo que forma con el eje X
oelY.

Del diagrama anterior se ve que la friccién dindmica es antiparalela al despla-
zamiento, asi que el trabajo por la friccién es simplemente

Wy =-fd, (3)

donde d es la distancia que recorre el camién en la primera rampa y f; es la
magnitud de la friccién (ambas variables son desconocidas). Recordemos que
la magnitud de la friccién es pN, asi que la ecuacién (3) queda

Wy =~ uN d. (4)
——

fr

En este problema la magnitud de la normal debe ser igual a la magnitud de
Wy porque el camién no tiene aceleracién en la direccién del eje Y que hemos
usado. Como se ve en el dibujo, la magnitud de la componente Y del peso es
Wcospy como W =mg, la ecuacién (4) queda

Wy = —p(mgcosp)d. (5)
—_——
N

Por otro lado, podemos escribir la distancia d en términos del dngulo p y la
altura k1. Notemos que la primera rampa forma un tridngulo rectangulo, donde
d es la hipotenusa y h; el cateto opuesto al angulo p:
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Asi que el seno del angulo f es
h
— =sinf. (6)

Por lo tanto, d es igual a
hy

sinp

Ahora podemos reemplazar esta distancia en la ecuacién (5):

hy
Wf——ymgcos[&ﬁ. (8)
3 —
d

cosp 1
Snp = tanp’ obtenemos

Si tenemos en cuenta que

hy
Wy =—pm gtan[&

Si usamos este resultado en la ecuacién (2), obtenemos

nmghy
tanp

——
Wy

1
Emvlz+mgh1 =— +Wi. (10)

Esta ecuacion ya estd en términos de variables conocidas. Si pasamos la energia
potencial gravitacional al otro lado, obtenemos

I }Amghl

—mvy =
tanp

5 + Wy, —mgh. (11)

Si multiplicamos por dos y dividimos por la masa, la anterior ecuacién queda

b2 o8 W

- 2gh;. 12
vy = tanp gh (12)
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Finalmente, para hallar la rapidez que buscamos sacamos raiz cuadrada:

vlz\l—zmum—zgm. (13)
tanf m

(b) Para hallar la altura a la que cae el camidn en la segunda rampa debemos
hallar la energfa potencial gravitacional del camién en ese momento. Notemos
que desde que el camidn salta hasta que queda en reposo en la segunda rampa
la energia mecdnica se conserva, pues s6lo hay fuerzas conservativas en este
trayecto (el peso y la fuerza de los amortiguadores que funcionan como resortes
ideales son fuerzas conservativas). Por lo tanto, podemos escribir

Emi:Emf' (14)

Ahora, la energia mecénica inicial es potencial gravitacional y cinética (no hay
potencial eldstica porque inicialmente los resortes no estdn comprimidos). Esta
energfa mecanica inicial es conocida porque la ecuacién (11) nos da la energia
cinética en términos de variables conocidas, y la energia potencial gravitacional
en ese punto es simplemente mgh; (todas estas son variables conocidas).

La energia mecanica final es potencial eldstica y potencial gravitacional (no
hay cinética porque el camién queda en reposo). Podemos hallar la energia
potencial eldstica final porque conocemos la compresién de los amortiguadores
y la constante de los mismos.

Como son resortes ideales, la energia potencial asociada a los amortiguadores
es la energia potencial eldstica de un resorte ideal, que es (1/2)kx?. La compre-
sién de cada amortiguador es ¢, asi que la energia potencial eldstica de cada
amortiguador cuando se comprime al maximo es

Wg = %kcz. (15)

Como son cuatro amortiguadores iguales, la energia potencial eldstica total es
cuatro veces lo anterior:

WTR:4(%kc2):2kc2. (16)

Si escribimos la ecuacién (14) en términos de la energia cinética inicial, la
energia potencial gravitacional inicial, la energia potencial gravitacional final
(que no conocemos porque no conocemos la altura) y la energia potencial
eléstica final recién hallada, obtenemos

%mvf+mgh1 :mghf+2kcz, (17)

| S —
———
E i Emf
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donde todavia no hemos usado la ecuacién (11) para escribir la energia cinética
inicial. Si pasamos la energia potencial elastica al otro lado, la anterior ecuacién
queda

%mvlz+mgh1—2kczzmghf. (18)

Si dividimos por mg, obtenemos

nig(;mvlz+mgh1—2kcz):hf. (19)

Ahora si usamos la ecuaciéon (11) para escribir la energia cinética cuando el
camion sale de la rampa

1 umghy 2
m((_mmg+wm_’nghl)+mghl_2kc :hf' (20)

Ky
Finalmente, se pueden sumar los términos mgh; que se cancelan:

1(—“mghl+wm—2kc2)=hf. (21)
mg tanp

(c) Ahora debemos hallar el trabajo total realizado por los amortiguadores.
Recordemos de la nota 5.13 que el trabajo de una fuerza conservativa es igual
al menos cambio de energia potencial. Empecemos por escribir el cambio de
energia potencial eldstica de un amortiguador:

AU, = Uys - U, (22)

donde U, es la energfa elastica final y U,; la inicial. La energia potencial
elastica final de cada amortiguador es (1/2)kc? porque la compresion final es c,
y la energia potencial eldstica inicial de cada amortiguador es cero porque ini-
cialmente los amortiguadores no estan comprimidos. Por lo tanto, la ecuacién
anterior queda

AUe:(%kcz— 0 ):%kcz. (23)
Uei
U,

El trabajo realizado por un amortiguador es el menos cambio de energia
potencial eldstica, es decir, es
1

W, = —Ekcz. (24)
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El anterior es el trabajo realizado por un solo amortiguador, pero el camién
tiene cuatro amortiguadores iguales asi que el trabajo total de los cuatro
amortiguadores es cuatro veces lo anterior:

Wy, = 4(—%1@2) - _2ke?. (25)

Nota 5.16. Trabajo realizado por un resorte

El trabajo realizado por un resorte ideal es igual al menos cambio de
energia potencial elastica. Si x; es el estiramiento o la compresion inicial
del resorte y x¢ es la final, entonces el trabajo realizado por el resorte es

iguala W, = —(%kx} = %kxiz) = —%k(x2 -x?).
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Problema (teérico) 5.24.

Palabras clave: teorema de trabajo y energia,
trabajo de fuerzas no conservativas.

Suponga que sobre un sistema compuesto por un objeto de masa m y un resorte
ideal actian n fuerzas no conservativas. Suponga que inicialmente el objeto
tiene altura h; con respecto al piso, rapidez v; y el resorte estd comprimido
una distancia x;. Después de que las fuerzas no conservativas actdan, el objeto
queda con rapidez vy a una altura hy del piso, y el resorte queda estirado una
distancia xf.

(a) Escriba una expresién para el cambio de energia cinética del sistema
desde el momento inicial hasta el final, en términos de m, hf, h;, x;, Xy
y en términos del trabajo de las n fuerzas no conservativas.

(b) Con base en el resultado anterior y teniendo en cuenta que el trabajo de
una fuerza conservativa es igual al menos cambio de energfa potencial,
muestre que el cambio de energia cinética del sistema es igual al trabajo
neto de todas las fuerzas que actian sobre el sistema (tanto fuerzas
conservativas como no conservativas).

(c) Tenga en cuenta la siguiente ecuacién de cinemética: v? = v? + 2ad.
Vuelva a escribir esta ecuacién pero en el lado derecho no escriba la
aceleracién sino que despeje la aceleracién en término de la suma
de la fuerza neta y de la masa. Teniendo en cuenta que el trabajo
neto es igual a W, = Y; W; = ¥;(F;d), muestre de nuevo que el trabajo
neto es igual al cambio de energia cinética del objeto. Al resolver este
ultimo punto suponga que las fuerzas son paralelas o antiparalelas al
desplazamiento.

(a) Si hay un nimero n de fuerzas no conservativas, podemos escribir la energia
mecénica final asi:

n
Emf:Emi"'ZWi’ (1)
i

donde, como ya sabemos, la sumatoria incluye todas las fuerzas no conser-
vativas. Ahora bien, si el sistema esta compuesto por un objeto y un resorte
ideal, entonces la energia mecanica inicial y final estd conformada por energia
potencial gravitacional, por energia potencial elastica y por energia cinética.
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Por lo tanto, podemos escribir la ecuacién (1) en términos de las diferentes
energias, asi:

n
;mv}+mghf+;kxj%:;mvf+mgh,~+;kxi2+zizwi. (2)

Emf Epi

Como buscamos una expresién para el cambio de energia cinética, pasemos
la energia cinética inicial al lado izquierdo y pasemos la energia potencial
gravitacional final y potencial elastica final al lado derecho:

1 1 1 1 1
Emvf—imviz:—mghf—ikx%ergh,-+§kxi2+Zi:Wi. (3)

A la izquierda tenemos precisamente el cambio de energia cinética, todo esta
en término de las diferentes variables que nos piden. La anterior ecuacién se
puede escribir asi:

n
AK:_mghf—%kx]%+mghi+%kxi2+zw,-, (4)
i

donde AK =Ky - K;.

(b) Ahora debemos mostrar con la anterior ecuacién que el cambio de energia
cinética es igual al trabajo neto. Para hacer esto, empecemos por factorizar mg
y (1/2)k en los términos de la derecha:

n
AK:mg(—hf+h,~)+%k(—x]2c+xi2)+zw,-. (5)
i

Ahora notemos que mg(~hy+h;) es lo mismo que ~mg(hy-h;), que es el trabajo

realizado por el peso. Ademais, %k(—x}% +x7) es lo mismo que —%k(x]% -x?), que

es el trabajo realizado por un resorte ideal (nota 5.16). Por lo tanto, la anterior
ecuacién queda asi:

n
AK =Wy + W, + > W, (6)
i

donde W; es el trabajo realizado por el resorte y W, es el trabajo realizado
por el peso. Finalmente, Wy + W, + X' W; es el trabajo neto, pues incluye el
trabajo de todas las fuerzas conservativas y no conservativas del caso, asi que
la ecuacién (6) es igual a

AK = W,, (7)

donde W, es el trabajo neto. Es decir, acabamos de mostrar que el trabajo neto
es igual al cambio de energia cinética. Este resultado se conoce como el teorema
de trabajo y energia.
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El teorema de trabajo y energia se puede interpretar de forma sencilla: si el
trabajo que hace una fuerza es positivo es porque esa fuerza va en la misma
direccién en la que se desplaza el objeto, asi que esa fuerza contribuye a que el
objeto acelere y aumente su rapidez. Si la rapidez aumenta, la energia cinética
aumenta. Por su parte, si una fuerza realiza trabajo negativo, entonces esta
fuerza va en direccién contraria al desplazamiento del objeto, asi que lo frena
y le disminuye su energia cinética. El cambio de energia cinética depende del
trabajo neto porque el trabajo neto depende de la fuerza neta, y la fuerza neta
determina si el objeto aumenta, conserva o pierde rapidez, lo que a su vez
determina si el objeto aumenta, mantiene o disminuye su energia cinética.

Todo lo que podamos resolver con la ecuacion Ey ¢ = Ey; + X W; lo podemos
resolver también con el teorema de trabajo y energia. Esto es asi porque la
ecuacion E,;r = E;y; + X W; no es mas que una forma diferente de escribir el
teorema de trabajo y energia. También es util decir que todos los problemas de
este capitulo, incluidos los primeros de caida libre y movimiento parabdlico,
se podrian haber resuelto usando el teorema de trabajo y energfa (es un buen
ejercicio resolverlos usando el teorema).

(c) Segun la segunda ley de Newton, la aceleracién de un objeto es
1
— ZFi =a (8)
m=

(hemos escrito la segunda ley de Newton aplicando la regla de oro para evi-
tar los vectores). Por lo tanto, la ecuacién de cinemédtica que nos dan en el
enunciado se puede escribir asf:

V?:vi2+2(:nZFi)d. (9)

—_—
a

Cuidado: esto s6lo se puede hacer si asumimos, como nos dicen en el enunciado,
que la distancia recorrida por el objeto es paralela o antiparalela a las fuerzas.

Notemos que podemos meter la distancia d dentro de los paréntesis, esto es la
regla distributiva, por ejemplo (Fy + F» + F3)d = (F1d + Fod + F3d):

v}:vf+2(;ZFid). (10)
1

Tengamos en cuenta que F;d es el trabajo realizado por la fuerza i: F;d = W; (de
nuevo, esto funciona porque asumimos que la fuerza es paralela o antiparalela
al desplazamiento). Por lo tanto, la anterior ecuacién queda asi:

v}—vf:Z(;ZWi). (11)
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Como }; W; es el trabajo neto, entonces podemos escribir la anterior ecuacién
asi:

v)%—vf:z(%wn). (12)

Si ahora multiplicamos por la masa y dividimos por 2 para despejar W, obte-
nemos (13):

1 1
Emvﬁ—amvf:Wn. (13)

Es decir, hemos mostrado otra vez que el trabajo neto (que incluye el trabajo
de todas las fuerzas conservativas y no conservativas) es igual al cambio de
energia cinética.

Nota 5.17. Teorema de trabajo y energia

El teorema de trabajo y energia dice que el cambio de energia cinética
de un sistema es igual al trabajo neto (a la suma de todos los trabajos
que hay) sobre el sistema: AK = W,,.
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Problema 5.25.

Palabras clave: teorema de trabajo y energia,
trabajo de la friccién estatica, trabajo de la
normal, trabajo del peso, trabajo neto.

Una grua levanta desde el piso una plataforma que tiene un material de
construccién. En el instante t; la plataforma esta en reposo en el piso. Desde
ese momento la gria levanta de forma vertical la plataforma, hasta que en el
instante t; la plataforma queda a una altura de 20 metros y tiene una rapidez
de 2 metros por segundo. Justo después la grua se detiene por completo, de
forma que todo estd en reposo de nuevo. Luego, la gria mueve la plataforma
de forma horizontal una distancia desconocida, hasta el instante t3 en el cual
tiene rapidez de 4 metros por segundo. Finalmente, la gria baja la plataforma
hasta una altura desconocida y en el instante t; se detiene por completo. En
este ultimo trayecto la fuerza normal sobre el material hace un trabajo de
—-17659.5J. Puede asumir que la cuerda permanece de forma vertical en todo
su recorrido!3. Use el teorema de trabajo y energia para responder los puntos
desde (a) hasta (d).

(a) Sila plataforma, incluido el material, tiene masa de 500 kilogramos,
diga cudl es el trabajo realizado por la tensién de la cuerda de la graa
(la cuerda vertical que es la més gruesa) entre el instante 1 y el instante
.

(b) Si el material tiene masa de 300 kilogramos y si entre el material y
la base de la plataforma hay un coeficiente de friccién estatico de 0.4,
halle la distancia horizontal recorrida por el material desde que se
detuvo por completo a los 20 metros de altura hasta el tiempo f3. Tenga
en cuenta que el material nunca se desliza sobre la plataforma y que la
friccién estatica es maxima.

(c) Halle la altura final del material en el momento 4.

(d) Halle el trabajo total que el material ejerce sobre la plataforma en todo
el recorrido, si tenemos en cuenta que la cuerda de la grua ejerce un
trabajo de 200 000 joules sobre la plataforma en todo el recorrido.

(e) Vuelva aresponder (a)y (c) pero sin usar el teorema de trabajo y energia
sino usando la ecuacioén E,;r = E;yi + X W,

13 por supuesto esto es una aproximacion; la cuerda se va a inclinar un poco pero asumiremos
que se inclina tan poco que podemos ignorarlo.
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:Qué informacion nos dan?

(a), (b), (c), (d) y (e) Una grua levanta una plataforma con un material de construcciéon. Primero,
la grua levanta desde el reposo la plataforma y la sube de forma vertical hasta que en el instante
ty la plataforma tiene una rapidez de 2 metros por segundo y una altura de 20 metros. Justo
después la grua se detiene por completo. Luego de eso la plataforma mueve el material de
forma horizontal hasta que en t3 tiene una rapidez de 4 metros por segundo. Finalmente la gria
baja el material hasta una altura desconocida y en el instante t4 queda en reposo. La normal
sobre el material hace un trabajo de —17 659.5 | en este tltimo trayecto. La plataforma con
el material tiene una masa de 500 kilogramos mientras que el material solo tiene una masa
de 300 kilogramos. Entre el material y la base de la plataforma hay un coeficiente de friccién
estatico de 0.4 y el material nunca se desliza (ademas, la friccién estédtica es maxima). En todo
el recorrido, la tensién de la cuerda principal de la gra hace un trabajo de 200 000 ] sobre la
plataforma. La cuerda permanece vertical.

¢Qué nos piden?

Usando el teorema de trabajo y energia debemos:

(a) Calcular el trabajo realizado por la tension de la cuerda de la grua sobre la plataforma
entre {1 y fp.

(b) Hallar la distancia horizontal recorrida por el material entre el momento en que se
detuvo la graa después de t; y el tiempo t3.

(c) Encontrar la altura del material en el instante #,.

(d) Hallar el trabajo que el material ejerce sobre la plataforma en todo el recorrido (desde
t1 hasta t4).

Usando E; ¢ = Epyj + 3 W; debemos:
(e) Responder (a) y (c).

(a) Debemos hallar el trabajo realizado por la tensién de la cuerda de la graa
desde el instante t; hasta el instante t;. El teorema de trabajo y energia nos
dice que el cambio de energia cinética es igual al trabajo neto sobre el sistema:

AK =W, (1)
El sistema que nos interesa en este punto es la plataforma junto con el mate-

rial. Sobre este sistema acttian dos fuerzas que hacen trabajo: la tensién que
queremos hallar y el peso total de la plataforma.
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Cuidado: la normal que la plataforma le hace al material o la que el material le
hace a la plataforma son fuerzas que no nos interesan en este numeral porque
no actiian sobre el sistema sino que actiian sobre objetos dentro del sistema. Algo
similar ocurre cuando analizamos el movimiento de un carro; no nos interesa
la fuerza que los pasajeros le hacen a la silla, o la fuerza que los pulmones
del conductor hacen al respirar; todas esas son fuerzas que actian dentro del
sistema pero no son fuerzas que acttan sobre el sistema.

Por lo tanto, podemos escribir el teorema de trabajo y energia asi:
AK =W, + W, (2)

donde W; es el trabajo de la tensién y W, es el trabajo del peso. Podemos hallar
el cambio de energifa cinética porque conocemos la rapidez inicial y final, y
ademas podemos calcular el trabajo del peso ya que conocemos la altura inicial
y final. Recordemos que el trabajo realizado por el peso es

Wp:—mg(hf—h,-). (3)
Para aplicar la ecuacién (3) debemos escoger un sistema de coordenadas que

nos permita medir las alturas. Usemos un sistema de coordenadas cuyo origen
esté en el piso, de forma que la altura inicial sea cero y la final sea de 20 metros:

Con el sistema anterior, la ecuacién (3) se puede escribir asi:
W, = -mgh, (4)

donde h es 20 metros, pero no vamos a reemplazar los valores de las variables
aun. Si escribimos la ecuacién (2) teniendo en cuenta este trabajo, obtenemos

AK = Wi —mgh. (5)
——
WF
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Ahora escribamos explicitamente el cambio de energia cinética en términos de
la rapidez inicial y final:

1 1
Emvj% - Emvlz = W; —mgh. (6)

—_——
AK

Como la plataforma empieza desde el reposo, la rapidez inicial es cero y
podemos escribir la ecuacién (6) asi:

1

Emv}% = W, —mgh. (7)
Finalmente, para despejar W; pasamos el trabajo realizado por el peso al otro
lado: .

Emv]%-rmghzwt. (8)

Si reemplazamos los valores numéricos, esto da

L (500 kg)(2 m/s) + (500 kg)(9.81 m/s?) (20 m) = 99100 J. (9)
2‘\,_./ S~—— ———— —
m vf m h

(b) Para hallar la distancia recorrida por el material entre el momento en que la
grua se detiene después de t, y el tiempo t3 debemos encontrar una ecuacién
que relacione esta distancia con la informacién que nos dan. Nos dicen el
coeficiente de friccidn, la rapidez inicial (que es cero) y la final de este trayecto.
Con la rapidez inicial y final podemos hallar el cambio de energifa cinético y
sabemos por el teorema de trabajo y energia que este cambio es igual al trabajo
neto. Ademads, en el trabajo neto sobre el material se incluye el trabajo que hace
la friccién, y el trabajo de la friccién depende de la distancia recorrida. Asi que
calculando una expresién para el trabajo de la friccién y el cambio de energia
cinética podemos encontrar una expresioén para la distancia.

Cuidado: esta vez no estamos analizando la plataforma completa sino que
estamos analizando el material, as{ que es importante tener en cuenta la friccién
y la fuerza normal que la base de la plataforma le hace al material.

Sobre el material actian tres fuerzas: la normal, el peso y la friccién. Antes
de continuar realicemos el diagrama de trabajo del material. Notemos que
la friccién es estdtica porque el material no se desliza sobre la base de la
plataforma y es paralela al desplazamiento; es precisamente por la fricciéon
estdtica que el material se mueve de forma horizontal hacia la derecha (no hay
otras fuerzas en X sobre el material)*:

14 La friccién debe ir hacia la derecha porque el material se tiende a mover hacia la izquierda
de la plataforma (se tiende a deslizar).
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Diagrama de trabajo

Y
N,

N . 2
-u;‘ é% L D /D X

Sobre el material acttan tres fuerzas, la normal que le hace la base de la plataforma,
el peso y la friccidn estatica. Esta friccién apunta en el sentido del desplazamiento,
como se explicé antes.

Como se aprecia en el anterior diagrama, la normal y el peso son perpendicu-
lares al desplazamiento, asi que no hacen trabajo. La tnica fuerza que hace
trabajo es la friccién, por lo que el teorema de trabajo y energia quedaria asi:

AK = W. (10)

Como la friccién es paralela al desplazamiento, el trabajo realizado por la
friccién es simplemente

Wy = fid, (11)
donde f; es la magnitud de la friccién (que no conocemos) y d la distancia. Si
usamos esto en la ecuacién (10), obtenemos

AK = fd . (12)
——
Wy

Para despejar la distancia de la anterior ecuacién necesitamos encontrar f,.
Como la friccién estatica es maxima, la magnitud de la friccién es f, = uN.
Ademas, la magnitud de la normal en este caso es igual al peso porque el
material no tiene aceleraciéon en Y (N =mg). Ast:

fr=nmg . (13)
~——
N

Si usamos esto en la ecuacién (12), obtenemos

AK = (pmg)d. (14)
—

fr

De aqui podemos despejar d en términos de variables conocidas:
AK
pmg

d. (15)
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Si escribimos el cambio de energia cinética explicitamente, esto da

AK
——

lmv)%—O
2z - g (16)
pmg

Ahora sélo nos queda reemplazar los valores de cada variable:

m vf

1 2
5 (300 kg)(4 m/s) —204m, (17)
(0.4)(300 kg)(9.81 m/s")

—— ——
2 m

(c) La altura final del material se puede hallar con el teorema de trabajo y
energia, pues con este podemos relacionar el trabajo del peso y de las demas
fuerzas con el cambio de energia cinética (que conocemos). Como ya sabemos,
el trabajo del peso depende del cambio de altura.

Entre t3 y t4 la normal y el peso son las tinicas fuerzas que hacen trabajo sobre
el material (la friccién no hace trabajo porque el desplazamiento es vertical en
este trayecto), asi que el teorema de trabajo y energia para este trayecto queda

AK = Wy + Wy, (18)

donde Wy es el trabajo de la normal sobre el material que conocemos, y Wy,
es el trabajo del peso sobre el material. Si pasamos el trabajo de la normal al
otro lado para despejar el trabajo del peso, esto queda

AK - Wy = W,. (19)
Ahora el trabajo del peso es simplemente ~mg(hs —h;), donde hy seria la altura

final del recorrido (que no conocemos) y h; la altura inicial (que es de 20
metros). Asi que la ecuacién (19) se puede escribir como

AK—WN=—mg(hf—hi). (20)
——
Wp

Si pasamos a dividir por —mg esto nos da

AK-Wy

—h;. 21
—mg hf hi ( )
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Finalmente, si pasamos la altura inicial al otro lado, llegamos a

AK - Wy

+hi th (22)

Para reemplazar los valores numéricos primero escribamos de forma explicita
el cambio de energia cinética teniendo en cuenta que la rapidez final es cero:

AK
—_———
1
—fmvl2 -Wn
2
+hi=hy. (23)
Ahora sf reemplazamos los valores:
m v; Wi

———— —————

~1(300kg)(4 m/s)* - (~17659.5])

5 +20m=14.81 m. (24)
—-(300 kg)(9.81 m/s”) ——
—_—— hi
m

Notemos que el trabajo de la normal es negativo porque el material desciende
mientras que la normal apunta hacia arriba.

(d) Debemos hallar el trabajo neto que el material ejerce sobre la plataforma
para todo el recorrido, es decir, desde t; hasta t4. Para hacer esto nos piden
que apliquemos el teorema de trabajo y energia para todo el recorrido (otra
forma de resolver esto hubiera sido hallando el trabajo de cada fuerza en los
diferentes tramos y luego sumariamos).

Sobre la plataforma acttian cuatro fuerzas: la friccién, el peso, la normal del
material y la tensién de la gria. Asi que el trabajo neto sobre la plataforma
es la suma del trabajo que el material ejerce (a través de la friccién y de la
normal) mas el trabajo que la tensién de la graa realiza, mas el trabajo que el
peso ejerce. Como el material ejerce dos fuerzas, podemos escribir el teorema
de trabajo y energia asi:

AK = Wi+ Wy + Wy + Wey, (25)

donde Wy, es el trabajo que la normal del material ejerce, Wy, es el trabajo
que la friccién del material realiza, W), es el trabajo del peso de la plataforma y
W; es el trabajo que la tensién de la gria realiza.

Podemos hallar el trabajo total del peso porque conocemos la altura inicial que
es cero y la altura final (hallada en el punto anterior). Ademads, el cambio de
energia cinética es cero porque todo comienza y termina en reposo. Ademas,
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conocemos el trabajo de la tensién de la graa. Teniendo en cuenta esto, la
ecuacion (25) queda
0=Wp+ Wi+ Wy + Wep,. (26)

Si pasamos el trabajo de la tensién y del peso al otro lado, obtenemos
= Wi =Wy = Wy + Wi, (27)
Sillamamos Wy, a la suma de los dos trabajos que hace el material, que es el
trabajo neto realizado por el material, entonces obtenemos
-Wi=Wp= Wyr. (28)

——
Wlnn+Wf,n

Si escribimos el trabajo del peso de forma explicita, esto nos da

= Wi = (-mg(hy —hi)) = Wpr. (29)
Wp

Si reemplazamos los valores de cada variable, teniendo en cuenta que la altura
final es 14.81 metros y la altura inicial es cero, esto nos da

- (2000007]) - (-(300 kg)(9.81 m/s?)(14 m-20 m)) =-215274.17J. (30)

(e) Ahora calculemos (a) pero usando la ecuacion E,; ¢ = Ey; + . W;. Recorde-
mos que con esta ecuacién la sumatoria del trabajo se hace sobre fuerzas no
conservativas, y en este caso la tinica fuerza no conservativa que hace trabajo
es la tensién:

Epf = Epi + Wt (31)

Ahora, la energia mecdnica inicial es cero porque la rapidez inicial es cero y
porque la altura inicial es cero segun el sistema usado, mientras que la energfa
mecénica final es tanto potencial gravitacional como cinética:

1
mgh+fmv%: 0 +W. (32)
2 ——
Eni
Emf

Notemos que esta es exactamente la misma ecuacién que (8), asi que como era
de esperar, al reemplazar los valores vamos a obtener el mismo resultado que antes
—ecuacion (9)—.

Ahora respondamos (c) usando este mismo método. Entre t3 y t; hay dos
fuerzas no conservativas sobre el material, la friccién y la normal que la base
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de la plataforma hace. Sin embargo, la friccién no hace trabajo en este trayecto
como ya explicamos antes (es paralela a X mientras que el desplazamiento es
en Y). Asf que la inica fuerza no conservativa en este trayecto es la normal:

Emf :Emi+WN- (33)
Si escribimos explicitamente la energia mecénica inicial y la final teniendo

en cuenta que la cinética final es cero (porque la rapidez es cero), la anterior
ecuacién queda

1
mghf:mghﬁimviz-rWN. (34)
N~—— N
Emf Emi

Finalmente, dividimos por mg:

lmvinr Wn

hf=hi+2 o (35)

El lector puede comprobar que este es exactamente el mismo resultado dado
por la ecuacién (23), asi que al reemplazar los valores de las variables vamos a
obtener la misma altura final (14.81 metros).

Asi hemos comprobado que ambos métodos son equivalentes, lo cual era
esperable ya que para derivar el teorema de trabajo y energia partimos de
Epf = Emi + X W; (problema 5.25). La diferencia entre los métodos reside en
la forma como plantemos el problema: con el teorema de trabajo y energia
debemos escribir los trabajos de todas las fuerzas, sean conservativas o no,
mientras que con la ecuacién E, s = E;; + 3 W; debemos escribir los trabajos
de las fuerzas no conservativas y escribir la energia mecanica inicial y final
del sistema.
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Problema 5.26.

Palabras clave: trabajo de fuerzas no conser-
vativas, plano inclinado, grafica de energia,
trabajo de la friccién, rapidez final.

Atenea empuja con rapidez constante un gran cofre con masa de 18 000 kg a
través de una ladera de inclinacién 6, como se ve en el dibujo. Atenea realiza
sobre el cofre un trabajo de 7281 102 joules en una distancia de 80 metros
que se mide desde el punto inicial hasta el drbol. Ademas, la friccién sobre el
bloque hace un trabajo de —217 902 joules. La fuerza de Atenea sobre el cofre
es paralela a la ladera.

(a) Usando el teorema de trabajo y energia, calcule el angulo 6.

(b) Con base en la respuesta anterior, encuentre el coeficiente de friccién
entre el cofre y la ladera (suponga que es el mismo para todos los
puntos de la ladera).

(c) Corrija la grafica de energias para el cofre que estd justo debajo del
dibujo teniendo en cuenta la siguiente convencién: la barra azul in-
dica la energfa cinética inicial, la barra naranja la energia potencial
gravitacional final, la barra amarilla la energfa cinética final y la barra
gris indica el trabajo de todas las fuerzas no conservativas. Lo que
debe hacer es corregir la barra amarilla y la gris (sus valores estdn mal)
suponiendo que la barra azul y la naranja estdn bien. Tenga en cuenta
que los valores son a escala, es decir, no representan directamente la
energia del cofre en cada momento.

(d) Si todo hubiera sido exactamente igual, a excepcién de que no hubiera
friccién, ;cual habria sido la rapidez del cofre al llegar al arbol si la
rapidez inicial era de 10 metros por segundo?
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Energia mecanica .
inicial Trabajo d'e fuerzas no
| conservativas

Energia mecanica final

Energia (J)

i
3 c. -
o e

Solucién

:Qué informacion nos dan?

(a), (b), (c) y (d) El cofre tiene una masa de 18 000 kilogramos y es subido por una pendiente
con rapidez constante. Desde el punto inicial hasta el 4rbol, la distancia de la pendiente es de
80 metros. En ese tramo la friccién realiza un trabajo de —217 902 joules sobre el cofre y Atenea
hace un trabajo de 7 281 102 joules sobre el cofre. La fuerza de Atenea es paralela a la ladera.
Las barras azul y naranja de la gréfica de energia estan bien, pero la amarilla y la gris no.

¢Qué nos piden?

(a) Encontrar © usando el teorema de trabajo y energia.

(b) Hallar el coeficiente de friccién entre el cofre y la ladera.
(c) Corregir una gréfica de energias que nos muestran.
(

d) Encontrar la rapidez del cofre al llegar al arbol si no hubiera habido friccién.

(a) Para hallar 6 debemos buscar una ecuacién que relacione la pendiente de
la ladera con la informacién que nos dan. Primero, notemos que se forma un
tridngulo rectdngulo entre la distancia recorrida, la altura subida & y una linea
horizontal, como se aprecia a continuacién:
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De la figura anterior se ve que

h
o= 1
Sin d ( )

De aqui no conocemos h, pero la podemos encontrar hallando la energia
potencial gravitacional final del cofre. El teorema de trabajo y energia dice que
el cambio de energia cinética es igual al trabajo neto sobre el sistema:

AK = W,,. (2)

En este caso, hay cuatro fuerzas sobre el cofre: la fuerza de Atenea, la fuerza
de friccion, el peso y la fuerza normal. Sin embargo, la fuerza normal no hace
trabajo porque es perpendicular al desplazamiento del cofre (nota 5.16). Si
llamamos W,, al trabajo de Atenea, Wy al de la friccién y W), al del peso, la
anterior ecuacién queda asi:

AK =Wy + Wr + Wp. (3)

Ahora, el cambio de energia cinética es cero porque el cofre sube con rapidez
constante (asi que la energfa cinética final es igual a la inicial). Por lo tanto, la
ecuacion (3) queda

0 =Wp+Wr+ Wy (4)
——
AK

La tinica variable que no conocemos aqui es el trabajo realizado por el peso, asi
que despejemos este trabajo:

~ Wi = Wy = W, (5)

Como el trabajo realizado por el peso es ~mg(hs - h;), podemos escribir la
ecuacion (5) asi:
—Wm—Wf:—mg(hf—hi). (6)
| —
Wp
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Si usamos un sistema de coordenadas con el origen en el punto inicial del
recorrido, entonces la altura inicial serd cero y la altura final es h, que es la
altura subida por el cofre:

Estamos usando un sistema de coordenadas cuyo origen esté en el punto inicial
del cofre en la ladera de forma que la altura inicial sea cero y la altura final
sea simplemente /. Hemos usado un sistema inclinado, con el eje X paralelo al
desplazamiento del cofre.

Si tenemos en cuenta que h; es igual a cero, h es hy y si dividimos por -mg, la

ecuacion (6) queda
W =Wy

_mg

(7)

Si simplificamos los signos negativos, obtenemos
Wy, + Wf -
mg

Ahora que tenemos una expresién para h, podemos usar la ecuacién (1):

h
—
Wm+Wf
g Wy, + Wf

d mgd

sin0 =

Si aplicamos seno inverso, obtenemos finalmente

Wm+Wf)

0= i
arcsm( mgd
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Sélo nos queda reemplazar los valores numéricos de cada variable:

Wi Wy
—_——

0 = arcsin 7281102]_2179202] =30°. (11)
(18000 kg)(9.81 m/s?) (80 m)
—_———— ——
m d

(b) Para hallar el coeficiente de friccion entre el cofre y la ladera podemos usar
la informacién del trabajo realizado por la friccién, pues la magnitud de la
friccion es f, = uN. Ahora bien, la friccién es antiparalela al desplazamiento
del cofre, como podemos apreciar claramente a partir del diagrama de trabajo
del cofre:

Sobre el cofre actiian cuatro fuerzas; el peso, la normal, la fuerza de Atenea y la
fuerza de friccién. La friccién es anti-paralela al desplazamiento.

Como la friccién es antiparalela al desplazamiento, el trabajo de la friccién es

Wy =~ uN d. (12)
——

fr

Aqui no conocemos la magnitud de la normal ni el coeficiente de friccién. Para
hallar la normal notemos del diagrama de trabajo que la normal debe ser igual
a la componente Y del peso porque la aceleracién Y del cofre es cero. Segun el
diagrama de trabajo, Wy, = W cos 6, asi que

N =mgcos0. (13)
—
Wy



694 FisicA PASO A PASO. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

Ahora podemos aplicar la ecuacién (12) para obtener el coeficiente de friccién:

Wy =—p(mgcos0)d. (14)
—
N

Si dividimos por todo lo que acompaiia a y, obtenemos
Wy

~ (mgcos0)d B (15)

Finalmente, reemplazamos los valores de las diferentes variables:

Wy
—_—
-217902
- . J _ = 0.02 (16)
(18000 kg)(9.81 m/s”)(cos 30° )(80 m)
—— ——
m 0 d

(c) Debemos corregir la gréfica de energias. Para hacerlo debemos tener presen-
te que la barra azul y la naranja estin bien, y la amarilla y la gris
estan mal.

Empecemos por ver cudl es el problema con la barra amarilla. Esa barra indica
la energfa cinética final del cofre y tiene un valor entre 5 y 8 joules. No es dificil
saber por qué estd mal esa barra: el cofre sube con rapidez constante, asi que
su energfa cinética siempre debe ser la misma. Si la barra azul nos dice que la
energia cinética inicial es de 10 joules, entonces la barra amarilla que también
representa a la energia cinética debe indicar 10 joules.

El problema con la barra gris es mas sutil. ;Cémo podemos saber qué valor
deberfa indicar el trabajo realizado por las fuerzas no conservativas? Una forma
es usando la ecuacion Ey, ¢ = E;; + 3 W;. Conocemos la energia mecdnica inicial
que es de 10 joules (sélo es cinética) y conocemos la energia mecanica final que
es de 25 joules (10 joules de la cinética mas 15 joules de la potencial). Asi que
la anterior ecuacién quedaria asi:

25]=10]+) W. (17)
N—— N——
Emf Eni

De la anterior ecuacién se sigue que el trabajo total de todas las fuerzas no
conservativas debe ser

15]=%"W. (18)

Asi, la barra gris debe indicar un valor de 15 joules.
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Otro método: otra forma de obtener este resultado es usando la ecuacién (5)
que obtuvimos al aplicar el teorema de trabajo y energfa. Segin la ecuaciéon
(5) el trabajo del peso es igual al menos trabajo de la fuerza de Atenea y de la
fuerza de friccién. Si nos dicen en la gréfica de energia que la energfa potencial
final es de 15 joules y la inicial es de O joules, entonces podemos inferir que
el trabajo del peso es de —(15J—-07]) = -15J, porque el trabajo del peso es
el menos cambio de energia potencial gravitacional. Asi que por la ecuaciéon
(5), el trabajo de las otras fuerzas no conservativas debe ser igual a 15 J. Si
realizamos la grafica de energia con estas correcciones, obtenemos:

Energia mecanica
inicial

Trabajo de fuerzas no

Energia mecanica final .
conservativas

13

10

Energia (joules)

Esta gréfica nos muestra claramente que si hay fuerzas no conservativas actuan-
do sobre el sistema, entonces la energia mecénica del sistema no se conserva
(la energia mecanica inicial es de 10 joules y la final es de 25 joules). De hecho,
lo que aumento la energia mecdnica entre el momento inicial y final es exactamente
igual al trabajo que las fuerzas no conservativas hicieron (15 joules).

(d) Debemos calcular la rapidez del cofre cuando llega al arbol suponiendo esta
vez que no hay friccién. Para hacer esto podemos usar el teorema de trabajo y
energia.

Volvemos a escribir la ecuacién (3) pero esta vez teniendo en cuenta que la
friccién no hace trabajo:

AK=Wyu+Wy+ 0 . (19)
——
Wy

El trabajo que hace Atenea lo conocemos y el trabajo del peso lo podemos cal-
cular porque conocemos la pendiente y la distancia. Empecemos por encontrar
una expresién para el trabajo del peso:

Wy = -mg(hs - h;). (20)
Segun el sistema elegido, la altura inicial es cero y la altura final es A, asi que

la ecuacién (20) queda
Wy, = -mgh. (21)
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Ahora podemos escribir la altura / en términos de la pendiente y la distancia,

usando la ecuacién (1):
W, = -mg(dsin0). (22)
[ —
h

Ahora usamos esta expresién en la ecuacién (19):

AK =Wy, -mg(dsin®). (23)
| S —
Wo

Para hallar la rapidez final debemos escribir el cambio de energfa cinética
explicitamente, en términos de la rapidez inicial y final:

1, 1 ,

5MVF MY =W, —mg(dsin®). (24)

[ —
AK

Si pasamos la energfa cinética inicial al otro lado, esto queda

%mv? = Wm—mg(dsine)+%mv2 (25)

it

Multipliquemos por 2 y dividamos por la masa:

2(Wm—mg(dsin6)+%mvf) (26)

2 _
‘l/f— m

Finalmente, sacamos raiz cuadrada para obtener una expresioén de la rapidez
final

\} 2(Wy, —mg(dsin®) + 3mv?)
‘Vf = .

(27)

m
Si reemplazamos los valores numéricos, la rapidez final nos da
W m d 0 m i
—_— —— = —_——
2((7281102) ~(18000 kg)(9.81 m/s*)((80 m)sin 30° ) + 1 (18000 kg)(10 m/s)?)

vF= (18000 kg) (28)

_

m

=11.15 m/s.
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Problema 5.27.

Palabras clave: teorema de trabajo y energia,
trabajo de la friccién dindmica, definicién de
trabajo, trabajo de un resorte ideal.

Como las pistas de los portaviones son mucho mas cortas que la pista de un
aeropuerto normal, los portaviones usan una especie de caucho que sirve para
ayudar a frenar los aviones de combate cuando aterrizan. Suponga que un
avién de masa m aterriza sobre el portaviones indicado en el siguiente dibujo.
En el instante #; el avidn tiene una rapidez v; y estd a una altura #; de la pista
del portaviones. En el instante t; el avién hace contacto con la pista y en el
instante f3 se detiene por completo. Entre la pista y las llantas del avién hay
un coeficiente de friccién dindmico p,;. Ademads, desde t; hasta t,, el avién
realiza un desplazamiento D, de magnitud D,. Mientras el avién realiza el
desplazamiento anterior, el aire genera una fuerza de sustentacién de magnitud
f2 que forma un angulo B con respecto al vector D,, como se indica en el dibujo.
Suponga que el caucho que ayuda a frenar al avién se puede modelar como
un resorte ideal de constante k y suponga que cuando el avidn se detiene por
completo, el estiramiento es [, como se ve en el dibujo. Escriba una expresiéon
en términos de m, vi, W4, fa, P, Da, k, | y h; para la distancia que recorre el
avién desde f; hasta el instante en que el avién hace contacto con el caucho.




698 Fisica pPAsoO A PASO. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

Solucién

;Qué informacion nos dan?

El avién de masa m tiene una rapidez v; cuando estd a una altura h;. Mientras aterriza, realiza
un desplazamiento D, de magnitud Ds, que marca un angulo p con respecto a la fuerza de
sustentacion que tiene magnitud f;. El coeficiente de friccion dindmico entre la pista y el avién
es py. El caucho que ayuda a frenar se puede considerar como un resorte ideal, de constante k
que se estira [ hasta que el avion se detiene por completo.

¢Qué nos piden?

Encontrar la distancia que recorre el avion en la pista desde que la toca por primera vez hasta
que hace contacto con el caucho.

Para encontrar la distancia que recorre el avién en la pista antes de entrar
en contacto con el caucho podemos aplicar el teorema de trabajo y energia.
Notemos que la distancia que buscamos influye en el trabajo que la friccién de
la pista hace sobre el avién. En realidad, el trabajo total que hace la friccién
de la pista se compone de dos tramos: el trabajo que hace la friccién en la
distancia que buscamos y el trabajo que hace la friccién desde que el aviéon
toca el caucho hasta que se frena.

La distancia que recorre el avién desde que hace contacto con el caucho es /,
que es el estiramiento del caucho. Esto se ilustra a continuacién:

La friccién de la pista hace trabajo a lo largo de toda la distancia que recorre
el avién en la pista. Es decir, desde que el avién toca la pista en t; hasta que
se detiene en t3. Notemos que esta distancia total se puede escribir como la
distancia desconocida que buscamos y que hemos llamado d; sumada con I que es
la distancia que recorre el avién mientras estira el caucho.

Por lo explicado arriba, podemos dividir el trabajo de la friccién en dos: el
trabajo de la friccién en la distancia I que conocemos y el trabajo de la friccién
en la distancia d; que no conocemos. El trabajo total de la friccién de la pista
es la suma de ambos trabajos:

Wi+ Wap = Wy, (1)

donde W; es el trabajo de la friccién en la distancia I, Wy; es el trabajo en la
distancia desconocida y Wy, es el trabajo total de la friccion.
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Nuestro objetivo es hallar una expresiéon para Wy, y con ella poder encontrar
después una expresion para d;. Para hallar una expresién para W;; podemos
comenzar por aplicar el teorema de trabajo y energia. Tenemos dos opciones:
aplicar este teorema para diferentes tramos o aplicarlo de una vez para todo el
recorrido del avién desde t; hasta t3. Para no extendernos innecesariamente
vamos a aplicar el teorema para todo el recorrido (si el lector desea practicar,
puede intentar aplicarlo para cada uno de los tramos).

En todo el recorrido hay en total cuatro fuerzas sobre el avién: la fuerza de
sustentacién del aire, la friccién con la pista, la fuerza eléstica del caucho que
ayuda a detener al avién y la fuerza normal que la pista le hace al avién. De
estas fuerzas la tinica que no hace trabajo es la normal de la pista porque esta
es perpendicular al movimiento del avién sobre la pista. Si llamamos W; al
trabajo que hace la fuerza de sustentacion del aire, Wy, al trabajo que hace la
friccion de la pista, W, al trabajo que hace el caucho y W), al trabajo que hace
el peso, el teorema de trabajo y energia queda asi:

AK =Wy + Wy + Wp, + We. (2)

Si usamos la ecuacién (1) en la (2), obtenemos

AK =Wy, + Wy + Wi+ Wy +We. (3)
———
Wy,

Para despejar W;; debemos primero encontrar las otras variables que aparecen
en la ecuacién anterior. Empecemos por el trabajo hecho por el peso, que
siempre es —mg(hy - h;). Si ponemos nuestro sistema de coordenadas en la
pista del portaviones, entonces la altura final sera cero y la altura inicial sera
h1, que es conocida. Asi que el trabajo hecho por el peso serd

Wy=-mg( 0 — hy )=mghi. (4)
M~ ——
hg h;

Ahora encontremos una expresién para el trabajo de la fuerza de sustentacién
del aire. Nos dicen la magnitud de esta fuerza, la magnitud del desplazamiento
del avién en el tramo en que siente esta fuerza y el dngulo que forman el
desplazamiento y la fuerza. Con estos elementos podemos encontrar una
expresion para el trabajo que hace la fuerza de sustentacién del aire usando la
definicién de trabajo:

W,=F,-D, = H]EQH ”Da”cose (5)

donde F, es la fuerza de sustentacion del aire y D, es el desplazamiento del
avién. En el enunciado nos dicen que la magnitud de la fuerza de sustentacién
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del aire es f;, la magnitud del desplazamiento es D, y el angulo entre ambos
vectores es B, asi que podemos escribir la anterior ecuacién de esta forma:

W,= fa D, cosp. (6)
———
|Ea| |1Da]

Ahora busquemos una expresion para el trabajo W; hecho por la friccién en el
tramo en que el avién se frena con el caucho. Como la fuerza de friccién de la
pista es opuesta al desplazamiento del avién sobre la pista, el trabajo hecho
por la friccién es

Wp, =~frd. (7)

Para aplicar la anterior ecuacién, recordemos que la magnitud de la fricciéon
dindmica que una superficie realiza es f, = u;N. En este caso N = mg porque en
la pista el avidn no tiene aceleracién vertical (en Y). Por lo tanto, la magnitud
de la fuerza de friccién de la pista es

fr=pa mg . (8)
——
N

Si usamos esto en la ecuacion (7), obtenemos

Wy, = —pgmgd. (9)
——

fr

Ahora, la distancia que a nosotros nos interesa aqui es | porque estamos anali-
zando la friccién sélo en ese trayecto, asi que podemos escribir la ecuacién (9)
asi:
Wiy =—pamg 1 . (10)
——
d

Finalmente, busquemos una expresién para el trabajo realizado por el caucho.
Nos dicen que el caucho se puede modelar como un resorte ideal y recordemos
de la nota 5.16 que el trabajo de un resorte ideal es —%k(xj% -x?), donde Xxr es
el estiramiento final y x; el inicial. En este caso el estiramiento inicial es cero
porque inicialmente el caucho no esta estirado, y el estiramiento final es I. Asi
que el trabajo hecho por el caucho es

=—— -0)=-—klI? 11
W, k(1--0) kl (11)
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Si usamos los resultados de la ecuacién (4), ecuacién (6), ecuacién (10) y
ecuacién (11) en la ecuacién (3), obtenemos

AK:mgh1+faDacos($—ptdmgl—lkl2+Wd?. (12)
—— Y— ' — 2

—_——
Wp Wq Wfr W,

Si dejamos el término Wy, solo al otro lado, llegamos a

1
AK—mghl—faDacos(_’)ﬂ,tdmgl+§kl2:Wd?. (13)

Nos falta escribir el cambio de energia cinética de forma explicita. Como la
rapidez final es cero y la inicial es v, este cambio es

1 1
AK= 0 —=mv?=——mv? (14)
N~—— 2 ! 2 !
K; ‘/-K

Si usamos esto en la ecuacién (13), tenemos

—%mviz—mghl—faDgcosﬁ+ydmgl+%k12:Wd?. (15)

——
AK

Asi hemos encontrado una ecuacién para Wy, en término de variables conoci-
das. Sin embargo, lo que en realidad queremos es una expresion para d;. Para
hallarla teniendo W, s6lo necesitamos recordar que el trabajo de la friccién de
la pista esta dado por la ecuacién (9). Podemos usar esa ecuacién pero teniendo
en cuenta que la distancia que nos interesa ahora es d;:

—lmviz—mghl—quacosﬁ+pldmgl+lklz:—}Amgd?. (1e)
2 2
Waz

Si pasamos a dividir todo por -y mg, obtenemos finalmente una expresién
para la distancia que nos piden:

—3mv} —mghy — faDgcos P+ pgmgl + SkI?

2
—pmg

dy. (17)
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Problema de repaso 5.28.

Palabras clave: teorema de trabajo y energia,
trabajo de la friccién, trabajo de fuerzas no
conservativas.

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(1) El teorema de trabajo y energia no sirve para casos de caida libre.
(2) La fuerza de friccién siempre realiza trabajo negativo sobre un objeto.

(3) Si el trabajo total de las fuerzas no conservativas sobre un sistema es
cero, entonces la energia mecanica del sistema se conserva.

(4) Sila rapidez final del objeto es menor que la inicial, entonces el trabajo
neto sobre el sistema es negativo.

(5) Sila energfa cinética permanece constante, podemos inferir que no hay
fuerzas que hagan trabajo.

(1) Falso. El teorema de trabajo y energia sirve para cualquier tipo de casos,
incluido por supuesto casos de caida libre.

(2) Falso. Cuando el objeto se desliza sobre una superficie, la friccién dindmica
se opone al desplazamiento y entonces realiza un trabajo negativo. Pero tam-
bién existe la friccion estatica y esta puede ir en la direccién en que se mueve
el objeto, como ocurria, por ejemplo, en el problema 5.25.

(3) Verdadero. Si el trabajo realizado por todas las fuerzas no conservativas es
cero, entonces la energia mecédnica se debe conservar. Esto se ve claramente
en la ecuacion E, ¢ = E;;p + Y W;, donde la suma es sobre los trabajos de las
fuerzas no conservativas.

(4) Verdadero. Por el teorema de trabajo y energia, el trabajo neto es igual al
cambio de energia cinética. Si la rapidez final es menor, entonces el cambio de
energia cinética es negativo; si este cambio es negativo entonces el trabajo neto
tiene que ser negativo.

(5) Falso. Si la energia cinética permanece constante entonces el cambio de
energia cinética es cero y, por el teorema de trabajo y energia, el trabajo neto
es cero. Pero que el trabajo neto sea cero no quiere decir que no haya fuerzas
haciendo trabajo; puede ser que una fuerza haga trabajo positivo y otra haga
negativo de forma que se cancelen ambos y el total sea cero.
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5.1 NoTASs DEL cAPiTULO

Nota 5.1: Un sistema de coordenadas conveniente para la energia potencial
gravitacional.

Es conveniente usar, cuando sea posible, un sistema de coordenadas para el
cual la energia potencial gravitacional inicial o final sea cero. Al hacer esto
podemos simplificar un poco los calculos.

Nota 5.2: Energia potencial gravitacional.

La energia potencial gravitacional de un objeto estd dada por mgh, donde h es
la altura a la que esta el objeto con respecto a nuestro sistema de coordenadas.
Como la altura cambia de acuerdo al sistema elegido, la energia potencial
gravitacional va a depender de la escogencia del sistema. Ademas, la altura
puede ser negativa si la posicién final del objeto apunta en la direccién negativa
de Y.

El cambio de energia potencial gravitacional no depende del sistema de coorde-
nadas y siempre estd dado por mg(hy - h;) que es lo mismo que —mg(h; —hy).

Si un objeto se acerca al centro de la Tierra, su energfa potencial gravitacional
disminuye, y si se aleja, aumenta.

Nota 5.3: Energia cinética

La energia cinética de un objeto es una energia que depende de la masa y de la

rapidez al cuadrado del objeto: k = %mvz.

Nota 5.4: Energia mecénica.

La energia mecédnica de un objeto es la suma de la energia potencial con la
energia cinética. En el caso en el que la inica energia potencial es la gravitacio-
nal, la energia mecénica se puede escribir asi: E,, = K + Ug.

Cuando sobre un objeto la inica fuerza que actta es el peso, la energfa mecénica
del objeto se conserva: E;;1 = E;yn. Esto quiere decir que la suma de la energia
cinética con la potencial gravitacional del objeto en un tiempo t; es igual a
la suma de ambas energfas en otro tiempo t5: Ki + Uy = Kz + Uy, donde el
subindice 1 se refiere al tiempo #; y el subindice 2 al tiempo .

Nota 5.5: Energia mecanica de sistema objeto-resorte.

La energfa mecanica de un sistema compuesto por un objeto y un resorte ideal
es la suma de la energia mecédnica del objeto con la energia mecanica del resorte.
La energia mecanica del objeto es la suma de la energia cinética del objeto con
la energia potencial gravitacional del objeto, mientras que la energia mecéanica
del resorte es igual a la energia potencial eldstica del resorte. Por lo tanto, la
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energia mecdnica total del sistema es E +E

1,2 17,2
smv°+mgh+ 5kx”.

Msistema — Emobjeto Mresorte ~ K+ Ug +Ue =

Cuando sobre un objeto las tinicas fuerzas que actian son el peso y la fuerza
de un resorte ideal, entonces la energia mecédnica del sistema total se conserva:
Em1 = Ewp. Esto quiere decir que la suma de la energia cinética con la potencial
gravitacional y la potencial eldstica en un tiempo t; es igual a la suma de estas
energias en otro tiempo t5: Ky + Ug1 + U1 = Ky + Uy + U,2, donde el subindice
1 se refiere al tiempo #; y el subindice 2 al tiempo f,.

Nota 5.6: ;Cuando una fuerza realiza trabajo?

Una fuerza realiza trabajo sobre un objeto si alguna de las siguientes dos
condiciones se cumple:

1. La fuerza es paralela al desplazamiento o tiene alguna componente
paralela al desplazamiento. En este caso la fuerza (o su componente)
realiza trabajo positivo sobre el objeto.

2. Lafuerza es antiparalela al desplazamiento o tiene alguna componente
antiparalela al desplazamiento. En este caso la fuerza (o su componen-
te) realiza trabajo negativo.

Nota 5.7: Trabajo.

* En general, el trabajo que una fuerza F realiza sobre un objeto se calcula
usando la siguiente ecuacion: W = F-d = HIEH H[{” cos O, donde d es el
desplazamiento del objeto y O es el angulo que se forma entre la fuerza y
el desplazamiento.

* Si la fuerza es paralela al desplazamiento, el trabajo es positivo y es igual
a la multiplicacién de la magnitud de la fuerza y el desplazamiento:
w =[E] 4]

* Si la fuerza es antiparalela al desplazamiento, el trabajo es la multiplica-
cién de la magnitud de los vectores con un signo menos: W = - HIEH Hd“

* Si la fuerza es perpendicular al desplazamiento el trabajo es cero.

* También podemos calcular el trabajo si conocemos las componentes de
la fuerza y el desplazamiento, usando la ecuacién: W = + ||Fx‘| ||DXH +
||Fy || ||l§y , donde los signos dependen de si cada componente es paralela
o antiparalela a la respectiva componente del desplazamiento.
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Nota 5.8: Diagrama de trabajo.

En los problemas de trabajo es conveniente realizar un diagrama de trabajo.
Este diagrama no es més que un diagrama de fuerzas en el que ademas de estas
indicamos el desplazamiento del objeto.

Nota 5.9: Relacion entre el trabajo que A le hace a B y el que B le hace a A.

El trabajo que A le hace a B es igual, salvo por un signo contrario, al trabajo
que B le hace a A; Wy = -W5.

Nota 5.10: Sistema de coordenadas conveniente para calcular el trabajo.

Para calcular el trabajo usando la ecuacién W =+ ||IEXH HDX” + HF},H HDV || es muy
conveniente si usamos un sistema de coordenadas segun el cual la fuerza o el
desplazamiento se alineen con alguno de los ejes. Si alineamos un eje con la
fuerza o con el desplazamiento, el trabajo serd la multiplicacién de la fuerza en
ese eje por el desplazamiento en ese mismo eje y nos podemos olvidar de todo
lo que pase en el otro eje. Si, por ejemplo, alineamos el desplazamiento con el
eje Y, el trabajo sera sélo F, D, porque el otro término serfa cero (Dy serfa cero).

Nota 5.11: Trabajo hecho por el peso.

El trabajo realizado por el peso s6lo depende del desplazamiento vertical del
objeto, es decir, s6lo depende de h — h;. El trabajo hecho por el peso se calcula
usando la ecuacién Wy, = -mg(hs - h;).

Notemos que si el objeto sube esta ecuacién nos da negativa y entonces el
trabajo hecho por el peso es negativo, lo cual tiene sentido, porque si el objeto
sube su desplazamiento vertical sera hacia arriba, mientras que el peso siempre
apunta hacia abajo. Por el contrario, si el objeto desciende, esta ecuacién es
positiva porque hy —h; serd negativo. Esto tiene sentido porque en ese caso el
desplazamiento vertical serd hacia abajo, en la misma direccién del peso.

Ademas, el trabajo hecho por el peso es igual al negativo del cambio de energia
potencial gravitacional: Wy, = ~AUs.

No sobra resaltar que para el trabajo hecho por el peso son irrelevantes las otras
componentes del desplazamiento; s6lo importa el cambio de altura (la razén
de esto es que el peso no tiene componentes en otras direcciones diferentes a la
direccién vertical).

Nota 5.12: Trabajo hecho por la fuerza de friccién dinamica.

El trabajo realizado por una fuerza de friccién dindmica depende de la distancia
total del recorrido. Cuanto mayor sea esta distancia, més trabajo negativo
realiza la friccién dindamica.
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Nota 5.13. Comparaciéon entre fuerzas conservativas y fuerzas no
conservativas

Fuerza Fuerza no
conservativa conservativa

Conserva la energia mecénica SI NO
del sistema.

El trabajo realizado no depende St NO
de la distancia sino de la posicién
inicial y final.

Si el punto inicial y final del re- St NO
corrido es el mismo, el trabajo de
la fuerza es cero.

Podemos asociar una energia po- SI NO
tencial a la fuerza.

El trabajo realizado por la fuerza st No aplica
es el negativo del cambio de la

energia potencial asociada a la

fuerza.

Nota 5.14: Energia mecanica final segtin el trabajo realizado por fuerzas no
conservativas.

Si sobre un sistema con energia mecanica inicial E,,; actan varias fuerzas no
conservativas que hacen trabajo sobre el sistema, la energia mecanica final del
sistema serd E,; s = E;y; + 2; Wi, donde la suma se hace sobre todos los trabajos
de las fuerzas no conservativas.

Nota 5.15: ;Cuando la normal hace trabajo?

Si un objeto se mueve sobre una superficie, la normal no hace trabajo porque
es perpendicular al desplazamiento del objeto. Pero si la superficie también se
mueve y empuja al objeto, la normal si hace trabajo.

Nota 5.16: Trabajo realizado por un resorte.

El trabajo realizado por un resorte ideal es igual al menos cambio de energia
potencial eldstica. Si x; es el estiramiento o la compresién inicial del resorte
y xs es la final, entonces el trabajo realizado por el resorte es igual a W, =

—(%kx}% - %kxiz) = —%k(szr -x?).
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Nota 5.17: Teorema de trabajo y energia.

El teorema de trabajo y energia dice que el cambio de energia cinética de un
objeto es igual al trabajo neto (a la suma de todos los trabajos que hay) sobre el
sistema: AK = W,,.
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5.2 PROBLEMAS SIN SOLUCIONAR

1. Un teléfono celular se cae del bolsillo de Ernesto, el cual estd a 105 centime-
tros sobre el suelo. Cuando el celular estd a 5 centimetros de tocar el piso, su

rapidez es de 5 metros por segundo.

(a) ¢Era cero la rapidez inicial del celular? Si no lo era, jcual era?

(b) Ernesto tiene mala suerte y el celular no cae en el suelo sino en un
hueco de alcantarilla, que tiene una profundidad de 2 metros. Con
base en lo encontrado en (a), jcudl es la rapidez del celular al tocar el

fondo de la alcantarilla?

105cm

|0

Problemas similares: 5.2, 5.4, 5.5.

2. Mariana Pajon realiza un salto en su bicicleta. Si la rapidez en el punto final
del salto es de 10 metros por segundo y la rapidez inicial es de 8 metros por

segundo,

(a) ¢A qué altura con respecto al punto final esta el punto inicial del salto?

(b) ¢Cudl es la energia mecanica de Mariana con su bicicleta en cualquier
punto del vuelo si la masa de ella junto con la de la bicicleta es de 65

kilogramos?
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inicial

Problemas similares: 5.4, 5.5.

3. Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique su
respuesta:

(a) La energia mecanica de A se conserva si la tinica fuerza sobre A es el
peso.

(b) Sila energia mecédnica de un objeto no se conserva, entonces la energfa
cinética del objeto aumenta.

(c) El cambio de energia cinética depende del sistema de coordenadas
elegido.

(d) Sila energia potencial gravitacional de un objeto aumenta una cantidad
X (y esta es la tinica energia potencial del objeto) y la energia cinética
de ese objeto disminuye una cantidad X, entonces la energia mecanica
se conserva.

(e) Silarapidez disminuye, y la tinica fuerza actuando sobre el objeto es
el peso, entonces la altura del objeto aumenta.

Problemas similares: 5.3.

4. Matilda pone un objeto de 4 kilogramos sobre un resorte, y deja que el
objeto comprima el resorte. En el punto de méxima compresion el objeto esta
en equilibrio, a una altura de 2 metros sobre el suelo. La energia mecédnica
del sistema total en ese momento es de 200 joules (esta energia se mide con
respecto a un sistema de coordenadas en el piso). Tenga en cuenta que la
fuerza ejercida por el resorte sobre el objeto es de magnitud kx, donde x es la
compresién y k la constante del resorte.

(a) ¢Cuadl es la compresién del resorte?
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(b) Si Matilda pusiera un objeto de 6 kilogramos, jcual seria la energia
mecdnica total del sistema?

Punto de maxima compresion

Problemas similares: 5.6, 5.8.

5. La siguiente es una grafica de las energias de un sistema que incluye un
resorte ideal y otro objeto. Con base en la grafica, explique qué esta pasando
con el objeto; jsube, baja, se mantiene a la misma altura o aumenta su rapidez?
Explique qué pasa con el resorte; jse comprime mas o menos?

[l Energia Cinética 1l Energia Potencial Gravitacional [ Energia Potencial Elastica

30

25

20

Energia (J)
>

Momento 1 Momento 2 Momento 3

Problemas similares: 5.8, 5.10.
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6. Cecilia salta desde una altura de 10 metros medidos con respecto al piso,
para caer en una plataforma inflable que se puede modelar como un resorte
ideal. Cuando Cecilia cae sobre ella y la comprime, Cecilia estd a 0.5 metros
del piso. Suponga que la energia eléstica de la plataforma cuando Cecilia la
compr;me al méximo es de 1000 J, y que la constante k de la plataforma es de
8 kg/s”.

(a) ¢Cudl es la compresion de la plataforma?

(b) ¢Cual es la energia mecdnica total del sistema en el momento justo
cuando Cecilia ha comprimido la plataforma la mitad de la compresién
hallada en (a)?

~e”

N

10mT

7

Problema similar: 5.9.

7. Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique su
respuesta:

(a) Si tenemos un objeto que interactda con un resorte ideal, y si sobre el
objeto actta el peso, la fuerza del resorte y otra fuerzas, entonces la
energia mecanica del objeto no se conserva.

(b) La energia mecanica de un resorte ideal cambia si el resorte se
comprime.

(c) Si Pedro hala un resorte de constante k una distancia 4d, y si Maria
comprime un resorte con el doble de k una distancia d/4, entonces la
energia elastica de ambos resortes es la misma.

(d) Cuanto mayor sea la energfa eldstica de un resorte, mayor es la energia
mecdnica que se pierde para un sistema compuesto por el resorte y un
objeto.
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(e) Sila energia cinética de un objeto que interactta con un resorte ideal
disminuye a la mitad, la energia potencial elastica tiene que aumentar
el doble.

Problemas similares: 5.7, 5.11.

8. Dos rinocerontes estan peleando. El rinoceronte mas pequefio tiene masa de
300 kilogramos y tiene mas fuerza, asi que logra arrastrar 5 metros al rinoce-
ronte mas grande, el cual tiene masa de 600 kilogramos. Hay un coeficiente
de friccién dinamico de 0.25 entre el piso y las patas de los rinocerontes. El
trabajo hecho por el rinoceronte mas grande sobre el rinoceronte mas pequefio
es de —30 000 ] (note el signo negativo). Ambos rinocerontes ejercen una fuerza
constante.

(a) ¢Cudl es el trabajo hecho por el rinoceronte pequefio sobre el grande?
(b) ¢Cudl es la fuerza que el rinoceronte pequenio ejerce sobre el grande?
(c) ¢Cudl es el trabajo neto sobre el rinoceronte grande?

(d) ¢Cudl es el trabajo neto sobre el rinoceronte pequefio?

Nota: como en casi todos los problemas de trabajo, empiece por realizar un
diagrama de trabajo.

LY w @ W

Problemas similares: 5.12, 5.13.

9. Stacy saca a su cerdito, llamado Abner, a caminar. Primero Stacy y Abner
caminan sobre un sendero plano una distancia de 200 metros, pero después
caminan 40 metros por una pendiente de inclinacién de 60 grados. En la
primera parte del trayecto, Stacy hala a Abner con una fuerza constante de 30
N, marcando un dngulo de 120 grados con el suelo, como se ve en el dibujo.
En la segunda parte del trayecto, Stacy ejerce una fuerza constante de 50 N,
marcando un dngulo de 30 grados con respecto a una linea horizontal, como se
indica en el dibujo.

(a) Halle el trabajo total que Stacy ejerce sobre Abner durante todo el
recorrido.
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(b) Halle el trabajo realizado por el peso sobre Abner en todo el recorrido,
usando directamente la definicién de trabajo, F-d—es decir, no use el
hecho de que el trabajo hecho por el peso es —mg(hs - h;)—.

Problemas similares: 5.12, 5.14.

10. Una grua lleva a un carro de masa de 1000 kilogramos que tuvo un pro-
blema y el freno se le quedé activado (de forma que las llantas no giran). La
calle sobre la que anda la graa tiene pendiente de 10 grados. La distancia que
recorre la graa por esa calle es de 500 metros, y el trabajo total que realiza el
cable de la grua sobre el carro es de 40 000 J. Ademas, la tensién realizada por
el cable que arrastra el carro es de magnitud de 5000 N. Usando la ecuacién
W= <[E |Be] <1115,

)

(a) Halle el angulo « que se forma entre el cable y la calle.
(b) Halle el trabajo realizado por el peso durante los 500 metros.

(c) Si el trabajo hecho por la friccién dindmica sobre el carro es de —20 000
J, scudl es el coeficiente de friccién?

(d) ¢Cambiaria el trabajo realizado por el peso y por la friccién si el carro
hubiera sido arrastrado por una calle mas larga pero de menor pen-
diente, de forma que al final el carro llegara a la misma altura que en
el caso original?
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Problemas similares: 5.15, 5.18.

11. Inicialmente un ovni de 25 000 kilogramos tiene una rapidez de 100 metros
por segundo, y estd a una altura de 50 000 metros. El ovni desciende 1000
metros, y disminuye su rapidez a la mitad. La energia mecdnica final de la nave
es de 250000 7J.

(a) ¢Cudl es el trabajo total hecho por las fuerzas no conservativas?

(b) Suponga que el ovni sigue descendiendo, aterriza y se detiene por
completo. La fuerza de friccién del aire ejerce un trabajo total de
—-20000 J, y la fuerza de friccién entre las llantas y la pista ejerce un
trabajo de —30 000 J. Si la Ginica otra fuerza no conservativa es la fuerza
de los motores, ;qué trabajo realizan los motores?

t2

1000 m

715

Problemas similares: 5.19, 5.20.

12. Considere el circuito de carritos de masa m. con los que juega Lina. El
punto de partida estd a una altura h;, hay un bucle de radio R que termina a
una altura hy, donde hay un resorte de constante k que amortigua a los carros.
Ademds, en la tinica parte donde hay friccién es en el tunel, que tiene una
distancia d.

(a) Escriba una expresién para el coeficiente de friccién en el tunel de
forma tal que el carrito tenga la mitad de la energfa cinética que tendria
en el maximo punto del bucle si no hubiera friccién. Esta expresion
debe quedar en términos de by, R, d y g.

(b) Con base en lo hallado en (a), escriba una expresioén para la compresién
maxima del resorte cuando el carrito se detiene por completo.
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(c) Escriba una expresién para el trabajo neto sobre el carrito en todo el
recorrido.

N =
@\ /T

Problemas similares: 5.19, 5.20, 5.22, 5.23.

13. Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique su
respuesta:

(a) El trabajo que una fuerza hace sobre un objeto no se puede calcular
considerando tnicamente la componente del desplazamiento que es
paralela o antiparalela a dicha fuerza (pues debemos hallar las demas
componentes del desplazamiento).

(b) Si conocemos las magnitudes de la fuerza y del desplazamiento, y el
angulo entre ambos, la forma mas sencilla de calcular el trabajo es
usando la ecuaciéon W = ||13|| ||d|| cos 0.

(c) Dos escaladores de la misma masa escalan el monte Everest. Si un
escalador siguié una ruta mucho mds corta que el otro, el trabajo hecho
por el peso sobre este escalador fue mucho menor que el trabajo hecho
por el peso sobre el otro escalador.

(d) Cuanto mayor sea la altura inicial de un objeto, mayor serd el trabajo
que haga el peso sobre ese objeto, independientemente de cual sea la
altura final.

(e) El trabajo que A le hace a B es el mismo que el trabajo que B le hace a
A.

Problema similar: 5.16.

14. En una parte de la pentltima etapa del Tour de Francia, Nairo sube por
una pendiente de 10 grados. En cierto momento Nairo tiene una rapidez de
5 metros por segundo, y en ese mismo momento su rival, Froome, tiene una
rapidez de 4 metros por segundo. Froome se mantiene con esa rapidez después
de recorrer 20 metros, pero Nairo disminuye su velocidad a 3 metros por
segundo después de esos 20 metros.



716 FisicaA pAsO A PASO. MAs DE 100 PROBLEMAS RESUELTOS

(a) Halle la razén entre el trabajo realizado por las fuerzas no conservativas
de Froome sobre el trabajo realizado por las fuerzas no conservativas
de Nairo, y comente su resultado.

(b) En los siguientes 30 metros, Nairo y Froome mantienen su velocidad,
y suponga que el trabajo realizado por las fuerzas no conservativas
sobre cada uno es el mismo que el hallado en (a). ;Cual es la pendiente
durante estos 30 metros?

(Nairo)

é

(Froome)

S5

Problemas similares: 5.24, 5.26.

15. En una linea de produccién de carros, un robot levanta una distancia de 2
metros el chasis de los autos. El robot agarra el chasis cuando este se mueve
sobre una banda de ensamblaje, con rapidez de 1 metro por segundo. Cuando
el robot levanta el chasis hasta los 2 metros, lo deja por unos segundos en
reposo, y luego lo mueve a otra banda de ensamblaje que se mueve con rapidez
de 2 metros por segundo, y que esta a una altura de 1 metro por debajo de la
banda inicial. Para evitar dafios, justo antes de poner el chasis en la banda final
el robot le da al chasis la misma rapidez que tiene esa banda.

(a) ¢Cual es el trabajo realizado por la fuerza con la que el robot sujeta
el chasis cuando lo levanta de la primera linea de ensamblaje hasta la
altura de 2 metros y lo deja en reposo?

(b) ¢Cuadl es el trabajo neto ejercido sobre el chasis desde la primera banda
hasta que se pone en la segunda?

(c) ;Cudnto tendria que ser la rapidez de la banda final para que el trabajo
realizado por el robot desde la primera banda hasta la segunda hubiera
sido el doble de lo que en realidad fue?
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Tm/s

m]J

LT
2m/s

Problemas similares: 5.24, 5.25.

16. Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique su
respuesta:

(a) La energia mecénica de un objeto cuando una fuerza no conservativa
actta sobre él se puede llegar a conservar en algunos casos incluso si el
trabajo hecho por esa fuerza no es cero.

(b) El trabajo realizado por la friccién es mayor entre mayor sea la distancia
recorrida por el objeto.

(c) Siel trabajo realizado por las fuerzas no conservativas sobre un sistema
es negativo, entonces la energia mecanica de dicho sistema disminuye.

(d) La normal de las sillas de pasajeros de un avién hace trabajo sobre el
pasajero mientras el avién asciende.

(e) Si el cambio de energia potencial de una fuerza conservativa es -5 J,
entonces el trabajo hecho por dicha fuerza es -5 J.

Problemas similares: 5.21.

17. Un motociclista de masa m salta de una rampa y en su punto de maxima
altura tiene una rapidez v,. La moto tiene dos amortiguadores ideales de
constante K, uno en cada llanta. La compresién maxima de los amortiguadores
cuando el motociclista cae y se detiene por completo es x,,. Ademas, durante
toda la caida el viento ejerce una fuerza de magnitud F, que marca un dngulo
¢ con respecto a una linea vertical, como se indica en el dibujo. Escriba una
expresion para la altura del motociclista justo cuando las llantas tocan el suelo
(antes de que los amortiguadores se compriman). La expresién debe quedar en
términos de m, vy, K, X, Fy, .
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Vim

Problemas similares: 5.23, 5.27.

18. Resuelva los problemas 9, 10 y 11 (de la seccién de problemas sin resolver)
aplicando el teorema de trabajo y energia en lugar de utilizar la ecuacion E,; ¢ =
Epi+ i Wi (y si usé directamente el teorema de trabajo y energia, entonces
resuélvalos usando E,;, ¢ = E; + 2 Wi).

Problema similar: 5.25.

19. Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique su
respuesta:

(a) El teorema de trabajo y energia sirve para casos de movimiento
parabdlico.

(b) La fuerza de friccién puede realizar trabajo positivo sobre un objeto.

(c) Siel trabajo total de las fuerzas conservativas sobre un sistema es cero,
entonces la energia mecénica del sistema se conserva.

(d) Sila rapidez final del objeto es mayor que la inicial, entonces el trabajo
neto sobre el sistema es positivo.

(e) Sila energia cinética permanece constante, podemos inferir que no hay
fuerzas no conservativas que hagan trabajo.

Problema similar: 5.28.
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