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Convenciones y misceláneas

1. En este libro, los números se aproximan a las primeras dos cifras deci-
males. Por ejemplo, 2.677 se aproxima a 2.68, 4.655 se aproxima a 4.66 y
1.321 se aproxima a 1.32.

2. En muchos problemas del libro se hace referencia a “la regla de oro”, la
cual se explica en la nota 1.20 del problema 1.27 (página 89).

3. La constante de aceleración gravitacional cerca de la superficie terrestre
será representada con la letra “g” y su valor será aproximado a 9.81 m/s2.

4. Se pueden escribir sugerencias y comentarios acerca del libro en la página
web http://sites.nd.edu/sebastian-murgueitio/.
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Presentación

¿Por qué este libro?

Existen muchos libros de texto para enseñar fı́sica en los últimos años de
bachillerato y en los primeros semestres de universidad. Lo que no existe en
nuestro paı́s —hasta donde he podido comprobar—, y es la razón por la cual
decidı́ escribirlo, es un libro que esté totalmente dedicado a la resolución de
problemas de fı́sica. En esta obra se explica con gran detalle cómo resolver más
de 100 problemas de fı́sica, entre los que se incluyen problemas de cinemática,
caı́da libre, movimiento parabólico, fuerzas y energı́a. El libro está pensado
para estudiantes de último año de bachillerato, pero también para estudiantes
universitarios de pre-fı́sica, e incluso de fı́sica 1, que deseen aclarar ciertos
conceptos o quieran poner en práctica lo que han aprendido.

Para empezar, es pertinente aclarar cómo están resueltos los problemas en este
libro: en él se explica cada ecuación que se presenta y casi nunca se reemplaza
en una ecuación más de un resultado previamente obtenido. Además, hay un
gran número de ilustraciones que ayudan a comprender mejor la situación
planteada en cada problema. El nivel de detalle aquı́ alcanzado puede ser
innecesario para los estudiantes que están familiarizados con la manipulación
y el despeje de ecuaciones, pero lo que se busca es llegar al mayor número
posible de estudiantes, incluyendo aquellos que no han tenido la oportunidad
de desarrollar buenas bases matemáticas y fı́sicas en su formación escolar.

Con el fin de ofrecer la mayor claridad posible en la resolución de los ejer-
cicios, la solución de cada problema empieza con dos cuadros que aclaran
qué información nos están pidiendo y qué información nos están dando. En
mi experiencia como docente de fı́sica he notado que muchas veces el primer
error que cometen los estudiantes es no identificar correctamente lo que les
están preguntando o la información que les están dando. Por otra parte, a lo
largo de todo el libro se hace énfasis en el uso de vectores, y por eso el primer
capı́tulo está dedicado a estos. Además, se ahonda en el manejo de sistemas de

xi



xii Fı́sica paso a paso. Más de 100 problemas resueltos

coordenadas, algo que no es tan común en la formación escolar pero es crucial
en clases más avanzadas de fı́sica universitaria.

Al final de cada capı́tulo, para que el lector ponga en práctica lo que ha apren-
dido, he puesto varios ejercicios sin solucionar. Cada uno de estos ejercicios sin
respuesta está inspirado en alguno de los que sı́ fueron resueltos en el libro (en
el enunciado de los ejercicios sin resolver se indica qué problemas resueltos se
recomienda estudiar para entenderlos). El lector nunca encontrará un ejercicio
sin respuesta que no sea similar a uno de los problemas con respuesta.

Para hacer más divertido el aprendizaje he procurado usar problemas inspira-
dos en la vida cotidiana, en la idiosincrasia colombiana y en la cultura popular.
¡No más problemas abstractos con bloques ideales de masa M deslizándose
por planos inclinados! Los problemas en este libro involucran, entre otros, a
buses de Transmilenio, a James Rodrı́guez, a Caterine Ibargüen, a Atenea, a
Mariana Pajón y a John Lennon.

Aunque hace énfasis en el nivel práctico del aprendizaje de la fı́sica, el libro
también enseña conceptos teóricos y podrı́a ser usado como un libro de tex-
to sobre los temas aquı́ discutidos. Muchas veces los conceptos teóricos son
presentados en ejercicios prácticos, para que el estudiante aprenda al mismo
tiempo cómo resolver un problema y cómo entender cierto concepto. Los con-
ceptos teóricos más importantes presentados en los diferentes problemas son
resaltados en cuadros azules y enumerados. Al final de cada capı́tulo se da una
lista de los conceptos teóricos usados para que el estudiante pueda repasar
fácilmente lo aprendido en el capı́tulo y el libro pueda ser usado como uno
de consulta.

Si se usa como libro de texto, se recomienda seguir el orden de cada capı́tulo
porque los conceptos son presentados de forma paulatina (antes de introducir
un nuevo concepto hay uno o varios ejercicios prácticos relacionados con el
concepto previo). Además, el nivel de dificultad de los problemas generalmente
crece a medida que avanza el capı́tulo. Sin embargo, es pertinente aclarar
que todos los problemas son independientes, es decir, el lector no necesita
resolver o leer un problema X para leer o resolver un problema Y. Además, cada
problema comienza con una lista de palabras clave que le permite al estudiante
o al docente hacerse una idea rápida de los conceptos que se estudian en él.

Escribı́ este libro porque me di cuenta de que hay algunos temas puntuales
que, aunque pueden parecer obvios, se dejan por fuera de las aulas de fı́sica y
pueden llegar a confundir a más de un estudiante. Por ejemplo, no recuerdo
que alguien me mostrara cómo resolver un problema de plano inclinado con un
sistema de coordenadas que no está inclinado. O, por ejemplo, es muy común
encontrar a un estudiante que divide por una fuerza o por una aceleración,
lo cual no tiene sentido ya que la fuerza y la aceleración son vectores. Como
último ejemplo, nunca aprendı́ en clase que podemos transformar una ecuación
vectorial en una ecuación escalar si nos concentramos sólo en las magnitudes
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(por ejemplo, de la ecuación 3x̂+2x̂ = ax̂ se sigue la ecuación 3+2 = a). Por eso
en este libro trato de decir explı́citamente cosas muy útiles que a mı́ nunca me
dijeron.

Todos los problemas aquı́ propuestos fueron imaginados por mı́, aunque, por
supuesto, mi imaginación está influenciada por todas las clases de fı́sica que
tuve en mi formación escolar y universitaria. No pretendo decir que los pro-
blemas presentados aquı́ son totalmente diferentes a los miles con los que
todos nos educamos, pues todo libro de texto de fı́sica va a repetir un gran
número de problemas clásicos. Pero sı́ quiero insistir en que hice un esfuerzo
para convertir los problemas estándar que todos hemos encontrado incontables
veces en ejercicios divertidos que pueden despertar el interés del lector. Y ası́
como no seguı́ ningún libro de texto al escribir los problemas, tampoco seguı́
ningún libro al introducir y explicar los conceptos teóricos; todo lo que explico
aquı́ está basado en lo que aprendı́ en mi formación universitaria y escolar, y si
tuviera que citar referencias bibliográficas sólo podrı́a citar a mis excelentes
profesores y a mis muy inteligentes amigos fı́sicos1.

En resumen, el objetivo principal de este libro es brindar las bases para
que cualquier estudiante se sienta cómodo en su primera clase de fı́sica
universitaria.

¿Cómo usar este libro?

Este libro se puede usar (por lo menos) de tres maneras diferentes:

(1) Un estudiante que sólo quiera practicar para un examen o taller puede ir
directamente a los problemas relacionados con el tema que le interesa, y
puede aproximarse a ellos en cualquier orden (como los problemas tienen
palabras clave, el estudiante puede encontrar rápidamente los que le son
relevantes). Además, si quiere practicar, debe intentar primero resolver
el problema por su cuenta y sólo después de intentarlo puede mirar la
solución. Para facilitar la comprobación rápida de cada solución, se han
indicado en rojo las respuestas finales de los problemas. Igualmente, el
estudiante que quiera practicar puede tratar de resolver los ejercicios del
final del capı́tulo (que se presentan sin su solución).

(2) Un estudiante que desee aprender teorı́a debe leer el capı́tulo que le
interesa y debe tratar de seguir la solución de cada problema con cuida-
do, empezando por los problemas teóricos. Al hacer esto, debe prestar
especial atención a las notas, pequeños comentarios en azul en los que
se resalta lo más importante que se ha explicado en algunos de los pro-
blemas. Además, el estudiante puede buscar los problemas de opción

1 La ausencia de referencias bibliográficas en un texto académico puede asustar a algunos,
pero los temas tratados aquı́ son asuntos básicos que todo fı́sico está en capacidad de discutir y
explicar sin necesidad de consultar otras fuentes.
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múltiple (que se llaman problemas de repaso), pues estos le permiten
comprobar rápidamente si ha comprendido correctamente los conceptos
teóricos.

(3) Un profesor que desee explicar un concepto puede seguir los problemas
teóricos incluidos, en los que se ha tratado de presentar cada concepto
de forma sencilla, didáctica y precisa. Además, el profesor puede usar
problemas del libro para mostrarles a los estudiantes cómo aplicar cierto
concepto, y por supuesto puede usar problemas cambiando los datos
o cambiando lo que se pregunta para realizar talleres o pruebas. Final-
mente, el profesor puede asignar como tareas o talleres problemas de
las secciones sin respuesta (que están al final del capı́tulo), como una
forma de medir la comprensión de los estudiantes. Otra forma de medir
la comprensión de los alumnos es pidiéndoles que expliquen paso a paso
alguno de los problemas resueltos.

Agradecimientos

Quiero agradecerles, ante todo, a mis padres y a mi hermano, que me han
dado infinita felicidad. El ejemplo de esfuerzo y dedicación de mis padres me
sirvieron de inspiración mientras escribı́a el libro. Por supuesto, el resto de
mi familia ha sido muy importante en mi vida, y en particular debo reconocer
la influencia que mi tı́o Guillermo ha tenido en buena parte de mis intereses
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Presentación xv

Verónica, quien, además de ser especial conmigo en muchos aspectos, tuvo la
paciencia suficiente para discutir algunos enredos conceptuales con los que
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Problema (teórico) 1.1.

Palabras clave: introducción a vectores, canti-
dades escalares, cantidades vectoriales, sı́mbo-
los de vectores.

(a) ¿Qué es un vector?

(b) ¿Para qué sirve un vector?

(c) ¿Cómo se simboliza un vector?

(d) ¿Cómo se simboliza la magnitud de un vector?

(a) Un vector es un objeto matemático que consta de dos propiedades: magnitud
y dirección. La magnitud es lo que mide el vector (qué tan largo es) y la dirección
nos indica hacia dónde apunta el vector (¿apunta hacia la derecha, hacia el
norte, hacia el oeste?). La magnitud de un vector nunca puede ser negativa,
pues no tiene sentido que algo mida una longitud negativa.

(b) Un vector sirve para representar las cantidades conocidas como cantidades
vectoriales. Una cantidad vectorial es una cantidad que debe ser especificada
con una magnitud y una dirección. Por ejemplo, la velocidad es una cantidad
vectorial porque para determinar la velocidad necesitamos saber qué tan rápido
se mueve el objeto (es decir, conocer la magnitud de la velocidad) pero también
necesitamos saber en qué dirección se mueve. Dos carros que se mueven a 100
km/h, uno hacia el sur y el otro hacia el norte, no tienen la misma velocidad
pues no se mueven en la misma dirección (aunque sı́ tienen la misma rapidez).
La fuerza es otro ejemplo de una cantidad vectorial; para especificar una fuerza
no es suficiente decir cuál es la magnitud de la fuerza (qué tan “fuerte” es la
fuerza), sino que debemos decir en qué dirección apunta (si hacia arriba, hacia
la derecha, etc.).

Existen otras cantidades que se denominan cantidades escalares y que se re-
presentan sólo con una magnitud, es decir, con un número (no requieren una
dirección). Por ejemplo, la edad, la masa o la energı́a se representan con núme-
ros (4 años, 40 kilogramos, 30 julios). Como no tiene sentido preguntar hacia
dónde apunta la edad, pero sı́ tiene sentido preguntar hacia dónde apunta la
velocidad, podemos inferir que la edad es una cantidad escalar y la velocidad
es una vectorial.

(c) El sı́mbolo tı́pico de un vector es una variable (generalmente una letra) que
tiene una flecha pequeña encima. Por ejemplo, A⃗. También se suele representar
un vector mediante una variable en negrilla, por ejemplo A. Por último, un
vector puede escribirse como Ar̂, en donde A (sin negrilla) se refiere a la
magnitud del vector (cuánto mide) y r̂ indica la dirección del vector (hacia
dónde apunta). Más adelante volveremos a esta último notación.
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(d) La magnitud o norma de un vector se simboliza tı́picamente ası́: ∥A⃗∥. Tam-
bién se puede escribir A (sin negrilla) para referirse a la magnitud del vector
A⃗, es decir, se puede quitar la flecha del sı́mbolo de vector para referirse a la
magnitud del vector.



Vectores 5

Problema (teórico) 1.2.

Palabras clave: sı́mbolos de vectores, identifi-
car vectores.

Para los sı́mbolos ∥B⃗∥, A, B⃗, 3r̂, B y b, responder:

(a) ¿Cuál representa un vector?

(b) ¿Cuál representa la magnitud del vector B⃗?

Solución
(a) Según lo que se explicó en la sección (c) del problema anterior, los sı́mbolos
B⃗, b y 3r̂ representan vectores (en el caso de 3r̂, 3 es la magnitud del vector y r̂
indica la dirección).

(b) Según lo visto en la sección (d), la magnitud se representa con dobles barras
verticales o quitando la flecha al sı́mbolo del vector. En nuestro caso, B y ∥B⃗∥
sirven para representar la magnitud de B⃗.

Nota 1.1. Sı́mbolos para representar un vector

En este libro vamos a representar a los vectores como B⃗ o como Br̂.
Además, la magnitud de los vectores será representada como B (sin
negrilla) o como ∥B⃗∥.
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Problema (teórico) 1.3.

Palabras clave: representación gráfica de vec-
tores, dirección de vectores.

(a) ¿Cómo representamos gráficamente un vector?

(b) ¿Cómo especificamos la dirección de un vector?

Solución
(a) A un vector lo representamos gráficamente con una flecha, como se indica a
continuación1:

Un vector se dibuja como una flecha. La punta del vector indica la dirección y la

cola es el inicio del vector.

Los vectores se suelen situar en el origen de un sistema de coordenadas. Más
adelante veremos que para los problemas de fı́sica no importa cuál sistema
de coordenadas usemos, y también veremos que podemos situar un vector en
una parte del plano que no es el origen. Si usamos el sistema de coordenadas
cartesiano, el anterior vector se dibujarı́a ası́:

X

Y

Los vectores suelen dibujarse poniendo su cola en el origen de un sistema de

coordenadas. Aquı́ hemos usado el plano cartesiano.

(b) Recordemos que un vector tiene magnitud y dirección. La magnitud nos
dice cuánto mide el vector y la dirección nos dice hacia dónde apunta el vector.

1 Por razones de diagramación y formato, muchas veces en este capı́tulo se ha modificado el
tamaño de los vectores dibujados, de forma que el dibujo inicial de un vector se vuelve más grande
o más pequeño a medida que la solución del problema avanza. Por esa razón, si desea comprobar
algunas de las ideas explicadas en el capı́tulo se le recomienda al lector dibujar los vectores usando
una regla y un transportador.
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¿Cómo especificamos la dirección del vector anterior? Una forma natural de
hacerlo es usando el ángulo que hay entre alguno de los ejes y el vector. Por
ejemplo, podemos marcar el ángulo que hay entre el vector y el eje X:

X

Y

θ

Notemos que hemos llamado θ al ángulo que se forma entre el vector y el eje X.

El ángulo θ nos sirve para decir cuál es la dirección del vector. Por ejemplo, si
θ es 30 grados podemos decir: “el vector apunta en la dirección 30 grados por
encima del eje X”. Notemos que si no dibujamos el vector sobre un sistema de
coordenadas, no tenemos cómo indicar la dirección del vector (necesitamos un
sistema para marcar el ángulo que hace el vector con alguno de los ejes).
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Problema (teórico) 1.4.

Palabras clave: representación gráfica de vec-
tores, dirección de vectores.

Si en ambos casos el valor de α es el mismo (véase figura) y si la magnitud
de los vectores A⃗ y B⃗ es la misma, ¿hay alguna diferencia entre los vectores?
Explique.

X

Y

α

Y

X
α

A

B

Solución
Aunque en ambos casos el valor de α es el mismo y la magnitud de los vectores
es igual, sı́ hay una diferencia entre los vectores A⃗ y B⃗: los vectores no apuntan
en la misma dirección.

Este problema ilustra que no sólo importa el valor del ángulo con respecto a
uno de los ejes (en este caso con respecto al eje X), sino que es fundamental
tener en cuenta cómo medimos dicho ángulo. En el caso de A⃗ se midió el ángulo
empezando en el eje X y luego nos movimos en la dirección contraria a las
manecillas del reloj. En el caso de B⃗, también comenzamos en el eje X pero nos
movimos en el sentido de las manecillas del reloj:

Ası́, para indicar la dirección de un vector debemos tener cuidado con el
sentido en el que medimos el ángulo. Cuando vamos a dibujar varios vectores
usando el mismo sistema, debemos medir los ángulos en el mismo sentido siempre.
Por ejemplo, si queremos comparar los vectores A⃗ y B⃗, debemos decidir si
queremos medir los ángulos en el sentido de las manecillas del reloj o en
sentido contrario. Si, por ejemplo, medimos los ángulos en el sentido contrario
de las manecillas (y esta es la forma más común de medirlos), el ángulo del
vector B⃗ debe ser medido como se indica en la siguiente figura.

Como se puede apreciar en el dibujo, este ángulo β es distinto al ángulo α, lo
que rectifica que los vectores no apuntan en la misma dirección. Las direcciones
de dos vectores sólo son iguales si el valor del ángulo de cada vector es igual, y
si este es medido en el mismo sentido.
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X

Y

α

Y

X
α

A

B

Medimos el ángulo en el sentido con-

trario de las manecillas del reloj.

Medimos el ángulo en el sentido

de las manecillas del reloj.

X

Y

β

B

El ángulo de B⃗ es medido en el sentido contrario de las manecillas del reloj.

Nota 1.2. Dirección de un vector

Cuando vamos a dibujar varios vectores usando el mismo sistema de
coordenadas, debemos medir los ángulos con respecto al mismo eje
(puede ser X o Y) y en el mismo sentido (al contrario o en el sentido de
las manecillas del reloj).
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Problema (teórico) 1.5.

Palabras clave: vectores que no empiezan en
el origen.

¿Cuál es la diferencia entre los vectores A⃗ y B⃗ de la figura si los ángulos
marcados son iguales, si la lı́nea punteada es paralela a X y si las magnitudes
de los vectores son las mismas?

X

Y

α

A

B

α

Solución
Las únicas dos cosas que caracterizan a un vector son la magnitud y su dirección.
Aunque podemos ver que el vector B⃗ fue dibujado en un lugar del plano que
no comienza en el origen, esto no nos debe confundir: ambos vectores son
exactamente iguales porque ambos tienen la misma dirección y ambos miden
lo mismo (la lı́nea punteada sirve para marcar el ángulo del vector B⃗ ya que no
está cerca del eje). En realidad, B⃗ no es otra cosa que una copia del vector A⃗
que ha sido trasladada a otra posición en el plano.

Para entender esto mejor, supongamos que tenemos una regla de 40 cm sobre
una mesa como se ilustra a continuación:

 

Ahora movemos con mucho cuidado la regla a otra posición sobre la mesa, de
manera que no cambiamos su dirección (no la giramos ni un poco):
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5
10

15
20

25
30

35

Imaginemos que la regla representa el vector A⃗. Cuando la regla estaba en la
primera posición, tenı́a cierta dirección y cierta magnitud (su magnitud es
lo que mide, es decir, 40 cm). Si ahora movemos la regla a otra posición, su
magnitud no va cambiar, va a seguir midiendo 40 cm. Y si además tenemos
cuidado de no cambiar la dirección, la regla en la posición final va a repre-
sentar exactamente el mismo vector A⃗ que representaba al comienzo. De esta
manera, podemos entender el vector B⃗ como una copia del vector A⃗, que ha
sido trasladada en el espacio.

Sin embargo, habı́amos dicho en el problema 1.3 que usualmente un vector
debe ser dibujado al comienzo del origen del sistema de coordenadas, pues de
esa forma podı́amos determinar la dirección del vector. Por supuesto, podemos
dibujar al vector B⃗ en el origen del sistema de coordenadas, de hecho, ese
serı́a precisamente el vector A⃗. En problemas de fı́sica muchas veces vamos a
encontrar situaciones en las que tenemos que dibujar muchos vectores (uno
encima del otro) y, por razones de visualización y claridad, es mucho más
conveniente dibujar un vector comenzando en un punto diferente del origen.
Cuando no dibujamos un vector en el origen debemos indicar la dirección del
vector usando alguna lı́nea de referencia que sea paralela a alguno de los ejes,
como la lı́nea punteada paralela al eje X que servı́a para indicar la dirección
de B⃗.

El resultado del problema que realicemos no va a cambiar si dibujamos el
vector en el origen o en otro lugar porque, como lo ilustra la analogı́a con la
regla, si trasladamos un vector de un punto a otro sin cambiar su dirección,
el vector sigue siendo el mismo (su magnitud y su dirección siguen siendo
iguales).



12 Fı́sica paso a paso. Más de 100 problemas resueltos

Nota 1.3. Traslación de un vector sobre el plano

Si movemos un vector del origen del sistema de coordenadas a otro
punto del sistema sin cambiar la dirección, el vector sigue siendo el
mismo.

Muchas veces es más conveniente dibujar los vectores de modo que
comiencen en puntos diferentes del origen. En general, si no cambiamos
la dirección o la longitud, podemos mover el vector de cualquier punto
del plano a cualquier otro punto sin alterarlo.
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Problema 1.6.

Palabras clave: vectores que no empiezan en
el origen, identificar vectores gráficamente.

(a) Identifique cuáles de los siguientes vectores son el mismo vector, te-
niendo en cuenta el sistema de coordenadas usado y el hecho de que
todos tienen la misma magnitud.

(b) Diga con respecto a lo determinado en (a) cuáles vectores son transla-
ciones y cuál es el vector original (el vector original es el que está en el
origen).

X

Y

α

A

α

B

α
β

α

α

α

C

E

F

G

K
D

α

Solución
(a) Como en el enunciado nos dicen que todos los vectores tienen la misma
magnitud, para saber qué vectores son iguales sólo debemos buscar aquellos
que apuntan en la misma dirección. Según esto, A⃗, B⃗ y D⃗ apuntan en la misma
dirección ası́ que estos tres vectores son iguales. También podemos notar que
los vectores E⃗ y G⃗ son el mismo vector. Por último, K⃗ y F⃗ también son iguales.

(b) El vector original es el que está en el origen. A⃗ está en el origen ası́ que B⃗ y
D⃗ son traslaciones de A⃗. Por otro lado, G⃗ es una traslación de E⃗ (este último es
el “original”) y K⃗ una traslación de F⃗.
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Problema (teórico) 1.7.

Palabras clave: suma gráfica de vectores.

Con base en los vectores A⃗ y B⃗ dibujados en la figura, dibuje el vector A⃗+ B⃗.
Explique paso a paso su respuesta.

A

B

Solución
Ası́ como la suma de dos números da como resultado otro número, la suma de
vectores da un nuevo vector; si sumamos vectores vamos a obtener un objeto
que tiene magnitud y dirección. Si tenemos dibujados los vectores que vamos a
sumar, podemos hallar el vector resultante de la suma siguiendo tres pasos.

Paso 1

Dibujamos los vectores en el origen de un sistema de coordenadas (somos libres
de utilizar cualquier sistema de coordenadas):

A

B
X

Y

Paso 2

Ahora escogemos cualquiera de los dos vectores que vamos a sumar y hacemos
lo siguiente: lo trasladamos sin cambiar su dirección, hasta que la cola del
vector coincida con la punta del otro vector (del vector que no movimos). En
nuestro caso vamos a trasladar el vector B⃗ (recordemos de la nota 1.3 que
si movemos un vector sin cambiar su dirección, el vector movido representa
exactamente el mismo vector).

Paso 3

Ahora trazamos un vector que una la cola del vector que no movimos (en
nuestro caso el vector que no movimos fue A⃗), con la punta del vector que
movimos.
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A B

X

Y

Movemos el vector B⃗ de manera que su cola coincida con la punta del vector A⃗.

A B

X

Y

R

Trazamos un vector nuevo que comienza en la cola de A⃗ y va hasta la punta de B⃗.

Hemos llamado R⃗ a este nuevo vector.

El nuevo vector R⃗ (en naranja) representa el resultado final de la suma.

Nota 1.4. Suma de dos vectores (método gráfico)

Para sumar vectores de forma gráfica debemos seguir tres pasos:

(a) Situamos los vectores en el origen de un sistema de coordenadas.

(b) Movemos la cola de uno de los vectores (somos libres de escoger
cuál) hasta la punta del vector que no movimos. Debemos tener
cuidado de no cambiar la dirección del vector que movemos.

(c) Trazamos un vector desde la cola del vector que no movimos
hasta la punta del vector que movimos. Este último vector es el
resultado de la suma.
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Problema 1.8.

Palabras clave: suma gráfica de vectores, con-
mutatividad de la suma de vectores.

Muestre gráficamente que el resultado de A⃗ + B⃗ no cambia si en el paso 2,
explicado en el problema anterior (nota 1.4), movemos el vector A⃗ y dejamos
quieto a B⃗.

Solución
Repitamos el paso 1:

A

B
X

Y

Paso 2

Ahora debemos mover el vector A⃗ y dejar quieto el vector B⃗:

A

B
X

Y

Movemos el vector A⃗ de manera que su cola coincida con la punta del vector B⃗.
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Paso 3

A

B
X

Y

V

Trazamos un nuevo vector que comienza en la cola de B⃗ y va hasta la punta de A⃗.

Hemos llamado V⃗ a este nuevo vector.

El lector puede comprobar que V⃗ es exactamente igual al vector R⃗ hallado
en el problema anterior (el lector puede medir con una regla la magnitud de
ambos vectores y sus direcciones con un transportador). Ası́, hemos mostrado
que al sumar no importa cuál vector movemos en el paso 2.
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Problema 1.9.

Palabras clave: suma gráfica de vectores,
suma de vectores.

Si un vector A⃗ mide 3 cm y apunta en la dirección positiva del eje X y si un
vector B⃗ mide 5 cm y apunta en la dirección positiva del eje Y, ¿cuánto mide el
vector A⃗+ B⃗ y en qué dirección apunta?

Solución
Apliquemos los tres pasos explicados anteriormente para sumar vectores.

Paso 1

Dibujamos los vectores en el origen de un sistema de coordenadas. Debemos
tener presente que A⃗ mide 3 cm y apunta en la dirección positiva de X mientras
que B⃗ mide 5 cm y apunta en la dirección positiva de Y.

B

X

Y

A

Dibujamos los vectores en un sistema de coordenadas.

Paso 2

Vamos a trasladar el vector B⃗ y dejar quieto a A⃗ (como vimos en el problema
1.8, el resultado de la suma es el mismo sin importar cuál vector movamos).
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B

X

Y

A

Movemos el vector B⃗ de manera que su cola coincida con la punta del vector A⃗.

Paso 3

Ahora trazamos un vector que una la cola del vector que no movimos (en
nuestro caso el vector que no movimos fue A⃗), con la punta del vector que
movimos.

B

X

Y

A

Trazamos un nuevo vector que comienza en la cola de A⃗ y va hasta la punta de B⃗.

El nuevo vector que hemos trazado (en naranja) representa el resultado final de
la suma. Llamemos a este nuevo vector V⃗ . ¿Cuánto mide? De la figura se puede
inferir que tenemos un triángulo rectángulo cuya hipotenusa es la magnitud
de V⃗ y las magnitudes de A⃗ y B⃗ son los catetos:
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||B||

||A||

||V||

Es claro en el dibujo que la magnitud del vector B⃗ y la magnitud de A⃗ son los

catetos del triángulo rectángulo.

Según el teorema de Pitágoras tenemos:

∥V⃗ ∥ =
√
∥A⃗∥2 +∥B⃗∥2 (1)

Como ∥B⃗∥ = 5 cm y ∥A⃗∥ = 3 cm, entonces

∥V⃗ ∥ =
√
(5 cm)2 +(3 cm)2 =

√
34 cm (2)

Ahora debemos hallar la dirección de V⃗ . Para hacerlo debemos encontrar el
ángulo que forma con el eje X (también, si quisiéramos, podrı́amos buscar el
ángulo con respecto al eje Y). Vamos a medir el ángulo en el sentido contrario
de las manecillas del reloj:

B

X

Y

A

α

V

Debemos buscar el ángulo α medido en sentido contrario de las manecillas de

reloj que el vector V⃗ forma con el eje X.

Si tenemos un triángulo rectángulo y conocemos el valor de los catetos, pode-
mos hallar el ángulo usando la tangente:

tanα = CO

CA
, (3)
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donde CO se refiere al cateto opuesto y CA, al adyacente. En nuestro caso
podemos ver que el cateto opuesto al ángulo α es la magnitud de B⃗ mientras
que el cateto adyacente es la magnitud de A⃗, como se ilustra a continuación:

||B||

||A||

||V||

α

En este dibujo es claro que la magnitud del vector B⃗ es la longitud del cateto

opuesto y la magnitud de A⃗ es la longitud del cateto adyacente del triángulo

rectángulo.

Por lo tanto, tenemos

tanα = ∥B⃗∥
∥A⃗∥

. (4)

Aplicando la arcotangente a ambos lados (arctan(tanθ) = θ ası́ como arcsin(sinθ) =
θ o arccos(cosθ) = θ) obtenemos

α = arctan( ∥B⃗∥
∥A⃗∥
) . (5)

Al remplazar los valores obtenemos finalmente:

α = arctan(5 cm
3 cm

) = 59○. (6)

Ası́, A⃗+ B⃗ nos da un vector de magnitud
√

34 cm y apunta en la dirección
dada por un ángulo de 59○ medido en la dirección contraria a las manecillas
del reloj.
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Problema (teórico) 1.10.

Palabras clave: suma de vectores paralelos,
resta gráfica de vectores, negativo de un
vector.

Un vector V⃗ tiene una longitud de 3 cm y un vector B⃗, una de 4 cm. Ambos
vectores apuntan en la dirección positiva del eje X.

(a) Sume el vector V⃗ más el vector B⃗.

(b) Dibuje el vector −B⃗ y diga si su magnitud es la misma que la de B⃗.

(c) Calcule V⃗ − B⃗.

Solución
(a) Paso 1

Dibujamos los vectores en el origen de un sistema de coordenadas teniendo
en cuenta que V⃗ mide 3 cm y B⃗ mide 4 cm. Además, ambos apuntan en la
dirección positiva del eje X:

B
X

Y

V

Situamos ambos vectores en el origen de un sistema de coordenadas.

Paso 2

Movemos la cola de uno de los vectores hasta la punta del vector que no
movimos:
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B
X

Y

V

Movemos el vector B⃗ de modo que su cola quede en la punta de V⃗ .

Paso 3

Finalmente, trazamos un vector desde la cola del vector que no movimos (en
este caso V⃗ ) hasta la punta del que movimos (en este caso B⃗):

B
X

Y

V

R

Trazamos un vector desde la cola de V⃗ hasta la punta de B⃗. Llamamos R⃗ a este

vector (en verde). R⃗ es el resultado de la suma de B⃗ con V⃗ .

El vector R⃗ en verde es la suma que estábamos calculando. Del dibujo se infiere
que la magnitud de este vector es 7 cm y su dirección es la dirección positiva
del eje X. Esto señala algo importante: cuando sumamos vectores que son paralelos,
el resultado es un vector que tiene la misma dirección de los vectores que sumamos y
la magnitud es simplemente la suma de las magnitudes de los vectores iniciales (en
nuestro caso, la magnitud de V⃗ es 3 cm y la de B⃗ es 4 cm ası́ que la suma es
3 cm+4 cm = 7 cm).
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Nota 1.5. Suma de dos vectores paralelos (método gráfico)

Para sumar vectores que son paralelos simplemente sumamos la magni-
tud de cada uno de ellos. El resultado es la magnitud del vector final:

∥A⃗+ B⃗∥ = ∥A⃗∥+ ∥B⃗∥

Además, la dirección del vector final es la misma que la dirección de
los vectores sumados.

(b) Un vector con un signo negativo es un vector con la misma magnitud pero
dirección contraria al vector sin el signo negativo. Por ejemplo, −C⃗ tiene la
misma magnitud que C⃗, pero dirección contraria. En nuestro caso, −B⃗ y B⃗
tienen la misma magnitud pero direcciones opuestas. Como tienen direcciones
opuestas, para dibujar a −B⃗ sólo hay que cambiar la cola por la punta de B⃗:

B −B

Para dibujar −B⃗ a partir de B⃗, sólo debemos cambiar la cola por la punta de B⃗. Al

hacer eso obtenemos un vector de igual magnitud pero dirección contraria.

En el plano cartesiano −B⃗ queda ası́:

B X

Y

−B

Como ya dijimos, la magnitud de −B⃗ es la misma que la de B⃗, 4 cm.

(c) Ahora debemos calcular V⃗ − B⃗. Notemos que V⃗ − B⃗ no es más que la suma
del vector V⃗ con el vector −B⃗:

V⃗ − B⃗ = V⃗ +(−B⃗) (1)

En la sección anterior ya supimos cómo es −B⃗. Ası́, vemos que toda resta se
puede entender como una suma entre un vector dado y otro vector con un
signo menos.
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Para realizar V⃗ − B⃗ debemos seguir los tres pasos que ya conocemos.

Paso 1

Situamos los vectores que vamos a sumar en el origen:

X

Y

−B V

Paso 2

Movemos la cola de uno de los dos vectores hasta la punta del vector que no
movimos:

X

Y

−B V

Movemos el vector −B⃗ de modo que su cola quede en la punta de V⃗ .

Paso 3

Finalmente, trazamos el vector resultante que va desde la cola del vector que
no movimos (V⃗ ) hasta la punta del que movimos (−B⃗):
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X

Y

−B V

T

Trazamos un vector que hemos llamado T⃗ (en verde) desde la cola V⃗ hasta la

punta de −B⃗. Este vector representa la suma de V⃗ con −B⃗.

De la figura se infiere que la magnitud de T⃗ es 1 cm y su dirección es la
dirección negativa del eje X. Cuidado: La magnitud de T⃗ es 1 cm (no −1
cm), pues la magnitud siempre es positiva (el signo menos indica solamente
la dirección).

Notemos lo sencillo que es realizar V⃗ − B⃗ cuando los vectores están sobre el
mismo eje: simplemente restamos la magnitud de V⃗ (que es 3 cm) con la
magnitud de B⃗ (que es 4 cm): 3 cm−4 cm = −1 cm. El resultado de esa resta
nos dice que la magnitud del vector final es 1 cm y el signo menos nos dice que
apunta en la dirección negativa de X (más adelante entenderemos mejor este
signo usando vectores unitarios).

Nota 1.6. Resta de vectores paralelos (método gráfico)

Para realizar A⃗ − B⃗ debemos dibujar −B⃗ y luego sumamos A⃗ con −B⃗
siguiendo los tres pasos de la suma explicados en la nota 1.4. Para
dibujar −B⃗ a partir de B⃗ simplemente cambiamos la cola por la punta
de B⃗ teniendo en cuenta que la magnitud no cambia.
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Problema (teórico) 1.11.

Palabras clave: suma de más de dos vectores,
conmutatividad de vectores.

Con base en la figura, realice de forma gráfica las siguientes operaciones
respetando el orden de los paréntesis:

(a) (H⃗ − M⃗)+ C⃗.

(b) −M⃗ +(C⃗ + H⃗).

(c) Compare el resultado de (a) con el de (b).

C

H

M

Solución

(a) Para hacer (H⃗ − M⃗) + C⃗ primero debemos hacer (H⃗ − M⃗) y al resultado
le sumamos C⃗, pues nos piden que respetemos el orden indicado por los
paréntesis.

(H⃗ − M⃗) ∶

En primer lugar, debemos encontrar −M⃗. Como en la figura nos muestran M⃗,
podemos hallar −M⃗ de forma simple, cambiando la cola por la punta:

−M

M

Para dibujar −M⃗ a partir de M⃗ sólo debemos cambiar la cola por la punta.

Ahora que conocemos −M⃗ podemos hacer la suma H⃗ +(−M⃗). Note que esto es
lo mismo que hacer (H⃗ − M⃗).
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Paso 1

Situamos los vectores en el origen de un sistema de coordenadas:

X

Y

−M
H

Situamos los vectores H⃗ y −M⃗ en el origen de un sistema de coordenadas.

Paso 2

Movemos la cola de uno de los vectores hasta la punta del otro vector:

X

Y
−M

H

Movemos la cola de −M⃗ hasta la punta de H⃗ .
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Paso 3

Trazamos un vector desde la cola del vector que no movimos hasta la punta
del que movimos:

X

Y
−M

H

R

Trazamos un vector que hemos llamado R⃗ desde la cola de H⃗ hasta la punta de

−M⃗.

El vector R⃗ es el resultado de (H⃗ − M⃗). Ahora debemos sumarle a R⃗ el vector C⃗.
De nuevo, hacemos los tres pasos:

Paso 1

X

Y

R

C

Situamos los vectores R⃗ y C⃗ en el origen del sistema de coordenadas.
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Paso 2

X

Y

R

C

Movemos la cola de R⃗ hasta la punta de C⃗.

Paso 3

X

Y

R

C

F

Trazamos un vector que hemos llamado F⃗ desde la cola de C⃗ hasta la punta de R⃗.

El vector F⃗ es el resultado final, es decir, (H⃗ − M⃗)+ C⃗ = F⃗.

Otro método: también hubiéramos podido sumar los vectores H⃗ , −M⃗ y C⃗
de forma directa sin necesidad de obtener el vector intermedio R⃗. Es decir,
hubiéramos podido añadir el vector C⃗ directamente, poniendo su cola en la
punta de −M⃗. Si hubiéramos hecho esto, tendrı́amos lo siguiente:
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X

Y

C

H

Podemos situar la cola de C⃗ directamente sobre la punta de −M⃗ sin necesidad de

trazar el vector R⃗.

Si ahora unimos la cola del vector H⃗ que no movimos con un vector que llega
hasta la punta del último vector que movimos (C⃗), obtenemos

X

Y
C

H

L

Unimos con un vector llamado L⃗ la cola de H⃗ con la punta de C⃗.

El lector puede comprobar que L⃗ es igual a F⃗. Por lo tanto, para sumar más
de dos vectores podemos sumar primero dos vectores y encontrar el vector
que resulta de esa suma inicial y luego sumar ese vector intermedio con los
vectores que faltan, o sumar directamente los diferentes vectores, poniendo la
cola de cada vector sobre la punta del vector anterior, tal como acabamos de
hacer.

(b) Ahora debemos realizar −M⃗ +(C⃗ + H⃗). Para hacerlo debemos calcular pri-
mero (C⃗ + H⃗) y luego sumar −M⃗ con el resultado de (C⃗ + H⃗).
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Paso 1

X

Y

C

H

Situamos los vectores H⃗ y C⃗ en el origen del sistema de coordenadas.

Paso 2

X

Y

C

H

Movemos la cola de H⃗ hasta la punta de C⃗.

Paso 3

X

Y

C

H
J

Trazamos un vector que hemos nombrado J⃗ desde la cola de C⃗ hasta la punta de H⃗ .

El vector J⃗ es el resultado de (C⃗ + H⃗). Ahora debemos sumar −M⃗ (que ya lo
conocemos por la sección anterior) con J⃗ .
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Paso 1

X

Y

J−M

Situamos los vectores J⃗ y −M⃗ en el origen del sistema de coordenadas.

Paso 2

X

Y

J

−M

Movemos la cola de J⃗ hasta la punta de −M⃗.

Paso 3

X

Y

J

−M
D

Trazamos un vector que hemos llamado D⃗ desde la cola de −M⃗ hasta la

punta de J⃗ .
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El vector D⃗ es el resultado de la suma de −M⃗ con J⃗ , y como J⃗ es el resultado de
(C⃗ + H⃗), entonces D⃗ es el resultado de hacer −M⃗ +(C⃗ + H⃗).
(c) Si comparamos la última figura con la figura donde se traza F en la sección
(a), podemos notar que D⃗ es igual al vector F⃗:

X

Y

D

X

Y

F

El vector D⃗ es igual al vector F⃗.

Como ambos vectores son iguales, entonces (H⃗ − M⃗)+C⃗ es igual a −M⃗+(C⃗ + H⃗).
Esto quiere decir que la suma de vectores es conmutativa, es decir, no interesa en
qué orden sumemos los vectores.

Nota 1.7. Conmutatividad de vectores

La suma de vectores es conmutativa, es decir, no interesa en qué orden
los sumemos.
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Problema (teórico) 1.12.

Palabras clave: descomposición de un vector.

(a) Explique qué es descomponer un vector.

(b) Descomponga el vector A⃗ de la figura en el plano de coordenadas
dibujado.

(c) Escriba una expresión para la magnitud del vector A⃗ en término de la
magnitud de sus componentes.

X

Y

A

Solución
(a) Descomponer un vector es encontrar dos vectores que al sumarlos formen el
vector que queremos descomponer. Estos vectores deben cumplir los siguientes
requisitos: uno de ellos debe estar alineado con el eje X (no importa si apunta
en la dirección positiva o negativa de X) y el otro debe estar alineado con el
eje Y (de nuevo, no importa si apunta en la dirección positiva o negativa de Y).
Los dos vectores que cumplen con estas condiciones son las componentes del
vector inicial.

Notemos que el vector A⃗ se descompone en una componente X y una Y. Esto
quiere decir que el vector A⃗ es de dos dimensiones. En general, el número de
dimensiones de un vector es igual al número de componentes que necesitamos
para descomponer el vector. En este libro sólo vamos a trabajar con vectores de
una y dos dimensiones (vectores con una o dos componentes respectivamente).

(b) Para encontrar las componentes del vector A⃗ podemos seguir los siguientes
pasos:
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Paso 1

Situamos nuestro vector en el origen del plano de coordenadas.

X

Y

A

Situamos el vector en el origen del plano de coordenadas.

Paso 2

A continuación, trazamos dos lı́neas punteadas (estas lı́neas son sólo una guı́a)
que cumplan las siguientes condiciones: una de ellas es paralela al eje Y y se
extiende desde la punta del vector hasta el eje X. La otra es paralela al eje X y
va desde la punta del vector hasta tocar el eje Y:

X

Y

A

Trazamos una lı́nea paralela al eje X que va desde la punta del vector hasta el eje

Y. Trazamos otra lı́nea paralela a Y que va desde la punta del vector hasta el eje X.

Paso 3

Finalmente, trazamos un vector en el eje X que comience en el origen y llegue
hasta el punto en que la lı́nea punteada que acabamos de dibujar corta el eje X.
También trazamos un vector sobre el eje Y, que comienza en el origen y llega
hasta la lı́nea punteada que corta el eje Y.
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X

Y

A

Trazamos un vector alineado con el eje Y que empieza en el origen y llega hasta el

punto en el que la lı́nea punteada corta el eje Y. Trazamos un vector en X que va

desde el origen hasta el punto en que la otra lı́nea punteada corta el eje X.

Los vectores en azul y verde son las componentes de A⃗ en el eje X y en el eje Y
respectivamente. Estas componentes se suelen denotar usando la letra inicial
del vector original con un subı́ndice X o Y que indica si es la componente X o Y
respectivamente. En este caso, a la componente X (en azul) la podemos llamar
A⃗x y a la componente Y (en verde) la podemos llamar A⃗y .

Cuidado: es muy importante tener en cuenta la dirección de las componentes.
Siempre debemos pintarlas de modo que vayan del origen hacia el punto en
que la lı́nea punteada corta el eje (nunca pintarlas desde la lı́nea punteada
hasta el origen). Por ejemplo, serı́a un error pintar la componente Y ası́:

X

Y

A

Es un error pintar la componente en Y apuntando hacia el origen. Las componentes

siempre se deben trazar ubicando su cola en el origen y su punta en el punto en

que la lı́nea punteada corta el eje.
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Nota 1.8. Descomponer un vector

Descomponer un vector es encontrar sus componentes. Por ejemplo,
encontrar A⃗x y A⃗y . Para descomponer un vector debemos seguir tres
pasos:

Paso 1: Situamos el vector en el origen de un sistema de coordenadas.

Paso 2: Trazamos una lı́nea (mejor si es punteada para no confundirla
con un vector) paralela al eje Y que va desde la punta del vector hasta
que toca el eje X. Trazamos una lı́nea paralela al eje X que va desde la
punta del vector hasta que toca el eje Y.

Paso 3: Trazamos un vector en el eje X que comience en el origen y que
llegue hasta el punto en que la lı́nea que acabamos de dibujar toca el
eje X. Esta es la componente X. Trazamos un vector que comienza en el
origen y llega hasta el punto en que la lı́nea punteada toca el eje Y. Esta
es la componente Y.

(c) Ahora debemos escribir la magnitud de A⃗ en términos de la magnitud de
sus componentes. Esto se puede calcular de forma muy rápida si formamos
un triángulo rectángulo entre las dos componentes y el vector A⃗. Para formar
este triángulo a partir de la figura donde encontramos las componentes del
vector A⃗, podemos por ejemplo trasladar A⃗y hasta la lı́nea punteada paralela al
eje Y. Recordemos de la nota 1.3 que si trasladamos el vector sin rotarlo o sin
cambiar su dirección, este sigue siendo el mismo.

X

Y

A
Ay

Ax

Podemos trasladar A⃗y desde el eje Y hasta la lı́nea punteada que es paralela a Y

para formar un triángulo rectángulo entre las componentes y el vector inicial.
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De este triángulo que hemos formado es muy fácil deducir que la magnitud
de A⃗ no es más que la hipotenusa de un triángulo cuyos catetos son las dos
componentes2. Es decir,

∥A⃗∥ =
√
∥A⃗x∥2 +∥A⃗y∥2 (1)

Además, en la última figura es claro que la suma de A⃗y con A⃗x nos da A⃗. Esto
muestra que, como dijimos en (a), descomponer un vector es encontrar dos
vectores, uno alineado en X y otro en Y, que al sumarlos nos dan el vector que
querı́amos descomponer.

Nota 1.9. Vector en términos de sus componentes

Muchas veces, para hallar la dirección o magnitud de un vector, debe-
mos formar un triángulo rectángulo de modo que las componentes del
vector sean los catetos y el vector sea la hipotenusa. Para formar dicho
triángulo, debemos mover una de las dos componentes desde su eje
correspondiente hasta la lı́nea punteada paralela a dicho eje.

Todo vector se puede escribir como una suma de sus componentes. Por
ejemplo A⃗ se puede escribir como A⃗ = A⃗x + A⃗y .

La magnitud de un vector siempre se puede escribir como la raı́z cua-
drada de la suma de la magnitud de cada componente al cuadrado. Por
ejemplo,

∥A⃗∥ =
√
∥A⃗x∥2 +∥A⃗y∥2.

2 En este libro llamamos componentes a los vectores que descomponen el vector. En otros libros
se llama componente a la magnitud de estos vectores, y se llama vector componente a los vectores
que descomponen el vector.
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Problema 1.13.

Palabras clave: descomposición de un vector,
vectores sin alguna componente.

Descomponer los vectores A⃗ y B⃗ de la figura.

X

Y

A X

Y

B

Empecemos por descomponer a A⃗. Antes de repetir los tres pasos de la nota
1.8 para descomponer los vectores, notemos que el vector A⃗ está alineado con
el eje X (si trazáramos una lı́nea punteada paralela al eje X desde la punta del
vector, esta lı́nea estarı́a también sobre el eje X). En otras palabras, podemos
decir que el vector es su propia componente en X, es decir, A⃗ = A⃗x. Como el
vector está alineado en X, no tiene ninguna componente Y. Es decir, A⃗y = 0⃗ (este
cero no representa el número cero sino el vector cero, o vector nulo, que es un
vector cuya magnitud es cero).

Recordemos que descomponer es encontrar dos vectores, uno en X y uno en Y,
tales que al sumarlos se forme el vector que queremos descomponer. En este
caso, podemos escribir a A⃗ como A⃗ = A⃗x, que es lo mismo que A⃗ = A⃗y + 0⃗ (la
componente Y es cero).

Para el caso de B⃗ sucede algo similar. El vector B⃗ está completamente ali-
neado con el eje Y, ası́ que él mismo es su propia componente en Y y no
tiene componente en X; B⃗ = B⃗y y B⃗x = 0⃗ (la componente X de este vector es el
vector nulo).

Nota 1.10. Vector sobre un eje

Cuando un vector está alineado con uno de los ejes no hay que descom-
poner al vector; él mismo ya está descompuesto en el eje sobre el que
está alienado y no tiene componente en el otro eje.
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Problema 1.14.

Palabras clave: descomposición de un vector,
magnitud de las componentes.

Si un vector V⃗ mide 5 cm y forma un ángulo de 30○ con respecto al eje X,
¿cuánto miden sus componentes?

Solución
Lo primero que debemos hacer para descomponer el vector es dibujarlo en un
sistema de coordenadas (este es el paso 1 de la nota 1.8):

Paso 1

X

Y

V

30o

Situamos el vector en el origen del plano de coordenadas.

Paso 2

Ahora dibujamos dos lı́neas punteadas, una paralela al eje X que va desde la
punta del vector hasta el eje Y y otra paralela a Y que une la punta del vector
con el eje X:

X

Y

V

30o

Dibujamos las dos lı́neas guı́a que unen la punta del vector con los ejes.
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Paso 3

Dibujamos las componentes teniendo en cuenta que la componente Y va desde
el origen hasta el punto en que la lı́nea punteada corta el eje Y y la componente
X va desde el origen hasta que la lı́nea punteada corta el eje X:

X

Y

V

30o

Vx

Vy

Trazamos la componente X y Y.

Ahora podemos aplicar la nota 1.9, que nos dice que para hallar la magnitud de
un vector es conveniente formar un triángulo rectángulo con las componentes
del vector. Para formar ese triángulo simplemente movemos la componente Y
hasta la lı́nea punteada paralela al eje Y:

X

Y

V

30o

Vx

Vy

Formamos un triángulo rectángulo moviendo la componente Y desde el eje Y hasta

la lı́nea punteada paralela a Y.

Con este triángulo ya es sencillo hallar las componentes porque la magnitud
de V⃗x es la longitud del cateto adyacente y la magnitud de V⃗y es la longitud
del cateto opuesto. Gráficamente, esto se puede ilustrar ası́:
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X

Y

||V
||=

H

30o

||Vx||=Ca

||Vy||= Co

La magnitud de la componente X es el cateto adyacente Ca, la magnitud de la

componente Y es el cateto opuesto Co y la magnitud del vector V⃗ es la hipotenusa

H .

A partir de esta figura se ve claramente que

sin30○ =
∥V⃗y∥
∥V⃗ ∥

(1)

pues el seno de un ángulo es igual al cateto opuesto sobre la hipotenusa.
Podemos despejar ∥V⃗y∥multiplicando la anterior ecuación por ∥V⃗ ∥:

∥V⃗ ∥sin30○ = ∥V⃗y∥ (2)

Como la magnitud de V⃗ es 5 cm, la anterior ecuación nos da

(5 cm)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∥V⃗ ∥

sin30○ = 2.5 cm = ∥V⃗y∥ (3)

En palabras, la componente Y mide 2.5 cm.

Por otro lado, como el coseno del ángulo es la componente adyacente dividida
entre la hipotenusa, tenemos:

cos30○ = ∥V⃗x∥
∥V⃗ ∥

(4)

Entonces, si multiplicamos la anterior ecuación por ∥V⃗ ∥, tenemos:

∥V⃗ ∥cos30○ = ∥V⃗x∥ (5)
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Si usamos que la magnitud de V⃗ es 5 cm, obtenemos

(5 cm)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∥V⃗ ∥

cos30○ = 4.33 cm = ∥V⃗x∥ (6)

También podı́amos haber obtenido la componente X usando la función tangen-
te, ya que conocemos el ángulo y conocemos ∥V⃗y∥, que es el cateto opuesto del
triángulo. Ası́ que de

tan30○ =
∥V⃗y∥
∥V⃗x∥

(7)

podı́amos despejar ∥V⃗x∥.
Vemos entonces que hay diferentes formas de hallar las componentes, ya sea
usando la magnitud del vector original y el ángulo, ya sea usando la magnitud
de la otra componente y el ángulo. Sin embargo, si no hubiéramos conocido
∥V⃗y∥, sólo hubiéramos podido hallar ∥V⃗x∥ usando coseno. Lo importante es
saber identificar en qué funciones trigonométricas aparecen las variables que
queremos hallar. Por ejemplo, en este problema nos dimos cuenta de que en la
función coseno y en la función tangente aparecı́a ∥V⃗x∥. Una vez identificamos
las funciones, usamos aquella en la que aparezcan otras variables que cono-
cemos. En el presente problema tanto la tangente como el coseno nos servı́an
porque conocı́amos el ángulo, la hipotenusa y el cateto opuesto.

Nota 1.11. Hallar componentes o ángulos

Si queremos hallar alguna de las variables del triángulo rectángulo
formado por las componentes y el vector, debemos seguir dos pasos: (1)
Identificar las funciones trigonométricas en las que aparece la variable
que necesitamos. (2) De las funciones encontradas en (1), utilizar aque-
lla en la que aparezcan el mayor número de variables conocidas (puede
suceder que nos sirvan varias funciones).

Otra forma de hacerlo: notemos de la segunda figura de la página 42 que tam-
bién podı́amos haber formado el triángulo rectángulo moviendo la componente
X hacia arriba, como se indica en la figura de la página siguiente:
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X

Y

30o

V

Vx

Vy

Si movemos la componente X en vez de la Y también se forma un triángulo

rectángulo.

Sin embargo, en este triángulo no aparece el ángulo de 30○ que nos daban
inicialmente (el ángulo quedó por fuera del triángulo), y aunque es fácil hallar
el ángulo que está dentro del triángulo (es 60 grados en este caso), el problema
se extiende un poco más. Por lo tanto, es más conveniente formar el triángulo
rectángulo de forma que el ángulo que nos indican quede dentro del triángulo y
no afuera.
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Problema 1.15.

Palabras clave: descomponer un vector en un
plano inclinado.

Trazar las componentes del vector en rojo teniendo en cuenta el sistema de
coordenadas indicado.

X

Y

Solución
A pesar de que el sistema de coordenadas está inclinado, esto no nos debe
confundir, y sólo debemos seguir los tres pasos de la nota 1.8. A veces va-
mos a utilizar sistemas de coordenadas inclinados porque pueden ser más
convenientes para trabajar ciertos problemas.

Paso 1

Ponemos el vector en el origen del sistema de coordenadas:

X

Y

Ubicamos el vector en el origen del sistema de coordenadas.
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Paso 2

Trazamos las lı́neas punteadas desde la punta del vector, una paralela al eje X
y que corta el eje Y, y otra paralela al eje Y que corta al eje X:

X

Y

Trazamos las lı́neas punteadas que cortan el eje X y el eje Y.

Paso 3

Dibujamos las componentes sobre los ejes; la componente X va desde el origen
hasta el punto en que la lı́nea punteada corta el X y la componente Y va desde
el origen hasta el punto en que la lı́nea punteada corta al eje Y:

X

Y

Dibujamos las componentes sobre los ejes. En azul está la componente X y en

verde la Y.

Como todo vector se puede escribir como la suma vectorial de sus componentes
(nota 1.9), si sumamos el vector azul con el verde deberı́amos obtener el vector
rojo. Realicemos la suma saltando el paso 2:



48 Fı́sica paso a paso. Más de 100 problemas resueltos

X

Y

Si sumamos ambas componentes se forma el vector rojo, como es de esperar.
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Problema 1.16.

Palabras clave: descomposición de un vector,
hallar componentes, hallar ángulos, funciones
trigonométricas.

A continuación va a encontrar varios vectores con sus respectivas descomposi-
ciones y usted debe hallar, de acuerdo a la información indicada en cada caso,
las incógnitas (las incógnitas se indican con el signo ?). En cada caso, explique
cuáles son las variables conocidas y cuáles son las incógnitas y después dibuje
el triángulo rectángulo más conveniente.

X

Y

||V
||

α

?

||Vy||

1

X

Y

||V
||

?

?

||Vy||

2

X

Y

?

?

||Vy||

3

θ

X

Y

?||Vy||

4

||Vx||

X

Y

?

5

β

||V||

X

Y

?

6

?

||V
||

||Vx||

X

Y
7

||V||

? X

Y

?

?

||V||

||V
x ||

8

?

?

?
||Vy||
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Solución

1. Conocemos el ángulo α, ∥V⃗ ∥ (la hipotenusa) y ∥V⃗y∥ (el cateto opuesto). La
incógnita es ∥V⃗x∥, la magnitud de la componente X. El triángulo más conve-
niente es aquel en el cual el ángulo α queda dentro (como dice la nota 1.11), es
decir:

X

Y

||V
||

α

?

||Vy||

Ahora, como la incógnita es ∥V⃗x∥, necesitamos buscar alguna función trigo-
nométrica en la que aparezca ∥V⃗x∥ (como dice la nota 1.11). Como ∥V⃗x∥ es
el cateto adyacente, podemos usar cualquier función en la que aparezca el
cateto adyacente. Por ejemplo, la tangente (cateto opuesto sobre adyacente) y
el coseno (cateto adyacente sobre hipotenusa) podrı́an servir. Notemos además
que ambas funciones sirven porque conocemos tanto el cateto opuesto (que es
∥V⃗y∥) que se necesita en la tangente, como la hipotenusa (∥V⃗ ∥) que se usa en
el coseno. Ası́ que podemos escoger cualquiera de estas dos funciones. Usemos
coseno:

cosα = ∥V⃗x∥
∥V⃗ ∥

. (1)

Si multiplicamos por ∥V⃗ ∥, obtenemos

∥V⃗ ∥cosα = ∥V⃗x∥. (2)

Ası́, la anterior ecuación nos permite hallar la incógnita ∥V⃗x∥.
2. Conocemos ∥V⃗y∥ y ∥V⃗ ∥ pero desconocemos el ángulo entre el vector ∥V⃗ ∥ y
el eje X, y también desconocemos ∥V⃗x∥. El triángulo más adecuado es, como
siempre, aquel en el cual el ángulo (en este caso un ángulo que debemos hallar)
aparece dentro del triángulo:
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X

Y

||V
||

?

||Vy||

?

Dado que tenemos dos incógnitas, primero vamos a hallar una y después
la otra.

Para hallar el ángulo debemos buscar funciones trigonométricas en las que
aparezca el ángulo; en todas las funciones trigonométricas aparece el ángulo
ası́ que de una vez debemos buscar una función en la que, además del ángulo,
aparezcan las otras variables que conocemos. La función que buscamos es el
seno, ya que conocemos el cateto opuesto (∥V⃗y∥) y la hipotenusa (∥V⃗ ∥):

sinx =
∥V⃗y∥
∥V⃗ ∥

. (3)

Notemos que hemos llamado x al ángulo que queremos hallar. Si aplicamos
arcoseno a la anterior ecuación, obtenemos el ángulo

x = arcsin
⎛
⎝
∥V⃗y∥
∥V⃗ ∥
⎞
⎠
. (4)

Una vez conocemos el ángulo, y dado que conocemos la hipotenusa y el cateto
opuesto, es muy sencillo hallar el cateto adyacente (∥V⃗x∥) Sólo necesitamos una
función trigonométrica en la que aparezca ∥V⃗x∥ y aparezcan las otras variables
conocidas. Podemos usar coseno o también tangente. Usemos tangente:

tanx =
∥V⃗y∥
∥V⃗x∥

. (5)

Si ahora multiplicamos por ∥V⃗x∥, obtenemos

∥V⃗x∥tanx = ∥V⃗y∥. (6)

Si dividimos por tanx hallamos finalmente a ∥V⃗x∥:

∥V⃗x∥ =
∥V⃗y∥
tanx

. (7)
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Si usamos finalmente el resultado dado por la ecuación (4) en la ecuación (7),
obtenemos

∥V⃗x∥ =
∥V⃗y∥

tan
⎛
⎝

arcsin
⎛
⎝
∥V⃗y∥
∥V⃗ ∥
⎞
⎠

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
x

⎞
⎠

. (8)

Ahora, si nosotros no hubiéramos hallado el ángulo, entonces no habrı́amos
podido hallar ∥V⃗x∥ usando las funciones trigonométricas. Sin embargo, hu-
biéramos podido hallar ∥V⃗x∥ usando el teorema de Pitágoras; como ∥V⃗x∥ es uno
de los catetos y ∥V⃗ ∥ es la hipotenusa del triángulo rectángulo, entonces

√
∥V⃗ ∥2 −∥V⃗y∥2 = ∥V⃗x∥ (9)

(este resultado es equivalente al dado por la ecuación (8), el lector lo puede
comprobar inventando algunos valores para las diversas variables3). Vemos una
vez más que hay diferentes caminos para despejar los valores de las variables
que deseamos hallar.

3. Conocemos ∥V⃗y∥ y el ángulo θ que se forma entre ∥V⃗ ∥ y ∥V⃗y∥. Debemos
hallar ∥V⃗x∥ y ∥V⃗ ∥. Notemos que esta vez el triángulo rectángulo más favorable
se obtiene moviendo V⃗x hacia arriba, de modo que el ángulo θ quede adentro:

X

Y

?

||Vy|| ?
θ

Empecemos por hallar ∥V⃗x∥. Como ∥V⃗x∥ es el cateto opuesto al ángulo θ, po-
demos usar la función seno, que relaciona ∥V⃗x∥ con θ y con ∥V⃗ ∥. El problema
es que no conocemos tampoco ∥V⃗ ∥. La otra función trigonométrica en la que
aparece ∥V⃗x∥ es la tangente. Además, en la tangente aparece el cateto adya-
cente (∥V⃗y∥), que sı́ conocemos (el lector debe tener cuidado aquı́ porque no

3 Al inventar estos valores el lector debe tener en cuenta que el ángulo debe ir entre cero y
noventa grados.
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siempre el cateto opuesto al ángulo es la componente Y, V⃗y , y el adyacente la
componente X, V⃗x). Por lo tanto, tenemos

tanθ = ∥V⃗x∥
∥V⃗y∥

(10)

Si multiplicamos por ∥V⃗y∥ podemos despejar ∥V⃗x∥:

∥V⃗y∥tanθ = ∥V⃗x∥. (11)

Ahora que conocemos ambos catetos, podemos despejar ∥V⃗ ∥ usando cualquiera
de las funciones trigonométricas en las que aparece (como el coseno y el seno).
Pero también podemos usar el teorema de Pitágoras:

√
∥V⃗x∥2 +∥V⃗y∥2 = ∥V⃗ ∥. (12)

Si usamos el resultado de la ecuación (11) en la ecuación (12), obtenemos
√
(∥V⃗y∥tanθ)2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∥V⃗x∥

+∥V⃗y∥2 = ∥V⃗ ∥. (13)

4. En este caso conocemos la magnitud de ambas componentes y debemos
hallar el ángulo y ∥V⃗ ∥. El triángulo más conveniente es el siguiente:

X

Y

?
||Vy||

?

||Vx||

Notemos que al usar este triángulo el ángulo que debemos hallar queda dentro
del triángulo rectángulo.
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Como vimos en el caso anterior, podemos hallar ∥V⃗ ∥ usando el teorema de
Pitágoras directamente:

√
∥V⃗x∥2 +∥V⃗y∥2 = ∥V⃗ ∥. (14)

También hubiéramos podido hallar el ángulo primero, y luego usar alguna
función trigonométrica para despejar ∥V⃗ ∥. Ahora que conocemos ambos catetos
y ya hallamos la hipotenusa podemos hallar el ángulo usando cualquier función
trigonométrica. Usemos por ejemplo la tangente:

tanx =
∥V⃗y∥
∥V⃗x∥

, (15)

donde hemos llamado x al ángulo que buscamos (no confundir esta x del ángulo
con la x que indica la componente X). Si aplicamos la función arcotangente,
tenemos finalmente

x = arctan
⎛
⎝
∥V⃗y∥
∥V⃗x∥

⎞
⎠
. (16)

5. Conocemos ∥V⃗ ∥ y el ángulo β que se forma entre ∥V⃗ ∥ y ∥V⃗y∥. Debemos
hallar ambas componentes. El triángulo rectángulo más favorable se obtiene
moviendo a ∥V⃗x∥ hacia arriba, de modo que el ángulo β quede adentro:

X

Y

?β

||V||

?

Hallemos primero la componente ∥V⃗x∥. Como ∥V⃗x∥ es el cateto opuesto al
ángulo, podemos usar la función seno que relaciona el cateto opuesto con el
ángulo y la hipotenusa (la función tangente no sirve porque desconocemos el
otro cateto):

sinβ = ∥V⃗x∥
∥V⃗ ∥

. (17)

Si multiplicamos por ∥V⃗ ∥ obtenemos

∥V⃗ ∥sinβ = ∥V⃗x∥. (18)
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Para hallar ∥V⃗y∥ podemos usar tanto la función tangente (pues acabamos de
hallar el cateto opuesto) o la función coseno. Usemos coseno:

cosβ =
∥V⃗y∥
∥V⃗ ∥

. (19)

Si multiplicamos por ∥V⃗ ∥ podemos despejar ∥V⃗y∥:

∥V⃗ ∥cosβ = ∥V⃗y∥. (20)

Es bueno anotar que no importa si el vector que descomponemos está en el
primer, segundo o cualquier otro cuadrante del plano (en este caso estaba en el
segundo); el triángulo analizado es un triángulo formado por la magnitud de
las distintas componentes (nos olvidamos de las direcciones).

6. Esta vez tenemos una situación similar a la del caso 2, en la que conocemos
la hipotenusa ∥V⃗ ∥ y un cateto ∥V⃗x∥. Debemos hallar el ángulo y la componente
∥V⃗y∥. Empecemos por encerrar el ángulo desconocido moviendo la componente
∥V⃗y∥.

X

Y

?
?

||V
||

||Vx||

Hallemos primero el ángulo. Para hacerlo debemos usar una función trigo-
nométrica en la que aparezca la hipotenusa y ∥V⃗x∥, que son las variables
conocidas. Como ∥V⃗x∥ es el cateto adyacente, debemos usar la función coseno
que relaciona este cateto con la hipotenusa:

cosx = ∥V⃗x∥
∥V⃗ ∥

. (21)

Aplicando arcocoseno, tenemos:

x = arccos(∥V⃗x∥
∥V⃗ ∥
) (22)
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Una vez conocido el ángulo, podemos encontrar ∥V⃗y∥ usando una función tri-
gonométrica en la que aparezca ella con otras variables conocidas. Por ejemplo,
podemos usar la tangente que relaciona ∥V⃗y∥ (cateto opuesto) con ∥V⃗x∥ (cateto
adyacente):

tanx =
∥V⃗y∥
∥V⃗x∥

. (23)

Si multiplicamos por ∥V⃗x∥ obtenemos

∥V⃗x∥tanx = ∥V⃗y∥. (24)

Finalmente, usamos el resultado de la ecuación (22) para remplazar el ángulo:

∥V⃗x∥tan(arccos(∥V⃗x∥
∥V⃗ ∥
))

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
x

= ∥V⃗y∥ (25)

(También podı́amos haber hallado ∥V⃗y∥ usando el teorema de Pitágoras).

7. Esta vez conocemos ∥V⃗ ∥ y ∥V⃗y∥ y debemos hallar ∥V⃗x∥ y el ángulo. El triángu-
lo más conveniente es el siguiente:

X

Y

||V||

?

?
||Vy||

Como ∥V⃗y∥ es el cateto opuesto y ∥V⃗ ∥ la hipotenusa, podemos usar la función
seno que relaciona estas dos variables conocidas con el ángulo que desconoce-
mos:

sinx =
∥V⃗y∥
∥V⃗ ∥

(26)

Si aplicamos arcoseno, obtenemos

x = arcsin
⎛
⎝
∥V⃗y∥
∥V⃗ ∥
⎞
⎠

(27)
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Podemos hallar ∥V⃗x∥ usando el ángulo y funciones trigonométricas como co-
seno o tangente. O también podemos usar el teorema de Pitágoras:

√
∥V⃗ ∥2 −∥V⃗y∥2 = ∥V⃗x∥. (28)

8. Conocemos ∥V⃗ ∥ y ∥V⃗x∥ y debemos hallar el ángulo y ∥V⃗y∥ que es la magnitud
de la componente Y. Empecemos por formar un triángulo en el cual el ángulo
que queremos hallar quede encerrado:

X

Y
?

?

||V||

||V
x ||

Podemos hallar ∥V⃗y∥ usando el teorema de Pitágoras o hallando primero el
ángulo y después usando una función trigonométrica. Usemos el teorema
de Pitágoras, teniendo en cuenta que ∥V⃗ ∥ es la hipotenusa y ∥V⃗x∥ y ∥V⃗y∥ los
catetos: √

∥V⃗ ∥2 −∥V⃗x∥2 = ∥V⃗y∥. (29)

Podemos hallar el ángulo a partir de cualquier función trigonométrica, pues
ya conocemos la hipotenusa y ambos catetos. Usemos, por ejemplo, el seno:

sinx =
∥V⃗y∥
∥V⃗ ∥

. (30)

Por lo tanto,

x = arcsin
∥V⃗y∥
∥V⃗ ∥

. (31)

Finalmente, debemos usar el resultado de la ecuación (29) para remplazar
∥V⃗y∥:

x = arcsin
⎛
⎝

∥V⃗y∥

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ√
∥V⃗ ∥2 −∥V⃗x∥2

∥V⃗ ∥
⎞
⎠
. (32)
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Problema (teórico) 1.17.

Palabras clave: vectores unitarios.

(a) Explique qué es un vector unitario y para qué sirve.

(b) Dibuje en un sistema cartesiano los vectores unitarios que apuntan en
la dirección positiva de X y en la positiva de Y.

(c) Dibuje los vectores unitarios que apuntan en la dirección negativa de
X y en la dirección negativa de Y.

Solución
(a) Un vector unitario es un vector que tiene magnitud 1 y puede tener cualquier
dirección. Usualmente los vectores unitarios se simbolizan con un gorrito en
vez de una flecha. Por ejemplo, r̂ simboliza un vector unitario mientras que r⃗ no.
Los vectores unitarios sirven para indicar de forma sencilla la dirección de un
vector. Por ejemplo, si un vector V⃗ tiene magnitud 8 y apunta en la dirección
norte, podemos escribir V⃗ usando un vector unitario cuya dirección sea el norte
(llamemos n̂ a ese vector). Si usamos ese vector unitario, podemos escribir V⃗
como V⃗ = 8n̂, donde 8 es la magnitud de V⃗ y n̂ nos indica la dirección4. Notemos
que es mucho menos práctico escribir V⃗ que escribir 8n̂, pues si escribimos V⃗
no estamos indicando la magnitud ni la dirección mientras que si escribimos
8n̂ indicamos ambas cosas a la vez. Esa es la gran utilidad de estos vectores.

(b) El vector unitario que apunta en la dirección positiva de X se puede escribir
como x̂ mientras que el vector unitario que apunta en la dirección positiva
de Y se puede escribir como ŷ (en otros libros se usa î para referirse a x̂ y ĵ
para referirse a ŷ, pero en este libro usaremos la primera notación). No sobra
recordar que como todos los vectores unitarios, la magnitud de x̂ y ŷ es 1:
∥x̂∥ = 1 y ∥ŷ∥ = 1.

Dibujar estos vectores en un sistema cartesiano es muy fácil, pues sólo necesi-
tamos dibujar a x̂ apuntando en la dirección positiva de X, y a ŷ apuntando en
la dirección positiva de Y:

4 En la nota 1.1 vimos que un vector puede escribirse como Ar̂, donde A indica la magnitud
del vector y r̂ la dirección. Ahora entendemos por qué la notación Ar̂ usa el vector unitario r̂.



Vectores 59

X

Y

ŷ

x̂
El vector unitario x̂ apunta en la dirección positiva de X mientras que ŷ apunta en

la dirección positiva de Y.

(c) El vector unitario que apunta en la dirección negativa de X es −x̂ y el vector
unitario que apunta en la dirección negativa de Y es −ŷ. Como se ve, sólo
debemos ponerle un signo menos a x̂ y a ŷ para indicar que apuntan en las
direcciones negativas de X y Y, lo cual era de esperarse ya que el negativo de
un vector es el mismo vector cambiando la cola por la punta (nota 1.6). Dibujar
estos vectores es igual de fácil que antes, sólo que ahora apuntan en direcciones
contrarias:

X

Y

ŷ

x̂

El vector unitario −x̂ apunta en la dirección positiva de X mientras que −ŷ apunta

en la dirección positiva de Y.
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Nota 1.12. Vectores unitarios

(a) Un vector unitario es un vector que tiene magnitud igual a 1.

(b) Todo vector se puede escribir como la magnitud del vector segui-
da de un vector unitario que indica la dirección. Por ejemplo, Ar̂
se lee ası́: A es la magnitud del vector y r̂ es un vector unitario
que indica la dirección.

(c) x̂ es un vector unitario que apunta en la dirección positiva
de X mientras que −x̂ es un vector unitario que apunta en la
dirección negativa de X; ŷ es un vector unitario que apunta en
la dirección positiva de Y y −ŷ es un vector unitario que apunta
en la dirección negativa de Y.
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Problema 1.18.

Palabras clave: vectores unitarios, escribir un
vector usando vectores unitarios.

(a) Indique la dirección de los vectores A⃗ y B⃗ usando vectores unitarios.

(b) Si A⃗ tiene magnitud 5 (no interesan las unidades) y B⃗ magnitud 2,
escriba ambos vectores usando la notación de vectores unitarios.

X

Y

X

Y

A

B

Solución
(a) Determinar la dirección es determinar hacia dónde apunta el vector. En este
caso es claro que el vector A⃗ apunta en la dirección positiva del eje X. Usando
vectores unitarios, podemos decir que la dirección de A⃗ es x̂. Por su parte, B⃗
apunta en la dirección negativa de Y. Usando vectores unitarios, podemos decir
que la dirección de B⃗ es −ŷ.

(b) Como ya sabemos, todo vector se puede escribir como una magnitud junto
a una dirección. Si la magnitud de A⃗ es 5 y la dirección es x̂, entonces podemos
escribir A⃗ como A⃗ = 5x̂. Podemos escribir B⃗ como B⃗ = 2(−ŷ) (los paréntesis son
para que no confundamos el signo menos con una resta). Sin embargo, lo más
común es evitar usar los paréntesis y escribir B⃗ como B⃗ = −2ŷ. Al hacer esto es
importante entender que el signo menos proviene de la dirección del vector y
no tiene nada que ver con la magnitud; recordemos que la magnitud siempre
es positiva.
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Problema 1.19.

Palabras clave: vectores unitarios, escribir
vectores usando vectores unitarios.

(a) Suponga que la magnitud del vector D⃗ es D y el vector apunta en la
dirección negativa de Y. Escriba el vector usando vectores unitarios.

(b) ¿Cual de los siguientes es un vector que tiene dirección positiva de X y
además tiene magnitud 5: 6x̂, −5ŷ, 5, −5x̂, 5x, (10/2)x̂ o 5x̂?

Solución

(a) La magnitud de D⃗ es D y el vector apunta en la dirección negativa de Y ası́
que debemos usar el vector unitario −ŷ. Por lo tanto, D⃗ se puede escribir como
−D⃗ŷ (esto es exactamente lo mismo que D⃗(−ŷ) pero es más simple).

(b) 6x̂ es un vector con dirección positiva de X pero es de magnitud 6, entonces
no cumple lo que nos piden. −5ŷ es un vector de magnitud 5 con dirección
negativa en Y pero necesitamos uno con dirección positiva en Y. 5 es un escalar
y no un vector (no tiene dirección). −5x̂ tiene magnitud 5 pero tiene dirección
negativa en X. 5x no es un vector (la x no es un vector, sino una variable escalar).
(10/2)x̂ es un vector que apunta en la dirección positiva de X y, además, su
magnitud es 10/2, que es igual a 5, ası́ que este vector cumple lo que nos piden.
5x̂ también funciona, pues es un vector de magnitud 5 y con dirección positiva
en X.
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Problema (teórico) 1.20.

Palabras clave: escribir vectores usando vec-
tores unitarios, sumar vectores componente a
componente.

(a) Si A⃗ = A⃗x + A⃗y y B⃗ = B⃗x + B⃗y , muestre que A⃗+ B⃗ se puede entender como
un vector cuya componente en X es A⃗x + B⃗x y su componente Y es
A⃗y + B⃗y .

(b) Si las componentes del vector A⃗ son A⃗x = 3x̂ y A⃗y = −4ŷ y las compo-
nentes del vector B⃗ son B⃗x = 5x̂ y B⃗y = 2ŷ, ¿cuáles son las componentes
del vector que resulta de sumar A⃗ con B⃗?

(c) Muestre que B⃗− A⃗ es un vector cuya componente X es (B⃗x − A⃗x) y su
componente Y es (B⃗y − A⃗y).

(d) Halle las componentes de B⃗− A⃗.

Solución
(a) Recordemos que todo vector se puede escribir como una suma de sus
componentes, ası́ que al vector A⃗ lo podemos escribir como

A⃗ = A⃗x + A⃗y . (1)

Supongamos que queremos sumar el vector B⃗ con A⃗. También podemos escribir
B⃗ con sus respectivas componentes:

B⃗ = B⃗x + B⃗y . (2)

Por las ecuaciones (1) y (2) es claro que A⃗+ B⃗ es igual a

A⃗+ B⃗ = A⃗x + A⃗y

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
A⃗

+ B⃗x + B⃗y

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
B⃗

. (3)

Ahora, recordemos que la suma de vectores es conmutativa (nota 1.7), ası́ que
podemos escribir la anterior ecuación ası́:

A⃗+ B⃗ = (A⃗x + B⃗x)+(A⃗y + B⃗y) , (4)

donde hemos agrupado las componentes en X de los vectores y las componentes
en Y (los paréntesis sirven para ayudarnos a ver con más claridad). Finalmente,
recordemos que cuando tenemos vectores que están sobre el mismo eje, la suma
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nos da un vector que también está sobre el mismo eje. Por lo tanto (A⃗x + B⃗x)
nos da un vector que está sobre el eje X y (A⃗y + B⃗y), uno que está sobre el eje Y.
El vector que resulta de (A⃗x + B⃗x) es la componente X del vector que resulta de
A⃗+ B⃗, mientras que el vector que resulta de (A⃗y + B⃗y) es la componente Y del
vector que resulta de A⃗+ B⃗. Por lo tanto, hemos mostrado lo que nos pedı́an en
el enunciado.

(b) Como acabamos de mostrar, la componente X del vector que resulta de
A⃗+ B⃗ está dada por la suma de las componentes en X de A⃗ y de B⃗, es decir, está
dada por (A⃗x + B⃗x). Nos dicen que A⃗x = 3x̂ y B⃗x = 5x̂ ası́ que (A⃗x + B⃗x) es igual
a

A⃗x + B⃗x = 3x̂+5x̂ = 8x̂. (5)

Además, A⃗y = −4ŷ y B⃗y = 2ŷ por lo que (A⃗y + B⃗y) es igual a

A⃗y + B⃗y = −4ŷ +2ŷ = −2ŷ. (6)

Notemos que no importa si una de las componentes es negativa, sumamos
como si fueran números y al final el signo indica la dirección. En este caso
hemos visto que el signo final es negativo, ası́ que esta componente apunta
hacia el sentido negativo del eje Y. En resumen, la componente X del vector
que resulta de A⃗+ B⃗ es 8x̂ y la componente Y es −2ŷ.

(c) Para interpretar B⃗− A⃗ podemos realizar un razonamiento similar al de la
suma. Primero notemos que B⃗− A⃗ se puede escribir como

B⃗− A⃗ = (B⃗x + B⃗y)−(A⃗x + A⃗y) . (7)

Además, usando la conmutatividad de la suma de vectores, lo anterior se puede
escribir como

B⃗− A⃗ = (B⃗x − A⃗x)+(B⃗y − A⃗y) . (8)

De forma similar a lo que sucedı́a con la suma, (B⃗x − A⃗x) nos da la componente
X de B⃗− A⃗ mientras que (B⃗y − A⃗y) nos da la componente Y.

(d) Por el numeral anterior, como B⃗x = 5x̂ y A⃗x = 3x̂, tenemos que

B⃗x − A⃗x = 5x̂−3x̂ = 2x̂. (9)

Además, como B⃗y = 2ŷ y A⃗y = −4ŷ, entonces (B⃗y − A⃗y) es igual a

B⃗y − A⃗y = 2ŷ −(−4ŷ) = 6ŷ. (10)
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Nota 1.13. Componentes de A⃗+ B⃗ y de A⃗− B⃗

La componente X de una suma de vectores es igual a la suma de las
componentes en X de cada vector. Por ejemplo, (A⃗x + B⃗x).
La componente Y de una suma de vectores es la suma de las componen-
tes en Y de cada vector. Por ejemplo, (A⃗y + B⃗y).
La componente X de una resta de vectores es la resta de las componentes
en X. Por ejemplo, (A⃗x − B⃗x).
La componente Y de una resta de vectores es la resta de las componentes
en Y. Por ejemplo, (A⃗y − B⃗y).
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Problema (teórico) 1.21.

Palabras clave: suma gráfica de vectores, su-
ma gráfica de vectores componente a compo-
nente.

(a) Descomponga los vectores A⃗ y B⃗ en el plano cartesiano indicado.

A
X

Y

B

(b) Sume la componente X de A⃗ con la componente X de B⃗ y haga lo mismo
para las componentes Y.

(c) Sume los dos vectores obtenidos en el punto anterior.

(d) Sobre el mismo dibujo obtenido en el numeral anterior, sume gráficamen-
te los vectores A⃗ y B⃗.

Solución
(a) Primero debemos buscar las componentes X y Y de cada vector. Para hacerlo
repetimos los tres pasos explicados en la nota 1.8.
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Paso 1

Ubicamos los vectores en el origen:

A

X

YB

Ubicamos cada vector en el origen del sistema de coordenadas.

Paso 2

Trazamos nuestras lı́neas guı́a (una paralela a X que corta el eje Y y otra paralela
a Y que corta el eje X).

A

X

YB

Trazamos las lı́neas punteadas correspondientes.

Paso 3

Ahora trazamos las componentes de cada vector recordando que deben empezar
en el origen del plano de coordenadas y llegar hasta el punto en que cada lı́nea
punteada corta los ejes:
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A

X

YB

Ay

Ax

Bx

By

Trazamos las componentes X y Y de cada vector.

(b) Ahora sumamos las componentes X entre sı́ y las Y entre sı́. Empecemos
con las X:

A

X

YB

Ay

AxBx

By

Movemos la cola de B⃗x hasta la punta de A⃗x .

Trazamos un vector que va desde la cola del vector A⃗x que fue el que no
movimos, hasta la punta de B⃗x (que fue el que movimos):
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A

X

YB

Ay

AxBx

By

X

El vector rojo, que hemos llamado X⃗, es el resultado de sumar A⃗x con B⃗x .

Ahora sumamos las componentes Y. Movemos la cola de A⃗y hasta la punta de
B⃗y (hemos quitado los vectores A⃗x y B⃗x para darle claridad al dibujo).

A

X

YB

Ay

By

X

Movemos la cola de A⃗y hasta la punta de B⃗y .

Ahora trazamos un vector desde la cola de B⃗y hasta la punta de A⃗y :

A

X

YB

Ay

By

X

Y

El vector en rojo Y⃗ es el resultado de la suma de B⃗y con A⃗y .
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Para ver el dibujo con más claridad, podemos dejar sólo los vectores iniciales y
a Y⃗ y X⃗:

A

X

YB

X

Y

(c) Ahora sumemos Y⃗ y X⃗. Movamos la cola de Y⃗ hasta la punta de X⃗:

A

X

YB

X
Y

Movemos la cola de Y⃗ hasta la punta de X⃗.

Ahora trazamos un vector desde la cola de X⃗ hasta la punta de Y⃗ :

A

X

YB

X
Y

V

El vector en café llamado V⃗ es el resultado de la suma de X⃗ con Y⃗ .
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(d) Nos piden que sumemos los vectores originales en el mismo dibujo anterior.
Para hacerlo, podemos mover la cola de A⃗ hasta la punta de B⃗:

A

X

YB

X
YV

Movemos la cola de A⃗ hasta la punta de B⃗.

Ya no es necesario trazar un vector desde la cola de B⃗ hasta la punta de A⃗, pues
ese vector es el vector V⃗ que habı́amos hallado en el numeral anterior. Es decir,
el resultado de la suma de A⃗ con B⃗ es el vector V⃗ . Pero también es el resultado
de sumar X⃗ con Y⃗ . Conclusión: da lo mismo si sumamos directamente los
vectores o si sumamos las componentes de los vectores. Esto era de esperarse ya
que, como vimos en el problema anterior, A⃗+ B⃗ es igual a (A⃗x + B⃗x)+(A⃗y + B⃗y)
(véase nota 1.13).

Si nos piden sumar dos vectores y nos dan las componentes podemos sumar
las componentes en X de los vectores y las componentes en Y, y después
sumamos los vectores obtenidos. Pero si no nos dan las componentes sino que
nos dan directamente los vectores sin descomponer, puede ser más rápido
sumar directamente los vectores siguiendo los tres pasos de la suma que
conocemos.

Nota 1.14. Suma gráfica de vectores por componentes

Para sumar gráficamente dos vectores usando componentes podemos
seguir los siguientes pasos:

(1) Descomponemos cada uno de los vectores.

(2) Sumamos las componentes X entre sı́ y las componentes Y entre
sı́ (estos vectores los podemos sumar rápidamente porque están
en el mismo eje).

(3) Sumamos los dos vectores obtenidos en (2), siguiendo los tres
pasos conocidos de la suma gráfica de vectores (nota 1.4).
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Problema 1.22.

Palabras clave: vector como suma de compo-
nentes, suma gráfica de vectores componente
a componente.

El vector A⃗ tiene componentes de 6 (sin unidades) en la dirección positiva de X
y 3 en la dirección positiva de Y. Por su parte, el vector B⃗ tiene componentes de
4 en la dirección negativa de X y de 2 en la dirección positiva de Y.

(a) Escriba cada vector como una suma de sus componentes.

(b) Calcule la componente X de la suma de los vectores A⃗ y B⃗.

(c) Calcule la componente Y de la suma de los vectores A⃗ y B⃗.

Solución
(a) Nos piden que escribamos cada vector como la suma de sus componentes,
es decir, debemos escribirlos de la forma

A⃗ = A⃗x + A⃗y . (1)

En este problema conocemos la magnitud y dirección de las componentes de
los vectores; sabemos que la componente X de A⃗ tiene magnitud de 6 y apunta
en la dirección positiva de X, ası́ que A⃗x se puede escribir como

A⃗x = 6x̂. (2)

Haciendo lo mismo para A⃗y , que tiene magnitud de 3 en la dirección positiva
de Y, obtenemos

A⃗y = 3ŷ. (3)

Por lo tanto, podemos escribir la ecuación (1) ası́:

A⃗ = 6x̂
´¸¶
A⃗x

+ 3ŷ
´¸¶
A⃗y

. (4)

Para las componentes de B⃗ hacemos lo mismo. La componente X mide 4 en la
dirección negativa, ası́ que la podemos escribir ası́:

B⃗x = −4x̂, (5)
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(el signo menos indica la dirección negativa de X). La componente Y mide 2 y
apunta en la dirección positiva de Y:

B⃗y = 2ŷ. (6)

Por lo tanto, el vector B⃗ se puede escribir ası́:

B⃗ = −4x̂
´¸¶
B⃗x

+ 2ŷ
´¸¶
B⃗y

. (7)

(b) La componente en X de la suma de los vectores A⃗ y B⃗ es la suma de las
componentes en X de ambos vectores (nota 1.13). Como la componente X de A⃗
es 6x̂ y la componente X de B⃗ es −4x̂, entonces la suma de ambas es

A⃗x + B⃗x = 6x̂−4x̂ = 2x̂. (8)

En palabras, la suma de las componentes en X nos da un vector cuya magnitud
es 2 y tiene dirección positiva en X.

(c) La suma de las componentes en Y de ambos vectores nos da la componente
Y de A⃗+ B⃗. Como la componente Y de A⃗ es 3ŷ y la componente Y de B⃗ es 2ŷ,
entonces la suma nos da

A⃗y + B⃗y = 3ŷ +2ŷ = 5ŷ, (9)

que es un vector de magnitud 5 y dirección positiva en el eje Y.

Nota 1.15. A veces sólo queremos la suma de componentes

Muchas veces vamos a encontrar casos como este en los que no nos
interesa la suma total de dos vectores sino sólo la suma de las com-
ponentes de los vectores. Por ejemplo, cuando veamos problemas de
fuerzas, vamos a dividir el análisis en fuerzas en la dirección X y fuerzas
en la dirección Y.
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Problema (teórico) 1.23.

Palabras clave: introducción a planos in-
clinados, descomposición de vectores en
plano inclinado, suma de vectores en plano
inclinado.

Teniendo en cuenta la siguiente figura, y sabiendo que la magnitud de A⃗ es
5 cm y el vector apunta en dirección vertical hacia abajo, la de B⃗ es 3 cm,
la de D⃗ es 4 cm y el ángulo θ es 30○, calcule la dirección y la magnitud de
la componente en X que resulta de A⃗+ B⃗+ D⃗ (preste atención al sistema de
coordenadas usado).

θ

B

A

D
X

Y

Solución
Debemos sumar las componentes en X de los tres vectores. En el dibujo es claro
que el vector B⃗ no tiene componentes en X. También es claro que el vector D⃗
está alineado con el eje X, por lo que él mismo ya es la componente en X. Por lo
tanto, sólo debemos descomponer el vector A⃗ (sólo necesitamos su componente
X). De ahora en adelante, por claridad, vamos a ignorar en los dibujos al
vector B⃗.

θ

A

D

Ax

Ay

X
Y

En un solo paso vamos a trazar las componentes del vector A⃗. El lector puede

comprobar, siguiendo los tres pasos conocidos (véase nota 1.8, o véase problema

1.15), que estas son las componentes. En azul está la componente en X y en

amarillo la componente Y.
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Conocemos la magnitud de A⃗, que es 5 cm. Pero esa información no es suficiente
para determinar la magnitud de su componente X. Para hallar la magnitud
de A⃗x necesitamos formar un triángulo rectángulo con las componentes del
vector, y determinar alguno de los otros ángulos además del ángulo recto (si
es necesario el lector puede revisar el problema 1.16). Si trasladamos A⃗x sin
cambiar su dirección, podemos formar el siguiente triángulo:

θ

A

D

Ax

Ay

X
Y

Trasladamos A⃗x para formar un triángulo rectángulo con A⃗ y A⃗y .

Ahora debemos buscar alguno de los ángulos de este triángulo para determinar
la magnitud de A⃗x. Para hacer esto debemos aprovechar que nos dan el valor
de θ. Una forma de encontrar los ángulos de este triángulo conociendo θ es
usando una lı́nea horizontal que pasa por el origen del sistema de coordenadas
(en gris).

θ

A

D

Ax

Ay

X
Y

Trazamos una lı́nea horizontal (en gris) que pasa por el origen.
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Notemos que el ángulo que se forma entre la lı́nea gris y el eje X es precisamente
θ:

θ

A

D

Ax

Ay

θ

θ es el mismo ángulo que se forma entre la lı́nea gris y el eje X.

Ahora llamemos φ al ángulo que se forma entre el vector amarillo y la lı́nea
gris, y x al ángulo que se forma entre el vector A⃗ y la componente A⃗y , como se
ilustra a continuación:

θ

A

D

Ax

Ay

θ

φ
x

X
Y

Primero, notemos que entre A⃗y y el eje X se forma un ángulo de noventa grados,
pues A⃗y está sobre el eje Y y el eje Y es perpendicular al eje X. Como se aprecia
en el dibujo, este ángulo de noventa grados se puede escribir como la suma de
φ más θ. Es decir,

φ+θ = 90○. (1)

Además, entre el vector A⃗ y la lı́nea gris también se forma un ángulo de noventa
grados, y en el dibujo se ve que este ángulo de noventa grados se puede escribir
como la suma de x más φ. Es decir,

x+φ = 90○. (2)

A nosotros nos interesa determinar x, que es uno de los ángulos del triángulo
rectángulo formado por A⃗ y sus componentes. De la ecuación (2) podemos
despejar x:

x = 90○ −φ. (3)
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Pero ahora necesitamos hallar φ para poder saber el valor de x. A partir de la
ecuación (1) podemos despejar φ:

φ = 90○ −θ. (4)

Finalmente, usamos el resultado de esta última ecuación en la ecuación (3):

x = 90○ −(90○ −θ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

φ

= θ (5)

Ası́, hemos demostrado que el ángulo que se forma entre A⃗ y su componente Y
es el ángulo θ del plano inclinado. Este resultado será muy útil en el futuro.

En este ejercicio particular, θ es igual a 30○, ası́ x es igual a 30○. Ahora que
conocemos el ángulo x, podemos determinar la magnitud de A⃗x usando el
triángulo rectángulo formado por A⃗ y sus distintas componentes:

||A||

θ

φ
x ||Ay||

||A x||

30o

En este dibujo se puede ver que la magnitud de A⃗x es el cateto opuesto a 30○, y
la magnitud de A⃗ es la hipotenusa. Entonces,

sin30○ = ∥A⃗x∥
∥A⃗∥

. (6)

Por lo tanto,
∥A⃗∥sin30○ = ∥A⃗x∥. (7)

Como la magnitud de A⃗ es 5 cm, el resultado de la ecuación (7) es

(5 cm)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∥A⃗∥

sin30○ = ∥A⃗x∥ = 2.5 cm. (8)

En palabras, la magnitud de ∥A⃗x∥ es 2.5 cm.
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De los dibujos anteriores podemos observar que A⃗x apunta en el sentido nega-
tivo del eje X. Ası́ que podemos escribir el vector A⃗x como

A⃗x = −(2.5 cm)x̂ (9)

(el signo menos indica la dirección negativa del eje X). Por su parte, el vector D⃗
se puede escribir como

D⃗ = (4 cm)x̂, (10)

ya que su magnitud es 4 cm y su dirección es el eje X positivo. Como ambos
vectores están sobre el mismo eje, podemos sumarlos directamente:

A⃗x + D⃗ = −(2.5 cm)x̂+(4 cm)x̂ = (1.5 cm)x̂. (11)

En palabras, el vector que resulta de sumar las componentes en X de los
vectores A⃗, B⃗ y D⃗ tiene magnitud de 1.5 cm y apunta en la dirección positiva
de X.

Nota 1.16. Ángulo entre la componente Y y el vector en un plano
inclinado

Siempre que tengamos una situación como la ilustrada en la siguiente
figura, podemos saber que el ángulo entre un vector y su componente Y
es el ángulo del plano inclinado.

X
Y

Ax

Ay

A

θ

θ
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Problema (teórico) 1.24.

Palabras clave: multiplicación de un vector
por un escalar.

(a) Explique qué significa multiplicar un vector por una cantidad escalar
(es decir, por un número).

(b) Con base en lo anterior, multiplique el vector A⃗ dibujado en la figura,
el cual tiene magnitud de 2 cm, por los siguientes números: 2, −1, −2,
0, 1/2. En cada caso dibuje el vector final.

(c) Demuestre que es lo mismo multiplicar la magnitud de un vector
por un número que multiplicar cada componente del vector por un
número.

X

Y

A

(a) Multiplicar un vector por una cantidad escalar, es decir, por un número, es
multiplicar la magnitud del vector por dicho número. Por ejemplo, si el vector
tiene magnitud de 3 cm, entonces ese vector multiplicado por el número 10
nos da un nuevo vector con magnitud de 3×10 cm, es decir, nos da un vector
con magnitud de 30 cm. O si, por ejemplo, multiplicamos el vector por 0.5 cm,
entonces obtenemos un vector de magnitud 0.5×3 cm = 1.5 cm.

Pero, ¿qué pasa si multiplicamos un vector por un número negativo? En un caso
ası́, multiplicamos la magnitud del vector por el valor absoluto del número
negativo, y el signo negativo indica que al vector final debemos invertirle su
dirección (es decir, cambiar su punta por su cola). Antes decı́amos que −A⃗ es un
vector con la misma magnitud de A⃗ pero con dirección contraria (nota 1.6). En
realidad, −A⃗ es el resultado de multiplicar A⃗ por −1. El valor absoluto de −1 es
1, ası́ que la magnitud de A⃗ multiplicada por 1 da como resultado la magnitud
inicial. Y el signo negativo que tiene −1 invierte la dirección del vector. En
resumen, si multiplicamos un vector por un número positivo, la magnitud
debe multiplicarse por el número y la dirección del vector no cambia. Pero si
el número es negativo, la dirección del vector se debe invertir y la magnitud
del vector se multiplica por el valor absoluto del número negativo.
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Por último, para indicar que multiplicamos el vector A⃗ por un escalar k usamos
esta notación: kA⃗. Es decir, escribimos el escalar seguido del vector. Por ejemplo,
−2A⃗ significa que el vector A⃗ está siendo multiplicado por −2.

(b) Si multiplicamos el vector de la figura inicial por 2, la magnitud de A⃗ se
debe multiplicar por 2. Como la magnitud inicial de A⃗ es 2 cm, entonces su
nueva magnitud es 4 cm. El dibujo de este nuevo vector es el siguiente:

X

Y

Si multiplicamos A⃗ por 2, obtenemos un vector de magnitud de 4 cm y con la

misma dirección.

Podemos escribir este nuevo vector como 2A⃗.

Si multiplicamos A⃗ por −1 obtenemos un vector con la misma magnitud inicial
(pues el valor absoluto de −1 es 1), pero con dirección contraria:

X

Y

Al multiplicar por −1 obtenemos un vector con la misma magnitud pero dirección

contraria.

Al multiplicar por −2, debemos multiplicar la magnitud del vector por el valor
absoluto de −2, y luego invertir la dirección del vector. El valor absoluto de −2
es 2, y la magnitud de A⃗ es 2, ası́ que la nueva magnitud es 2×(2 cm) = 4 cm.

Podemos escribir el anterior vector como −2A⃗.

Multiplicar un vector por el número cero hace que la magnitud del vector se
vuelva cero. El vector con magnitud cero se conoce como vector nulo y por
supuesto no se puede dibujar (serı́a como dibujar un punto en el origen). Ası́
como cero por cualquier número da cero, cero por cualquier vector nos da cero,
el vector nulo.
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X

Y

Al multiplicar por −2 obtenemos un vector con magnitud de 4 cm y dirección

contraria a A⃗.

Finalmente, debemos multiplicar A⃗ por 1/2. Al multiplicar la magnitud de A⃗
que es 2 cm por 1/2, obtenemos: (2 cm)×(1/2) = 1 cm. Es decir, obtenemos un
vector de magnitud 1 cm y con la misma dirección inicial:

X

Y

Al multiplicar el vector A⃗ por 1/2 obtenemos un nuevo vector con magnitud de

1 cm.

(c) Para demostrar lo que nos piden, escribamos un vector cualquiera en
término de sus componentes:

B⃗ = Bxx̂+By ŷ. (1)

La magnitud del vector en términos de sus componentes, como nos dice la nota
1.9, es

∥B⃗∥ =
√
∥B⃗x∥2 +∥B⃗y∥2. (2)

Multipliquemos el resultado anterior por un escalar z:

z∥B⃗∥ = z
√
∥B⃗x∥2 +∥B⃗y∥2. (3)

Además, cuando un número multiplica una raı́z cuadrada, podemos meter el
número dentro de la raı́z si lo elevamos al cuadrado. Por ejemplo, 2

√
9 = 2×3 = 6,

que es lo mismo que
√
(22)9 =

√
36 = 6. En nuestro caso, obtenemos

z∥B⃗∥ =
√

z2 (∥B⃗x∥2 +∥B⃗y∥2). (4)
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Si distribuimos los paréntesis internos, esto es lo mismo que

z∥B⃗∥ =
√

z2∥B⃗x∥2 + z2∥B⃗y∥2. (5)

Y finalmente, si usamos que a2 ×b2 = (a×b)2, lo anterior nos da

z∥B⃗∥ =
√
(z∥B⃗x∥)

2 +(z∥B⃗y∥)
2
. (6)

Notemos que en el lado derecho de la igualdad tenemos la magnitud de cada
componente del vector multiplicada por z, y al lado izquierdo tenemos la
magnitud del vector multiplicada por z. Esto quiere decir que multiplicar un
vector por un escalar es lo mismo que multiplicar la magnitud del vector por
el escalar (como en el lado izquierdo de la ecuación), o multiplicar la magnitud
de cada componente del vector por el escalar (como en el lado derecho). Por
ejemplo, 2A⃗ es lo mismo que 2Axx̂+2Ay ŷ.

Nota 1.17. Multiplicación de un vector por un escalar

Multiplicar un vector por un escalar es multiplicar la magnitud del
vector por el valor absoluto del escalar. En caso de que el escalar sea
negativo, debemos, además de multiplicar la magnitud del vector por
el valor absoluto del escalar, invertir la dirección del vector.

Multiplicar un vector por un escalar es equivalente a multiplicar cada
componente del vector por dicho escalar.
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Problema de repaso 1.25. Responda falso o verdadero y justifique la respuesta.

(a) Un vector se puede sumar con un número.

(b) A⃗+ B⃗− C⃗ es lo mismo que (−C⃗ + A⃗)+ B⃗.

(c) Si sólo conocemos la magnitud de las componentes, no podemos hallar
la magnitud del vector.

(d) Multiplicar un vector por 3 es lo mismo que multiplicar cada compo-
nente por 3.

(e) Podemos hallar la componente X de la suma de dos vectores sumando
la componente en X de uno de los vectores con la componente Y del
otro.

Solución
(a) Falso. Las cantidades vectoriales sólo se pueden sumar con cantidades vec-
toriales, y las cantidades escalares sólo se pueden sumar con otras cantidades
escalares.

(b) Verdadero. La suma de vectores es conmutativa, ası́ que no importa el orden
en el que sumemos (nota 1.7).

(c) Falso. Con la magnitud de las componentes podemos hallar la magnitud

del vector, usando el teorema de Pitágoras (nota 1.9): ∥A⃗∥ =
√
∥A⃗x∥2 +∥B⃗y∥2.

(d) Verdadero. Esto fue demostrado en el problema 1.24.

(e) Falso. Para encontrar la componente X de una suma de vectores debemos
sumar la componente X de un vector con la componente X del otro (pero no
con la componente Y).
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Problema (teórico) 1.26.

Palabras clave: ecuaciones vectoriales.

Suponga que A⃗ = 4x̂ − 2ŷ, B⃗ = 3x̂ + 9ŷ y D⃗ = ax̂ + bŷ, donde a y b pueden ser
números positivos o negativos. Suponga además que D⃗ es igual a 2A⃗ − B⃗.
¿Cuánto valen a y b?

Solución
Podemos empezar por escribir la siguiente ecuación:

D⃗ = 2A⃗− B⃗. (1)

Ahora, como también conocemos las componentes de A⃗ y B⃗, podemos escribir
la ecuación (1) como

D⃗ = 2(4x̂−2ŷ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

A⃗

−(3x̂+9ŷ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

B⃗

. (2)

Notemos que el vector A⃗ está multiplicado por el número 2. Como vimos
en el problema anterior, cuando un vector está multiplicado por un número
podemos multiplicar cada componente del vector por dicho número (nota
1.17). Si hacemos estas multiplicaciones obtenemos

D⃗ = 8x̂−4ŷ −3x̂−9ŷ = 5x̂−13ŷ. (3)

Finalmente, para hallar a y b escribamos D⃗ como D⃗ = ax̂ + bŷ y usemos la
ecuación (3):

ax̂+bŷ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

D⃗

= 5x̂−13ŷ. (4)

La anterior es una ecuación entre vectores que nos dice que el lado izquierdo,
que es una suma de vectores desconocidos, es igual al lado derecho, que es una
suma de vectores conocidos. Podemos referirnos a este tipo de ecuación como
ecuación vectorial.

Ahora, si un vector es igual a otro, entonces la magnitud y la dirección de ambos
vectores deben ser iguales. Además (esto se sigue de lo anterior), si un vector
es igual a otro sus componentes deben ser iguales5. La ecuación (3) es una

5 Los ángulos del triángulo rectángulo que formamos entre el vector y las componentes de-
penden de la dirección de las componentes (véase, entre otros, el problema 1.16). La magnitud
del vector también depende de la magnitud de las componentes, pues la magnitud del vector
se obtiene a partir del teorema de Pitágoras usando la magnitud de las componentes. Ası́, dos
vectores son iguales si y sólo si sus componentes tienen la misma dirección y la misma magnitud.



Vectores 85

igualdad entre vectores en la que los vectores están escritos en términos de
sus componentes; el vector del lado derecho tiene componentes 5x̂ y −13ŷ, y
el vector del lado izquierdo tiene componentes desconocidas ax̂ y bŷ. Como
ambos vectores son iguales, sus componentes deben ser iguales:

ax̂ = 5x̂. (5)

bŷ = −13ŷ. (6)

Es claro las ecuaciones (5) y (6) que a = 5 y que b = −13. En palabras, el vector
D⃗ tiene una componente X de magnitud 5 que apunta en la dirección positiva
de X, y tiene una componente Y de magnitud 13 que apunta en la dirección
negativa de Y.

Nota 1.18. Igualdad de vectores

(1) Dos vectores son iguales si y sólo si tienen la misma magnitud y
dirección. De esto se sigue que sus componentes son iguales.

(2) Cuando tenemos una igualdad entre vectores, siempre podemos
igualar entre sı́ las distintas componentes.
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Problema (teórico) 1.27.

Palabras clave: ecuaciones vectoriales, despe-
jar variables en términos de otras variables, la
regla de oro.

Considere las siguientes ecuaciones vectoriales:

cx̂ = ax̂−2bx̂+3cx̂+ f ŷ. (1)

0x̂ = 4ax̂−bx̂. (2)

Con base en estas ecuaciones, escriba c en términos de a, y también escrı́balo
en términos de b.

Solución
Como nos dan ecuaciones vectoriales, podemos igualar las componentes de ca-
da lado de la ecuación. Notemos que la ecuación (2) ya está escrita en términos
de las componentes X de los vectores mientras que la primera ecuación tiene X
y Y, ası́ que es más simple empezar con la ecuación (2). Si sumamos el vector
bx̂ en ambos lados de esta ecuación, obtenemos

bx̂ = 4ax̂, (3)

donde usamos a la izquierda el hecho de que 0x̂+bx̂ es simplemente bx̂ y a la
derecha desapareció −bx̂ porque lo sumamos con bx̂. Ası́, hemos despejado el
vector bx̂ en términos del vector 4ax̂. En la ecuación (3) se ve claramente que

b = 4a. (4)

Hemos obtenido una ecuación que relaciona b con a, pero necesitamos una
ecuación que nos dé c en términos de a y b. Usemos entonces la ecuación (1).

Hay que empezar por igualar directamente las componentes del lado derecho
con las del lado izquierdo. Primero notemos que al lado derecho tenemos la
componente Y, f ŷ, pero al lado izquierdo no sale ninguna componente Y. Esto
quiere decir que el vector del lado izquierdo no tiene componentes en Y. Como
las componentes de este vector deben ser iguales a las del vector derecho, y
como este vector no tiene componente en Y (su componente Y es cero), entonces
el vector del lado derecho no puede tener componente Y. Por lo tanto, f tiene
que ser cero para que f ŷ nos dé cero.
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Ahora podemos igualar las componentes X:

cx̂ = ax̂−2bx̂+3cx̂. (5)

Antes de continuar notemos que podemos pasar 3cx̂ al lado izquierdo para
sumarlo con cx̂ (al pasar 3cx̂ al lado izquierdo, nos queda con signo menos):

−3cx̂+ cx̂ = ax̂−2bx̂. (6)

Y ahora sumamos el lado izquierdo:

−2cx̂ = ax̂−2bx̂. (7)

Escribamos la ecuación (7) ası́:

(−2c)x̂ = (a−2b)x̂. (8)

Notemos que al lado derecho hemos agrupado en un paréntesis los dos térmi-
nos que tenı́an x̂. Por ejemplo, es lo mismo escribir (3−6)x̂ que escribir 3x̂−6x̂,
o es equivalente escribir 5x̂ + 2x̂ − 1x̂ que escribir (5 + 2 − 1)x̂. En el primer
caso el resultado es −3x̂ y en el segundo es 6x̂. Es recomendable insistir que
esto sólo tiene sentido si tenemos una igualdad entre vectores que están en
un mismo eje. Si tuviéramos −2cx̂ = ax̂ −2bŷ, entonces no podrı́amos escribir
(−2c)x̂ = (a− 2b)x̂, pues estarı́amos convirtiendo −2bŷ en −2bx̂, algo que no
podemos hacer porque estarı́amos alterando la dirección de los vectores.

De la ecuación (8) se sigue que

(−2c) = (a−2b). (9)

Si usamos en la ecuación (9) que b = 4a, como dice la ecuación (4),
tenemos

−2c = a−2 (4a)
´¸¶

b

. (10)

Esto da
c = 7

2
a = 3.5a. (11)

Esta ecuación nos dice que 3.5 veces a es igual a c.
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Para escribir c en términos de b podemos usar de nuevo la ecuación 4. Si
despejamos b de esa ecuación, obtenemos

b

4
= a. (12)

Finalmente, si usamos este resultado en la ecuación (11), encontramos

c = 3.5 (b
4
)

´¸¶
a

= 0.875b. (13)

Nota 1.19. Agrupando vectores

Siempre que tenemos una suma de vectores que están sobre el mismo eje,
podemos agrupar los diferentes términos que acompañan los vectores
unitarios dentro de unos paréntesis, y al final ponemos el vector unitario.
Por ejemplo: −aŷ +2bŷ − cŷ se puede escribir como (−a+2b− c) ŷ (como
si factorizáramos a ŷ).

Comentarios muy importantes sobre este problema (y para lo que sigue del libro):

Es importante examinar el paso de

−2cx̂ = ax̂−2bx̂ (14)

a
(−2c)x̂ = (a−2b)x̂ (15)

y después a
−2c = a−2b. (16)

En el paso de la ecuación (14) a la (15) hemos aplicado lo dicho en la nota
1.19. De la ecuación (15) a la (16) tenemos en cuenta que dada una igualdad
entre vectores sus magnitudes tienen que ser iguales. Notemos que (14) es una
ecuación vectorial mientras que (16) es una ecuación escalar (una ecuación
entre números). Que podamos pasar de una ecuación vectorial a una escalar
será muy importante en los demás capı́tulos de este libro. Notemos además
que (16) se parece mucho a (14): los signos de cada término son iguales y los
coeficientes también. La única diferencia es que en (14) cada término tiene x̂ y
en (16) ninguno.

Alguien podrı́a pensar que estamos simplificando el término x̂ de este modo:

−2c�̂x = a�̂x−2b�̂x, (7)

para ası́ llegar a la ecuación (16). Pero esto serı́a un error grave porque no
podemos dividir entre vectores, ası́ que no podemos dividir cada término por
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x̂. La ecuación (16) no resulta de simplificar o dividir entre vectores, resulta
de aplicar lo dicho en la nota 1.19 y luego aplicar el siguiente principio: si dos
vectores son iguales, sus magnitudes son iguales.

Una vez que hemos entendido cómo (16) se deriva de la ecuación (14), podemos
derivar ecuaciones escalares a partir de ecuaciones vectoriales sin necesidad
de hacer pasos intermedios (sin pasar por la nota 1.19). Mecánicamente, el
procedimiento es muy sencillo: partimos de la ecuación vectorial y la volvemos
a escribir pero sin escribir los vectores unitarios. Este resultado es tan útil que
lo vamos a llamar la regla de oro:

Nota 1.20. Regla de oro

Si tenemos una ecuación entre vectores que están en el mismo eje,
podemos escribir una ecuación escalar que relaciona las magnitudes de
los vectores. Para hacer eso, rescribimos la ecuación vectorial sin volver
a escribir los vectores unitarios. Por ejemplo, supongamos que tenemos
la siguiente ecuación vectorial: ax̂−2.5cx̂ = bx̂+10hx̂+3dx̂.

Si volvemos a escribir la ecuación sin poner los vectores unitarios,
obtenemos a−2.5c = b+10h+3d.

Al aplicar esta regla es muy importante respetar los signos. Por ejemplo,
el término −2.5cx̂ tiene un signo negativo, ası́ que al escribir la ecuación
escalar debemos escribir −2.5c.

¿Qué beneficios tiene que podamos derivar ecuaciones escalares de ecuaciones
vectoriales? En fı́sica muchas veces queremos operar con ecuaciones escalares
porque las podemos manipular más fácilmente. Por ejemplo, cuando tene-
mos ecuaciones escalares, podemos simplificar un término con otro, pero en
ecuaciones vectoriales no podemos simplificar términos porque no podemos
dividir entre vectores. En muchos problemas de fı́sica empezamos por plantear
ecuaciones vectoriales, pero luego debemos hallar la magnitud de los diferentes
vectores y para hacer eso es muy práctico usar la regla de oro. Estos beneficios
serán evidentes más adelante.

Por otro lado, notemos que la ecuación escalar que resulta de aplicar la regla de
oro nos da toda la información que necesitamos acerca los vectores originales.
Como la ecuación escalar tiene los mismos signos que la ecuación vectorial,
podemos inferir la dirección de los vectores sólo con mirar la ecuación escalar.
Por ejemplo, la ecuación a − 2.5c = b + 10h + 3d nos dice que hay un vector
cuya magnitud es 2.5c y cuya dirección es opuesta a la dirección de los demás
vectores. Con esa información sabemos que podemos escribir el vector al
que este término se refiere como −2.5cx̂. O, por ejemplo, la misma ecuación
escalar nos dice que hay un vector que podemos escribir como bx̂. Ası́, la
ecuación escalar tiene toda la información vectorial que necesitamos pero tiene
la ventaja de que relaciona números y se puede manipular algebraicamente de
modo sencillo.
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Problema 1.28.

Palabras clave: despejar ecuaciones vectoria-
les, derivar ecuaciones escalares de ecuaciones
vectoriales, aplicaciones de la regla de oro.

Use la regla de oro explicada en el problema anterior (nota 1.20) para escribir
m en función de g, teniendo en cuenta las siguientes ecuaciones vectoriales:

gmŷ = tŷ −9ŷ, (1)

3ŷ = gŷ −wŷ, (2)

2wŷ = 5tŷ. (3)

Solución
Si usamos la regla de oro en las tres ecuaciones, obtenemos las siguientes
ecuaciones escalares:

gm = t −9, (4)

3 = g −w, (5)

2w = 5t (6)

respectivamente. En la primera ecuación podemos dividir por g para que nos
quede m en función de g y de t:

m = t −9
g

. (7)

Esta ecuación todavı́a no nos sirve porque nos piden hallar m en función de
g y aquı́ tenemos m en función de g y t. De alguna manera debemos despejar
t en términos de g para que en la ecuación (7) todo quede en términos de g.
Es decir, necesitamos una ecuación que relacione g con t. Pero ninguna de las
ecuaciones que nos dan relaciona estas dos variables. La ecuación (5) relaciona
w con g mientras que la ecuación (6) relaciona w con t. Para encontrar una
relación entre g y t aprovechemos que ambas variables se relacionan con w.
En particular, de la ecuación (5) podemos despejar w en función de g, y luego
podemos usar ese resultado en la ecuación (6).
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Despejando w en función de g de la ecuación (5), obtenemos

w = g −3. (8)

Ahora podemos usar este resultado en (6):

2(g −3)
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

w

= 5t. (9)

Si despejamos t dividiendo por 5, obtenemos

0.4(g −3) = t. (10)

Esta ecuación nos da t en función de g. Finalmente, podemos usar este resultado
en la ecuación (7):

m =

t
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
0.4(g −3)−9

g
. (11)

Esto es igual a

m = 0.4g −10.2
g

. (12)

Este resultado también se puede escribir como

m = 0.4− 0.2
g

. (13)

Hemos escrito m en función de g. Notemos que la regla de oro nos facilitó las
cosas porque desde el principio nos permitió extraer ecuaciones entre escalares
en las que pudimos dividir términos.
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1.1 Notas del capı́tulo

Nota 1.1: Sı́mbolos para representar un vector.

En este libro vamos a representar a los vectores como B⃗ o como Br̂. Además, la
magnitud de los vectores será representada como B (sin negrilla) o como ∥A⃗∥.

Nota 1.2: Dirección de un vector.

Cuando vamos a dibujar varios vectores usando el mismo sistema de coordena-
das, debemos medir los ángulos con respecto al mismo eje (puede ser X o Y) y
en el mismo sentido (al contrario o en el sentido de las manecillas del reloj).

Nota 1.3: Traslación de un vector sobre el plano.

Si movemos un vector del origen del sistema de coordenadas a otro punto del
sistema sin cambiar la dirección, el vector sigue siendo el mismo.

Muchas veces es más conveniente dibujar los vectores de modo que comiencen
en puntos diferentes del origen. En general, si no cambiamos la dirección o la
longitud, podemos mover el vector de cualquier punto del plano a cualquier
otro punto sin alterarlo.

Nota 1.4: Suma de dos vectores (método gráfico).

Para sumar vectores de forma gráfica debemos seguir tres pasos:

(a) Situamos los vectores en el origen de un sistema de coordenadas.

(b) Movemos la cola de uno de los vectores (somos libres de escoger cuál)
hasta la punta del vector que no movimos. Debemos tener cuidado de
no cambiar la dirección del vector que movemos.

(c) Trazamos un vector desde la cola del vector que no movimos hasta la
punta del vector que movimos. Este último vector es el resultado de la
suma.

Nota 1.5: Suma de dos vectores paralelos (método gráfico).

Para sumar vectores que son paralelos simplemente sumamos la magnitud
de cada uno de ellos. El resultado es la magnitud del vector final: ∥A⃗+ B⃗∥ =
∥A⃗∥+ ∥B⃗∥.
Además, la dirección del vector final es la misma que la dirección de los
vectores sumados.
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Nota 1.6: Resta de vectores (método gráfico).

Para realizar A⃗− B⃗ debemos dibujar −B⃗ y luego sumamos A⃗ con −B⃗ siguiendo
los tres pasos de la suma explicados en la nota 1.4. Para dibujar −B⃗ a partir de
B⃗ simplemente cambiamos la cola por la punta de B⃗ teniendo en cuenta que la
magnitud no cambia.

Nota 1.7: Conmutatividad de vectores.

La suma de vectores es conmutativa, es decir, no interesa en qué orden los
sumemos.

Nota 1.8: Descomponer un vector.

Descomponer un vector es encontrar sus componentes. Por ejemplo, encontrar
A⃗x y A⃗y . Para descomponer un vector debemos seguir tres pasos:

Paso 1: Situamos el vector en el origen de un sistema de coordenadas.

Paso 2: Trazamos una lı́nea (mejor si es punteada para no confundirla con un
vector) paralela al eje Y que va desde la punta del vector hasta que toca
el eje X. Trazamos una lı́nea paralela al eje X que va desde la punta del
vector hasta que toca el eje Y.

Paso 3: Trazamos un vector en el eje X que comience en el origen y que llegue
hasta el punto en que la lı́nea que recién dibujamos toca el eje X. Esta
es la componente X. Trazamos un vector que comienza en el origen y
llega hasta el punto en que la lı́nea punteada toca el eje Y. Esta es la
componente Y.

Nota 1.9: Vector en términos de sus componentes.

Muchas veces, para hallar la dirección o magnitud de un vector, debemos
formar un triángulo rectángulo de modo que las componentes del vector sean
los catetos y el vector sea la hipotenusa. Para formar dicho triángulo, debemos
mover una de las dos componentes desde su eje correspondiente hasta la lı́nea
punteada paralela a dicho eje.

Todo vector se puede escribir como una suma de sus componentes. Por ejemplo
A⃗ se puede escribir como A⃗ = A⃗x + A⃗y .

La magnitud de un vector siempre se puede escribir como la raı́z cuadrada de
la suma de la magnitud de cada componente al cuadrado. Por ejemplo,

∥A⃗∥ =
√
∥A⃗x∥2 +∥A⃗y∥2.
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Nota 1.10: Vector sobre un eje.

Cuando un vector está alineado con uno de los ejes no hay que descomponer al
vector; él mismo ya está descompuesto en el eje sobre el que está alienado y no
tiene componente en el otro eje.

Nota 1.11: Hallar componentes o ángulos.

Si queremos hallar alguna de las variables del triángulo rectángulo formado
por las componentes y el vector, debemos seguir dos pasos: (1) Identificar las
funciones trigonométricas en las que aparece la variable que necesitamos. (2)
De las funciones encontradas en (1), utilizar aquella en la que aparezcan el
mayor número de variables conocidas (puede suceder que nos sirvan varias
funciones).

Nota 1.12: Vectores unitarios.

(a) Un vector unitario es un vector que tiene magnitud igual a uno.

(b) Todo vector se puede escribir como la magnitud del vector seguida
de un vector unitario que indica la dirección. Por ejemplo, Ar̂ se lee
ası́: A es la magnitud del vector y r̂ es un vector unitario que indica la
dirección.

(c) x̂ es un vector unitario que apunta en la dirección positiva de X mien-
tras que −x̂ es un vector unitario que apunta en la dirección negativa
de X. ŷ es un vector unitario que apunta en la dirección positiva de Y y
y − ŷ es un vector unitario que apunta en la dirección negativa de Y.

Nota 1.13: Componentes de A⃗+ B⃗ y de A⃗− B⃗ .

La componente X de una suma de vectores es igual a la suma de las componen-
tes en X de cada vector. Por ejemplo, (A⃗x + B⃗x).
La componente Y de una suma de vectores es la suma de las componentes en Y
de cada vector. Por ejemplo, (A⃗y + B⃗y).
La componente X de una resta de vectores es la resta de las componentes en X.
Por ejemplo, (A⃗x − B⃗x).
La componente Y de una resta de vectores es la resta de las componentes en Y.
Por ejemplo, (A⃗y − B⃗y).

Nota 1.14: Suma gráfica de vectores por componentes.

Para sumar gráficamente dos vectores usando componentes podemos seguir
los siguientes pasos:
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(1) Descomponemos cada uno de los vectores.

(2) Sumamos las componentes X entre sı́ y las componentes Y entre sı́
(estos vectores los podemos sumar rápidamente porque están en el
mismo eje).

(3) Sumamos los dos vectores obtenidos en (2), siguiendo los tres pasos
conocidos de la suma gráfica de vectores (nota 1.4).

Nota 1.15: A veces sólo queremos la suma de componentes.

Muchas veces vamos a encontrar casos en los que no nos interesa la suma
total de dos vectores sino sólo la suma de las componentes de los vectores. Por
ejemplo, cuando veamos problemas de fuerzas, vamos a dividir el análisis en
fuerzas en la dirección X y fuerzas en la dirección Y.

Nota 1.16: Ángulo entre la componente Y y el vector en un plano inclinado.

Siempre que tengamos una situación como la ilustrada en la siguiente figura,
podemos saber que el ángulo entre un vector y su componente Y es el ángulo
del plano inclinado:

X
Y

Ax

Ay

A

θ

θ

Nota 1.17: Multiplicación de un vector por un escalar.

Multiplicar un vector por un escalar es multiplicar la magnitud del vector por
el valor absoluto del escalar. En caso de que el escalar sea negativo, debemos,
además de multiplicar la magnitud del vector por el valor absoluto del esca-
lar, invertir la dirección del vector. Multiplicar un vector por un escalar es
equivalente a multiplicar cada componente del vector por dicho escalar.

Nota 1.18: Igualdad de vectores.

(1) Dos vectores son iguales si y sólo si tienen la misma magnitud y direc-
ción. De esto se sigue que sus componentes son iguales.
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(2) Cuando tenemos una igualdad entre vectores, siempre podemos igualar
entre sı́ las distintas componentes.

Nota 1.19: Agrupando vectores.

Siempre que tenemos una suma de vectores que están sobre el mismo eje,
podemos agrupar los diferentes términos que acompañan los vectores unitarios
dentro de unos paréntesis, y al final ponemos el vector unitario. Por ejemplo:
−aŷ + 2bŷ − cŷ se puede escribir como (−a+ 2b − c)ŷ (como si factorizáramos
a ŷ).

Nota 1.20: Regla de oro.

Si tenemos una ecuación entre vectores que están en el mismo eje, podemos
escribir una ecuación escalar que relaciona las magnitudes de los vectores.
Para hacer eso, rescribimos la ecuación vectorial sin volver a escribir los vec-
tores unitarios. Por ejemplo, supongamos que tenemos la siguiente ecuación
vectorial: ax̂−2.5cx̂ = bx̂+10hx̂+3dx̂.

Si volvemos a escribir la ecuación sin poner los vectores unitarios, obtenemos
a−2.5c = b+10h+3d.

Al aplicar esta regla, es muy importante respetar los signos. Por ejemplo, el
término −2.5cx̂ tiene un signo negativo, ası́ que al escribir la ecuación escalar
debemos escribir −2.5c.
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1.2 Problemas sin solucionar

1.

(a) Identifique cuáles de los siguientes vectores son el mismo vector, te-
niendo en cuenta el sistema de coordenadas usado y teniendo presente
que todos tienen la misma magnitud.

(b) Diga con respecto a la respuesta de (a) cuáles vectores son translaciones
y cuál es el vector “original” (el vector original es el que está en el
origen).

X

Y

A

20o

B

20o

D

e h

40o
70o

C

g

40o f

40o

m

Problema similar: 1.6.

2. Un vector V⃗ tiene una longitud de 8 cm y un vector B⃗ una de 2 cm. Ambos
vectores apuntan en la dirección positiva del eje Y.

(a) Sume el vector V⃗ con el vector B⃗.

(b) Dibuje el vector −V⃗ .

(c) Calcule B⃗− V⃗ .

Problema similar: 1.10.
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3. Con base en la figura, realice de forma gráfica las siguientes operaciones
(respete el orden de los paréntesis):

(a) (H⃗ + M⃗)− C⃗.

(b) M⃗ −(C⃗ − H⃗).

(c) Compare el resultado de (a) con el de (b).

X

Y

H

C

M

Problema similar: 1.11.

4. Si un vector V⃗ mide 12 cm y forma un ángulo de 60○ con respecto al eje X (en
el sentido positivo de las manecillas del reloj), ¿cuánto miden sus componentes?

Problema similar: 1.14.

5. Trace las componentes del vector en rojo teniendo en cuenta el sistema de
coordenadas indicado.

X

Y

A
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Problema similar: 1.15.

6. A continuación va a encontrar varios vectores con sus respectivas descompo-
siciones y usted debe hallar, de acuerdo a la información indicada en cada caso,
las incógnitas (las incógnitas se indican con el signo ?). En cada caso, explique
cuáles son las variables conocidas y cuáles son las incógnitas y después dibuje
el triángulo rectángulo más conveniente. Todas las unidades son metros y
grados.
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X

Y

X

? 8

3
?

?
?

10
15o

X

Y

3
? ?

2

?

30

20

Y

X

Y
X

??
15o

10

3

?

60
o

Y

Y

X

?

Problema similar: 1.16.

7. ¿Cual de los siguientes es un vector que tiene dirección negativa de Y y
además tiene magnitud 10: 6x̂, −10ŷ, −10, −10x̂, 5x̂, (20/2)ŷ, −(100/10)ŷ o
10ŷ?

Problema similar: 1.19.

8. Si las componentes del vector A⃗ son A⃗x = −8x̂ y A⃗y = 9x̂ y las componentes
del vector B⃗ son B⃗x = 2x̂ y B⃗y = −2ŷ, ¿cuáles son las componentes del vector que
resulta de restar A⃗ con B⃗?

Problema similar: 1.20.

9. El vector A⃗ tiene componentes de 20 m en la dirección negativa de X y 3 m
en la dirección negativa de Y. Por su parte, el vector B⃗ tiene componentes de 1
m en la dirección positiva de X y de 2 m en la dirección negativa de Y.
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(a) Calcule la componente X de la suma de los vectores A⃗ y B⃗.

(b) Calcule la componente Y de la suma de los vectores A⃗ y B⃗.

(c) Calcule la componente X y Y de la resta A⃗− B⃗.

Problema similar: 1.22

10. Teniendo en cuenta la siguiente figura, y sabiendo que la magnitud de A⃗ es
de 4 cm, la de B⃗ es de 3 cm, la de D⃗ es de 3 cm y el ángulo θ es de 60○, calcule
la dirección y la magnitud de la componente en X que resulta de A⃗+ B⃗+ D⃗ (use
el sistema de coordenadas indicado):

θo

D

B
X

Y

A

Problema similar: 1.23.

11. Multiplique el vector A⃗ dibujado en la figura, el cual tiene magnitud de
8 cm y marca un ángulo de 30 grados con respecto al eje X positivo, por los
siguientes números: 4, −5, −2, 0, 0.25, 0.5. En cada caso dibuje el vector final.

X

A

Problema similar: 1.24.

12. Suponga que A⃗ = 8x̂ + 2ŷ, B⃗ = −5x̂ − 3ŷ y D⃗ = ax̂ + bŷ, donde a y b pueden
ser números positivos o negativos. Suponga además que D⃗ es igual a 5B⃗−2A⃗.
¿Cuánto valen a y b?
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Problema similar: 1.25.

13. Use la regla de oro para escribir p en función de l, teniendo en cuenta las
siguientes ecuaciones vectoriales:

plŷ = tŷ −9ŷ (1)

3ŷ = pŷ −wŷ (2)

2wŷ = −5tŷ (3)

Problema similar: 1.27.
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Problema (teórico) 2.1.

Palabras clave: vector posición, desplaza-
miento, desplazamiento neto, distancia, dis-
tancia neta.

(a) Explique cómo se representa la posición de un objeto en un sistema
de coordenadas. A partir de su respuesta, determine si la posición
depende o no de la elección del sistema de coordenadas.

(b) Explique qué es el desplazamiento de un objeto y qué es el desplaza-
miento neto.

(c) Explique qué es la distancia y cómo se relaciona con el desplazamiento.
Además, explique qué es la distancia total si un objeto recorre diferen-
tes distancias parciales.

Solución
(a) Representamos la posición de un objeto con respecto al origen de un sistema
de coordenadas con un vector que va desde el origen del sistema hasta el punto
en el plano donde está ubicado el objeto. Como es una cantidad vectorial, a la
posición de un objeto se le debe asignar una magnitud y una dirección. Por
ejemplo, la posición se representa con un vector que va desde el origen del
sistema (0,0) hasta el punto (3,0). Como podemos notar, ese es un vector que
tiene la dirección positiva del eje X y que tiene magnitud 3:

PROBLEMA 2.1*
a) Explicar cómo se representa la posición de un objeto en un sistema de coordenadas. Con 
base a su respuesta, determine si la posición depende o no de la elección del sistema de co-
ordenadas.

b) Explicar qué es el desplazamiento de un objeto y qué es el desplazamiento neto.

c) Explicar qué es la distancia y cómo se relaciona con el desplazamiento. Además, expli-
que la distancia total si un objeto recorre diferentes distancias parciales.

SOLUCIÓN

a) La posición de un objeto se puede representar con un punto en un sistema de coordena-
das (por ejemplo, un punto en el plano cartesiano). Ese punto se puede entender como un 
vector que va desde el origen del sistema de coordenadas hasta el punto mismo. Como es 
una cantidad vectorial, a la posición de un objeto se le debe asignar una magnitud y una 
dirección. Por ejemplo, si un objeto está en la posición (3,0), entonces esa posición se pue-
de entender como un vector que va desde el origen del sistema (0,0) hasta el punto (3,0). 
Como podemos notar, ese es un vector que tiene la dirección positiva del eje X y que tiene 
magnitud 3:

X

Y

(3,0)

Y

X

⃗x 1

En el dibujo de la izquierda hemos usado un sistema de coordenadas cuyo 
origen está en la parte inferior de la carretera. La posición del carro con re-
specto a este sistema la hemos llamado ⃗x 1. En el dibujo de la derecha he-
mos usado un sistema de coordenadas cuyo origen está a la altura de la 
casa. Hemos llamado la posición del carro en este sistema ⃗x 2. Notemos que 

⃗x 2 es claramente diferente a ⃗x 1 (la magnitud de ⃗x 1 es mayor que la de ⃗x 2).

Y

X

⃗x 2

Notemos que los vectores de posición ⃗x 1 y ⃗x 2 tienen ambos la misma dirección (la direc-
ción positiva del eje X), pero la magnitud de los mismos es diferente. Luego, es claro que 
son vectores posición diferentes. 

Al escoger un sistema de coordenadas la posición del objeto puede ser negativa si esta posi-
ción apunta en la dirección negativa de alguno de los ejes, como se ilustra en la figura 3:

Nota 1.1
La posición de un objeto depende del origen del sistema de coordenadas; para dife-
rentes sistemas de coordenadas la posición del mismo objeto (bien sea su direc-
ción, magnitud o ambas) puede ser diferente.

74

El vector de la figura comienza en el origen y llega hasta el punto (3,0). Además,
tiene magnitud 3 y su dirección es la dirección positiva de X.

Como la posición es un vector, la posición de un objeto depende de qué sistema
de coordenadas escojamos. Por ejemplo, la posición del carro en la figura 2 se
puede especificar usando un sistema de coordenadas cuyo origen esté en la
parte inferior de la carretera, o usando un sistema cuyo origen esté al frente de
la casa:
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Figura 2.

PROBLEMA 2.1*
a) Explicar cómo se representa la posición de un objeto en un sistema de coordenadas. Con 
base a su respuesta, determine si la posición depende o no de la elección del sistema de co-
ordenadas.

b) Explicar qué es el desplazamiento de un objeto y qué es el desplazamiento neto.

c) Explicar qué es la distancia y cómo se relaciona con el desplazamiento. Además, expli-
que la distancia total si un objeto recorre diferentes distancias parciales.

SOLUCIÓN

a) La posición de un objeto se puede representar con un punto en un sistema de coordena-
das (por ejemplo, un punto en el plano cartesiano). Ese punto se puede entender como un 
vector que va desde el origen del sistema de coordenadas hasta el punto mismo. Como es 
una cantidad vectorial, a la posición de un objeto se le debe asignar una magnitud y una 
dirección. Por ejemplo, si un objeto está en la posición (3,0), entonces esa posición se pue-
de entender como un vector que va desde el origen del sistema (0,0) hasta el punto (3,0). 
Como podemos notar, ese es un vector que tiene la dirección positiva del eje X y que tiene 
magnitud 3:

X

Y

(3,0)

El vector de la figura comienza en el ori-
gen y llega hasta el punto (3,0). Además, 
tiene magnitud 3 y su dirección es la di-
rección positiva de X.

Como la posición es un vector, la posición de un objeto depende de qué sistema de coorde-
nadas escojamos. Por ejemplo, la posición del carro en la figura 2 se puede especificar usan-
do un sistema de coordenadas cuyo origen esté en la parte inferior de la carretera o usando 
un sistema cuyo origen esté al frente de la casa:

Y

X

⃗x 1

Y

X

⃗x 2

Notemos que los vectores de posición ⃗x 1 y ⃗x 2 tienen ambos la misma dirección (la direc-
ción positiva del eje X), pero la magnitud de los mismos es diferente. Luego, es claro que 
son vectores posición diferentes. 

Al escoger un sistema de coordenadas la posición del objeto puede ser negativa si esta posi-
ción apunta en la dirección negativa de alguno de los ejes, como se ilustra en la figura 3:

Nota 1.1
La posición de un objeto depende del origen del sistema de coordenadas; para dife-
rentes sistemas de coordenadas la posición del mismo objeto (bien sea su direc-
ción, magnitud o ambas) puede ser diferente.

74

En el dibujo de la izquierda hemos usado un sistema de coordenadas cuyo origen
está en la parte inferior de la carretera. Hemos llamado x⃗1 a la posición del carro
con respecto a este sistema. En el dibujo de la derecha hemos usado un sistema de
coordenadas cuyo origen está a la altura de la casa. Hemos llamado a la posición
del carro en este sistema x⃗2. Notemos que x⃗2 es claramente diferente a x⃗1, pues la
magnitud de x⃗1 es mayor que la de x⃗2.

Notemos que los vectores de posición x⃗1 y x⃗2 tienen la misma dirección (la
dirección positiva del eje X), pero sus magnitudes son diferentes. Luego, es
claro que la posición es diferente en cada caso.

La posición del objeto puede ser negativa si esta posición apunta en la dirección
negativa de alguno de los ejes del sistema de coordenadas escogido, como se
ilustra en la figura 3:
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Figura 3.

Y

X

⃗x 1

Y

X

⃗x 2

sición es unidimensional). 

Nota 1.2
En este capítulo nos vamos a concentrar en objetos que se mueven en línea recta 
así que las posiciones sólo van a ser vectores de una sola dimensión (por costum-
bre vamos a usar el eje X para indicar estas posiciones).

b) El desplazamiento es una cantidad vectorial que nos permite representar el movimiento 
de un objeto. Si un objeto se mueve desde una posición ⃗x i hasta una posición ⃗x f , su 

desplazamiento es la resta vectorial entre la posición ⃗x f  y ⃗x i:

⃗D = ⃗x f − ⃗x i   (1)

 Si el objeto se mueve desde el origen hasta una posición ⃗x f  , el desplazamiento es simple-

mente ⃗x f  porque la posición inicial (el origen) era el vector nulo;

⃗D = ⃗x f − ⃗0 = ⃗x f   (2)

 Notemos que el desplazamiento puede ser negativo o positivo dependiendo de la posición 
del objeto (pues la posición puede ser negativa como ya vimos en el numeral anterior). 

Por último, el desplazamiento neto se entiende  como la suma vectorial de los diferentes 
desplazamientos del objeto. Por ejemplo, si un objeto primero tiene una posición ⃗x 1, des-
pués una posición  ⃗x 2  y después una posición ⃗x 3, el desplazamiento neto es la suma del 
desplazamiento entre ⃗x 1 y ⃗x 2 , más el desplazamiento entre ⃗x 2 y ⃗x 3:

El desplazamiento entre ⃗x 1 y ⃗x 2 es

⃗D1 = ⃗x 2 − ⃗x 1   (3)

mientras que el desplazamiento entre ⃗x 2 y ⃗x 3 es

75

En la figura izquierda hemos usado un sistema de coordenadas ubicado en la parte
superior. La posición del carro con respecto a este sistema la hemos llamado x⃗1.
Notemos que la dirección de x⃗1 es negativa porque apunta en el sentido negativo
del eje X.

Por último, la posición puede ser un vector en dos dimensiones, como la posi-
ción de un objeto en un mapa, para la cual necesitamos una coordenada X y una
Y; puede ser un vector en tres dimensiones, como en un mapa tridimensional,
en el cual necesitamos una coordenada X y Y pero también una coordenada
Z que nos indique la altura del objeto. En un mapa de dos dimensiones no
podemos diferenciar un piso que está arriba de otro en un mismo edificio
porque ambos tienen las mismas coordenadas X y Y, pero en un mapa de tres
dimensiones podemos diferenciarlos porque uno de los pisos está más arriba o
más abajo, y esto hace que las coordenadas en Z sean diferentes. Por último, la
posición puede representarse con un vector de una dimensión si los objetos
sólo se pueden mover sobre una lı́nea recta. En este caso sólo necesitamos
usar una coordenada para determinar la posición del objeto (el carro de las
figuras anteriores se mueve en lı́nea recta ası́ que el vector de posición es
unidimensional).
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Nota 2.1. Posición de un objeto

La posición de un objeto se representa con un vector que va del origen
al punto en el plano en el que está el objeto. Para diferentes sistemas
de coordenadas la posición del mismo objeto (bien sea su dirección,
magnitud o ambas) puede ser diferente.

En este capı́tulo nos vamos a concentrar en objetos que se mueven en
lı́nea recta ası́ que las posiciones sólo van a ser vectores de una sola
dimensión (por costumbre vamos a usar el eje X para indicar estas
posiciones).

(b) El desplazamiento es una cantidad vectorial que nos permite representar el
movimiento de un objeto. Si un objeto se mueve desde una posición x⃗i hasta
una posición x⃗f , su desplazamiento se define como la resta vectorial entre la
posición x⃗f y x⃗i :

D⃗ = x⃗f − x⃗i . (1)

Si el objeto se mueve desde el origen hasta una posición x⃗f , el desplazamiento
es simplemente x⃗f porque la posición inicial (el origen) es el vector nulo;

D⃗ = x⃗f − 0⃗ = x⃗f . (2)

Como la posición puede ser negativa o positiva, el desplazamiento puede ser
negativo o positivo.

Por último, el desplazamiento neto se entiende como la suma vectorial de los
diferentes desplazamientos del objeto. Por ejemplo, si un objeto primero tie-
ne una posición x⃗1, después una posición x⃗2 y después una posición x⃗3, el
desplazamiento neto es la suma del desplazamiento entre x⃗1 y x⃗2, más el
desplazamiento entre x⃗2 y x⃗3:

El desplazamiento entre x⃗1 y x⃗2 es

D⃗1 = x⃗2 − x⃗1, (3)

mientras que el desplazamiento entre x⃗2 y x⃗3 es

D⃗2 = x⃗3 − x⃗2. (4)

Ası́, el desplazamiento neto es

D⃗n = D⃗1 + D⃗2 = (x⃗2 − x⃗1)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

D⃗1

+(x⃗3 − x⃗2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

D⃗2

. (5)
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Notemos que lo anterior nos da

D⃗n = x⃗3 − x⃗1 (6)

porque x⃗2 se cancela en la ecuación (5). Como x⃗3 es la última posición del
objeto y x⃗1 la inicial, este ejemplo muestra que el desplazamiento neto se calcula
como la resta vectorial entre la posición final y la posición inicial del objeto, sin
importar cuáles sean los desplazamientos intermedios.

(c) Como podemos apreciar en la vida diaria, la distancia es una medida de
cuánto recorrió un objeto. En términos un poco más técnicos, la distancia es una
cantidad escalar (es un número) que nos indica la magnitud del desplazamiento
de un objeto:

d = ∥D⃗∥. (7)

Como la distancia es una magnitud (la magnitud del desplazamiento), siempre
es positiva. Si un objeto se mueve desde una posición x⃗1 hasta una posición x⃗2
y después hasta una posición x⃗3, la distancia total recorrida es la suma de las
distancias en cada trayecto1. La distancia desde x⃗1 hasta x⃗2 es

d1 = ∥D⃗1∥ = ∥x⃗2 − x⃗1∥ (8)

y la distancia desde x⃗2 hasta x⃗3 es

d2 = ∥D⃗2∥ = ∥x⃗3 − x⃗2∥ (9)

ası́ que la distancia total es

d1 +d2 = ∥x⃗2 − x⃗1∥
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

d1

+∥x⃗3 − x⃗2∥
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

d2

(10)

(x⃗2 no se cancela al resolver esta suma porque está dentro de valores absolutos).
Notemos que la distancia neta no es simplemente la magnitud de la resta entre
la posición inicial y final, la cual serı́a ∥x⃗3 − x⃗1∥, sino que debemos tener en
cuenta posiciones intermedias como x⃗2.

1 Cuando el objeto sigue un camino curvo, la distancia entre dos puntos cualesquiera se debe
calcular como la suma de las distancias infinitesimales entre todos los puntos intermedios, empe-
zando en el punto inicial y terminando en el final. Sin embargo, en este libro vamos a centrarnos
en el movimiento rectilı́neo, ası́ que podemos ignorar esta complicación.
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Nota 2.2. Desplazamiento y distancia

- El desplazamiento de un objeto es la resta vectorial de la posición
final con la posición inicial. Si la posición inicial es x⃗i y la final es
x⃗f , entonces el desplazamiento es D⃗ = x⃗f − x⃗i .

- Si un objeto tiene diferentes desplazamientos, el desplazamiento
neto es simplemente la resta de la posición final con la posición
inicial, ignorando las diferentes posiciones intermedias.

- La distancia entre dos puntos es la magnitud del desplazamiento
entre ambos puntos: d = ∥D⃗∥.

- La distancia neta es la suma de la magnitud de cada uno de los
diferentes desplazamientos intermedios. Pero la distancia neta no
es simplemente la magnitud de la resta vectorial entre la última
posición y la posición inicial, es decir, la distancia neta no es la
magnitud del desplazamiento neto.
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Problema (teórico) 2.2.

Palabras clave: posición, desplazamiento y
distancia en dos sistemas de coordenadas dis-
tintos, desplazamiento neto, distancia neta.

(a) Un carro se va moviendo sobre una carretera como se indica en la
figura. Muestre que la magnitud del desplazamiento del carro entre el
tiempo inicial y el tiempo final no depende del sistema de coordenadas
escogido (ayuda: es suficiente con indicar el desplazamiento usando
dos sistemas de coordenadas diferentes). Con base en lo anterior diga si
la dirección del desplazamiento depende del sistema de coordenadas.

(b) Suponga que en el tiempo final el carro se detiene y luego da reversa
hasta llegar a la posición en la que estaba en el tiempo inicial. Escriba
una expresión para el desplazamiento neto del carro en tal caso y la
distancia neta recorrida (desde el tiempo inicial hasta que regresa al
punto de origen). Suponga que la posición del carro en el tiempo inicial
es x⃗1 y la posición en el tiempo final es x⃗2.

PROBLEMA 2.2 *

a) Un carro se va moviendo sobre una carretera como indica la Fig 2.2. Muestre que la 
magnitud del desplazamiento del carro entre el “tiempo inicial” y el “tiempo final” no 
depende del sistema de coordenadas escogido (ayuda: es suficiente indicar el desplaza-
miento usando dos sistemas de coordenadas diferentes). Con base a lo anterior diga si el 
desplazamiento depende del sistema de coordenadas.

b) Suponga que en el “tiempo final” el carro se detiene y luego da reversa hasta llegar a la 
posición en la que estaba en el “tiempo inicial”. Calcule el desplazamiento neto del ca-
rro en tal caso y la distancia recorrida neta (desde el tiempo inicial hasta que regresa al 
punto de origen). Suponga que la posición del carro en el “tiempo inicial” es ⃗x 1 y la 
posición en el “tiempo final” es ⃗x 2.

SOLUCIÓN

a) Para mostrar que la magnitud del desplazamiento del carro no depende del sistema de 
coordenadas escogido, necesitamos calcular el desplazamiento para dos sistemas de coorde-
nadas diferentes y al final, deberíamos comprobar que la magnitud de ambos desplazamien-
tos es igual. Empecemos por poner cierto sistema de coordenadas al frente de la casa:

Tiempo inicial Tiempo final

Y

X

Y

X

⃗x 1

⃗x 2

La posición en el tiempo inicial del carro con respecto a este sistema la hemos 
llamado ⃗x 1 y la posición en el tiempo final la hemos llamado ⃗x 2. Ambas posi-
ciones están alineadas con el eje X.

El desplazamiento entre el tiempo inicial y final es simplemente la resta vectorial de la posi-
ción final con la inicial:

77
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Solución
(a) Para mostrar que el desplazamiento del carro no depende del sistema
de coordenadas escogido, necesitamos calcular el desplazamiento para dos
sistemas de coordenadas diferentes y al final deberı́amos comprobar que la
magnitud de ambos desplazamientos es igual. Empecemos por poner un siste-
ma de coordenadas al frente de la casa:

PROBLEMA 2.2 *

a) Un carro se va moviendo sobre una carretera como indica la Fig 2.2. Muestre que la 
magnitud del desplazamiento del carro entre el “tiempo inicial” y el “tiempo final” no 
depende del sistema de coordenadas escogido (ayuda: es suficiente indicar el desplaza-
miento usando dos sistemas de coordenadas diferentes). Con base a lo anterior diga si el 
desplazamiento depende del sistema de coordenadas.

b) Suponga que en el “tiempo final” el carro se detiene y luego da reversa hasta llegar a la 
posición en la que estaba en el “tiempo inicial”. Calcule el desplazamiento neto del ca-
rro en tal caso y la distancia recorrida neta (desde el tiempo inicial hasta que regresa al 
punto de origen). Suponga que la posición del carro en el “tiempo inicial” es ⃗x 1 y la 
posición en el “tiempo final” es ⃗x 2.

Tiempo inicial Tiempo final

SOLUCIÓN

a) Para mostrar que la magnitud del desplazamiento del carro no depende del sistema de 
coordenadas escogido, necesitamos calcular el desplazamiento para dos sistemas de coorde-
nadas diferentes y al final, deberíamos comprobar que la magnitud de ambos desplazamien-
tos es igual. Empecemos por poner cierto sistema de coordenadas al frente de la casa:

Y

X

Y

X

⃗x 1

⃗x 2

La posición en el tiempo inicial del carro con respecto a este sistema la hemos 
llamado ⃗x 1 y la posición en el tiempo final la hemos llamado ⃗x 2. Ambas posi-
ciones están alineadas con el eje X.

El desplazamiento entre el tiempo inicial y final es simplemente la resta vectorial de la posi-
ción final con la inicial:
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A la posición en el tiempo inicial del carro con respecto a este sistema la hemos lla-
mado x⃗1 y a la posición en el tiempo final la hemos llamado x⃗2. Ambas posiciones
están alineadas con el eje X.

El desplazamiento entre el tiempo inicial y final es simplemente la resta vecto-
rial de la posición final con la inicial:

D⃗1 = x⃗2 − x⃗1. (1)

Podemos hacer esta resta siguiendo los pasos de la resta de vectores explicados
en el capı́tulo 1 (nota 1.6). Recordemos que una resta de vectores se puede ver
como una suma. Es decir, x⃗2 − x⃗1 se puede entender como la suma de x⃗2 más
−x⃗1: x⃗2 + (−x⃗1). Y −x⃗1 no es más que x⃗1 invertido (cambiamos la cola por la
punta). Ası́ que x⃗2 − x⃗1 es
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Figura 2.4.

⃗D1 = ⃗x 2 − ⃗x 1   (1)

Podemos hacer esta resta siguiendo los pasos de la resta de vectores explicados en el Capí-
tulo 1. Recordemos que una resta de vectores se puede ver como una suma. Es decir, 

⃗x 2 − ⃗x 1 se puede entender como una suma de ⃗x 2 con − ⃗x 1: ⃗x 2 + (− ⃗x 1). Y − ⃗x 1 no es 
más que ⃗x 1 invertido (cambiando la cola por la punta). Así que ⃗x 2 − ⃗x 1 es:

Y

X

⃗x 2

⃗x 1

Y

X

⃗x 2

⃗D1

− ⃗x 1

Y

X

⃗x 2

− ⃗x 1

Fig 2.4a: Situamos ambos vectores que vamos a restar sobre un 
sistema de coordenadas. Fig 2.4b: Invertimos el vector ⃗x 1 para ob-
tener el vector − ⃗x 1 (en rojo). Fig 2.4c: Movemos la cola de − ⃗x 1 
hasta la punta de ⃗x 2 y luego trazamos un vector desde la cola de ⃗x 2 
hasta la punta de − ⃗x 1. Este último vector es ⃗D1, el desplazamiento 
del carro.
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Por supuesto, el desplazamiento nos da un vector que apunta hacia “arriba” (en la dirección 
positiva de X), pues el carro se está moviendo en tal dirección. Es importante tener presen-

te que este vector no tiene componentes en Y, sólo tiene componente en X pues como diji-
mos, el vector apunta en la dirección positiva de X.

Ahora hallemos el desplazamiento para otro sistema de coordenadas con el fin de verificar 
que la magnitud de este vector es igual a la del primero. Podemos escoger un sistema de 
coordenadas muy diferente, como por ejemplo el siguiente:

Tiempo inicial Tiempo final

X

Y

X

Y

⃗r1

⃗r2

Esta vez usamos un sistema de coordenadas diferente para indicar 
las posiciones en el tiempo inicial y final. Notemos además que ⃗r1 
y ⃗r2 son vectores que tienen componentes X y Y (no están alinea-
dos con alguno de los ejes).

Para calcular el desplazamiento debemos realizar  ⃗r2 − ⃗r1. Siguiendo los mismos pasos re-
cién explicados cuando calculamos ⃗x 2 − ⃗x 1, tenemos:
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Movemos la cola de −x⃗1 hasta la punta de x⃗2 y luego trazamos un vector desde la
cola de x⃗2 hasta la punta de −x⃗1. Este último vector es D⃗1, el desplazamiento del
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hasta la punta de ⃗x 2 y luego trazamos un vector desde la cola de ⃗x 2 
hasta la punta de − ⃗x 1. Este último vector es ⃗D1, el desplazamiento 
del carro.

Fig 2.4a Fig 2.4b Fig 2.4c

Por supuesto, el desplazamiento nos da un vector que apunta hacia “arriba” (en la dirección 
positiva de X), pues el carro se está moviendo en tal dirección. Es importante tener presen-

te que este vector no tiene componentes en Y, sólo tiene componente en X pues como diji-
mos, el vector apunta en la dirección positiva de X.

Ahora hallemos el desplazamiento para otro sistema de coordenadas con el fin de verificar 
que la magnitud de este vector es igual a la del primero. Podemos escoger un sistema de 
coordenadas muy diferente, como por ejemplo el siguiente:

X

Y

X

Y

⃗r1

⃗r2

Esta vez usamos un sistema de coordenadas diferente para indicar 
las posiciones en el tiempo inicial y final. Notemos además que ⃗r1 
y ⃗r2 son vectores que tienen componentes X y Y (no están alinea-
dos con alguno de los ejes).

Para calcular el desplazamiento debemos realizar  ⃗r2 − ⃗r1. Siguiendo los mismos pasos re-
cién explicados cuando calculamos ⃗x 2 − ⃗x 1, tenemos:
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Esta vez usamos un sistema de coordenadas diferente para indicar las posiciones
en el tiempo inicial y final. Notemos además que r⃗1 y r⃗2 son vectores que tienen
componentes X y Y (no están alineados con alguno de los ejes).
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Para calcular el desplazamiento debemos realizar r⃗2 − r⃗1. Repitiendo los pasos
que seguimos para calcular x⃗2 − x⃗1, tenemos

Figura 2.5.

X

Y

⃗r1

⃗r2
X

Y− ⃗r1

⃗r2

X

Y

⃗r2

− ⃗r1⃗D2

⃗ ⃗
⃗ ⃗

⃗ ⃗ ⃗

Fig 2.5a Fig 2.5b
Fig 2.5c

Finalmente, notemos que el desplazamiento ⃗D2 que obtuvimos mide exactamente lo mis-
mo que el desplazamiento ⃗D1 de la Fig 2.4:

Y

X
X

Y

⃗D2 ⃗D1

Ambos vectores de despla-
zamiento miden exactamente lo 
mismo. 

Por lo tanto, hemos mostrado que sin importar cuál sistema de coordenadas usemos (inclu-
so uno de los sistemas puede estar inclinado y el otro no), la magnitud del desplazamiento 
calculado será el mismo. La magnitud del desplazamiento es la distancia así que lo que aca-
bamos de comprobar es que la distancia recorrida por un objeto no depende de cuál sistema 
de coordenadas usemos. Esto es interesante porque el desplazamiento depende de la posi-

ción inicial y final (como vimos en el problema 2.1), y estas posiciones sí dependen de la 
escogencia del sistema. 

Por otra parte, el lector puede creer que los vectores ⃗D1 y ⃗D2 son iguales según la Fig. 2.5, 
pues se ven exactamente iguales; ambos miden lo mismo como ya dijimos y ambos apun-
tan hacia “arriba”. Pero decir que ambos vectores son los mismos sería un error: el vector 

⃗D1 apunta en la dirección positiva de X del sistema de coordenadas que usamos para calcu-
lar ese vector pero el vector ⃗D2 no apunta en la dirección positiva de X del sistema de coor-
denadas usado para hallar este vector. De hecho, ⃗D2 tiene componentes X y Y pues ese vec-
tor no está alineado con alguno de los ejes. Por supuesto, ambos vectores apuntan hacia 
“arriba de la página” pero eso no quiere decir que los vectores tienen la misma dirección. 
La dirección se determina con respecto a un sistema de coordenadas y si los sistemas son 
diferentes entonces las direcciones serán diferentes. Que ambos vectores apunten hacia arri-
ba sólo quiere decir que el carro se movió hacia arriba, pero el significado de “hacia arriba” 
depende del sistema. Para ciertos sistemas “hacia arriba” será la dirección positiva de X, 
para otros hacia arriba será la dirección negativa de X, para otros la dirección positiva de Y, 
para otros no será una dirección paralela a un sólo eje, etc. En resumen, la dirección del 
desplazamiento o de cualquier vector depende del sistema de coordenadas usado, pero la 
magnitud del desplazamiento, es decir, la distancia, no depende del sistema. De hecho, no 
sólo la distancia no depende del sistema usado sino que la magnitud de cualquier vector no 
depende del sistema de coordenadas.

Nota 2.4
La distancia recorrida (la magnitud del desplazamiento) por un objeto no depende 
del sistema de coordenadas escogido. En general, la magnitud de un vector no de-
pende del sistema de coordenadas usado.

Cuidado: La anterior Nota sólo aplica para casos en que los sistemas de coordenadas están 
en reposo. Si comparamos dos sistemas de coordenadas que tienen cierta velocidad entre 
sí, el desplazamiento medido no será el mismo para los distintos sistemas. Ese tipo de siste-
mas que se están moviendo no nos interesarán en este libro.

b) Ahora debemos calcular el desplazamiento neto para el caso en el cual el carro, una vez 
está en la posición indicada en el “tiempo final”, da reversa y regresa hasta donde estaba 
en el “tiempo inicial”. Como se explicó en la Nota 2.3 , el desplazamiento neto es la su-
ma vectorial de los diferentes desplazamientos del objeto. Pero también vimos en la mis-
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Fig. 2.5a: Situamos ambos vectores sobre un sistema de coordenadas. Fig. 2.5b:
Invertimos el vector r⃗1 para obtener el vector −r⃗1 (rojo). Fig. 2.5c: Movemos la cola
de −r⃗1 hasta la punta de r⃗2 y luego trazamos un vector desde la cola de r⃗2 hasta la
punta de −r⃗1. Este último vector es D⃗2, el desplazamiento del carro.

Finalmente, notemos que el desplazamiento D⃗2 que obtuvimos mide exacta-
mente lo mismo que el desplazamiento D⃗1 de la fig. 2.4:
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Fig 2.5a: Situamos ambos vectores que vamos a restar sobre un sistema de coor-
denadas. Fig 2.5b: Invertimos el vector ⃗r1 para obtener el vector − ⃗r1 (rojo). Fig 
2.5c: Movemos la cola de − ⃗r1 hasta la punta de ⃗r2 y luego trazamos un vector 
desde la cola de ⃗r2 hasta la punta de − ⃗r1. Este último vector es ⃗D2, el despla-
zamiento del carro.
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Finalmente, notemos que el desplazamiento ⃗D2 que obtuvimos mide exactamente lo mis-
mo que el desplazamiento ⃗D1 de la Fig 2.4:
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Ambos vectores de despla-
zamiento miden exactamente lo 
mismo. 

Por lo tanto, hemos mostrado que sin importar cuál sistema de coordenadas usemos (inclu-
so uno de los sistemas puede estar inclinado y el otro no), la magnitud del desplazamiento 
calculado será el mismo. La magnitud del desplazamiento es la distancia así que lo que aca-
bamos de comprobar es que la distancia recorrida por un objeto no depende de cuál sistema 
de coordenadas usemos. Esto es interesante porque el desplazamiento depende de la posi-

ción inicial y final (como vimos en el problema 2.1), y estas posiciones sí dependen de la 
escogencia del sistema. 

Por otra parte, el lector puede creer que los vectores ⃗D1 y ⃗D2 son iguales según la Fig. 2.5, 
pues se ven exactamente iguales; ambos miden lo mismo como ya dijimos y ambos apun-
tan hacia “arriba”. Pero decir que ambos vectores son los mismos sería un error: el vector 

⃗D1 apunta en la dirección positiva de X del sistema de coordenadas que usamos para calcu-
lar ese vector pero el vector ⃗D2 no apunta en la dirección positiva de X del sistema de coor-
denadas usado para hallar este vector. De hecho, ⃗D2 tiene componentes X y Y pues ese vec-
tor no está alineado con alguno de los ejes. Por supuesto, ambos vectores apuntan hacia 
“arriba de la página” pero eso no quiere decir que los vectores tienen la misma dirección. 
La dirección se determina con respecto a un sistema de coordenadas y si los sistemas son 
diferentes entonces las direcciones serán diferentes. Que ambos vectores apunten hacia arri-
ba sólo quiere decir que el carro se movió hacia arriba, pero el significado de “hacia arriba” 
depende del sistema. Para ciertos sistemas “hacia arriba” será la dirección positiva de X, 
para otros hacia arriba será la dirección negativa de X, para otros la dirección positiva de Y, 
para otros no será una dirección paralela a un sólo eje, etc. En resumen, la dirección del 
desplazamiento o de cualquier vector depende del sistema de coordenadas usado, pero la 
magnitud del desplazamiento, es decir, la distancia, no depende del sistema. De hecho, no 
sólo la distancia no depende del sistema usado sino que la magnitud de cualquier vector no 
depende del sistema de coordenadas.

Nota 2.4
La distancia recorrida (la magnitud del desplazamiento) por un objeto no depende 
del sistema de coordenadas escogido. En general, la magnitud de un vector no de-
pende del sistema de coordenadas usado.

Cuidado: La anterior Nota sólo aplica para casos en que los sistemas de coordenadas están 
en reposo. Si comparamos dos sistemas de coordenadas que tienen cierta velocidad entre 
sí, el desplazamiento medido no será el mismo para los distintos sistemas. Ese tipo de siste-
mas que se están moviendo no nos interesarán en este libro.

b) Ahora debemos calcular el desplazamiento neto para el caso en el cual el carro, una vez 
está en la posición indicada en el “tiempo final”, da reversa y regresa hasta donde estaba 
en el “tiempo inicial”. Como se explicó en la Nota 2.3 , el desplazamiento neto es la su-
ma vectorial de los diferentes desplazamientos del objeto. Pero también vimos en la mis-
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Por lo tanto, hemos mostrado que sin importar cuál sistema de coordenadas
usemos, la magnitud del desplazamiento calculado será la misma. La magnitud
del desplazamiento es la distancia, ası́ que lo que acabamos de comprobar es
que la distancia recorrida por un objeto no depende de cuál sistema de coordenadas
usemos. Esto es interesante porque el desplazamiento depende de la posición
inicial y final y estas posiciones sı́ dependen de la escogencia del sistema.

Ahora bien, el desplazamiento es un vector, y como todo vector tiene magnitud
y dirección. Como vimos en el capı́tulo 1 (nota 1.2), la dirección de un vector se
suele indicar midiendo el ángulo que hay entre el vector y alguno de los ejes del
sistema de coordenadas. Si usamos diferentes sistemas, es natural que el ángulo
medido sea diferente, y por lo tanto, es natural que la dirección del vector
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dependa del sistema usado. En la última figura los sistemas de coordenadas
son diferentes, ası́ que el ángulo que marcamos entre el vector y los ejes van
a ser distintos (por ejemplo, en un caso el vector está alineado con el eje X y
en el otro caso no). Esto no deberı́a ser una sorpresa, pues en el problema 2.1
dijimos que el desplazamiento podı́a ser negativo o positivo dependiendo de
qué sistema de coordenadas estemos usando. Ası́ que en general, es apropiado
decir que la dirección del vector depende de o es relativa al sistema de referencia
con respecto al cual medimos esa dirección. La dirección no es algo absoluto, algo
que existe independientemente del sistema de referencia2.

En resumen, la dirección del desplazamiento o de cualquier vector depende
del sistema de coordenadas usado, pero la magnitud del desplazamiento, es
decir, la distancia, no depende del sistema. De hecho, no sólo la distancia no
depende del sistema usado sino que la magnitud de cualquier vector no depende
del sistema de coordenadas3.

Nota 2.3. La magnitud de un vector no depende del sistema

La distancia recorrida (la magnitud del desplazamiento) por un ob-
jeto no depende del sistema de coordenadas escogido. En general, la
magnitud de un vector no depende del sistema de coordenadas usado.

(b) Ahora debemos calcular el desplazamiento neto para el caso en el cual el
carro, una vez está en la posición indicada en el tiempo final, da reversa y
regresa hasta donde estaba en el tiempo inicial. Como se explicó en la nota 2.2,
el desplazamiento neto es la resta vectorial entre la última posición del objeto
y la posición inicial. En nuestro caso, la posición inicial y la final del objeto es
la misma (el carro termina su movimiento donde lo empezó), ası́ que la resta
de esa posición consigo misma es cero:

2 Por supuesto, alguien puede decir que ambos vectores en la figura anterior apuntan hacia
“arriba de la página”, de modo que ambos tienen la misma dirección. Eso es cierto si usamos la
página como nuestro sistema de referencia, pero no es cierto si usamos los sistemas de coordenadas
indicados en la figura, donde no tiene sentido hablar de “arriba” o “abajo” sino de positivo en
X, o negativo en X, etc. (Esto muestra, una vez más, que la dirección es relativa al sistema de
coordenadas usado). Esto puede generar confusión, pues en algunos libros de texto se dice que el
desplazamiento no depende del sistema, ya que la flecha dibujada “apunta hacia el mismo punto”,
sin importar el sistema usado (véase, por ejemplo, la sección 1.5 de An Introduction to Mechanics
por Kleppner y Kolenkow). Discutir a fondo esto nos llevarı́a a considerar preguntas filosóficas
como: ¿si doblo la pagina sobre la que dibujo el vector, el vector tiene o no la misma dirección? Y
si no, ¿por qué no? Al decir que ambos vectores son el mismo porque “sus flechas apuntan hacia
la misma parte”, ¿estamos presuponiendo un espacio absoluto que nos dice cuál es la dirección
absoluta de los vectores? Este no es el lugar para discutir estas preguntas. Lo importante es que
cuando uno expresa la dirección de un vector, debe decir qué sistema está usando para indicarla.

3 Cuidado: esto sólo funciona en casos en que los sistemas de coordenadas estén en reposo. Si
comparamos dos sistemas de coordenadas que tienen cierta velocidad entre sı́, el desplazamiento
medido no será el mismo para los distintos sistemas. Ese tipo de sistemas que se están moviendo
no nos interesarán en este libro.
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D⃗n = x⃗1 − x⃗1 = 0⃗, (2)

donde la posición final y la inicial es x⃗1.

Por otro lado, la distancia neta recorrida es la suma de las diferentes distancias,
y como cada distancia debe ser positiva, la distancia neta no será cero. La dis-
tancia entre la posición x⃗1 y la posición x⃗2 es la magnitud del desplazamiento
entre ambos puntos, es decir:

d1 = ∥x⃗2 − x⃗1∥. (3)

La distancia entre x⃗2 y x⃗1 es la magnitud del desplazamiento entre x⃗2 y x⃗1, es
decir:

d2 = ∥x⃗1 − x⃗2∥. (4)

La distancia recorrida total es la suma de las diferentes distancias:

dn = d1 +d2 = ∥x⃗2 − x⃗1∥+ ∥x⃗1 − x⃗2∥. (5)

Pero ∥x⃗1 − x⃗2∥ se puede escribir como ∥− (x⃗2 − x⃗1)∥, y ∥− (x⃗2 − x⃗1)∥ es lo mismo
que ∥(x⃗2 − x⃗1)∥ pues el signo no interesa si estamos hallando la magnitud (i.e.,
la magnitud de 3x̂ es la misma que la de −3x̂). Ası́ que la anterior ecuación se
puede escribir ası́

dn = 2(∥x⃗2 − x⃗1∥). (6)

Nota 2.4. Desplazamiento y distancia neta cuando la posición final
y la inicial son la misma

Cuando un objeto realiza un movimiento y regresa hasta el punto del
que partió, el desplazamiento neto es cero pero la distancia no lo es. La
distancia depende de las diferentes posiciones intermedias del objeto.
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Problema (teórico) 2.3.

Palabras clave: vector posición, desplaza-
miento, desplazamiento neto, distancia, dis-
tancia neta, movimiento por tramos.

Una persona camina desde su casa 32 metros en la dirección negativa del
eje Y, hasta un edificio blanco (su casa está en el origen del sistema). En ese
punto gira y comienza a caminar en la dirección negativa de X por 16 metros,
hasta llegar a una tienda. Después, camina 200 metros con una dirección de 45
grados con respecto al eje X (medidos en el sentido contrario a las manecillas
del reloj), hasta que se encuentra con un amigo. Finalmente, camina en lı́nea
recta una dirección desconocida, hasta que llega de nuevo a su casa.

(a) Realice un dibujo esquemático de la situación (no tiene que ser un
dibujo a escala).

(b) Diga cuál es la dirección desconocida en la que caminó desde que
se encuentra con su amigo hasta que retorna a su casa, y diga qué
distancia caminó en esa dirección.

(c) Calcule la distancia total del recorrido.

(d) Calcule el vector del desplazamiento neto entre la casa y la tienda.

Solución

¿Qué información nos dan?

Una persona camina 32 metros en el sentido negativo de Y. Después camina 16 metros en el
sentido negativo de X. Luego camina 200 metros con un ángulo de 45 grados sobre X, medido
en el sentido contrario a las manecillas del reloj. Finalmente, camina hasta regresar a su casa.

¿Qué nos piden?

(a) Un esquema de la situación.

(b) La distancia recorrida desde que se encuentra con su amigo hasta que re-
gresa a su casa. Además, debemos hallar la dirección en la que camina esa
distancia.

(c) La distancia total recorrida.

(d) El desplazamiento neto entre la casa y la tienda.
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(a) Empecemos por hacer un dibujo de la situación:

PROBLEMA 2.3

Una persona camina desde su casa 32 metros en la dirección negativa del eje Y, hasta un 
edificio blanco. En ese punto gira y comienza a caminar en la dirección negativa de X por 
16 metros, hasta llegar a una tienda. Después, camina 200 metros con una dirección de 45 
grados con respecto al eje X (medidos en el sentido contrario de las manecillas del reloj), 
hasta que se encuentra con un amigo. Finalmente, camina en una dirección desconocida, 
hasta que llega de nuevo a su casa. a) Realice un dibujo esquemático de la situación. b) Di-
ga cuál es la dirección desconocida en la que caminó desde que se encuentra con su amigo 
hasta que retorna a su casa, y diga cuánta distancia caminó en esa dirección. c) Calcule la 
distancia total del recorrido. d) Calcule el vector del desplazamiento neto entre la casa y la 
tienda.

¿Qué información nos dan?

 Una persona camina 32 metros en el sentido negativo de Y. Después camina 16 
metros en el sentido negativo de X. Luego camina 200 metros con un ángulo de 
45 grados sobre X medido en el sentido  contrario de las manecillas del reloj. 
Finalmente, camina hasta regresar a su casa.

¿Qué debemos hallar?

a) Realizar un esquema de la situación.

b) La distancia recorrida desde que se encuentra con su amigo hasta que regre-
sa a su casa. Además, debemos hallar la dirección en la que camina esa dis-
tancia.

c) Calcular la distancia total recorrida

d) Calcular el desplazamiento neto entre la casa y la tienda.

SOLUCIÓN

a) Empecemos por hacer un dibujo de la situación:

Y

Esquema de la situación

200 m

16 m

32 m
45∘

X

b) Debemos encontrar la magnitud y dirección del vector morado. Como la persona regresó 
al punto de partida, entonces sabemos que el desplazamiento total es cero (ver Nota 2.6). 
Esto quiere decir que la suma de los cuatro vectores de desplazamiento debe darnos el 
vector nulo. Llamemos ⃗v r al vector rojo, ⃗v a al azul, ⃗v v al verde y ⃗v m al morado que 
queremos hallar. Como dijimos, como el desplazamiento total es cero, la suma de los 
cuatro debe ser cero:

⃗v r + ⃗v a + ⃗v v + ⃗v m = ⃗0    (1)

Nosotros queremos hallar el vector morado. De la anterior ecuación se sigue que

⃗v m = − ⃗v r − ⃗v a − ⃗v v   (2)
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Primero la persona camina 32 m en la dirección negativa de Y (vector rojo) hasta
un edificio blanco. Después camina 16 m en la dirección negativa de X (vector
azul) hasta una tienda. Luego camina 200 metros, 45 grados por encima de X
(vector verde) hasta que se encuentra un amigo. Finalmente, regresa al origen
(vector morado), donde está su casa.

(b) Debemos encontrar la magnitud y dirección del vector morado. Como la
persona regresó al punto de partida, sabemos que el desplazamiento total
es cero (nota 2.4). Esto quiere decir que la suma de los cuatro vectores de
desplazamiento debe darnos el vector nulo. Llamemos v⃗r al vector rojo, v⃗a al
azul, v⃗v al verde y v⃗m al morado que queremos hallar. Como dijimos, como el
desplazamiento total es cero, la suma de los cuatro debe ser cero:

v⃗r + v⃗a + v⃗v + v⃗m = 0⃗. (1)

Nosotros queremos hallar el vector morado. De la anterior ecuación se sigue
que

v⃗m = −v⃗r − v⃗a − v⃗v . (2)

Como conocemos los vectores rojo, azul y verde, podemos hallar el vector
morado usando la anterior ecuación. Primero, escribamos los tres vectores
conocidos en términos de sus componentes.

Como el vector rojo tiene magnitud de 32 m y apunta en la dirección negativa
de Y, lo podemos escribir como v⃗r = −(32 m)ŷ. El vector azul tiene dirección
negativa en X y magnitud de 16 metros, ası́ que lo podemos escribir como
v⃗a = −(16 m)x̂. Por último, el vector verde no lo podemos escribir en términos
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de sus componentes porque no lo hemos descompuesto. Ası́ que el siguiente
paso es descomponer el vector verde. Para hacerlo, situamos el vector en un
sistema de coordenadas y proyectamos el vector en el eje X y Y (hacemos los
tres pasos explicados en el capı́tulo 1, nota 1.8, en un solo paso):

Como conocemos el vector rojo, azul y verde, podemos entonces hallar el vector morado 
usando la anterior ecuación. Primero, escribamos los tres vectores conocidos en términos 
de sus componentes. 

Como el vector rojo tiene magnitud 200 m y apunta en la dirección negativa de Y, lo pode-
mos escribir como ⃗v r = − (32 m) ̂y . El vector azul tiene dirección negativa en X y magni-
tud de 100 metros, así que lo podemos escribir como ⃗v a = − (16 m) ̂x. Por último, el vector 
verde no lo podemos escribir en términos de sus componentes porque no lo hemos descom-
puesto. Así que el siguiente paso es descomponer el vector verde. Para hacerlo, situamos el 
vector en un sistema de coordenadas y proyectamos el vector en el eje X y Y (los tres pasos 
explicados en el Capítulo 1 están en un sólo paso aquí): 

X

Y

⃗V

45∘

⃗V x

⃗V y

200 m

Ahora podemos mover el vector azul para formar un triángulo rectángulo entre las compo-
nentes:

Formamos un triángulo rectángulo 
moviendo la componente Y.

X

Y

45∘

⃗V x

⃗V y

200 m

⃗V

Es claro del anterior triángulo rectángulo que la magnitud de la componente Y del vector 
sobre la magnitud del vector original es seno de 45 grados:

sin 45∘ =
∥ ⃗V y∥

∥ ⃗V ∥
=

∥ ⃗V y∥
200 m

   (3)

Por lo tanto, la magnitud de la componente Y es:

(200 m)sin 45∘ = ∥ ⃗V y∥ = (100 2) m   (4),

donde usamos que sin 45∘ = 2/2.  La dirección de la componente Y apunta en la direc-
ción positiva de Y, así que podemos escribir esta componente como

⃗V y = (100 2 m) ̂y   (5)
  

De la figura 2.7 también se ve que la componente X sobre la magnitud del vector original 
es igual al coseno de 45 grados:

cos 45∘ =
∥ ⃗V x∥

∥ ⃗V ∥
=

∥ ⃗V x∥
200 m

   (6)

Así, la magnitud de la componente X es:

(200 m)cos 45∘ = ∥ ⃗V x∥ = (100 2) m   (7),

donde usamos que cos 45∘ = 2/2.  La dirección de la componente X apunta en la direc-
ción positiva de X, así que podemos escribir esta componente como

⃗V x = (100 2 m) ̂x   (8)
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Descomponemos el vector.

Ahora podemos mover la componente Y para formar un triángulo rectángulo
entre las componentes:

Como conocemos el vector rojo, azul y verde, podemos entonces hallar el vector morado 
usando la anterior ecuación. Primero, escribamos los tres vectores conocidos en términos 
de sus componentes. 

Como el vector rojo tiene magnitud 200 m y apunta en la dirección negativa de Y, lo pode-
mos escribir como ⃗v r = − (32 m) ̂y . El vector azul tiene dirección negativa en X y magni-
tud de 100 metros, así que lo podemos escribir como ⃗v a = − (16 m) ̂x. Por último, el vector 
verde no lo podemos escribir en términos de sus componentes porque no lo hemos descom-
puesto. Así que el siguiente paso es descomponer el vector verde. Para hacerlo, situamos el 
vector en un sistema de coordenadas y proyectamos el vector en el eje X y Y (los tres pasos 
explicados en el Capítulo 1 están en un sólo paso aquí): 

Descomponemos el vector verde

X

Y

⃗V

45∘

⃗V x

⃗V y

200 m

Ahora podemos mover el vector azul para formar un triángulo rectángulo entre las compo-
nentes:

X

Y

45∘

⃗V x

⃗V y

200 m

⃗V

Es claro del anterior triángulo rectángulo que la magnitud de la componente Y del vector 
sobre la magnitud del vector original es seno de 45 grados:

sin 45∘ =
∥ ⃗V y∥

∥ ⃗V ∥
=

∥ ⃗V y∥
200 m

   (3)

Por lo tanto, la magnitud de la componente Y es:

(200 m)sin 45∘ = ∥ ⃗V y∥ = (100 2) m   (4),

donde usamos que sin 45∘ = 2/2.  La dirección de la componente Y apunta en la direc-
ción positiva de Y, así que podemos escribir esta componente como

⃗V y = (100 2 m) ̂y   (5)
  

De la figura 2.7 también se ve que la componente X sobre la magnitud del vector original 
es igual al coseno de 45 grados:

cos 45∘ =
∥ ⃗V x∥

∥ ⃗V ∥
=

∥ ⃗V x∥
200 m

   (6)

Así, la magnitud de la componente X es:

(200 m)cos 45∘ = ∥ ⃗V x∥ = (100 2) m   (7),

donde usamos que cos 45∘ = 2/2.  La dirección de la componente X apunta en la direc-
ción positiva de X, así que podemos escribir esta componente como

⃗V x = (100 2 m) ̂x   (8)
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Formamos un triangulo rectángulo moviendo la componente Y.

El anterior triángulo rectángulo muestra con claridad que la magnitud de la
componente Y del vector sobre la magnitud del vector original es seno de 45
grados

sin45○ =
∥V⃗y∥
∥V⃗ ∥

=
∥V⃗y∥

200 m
. (3)

Por lo tanto, la magnitud de la componente Y es

(200 m)sin45○ = ∥V⃗y∥ = (100
√

2)m, (4)
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donde usamos el hecho de que sin45○ =
√

2/2. La dirección de la componente Y
apunta en la dirección positiva de Y, ası́ que podemos escribir esta componente
como

V⃗y = (100
√

2 m)ŷ. (5)

En la figura también se ve que la componente X sobre la magnitud del vector
original es igual al coseno de 45 grados:

cos45○ = ∥V⃗x∥
∥V⃗ ∥

= ∥V⃗x∥
200 m

. (6)

Ası́, la magnitud de la componente X es

(200 m)cos45○ = ∥V⃗x∥ = (100
√

2)m, (7)

donde usamos el hecho de que cos45○ =
√

2/2. La dirección de la componente X
apunta en la dirección positiva de X, ası́ que podemos escribir esta componente
como

V⃗x = (100
√

2 m)x̂. (8)

Ahora que conocemos ambas componentes, podemos escribir el vector verde
de la siguiente manera:

V⃗v = (100
√

2 m)x̂+(100
√

2 m)ŷ. (9)

Como ya conocemos todos los vectores en términos de sus componentes, pode-
mos escribir de nuevo la ecuación (2) ası́:

V⃗m = −(−32 m)ŷ −(−16 m)x̂−((100
√

2 m)x̂+(100
√

2 m)ŷ). (10)

Si sumamos los términos en X y los términos en Y, y sólo tenemos en cuenta las
primeras dos cifras decimales, obtenemos

V⃗m ≈ −(125.42 m)x̂−(109.42 m)ŷ. (11)

La anterior ecuación nos muestra directamente las componentes del vector
morado. Usando esas componentes podemos calcular la magnitud del vector,
pues recordemos que la magnitud de un vector es la raı́z cuadrada de la suma
del cuadrado de la magnitud de cada componente (nota 1.9). Por lo tanto, la
magnitud de V⃗m es

∥V⃗m∥ ≈
√
(125.42 m)2 +(109.42 m)2 ≈ 166.44 m. (12)
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También podemos obtener la dirección del vector a partir de las componentes.
Para hacer eso, situamos el vector en el origen del sistema de coordenadas y
formamos un triángulo con sus componentes:

Ahora que conocemos ambas componentes, podemos escribir el vector verde de la siguien-
te manera:

⃗V v = (100 2 m) ̂x + (100 2 m) ̂y   (9)

Como ya conocemos todos los vectores en términos de sus componentes, podemos escribir 
de nuevo la ecuación  (2) así:

⃗V m = − (−32 m) ̂y − (−16 m) ̂x − ((100 2 m) ̂x + (100 2 m) ̂y)   (10).

⃗v r ⃗v a ⃗v v

Si aproximamos 2 a 1.41, y sumamos los términos en X y los términos en Y, obtenemos:

⃗V m = − (125.42 m) ̂x − (109.42 m) ̂y   (11)

La anterior ecuación nos dice directamente las componentes del vector morado. Usando 
esas componentes podemos calcular la magnitud del vector, pues recordemos que la magni-
tud de un vector es la raíz cuadrada de la suma del cuadrado de la magnitud de cada compo-
nente. Por lo tanto, la magnitud de ⃗v m es:

∥ ⃗V m∥ = (125.42 m)2 + (109.42 m)2 = 166.44 m   (12)

∥ ⃗v mx∥ ∥ ⃗v my∥

La dirección del vector también la podemos obtener a partir de las componentes. Para ha-
cer eso, situamos al vector en el origen del sistema de coordenadas y formamos un triángu-
lo con sus componentes:

Y

X

Formamos un triángulo con el vector y sus com-
ponentes. La dirección la determina θ.

16
6.4

4 m

125.42 m

10
9.

42
 m

θ

Determinar el ángulo θ es fácil porque conocemos las componentes. La tangente de θ es 
igual a la magnitud del cateto opuesto al ángulo θ sobre la magnitud del cateto adyacente a 
ese mismo ángulo. En este caso, tenemos:

tan θ =
109.42 m
125.42 m

= 0.87   (13)

Por lo tanto, θ es igual a

arctan(0.87) = 41.02∘ = θ   (14)

Es importante recordar que sólo el ángulo no determina la dirección del vector. Tenemos 
que decir en qué sentido medimos el ángulo. En este caso, debemos decir que la dirección 
del vector está dada por un ángulo de 47.72 grados con respecto al eje X, medido en el sen-
tido contrario de las manecillas del reloj.

c) La distancia total recorrida es la suma de la distancia recorrida en cada uno de los cuatro 
desplazamientos (recordemos que la distancia es la magnitud del desplazamiento). En el 
primer tramo la persona caminó 32 metros, en el segundo 16 metros, en el tercero 200 y 
en el último caminó 233.62 metros. Por lo tanto, la distancia total es:
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Formamos un triángulo con el vector y sus componentes. La dirección la determina
θ.

Determinar el ángulo θ es fácil porque conocemos las componentes. La tangen-
te de θ es igual a la magnitud del cateto opuesto al ángulo θ sobre la magnitud
del cateto adyacente a ese mismo ángulo. En este caso, tenemos

tanθ = 109.42 m
125.42 m

≈ 0.87. (13)

Por lo tanto, θ es igual a

arctan(0.87) = 41.02○ ≈ θ. (14)

Ası́, la dirección del vector está dada por un ángulo de 41.02 grados con
respecto al eje X, medido en el sentido contrario a las manecillas del reloj.

(c) La distancia total recorrida es la suma de la distancia recorrida en cada uno
de los cuatro desplazamientos (recordemos que la distancia es la magnitud
del desplazamiento). En el primer tramo la persona caminó 32 metros, en el
segundo 16 metros, en el tercero 200 metros y en el último caminó 166,44
metros. Por lo tanto, la distancia total es

dt = 32 m+16 m+200 m+166.44 m = 414.44 m (15)

(d) La casa está en el origen del sistema, y la tienda está en el punto donde el
vector azul termina. Llamemos a este punto x⃗T . Ası́, el desplazamiento desde
la casa hasta la tienda es la resta entre la posición de la tienda y la posición de
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la casa. Llamemos x⃗T a la posición de la tienda y x⃗c a la de la casa. Como la
casa está en el origen, x⃗c es cero y este desplazamiento queda

D⃗tc = x⃗T − x⃗c = x⃗T . (16)

Si lo dibujamos, este vector es simplemente el vector que va del origen a la
tienda:

dt = 32 m + 16 m + 200 m + 166.44 m = 414.44 m   (15)

d) La casa está en el origen del sistema, y la tienda está en el punto donde el vector azul 
termina. Llamemos a este punto ⃗x T. Así, el desplazamiento desde la casa hasta la tienda 
es la resta entre la posición de la tienda y la posición de la casa. Llamemos ⃗x T a la posi-
ción de la tienda y ⃗x c a la de la casa. Como la casa está en el origen, ⃗x c es cero y este 
desplazamiento queda:

⃗Dtc = ⃗x T − ⃗x c = ⃗x T   (16)
 

Si lo dibujamos, este vector es simplemente el vector que va del origen a la tienda: 

Y

16 m

32 m

X

Es claro que las componentes Y y X de este vector gris son los vectores rojo y azul respecti-
vamente. Como conocemos el vector rojo y azul, es muy sencillo hallar el vector gris. La 
magnitud del vector gris sería

∥ ⃗V m∥ = (16 m)2 + (32 m)2 = 35.77 m   (17)

La dirección la podemos determinar a partir del ángulo α entre el vector rojo y el vector 
gris:

Y

X

32 m

16 m

El ángulo α nos permite indicar la dirección del vector.

α

La tangente de α es igual a la magnitud del cateto opuesto a α sobre la magnitud del cateto 
adyacente a α. En este caso, tenemos:

tan α =
16 m
32 m

= 0.5   (18)

Así, α es igual a

arctan(0.5) = 26.56∘ = α   (19)

Entonces, la dirección del vector gris es de 26.56 grados medidos con respecto al eje Y en 
el sentido de las manecillas del reloj. 

84

El vector del desplazamiento entre la casa y la tienda es el vector gris dibujado en
el plano.

Es claro que las componentes Y y X de este vector gris son los vectores rojo y
azul respectivamente. Como conocemos el vector rojo y azul, es muy sencillo
hallar el vector gris. La magnitud del vector gris es

∥V⃗m∥ =
√
(16 m)2 +(32 m)2 ≈ 35.78 m. (17)

Podemos determinar la dirección a partir del ángulo α que hay entre el vector
rojo y el vector gris:
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dt = 32 m + 16 m + 200 m + 166.44 m = 414.44 m   (15)

d) La casa está en el origen del sistema, y la tienda está en el punto donde el vector azul 
termina. Llamemos a este punto ⃗x T. Así, el desplazamiento desde la casa hasta la tienda 
es la resta entre la posición de la tienda y la posición de la casa. Llamemos ⃗x T a la posi-
ción de la tienda y ⃗x c a la de la casa. Como la casa está en el origen, ⃗x c es cero y este 
desplazamiento queda:

⃗Dtc = ⃗x T − ⃗x c = ⃗x T   (16)
 

Si lo dibujamos, este vector es simplemente el vector que va del origen a la tienda: 

Y

16 m

32 m

X

El vector del desplazamiento entre 
la casa y la tienda es el vector gris 

dibujado en el plano.

Es claro que las componentes Y y X de este vector gris son los vectores rojo y azul respecti-
vamente. Como conocemos el vector rojo y azul, es muy sencillo hallar el vector gris. La 
magnitud del vector gris sería

∥ ⃗V m∥ = (16 m)2 + (32 m)2 = 35.77 m   (17)

La dirección la podemos determinar a partir del ángulo α entre el vector rojo y el vector 
gris:

Y

X

32 m
16 m

α

La tangente de α es igual a la magnitud del cateto opuesto a α sobre la magnitud del cateto 
adyacente a α. En este caso, tenemos:

tan α =
16 m
32 m

= 0.5   (18)

Así, α es igual a

arctan(0.5) = 26.56∘ = α   (19)

Entonces, la dirección del vector gris es de 26.56 grados medidos con respecto al eje Y en 
el sentido de las manecillas del reloj. 
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El ángulo α nos permite indicar la dirección del vector.

La tangente de α es igual a la magnitud del cateto opuesto a α sobre la magnitud
del cateto adyacente a α. En este caso, tenemos

tanα = 16 m
32 m

= 0.5 m. (18)

Ası́, α es igual a
arctan(0.5) = 26.56○ = α. (19)

Entonces, la dirección del vector gris es de 26.56 grados medidos con respecto
al eje Y en el sentido de las manecillas del reloj.
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Problema (teórico) 2.4.

Palabras clave: velocidad, velocidad constan-
te, velocidad instantánea, rapidez, movimien-
to rectilı́neo uniforme.

(a) Explique cómo se calcula la velocidad de un objeto si el objeto tie-
ne velocidad constante. Además, explique el concepto de velocidad
instantánea.

(b) Usando la notación de vectores Br̂, donde B es la magnitud del vector y
r̂ es la dirección, muestre que la dirección de la velocidad es la misma
que la dirección del desplazamiento. Además, muestre que la magnitud
de la velocidad es igual a la distancia recorrida sobre el tiempo. Haga
lo anterior sólo para el caso en el que la velocidad es constante.

(c) Responda: ¿Cambia la rapidez dependiendo del sistema de referencia
usado? ¿Qué tipo de movimiento recorre un objeto si se mueve con
velocidad constante? ¿Cómo se denomina este movimiento?

(d) Usando la expresión para la velocidad hallada en (a), dé una expre-
sión para la posición final en términos de la velocidad, el tiempo y la
posición inicial (para el caso de velocidad constante).

Solución
(a) Intuitivamente se puede decir que la velocidad es la medida de cuánta
distancia recorre un objeto en cierta unidad de tiempo; si un carro A se mueve
con más velocidad que un carro B, el carro A recorrerá más distancia que el
carro B en un cierto intervalo de tiempo. Pero en fı́sica se usa una noción más
técnica de velocidad: la velocidad es una cantidad vectorial que mide cuánto es
el desplazamiento de un objeto por unidad de tiempo. Más precisamente, si
un objeto se mueve de un punto x⃗i hasta un punto x⃗f , y lo hace con velocidad
constante, su velocidad se puede calcular usando la siguiente fórmula:

v⃗ = D⃗

t
=
x⃗f − x⃗i

t
, (1)

donde t es el tiempo que le toma al objeto ir desde x⃗i hasta x⃗f . Notemos que
la velocidad es un vector (el vector de desplazamiento multiplicado por la
cantidad escalar 1/t da como resultado el vector de velocidad).

Cuando un objeto se mueve con velocidad constante, la fórmula (1) nos permite
calcular cuál es su velocidad. Por ejemplo, si un carro se mueve desde la
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posición x⃗i = (10 km)x̂ hasta la posición x⃗f = (100 km)x̂ en dos horas, entonces
su velocidad será

v⃗ = (100 km)x̂−(10 km)x̂
2 h

= (45 km/h)x̂. (2)

Como es una velocidad constante, podemos usar dos puntos cualesquiera
de la trayectoria del objeto para calcular la velocidad. Por ejemplo, si un
carro se mueve entre Cali y Pereira con velocidad constante, su velocidad se
encuentra primero calculando el desplazamiento entre Cali y Pereira, y después
dividiendo ese desplazamiento entre el tiempo del viaje. Como el carro se
mueve con velocidad constante, deberı́amos obtener el mismo resultado si
calculáramos su velocidad entre Cali y Tuluá (Tuluá queda entre Cali y Pereira).
En ese caso, harı́amos la resta entre la posición de Tuluá y la posición de Cali,
y dividirı́amos entre el tiempo que le toma al carro realizar ese recorrido.

Si el carro del ejemplo anterior no tuviera velocidad constante, podrı́a suceder
que al pasar por Buga el carro tuviera una velocidad de (80 km/h)x̂ pero al
pasar por Tuluá tuviera una velocidad de (60 km/h)x̂. Si en ese caso alguien nos
preguntara cuál es la velocidad del carro, nosotros tendrı́amos que responder:
“Depende. ¿En qué punto especı́fico de su trayectoria? En Tuluá su velocidad era
(60 km/h)x̂, en Buga era (80 km/h)x̂”. En tal caso tendrı́amos que hablar de
la velocidad del objeto en un instante particular, que se conoce como velocidad
instantánea. Matemáticamente, la velocidad instantánea se define como la tasa
de cambio del desplazamiento en un intervalo de tiempo infinitesimal. Lo
podemos escribir ası́:

v⃗inst =
D⃗

tinst
=
x⃗f − x⃗i
tinst

, (3)

donde tinst denota un instante4.

Notemos que la fórmula (3) es muy similar a la ecuación (1) de la velocidad
constante. La diferencia reside en que el tiempo t en la ecuación (1) puede ser
el tiempo transcurrido entre dos puntos cualesquiera de la trayectoria del carro,
mientras que tinst es un instante particular de la trayectoria. En el caso de (3),
x⃗i y x⃗f son los puntos entre los que se movió el objeto en un instante, mientras
que en (1), estos son los puntos entre los que se movió el objeto en un intervalo
de tiempo de cualquier duración. Por supuesto, cuando un carro se mueve con
velocidad constante, su velocidad instantánea en cada punto de su trayectoria
es la misma5.

4 En libros de texto más avanzados, esta velocidad se define con la noción de derivada: v⃗inst =
dD⃗
dt .

5 La ecuación (1) es más fácil de usar porque podemos tomar dos puntos cualesquiera de la
trayectoria, en cambio la ecuación (3) requiere herramientas matemáticas más sofisticadas, como
las aprendidas en cálculo.
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Antes de continuar, notemos que no hemos dicho de forma precisa qué quiere
decir que la velocidad sea constante. Como todo vector, la velocidad tiene mag-
nitud y dirección. Ası́, para que la velocidad o cualquier vector sea constante,
no puede variar ni su magnitud ni su dirección. Por ejemplo, si tenemos un vector
que mide 5 cm y apunta hacia el norte, ese vector variarı́a si alguien hiciera
que apuntara hacia el oeste, o si alguien lo acortara o estirara. En el primer
caso el vector varı́a porque su dirección cambia, en el segundo varı́a porque su
magnitud cambia. Exactamente lo mismo se aplica para el vector de velocidad.

Nota 2.5. ¿Cuándo cambia un vector?

Un vector cambia cuando su dirección o su magnitud cambia (en caso
contrario decimos que el vector es constante). En el caso de la velocidad,
esta cambia sólo si la rapidez o la dirección de movimiento cambia.

(b) Podemos escribir el vector desplazamiento D⃗ usando la notación Dr̂, en
la que D es la magnitud del desplazamiento y r̂ la dirección. Más aún, como
la magnitud del desplazamiento es la distancia podemos escribir al desplaza-
miento como dr̂ (donde d es la distancia). Si usamos esto en la ecuación (1),
obtenemos

v⃗ = d

t
r̂. (4)

Ahora podemos escribir el vector velocidad como vê, donde ê es el vector
unitario que nos indica la dirección (lo hemos llamado ê para no confundirlo
con r̂ que es la dirección del desplazamiento) y v es la magnitud de la velocidad.
Ası́, la ecuación (4) queda

vê = d

t
r̂. (5)

La anterior es una igualdad entre vectores, ası́ que las magnitudes deben ser
iguales y las direcciones deben ser iguales. Es decir,

v = d

t
(6)

y
ê = r̂ . (7)

En palabras: (6) dice que la magnitud de la velocidad (cuando es constante)
es igual a la distancia recorrida por el objeto en cierta unidad de tiempo, y
(7) dice que la dirección de la velocidad es la dirección del desplazamiento.
La magnitud de la velocidad tiene un nombre: rapidez. Como muestra (6),
la rapidez de un objeto es la distancia que recorre el objeto por unidad de
tiempo. No debemos confundir la rapidez con la velocidad: la velocidad es el
desplazamiento realizado por un objeto en cierta unidad de tiempo y la rapidez
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es la distancia recorrida en cierta unidad de tiempo. Una es una cantidad
vectorial y la otra es escalar.

Notemos que de (6) se sigue que d = vt, es decir, la distancia es la rapidez por
el tiempo del recorrido.

(c) Como dice la nota 2.3, la magnitud de un vector no depende del sistema,
ası́ que la rapidez, que es la magnitud de la velocidad, no depende del sistema
usado (recordemos que esto sólo es valido para sistemas de referencia que
no se mueven entre sı́). Otra forma de ver por qué la rapidez no depende del
sistema es esta: la rapidez es distancia sobre tiempo, pero ya sabemos que la
distancia no depende del sistema (nota 2.3) y el tiempo tampoco depende, ası́
que la rapidez no lo hace. En contraste, la velocidad sı́ depende del sistema,
pues su dirección depende del sistema usado. Por ejemplo, mientras que para
alguien un carro se puede mover en la dirección positiva del eje Y, para otra
persona con otro sistema de coordenadas ese mismo carro se está moviendo en
la dirección negativa de su eje X.

Nota 2.6. Velocidad y rapidez

• La velocidad es una cantidad vectorial que relaciona el desplaza-
miento del objeto con el tiempo del desplazamiento. Cuando la
velocidad es constante, la velocidad se calcula con

v⃗ = D⃗

t
=
x⃗f − x⃗i

t
,

donde D⃗ es el desplazamiento del objeto entre los puntos x⃗i y x⃗f ,
y t es el tiempo que le toma al objeto moverse entre esos puntos.

• La velocidad instantánea es la velocidad del objeto en cierto ins-
tante. Cuando el objeto tiene velocidad constante, su velocidad
instantánea es la misma en cualquier punto de su trayectoria y
esa velocidad se calcula con la fórmula anterior.

• El vector de velocidad tiene la misma dirección que el vector del
desplazamiento.

• La magnitud de la velocidad se llama rapidez y está dada por
v = d/t, donde d es la distancia recorrida. En palabras, la rapidez
es la distancia recorrida sobre el tiempo del recorrido. De forma
equivalente, podemos decir que distancia es rapidez por tiempo.

• La rapidez, como cualquier magnitud de un vector, no depende
del sistema de coordenadas.
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Como vimos en (b), la dirección y magnitud del desplazamiento determinan
la dirección y magnitud de la velocidad. Por lo tanto, cuando un objeto tiene
velocidad constante su rapidez permanece constante y la dirección de su
desplazamiento también. Ahora, si la dirección es constante, el objeto se mueve
siempre en la misma dirección, es decir, ¡el objeto sigue una lı́nea recta! Esta
idea nos lleva a un principio fundamental: si un objeto se mueve con velocidad
constante, la trayectoria de su movimiento sigue una lı́nea recta y la rapidez del
objeto no cambia. El movimiento de los objetos que tienen velocidad constante
se conoce como movimiento rectilı́neo uniforme.

Nota 2.7. Movimiento rectilı́neo uniforme

En un movimiento rectilı́neo uniforme el objeto tiene velocidad cons-
tante. Es decir, el objeto preserva una rapidez constante y se mueve en
lı́nea recta, sin cambiar su dirección.

(d) Empecemos por escribir de nuevo la ecuación para un caso de velocidad
constante:

v⃗ = D⃗

t
. (8)

Ahora multipliquemos ambos lados de la ecuación por el tiempo t:

v⃗t = D⃗. (9)

Si usamos que D⃗ = x⃗f − x⃗i , la anterior ecuación queda

v⃗t = x⃗f − x⃗i . (10)

Y finalmente, sumando en ambos lados el término x⃗i y reorganizando términos,
tenemos

x⃗f = v⃗t + x⃗i . (11)

Esta ecuación nos dice cuál es la posición final de un objeto en función del
tiempo, de la velocidad del objeto y de la posición inicial. Una ecuación como la
ecuación (11), que nos dice cómo cambia la posición de un objeto en el tiempo,
se conoce como ecuación de movimiento. Hay muchos tipos de ecuaciones
de movimiento; la ecuación (11) es un tipo de ecuación de movimiento que
se refiere al movimiento de un objeto con velocidad constante (es decir, al
movimiento rectilı́neo uniforme).
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Nota 2.8. Ecuación de movimiento para un objeto en un movimiento
rectilı́neo uniforme

Cuando un objeto se mueve con velocidad constante, la ecuación de
movimiento del objeto es

x⃗f = v⃗t + x⃗i ,

donde x⃗f es la posición final, x⃗i su posición inicial, v⃗ su velocidad y t el
tiempo transcurrido entre la posición inicial y final.
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Problema (teórico) 2.5.

Palabras clave: gráfica de posición contra
tiempo en casos de movimiento rectilı́neo
uniforme.

(a) Teniendo en cuenta la ecuación de movimiento de un objeto con mo-
vimiento rectilı́neo uniforme, muestre que xf (que corresponde a la
magnitud de la posición final) obedece la ecuación de una lı́nea recta.
Ayuda: use la regla de oro.

(b) Con base en lo anterior, explique cómo realizar una gráfica de posición
contra tiempo.

Solución
(a) En un movimiento rectilı́neo uniforme el objeto se mueve en una sola
dirección. La ecuación de un movimiento rectilı́neo uniforme es (nota 2.8)

v⃗t = x⃗f − x⃗i . (1)

Si despejamos x⃗f de aquı́, obtenemos

x⃗f = v⃗t + x⃗i . (2)

Como el objeto se mueve en lı́nea recta, podemos usar un sistema de coorde-
nadas en el cual el objeto se mueve a lo largo de un solo eje. Supongamos que
escogemos el eje X, que el objeto se mueve en la dirección positiva de X y que
la posición inicial en X es positiva (esto es arbitrario, podı́amos haber escogido
cualquier otro eje). En tal caso, los diferentes vectores de la ecuación (2) se
pueden escribir en términos de x̂:

xf x̂ = vtx̂+xi x̂, (3)

donde xf es la magnitud de x⃗f , xi la magnitud de x⃗i , v es la rapidez (la mag-
nitud de la velocidad) y t es el tiempo. Usando la regla de oro (nota 1.20)
podemos derivar la siguiente ecuación:

xf = vt +xi . (4)

En palabras, la magnitud de la posición final del objeto depende linealmente
de la rapidez del objeto y de la magnitud de su posición inicial. Aunque esta
no es una ecuación entre vectores, los signos nos indican la dirección de los
vectores de la ecuación (3); el signo del término vt nos dice cuál es la dirección
de la velocidad, el signo de xi nos dice cuál es la dirección de la posición inicial
y el signo de xf indica la dirección de la posición final.
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Antes de continuar repasemos brevemente la ecuación de una lı́nea recta. Una
recta que corta el eje Y en el punto b y que tiene pendiente m se describe con
la ecuación y =mx+b, donde x es la variable independiente y y la dependiente.
Por ejemplo, veamos la recta de la siguiente figura:

Esta ecuación muestra que la magnitud de la posición final del objeto depende linealmente 
de la rapidez del objeto y de la magnitud de su posición inicial.   Aunque esta no es una 
ecuación entre vectores,  la regla de oro nos dice que la ecuación escalar que se deriva de 
una ecuación vectorial tiene toda la información que necesitamos de la ecuación vectorial. 
Por ejemplo, el signo del término vt nos dice cuál es la dirección de la velocidad, el signo 
de xi  nos dice cuál es la dirección de la posición inicial y el signo de xf indica la dirección 

de la posición final. Por lo tanto, la ecuación (4) nos da toda la información importante de 
la ecuación (3). 

Antes de continuar repasemos brevemente la ecuación de una línea recta. Una recta que 
corta el eje Y en el punto b y que tiene pendiente m se describe con la ecuación 
y = m x + b, donde x es la variable independiente y y la dependiente. Por ejemplo, veamos 
la recta de la Fig 2.11:

X

Y

(5,4)

(0,1)
-

La recta de la anterior figura pasa por el punto (5,4) y corta el eje Y cuando Y es 1. Con 
esta información el lector puede comprobar fácilmente que la pendiente es m = 3/5. Por lo 
tanto, la ecuación de esta línea recta es: y = 3/5x + 1.

Con base en lo recién explicado, debe ser claro para el lector que la ecuación (4)  se com-
porta exactamente como la ecuación de una línea recta;  xf es la variable dependiente, v la 

pendiente, t la variable independiente y xi la posición inicial. El eje que llamamos X en la 
línea recta de la Fig 2.11 marcaría el tiempo y el eje Y indicaría la posición final xf .

xf = vt + xi   (5)

Pendiente
Variable Independiente

Punto de Corte eje Y
Variable Dependiente

 
b) Para realizar una gráfica de posición contra tiempo sólo necesitamos aplicar la ecuación 
(5). Por supuesto, la ecuación (5) será diferente para cada problema. En algunos problemas 
conocemos la velocidad y la posición final en cierto tiempo, en otros la velocidad y la posi-
ción inicial, en otros la posición final e inicial pero no la velocidad, en otros la distancia 
recorrida y el tiempo. En algunos casos la velocidad será negativa (como por ejemplo 
−(10 km/h) ̂x) así que la pendiente será negativa, en algunos casos la velocidad será cero 
así que la pendiente será cero (esto sería una línea horizontal paralela al eje X).  Lo más 
importante para graficar correctamente la posición del objeto es identificar la ecuación de 
movimiento del objeto, pues una vez tenemos la ecuación de movimiento podemos cons-
truir la ecuación (5) aplicando la regla de oro. 

Nota 2.11
Gráfica de posición contra tiempo para un movimiento con velocidad constan-

te

Para realizar una gráfica de posición contra tiempo necesitamos seguir tres pasos:

1) Escogemos un sistema de coordenadas cualquiera o usamos el que el problema 
nos indique.

2) Con base a la información que tengamos y el sistema de coordenadas escogido, 
debemos escribir la ecuación de movimiento del objeto. En general, la ecuación 
de un movimiento con velocidad constante es: ⃗x f = ⃗v t + ⃗x i . 

3) Aplicamos la regla de oro a la ecuación de movimiento. Graficamos esta última 
ecuación obtenida teniendo en cuenta que es la ecuación de una línea recta. La 
posición inicial es el punto de corte con el eje Y, la posición final es la variable 
dependiente, el tiempo es la variable independiente y la velocidad la pendiente 
de la recta (el signo de la velocidad dice si la pendiente es positiva o negativa).

89

El eje X corresponde a la variable independiente, y el eje Y a la variable
dependiente.

La recta de la figura pasa por el punto (5,4) y corta el eje Y cuando Y es 1. Con
esta información el lector puede comprobar fácilmente que la pendiente es
m = 3/5. Por lo tanto, la ecuación de esta lı́nea recta es: y = 3/5x+1.

Con base en lo recién explicado, debe estar claro para el lector que la ecuación
(4) se comporta exactamente como la ecuación de una lı́nea recta; xf es la va-
riable dependiente, v la pendiente, t la variable independiente y xi la posición
inicial. El eje que llamamos X en la lı́nea recta de la figura anterior marcarı́a el
tiempo y el eje Y indicarı́a la posición final xf .

Variable
independiente{

xf = v t + xi (5)

{ { {

Variable Pendiente Punto
depediente corte de

eje Y

(b) Para realizar una gráfica de posición contra tiempo sólo necesitamos aplicar
la ecuación (5). Por supuesto, la ecuación (5) será diferente para cada problema.
En algunos casos la velocidad será negativa ası́ que la pendiente será negativa,
en algunos casos la velocidad será cero ası́ que la pendiente será cero (esto serı́a
una lı́nea horizontal paralela al eje X), en algunos casos la posición inicial será
negativa y en otros no, etc. Lo más importante para graficar correctamente la
posición del objeto es identificar la ecuación de movimiento del objeto, pues
una vez tenemos la ecuación de movimiento podemos construir la ecuación (5)
aplicando la regla de oro.
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Nota 2.9. Gráfica de posición contra tiempo para un movimiento rec-
tilı́neo uniforme

(1) Escogemos un sistema de coordenadas cualquiera o usamos el
que el problema nos indique.

(2) Con base en la información que tengamos y el sistema de coorde-
nadas escogido, debemos escribir la ecuación de movimiento del
objeto. En general, la ecuación de un movimiento con velocidad
constante es: x⃗f = v⃗t + x⃗i .

(3) Aplicamos la regla de oro a la ecuación de movimiento. Grafica-
mos esta última ecuación teniendo en cuenta que es la ecuación
de una lı́nea recta. La posición inicial es el punto de corte con
el eje Y, la posición final es la variable dependiente, el tiempo
es la variable independiente y la velocidad es la pendiente de la
recta (el signo de la velocidad dice si la pendiente es positiva o
negativa).



Cinemática 133

Problema (teórico) 2.6.

Palabras clave: distancia, desplazamiento, ra-
pidez, gráfica de posición contra tiempo en
movimiento rectilı́neo uniforme.

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(1) Si un objeto parte de un punto A y regresa al punto A, la distancia
recorrida es cero porque el desplazamiento es cero.

(2) Si un objeto parte de un punto A y no regresa a A, entonces podemos
estar seguros de que su desplazamiento neto no es cero.

(3) La rapidez es igual al desplazamiento sobre el tiempo.

(4) Un objeto con velocidad constante tiene la misma velocidad en todos los
puntos de su recorrido.

(5) La gráfica de posición contra tiempo de un objeto que se mueve con
velocidad constante siempre es igual a la gráfica de una lı́nea recta.

Solución
(1) Falso. La distancia recorrida es la suma de las distancias intermedias, y
las distancias intermedias son iguales a la magnitud de los desplazamientos
intermedios. Estas magnitudes siempre serán positivas, ası́ que no hay forma
de que la suma sea cero (ver nota 2.4).

(2) Verdadero. El desplazamiento neto es la resta de la última posición con la
primera, ası́ que sólo nos dará cero si ambas son iguales. Y como el objeto no
regresó a A, entonces su posición final no es igual a la inicial.

(3) Falso. La velocidad es igual al desplazamiento sobre el tiempo, en cambio la
rapidez es igual a la magnitud de la velocidad, es decir, es igual a la distancia
sobre el tiempo.

(4) Verdadero. Como su nombre lo indica, un objeto con velocidad constante
tiene que mantener fija su velocidad en todos los puntos de la trayectoria, ¡de
lo contrario no serı́a constante!

(5) Verdadero. Como se indicó en la nota 2.9, la gráfica de posición contra
tiempo para un objeto que tiene velocidad constante es de la forma xf = vt +xi ,
que es la ecuación de una lı́nea recta.
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Problema 2.7.

Palabras clave: distancia, desplazamiento,
gráfica de posición contra tiempo, movimien-
to rectilı́neo uniforme, uso de distintos siste-
mas de coordenadas.

Suponga que Daniela caminó a 6 kilómetros por hora en lı́nea recta.

(a) ¿Cuánta distancia recorrió Daniela en 5 horas?

(b) Ahora suponga que Daniela caminó en la dirección positiva del eje X
y suponga que la posición inicial de Daniela es el origen. Según esta
información, ¿cuál es el desplazamiento de Daniela después de 5 horas?

(c) Realice una gráfica de posición contra tiempo desde el tiempo inicial
hasta que pasaron 5 horas y con ella calcule el desplazamiento y la
distancia.

(d) Realice de nuevo la gráfica de posición contra tiempo pero para el caso
en que Daniela parte desde la posición −(5 km)x̂ (es decir, 5 kilómetros
en el sentido negativo del eje X). Compare el desplazamiento y la dis-
tancia según esta gráfica con el desplazamiento y la distancia hallados
en (c).

Solución

¿Qué información nos dan?

(a) Daniela camina a 6 kilómetros por hora en lı́nea recta.

(b) y (c) Daniela camina en la dirección positiva del eje X y parte desde el origen.

(d) Daniela parte desde la posición −(5 km)x̂.

¿Qué nos piden?

(a) La distancia que recorrió Daniela en 5 horas.

(b) El desplazamiento de Daniela después de 5 horas.

(c) Realizar una gráfica de posición contra tiempo desde el tiempo inicial hasta que pasan
5 horas, y con ella calcular el desplazamiento y la distancia.

(d) Realizar una gráfica de posición contra tiempo desde el tiempo inicial hasta que pasan 5
horas si la posición de Daniela es −(5 km)x̂. Comparar el desplazamiento y la distancia
de esta gráfica con la de (c).

(a) Según el problema, la rapidez de Daniela es

v = 6 km/h. (1)

Es muy importante tener claro que la anterior es la rapidez y no la velocidad,
pues no sabemos hacia dónde camina Daniela. En la sección (b) nos dicen en
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qué dirección camina, pero no en la (a). Ahora bien, para hallar la distancia re-
corrida por Daniela podemos usar el hecho de que en un movimiento rectilı́neo
uniforme la distancia es rapidez por tiempo (nota 2.6):

d = vt. (2)

Si usamos un tiempo de 5 horas y la rapidez dada por la ecuación (1), la
distancia recorrida por Daniela es

d = (6 km/h
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

v

)( 5 h
´¸¶

t

) = 30 km. (3)

Cuidado: por la misma razón que no conocemos la velocidad, no conocemos
el desplazamiento; el desplazamiento de Daniela depende de la dirección en
que ella se haya movido y esa dirección no la conocemos. Pero la distancia
no depende del sistema (como comprobamos en el problema 2.2), ası́ que no
necesitamos saber en qué dirección caminó para calcularla.

(b) Ahora debemos calcular el desplazamiento de Daniela después de 5 horas.
Recordemos que el desplazamiento es la resta vectorial entre la posición final
y la posición inicial:

D⃗ = x⃗f − x⃗i . (4)

La posición inicial de Daniela según el sistema que nos dicen es el origen,
ası́ que para hallar el desplazamiento sólo debemos determinar cuál es la
posición final de Daniela después de las cinco horas. Para hallar la posición
final debemos usar la ecuación de movimiento de Daniela. Como Daniela se
mueve con velocidad constante, su ecuación de movimiento es ası́ (véase nota
2.8):

x⃗f = v⃗t + x⃗i . (5)

Como conocemos su rapidez (que es de seis kilómetros por hora) y conocemos
la dirección en la que camina, que es la dirección positiva de X, entonces
conocemos su velocidad:

v⃗ = (6 km/h)x̂. (6)

Si usamos esta velocidad en la ecuación (5), y como la posición inicial es cero,
obtenemos

xf x̂ = (6 km/h)tx̂, (7)

donde hemos escrito la posición final xf como xf x̂. La ecuación (7) es la ecua-
ción de movimiento de Daniela; con esa ecuación podemos hallar la posición
de Daniela en cualquier tiempo (simplemente remplazamos el tiempo por el
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valor que deseemos). A nosotros nos interesa la posición de Daniela cuando
han pasado 5 horas, ası́ que ponemos 5 horas en la ecuación (7):

x⃗f x̂ = (6 km/h)(5 h)
´¹¹¸¹¶

t

x̂ = (30 km)x̂. (8)

Como ahora conocemos la posición final, podemos hallar el desplazamiento
usando la ecuación (4):

D⃗ = (30 km)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

x⃗f

x̂− 0x̂
´¸¶
x⃗i

= (30 km)x̂. (9)

En palabras, el desplazamiento de Daniela es de 30 kilómetros en la dirección
positiva de X. Como la distancia es la magnitud del desplazamiento, entonces
la ecuación (9) nos dice que la distancia recorrida por Daniela en cinco horas
es de 30 kilómetros. Obviamente, esto concuerda con lo hallado en la sección
(a): ecuación (3).

Note que, como vimos en la sección (a), si queremos determinar la distancia
recorrida por un objeto no tenemos que usar la ecuación de movimiento del
objeto, sino que podemos usar el hecho de que distancia es rapidez por tiempo.
Pero si queremos determinar el desplazamiento debemos usar la ecuación de
movimiento.

(c) Para realizar una gráfica de posición contra tiempo seguimos los tres pasos
indicados en la nota 2.9. Primero, como en el problema nos dicen que Daniela
parte desde el origen, debemos usar un sistema de coordenadas en el cual
la posición inicial de Daniela sea el origen. Segundo, escribimos la ecuación
de movimiento de Daniela. La ecuación de movimiento la hallamos en la
sección anterior (ecuación 7) ası́ que no es necesario volver a escribirla. Tercero,
aplicamos la regla de oro a la ecuación de movimiento de Daniela:

xf = (6 km/h)t. (10)

Con esta información podemos trazar la gráfica de posición contra tiempo.
Recordemos que una gráfica de posición contra tiempo con velocidad constante
es una lı́nea recta donde la pendiente es la rapidez y el punto de corte con
el eje Y es la posición inicial. En este caso, como muestra la ecuación (10), la
pendiente es de 6 kilómetros por hora y la posición inicial es cero, ası́ que
debemos trazar una gráfica que comience en el origen y cuya pendiente sea de
6 km/h (que la pendiente sea de 6 km/h significa que por cada hora que pase
Daniela recorre 6 kilómetros, ası́ que por cada hora que avance la recta en el
eje X la recta sube 6 kilómetros en Y):
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⃗D = (30 km) ̂x − 0 ̂x = (30 km) ̂x   (9)
⃗x f ⃗x i

En palabras, el desplazamiento de Daniela es de 30 kilómetros en la dirección positiva de 
X. Como la distancia es la magnitud del desplazamiento, entonces la ecuación (9) nos dice 
que la distancia recorrida por Daniela en cinco horas es de 30 kilómetros. Obviamente esto 
concuerda con lo hallado en el numeral (a) (ecuación (3)). 

Si queremos determinar la distancia recorrida por un objeto podemos usar que distancia es 
rapidez por tiempo, o podemos usar que la distancia es la magnitud del desplazamiento y 
calculamos el desplazamiento con la ecuación de movimiento (es más sencillo usar directa-
mente que distancia es rapidez por tiempo). Pero si queremos determinar el desplazamien-
to, entonces obligatoriamente debemos usar la ecuación de movimiento del objeto para po-
der encontrar la posición del objeto.

c) Para realizar una gráfica de posición contra tiempo seguimos los tres pasos indicados en 
la Nota 2.11. Primero, como en el problema nos dicen que Daniela parte desde el origen, 
debemos usar un sistema de coordenadas en el cual la posición inicial de Daniela sea el ori-
gen.  Segundo, escribimos la ecuación de movimiento de Daniela. La ecuación de movi-
miento la hallamos en el numeral anterior (ecuación (7)) así que no es necesario volverla a 
escribir. Tercero, aplicamos la regla de oro a la ecuación de movimiento de Daniela:

xf = (6 km/h)t   (10)

Con esta información podemos trazar la gráfica de posición contra tiempo. Recordemos 
que una gráfica de posición contra tiempo con velocidad constante es una línea recta donde 
la pendiente es la rapidez y el punto de corte con el eje Y es la posición inicial. En este ca-
so, como muestra la ecuación (10), la pendiente es de 6 kilómetros por hora y la posición 
inicial es cero, así que debemos trazar una gráfica que comience en el origen y cuya pen-
diente sea de 6 km/h (que la pendiente sea de 6 km/h significa que por cada hora que pase 
Daniela recorre 6 kilómetros, así que por cada hora que avance la recta en el eje X la recta 
sube 6 kilómetros en Y):

-

-

horas, su posición es de 30 
kilómetros en la dirección 
positiva del eje X. Como 
su posición inicial es el 

en esas 5 horas es:

(30 km) ̂x − (0 km) ̂x = (30 km) ̂x   (11)

La magnitud de este desplazamiento es 30 kilómetros, tal como esperábamos según la ecua-
ción (3) del numeral a) y la ecuación (9) del numeral b).

d) Ahora debemos realizar una gráfica de posición contra tiempo pero para un sistema de 
coordenadas en el cual Daniela comienza en la posición −(5 km) ̂x (la velocidad sigue sien-
do la misma).  Así que la nueva ecuación de movimiento es  

xf ̂x = (6 km / h)t ̂x − (5 km) ̂x   (12)
⃗x i

Usando la regla de oro, esta ecuación queda:

xf = (6 km / h)t − (5 km)   (13)

La anterior es la ecuación de una línea recta con pendiente de 6 km/h y con el punto de cor-
te en 5 kilómetros negativos. Si graficamos esta recta obtenemos:
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t(h)

x(km)

5

30 

20 

10 

-

 (5,30)

 (0,0)

Trazamos una lı́nea con pendiente de 6 km/h que comienza en el origen. Cada
lı́nea vertical representa 1 hora, y cada lı́nea horizontal representa 5 kilómetros.
El punto (5,30) representa 5 horas y 30 kilómetros.

El desplazamiento es fácil de calcular con esta gráfica porque podemos ver la
posición final e inicial. La gráfica muestra que cuando Daniela ha caminado 5
horas, su posición es de 30 kilómetros en la dirección positiva del eje X. Como
su posición inicial es el origen, su desplazamiento en esas 5 horas es

(30 km)x̂−(0 km)x̂ = (30 km)x̂. (11)

La magnitud de este desplazamiento es 30 kilómetros, tal y como esperábamos
según la ecuación (3) de la sección (a) y la ecuación (9) de la sección (b).

(d) Ahora debemos realizar una gráfica de posición contra tiempo pero para un
sistema de coordenadas en el cual Daniela comienza en la posición −(5 km)x̂,
y la velocidad sigue siendo la misma. Ası́ que la nueva ecuación de movimiento
es

xf x̂ = (6 km/h)tx̂−(5 km)x̂
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

x⃗i

. (12)

Usando la regla de oro, esta ecuación queda ası́:

xf = (6 km/h)t −(5 km). (13)

La anterior es la ecuación de una lı́nea recta con pendiente de 6 km/h y con el
punto de corte en 5 kilómetros negativos. Si graficamos esta recta obtenemos
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t(h)

x(km)

5

30 

20 

10 

 (5,25)

 (0, − 5)

Para calcular el desplazamiento con base a esta gráfica, necesitamos identificar la posición 
final y la inicial. Según esta gráfica, cuando Daniela ha caminado 5 horas su posición es de 
25 kilómetros en la dirección positiva de X y su posición inicial es de 5 kilómetros en la 
dirección negativa de X. Por lo tanto, el desplazamiento es:

(25 km) ̂x − (−5 km) ̂x = (30 km) ̂x   (14)

Notemos que este es el mismo desplazamiento hallado anteriormente; un desplazamiento 
de magnitud de 30km en la dirección positiva de X. Esto no nos debería sorprender, pues el 
desplazamiento sólo depende de la velocidad y del tiempo y la velocidad y el tiempo es la 
misma según ambos sistemas.  Si hubiéramos usado un sistema en el cual Daniela camina-
ba en la dirección negativa de X, entonces el desplazamiento hubiera sido diferente pues la 
velocidad hubiera sido diferente (hubiera sido negativa en vez de positiva). Pero incluso 
con un sistema así, la distancia recorrida nos hubiera dado exactamente igual, pues la dis-
tancia, a diferencia de la velocidad, no depende del sistema.

Como hemos visto con este ejercicio, es muy importante para resolver problemas de cine-
mática escribir la ecuación de movimiento, pues con base en esta ecuación podemos hallar 
las diferentes cantidades que nos piden (la posición final, el desplazamiento, también el 
tiempo o la posición inicial) y con base en esta ecuación realizamos las gráficas de posi-
ción contra tiempo. Y para escribir la ecuación de movimiento siempre necesitamos esco-
ger un sistema de coordenadas (el sistema nos dirá hacia dónde la velocidad es positiva, y 

nos dirá cuál es la posición inicial y final del objeto). 

Nota 2.12
Claves para resolver problemas de cinemática

Para resolver problemas de cinemática es muy importante seguir los siguientes pa-
sos:
(1) Escoger un sistema de coordenadas o usar el sistema que nos digan en el proble-

ma.
(2) Escribir la ecuación de movimiento de los diferentes objetos con base en el sis-

tema elegido antes y con base a los datos conocidos. Si no conocemos ciertos 
datos (por ejemplo si no conocemos la velocidad), escribimos la ecuación en 
término de variables desconocidas.

(3) Una vez tenemos la ecuación de movimiento de cada objeto, podemos encon-
trar lo que nos piden usando esas ecuaciones.
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Trazamos una lı́nea con pendiente de 6 km/h y que corta el eje Y en Y = −5. Cada
lı́nea vertical representa una hora, y cada lı́nea horizontal representa 5 kilómetros.

Para calcular el desplazamiento con base en esta gráfica, necesitamos identificar
la posición final y la inicial. Según esta gráfica, cuando Daniela ha caminado
5 horas su posición es de 25 kilómetros en la dirección positiva de X y su
posición inicial es de 5 kilómetros en la dirección negativa de X. Por lo tanto,
el desplazamiento es

(25 km)x̂−(−5 km)x̂ = (30 km)x̂. (14)

Notemos que este es el mismo desplazamiento hallado anteriormente; un
desplazamiento de magnitud de 30 km en la dirección positiva de X. Esto no
nos deberı́a sorprender, pues el desplazamiento sólo depende de la velocidad y
del tiempo, y la velocidad y el tiempo son los mismos según ambos sistemas.
Si hubiéramos usado un sistema en el cual Daniela caminaba en la dirección
negativa de X, entonces el desplazamiento hubiera sido diferente pues la
velocidad hubiera sido diferente (hubiera sido negativa en vez de positiva).

Como hemos visto con este ejercicio, es muy importante para resolver proble-
mas de cinemática escribir la ecuación de movimiento, pues con base en esta
ecuación podemos hallar las diferentes cantidades que nos piden (la posición
final, el desplazamiento, el tiempo, la posición inicial) y, además, con base en
esta ecuación realizamos las gráficas de posición contra tiempo. Para escribir
la ecuación de movimiento siempre necesitamos escoger un sistema de coor-
denadas (el sistema nos dirá hacia dónde es positiva la velocidad, y nos dirá
cuáles son las posiciones inicial y final del objeto).
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Nota 2.10. Claves para resolver problemas de cinemática

Para resolver problemas de cinemática es muy importante seguir los
siguientes pasos:

(1) Escoger un sistema de coordenadas o usar el sistema que nos
digan en el problema.

(2) Escribir la ecuación de movimiento de los diferentes objetos
con base en el sistema elegido antes y con base en los datos
conocidos. Si no conocemos ciertos datos (por ejemplo, si no
conocemos la velocidad), escribimos la ecuación en términos de
variables desconocidas.

(3) Una vez tenemos la ecuación de movimiento de cada objeto,
podemos encontrar lo que nos piden usando esas ecuaciones.
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Problema 2.8.

Palabras clave: tiempo de encuentro, movi-
miento rectilı́neo uniforme, uso de distintos
sistemas de coordenadas.

Dos carros andan en direcciones opuestas, como podemos apreciar en la figura.

(a) Si la distancia que los separa inicialmente es d, si el carro rojo va con
rapidez va y el azul con rapidez vr , escriba una expresión para el tiempo
en el cual los carros van a pasar uno al lado del otro en términos de la
rapidez de cada carro y la distancia que los separa inicialmente.

(b) Con base en lo hecho en (a), escriba una expresión para la distancia
que ha recorrido cada uno de los carros cuando se encuentran.

(c) Realice (a) y (b) otra vez pero usando un sistema en el cual la dirección
de movimiento de los carros sea opuesta a la del sistema escogido en
(a).

(d) Suponga ahora que la rapidez del carro rojo es de 40 km/h, la del carro
azul 60 km/h y la distancia que los separa inicialmente es de 1 km.
Halle el tiempo de encuentro y la distancia recorrida por los carros
cuando se encuentran.

(e) En un mismo plano cartesiano, realice una gráfica de posición contra
tiempo para ambos carros teniendo en cuenta la información de la
sección (d). Realice la gráfica desde el tiempo inicial hasta que ha trans-
currido un minuto y convierta las unidades de velocidad a metros por
segundos. Comente acerca del punto en que ambas rectas se intersecan.

(f) Con base en la gráfica hecha en (e), explique dónde está el carro azul
después de un minuto.

PROBLEMA 2.8*
Dos carros andan en direcciones opuestas como podemos apreciar en la Fig. 2.14.  a) Si la 
distancia que los separa inicialmente es d, si el carro rojo va con rapidez vr y el azul con 
rapidez va , escriba una expresión para el tiempo en el cual los carros van a pasar uno al 
lado del otro en términos de la rapidez de cada carro y la distancia que los separa. b) Con 
base en lo hecho en a), escriba una expresión para la distancia que ha recorrido cada uno de 
los carros cuando se encuentran. c) Realizar a) y b) otra vez pero usando un sistema en el 
cual la dirección de movimiento de los carros sea opuesta a la del sistema escogido en a). 
d) Suponga ahora que la rapidez del carro rojo es 40 km/h, la del carro azul 60 km/h y la 
distancia que los separa inicialmente es de 1 km. Hallar el tiempo de encuentro y la distan-
cia recorrida por los carros cuando se encuentran. e) En un mismo plano cartesiano, reali-
zar una gráfica de posición contra tiempo para ambos carros teniendo en cuenta la informa-
ción del numeral d). Realizar la gráfica desde el tiempo inicial hasta que ha transcurrido 1 
minuto y convierta las unidades de velocidad a metros por segundos. Comente acerca del 
punto en que ambas rectas se intersectan.

  d

SOLUCIÓN

¿Qué información nos dan?

a) y b): La distancia d que separa a los carros inicialmente. La rapidez del ca-
rro rojo es vr y la del azul es va. Además, los carros van en direcciones con-
trarias.

c) La misma información que en a) pero además, nos dicen que la dirección de 
movimiento de los carros debe ser opuesta a la escogida en a).

d) y e)  La rapidez del carro rojo es de 40 km/h, la del azul 60 km/h y la distan-
cia inicial que los separa es de 1 kilometro. Además, el intervalo de tiempo que 
debemos tener en cuenta es desde el tiempo cero hasta un minuto.

¿Qué debemos hallar?

a) Hallar una expresión para el tiempo en que se encuentran los carros.

b) Con base en lo hecho en a), escriba una expresión para la distancia que ha 
recorrido cada uno de los carros cuando se encuentran.

c) Realizar a) y b) otra vez pero usando un sistema en el cual la dirección de 
movimiento de los carros es opuesta a la del sistema escogido en a).

d) Hallar el tiempo de encuentro y la distancia recorrida por los carros cuando 
se encuentran.

e) En un mismo plano cartesiano, realizar una gráfica de posición contra tiem-
po para ambos carros. Realizar la gráfica desde el tiempo inicial hasta que 
ha transcurrido 1 minuto. Convertir la velocidad a metros por segundo. Co-
mentar acerca del punto en que se intersectan las rectas de cada carro.

a) Nos están preguntando una expresión para el tiempo en el cual se encuentran los carros 
así que debemos buscar ecuaciones que relacionen el tiempo con la información que nos 
dan. Como dice en la Nota 2.12, la clave para resolver problemas de cinemática está en es-
cribir las ecuaciones de movimiento de los objetos. Y para plantear las ecuaciones de movi-
miento, debemos comenzar por escoger un sistema de coordenadas. Como en este proble-
ma no nos dicen qué sistema usar, podemos escoger el que queramos. Generalmente, lo 
más conveniente es usar un sistema de coordenadas según el cual la posición inicial de algu-
no de los objetos sea el origen (de este modo, la ecuación de movimiento de dicho objeto 
será más sencilla). En este problema podemos usar un sistema de coordenadas según el cu-
al la posición inicial del carro rojo sea cero. Además, al escoger el sistema nosotros decidi-
mos cuál es la dirección positiva de cada eje. Nosotros vamos a escoger un sistema en el 
cual el carro rojo se mueva en la dirección positiva de X y el carro azul se mueva en la di-
rección negativa de X:
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a) y (b) La distancia d que separa a los carros inicialmente. La rapidez del carro rojo es vr
y la del azul es va. Además, los carros van en direcciones contrarias.

(c) La misma información que en (a) pero, además, nos dicen que la dirección de movi-
miento de los carros debe ser opuesta a la escogida en (a).

(d), (e) y (f) La rapidez del carro rojo es de 40 km/h, la del azul, 60 km/h, y la distancia
inicial que los separa es de un kilómetro. Además, el intervalo de tiempo que debemos
tener en cuenta es desde el tiempo cero hasta un minuto.

¿Qué nos piden?

(a) Hallar una expresión para el tiempo en que se encuentran los carros.

(b) Con base en lo hecho en (a), escribir una expresión para la distancia que ha recorrido
cada uno de los carros cuando se encuentran.

(c) Realizar (a) y (b) otra vez pero usando un sistema en el cual la dirección de movimiento
de los carros es opuesta a la del sistema escogido en (a).

(d) Hallar el tiempo de encuentro y la distancia recorrida por los carros cuando se encuen-
tran.

(e) En un mismo plano cartesiano, realizar una gráfica de posición contra tiempo para
ambos carros. Realizar la gráfica desde el tiempo inicial hasta que ha transcurrido 1
minuto. Convertir la velocidad a metros por segundo. Comentar acerca del punto en
que se intersecan las rectas de cada carro.

(f) Con base en la gráfica hecha en (e), explicar dónde está el carro azul después de un
minuto.

(a) Nos están preguntando por una expresión para el tiempo en el cual se
encuentran los carros, ası́ que debemos buscar ecuaciones que relacionen el
tiempo con la información que nos dan. Como se dice en la nota 2.10, la
clave para resolver problemas de cinemática es escribir las ecuaciones de
movimiento de los objetos. Y para plantear las ecuaciones de movimiento
debemos comenzar por escoger un sistema de coordenadas. Como en este
problema no nos dicen qué sistema usar, podemos escoger el que queramos.

Generalmente, lo más conveniente es usar un sistema de coordenadas en el
cual la posición inicial de alguno de los objetos sea el origen (de este modo, la
ecuación de movimiento de dicho objeto será más sencilla). En este problema
podemos usar un sistema de coordenadas según el cual la posición inicial del
carro rojo sea cero. Además, al escoger el sistema nosotros decidimos cuál es
la dirección positiva de cada eje. Vamos a escoger un sistema en el cual el
carro rojo se mueva en la dirección positiva de X y el carro azul se mueva en la
dirección negativa de X:
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  X

  Y

xr ̂x = vrt ̂x   (1),{
Posición
carro rojo  

donde vr ̂x hace referencia a la velocidad del carro rojo (su rapidez es vr) y donde hemos 
usado xr ̂x  para denotar la posición del carro en el tiempo t. 

Según nuestro sistema, la posición inicial del carro azul apunta en la dirección positiva de 
X y su magnitud es d porque inicialmente  hay una distancia de d entre ambos carros (co-
mo el carro rojo está en el origen, desde el origen hasta el carro azul hay una distancia ini-
cial d). Además, la velocidad del carro azul apunta en el sentido negativo del eje X. Por lo 
tanto,  la ecuación de movimiento del carro azul es:

xa ̂x = − vat ̂x + d ̂x   (2),
{

Posición
carro azul

{
Posición inicial del
carro azul

donde −va ̂x es la velocidad del carro azul (el signo menos indica que la dirección en la que 
se mueve el carro es la dirección negativa de X según el sistema elegido), xa ̂x es la posi-
ción en el tiempo t de dicho carro y d ̂x la posición inicial. 

Una vez tenemos las ecuaciones de movimiento podemos hallar lo que nos piden. El tiem-
po de encuentro, como su nombre lo indica, es el tiempo que transcurre desde el momento 
inicial hasta el momento en que los carros se encuentran. En el tiempo de encuentro, las 
posiciones de ambos carros son la misma (por eso se encuentran):

xr ̂x = xa ̂x   (3)

Si llamamos te al tiempo de encuentro e igualamos la ecuación de movimiento de ambos 
carros (pues las posiciones son iguales cuando se encuentran), tenemos:

vrte ̂x = − vate ̂x + d ̂x   (4)

xr ̂x xa ̂x

(Notemos que hemos escrito las ecuaciones de movimiento usando el tiempo de encuentro 
te). Lo que nos interesa es despejar el tiempo de encuentro te. Primero, pasemos el término 
−vat ̂x al otro lado de la igualdad:

vrte ̂x + vate ̂x = d ̂x   (5)

Ahora apliquemos la regla de oro para manipular más fácilmente la ecuación:

vrte + vate = d   (6)
 

Al sacar factor común de te en el término de la izquierda obtenemos:

te(vr + va) = d   (7)
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Según este sistema, el origen está en la posición inicial del carro rojo y la dirección
positiva del eje X es la dirección en la que se mueve el carro rojo. El carro azul se
mueve en la dirección negativa de X.

Hemos dibujado el eje Y sólo porque ası́ es más fácil indicar el origen, pero los
objetos sólo se mueven en X. De hecho, en este capı́tulo todos los objetos se
mueven en una sola dimensión.

Una vez hemos definido el sistema de coordenadas, podemos plantear las ecua-
ciones de movimiento de los objetos. Según nuestro sistema de coordenadas, la
velocidad del carro rojo apunta en el sentido positivo del eje X. Como, según
nuestro sistema, la posición inicial es el origen, la ecuación de movimiento del
carro rojo será

xr x̂
´¸¶

= vrtx̂ (1)

Posición
carro rojo

donde vr x̂ hace referencia a la velocidad del carro rojo (su rapidez es vr ) y
donde hemos usado xr x̂ para denotar la posición del carro en el tiempo t.

Según nuestro sistema, la posición inicial del carro azul apunta en la dirección
positiva de X y su magnitud es d porque inicialmente hay una distancia de d
entre ambos carros (como el carro rojo está en el origen, desde el origen hasta
el carro azul hay una distancia inicial d). Además, la velocidad del carro azul
apunta en el sentido negativo del eje X. Por lo tanto, la ecuación de movimiento
del carro azul es

xax̂
´¸¶

= −vatx̂+ dx̂
´¸¶

(2)

Posición Posición
carro azul inicial del

carro azul

donde −vax̂ es la velocidad del carro azul (el signo menos indica que la direc-
ción en la que se mueve el carro es la dirección negativa de X según el sistema
elegido), xax̂ es la posición en el tiempo t de dicho carro y dx̂ la posición inicial.

Una vez tenemos las ecuaciones de movimiento podemos hallar lo que nos
piden. El tiempo de encuentro, como su nombre lo indica, es el tiempo que trans-
curre desde el momento inicial hasta el momento en que los carros se encuentran.
En el tiempo de encuentro, las posiciones de ambos carros son la misma:

xr x̂ = xax̂. (3)
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Si llamamos te al tiempo de encuentro e igualamos las posiciones finales dadas
por la ecuación de movimiento de ambos objetos, tenemos

vrtex̂
´¹¸¶
xr x̂

= −vatex̂+dx̂
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

xax̂

. (4)

(Notemos que hemos escrito las ecuaciones de movimiento usando el tiempo
de encuentro te). Lo que nos interesa es despejar el tiempo de encuentro te.
Primero, pasemos el término −vatx̂ al otro lado de la igualdad:

vrtex̂+vatex̂ = dx̂. (5)

Ahora apliquemos la regla de oro para manipular más fácilmente la ecuación:

vrte +vate = d. (6)

Al sacar factor común de te en el término de la izquierda obtenemos

te(vr +va) = d. (7)

Finalmente, dividiendo todo por (vr +va), llegamos a

te =
d

(vr +va)
. (8)

Según la ecuación (8), cuanto mayor sea la rapidez de los carros menor será
el tiempo de encuentro (más rápido se encontrarán), lo que concuerda con el
sentido común. Además, cuanto mayor sea la distancia entre ambos, mayor
será el tiempo de encuentro, lo que también es evidente.

Nota 2.11. Tiempo de encuentro

El tiempo de encuentro de dos objetos se halla igualando las posicio-
nes finales de los objetos (estas posiciones finales están dadas por la
ecuación de movimiento).

(b) Ahora debemos hallar una expresión para la distancia recorrida por ambos
carros desde el tiempo inicial hasta que se encuentran. En un movimiento con
rapidez constante la distancia recorrida es igual a la rapidez por el tiempo. Por
lo tanto, la distancia recorrida para el carro rojo en función del tiempo es

dr = vrt, (9)

donde hemos llamado dr a la distancia recorrida por el carro rojo. Como nos
piden la distancia recorrida por este carro cuando se encuentra con el carro
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azul, en la ecuación (9) debemos usar el tiempo de encuentro, que ya hallamos
con la ecuación (8):

dr = vr (
d

vr +va
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
te

. (10)

La anterior es la distancia recorrida por el carro rojo cuando se encuentra con
el carro azul. Es interesante notar que si el carro azul está en reposo (si su
velocidad es cero), la ecuación (10) nos dice que dr = d (pues la rapidez del
carro rojo se cancela). Esto tiene sentido, pues si el carro azul está quieto, para
que se encuentren ambos carros el carro rojo tiene que recorrer la distancia d
que inicialmente lo separaba del carro azul.

Al hacer el mismo análisis que hicimos para el carro rojo hallamos que la
distancia recorrida por el carro azul en el momento en que se encuentra con el
carro rojo es igual a

da = va(
d

vr +va
) , (11)

donde hemos usado el hecho de que la distancia recorrida por el carro azul es
da = vat.
Claramente las ecuaciones (11) y (10) no son iguales. Las distancias recorridas
por cada carro dependen de la velocidad de cada uno. El único caso en el que
las distancias recorridas son iguales es cuando la rapidez de ambos carros es la
misma. El lector puede comprobar esto si usa el hecho de que va = vr en (10) y
en (11).

(c) Debemos realizar lo mismo que en (a) y (b) pero usando un sistema de
coordenadas en el que invertimos la dirección del eje X. Podemos usar el
siguiente sistema:

Finalmente, dividiendo por (vr + va) todo, llegamos a

te =
d

(vr + va)
   (8)

Según la ecuación (8), entre mayor sea la rapidez de los carros más pequeño será el tiempo 
de encuentro (más rápido se encontrarán), lo que está de acuerdo con el sentido común. 
Además, entre mayor sea la distancia entre ambos, mayor será el tiempo de encuentro, lo 
que también es evidente. 

Nota 2.13
Tiempo de encuentro

El tiempo de encuentro de dos objetos se encuentra igualando las ecuaciones de 
movimiento de los objetos.

b) Ahora debemos hallar una expresión para la distancia recorrida por ambos carros desde 
el tiempo inicial hasta que se encuentran. En un movimiento con rapidez constante la dis-
tancia recorrida es igual a la rapidez por el tiempo. Por lo tanto, la distancia recorrida para 
el carro rojo en función del tiempo es

dr = vrt   (9),

donde hemos llamado dr a la distancia recorrida por el carro rojo. Como nos piden la distan-
cia recorrida por este carro cuando se encuentra con el carro azul, en la ecuación (9) debe-
mos usar el tiempo de encuentro, que ya hallamos con la ecuación (8):

dr = vr ( d
vr + va )   (10)

te

La anterior es la distancia recorrida por el carro rojo cuando se encuentra con el carro azul. 
Es interesante notar que si el carro azul está en reposo (si su velocidad es cero), la ecuación 

(10) nos dice que dr = d. Esto tiene sentido, pues si el carro azul está quieto, para que se 
encuentren ambos carros el carro rojo tiene que recorrer la distancia d que inicialmente lo 
separaba del carro azul.

Haciendo el mismo análisis que hicimos para el carro rojo, la distancia recorrida por el ca-
rro azul en el momento en que se encuentra con el carro rojo es igual a

da = va ( d
vr + va )   (11),

donde hemos usado que la distancia recorrida por el carro azul es da = vat. 

Claramente las ecuaciones (11) y (10) no son iguales. Las distancias recorridas por cada 
carro dependen de la velocidad de cada carro. En el único caso en que las distancias recorri-
das son iguales es si la rapidez de ambos carros es la misma (el lector puede comprobar 
esto si por ejemplo usa que va = vr en (10) y en (11)). 

c) Debemos realizar lo mismo que en a) y b) pero usando un sistema de coordenadas en el 
que invertimos la dirección del eje X. Podemos usar el siguiente sistema:

  X

  Y

carro rojo y la dirección positiva del eje X es la dirección en la 
que se mueve el carro azul. El carro rojo se dirige en la direc-
ción negativa de X.

La ecuación de movimiento del carro rojo ahora será

xr ̂x = − vrt ̂x   (9),
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Según este sistema, el origen está en la posición inicial del carro rojo y la dirección
positiva del eje X es la dirección en la que se mueve el carro azul. El carro rojo se
mueve en la dirección negativa de X.

La ecuación de movimiento del carro rojo ahora será

xr x̂ = −vrtx̂, (12)

donde el signo menos de la velocidad indica que este carro se mueve en el
sentido negativo de X.
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Según este sistema, el carro azul se mueve en la dirección positiva de X ası́ que
su velocidad es positiva. Además, la posición inicial del carro azul es negativa
(está en la parte negativa del eje X) y, como antes, la magnitud de esta posición
inicial es d (la distancia inicial entre ambos carros no depende del sistema).
Según lo anterior, la ecuación de movimiento del carro azul es

xax̂ = vatx̂−dx̂. (13)

Como buscamos el tiempo de encuentro, igualamos la ecuación de movimiento
de ambos carros y de nuevo llamamos te al tiempo de encuentro:

−vrtex̂
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶

xr x̂

= vatex̂−dx̂
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

xax̂

. (14)

Si movemos el término vatx̂ al otro lado de la igualdad, obtenemos

−vrtex̂−vatex̂ = −dx̂. (15)

Notemos que la ecuación (15) es igual a la ecuación (5), pues si multiplicamos
todos los términos de la ecuación (15) por −1 obtenemos la ecuación (5):

vrtex̂+vatex̂ = dx̂. (16)

Como ambas ecuaciones son iguales, los cálculos siguientes van a dar exacta-
mente lo mismo —repetimos todo desde la ecuación (5) hasta la ecuación (8)—,
ası́ que el resultado para el tiempo de encuentro será el mismo que antes:

te =
d

(vr +va)
. (17)

Como el tiempo de encuentro es el mismo que el hallado en (a), y como la
rapidez de ambos carros es la misma que en (a) (la rapidez no depende del
sistema de coordenadas), entonces la distancia recorrida por ambos carros en el
momento de encuentro será la misma que en (a). Por eso, no es necesario calcular
de nuevo la distancia recorrida por ambos carros, pues será la misma hallada
antes: ecuaciones (10) y (11).

Este es un ejemplo más de que si nos preguntan alguna magnitud escalar,
como el tiempo, la distancia o la rapidez, no importa qué sistema usemos, el
resultado será igual (nota 2.3)6.

6 Como se explicó antes (nota 2.3), esto sólo es cierto si consideramos sistemas de referencia
que no se mueven entre sı́, pues si se movieran la rapidez medida con respecto a un sistema serı́a
diferente de la rapidez medida en el otro.
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(d) Ahora debemos hallar el tiempo de encuentro y la distancia recorrida para
cada carro si el carro rojo tiene una rapidez de 40 km/h, el azul de 60 km/h,
y la distancia inicial entre ambos es de 1 kilómetro. Lo único que debemos
hacer es aplicar los resultados de (a) y (b). Si usamos la ecuación (17) con esta
información, nos damos cuenta de que el tiempo de encuentro será

te =
1 km

(40 km/h+60 km/h) =
1

100
h = 0.01 h. (18)

Es decir, los carros se encuentran cuando han transcurrido 0.01 horas. Como
una hora son 3600 segundos, entonces el tiempo de encuentro es de 0.01 h×
3600 s/h = 36 s. Cuando han pasado 36 segundos, los carros se encuentran.

La distancia recorrida por el carro rojo en el momento de encuentro se puede
calcular usando la ecuación (10):

dr = 40 km/h( 1 km
40 km/h+60 km/h

) = 0.4 km. (19)

El carro rojo se encuentra con el carro azul después de haber recorrido 0.4 km,
o 400 metros. Para el carro azul tenemos

da = 60 km/h( 1 km
60 km/h+40 km/h

) = 0.6 km. (20)

El carro azul alcanza a recorrer 0.6 km (o 600 metros) antes de encontrarse con
el carro rojo.

(e) Para hacer la gráfica de posición contra tiempo de ambos carros, debemos
seguir los pasos indicados en la nota 2.9. Primero escojamos el sistema de
coordenadas usado en (a), según el cual el carro rojo comienza en el origen y se
mueve en la dirección positiva del eje X. En segundo lugar debemos escribir su
ecuación de movimiento. Según la ecuación (1), su ecuación de movimiento es

xr x̂ = vrtx̂. (21)

Además, nos dicen que la rapidez del carro rojo es de 40 km/h ası́ que esta
ecuación queda

xr x̂ = (40 km/h)tx̂. (22)

Nos dicen que convirtamos esta velocidad a metros por segundo. Es claro que
40 km/h es lo mismo que 40 000 m/h (el carro recorre 40 000 metros por hora).
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Además, si en una hora recorre 40 000 m, entonces en un segundo recorre
40 000/3600 m. Por lo tanto, 40 km/h es igual a

(40 km/h) = (40000/3600)m/s = (400/36)m/s = (11.11)m/s. (23)

En palabras, el carro rojo recorre 400 metros cada 36 segundos. Si aplicamos la
regla de oro a la ecuación (22) obtenemos

xr = (11.11m/s)t. (24)

Por lo tanto, la gráfica de posición contra tiempo para el carro rojo es una lı́nea
recta con pendiente de (11.11) m/s que comienza en el origen (su punto de
corte con el eje Y es cero).

El carro rojo se encuentra con el carro azul después de haber recorrido 0.4 km, o 400 me-
tros. Para el carro azul tenemos:

da = 60 km/h ( 1 km
60 km/h + 40 km/h ) = 0.6 km   (17)

El carro azul alcanza a recorrer 0.6 km (o 600 metros) antes de encontrarse con el carro 
rojo.

e) Para hacer la gráfica de posición contra tiempo de ambos carros, debemos seguir los pa-
sos indicados en la Nota 2.11. Primero, escojamos el sistema de coordenadas usado en a), 
según el cual el carro rojo comienza en el origen y se mueve en la dirección positiva del eje 
X. Segundo, debemos escribir su ecuación de movimiento. Según la ecuación (1), su ecua-
ción de movimiento es:

xr ̂x = vrt ̂x   (18)

Además, nos dicen que la rapidez del carro rojo es de 40km/h así que esta ecuación queda:

xr ̂x = (40 km/h)t ̂x   (19)

Nos dicen que convirtamos esta velocidad a metros por segundo. Es claro que 40 km/h es 
lo mismo que 40000 m/h (el carro recorre 40000 metros por hora). Además, si en una hora 
recorre 40000 m, entonces en un segundo recorre 40000/3600 (3600 segundos son una ho-
ra). Por lo tanto, 40 km/h es igual a:

(40 km/h) = (40000/3600) m/s = (400/36) m/s = (11.11) m/s   (20)

Según esta pendiente, el carro rojo recorre 400 metros cada 36 segundos. Si aplicamos la 
regla de oro obtenemos:

xr = (11.11 m/s)t   (21)

Por lo tanto, la gráfica de posición contra tiempo para el carro rojo es una línea recta con 
pendiente de 11.11 m/s y que comienza en el origen (su punto de corte con el eje Y es ce-
ro). 
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Sobre esta misma gráfica debemos trazar la gráfica del carro azul. Según el sistema de coor-
denadas escogido, la posición inicial del carro azul apunta en la dirección positiva de X y 
su magnitud es 1 km (pues nos dicen que entre él y el carro rojo hay un 1 kilómetro inicial-
mente). Además, su rapidez es de 60 km/h y se mueve en la dirección negativa de X. Por lo 
tanto, su ecuación de movimiento es:

xa ̂x = − (60 km/h)t ̂x + (1 km) ̂x   (22)

Debemos convertir su velocidad a metros por segundo. 60 km/h es lo mismo que 60000 m/
h, y es lo mismo que (60000/3600) m/s:
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Gráfica de posición contra tiempo para el carro rojo. Comienza en el origen y su
pendiente es de 11,11 m/s.

Sobre esta misma gráfica debemos trazar la gráfica del carro azul. Según el
sistema de coordenadas escogido, la posición inicial del carro azul apunta en
la dirección positiva de X y su magnitud es 1 km (pues nos dicen que entre él
y el carro rojo hay un 1 kilómetro inicialmente). Además, su rapidez es de 60
km/h y se mueve en la dirección negativa de X. Por lo tanto, su ecuación de
movimiento, ecuación (4), es

xax̂ = −(60 km/h)tx̂+(1 km)x̂. (25)

Debemos convertir su velocidad a metros por segundo. 60 km/h es lo mismo
que 60 000 m/h, y es lo mismo que (60 000/3600) m/s:

(60 km/h) = (60000/3600)m/s = (600/36)m/s = (16.66)m/s (26)

Es decir, el carro azul recorre 600 metros cada 36 segundos. Con estas unidades
la ecuación de movimiento del carro azul queda

xax̂ = −(16.66 m/s)tx̂+(1000 m)x̂ (27)
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Esta es la ecuación de una lı́nea recta con pendiente negativa de 16.66 m/s y
que corta al eje Y cuando Y = 1000 m. Si trazamos esta gráfica sobre la gráfica
del carro rojo, obtenemos

(60 km/h) = (60000/3600) m/s = (600/36) m/s = (16.66) m/s   (23)

Es decir, el carro azul recorre 600 metros cada 36 segundos. La ecuación de movimiento 
del carro azul queda

xa ̂x = − (16.66 m/s)t ̂x + (1000 m) ̂x   (24)

Esta es la ecuación de una línea recta con pendiente negativa de 16.66 m/s y que corta al 
eje Y cuando Y=1000 m.  Si trazamos esta gráfica sobre la gráfica del carro rojo, obtene-
mos:
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En la gráfica podemos ver que hay un punto en el cual ambas rectas se interceptan. Este 
punto de intersección corresponde al momento en el que los carros se encuentran. En la 
gráfica podemos corroborar que el tiempo de encuentro corresponde a 36 segundos (aun-
que en la gráfica no se puede ver de forma muy exacta por el tamaño de la escala), tal co-
mo habíamos calculado con la ecuación (15). Además, según la gráfica, la posición en la 
que se encuentran los carros es 400 metros en la dirección positiva de X. Esto coincide con 
el hecho de que el carro rojo que comienza en el origen había recorrido 400 metros hasta el 
tiempo en que se encuentra con el carro azul (ecuación (16)). Por otra parte, de la gráfica se 

puede ver que el carro azul comienza 1000 metros en la dirección positiva de X y se en-
cuentra con el otro carro 400 metros en la dirección positiva de X, así que ha recorrido 600 
metros. Esto coincide con la ecuación (17). También es interesante notar que cuando ha  
pasado un minuto (60 segundos), el carro azul llega al origen (a la posición 0 ̂x) . Esto era 
de esperarse a partir de su ecuación de movimiento (22); si el carro anda a 60 km/h, en una 
hora recorre 60 km, así que en un minuto recorre 1 km. Como estaba 1 km alejado del ori-
gen, entonces al cabo de un minuto habrá llegado al origen.  Si en la ecuación (22) usamos 
un tiempo de 1/60 h (que equivale a un minuto), obtenemos:

xa ̂x = − (60 km/h)( 1
60

h) ̂x + (1 km) ̂x = (0 km) ̂x   (25)

Nota 2.14
Si realizamos una gráfica  de posición contra tiempo para varios objetos en un mis-
mo sistema de coordenadas, el punto donde se intersecan las gráficas va a corres-
ponder al punto en que se encuentran los objetos.
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La gráfica del carro azul tiene pendiente negativa de 16.66 m/s y corta al eje Y en
el punto (0,1000).

En la gráfica podemos ver que hay un punto en el cual ambas rectas se intercep-
tan. Este punto de intersección corresponde al momento en el que los carros
se encuentran. En la gráfica podemos corroborar que el tiempo de encuentro
corresponde a 36 segundos (aunque en la gráfica no se puede ver de forma
muy exacta por el tamaño de la escala), tal como habı́amos calculado con la
ecuación (18). Además, según la gráfica, la posición en la que se encuentran los
carros es 400 metros en la dirección positiva de X. Esto coincide con el hecho
de que el carro rojo que comienza en el origen habı́a recorrido 400 metros hasta
el tiempo en que se encuentra con el carro azul: ecuación (19).

Por otra parte, en la gráfica se puede ver que el carro azul comienza 1000
metros en la dirección positiva de X y se encuentra con el otro carro 400 metros
en la dirección positiva de X, ası́ que ha recorrido 600 metros. Esto coincide
con la ecuación (20).

(f) Según la gráfica hecha en (e), cuando ha pasado un minuto (60 segundos),
el carro azul llega al origen (a la posición 0x̂). Esto era de esperarse a partir
de su ecuación de movimiento: ecuación (25); si el carro anda a 60 km/h, en
una hora recorre 60 km, ası́ que en un minuto recorre 1 km. Como estaba 1 km
alejado del origen y se mueve hacia el origen, entonces al cabo de un minuto
habrá llegado allı́. Si en la ecuación (25) usamos un tiempo de 1/60 h (que
equivale a un minuto), obtenemos

xax̂ = −(60 km/h)( 1
60

h) x̂+(1 km)x̂ = (0 km)x̂. (28)
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Nota 2.12. Punto de intersección en una gráfica de posición contra
tiempo

Si realizamos una gráfica de posición contra tiempo para varios objetos
en un mismo sistema de coordenadas, el punto donde se intersecan las
gráficas va a corresponder al punto en el que se encuentran los objetos.
Este punto nos da la información de la ubicación y el tiempo en que se
encuentran los objetos.
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Problema 2.9.

Palabras clave: razón entre la rapidez de dos
objetos, tiempo de encuentro, gráfica de posi-
ción contra tiempo, gráfica de velocidad con-
tra tiempo, área encerrada en gráfica de velo-
cidad contra tiempo.

Marı́a camina en lı́nea recta por la acera con rapidez constante. Carolina camina
detrás de Marı́a, también con rapidez constante. Marı́a pasa por un café a las
3:20 p. m. y Carolina pasa por ese mismo café a las 3:24 p. m. Si a las 3:30 p. m.
Carolina alcanza a Marı́a:

(a) ¿Cuál es la razón entre la rapidez de Marı́a y la de Carolina?

(b) Con base en el resultado de (a), y suponiendo que Marı́a estaba cami-
nando a 0.5 m/s, diga cuál es el desplazamiento de Carolina hasta que
alcanza a Marı́a (puede usar el sistema que desee). Cuando obtenga
fracciones no las aproxime a decimales, déjelas en su forma original
hasta el resultado final (por ejemplo, use 2/3 en vez de 0.666).

(c) Realice una gráfica de posición contra tiempo para ambas personas en
un mismo plano cartesiano desde las 3:20 p. m. hasta las 3:30 p. m.
teniendo en cuenta lo hallado en (b).

(d) Explique cómo realizar una gráfica de velocidad contra tiempo.

(e) Con base en lo anterior, realice una gráfica de velocidad contra tiempo
para Marı́a y Carolina, desde las 3:20 p. m. hasta las 3:30 p. m. Calcule
el área que hay entre la lı́nea de la velocidad y el eje del tiempo para
cada gráfica.

PROBLEMA 2.9*
María camina en línea recta por la acera con rapidez constante. Carolina camina detrás de 
María, también con rapidez constante. María pasa por un café a las 3:20 Pm y Carolina pa-
sa por ese mismo café a las 3:24 Pm (ver Figura 2.19). Si a las 3:30 Pm Carolina alcanza a 
María, ¿cuál es la razón entre la rapidez de Carolina y la de María? b) Con base al resulta-
do de a), y suponiendo que María estaba caminando a 0.5 m/s, diga cuál es el desplazamien-
to de Carolina hasta que alcanza a María (puede usar el sistema que desee). c) Realice una 
gráfica de posición contra tiempo para ambas personas en un mismo plano cartesiano (des-
de las 3:20 Pm hasta las 3:30 Pm) teniendo en cuenta lo hallado en b). d) Explique cómo 
realizar una gráfica de velocidad contra tiempo. e) Con base a los numerales anteriores, 
realizar una gráfica de velocidad contra tiempo para María y Carolina, desde las 3:20 Pm 
hasta las 3:30 Pm. Calcule el área que hay entre la línea de la velocidad y el eje del tiempo 
para cada gráfica.

¿Qué información nos dan?

a) María y Carolina caminan en línea recta y con rapidez constante. María pasa 
por un café a las 3:20 Pm y Carolina pasa por el mismo café a las 3:24 Pm. 
A las 3:30 Pm Carolina alcanza a María.

b) y c) María camina a 2 km/h y podemos usar lo hallado en a).

d) Es una pregunta teórica (no necesita información).

e) Podemos usar la información de los numerales anteriores.

¿Qué debemos hallar?

a) La razón entre la rapidez de Carolina y María.

b) El desplazamiento de Carolina hasta que alcanza a María.

c) Realizar una gráfica de posición contra tiempo para María y Carolina desde 
las 3:20 Pm hasta las 3:30Pm (en un mismo plano cartesiano).

d) Explicar cómo realizar una gráfica de velocidad contra tiempo.

e) Realizar una gráfica de velocidad contra tiempo para María y Carolina, des-
de las 3:20 Pm hasta las 3:30 Pm. Calcule el área que hay entre la línea de 
la velocidad de cada gráfica y el eje del tiempo.

SOLUCIÓN

a)  Empecemos por escoger un sistema de coordenadas. No nos sugieren ningún sistema 
así que podemos escoger el que deseemos. Un sistema conveniente sería uno en el cual 
la posición inicial de María o de Carolina fuera el origen del sistema. Por ejemplo, esco-
jamos uno en el cual el origen está en el lugar del café y en el cual ambas personas cami-
nan en la dirección positiva del eje X:

  X

  Y

Usamos un sistema cuyo origen está en el 
café, y cuya dirección positiva del eje X es la 
dirección en que caminan María y Carolina.

100
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a) Marı́a y Carolina caminan en lı́nea recta y con rapidez constante. Marı́a pasa por un
café a las 3:20 p. m. y Carolina pasa por el mismo café a las 3:24 p. m. A las 3:30 p.
m. Carolina alcanza a Marı́a. Nos piden dejar las fracciones en su forma original, sin
escribirlas en su expansión decimal.

(b) y (c) Marı́a camina a 0.5 m/s, y podemos usar lo hallado en (a).

(d) Es una pregunta teórica (no necesita información).

(e) Podemos usar la información de las secciones anteriores.

¿Qué nos piden?

(a) La razón entre la rapidez de Marı́a y Carolina.

(b) El desplazamiento de Carolina hasta que alcanza a Marı́a.

(c) Realizar una gráfica de posición contra tiempo para Marı́a y Carolina desde las 3:20 p.
m. hasta las 3:30 p. m. (en un mismo plano cartesiano).

(d) Explicar cómo realizar una gráfica de velocidad contra tiempo si la velocidad es
constante.

(e) Realizar una gráfica de velocidad contra tiempo para Marı́a y Carolina, desde las 3:20 p.
m. hasta las 3:30 p. m. Calcular el área que hay entre la lı́nea de la velocidad de cada
gráfica y el eje del tiempo.

(a) Empecemos por escoger un sistema de coordenadas. Como no nos sugieren
ningún sistema podemos escoger el que deseemos. Un sistema conveniente
serı́a uno en el cual la posición inicial de Marı́a o de Carolina fuera el origen
del sistema. Por ejemplo, escojamos uno en el cual el origen esté en el lugar del
café y en el cual ambas personas caminan en la dirección positiva del eje X:

PROBLEMA 2.9*
María camina en línea recta por la acera con rapidez constante. Carolina camina detrás de 
María, también con rapidez constante. María pasa por un café a las 3:20 Pm y Carolina pa-
sa por ese mismo café a las 3:24 Pm (ver Figura 2.19). Si a las 3:30 Pm Carolina alcanza a 
María, ¿cuál es la razón entre la rapidez de Carolina y la de María? b) Con base al resulta-
do de a), y suponiendo que María estaba caminando a 0.5 m/s, diga cuál es el desplazamien-
to de Carolina hasta que alcanza a María (puede usar el sistema que desee). c) Realice una 
gráfica de posición contra tiempo para ambas personas en un mismo plano cartesiano (des-
de las 3:20 Pm hasta las 3:30 Pm) teniendo en cuenta lo hallado en b). d) Explique cómo 
realizar una gráfica de velocidad contra tiempo. e) Con base a los numerales anteriores, 
realizar una gráfica de velocidad contra tiempo para María y Carolina, desde las 3:20 Pm 
hasta las 3:30 Pm. Calcule el área que hay entre la línea de la velocidad y el eje del tiempo 
para cada gráfica.

¿Qué información nos dan?

a) María y Carolina caminan en línea recta y con rapidez constante. María pasa 
por un café a las 3:20 Pm y Carolina pasa por el mismo café a las 3:24 Pm. 
A las 3:30 Pm Carolina alcanza a María.

b) y c) María camina a 2 km/h y podemos usar lo hallado en a).

d) Es una pregunta teórica (no necesita información).

e) Podemos usar la información de los numerales anteriores.

¿Qué debemos hallar?

a) La razón entre la rapidez de Carolina y María.

b) El desplazamiento de Carolina hasta que alcanza a María.

c) Realizar una gráfica de posición contra tiempo para María y Carolina desde 
las 3:20 Pm hasta las 3:30Pm (en un mismo plano cartesiano).

d) Explicar cómo realizar una gráfica de velocidad contra tiempo.

e) Realizar una gráfica de velocidad contra tiempo para María y Carolina, des-
de las 3:20 Pm hasta las 3:30 Pm. Calcule el área que hay entre la línea de 
la velocidad de cada gráfica y el eje del tiempo.

SOLUCIÓN

a)  Empecemos por escoger un sistema de coordenadas. No nos sugieren ningún sistema 
así que podemos escoger el que deseemos. Un sistema conveniente sería uno en el cual 
la posición inicial de María o de Carolina fuera el origen del sistema. Por ejemplo, esco-
jamos uno en el cual el origen está en el lugar del café y en el cual ambas personas cami-
nan en la dirección positiva del eje X:

  X

  Y

Usamos un sistema cuyo origen está en el 
café, y cuya dirección positiva del eje X es la 
dirección en que caminan María y Carolina.

100

Usamos un sistema cuyo origen está en el café, y cuya dirección positiva del eje X
es la dirección en que caminan Marı́a y Carolina.
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Queremos hallar la razón entre la rapidez de ambas mujeres, ası́ que necesita-
mos hallar la velocidad de cada una (recuerde que la rapidez es la magnitud de
la velocidad). Para hallar la velocidad de cada una, empecemos por plantear las
ecuaciones de movimiento. Como ambas caminan en lı́nea recta y con rapidez
constante, sus ecuaciones de movimiento son de la forma

x⃗f = v⃗t + x⃗i . (1)

En el caso de Carolina, su posición inicial según nuestro sistema apunta en la
dirección negativa del eje X. Llamemos d a la distancia a la que se encuentra
Carolina del origen cuando Marı́a pasa por el café, y vc su rapidez (la distan-
cia d y la rapidez vc son variables desconocidas). Entonces, su ecuación de
movimiento se puede escribir como

xcx̂ = vctx̂−dx̂, (2)

donde se puede apreciar que la velocidad es positiva según el sistema que
elegimos.

Como Marı́a comienza en el origen según nuestro sistema, su posición inicial
es 0x̂. Podemos llamar vm a su rapidez (no la conocemos). Teniendo en cuenta
esto, la ecuación de movimiento de Marı́a será

xmx̂ = vmtx̂. (3)

Cuidado: cuando decimos que según el sistema la posición inicial de Marı́a es
el café (que está en 0x̂), no queremos decir que Marı́a comenzó a caminar en
el café, pues Marı́a estaba caminando desde antes. Lo que esto quiere decir es
que vamos a analizar el movimiento de Marı́a desde el momento en que pasa
por el café. Otra persona puede analizar el problema desde un tiempo anterior,
por ejemplo, alguien puede decir que quiere analizar el problema desde el
momento en que Marı́a está a 5 minutos de llegar al café. Para esa persona,
cuando Marı́a pasa por el café ya habrán pasado 5 minutos y la posición inicial
de Marı́a no será el café. Las ecuaciones de movimiento serán diferentes (la
posición inicial y el tiempo) pero los resultados al final serán los mismos, pues
ni la rapidez ni el tiempo transcurrido dependen del sistema escogido.

Nota 2.13. : ¿Qué es escoger un sistema de coordenadas?

Escoger un sistema de coordenadas es escoger cuál es el origen del
sistema, cuál es la dirección positiva de los ejes y cuál es el tiempo
inicial.

Ya tenemos las ecuaciones de movimiento de Marı́a y de Carolina en términos
de variables desconocidas. No conocemos ni la velocidad ni la distancia que
hay entre Carolina y el origen en el tiempo inicial. Sin embargo, todavı́a no
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hemos usado toda la información que nos dan. Nos dicen que Marı́a pasa por
el café a las 3:20 p. m. y después Carolina pasa por el café a las 3:24 p. m.
Esto quiere decir que en cuatro minutos Carolina recorrió la distancia d que
la separaba del café. Como distancia es igual a rapidez por tiempo, podemos
escribir

d = vct. (4)

Si usamos el hecho de que el tiempo son 4 minutos, obtenemos

d = vc(4 min). (5)

Podemos usar este resultado en la ecuación (2) para escribir de nuevo la ecua-
ción de movimiento de Carolina con la nueva información:

xcx̂ = v⃗ctx̂−(vc(4 min))
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

d

x̂. (6)

Ahora usemos el hecho de que a las 3:30 p. m. Carolina alcanza a Marı́a.
Como vimos en el problema 2.7 (nota 2.11), cuando dos objetos se encuentran
podemos igualar la posición final de ambos (lo cual equivale a igualar sus
ecuaciones de movimiento):

vmtx̂
´¸¶
xmx̂

= vctx̂−(vc(4 min))
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

xc x̂

x̂. (7)

Además, desde que Marı́a pasa por el café a las 3:20 hasta que se encuentra con
Carolina a las 3:30 transcurren 10 minutos (recordemos que el tiempo inicial
que escogimos es el momento en el cual Marı́a pasa por el café). Si usamos un
tiempo de 10 minutos en la ecuación (7), obtenemos

vm(10 min)x̂ = vc(10 min)x̂−(vc(4 min))x̂. (8)

Si sumamos los términos a la derecha obtenemos

vm(10 min)x̂ = vc(6 min)x̂. (9)

Recordemos que necesitamos obtener la razón entre la rapidez de Marı́a y la
de Carolina. Es decir, necesitamos encontrar

vm
vc

. (10)

Esto lo podemos encontrar con la ecuación (9). Primero apliquemos la regla de
oro a la ecuación (9):

vm(10 min) = vc(6 min). (11)
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Ahora dividamos por 10 minutos a ambos lados:

vm = vc(6 min)
(10 min) . (12)

Finalmente, dividamos por vc:

vm
vc

= (6 min)
(10 min) = 0.6. (13)

Es decir, la rapidez de Marı́a es 0.6 veces la rapidez de Carolina (casi la mitad),
lo cual tiene sentido porque Carolina la alcanza.

(b) Nos dicen que Marı́a está caminando a 0.5 m/s, y con base en eso y a lo
hallado en (a) debemos encontrar el desplazamiento de Carolina desde las 3:20
hasta las 3:30. Para hallar el desplazamiento, debemos encontrar la posición
final y restarle la posición inicial. Y para hallar la posición final, necesitamos
usar la ecuación de movimiento de Carolina.

No nos dicen cuál es la rapidez de Carolina, pero en (a) encontramos la razón
entre la rapidez de Marı́a y Carolina (ecuación 13). Por lo tanto, usando esa
razón y usando el hecho de que la rapidez de Marı́a es de 0.5 m/s, podemos
encontrar la rapidez de Carolina:

vm
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
0.5 m/s

vc
= 0.6. (14)

Si multiplicamos por vc y dividimos por 0.6 a ambos lados, obtenemos

(0.5/0.6)m/s = (5/6 m/s) = vc. (15)

Nótese que hemos dejado el resultado en fracciones como nos piden en el
enunciado. Como era de esperarse, esta rapidez es mayor que la de Marı́a
(5/6 es aproximadamente 0.83 m/s). Ahora usemos esto en la ecuación de
movimiento de Carolina (ecuación 6):

xcx̂ = (5/6 m/s)tx̂−(5/6 m/s)(4 min)x̂. (16)

Debemos tener cuidado con las unidades. Como la velocidad está en metros
sobre segundo, debemos convertir 4 minutos a segundos. 4 minutos son 60×4
segundos, es decir, 240 segundos:

xcx̂ = (5/6 m/s)tx̂−(5/6 m/s)(240 s)x̂. (17)
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Al operar al lado derecho obtenemos

xcx̂ = (5/6 m/s)tx̂−(200 m)x̂, (18)

de donde queda claro que la posición inicial de Carolina es −(200 m)x̂. Entre
las 3:20 y las 3:30 han pasado 10 minutos, o sea, 600 segundos. Si usamos esto
en la ecuación anterior, podemos saber cuál es la posición de Carolina a las
3:30, cuando encuentra a Marı́a:

xcx̂ = (5/6 m/s)(600 s)x̂−(200 m)x̂ = (300 m)x̂. (19)

Ası́, la posición de Carolina cuando encuentra a Marı́a es (300 m)x̂. Si restamos
la posición final, que es (300 m)x̂, a la inicial, que es −(200 m)x̂, obtenemos el
desplazamiento de Carolina:

(300 m)x̂
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

x⃗f

−(−200 m)x̂
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

x⃗i

= (500 m)x̂. (20)

Otro método: otra forma de calcular el desplazamiento sin necesidad de buscar
la posición final e inicial es usando la definición de velocidad:

v⃗ = D⃗

t
. (21)

De esto obtenemos
tv⃗ = D⃗. (22)

Si usamos el hecho de que la velocidad de Carolina es de 5/6 m/s en dirección
positiva de X, y el tiempo es de 600 segundos, obtenemos

(600 s)(5/6 m/s)x̂ = (500 m)x̂ = D⃗. (23)

De aquı́ se deduce que la distancia recorrida (la magnitud del desplazamiento)
por Carolina es 500 metros.

(c) Ahora debemos hacer una gráfica de posición contra tiempo para Marı́a
y Carolina. Como ya tenemos un sistema de coordenadas, podemos escribir
directamente las ecuaciones de movimiento. Si usamos el hecho de que la
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rapidez de Marı́a es de 0.5 m/s en su ecuación de movimiento (ecuación 3),
tenemos

xmx̂ = (0.5 m/s)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vm

tx̂. (24)

Aplicando la regla de oro, obtenemos

xm = (0.5 m/s)t. (25)

Esta es la ecuación de una lı́nea recta, con pendiente de 0.5 m/s, y que pasa
por el origen:
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X(m)

100

200

300

400

500

600

100

  (0 , 0 ) 200 300 400 500 600100

La ecuación (18) nos da la ecuación de movimiento de Carolina (no usamos la ecuación 
(19) porque queremos la ecuación para cualquier tiempo, no para un tiempo particular). Si 
aplicamos la regla de oro a esa ecuación, obtenemos:

xc = (0,83 m/s)t − (200 m)   (26)

Esta es la ecuación de una línea recta con pendiente de 0.83 m/s, y que corta el eje Y en 
-200 m. Hacer una línea con pendiente de 0,83 a mano no es tan fácil, pero podemos apro-
vechar que sabemos en qué punto Carolina se encuentra con María. Eso sucede cuando han 
pasado 10 minutos, es decir, a los 600 segundos. En ese momento, las dos líneas rectas se 
deben intersecar (ver Problema 2.7). Por lo tanto, es muy fácil trazar la línea de Carolina, 
pues sólo debemos unir el punto (0,-200) (la posición inicial) con el punto (600,300) que es 
cuando se encuentran ambas rectas (María está en la posición 300 ̂x cuando han pasado 600 
segundos, como muestra la Fig. 2.21): 
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X(m)
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100

200 300 400 500 600100

La gráfica de posición contra tiempo para Carolina 
está en azul.  Corta el eje Y en -200 metros, y su 
pendiente es de 0.83 m/s.  

(0, − 200)

Notemos que la recta azul tiene una pendiente más inclinada que la recta negra, lo que indi-
ca que la rapidez de Carolina es mayor que la rapidez de María. Además, notemos que el 
desplazamiento total de María desde el café hasta que se encuentra con Carolina es de 300 
metros en la dirección positiva de X. Por otro lado, se ve que el desplazamiento de María 
es de 500 metros en la dirección positiva de X (desde -200 hasta 300). Esto concuerda con 
lo hallado en el numeral b).

d) Para hacer una gráfica de velocidad contra tiempo sólo necesitamos recordar que esta-
mos en un problema con velocidad constante. Es decir, la velocidad en cierto instante es 
igual que la velocidad 10 después, o 100 minutos o 5 horas. Si la velocidad no cambia 
en función del tiempo, entonces la gráfica de la velocidad es una línea horizontal:

104

Gráfica de posición contra tiempo para Marı́a. Comienza en el origen y su pen-
diente es de 0.5 m/s.

La ecuación (18) nos da la ecuación de movimiento de Carolina (no usamos la
ecuación (19) porque queremos la ecuación para cualquier tiempo t, no para
un tiempo particular). Si le aplicamos la regla de oro a esa ecuación, obtenemos

xc = (5/6 m/s)t −(200 m). (26)

Esta es la ecuación de una lı́nea recta con pendiente de 5/6 m/s, y que corta el
eje Y en −200 m. Hacer una lı́nea con pendiente de 5/6 a mano no es tan fácil,
pero podemos aprovechar que sabemos en qué punto Carolina se encuentra
con Marı́a. Eso sucede cuando han pasado 10 minutos, es decir, 600 segundos.
En ese momento, las dos lı́neas rectas se deben intersecar (ver nota 2.12). Por
lo tanto, es muy fácil trazar la lı́nea de Carolina, pues sólo debemos unir el
punto (0,−200) (la posición inicial) con el punto (600, 300) que es cuando se
encuentran ambas rectas (Marı́a está en la posición 300x̂ cuando han pasado
600 segundos, como muestra la figura anterior):
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Gráfica de posición contra tiempo para María.  
Comienza en el origen y su pendiente es de 0.5 m/

La ecuación (18) nos da la ecuación de movimiento de Carolina (no usamos la ecuación 
(19) porque queremos la ecuación para cualquier tiempo, no para un tiempo particular). Si 
aplicamos la regla de oro a esa ecuación, obtenemos:

xc = (0,83 m/s)t − (200 m)   (26)

Esta es la ecuación de una línea recta con pendiente de 0.83 m/s, y que corta el eje Y en 
-200 m. Hacer una línea con pendiente de 0,83 a mano no es tan fácil, pero podemos apro-
vechar que sabemos en qué punto Carolina se encuentra con María. Eso sucede cuando han 
pasado 10 minutos, es decir, a los 600 segundos. En ese momento, las dos líneas rectas se 
deben intersecar (ver Problema 2.7). Por lo tanto, es muy fácil trazar la línea de Carolina, 
pues sólo debemos unir el punto (0,-200) (la posición inicial) con el punto (600,300) que es 
cuando se encuentran ambas rectas (María está en la posición 300 ̂x cuando han pasado 600 
segundos, como muestra la Fig. 2.21): 
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(0, − 200)

Notemos que la recta azul tiene una pendiente más inclinada que la recta negra, lo que indi-
ca que la rapidez de Carolina es mayor que la rapidez de María. Además, notemos que el 
desplazamiento total de María desde el café hasta que se encuentra con Carolina es de 300 
metros en la dirección positiva de X. Por otro lado, se ve que el desplazamiento de María 
es de 500 metros en la dirección positiva de X (desde -200 hasta 300). Esto concuerda con 
lo hallado en el numeral b).

d) Para hacer una gráfica de velocidad contra tiempo sólo necesitamos recordar que esta-
mos en un problema con velocidad constante. Es decir, la velocidad en cierto instante es 
igual que la velocidad 10 después, o 100 minutos o 5 horas. Si la velocidad no cambia 
en función del tiempo, entonces la gráfica de la velocidad es una línea horizontal:

104

La gráfica de posición contra tiempo para Carolina está en azul. Corta el eje Y en
−200 metros, y su pendiente es de 5/6 m/s.

Notemos que la recta azul tiene una pendiente más inclinada que la recta
negra, lo que indica que la rapidez de Carolina es mayor que la de Marı́a.
Además, notemos que el desplazamiento total de Marı́a desde el café hasta
que se encuentra con Carolina es de 300 metros en la dirección positiva de X.
Por otro lado, se ve que el desplazamiento de Marı́a es de 500 metros en la
dirección positiva de X (desde −200 hasta 300). Esto concuerda con lo hallado
en la sección (b).

(d) Hacer una gráfica de velocidad contra tiempo con velocidad constante es
muy sencillo. Como la velocidad es constante, la velocidad en cierto instante es
igual a la velocidad 10 minutos después, o 100 minutos o 5 horas después. Si la
velocidad no cambia en función del tiempo, entonces la gráfica de la velocidad
es una lı́nea horizontal:
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v

¿Dónde debemos poner la gráfica? Pues eso depende de la velocidad. Si la velocidad es por 
ejemplo (5 m/s) ̂x entonces la línea corta el eje Y en 5 m/s en la dirección positiva. Si la ve-
locidad es de −(5 m/s) ̂x, entonces la línea corta el eje Y en -5.

e) Para hacer la gráfica de María y Carolina sólo necesitamos conocer sus velocidades. La 
velocidad de María es de 0.5 m/s en el sentido positivo de X y la de Carolina es 0,83 m/s 
también en el sentido positivo de X. Por lo tanto, la gráfica de María es:
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Gráfica de Velocidad contra tiempo para María. 
Corta el eje Y en 0.5 m/s.  

La gráfica de Velocidad contra tiempo de Carolina sería:
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Gráfica de Velocidad contra tiempo para Carolina. 
Corta el eje Y en 0.83 m/s.  

El área entre la línea de la velocidad de María y el eje X es el área de un rectángulo:
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El área entre la línea de la velocidad y el eje X es el área de un 
rectángulo de largo 600 segundos y ancho 0.5 m/s. Es decir, 
su área es 0.5 m/s por 600 segundos, que da 300 metros.

Área=300 metros

Como se muestra en la figura, la anterior es un área de 300 metros. ¡Esa es la distancia reco-
rrida por María desde el café hasta que se encuentra con Carolina! Pero esto no es una sim-
ple coincidencia. Notemos que la base del rectángulo es el tiempo y la altura es la rapidez. 
Por lo tanto, al sacar el área estamos multiplicando la rapidez por el tiempo, y eso es igual 
a la distancia: vt = d .

Si calculamos el área entre la línea de la velocidad y el eje X para Carolina, obtenemos:

105

En un movimiento de velocidad constante, una gráfica de velocidad contra tiempo
es una lı́nea horizontal.
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¿Dónde debemos poner la lı́nea? Eso depende de la velocidad. Si la velocidad es,
por ejemplo, (5 m/s)x̂ entonces la lı́nea corta el eje Y en 5 m/s en la dirección
positiva. Si la velocidad es de −(5 m/s)x̂, entonces la lı́nea corta el eje Y en −5.

(e) Para hacer la gráfica de Marı́a y Carolina sólo necesitamos conocer sus
velocidades. La velocidad de Marı́a es de 0.5 m/s en el sentido positivo de X y
la de Carolina es 5/6 m/s (0.83 m/s aproximadamente) también en el sentido
positivo de X. Por lo tanto, la gráfica de Marı́a es

t

V

v

En un movimiento de velocidad constante, 
una gráfica de velocidad contra tiempo es una 

línea horizontal.

¿Dónde debemos poner la gráfica? Pues eso depende de la velocidad. Si la velocidad es por 
ejemplo (5 m/s) ̂x entonces la línea corta el eje Y en 5 m/s en la dirección positiva. Si la ve-
locidad es de −(5 m/s) ̂x, entonces la línea corta el eje Y en -5.

e) Para hacer la gráfica de María y Carolina sólo necesitamos conocer sus velocidades. La 
velocidad de María es de 0.5 m/s en el sentido positivo de X y la de Carolina es 0,83 m/s 
también en el sentido positivo de X. Por lo tanto, la gráfica de María es:
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La gráfica de Velocidad contra tiempo de Carolina sería:
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Gráfica de Velocidad contra tiempo para Carolina. 
Corta el eje Y en 0.83 m/s.  

El área entre la línea de la velocidad de María y el eje X es el área de un rectángulo:
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El área entre la línea de la velocidad y el eje X es el área de un 
rectángulo de largo 600 segundos y ancho 0.5 m/s. Es decir, 
su área es 0.5 m/s por 600 segundos, que da 300 metros.

Área=300 metros

Como se muestra en la figura, la anterior es un área de 300 metros. ¡Esa es la distancia reco-
rrida por María desde el café hasta que se encuentra con Carolina! Pero esto no es una sim-
ple coincidencia. Notemos que la base del rectángulo es el tiempo y la altura es la rapidez. 
Por lo tanto, al sacar el área estamos multiplicando la rapidez por el tiempo, y eso es igual 
a la distancia: vt = d .

Si calculamos el área entre la línea de la velocidad y el eje X para Carolina, obtenemos:
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Gráfica de velocidad contra tiempo para Marı́a. Corta el eje Y en 0.5 m/s.

La gráfica de velocidad contra tiempo de Carolina serı́a
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En un movimiento de velocidad constante, 
una gráfica de velocidad contra tiempo es una 

línea horizontal.

¿Dónde debemos poner la gráfica? Pues eso depende de la velocidad. Si la velocidad es por 
ejemplo (5 m/s) ̂x entonces la línea corta el eje Y en 5 m/s en la dirección positiva. Si la ve-
locidad es de −(5 m/s) ̂x, entonces la línea corta el eje Y en -5.

e) Para hacer la gráfica de María y Carolina sólo necesitamos conocer sus velocidades. La 
velocidad de María es de 0.5 m/s en el sentido positivo de X y la de Carolina es 0,83 m/s 
también en el sentido positivo de X. Por lo tanto, la gráfica de María es:
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Gráfica de Velocidad contra tiempo para María. 
Corta el eje Y en 0.5 m/s.  

La gráfica de Velocidad contra tiempo de Carolina sería:
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El área entre la línea de la velocidad de María y el eje X es el área de un rectángulo:
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El área entre la línea de la velocidad y el eje X es el área de un 
rectángulo de largo 600 segundos y ancho 0.5 m/s. Es decir, 
su área es 0.5 m/s por 600 segundos, que da 300 metros.

Área=300 metros

Como se muestra en la figura, la anterior es un área de 300 metros. ¡Esa es la distancia reco-
rrida por María desde el café hasta que se encuentra con Carolina! Pero esto no es una sim-
ple coincidencia. Notemos que la base del rectángulo es el tiempo y la altura es la rapidez. 
Por lo tanto, al sacar el área estamos multiplicando la rapidez por el tiempo, y eso es igual 
a la distancia: vt = d .

Si calculamos el área entre la línea de la velocidad y el eje X para Carolina, obtenemos:
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Gráfica de velocidad contra tiempo para Carolina. Corta el eje Y en 5/6 m/s.

El área entre la lı́nea de la velocidad de Marı́a y el eje X es el área de un
rectángulo:
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t

V

v

En un movimiento de velocidad constante, 
una gráfica de velocidad contra tiempo es una 

línea horizontal.

¿Dónde debemos poner la gráfica? Pues eso depende de la velocidad. Si la velocidad es por 
ejemplo (5 m/s) ̂x entonces la línea corta el eje Y en 5 m/s en la dirección positiva. Si la ve-
locidad es de −(5 m/s) ̂x, entonces la línea corta el eje Y en -5.

e) Para hacer la gráfica de María y Carolina sólo necesitamos conocer sus velocidades. La 
velocidad de María es de 0.5 m/s en el sentido positivo de X y la de Carolina es 0,83 m/s 
también en el sentido positivo de X. Por lo tanto, la gráfica de María es:
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Gráfica de Velocidad contra tiempo para María. 
Corta el eje Y en 0.5 m/s.  

La gráfica de Velocidad contra tiempo de Carolina sería:
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Gráfica de Velocidad contra tiempo para Carolina. 
Corta el eje Y en 0.83 m/s.  

El área entre la línea de la velocidad de María y el eje X es el área de un rectángulo:
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Área=300 metros

Como se muestra en la figura, la anterior es un área de 300 metros. ¡Esa es la distancia reco-
rrida por María desde el café hasta que se encuentra con Carolina! Pero esto no es una sim-
ple coincidencia. Notemos que la base del rectángulo es el tiempo y la altura es la rapidez. 
Por lo tanto, al sacar el área estamos multiplicando la rapidez por el tiempo, y eso es igual 
a la distancia: vt = d .

Si calculamos el área entre la línea de la velocidad y el eje X para Carolina, obtenemos:
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El área entre la lı́nea de la velocidad y el eje X es el área de un rectángulo de largo
600 segundos y ancho 0.5 m/s. Es decir, su área es 0.5 m/s por 600 segundos, que
es igual a 300 metros.

Como se muestra en la figura, la anterior es un área de 300 metros. ¡Esa es la
distancia recorrida por Marı́a desde el café hasta que se encuentra con Caroli-
na! Esto no es una simple coincidencia. Notemos que la base del rectángulo
es el tiempo y la altura es la rapidez. Por lo tanto, al sacar el área estamos
multiplicando la rapidez por el tiempo, y eso es igual a la distancia: vt = d.

Si calculamos el área entre la lı́nea de la velocidad y el eje X para Carolina,
obtenemos
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Área=500 metros

El área nos dio 500 metros, que es precisamente la distancia que recorre Carolina desde las 
3:20 PM hasta las 3:30 PM (tal como hallamos con la ecuación (23)). De nuevo, esto no es 
coincidencia, pues como ya dijimos, para calcular el área del rectángulo estamos multipli-
cando la base que es el tiempo, por la altura que es la rapidez. Y rapidez por tiempo es dis-
tancia.

Nota 2.16
El área encerrada entre el eje X y la línea de la velocidad en una gráfica de 
velocidad contra tiempo es igual a la distancia recorrida por el objeto. Co-
mo veremos más adelante, esto aplica también para casos en los cuales la 
velocidad no es contante.

t

V

   Distancia

PROBLEMA 2.10 

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

1. Puede darse un caso en el que para una persona un carro tiene rapidez negativa y para 
otra persona el carro tiene rapidez positiva.

2. Si las líneas de posición contra tiempo de dos objetos se intersectan, entonces los objetos 
se encuentran.

3. Si un objeto no se mueve en línea recta, su velocidad no es constante.

4. Entre mayor sea el área encerrada entre la línea de la velocidad y el eje X en una gráfica 
de velocidad contra tiempo, mayor es el desplazamiento del objeto.

5. Si un carro no tiene velocidad cero, la recta de velocidad en una gráfica de velocidad 
contra tiempo será paralela al eje del tiempo.

SOLUCIÓN

1. Falso. La rapidez siempre es positiva. Lo que sí puede suceder es que para una persona 
la velocidad sea negativa y para otra persona sea positiva.

2. Verdadero. El punto en el que ambas líneas se encuentran es precisamente el punto en 
que ambos carros tienen la misma posición, es decir, es el punto en el que se encuentran.

3. Verdadero. Si un objeto no se mueve en línea recta, entonces la dirección de la velocidad 
está cambiando, y si la dirección de un vector cambia, el vector cambia.

4. Falso. Entre mayor sea el área mayor es la distancia, pero no el desplazamiento, pues el 
desplazamiento puede ser negativo y encerrar un área muy grande. Por ejemplo, si la ve-
locidad es muy negativa, el desplazamiento será muy negativo pero el área encerrada 
entre la línea de la velocidad y el eje del tiempo (eje X) será muy grande.

5. Falso. La recta de velocidad en una gráfica de velocidad contra tiempo será una línea 
paralela al eje del tiempo solamente si la velocidad es cero.
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El área entre la lı́nea de la velocidad y el eje X es el área de un rectángulo de largo
600 segundos y ancho 5/6 m/s. Es decir, su área es 500 metros.

El área nos dio 500 metros, que es precisamente la distancia que recorre
Carolina desde las 3:20 p. m. hasta las 3:30 p. m. (tal como hallamos con la
ecuación 23). De nuevo, esto no es coincidencia, pues, como ya dijimos, para
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calcular el área del rectángulo estamos multiplicando la base, que es el tiempo,
por la altura, que es la rapidez. Y rapidez por tiempo es distancia.

Nota 2.14. : Área encerrada entre el eje X y la lı́nea de velocidad

El área encerrada entre el eje X y la lı́nea de la velocidad en una gráfica
de velocidad contra tiempo es igual a la distancia recorrida por el
objeto. Como veremos más adelante, esto funciona también para casos
en los cuales la velocidad no es constante y para casos de velocidades
negativas.
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El área entre la línea de la velocidad y el eje X es el 
área de un rectángulo de largo 600 segundos y an-
cho 0.83 m/s. Es decir, su área es 500 metros.

Área=500 metros

El área nos dio 500 metros, que es precisamente la distancia que recorre Carolina desde las 
3:20 PM hasta las 3:30 PM (tal como hallamos con la ecuación (23)). De nuevo, esto no es 
coincidencia, pues como ya dijimos, para calcular el área del rectángulo estamos multipli-
cando la base que es el tiempo, por la altura que es la rapidez. Y rapidez por tiempo es dis-
tancia.

Nota 2.16
El área encerrada entre el eje X y la línea de la velocidad en una gráfica de 
velocidad contra tiempo es igual a la distancia recorrida por el objeto. Co-
mo veremos más adelante, esto aplica también para casos en los cuales la 
velocidad no es contante.
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PROBLEMA 2.10 

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

1. Puede darse un caso en el que para una persona un carro tiene rapidez negativa y para 
otra persona el carro tiene rapidez positiva.

2. Si las líneas de posición contra tiempo de dos objetos se intersectan, entonces los objetos 
se encuentran.

3. Si un objeto no se mueve en línea recta, su velocidad no es constante.

4. Entre mayor sea el área encerrada entre la línea de la velocidad y el eje X en una gráfica 
de velocidad contra tiempo, mayor es el desplazamiento del objeto.

5. Si un carro no tiene velocidad cero, la recta de velocidad en una gráfica de velocidad 
contra tiempo será paralela al eje del tiempo.

SOLUCIÓN

1. Falso. La rapidez siempre es positiva. Lo que sí puede suceder es que para una persona 
la velocidad sea negativa y para otra persona sea positiva.

2. Verdadero. El punto en el que ambas líneas se encuentran es precisamente el punto en 
que ambos carros tienen la misma posición, es decir, es el punto en el que se encuentran.

3. Verdadero. Si un objeto no se mueve en línea recta, entonces la dirección de la velocidad 
está cambiando, y si la dirección de un vector cambia, el vector cambia.

4. Falso. Entre mayor sea el área mayor es la distancia, pero no el desplazamiento, pues el 
desplazamiento puede ser negativo y encerrar un área muy grande. Por ejemplo, si la ve-
locidad es muy negativa, el desplazamiento será muy negativo pero el área encerrada 
entre la línea de la velocidad y el eje del tiempo (eje X) será muy grande.

5. Falso. La recta de velocidad en una gráfica de velocidad contra tiempo será una línea 
paralela al eje del tiempo solamente si la velocidad es cero.
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Problema de repaso 2.10.

Palabras clave: rapidez, intersección de lı́neas
de posición contra tiempo, velocidad constan-
te, área encerrada en una gráfica de velocidad
contra tiempo.

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

1. Puede darse un caso en el que para una persona un carro tiene rapidez
negativa y para otra el carro tiene rapidez positiva.

2. Si las lı́neas de posición contra tiempo de dos objetos se intersecan,
entonces los objetos se encuentran.

3. Si un objeto no se mueve en lı́nea recta, su velocidad no es constante.

4. Cuanto mayor sea el área encerrada entre la lı́nea de la velocidad
y el eje X en una gráfica de velocidad contra tiempo, mayor es el
desplazamiento del objeto.

5. Si un carro no tiene velocidad constante, la recta de velocidad en una
gráfica de velocidad contra tiempo será paralela al eje del tiempo.

Solución
1. Falso. La rapidez siempre es positiva. Lo que sı́ puede suceder es que para
una persona la velocidad sea negativa y para otra persona sea positiva.

2. Verdadero. El punto en el que ambas lı́neas se encuentran es precisamente
el punto en el que ambos objetos se encuentran (nota 2.12).

3. Verdadero. Si un objeto no se mueve en lı́nea recta, entonces la dirección de
la velocidad está cambiando; y si la dirección de un vector cambia, el vector
cambia (nota 2.5).

4. Falso. Cuanto mayor sea el área mayor será la distancia, pero no el despla-
zamiento, pues el desplazamiento puede ser negativo y encerrar un área muy
grande. Por ejemplo, si la velocidad es muy negativa, el desplazamiento será
muy negativo pero el área encerrada entre la lı́nea de la velocidad y el eje del
tiempo (eje X) será muy grande.

5. Falso. La recta de velocidad en una gráfica de velocidad contra tiempo será
una lı́nea paralela al eje del tiempo solamente si la velocidad es constante.
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Problema 2.11.

Palabras clave: gráfica de posición contra
tiempo, uso de diferentes sistemas de coorde-
nadas, escribir ecuación de movimiento, gráfi-
ca de velocidad contra tiempo.

Pedro realizó una gráfica de posición contra tiempo para un bus que se mueve
con velocidad constante. Daniela realizó una gráfica de posición contra tiempo
para el mismo bus.

(a) Según las gráficas, explique qué sistema de coordenadas usó Pedro y
qué sistema usó Daniela y escriba la ecuación de movimiento del bus
según Pedro y Daniela.

(b) Según lo anterior, ¿cómo serı́a la gráfica de velocidad para Pedro y para
Daniela?

(c) Usando la gráficas de velocidad del punto anterior, diga cuánta distan-
cia recorrió el bus en 24 minutos según Pedro y Daniela.

PROBLEMA 2.11
Pedro realizó una gráfica de posición contra tiempo para un bus que se mueve con veloci-
dad constante. Daniela realizó una gráfica de posición contra tiempo para el mismo bus. a) 
De acuerdo a las gráficas (Fig. 2.27), explicar qué sistema de coordenadas usó Pedro y qué 
sistema usó Daniela y escribir la ecuación de movimiento del bus según Pedro y Daniela. 
b) De acuerdo a lo anterior, ¿cómo sería la gráfica de velocidad para Pedro y para Daniela? 
c) Usando la gráficas de velocidad del punto anterior, decir cuánta distancia recorrió el bus 
en 24 minutos según Pedro y Daniela.
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Gráfica de Pedro.
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Gráfica de Daniela.

¿Qué información nos dan?

Para todos los numerales nos dan gráficas de posición contra tiempo hechas por 
Pedro y Daniela. 

¿Qué debemos hallar?

a) Explicar qué sistema de coordenadas usaron Daniela y Pedro, y escribir las 
ecuaciones de movimiento del bus según esos sistemas.

b) Realizar la gráfica de velocidad del bus según Pedro y Daniela.

c) De acuerdo al numeral b), decir cuánta distancia recorrió el bus en 24 minu-
tos.

SOLUCIÓN

a) Necesitamos inferir qué sistema de coordenadas usaron Pedro y Daniela. Empecemos 
por analizar la gráfica de Pedro. Según la gráfica de Pedro, la posición inicial del bus es  
xi ̂x = (15 km) ̂x. Por lo tanto, Pedro usó un sistema de coordenadas según el cual el bus 
inicialmente estaba a una distancia de 15 km en el sentido positivo del eje X. Además, la 
pendiente de la línea es positiva, lo que indica que la velocidad del bus según Pedro es 
positiva. Esto quiere decir que el bus se mueve en la dirección positiva del eje X. Sólo 
con esta información, ya sabemos que Pedro usó el siguiente sistema de coordenadas:

  Y

  X   (15 km) ̂x

Para escribir la ecuación de movimiento del bus según el sistema de Pedro, necesitamos 
saber la velocidad del bus. Esta velocidad se puede inferir a partir de la pendiente de la grá-
fica de posición contra tiempo. La magnitud de la pendiente nos indica la rapidez, y el sig-
no de la pendiente nos indica la dirección de la velocidad. 

Recordemos que la pendiente se calcula tomando dos puntos cualquiera por los que pasa la 
línea, y calculamos la razón entre la diferencia en Y de ambos puntos, y la diferencia en X 
de ambos puntos. Por ejemplo, si escogemos los puntos (x1, y1) y (x2, y2), la pendiente sería:
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Solución

¿Qué información nos dan?

Para todos los numerales nos dan gráficas de posición contra tiempo hechas por Pedro y Daniela.

¿Qué nos piden?

(a) Explicar qué sistema de coordenadas usaron Daniela y Pedro, y escribir las ecuaciones
de movimiento del bus según esos sistemas.

(b) Realizar la gráfica de velocidad del bus según Pedro y Daniela.

(c) De acuerdo al numeral (b), decir cuánta distancia recorrió el bus en 24 minutos.
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a) Necesitamos inferir qué sistema de coordenadas usaron Pedro y Daniela.
Empecemos por analizar la gráfica de Pedro.

Según la gráfica de Pedro, la posición inicial del bus es xi x̂ = (15 km)x̂. Por lo
tanto, Pedro usó un sistema de coordenadas según el cual el bus inicialmente
estaba a una distancia de 15 km en el sentido positivo del eje X. Además, la
pendiente de la lı́nea es positiva, lo que indica que la velocidad del bus según
Pedro es positiva. Esto quiere decir que el bus se mueve en la dirección positiva
del eje X. Sólo con esta información, ya sabemos que Pedro usó el siguiente
sistema de coordenadas:

PROBLEMA 2.11
Pedro realizó una gráfica de posición contra tiempo para un bus que se mueve con veloci-
dad constante. Daniela realizó una gráfica de posición contra tiempo para el mismo bus. a) 
De acuerdo a las gráficas (Fig. 2.27), explicar qué sistema de coordenadas usó Pedro y qué 
sistema usó Daniela y escribir la ecuación de movimiento del bus según Pedro y Daniela. 
b) De acuerdo a lo anterior, ¿cómo sería la gráfica de velocidad para Pedro y para Daniela? 
c) Usando la gráficas de velocidad del punto anterior, decir cuánta distancia recorrió el bus 
en 24 minutos según Pedro y Daniela.
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Gráfica de Pedro.
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Gráfica de Daniela.

¿Qué información nos dan?

Para todos los numerales nos dan gráficas de posición contra tiempo hechas por 
Pedro y Daniela. 

¿Qué debemos hallar?

a) Explicar qué sistema de coordenadas usaron Daniela y Pedro, y escribir las 
ecuaciones de movimiento del bus según esos sistemas.

b) Realizar la gráfica de velocidad del bus según Pedro y Daniela.

c) De acuerdo al numeral b), decir cuánta distancia recorrió el bus en 24 minu-
tos.

SOLUCIÓN

a) Necesitamos inferir qué sistema de coordenadas usaron Pedro y Daniela. Empecemos 
por analizar la gráfica de Pedro. Según la gráfica de Pedro, la posición inicial del bus es  
xi ̂x = (15 km) ̂x. Por lo tanto, Pedro usó un sistema de coordenadas según el cual el bus 
inicialmente estaba a una distancia de 15 km en el sentido positivo del eje X. Además, la 
pendiente de la línea es positiva, lo que indica que la velocidad del bus según Pedro es 
positiva. Esto quiere decir que el bus se mueve en la dirección positiva del eje X. Sólo 
con esta información, ya sabemos que Pedro usó el siguiente sistema de coordenadas:

  Y

  X   (15 km) ̂x

Para escribir la ecuación de movimiento del bus según el sistema de Pedro, necesitamos 
saber la velocidad del bus. Esta velocidad se puede inferir a partir de la pendiente de la grá-
fica de posición contra tiempo. La magnitud de la pendiente nos indica la rapidez, y el sig-
no de la pendiente nos indica la dirección de la velocidad. 

Recordemos que la pendiente se calcula tomando dos puntos cualquiera por los que pasa la 
línea, y calculamos la razón entre la diferencia en Y de ambos puntos, y la diferencia en X 
de ambos puntos. Por ejemplo, si escogemos los puntos (x1, y1) y (x2, y2), la pendiente sería:
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Para escribir la ecuación de movimiento del bus según el sistema de Pedro,
necesitamos saber la velocidad del bus. Esta velocidad se puede inferir a
partir de la pendiente de la gráfica de posición contra tiempo. La magnitud
de la pendiente nos indica la rapidez, y el signo de la pendiente nos indica la
dirección de la velocidad.

Recordemos que la pendiente se calcula tomando dos puntos cualesquiera por
los que pasa la lı́nea, y calculando la razón entre la diferencia en Y de ambos
puntos, y la diferencia en X de ambos puntos. Por ejemplo, si escogemos los
puntos (x1,y1) y (x2,y2), la pendiente es

m = y2 − y1

x2 −x1
. (1)

Si la ecuación (1) nos da positiva, la pendiente es positiva, si nos da negativa, la
pendiente es negativa. Si realizamos esta operación para la gráfica de posición
contra tiempo de Pedro, tomando los puntos inicial y final (podemos tomar
otros puntos si queremos), obtenemos

v = 45 km−15 km
0.6 h−0 h

= 30 km
0.6 h

= 50 km/h. (2)

Como el resultado nos dio positivo, la velocidad es positiva:

v⃗ = (50 km/h)x̂. (3)
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Una vez tenemos la velocidad y la posición inicial del bus, podemos escribir la
ecuación de movimiento para el bus según el sistema de Pedro:

xpx̂ = (50 km/h)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

v

tx̂+(15 km)x̂
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

x⃗i

, (4)

donde xp tiene el subı́ndice p para recordarnos que esta es la ecuación según
Pedro.

En el caso de Daniela, de su gráfica podemos inferir que la posición inicial del
bus es xi x⃗ = (20 km)x̂. Además, la pendiente de la gráfica es negativa, lo que
significa que el bus se está moviendo en la dirección negativa del eje X. Por lo
tanto, debemos construir un sistema de coordenadas según el cual la posición
inicial sea de 20 km en el sentido positivo de X, y según el cual el bus se esté
moviendo en la dirección negativa de X. Ese sistema serı́a el siguiente:

 

m =
y2 − y1

x2 − x1
   (1)

Si la ecuación (1) nos da positivo, la pendiente es positiva, si nos da negativo, la pendiente 
es negativa. Si realizamos esta operación para la gráfica de posición contra tiempo, toman-
do los puntos inicial y final (podemos tomar otros puntos si queremos), obtenemos

v =
45 km − 15 km

0.6 h − 0 h
=

30 km
0.6 h

= 50 km/h   (2)

Notemos que esto nos dio positivo, así que la velocidad es positiva:

⃗v = (50 km/h) ̂x   (3)

Una vez tenemos la velocidad y el punto inicial del bus, podemos escribir la ecuación de 
movimiento para el bus según el sistema de Pedro:

xp ̂x = (50 km/h)t ̂x + (15 km) ̂x   (4),
v ⃗x i

donde xp tiene el subíndice p para recordarnos que esta sería la ecuación según Pedro. 

En el caso de Daniela, de su gráfica podemos inferir que la posición inicial del bus es  
xi ̂x = (20 km) ̂x. Además, la pendiente de la gráfica es negativa lo que significa que el bus 
se está moviendo en la dirección negativa del eje X.  Por lo tanto, debemos construir un 
sistema de coordenadas según el cual la posición inicial sea de 15 km en el sentido positivo 
de X, y según el cual el bus se está moviendo en la dirección negativa de X. Ese sistema 
sería el siguiente:

  Y

  X

  (20 km) ̂x

Ahora debemos calcular la velocidad del bus según Daniela. La pendiente de la gráfica de 
Daniela sería:

v =
−10 km − 20 km

0.6 h − 0 h
=

−30 km
0.6 h

= − 50 km/h   (5)

Como es negativa, la velocidad del bus es negativa según el sistema de Daniela:

⃗v = − (50 km/h) ̂x   (6)

Dada esta velocidad y la posición inicial del bus según Daniela, la ecuación de movimiento 
es:

xd ̂x = − (50 km/h)t ̂x + (20 km) ̂x   (7),
v ⃗x i

donde el subíndice d en el término xd nos recuerda que esta es la ecuación de movimiento 
según Daniela. Es claro que las ecuaciones (7) y (4) son diferentes. Sin embargo, como ya 
vimos en problemas anteriores, la escogencia del sistema no es relevante para los resulta-
dos hallados.

b) Como es un movimiento con velocidad constante, la gráfica de velocidad contra tiempo 
debe ser una línea horizontal que corta el eje Y en la velocidad que tenga el objeto (si la 
velocidad es negativa, corta el eje Y en la parte negativa). Según la ecuación (3), la velo-
cidad es ⃗v = (50 km/h) ̂x. Así, la gráfica de velocidad para Pedro sería:
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Ahora debemos calcular la velocidad del bus según Daniela. La pendiente de
la gráfica de Daniela es

v = −10 km−20 km
0.6 h−0 h

= −30 km
0.6 h

= −50 km/h. (5)

Como el resultado es negativo, la velocidad del bus es negativa según el sistema
de Daniela:

v⃗ = −(50 km/h)x̂. (6)

Dada esta velocidad y la posición inicial del bus según Daniela, la ecuación de
movimiento es

xd x̂ = −(50 km/h)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

v

tx̂+(20 km)x̂
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

x⃗i

, (7)

donde el subı́ndice d en el término xd nos recuerda que esta es la ecuación de
movimiento según Daniela. Es claro que las ecuaciones (7) y (4) son diferentes.
Sin embargo, como ya vimos en problemas anteriores, la escogencia del sistema
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no es relevante para cantidades escalares como la rapidez, el tiempo o la
distancia.

(b) Como es un movimiento con velocidad constante, la gráfica de velocidad
contra tiempo debe ser una lı́nea horizontal que corta el eje Y en la velocidad
que tenga el objeto (si la velocidad es negativa, corta el eje Y en la parte
negativa). Según la ecuación (3), la velocidad es v⃗ = (50 km/h)x̂. Ası́, la gráfica
de velocidad para Pedro es
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Según la ecuación (6), para Daniela la velocidad es ⃗v = − (50 km/h) ̂x. Por lo tanto, la grá-
fica de velocidad debe cortar el eje Y en la parte negativa:
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Gráfica de Velocidad contra tiempo 
según Daniela.

c) Ahora debemos calcular cuánta distancia que recorrió el bus en 24 minutos a partir de 
las gráficas. Como dice la Nota 2.16, el área encerrada entre la línea de la velocidad y el 
eje X nos da la distancia recorrida. Pero no queremos la distancia total, sino sólo la dis-
tancia entre 0 y 24 minutos. Por lo tanto, debemos buscar el área encerrada entre el tiem-
po cero y 24 minutos. Como la gráfica está en horas, debemos pasar minutos a horas. Si 
dividimos una hora entre cinco, obtenemos intervalos de 12 minutos. Por lo tanto, 0.2 

horas son 12 minutos, 0.4 son 24 minutos y así sucesivamente. Entonces, debemos bus-
car el área entre 0 y 0.4 horas. Empecemos con la gráfica de Pedro:
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El área del rectángulo es 50 km/h 
por 0.4 h, es decir, 15 km.

Área = 20 km

En 24 minutos (0.4 horas), el bus recorrió 20 kilómetros. Como el lector puede imaginar, el 
mismo resultado se obtiene para Daniela:
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El área del rectángulo es 50 km/h 
por 0.4 h, es decir, 20 km.

Área = 20 km

Por supuesto, si conocemos la rapidez y el tiempo podemos calcular la distancia directa-
mente, usando d = vt.  Por ejemplo, en este caso v = 50 km/h y t = 0.4 h, así que 
(50 km/h) * (0.4 h) = 20 km.
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Gráfica de velocidad contra tiempo según Pedro.

Según la ecuación (6), para Daniela la velocidad es v⃗ = −(50 km/h)x̂. Por lo
tanto, la gráfica de velocidad debe cortar el eje Y en la parte negativa:
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Gráfica de Velocidad contra tiempo 
según Pedro.

Según la ecuación (6), para Daniela la velocidad es ⃗v = − (50 km/h) ̂x. Por lo tanto, la grá-
fica de velocidad debe cortar el eje Y en la parte negativa:
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c) Ahora debemos calcular cuánta distancia que recorrió el bus en 24 minutos a partir de 
las gráficas. Como dice la Nota 2.16, el área encerrada entre la línea de la velocidad y el 
eje X nos da la distancia recorrida. Pero no queremos la distancia total, sino sólo la dis-
tancia entre 0 y 24 minutos. Por lo tanto, debemos buscar el área encerrada entre el tiem-
po cero y 24 minutos. Como la gráfica está en horas, debemos pasar minutos a horas. Si 
dividimos una hora entre cinco, obtenemos intervalos de 12 minutos. Por lo tanto, 0.2 

horas son 12 minutos, 0.4 son 24 minutos y así sucesivamente. Entonces, debemos bus-
car el área entre 0 y 0.4 horas. Empecemos con la gráfica de Pedro:
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El área del rectángulo es 50 km/h 
por 0.4 h, es decir, 15 km.

Área = 20 km

En 24 minutos (0.4 horas), el bus recorrió 20 kilómetros. Como el lector puede imaginar, el 
mismo resultado se obtiene para Daniela:
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El área del rectángulo es 50 km/h 
por 0.4 h, es decir, 20 km.

Área = 20 km

Por supuesto, si conocemos la rapidez y el tiempo podemos calcular la distancia directa-
mente, usando d = vt.  Por ejemplo, en este caso v = 50 km/h y t = 0.4 h, así que 
(50 km/h) * (0.4 h) = 20 km.
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Gráfica de velocidad contra tiempo según Daniela.
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(c) Ahora debemos calcular cuánta distancia recorrió el bus en 24 minutos a
partir de las gráficas de velocidad. Como dice la nota 2.14, el área encerrada
entre la lı́nea de la velocidad y el eje X nos da la distancia recorrida. Pero no
queremos la distancia total, sino sólo la distancia entre 0 y 24 minutos. Por
lo tanto, debemos buscar el área encerrada entre el tiempo cero y 24 minutos.
Como la gráfica está en horas, debemos pasar minutos a horas. Si dividimos
una hora entre cinco, obtenemos intervalos de 12 minutos. Por lo tanto, 0.2
horas son 12 minutos, 0.4 son 24 minutos y ası́ sucesivamente. Ası́, queremos
buscar el área entre 0 y 0.4 horas. Empecemos con la gráfica de Pedro:
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Gráfica de Velocidad contra tiempo 
según Pedro.

Según la ecuación (6), para Daniela la velocidad es ⃗v = − (50 km/h) ̂x. Por lo tanto, la grá-
fica de velocidad debe cortar el eje Y en la parte negativa:
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Gráfica de Velocidad contra tiempo 
según Daniela.

c) Ahora debemos calcular cuánta distancia que recorrió el bus en 24 minutos a partir de 
las gráficas. Como dice la Nota 2.16, el área encerrada entre la línea de la velocidad y el 
eje X nos da la distancia recorrida. Pero no queremos la distancia total, sino sólo la dis-
tancia entre 0 y 24 minutos. Por lo tanto, debemos buscar el área encerrada entre el tiem-
po cero y 24 minutos. Como la gráfica está en horas, debemos pasar minutos a horas. Si 
dividimos una hora entre cinco, obtenemos intervalos de 12 minutos. Por lo tanto, 0.2 

horas son 12 minutos, 0.4 son 24 minutos y así sucesivamente. Entonces, debemos bus-
car el área entre 0 y 0.4 horas. Empecemos con la gráfica de Pedro:
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Área = 20 km

En 24 minutos (0.4 horas), el bus recorrió 20 kilómetros. Como el lector puede imaginar, el 
mismo resultado se obtiene para Daniela:
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El área del rectángulo es 50 km/h 
por 0.4 h, es decir, 20 km.

Área = 20 km

Por supuesto, si conocemos la rapidez y el tiempo podemos calcular la distancia directa-
mente, usando d = vt.  Por ejemplo, en este caso v = 50 km/h y t = 0.4 h, así que 
(50 km/h) * (0.4 h) = 20 km.
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El área del rectángulo es 50 km/h por 0.4 h, es decir, 20 km.

En 24 minutos (0.4 horas), el bus recorrió 20 kilómetros.

Como el lector puede imaginar, el mismo resultado se obtiene para Daniela:
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Gráfica de Velocidad contra tiempo 
según Pedro.

Según la ecuación (6), para Daniela la velocidad es ⃗v = − (50 km/h) ̂x. Por lo tanto, la grá-
fica de velocidad debe cortar el eje Y en la parte negativa:
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Gráfica de Velocidad contra tiempo 
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c) Ahora debemos calcular cuánta distancia que recorrió el bus en 24 minutos a partir de 
las gráficas. Como dice la Nota 2.16, el área encerrada entre la línea de la velocidad y el 
eje X nos da la distancia recorrida. Pero no queremos la distancia total, sino sólo la dis-
tancia entre 0 y 24 minutos. Por lo tanto, debemos buscar el área encerrada entre el tiem-
po cero y 24 minutos. Como la gráfica está en horas, debemos pasar minutos a horas. Si 
dividimos una hora entre cinco, obtenemos intervalos de 12 minutos. Por lo tanto, 0.2 

horas son 12 minutos, 0.4 son 24 minutos y así sucesivamente. Entonces, debemos bus-
car el área entre 0 y 0.4 horas. Empecemos con la gráfica de Pedro:
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El área del rectángulo es 50 km/h 
por 0.4 h, es decir, 15 km.

Área = 20 km

En 24 minutos (0.4 horas), el bus recorrió 20 kilómetros. Como el lector puede imaginar, el 
mismo resultado se obtiene para Daniela:
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Área = 20 km

Por supuesto, si conocemos la rapidez y el tiempo podemos calcular la distancia directa-
mente, usando d = vt.  Por ejemplo, en este caso v = 50 km/h y t = 0.4 h, así que 
(50 km/h) * (0.4 h) = 20 km.
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Aquı́ también el área del rectángulo es de 50 km/h por 0.4 h, es decir, 20 km.
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Notemos que en la gráfica de Daniela la velocidad es negativa, pero eso no
importa. Como dice la nota 2.14, el área encerrada sigue siendo la distancia
recorrida.

Por supuesto, si conocemos la rapidez y el tiempo podemos calcular la distancia
directamente, usando d = vt. Por ejemplo, en este caso v = 50 km/h y t = 0.4 h,
ası́ que (50 km/h)× (0.4 h) = 20 km.

Cuidado: cuando hacemos la operación para sacar el área, nos olvidamos
del signo de la velocidad, y sólo estamos teniendo en cuenta la rapidez. Si
tuviéramos en cuenta el signo, entonces el signo negativo indicarı́a que el
desplazamiento fue negativo, pero la distancia, que es la magnitud del desplaza-
miento, es siempre positiva. Por otro lado, es claro que las unidades de área son
de longitud al cuadrado (metro cuadrado, kilometro cuadrado, etc.). El “área”
de las figuras anteriores no tiene estas unidades de área sino sólo unidades
de longitud o distancia (20 km, por ejemplo). Cuando decimos que el área
es la distancia, lo que queremos decir es que si multiplicamos la base por la
altura, sin importar qué unidades tienen la base y la altura, el número que da
corresponde a la distancia.
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Problema 2.12.

Palabras clave: gráfica de velocidad contra
tiempo, área bajo la curva, velocidad no
constante.

Con base en la gráfica de velocidad contra tiempo de un objeto:

(a) Prestando atención solamente a las lı́neas rojas, explique qué movi-
miento siguió el objeto y escriba la ecuación o las ecuaciones de movi-
miento correspondientes para las lı́neas rojas.

(b) Calcule la distancia total recorrida en los tramos rojos.

(c) Explique cómo podemos interpretar los tramos azules.

Cuidado: Cuando hacemos la operación para sacar el área, nos olvidamos del signo de la 
velocidad (sólo estamos teniendo en cuenta la rapidez). Si tuviéramos en cuenta el signo, 
obtendríamos un área negativa que no tiene sentido (el signo negativo indicaría que el des-
plazamiento fue negativo, pero la distancia que es la magnitud del desplazamiento, es posi-
tiva). Por otro lado, es claro que las unidades de área son de longitud al cuadrado (metro 
cuadrado, kilometro cuadrado, etc). El área de las figuras anteriores no tienen estas unida-
des de área sino sólo unidades de longitud o distancia (20 km por ejemplo).  Cuando deci-
mos que el área es la distancia, lo que queremos decir es que si multiplicamos la base por 
la altura, sin importar qué unidades tiene la base y la altura, el número que da es la distan-
cia.

PROBLEMA 2.12
Con base a la gráfica de velocidad contra tiempo de un objeto, responder: a) poniendo aten-
ción solamente a las líneas rojas, explique qué movimiento siguió el objeto y escriba la 
ecuación o las ecuaciones de movimiento correspondientes para las líneas rojas. b) Calcule 
la distancia total recorrida en los tramos rojos. c) Explique cómo podemos interpretar los 
tramos azules.
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¿Qué información nos dan?

Para todos los numerales nos dan una gráfica de velocidad contra tiempo .

¿Qué debemos hallar?

a) Explicar el tipo de movimiento del objeto según las líneas rojas. Escribir 
la(s) ecuación(es) de movimiento del objeto.

b) Calcular la distancia recorrida en los tramos rojos.

c) Explicar los tramos azules.
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Solución

¿Qué información nos dan?

Para todos los numerales nos dan una gráfica de velocidad contra tiempo.

¿Qué nos piden?

(a) Explicar el tipo de movimiento del objeto según las lı́neas rojas. Escribir la(s) ecua-
ción(es) de movimiento del objeto.

(b) Calcular la distancia recorrida en los tramos rojos.

(c) Explicar los tramos azules.
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(a) Las lı́neas rojas son horizontales, lo que significa que el objeto se movió con
velocidad constante en cada tramo rojo. En la gráfica se ve que en el primer
tramo la velocidad fue

v⃗1 = (0.5 m/s)x̂. (1)

En el segundo tramo rojo la velocidad fue

v⃗2 = (0.7 m/s)x̂. (2)

En el último tramo rojo, la velocidad fue

v⃗3 = −(0.2 m/s)x̂. (3)

(b) Para calcular la distancia total recorrida en los tramos rojos, debemos
calcular el área encerrada por cada tramo, y después sumar.

SOLUCIÓN

a) Las líneas rojas son horizontales, lo que significa que el objeto se movió con velocidad 
constante en cada tramo rojo. De la gráfica se ve que en el primer tramo la velocidad 
fue:

⃗v 1 = (0.5 m/s) ̂x   (1)

En el segundo tramo rojo la velocidad fue

⃗v 2 = (0.7 m/s) ̂x   (2)

En el último tramo rojo, la velocidad fue:

⃗v = − (0.2 m/s) ̂x   (3)

b) Para calcular la distancia total recorrida en los tramos rojos, debemos calcular el área 
encerrad por cada tramo, y después sumar:
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La distancia total recorrida sería la suma de la distancia en cada tramo:

d = 100 m + 70 m + 20 m = 190 m   (4)

c) Notemos que en los tramos azules, la línea de la velocidad no es horizontal sino que tie-
ne cierta pendiente (positiva en el primer caso, negativa en el segundo). Esto quiere de-
cir que la velocidad no permanece constante. En el primer tramo azul la velocidad está 
aumentando, mientras que en el segundo está disminuyendo. Como veremos en el próxi-
mo problema, cuando la velocidad aumenta, el objeto tiene una aceleración positiva y 
cuando la velocidad disminuye, el objeto tiene aceleración negativa. Por otro lado, recor-
demos que cuando un objeto no tiene velocidad constante, no tiene sentido hablar de la 
velocidad del objeto en general sino que debemos hablar de la velocidad instantánea del 
objeto. En este caso, el objeto tiene una velocidad en el primer tramo rojo, otra veloci-
dad en el siguiente tramo rojo y otra velocidad diferente en el último tramo. Sin embar-
go, en cada uno de esos tramos la velocidad permanece constante. En cambio, en los tra-
mos azules la velocidad nunca permanece constante. Por el contrario, en cada instante de 
tiempo la velocidad es diferente (en el primer tramo azul, en cada instante de tiempo su-
cesivo la velocidad es cada vez mayor). En los tramos azules es claro que no podemos 
hablar de la velocidad del objeto de modo general, sino sólo de la velocidad del objeto 
en un punto especifico.
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Como se aprecia en la gráfica, en el primer tramo tenemos (200 s)*(0.5 m/s), lo
que da 100 m. En el segundo (150 s)*(0.7 m/s), lo que da 105 m. En el tercero
(0.2 s)*(150 m/s), lo que es igual a 30 m.

La distancia total recorrida es la suma de la distancia en cada tramo:

d = 100 m+105 m+30 m = 235 m. (4)
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(c) Notemos que en los tramos azules la lı́nea de la velocidad no es horizontal
sino que tiene cierta pendiente (positiva en el primer caso, negativa en el
segundo). Esto quiere decir que la velocidad no permanece constante. En el
primer tramo azul la velocidad está aumentando, mientras que en el segundo
está disminuyendo. Como veremos en el próximo problema, cuando la veloci-
dad aumenta, el objeto tiene una aceleración positiva y cuando la velocidad
disminuye, el objeto tiene aceleración negativa.

Por otro lado, recordemos que cuando un objeto no tiene velocidad constante,
no tiene sentido hablar de la velocidad del objeto en general sino que debemos
hablar de la velocidad instantánea del objeto (nota 2.6). En cada uno de los
tramos rojos la velocidad permanece constante. Sin embargo, en los tramos
azules la velocidad no permanece constante. Por ejemplo, en el primer tramo azul,
en cada instante sucesivo la velocidad es cada vez mayor. Ası́, en los tramos
azules sólo podemos hablar de la velocidad instantánea.
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Problema (teórico) 2.13.

Palabras clave: aceleración, aceleración ins-
tantánea, aceleración cero, velocidad en fun-
ción de la aceleración, grafica de velocidad
contra tiempo en casos de aceleración cons-
tante, ecuación de movimiento para un mo-
vimiento uniformemente acelerado, distancia
en un movimiento uniformemente acelerado.

(a) Explique cómo se calcula la aceleración de un objeto si el objeto tiene
aceleración constante. Además, explique el concepto de aceleración
instantánea.

(b) Con base en la fórmula de la aceleración explicada en (a), diga qué
condiciones se deben cumplir para que la aceleración de un objeto sea
cero.

(c) Escriba la velocidad final en términos de la aceleración, la velocidad
inicial y el tiempo, y explique cómo realizar una gráfica de velocidad
contra tiempo cuando hay aceleración constante.

(d) Escriba la ecuación de movimiento para un objeto que tiene aceleración
constante.

(e) Explique cómo calcular la distancia recorrida por un objeto, si el objeto
tiene aceleración constante.

Solución
(a) La aceleración es una cantidad vectorial que representa la tasa de cambio
de la velocidad en el tiempo. Si la velocidad de un objeto cambia en el tiempo,
entonces el objeto tiene aceleración. Más precisamente, si en cierto tiempo un
objeto tiene velocidad v⃗i y un tiempo t después el objeto tiene velocidad v⃗f , y
si la aceleración es constante, entonces la podemos calcular usando

a⃗ =
v⃗f − v⃗i

t
. (1)

Por ejemplo, si en cierto instante el objeto tiene velocidad v⃗ = (40 km/h)x̂ y
media hora después tiene velocidad v⃗ = (100 km/h)x̂, y si el objeto aceleró de
modo constante, entonces su aceleración es

a⃗ = (100 km/h)x̂−(40 km/h)x̂
0.5 h

= (120 km/h2)x̂. (2)

Cuando decimos que el objeto tiene aceleración de (120 km/h2)x̂ estamos
diciendo que el objeto aumenta su velocidad en 120 kilómetros por hora, cada
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hora: si en cierto momento la velocidad es de 120 kilómetros, una hora después
será de 240 kilómetros, dos horas después será 360 kilómetros, etc. Notemos
que las unidades de la aceleración son de velocidad sobre tiempo. Como el
lector puede verificar fácilmente, velocidad sobre tiempo es igual a distancia
sobre tiempo al cuadrado. Por ejemplo, kilómetros sobre hora al cuadrado o
metros sobre segundo al cuadrado son unidades de aceleración.

Si un objeto tiene aceleración constante, entonces en todos los puntos de su
trayectoria su aceleración está dada por la ecuación (1). Sin embargo, un objeto
puede tener aceleración variable. En tal caso, su aceleración en cada instante
puede ser diferente. Por ejemplo, un carro puede tener cierta aceleración en
cierto segundo, y después el conductor aplica el freno, lo que genera una
aceleración diferente. Ası́ como la velocidad instantánea es la velocidad en sólo
un instante, la aceleración instantánea es la aceleración en un instante.

Matemáticamente, la aceleración instantánea se define como la tasa de cambio
de la velocidad en un intervalo de tiempo infinitesimal. La podemos escribir
ası́:

a⃗inst =
v⃗f − v⃗i
tinst

, (3)

donde tinst denota un instante7. Por supuesto esta ecuación es muy similar a
la ecuación (1). Lo que es diferente entre ambas es que en la ecuación (1) el
tiempo t puede ser de cualquier duración mientras que en la ecuación (3) t
sólo dura un instante. Si la aceleración del objeto es constante, entonces su
aceleración en cada instante es la misma, ası́ que para hallarla podemos usar la
ecuación (1).

Es importante anotar que un objeto puede tener aceleración constante y no moverse
en lı́nea recta. En este problema y en este capı́tulo vamos a enfocarnos en casos
de movimiento en lı́nea recta (movimientos en una dimensión). El movimiento
de los objetos que tienen aceleración constante y que se mueven en lı́nea recta
se conoce como movimiento rectilı́neo uniformemente acelerado.

(b) Si la aceleración es cero podemos igualar la ecuación (1) a cero:

a⃗ =
v⃗f − v⃗i

t
= 0. (4)

La anterior ecuación es cero solamente si la resta de v⃗f con v⃗i es cero, es decir,
si

v⃗f − v⃗i = 0. (5)

Y esto es cero sólo si v⃗f es igual a v⃗i . Notemos que si la velocidad final e inicial
son iguales, sus magnitudes y sus direcciones tienen que ser iguales.

7 En libros de texto más avanzados, esta aceleración se define usando la noción de derivada:
a⃗inst = dv⃗

dt .
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Nota 2.15. Aceleración cero

La aceleración de un objeto es cero solamente si la magnitud y la di-
rección de la velocidad final es igual a la magnitud y dirección de la
velocidad inicial. En otras palabras, si la rapidez del objeto cambia, o
si la dirección en que se mueve cambia, el objeto tendrá aceleración
distinta de cero.

La nota anterior es muy importante porque uno podrı́a llegar a pensar que si un
carro preserva una rapidez constante, eso ya es suficiente para que el carro no
tenga aceleración. Pero como dice la nota, la dirección de la velocidad no puede
cambiar o de lo contrario habrá aceleración. Por ejemplo, si el velocı́metro de
un carro marca 50 km/h mientras realiza una curva, el carro tendrá aceleración
porque está cambiando la dirección de su velocidad (a pesar de que la rapidez
es constante).

(c) Si multiplicamos la ecuación (1) por el tiempo t, obtenemos

a⃗t = v⃗f − v⃗i . (6)

Ahora pasamos la velocidad inicial al lado izquierdo

a⃗t + v⃗i = v⃗f . (7)

La ecuación (7) nos dice cuál es la velocidad final de un objeto si el objeto
tiene cierta velocidad inicial y comienza a acelerar durante un tiempo t. En
particular, esta ecuación muestra que la velocidad final depende linealmente de
la aceleración. De hecho, notemos que la ecuación (7) tiene la misma forma que
la ecuación de la posición de un movimiento con velocidad constante: x⃗f = v⃗t +
x⃗i . En el caso de la posición final con velocidad constante, la posición depende
linealmente de la velocidad, y se le suma el término de la posición inicial. En
el caso de aceleración constante, la velocidad final depende linealmente de la
aceleración, y se le suma la velocidad inicial. Como la forma de la ecuación
es la misma, podemos inferir que la gráfica de la velocidad contra tiempo en
un movimiento con aceleración constante es el mismo tipo de gráfica que la
gráfica de la posición en función del tiempo en un movimiento con velocidad
constante. ¡Ambas gráficas deben ser lı́neas rectas! Esto se puede ver más
claramente si aplicamos la regla de oro. Para hacerlo, supongamos que el objeto
se mueve en lı́nea recta sobre el eje X. En tal caso, podemos escribir la ecuación
(7) como

vf x̂ = atx̂+vi x̂. (8)

Ahora aplicamos la regla de oro:

vf = at +vi . (9)
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El lector debe reconocer que esta ecuación es la ecuación de una lı́nea recta,
que corta el eje Y en el punto vi , y cuya pendiente es a:

Variable
independiente{

vf = a t + vi (10)

{ { {

Variable Pendiente Punto
depediente de corte

El signo de la aceleración determina si la pendiente es positiva o negativa. Los
pasos para realizar gráficas de velocidad contra tiempo para un movimiento
con aceleración constante son los mismos que los seguidos para realizar gráficas
de posición contra tiempo en un movimiento con velocidad constante.

Nota 2.16. Gráfica de velocidad contra tiempo para un movimiento
rectilı́neo uniformemente acelerado

Para realizar una gráfica de velocidad contra tiempo necesitamos seguir
tres pasos:

(a) Escogemos un sistema de coordenadas cualquiera o usamos el
que el problema nos indique.

(b) Con base en la información que tengamos y el sistema de coor-
denadas escogido, debemos escribir la ecuación de la velocidad
del objeto. En general, la ecuación de velocidad del objeto en un
movimiento con aceleración constante es: v⃗f = a⃗t + v⃗i .

(c) Aplicamos la regla de oro a la ecuación de la velocidad. Grafica-
mos esta última ecuación teniendo en cuenta que es la ecuación
de una lı́nea recta. La velocidad inicial es el punto de corte con
el eje Y, la velocidad final es la variable dependiente, el tiempo
es la variable independiente y la aceleración es la pendiente
de la recta (el signo de la aceleración indica si la pendiente es
positiva o negativa).

(d) Suponga que en cierto instante un objeto tiene velocidad v⃗i y su posición
en ese momento es x⃗i . En ese momento el objeto empieza a acelerar de manera
constante, con aceleración a⃗. Si el objeto acelera durante un tiempo t, su
posición x⃗f después de ese tiempo será

x⃗f =
1
2
a⃗t2 + v⃗it + x⃗i . (11)

Esta ecuación de movimiento es muy similar a la ecuación de la posición final
en un movimiento con velocidad constante, sólo que tiene un término más (el
término con aceleración).



Cinemática 175

Podemos entender esta ecuación con un ejemplo. Supongamos que según
nuestro sistema de coordenadas, un ciclista tiene una velocidad de 10 km/h
en la dirección positiva de X. En ese momento el ciclista está en la posición
(40 km/h)x̂. A partir de ese momento el ciclista acelera de modo constante,
con aceleración de magnitud 30 km/h2 en el sentido positivo de X. El ciclista
acelera durante un cuarto de hora. Queremos averiguar la posición del ciclista
después del cuarto de hora. Para eso aplicamos la ecuación (11):

x⃗f =
1
2
(30 km/h2)(0.25 h)2x̂+(10 km)(0.25 h)x̂+(40 km)x̂

= (43.43 km)x̂.
(12)

Nota 2.17. Ecuación de movimiento para un objeto en un movimien-
to con aceleración constante

Cuando un objeto se mueve con aceleración constante, la ecuación de
movimiento del objeto es

x⃗f =
1
2
a⃗t2 + v⃗it + x⃗i ,

donde x⃗f es la posición final, x⃗i su posición inicial, v⃗i su velocidad
cuando está en la posición inicial y t el tiempo transcurrido entre la
posición inicial y final.

(e) Recordemos que la distancia es la magnitud del desplazamiento y el despla-
zamiento de un objeto es la resta vectorial de su posición final con su posición
inicial. Si escribimos la ecuación de movimiento de un objeto con aceleración
constante, tenemos

x⃗f =
1
2
a⃗t2 + v⃗it + x⃗i . (13)

Si pasamos la posición inicial al lado izquierdo, obtenemos

x⃗f − x⃗i =
1
2
a⃗t2 + v⃗it. (14)

Pero el lado izquierdo es precisamente el desplazamiento

D⃗ = 1
2
a⃗t2 + v⃗it. (15)

Si el objeto se moviera en lı́nea recta, podrı́amos escribir esta ecuación como

dx̂ = 1
2
at2x̂+ v⃗itx̂, (16)
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donde hemos usado el hecho de que la magnitud del desplazamiento es la
distancia. Finalmente, sabemos que la distancia es la magnitud del desplaza-
miento, es decir,

d = ∥1
2
at2 +vit
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

D⃗

∥. (17)

El valor absoluto es importante porque lo que está en el lado derecho de la
ecuación podrı́a dar negativo y la distancia, como toda magnitud, debe ser
positiva.

Nota 2.18. Distancia recorrida por un objeto en un movimiento con
aceleración constante

La distancia recorrida por un objeto con aceleración constante y que se
mueve en lı́nea recta está dada por

d = ∥1
2
at2 +vit∥ ,

donde a es la magnitud de la aceleración, t es el tiempo y vi es la
magnitud de la velocidad inicial.
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Problema 2.14.

Palabras clave: velocidad en función de la ace-
leración, gráfica de velocidad contra tiempo
en casos de aceleración constante, distancia
entre dos objetos en diferentes tiempos.

Juan y Valentina están jugando con sus carros de control remoto. Después
de un rato, deciden intentar chocar los carros de frente. Juan hace que su
carro (azul) acelere de forma constante contra el carro de Valentina (verde), y
Valentina mantiene su carro con velocidad constante en dirección del carro de
Juan, como se ve en el dibujo. Si la velocidad inicial del carro de Juan es cero y
la magnitud de su aceleración es aj , la rapidez del carro de Valentina es vv y
los carros se chocan en el tiempo tc (contado desde que Juan acelera su carro).

(a) Escriba una expresión para la distancia a la que se encontraban los
carros inicialmente.

(b) Escriba una expresión para la distancia a la que se encuentran los
carros cuando habı́a transcurrido la mitad del tiempo del choque.

(c) Haga una gráfica cualitativa (sin valores numéricos) de velocidad contra
tiempo para ambos carros (una sola gráfica para ambos).

⃗D =
1
2

⃗a t2 + ⃗v it   (18)

Si el objeto se mueve en línea recta, podríamos escribir esta ecuación como

d ̂x =
1
2

at2 ̂x + vit ̂x   (19),

donde hemos usado que la magnitud del desplazamiento es la distancia. Finalmente, sabe-
mos que la distancia es la magnitud del desplazamiento, es decir:

d = ∥
1
2

at2 + vit∥   (20)

⃗D

Nota 2.20
La distancia recorrida por un objeto con aceleración constante y que se mueve en 
línea recta está dada por:

d = ∥
1

vvaj

¿Qué información nos dan?

Los carros se mueven en direcciones opuestas. El carro de Juan tiene velocidad 
inicial cero, y aceleración constante de magnitud aj. El carro de Valentina se 

mueve con velocidad constante de magnitud vv. Los carros se chocan en el tiem-
po tc.

¿Qué debemos hallar?

a) Una expresión para la distancia inicial a la que se encontraban los carros.

b) Una expresión para la distancia entre los carros cuando ha pasado la mitad 
del tiempo en que se chocan.

c) Realizar una gráfica cualitativa de velocidad contra tiempo para ambos ca-
rros.
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Solución

¿Qué información nos dan?

a), (b), (c). Los carros se mueven en direcciones opuestas. El carro de Juan tiene velocidad inicial
cero, y aceleración constante de magnitud aj . El carro de Valentina se mueve con velocidad
constante de magnitud vv . Los carros se chocan en el tiempo tc .

¿Qué nos piden?

(a) Una expresión para la distancia inicial a la que se encontraban los carros.

(b) Una expresión para la distancia entre los carros cuando ha pasado la mitad del tiempo
en que se chocan.

(c) Una gráfica cualitativa de velocidad contra tiempo para ambos carros.
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(a) Debemos encontrar una expresión para la distancia inicial entre los carros.
La distancia entre dos posiciones cualesquiera es la magnitud de la resta
vectorial entre esas dos posiciones.

Como en casi todos los problemas de cinemática, primero debemos escoger un
sistema de coordenadas. Escojamos uno en el cual la dirección positiva del eje X
apunte en la dirección en que se mueve el carro de Juan, y la dirección negativa
sea la dirección en que se mueve el carro de Valentina. Además, pongamos
el origen del sistema en la posición inicial del carro de Juan (esto simplifica
un poco las cosas porque hace que el carro de Juan tenga posición cero). Si
hacemos esto, el carro de Valentina estará a una distancia d (desconocida) en
el sentido positivo de X en el momento inicial. Nuestro sistema queda ası́:

SOLUCIÓN

a) Debemos encontrar una expresión para la distancia inicial entre los carros. Como en casi 
todos los problemas de cinemática, primero debemos escoger un sistema de coordenadas. 
Escojamos uno en el cual la dirección positiva del eje X apunta en la dirección en que se 
mueve el carro de Juan, y la dirección negativa es la dirección en que se mueve el carro de 
Valentina (recordemos que la distancia no depende del sistema de coordenadas elegido). 
Además, pongamos el origen del sistema en la posición inicial del carro de Juan (esto sim-
plifica un poco las cosas porque hace que el caro de Juan tenga posición cero).  Si hacemos 
esto, el carro de Valentina estará a una distancia d (desconocida) en el sentido positivo de X 
en el momento inicial. Nuestro sistema quedaría así:

vvaj

  X

  Y

Recordemos que la distancia entre dos puntos cualquiera es la magnitud de la resta vecto-
rial entre ambos puntos. En este caso queremos averiguar la distancia inicial entre los ca-
rros, así que necesitamos determinar la posición inicial de los carros, y calcular la resta vec-
torial entre la posición de ambos carros. Si llamamos ⃗x iv a la posición inicial del carro de 
Valentina y ⃗x ij a la posición inicial del carro de Juan, entonces la distancia inicial entre 

ambos carros será:

d = ∥ ⃗x iv − ⃗x ij∥   (1),

donde la resta podría haber sido al revés (da lo mismo). Esto se ilustra con el siguiente dibu

  Y

  X

  d

  ⃗x iv  ⃗x ij

jo: Del dibujo se ve que la diferencia entre la posición inicial de ambos carros es simple-

mente la magnitud de ⃗x iv , pues la posición inicial del carro de Juan, según nuestro siste-
ma, es el origen.

Como ya dijimos, según nuestro sistema la posición inicial del carro de Juan es cero, así 
que para usar la ecuación (1) necesitamos solamente hallar la posición inicial del carro de 
Valentina. Y para hallar la posición inicial del carro de Valentina necesitamos usar su ecua-
ción de movimiento. El carro de Valentina se mueve con velocidad constante, así que su 
ecuación de movimiento es de la forma ⃗x f = ⃗v t + ⃗x i. El carro de Valentina se mueve con 

velocidad constante de magnitud vv en la dirección negativa de X, y su posición inicial se-
gún nuestro sistema es d ̂x, donde d es la distancia inicial de separación entre los carros, 
que debemos hallar. Podemos escribir la ecuación del carro de Valentina así:

xfv ̂x = − vvt ̂x + d ̂x   (2),

donde hemos llamado “xf v” a la posición final del carro de Valentina. Por supuesto, de esta 

ecuación no podemos determinar d ̂x que es la posición inicial del carro de Valentina. Para 
hallar d ̂x podemos usar más información del enunciado. Nos dicen que cuando se chocan 
ambos carros el tiempo es tc. Para usar esa información, debemos tener en cuenta que cuan-
do se chocan los carros tienen la misma posición final, así que podemos igualar la ecuación 
de movimiento de ambos carros. Por lo tanto, necesitamos escribir la ecuación de movi-
miento del carro de Juan. 

El carro de Juan tiene un movimiento con aceleración constante, así que su ecuación de 

movimiento es de la forma ⃗x f =
1
2

⃗a t2 + ⃗v t + ⃗x i.  Ahora, según nuestro sistema, el carro 

de Juan tiene aceleración constante de magnitud aj en la dirección positiva de X, velocidad 

inicial cero, y posición inicial cero. Por lo tanto, su ecuación de movimiento será

xfj ̂x =
1
2

ajt2 ̂x   (3),

donde hemos llamado “xfj” a la posición final del carro de Juan. En el tiempo tc los carros 

se chocan, así que en ese tiempo podemos igualar sus ecuaciones de movimiento:
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En este caso queremos averiguar la distancia inicial entre los carros, ası́ que
necesitamos determinar la posición inicial de los carros y calcular la resta
vectorial entre la posición de ambos carros. Si llamamos x⃗iv a la posición inicial
del carro de Valentina y x⃗ij a la posición inicial del carro de Juan, entonces la
distancia inicial entre ambos carros será la magnitud de dicha resta:

d = ∥x⃗iv − x⃗ij∥ , (1)

donde la resta podrı́a haber sido al revés (el valor absoluto da igual). Esto se
ilustra con el siguiente dibujo.

SOLUCIÓN

a) Debemos encontrar una expresión para la distancia inicial entre los carros. Como en casi 
todos los problemas de cinemática, primero debemos escoger un sistema de coordenadas. 
Escojamos uno en el cual la dirección positiva del eje X apunta en la dirección en que se 
mueve el carro de Juan, y la dirección negativa es la dirección en que se mueve el carro de 
Valentina (recordemos que la distancia no depende del sistema de coordenadas elegido). 
Además, pongamos el origen del sistema en la posición inicial del carro de Juan (esto sim-
plifica un poco las cosas porque hace que el caro de Juan tenga posición cero).  Si hacemos 
esto, el carro de Valentina estará a una distancia d (desconocida) en el sentido positivo de X 
en el momento inicial. Nuestro sistema quedaría así:

vvaj

  X

  Y

Recordemos que la distancia entre dos puntos cualquiera es la magnitud de la resta vecto-
rial entre ambos puntos. En este caso queremos averiguar la distancia inicial entre los ca-
rros, así que necesitamos determinar la posición inicial de los carros, y calcular la resta vec-
torial entre la posición de ambos carros. Si llamamos ⃗x iv a la posición inicial del carro de 
Valentina y ⃗x ij a la posición inicial del carro de Juan, entonces la distancia inicial entre 

ambos carros será:

d = ∥ ⃗x iv − ⃗x ij∥   (1),

donde la resta podría haber sido al revés (da lo mismo). Esto se ilustra con el siguiente dibu

  Y

  X

  d

  ⃗x iv  ⃗x ij

jo: Del dibujo se ve que la diferencia entre la posición inicial de ambos carros es simple-

mente la magnitud de ⃗x iv , pues la posición inicial del carro de Juan, según nuestro siste-
ma, es el origen.

Como ya dijimos, según nuestro sistema la posición inicial del carro de Juan es cero, así 
que para usar la ecuación (1) necesitamos solamente hallar la posición inicial del carro de 
Valentina. Y para hallar la posición inicial del carro de Valentina necesitamos usar su ecua-
ción de movimiento. El carro de Valentina se mueve con velocidad constante, así que su 
ecuación de movimiento es de la forma ⃗x f = ⃗v t + ⃗x i. El carro de Valentina se mueve con 

velocidad constante de magnitud vv en la dirección negativa de X, y su posición inicial se-
gún nuestro sistema es d ̂x, donde d es la distancia inicial de separación entre los carros, 
que debemos hallar. Podemos escribir la ecuación del carro de Valentina así:

xfv ̂x = − vvt ̂x + d ̂x   (2),

donde hemos llamado “xf v” a la posición final del carro de Valentina. Por supuesto, de esta 

ecuación no podemos determinar d ̂x que es la posición inicial del carro de Valentina. Para 
hallar d ̂x podemos usar más información del enunciado. Nos dicen que cuando se chocan 
ambos carros el tiempo es tc. Para usar esa información, debemos tener en cuenta que cuan-
do se chocan los carros tienen la misma posición final, así que podemos igualar la ecuación 
de movimiento de ambos carros. Por lo tanto, necesitamos escribir la ecuación de movi-
miento del carro de Juan. 

El carro de Juan tiene un movimiento con aceleración constante, así que su ecuación de 

movimiento es de la forma ⃗x f =
1
2

⃗a t2 + ⃗v t + ⃗x i.  Ahora, según nuestro sistema, el carro 

de Juan tiene aceleración constante de magnitud aj en la dirección positiva de X, velocidad 

inicial cero, y posición inicial cero. Por lo tanto, su ecuación de movimiento será

xfj ̂x =
1
2

ajt2 ̂x   (3),

donde hemos llamado “xfj” a la posición final del carro de Juan. En el tiempo tc los carros 

se chocan, así que en ese tiempo podemos igualar sus ecuaciones de movimiento:
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En el dibujo se ve que la diferencia entre la posición inicial de ambos carros
es simplemente la magnitud de x⃗iv , pues la posición inicial del carro de Juan,
según nuestro sistema, es el origen. Ası́, para usar la ecuación (1) necesita-
mos solamente hallar la posición inicial del carro de Valentina. Y para hallar
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la posición inicial del carro de Valentina necesitamos usar su ecuación de
movimiento.

El carro de Valentina se mueve con velocidad constante de magnitud vv en
la dirección negativa de X, y su posición inicial según nuestro sistema es dx̂,
donde d es la distancia inicial de separación entre los carros, que debemos
hallar. La ecuación de movimiento del carro de Valentina es la ecuación de
movimiento de un objeto con velocidad constante: x⃗f = v⃗t+x⃗i . Podemos escribir
la ecuación del carro de Valentina ası́:

xf v x̂ = −vvtx̂+dx̂, (2)

donde hemos llamado “xf v” a la posición final del carro de Valentina. Por
supuesto, sólo con esta ecuación no podemos determinar dx̂ que es la posición
inicial del carro de Valentina, pues no tenemos ni el tiempo ni la posición final.

Nos dicen que cuando se chocan ambos carros el tiempo es tc. Para usar esa
información, debemos tener en cuenta que cuando se chocan los carros estos
tienen la misma posición final. Por lo tanto, necesitamos escribir la ecuación de
movimiento del carro de Juan para encontrar su posición final, y luego podemos
igualar ambas posiciones finales. El carro de Juan tiene un movimiento con
aceleración constante, ası́ que su ecuación de movimiento es de la forma x⃗f =
1
2 a⃗t

2 + v⃗t + x⃗i . Ahora, según nuestro sistema, el carro de Juan tiene aceleración
constante de magnitud aj en la dirección positiva de X, velocidad inicial cero,
y posición inicial cero. Por lo tanto, su ecuación de movimiento será

xf j x̂ =
1
2
ajt

2x̂, (3)

donde hemos llamado “xf j” a la posición final del carro de Juan. En el tiempo
tc los carros se chocan, ası́ que en ese tiempo podemos igualar sus posiciones
finales:

1
2
ajt

2
c x̂

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶
xf j

= −vvtcx̂+dx̂
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

xf v

. (4)

De esto podemos inferir la posición inicial del carro de Valentina. Pasemos el
término con la velocidad del carro de Valentina a la izquierda de la igualdad:

1
2
ajt

2
c x̂+vvtcx̂ = dx̂. (5)

Esta ecuación nos da dx̂ (la posición inicial del carro de Valentina) en términos
de las otras variables conocidas8. Con esta posición, y como sabemos que la

8 Podemos terminar el ejercicio aquı́, pero conceptualmente es más claro si ahora usamos la
ecuación (1).
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posición inicial del carro de Juan es cero (según nuestro sistema), podemos
usar la ecuación (1):

d = ∥1
2
ajt

2
c x̂+vvtcx̂

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
x⃗iv

− 0x̂
´¸¶
x⃗ij

∥. (6)

Esta ecuación nos dice la distancia de separación entre los carros en términos
de la aceleración del carro de Juan, la velocidad del carro de Valentina y el
tiempo de choque. Notemos que si el tiempo de choque tc aumenta y dejamos
las demás variables fijas, entonces la distancia d aumenta, lo cual tiene sentido,
pues si se demoran mucho en chocarse es porque los carros estaban muy
separados.

Nota 2.19. Distancia entre dos posiciones

La distancia entre dos posiciones x⃗1 y x⃗2 es la magnitud de la resta
vectorial entre ambas: ∥x⃗1 − x⃗2∥ (el orden de la resta no importa por el
valor absoluto).

(b) Ahora debemos hallar una expresión para la distancia entre los
carros cuando ha pasado la mitad del tiempo de choque, es decir, cuando
los carros han estado andando un tiempo tc/2. El razonamiento para hallar la
distancia es igual que antes: necesitamos conocer la posición de cada carro en
el tiempo que nos dicen (que es tc/2) y luego sacamos la magnitud de la resta
vectorial entre dichas posiciones.

Podemos hallar la posición del carro de Juan en el tiempo que nos interesa
reemplazando tc/2 en la ecuación de movimiento del carro, ecuación (3):

xf j x̂ =
1
2
aj (tc/2)2
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

t

x̂. (7)

Podemos hallar la posición del carro de Valentina reemplazando el tiempo tc/2
en la ecuación de movimiento del carro de Valentina, ecuación (2):

xf v x̂ = −vv (tc/2)
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

t

x̂+dx̂. (8)

Esta ecuación nos dice la posición del carro de Valentina en términos de la
posición inicial dx̂. Esta posición la hallamos en el numeral anterior, ecuación
(5), ası́ que si la usamos en la ecuación (8), obtenemos

xf v x̂ = −vv(tc/2)x̂+(
1
2
ajt

2
c +vvtc) x̂

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
dx̂

. (9)



Cinemática 181

Una vez tenemos la posición de cada carro en el tiempo tc/2 en función de
variables conocidas, podemos realizar la resta de la posición del carro de
Valentina y la de Juan:

xf v x̂−xf j x̂ = −vv(tc/2)x̂+(
1
2
ajt

2
c +vvtc)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
xf v

x̂− 1
2
aj(tc/2)2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
xf j

x̂. (10)

Simplifiquemos un poco esta expresión sumando los términos que podemos
sumar:

xf v x̂−xf j x̂ =
1
2
vvtcx̂+

3
8
ajt

2
c x̂. (11)

Esto es lo mismo que escribir (nota 1.19)

(xf v −xf j)x̂ = (
1
2
vvtc +

3
8
ajt

2
c ) x̂. (12)

La distancia de separación será la magnitud de la anterior ecuación:

ds = ∥(
1
2
vvtc +

3
8
ajt

2
c ) x̂∥ . (13)

(c) Debemos realizar una gráfica cualitativa de velocidad contra tiempo para el
carro de Juan y el de Valentina. El carro de Valentina se mueve con velocidad
constante, ası́ que su gráfica de velocidad contra tiempo debe ser una lı́nea
horizontal. Además, según nuestro sistema, la velocidad del carro de Valentina
apunta en la dirección negativa del eje X, ası́ que su gráfica de velocidad contra
tiempo debe ser una lı́nea horizontal en la parte negativa del eje Y:

(xfv − xfj) ̂x = (
1
2

vvtc +
3
8

ajt2
c ) ̂x   (12)

La distancia de separación será la magnitud de la anterior ecuación: 

ds = ∥(
1
2

vvtc +
3
8

ajt2
c ) ̂x∥   (13)

c) Debemos realizar una gráfica cualitativa de velocidad contra tiempo para el carro de 
Juan y el de Valentina. El carro de Valentina se mueve con velocidad constante así que 
su gráfica de velocidad contra tiempo debe ser una línea horizontal. Además, según nues-
tro sistema, la velocidad del carro de Valentina apunta en la dirección negativa del eje X, 
así que su gráfica de velocidad contra tiempo debe ser una línea horizontal en la parte 
negativa del eje Y:

t

V
El carro de Valentina se mueve con velo-
cidad constante negativa de magnitud vv

-vv

El carro de Juan tiene aceleración constante positiva, así que su gráfica de velocidad contra 
tiempo es una línea recta con pendiente positiva. Esto se ve más claramente de la ecuación 
que relaciona la velocidad final con la aceleración:

vfj ̂x = ajt ̂x   (14)

Al aplicar la regla de oro, obtenemos

vfj = ajt   (15)

Esta es la ecuación de una línea recta con pendiente positiva aj , y que corta el eje Y en ce-

ro. Si hacemos esta gráfica sobre la misma gráfica de la velocidad del carro de Valentina, 
obtenemos

t

V
El carro de Juan se mueve con acelera-
ción constante positiva de magnitud aj. 

La línea (en rojo) pasa por el origen 
porque la velocidad inicial es cero.

-vv

118

El carro de Valentina se mueve con velocidad constante negativa de magnitud vv .
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El carro de Juan tiene aceleración constante positiva, ası́ que su gráfica de velo-
cidad contra tiempo es una lı́nea recta con pendiente positiva. Esto se ve más
claramente en la ecuación que relaciona la velocidad final con la aceleración
(en este caso no hay velocidad inicial):

vf j x̂ = ajtx̂. (14)

Al aplicar la regla de oro, obtenemos

vf j = ajt. (15)

Esta es la ecuación de una lı́nea recta con pendiente positiva aj , que corta el
eje Y en cero. Si trazamos esta gráfica sobre la misma gráfica de velocidad del
carro de Valentina, obtenemos

(xfv − xfj) ̂x = (
1
2

vvtc +
3
8

ajt2
c ) ̂x   (12)

La distancia de separación será la magnitud de la anterior ecuación: 

ds = ∥(
1
2

vvtc +
3
8

ajt2
c ) ̂x∥   (13)

c) Debemos realizar una gráfica cualitativa de velocidad contra tiempo para el carro de 
Juan y el de Valentina. El carro de Valentina se mueve con velocidad constante así que 
su gráfica de velocidad contra tiempo debe ser una línea horizontal. Además, según nues-
tro sistema, la velocidad del carro de Valentina apunta en la dirección negativa del eje X, 
así que su gráfica de velocidad contra tiempo debe ser una línea horizontal en la parte 
negativa del eje Y:

t

V
El carro de Valentina se mueve con velo-
cidad constante negativa de magnitud vv

-vv

El carro de Juan tiene aceleración constante positiva, así que su gráfica de velocidad contra 
tiempo es una línea recta con pendiente positiva. Esto se ve más claramente de la ecuación 
que relaciona la velocidad final con la aceleración:

vfj ̂x = ajt ̂x   (14)

Al aplicar la regla de oro, obtenemos

vfj = ajt   (15)

Esta es la ecuación de una línea recta con pendiente positiva aj , y que corta el eje Y en ce-

ro. Si hacemos esta gráfica sobre la misma gráfica de la velocidad del carro de Valentina, 
obtenemos

t

V
El carro de Juan se mueve con acelera-
ción constante positiva de magnitud aj. 

La línea (en rojo) pasa por el origen 
porque la velocidad inicial es cero.

-vv

118

El carro de Juan se mueve con aceleración constante positiva de magnitud aj . La
lı́nea (en rojo) pasa por el origen porque la velocidad inicial es cero.
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Problema (teórico) 2.15.

Palabras clave: ecuación de una parábola, gra-
ficar parábolas, graficar posición contra tiem-
po para un movimiento uniformemente ace-
lerado, interpretación de gráficas de posición
contra tiempo.

(a) Escriba la ecuación de una parábola, explique los diferentes términos
y diga qué se puede inferir de la parábola de acuerdo al signo de los
términos.

(b) Grafique las ecuaciones y = 5x2−2x+1, y = 5x2+2x+1 y y = −5x2+10x+1
(puede usar calculadora o un computador).

(c) Con base en lo anterior, explique cómo realizar una gráfica de posición
contra tiempo para un objeto que se mueve con aceleración constante
en lı́nea recta, a lo largo del eje X.

(d) En el tiempo inicial un objeto está a un metro en el sentido positivo
de X y tiene una velocidad de dos metros por segundo en el sentido
positivo de X. En ese instante comienza a acelerar con aceleración de 10
m/s2 en dirección negativa de X. Realice la gráfica de posición contra
tiempo de ese objeto.

(e) Dada una gráfica de posición contra tiempo para un movimiento acele-
rado, ¿puede inferir en qué instantes la velocidad es cero?

Solución
(a) En general, la ecuación de una parábola es de la forma

y = ax2 +bx+ c. (1)

El primer término es el término cuadrático, que determina si la parábola se
abre hacia arriba o hacia abajo. Por ejemplo, si a es negativo la parábola se abre
hacia abajo, y si es positivo la parábola se abre hacia arriba.

  

La parábola izquierda tiene a positivo ası́ que se abre hacia arriba. La parábola
derecha tiene a negativo ası́ que se abre hacia abajo.
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El segundo término es un término lineal. Dependiendo del signo de este
término y del signo del término cuadrático, podemos saber si la parábola está
centrada en el eje Y, o está corrida a la derecha o a la izquierda de dicho eje. La
regla para saber hacia qué lado está corrida la parábola es ası́: si b y a tienen el
mismo signo (ambos son negativos o ambos son positivos), la parábola queda
corrida en el sentido negativo de X (queda a la izquierda del eje Y). Si no
tienen el mismo signo, la parábola queda corrida en el sentido positivo de X.
Finalmente, si b es cero, la parábola queda perfectamente centrada en el eje Y.

 

 

Izquierda: a y b tienen el mismo signo. Centro: a y b tienen signos opuestos.
Derecha: b es cero.

El tercer término es una constante, que nos dice el punto de corte con el eje Y.
Si es positivo el punto de corte es positivo, si es cero el punto de corte es cero y
si es negativo el punto de corte es negativo:

 

Izquierda: c es positivo. Centro: c es negativo. Derecha: c es cero.

(b) Graficar una parábola es laborioso porque debemos hacerlo punto por
punto (en cambio, para graficar una recta sólo necesitamos tener dos puntos y
conectarlos). Pero como vimos en la sección anterior, hay cosas de la gráfica
que podemos saber sin necesidad de hacerlo para cada punto. Por ejemplo,
podemos saber si la gráfica se abre hacia abajo o hacia arriba dependiendo del
signo del término cuadrático. Podemos saber el punto de corte con el eje Y, y
podemos saber si está centrada o no en el eje Y.

Primero debemos graficar y = 5x2 −2x+1. Antes de hacerlo, digamos todo lo
que podemos saber sobre esa parábola. Como la constante es 1, dicha parábola
corta el eje Y en 1. Además, se abre hacia arriba porque el término cuadrático
es positivo. Finalmente, como el término lineal no tiene el mismo signo que
el término cuadrático, entonces sabemos que la parábola está corrida en el
sentido positivo de X. Al hacer la gráfica obtenemos la siguiente parábola:
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PROBLEMA 2.15 *

a) Escriba la ecuación de una parábola, explique los diferentes términos y diga  qué se pue-
de inferir de la parábola de acuerdo al signo de los términos. b) Grafique las ecuaciones 
y = 5x2 − 2x + 1, y = 5x2 + 2x + 1 y y = − 5x2 + 10x + 1. c) Con base en lo anterior, 
explique cómo realizar una gráfica de posición contra tiempo para un objeto que se mueve 
con aceleración constante en línea recta, a lo largo del eje X. d) En el tiempo inicial un obje-
to está a  un metro en el sentido positivo de X y tiene una velocidad de dos metros por se-
gundo en el sentido positivo de X. En ese instante comienza a acelerar con aceleración de 
10 m /s2 en dirección negativa de X. Realice la gráfica de posición contra tiempo de ese 
objeto. e) Dada una gráfica de posición contra tiempo para un movimiento acelerado, ¿pue-
de inferir en qué instantes de tiempo la velocidad es cero?

SOLUCIÓN

a) En general, la ecuación de una parábola es de la forma

y = a x2 + bx + c   (1)

El primer término es el término cuadrático, que determina si la parábola se abre hacia arri-
ba o hacia abajo. Por ejemplo, si a es negativo la parábola se abre hacia abajo, y si es positi-
vo la parábola se abre hacia arriba. El segundo término es un término lineal. Este término 
contribuye a la posición de la parábola. En particular, dependiendo del signo de este térmi-
no y del signo del término cuadrático, podemos saber si la parábola está centrada en el eje 
Y, o está corrida a la derecha o a la izquierda de dicho eje. La regla para saber hacia qué 
lado está corrida la parábola es así: si b y a tienen el mismo signo (ambos son negativos o 
ambos son positivos), la parábola queda corrida en el sentido negativo de X (queda a la iz-
quierda del eje Y). Si no tienen el mismo signo, la parábola queda corrida en el sentido posi-
tivo de X. Finalmente, si b es cero, la parábola queda perfectamente centrada en el eje Y. El 
tercer término es una constante, que nos dice el punto de corte con el eje Y. 

b) Graficar una parábola es laborioso porque debemos hacerlo punto por punto (en cambio, 
para graficar una recta sólo necesitamos dos puntos y conectarlos). Pero hay cosas de la 
gráfica que podemos saber sin necesidad de hacerlo para cada punto. Por ejemplo, pode-
mos saber si la gráfica se abre hacia abajo o hacia arriba dependiendo del signo del término 

cuadrático. Podemos saber el punto de corte con el eje Y, y podemos saber si está centrada 
o si no está centrada en el eje Y. 

Primero debemos graficar y = 5x2 − 2x + 1. Antes de hacerlo, digamos todo lo que pode-
mos saber sobre esa parábola. Como la constante es 1, dicha parábola corta el eje Y en 1. 
Además, se abre hacia arriba porque el término cuadrático es positivo. Finalmente, como el 
término lineal no tiene el mismo signo  que el término cuadrático, entonces sabemos que la 
parábola está corrida en el sentido positivo de X. Al hacer la gráfica obtenemos la siguiente 
parábola:

Como esperábamos, es una parábola que se abre hacia arriba, que está un poco corrida a la 
derecha y que corta el eje Y en 1. 

Ahora debemos graficar y = 5x2 + 2x + 1. La única diferencia con la ecuación anterior es 
que ahora el término lineal es positivo, así que tiene el mismo signo que el término cuadráti-
co. Por lo tanto, la parábola se debe correr hacia la izquierda. Al graficarla, verificamos que 
eso es lo que sucede:
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Como esperábamos, esta es una parábola que se abre hacia arriba, que está un
poco corrida a la derecha y que corta el eje Y en 1.

Ahora debemos graficar y = 5x2 +2x+1. La única diferencia con la ecuación
anterior es que ahora el término lineal es positivo, ası́ que tiene el mismo signo
que el término cuadrático. Por lo tanto, la parábola se debe correr hacia la
izquierda. Al graficarla, verificamos que eso es lo que sucede:

Por último, debemos graficar y = − 5x2 + 10x + 1. Esta es una parábola que se abre hacia 
abajo porque el término cuadrático es negativo. Además como el término cuadrático es ne-
gativo y el lineal es positivo (no tienen el mismo signo), la parábola se mueve hacia la dere-
cha del eje Y. Finalmente, la parábola corta el eje Y en 1.

c) Si un objeto se mueve en línea recta con aceleración constante a lo largo de X, podemos 
escribir su posición final como

xf ̂x =
1
2

at2 ̂x + vit + xi ̂x   (2)

Ahora apliquemos la regla de oro:

xf =
1
2

at2 + vit + xi   (3)

Nos interesa graficar xf en función del tiempo. La ecuación (3) nos dice cómo cambia xf  en 

función del tiempo. El lector debe notar por lo visto en los numerales anteriores que esta es  
la ecuación de una parábola, donde la variable dependiente es xf y la independiente es el 

tiempo t. El primer término es el término cuadrático, el segundo es el término lineal y el 
tercero es una constante.

xf =
1
2

at2 + vit + xi   (4)

Término cuadrático

Término lineal Constante (Punto 
de Corte eje Y)

Variable Dependiente

Como es claro de la ecuación (4), el término cuadrático contiene la aceleración. El signo de 
dicho término (que es el signo que tenga la aceleración) determina si la parábola se abre 
hacia arriba o hacia abajo. El término que tiene la velocidad inicial es el término lineal. El 
signo de este término y el signo del término cuadrático determinan si la parábola se corre 
hacia la derecha o izquierda en el eje Y. El último término, que corresponde a la posición 
inicial, dice dónde la parábola corta el eje Y. 

Más allá de las similitudes, hay una diferencia importante entre la parábola descrita por (4) 
y una parábola común en matemáticas. Generalmente, en física sólo consideramos el tiem-
po positivo. Como el tiempo está en el eje X, esto quiere decir que en física no nos interesa 
lo que sucede en la parte negativa del eje X (es decir, cuando el tiempo es negativo). Por lo 
tanto, no trazamos una parábola completa sino sólo la parte de la parábola que corresponda 
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Por último, debemos graficar y = −5x2 +10x+1. Esta es una parábola que se
abre hacia abajo porque el término cuadrático es negativo. Además, como el
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término cuadrático es negativo y el lineal es positivo (no tienen el mismo signo),
la parábola se mueve hacia la derecha del eje Y. Finalmente, la parábola corta
el eje Y en 1.

Por último, debemos graficar y = − 5x2 + 10x + 1. Esta es una parábola que se abre hacia 
abajo porque el término cuadrático es negativo. Además como el término cuadrático es ne-
gativo y el lineal es positivo (no tienen el mismo signo), la parábola se mueve hacia la dere-
cha del eje Y. Finalmente, la parábola corta el eje Y en 1.

c) Si un objeto se mueve en línea recta con aceleración constante a lo largo de X, podemos 
escribir su posición final como

xf ̂x =
1
2

at2 ̂x + vit + xi ̂x   (2)

Ahora apliquemos la regla de oro:

xf =
1
2

at2 + vit + xi   (3)

Nos interesa graficar xf en función del tiempo. La ecuación (3) nos dice cómo cambia xf  en 

función del tiempo. El lector debe notar por lo visto en los numerales anteriores que esta es  
la ecuación de una parábola, donde la variable dependiente es xf y la independiente es el 

tiempo t. El primer término es el término cuadrático, el segundo es el término lineal y el 
tercero es una constante.

xf =
1
2

at2 + vit + xi   (4)

Término cuadrático

Término lineal Constante (Punto 
de Corte eje Y)

Variable Dependiente

Como es claro de la ecuación (4), el término cuadrático contiene la aceleración. El signo de 
dicho término (que es el signo que tenga la aceleración) determina si la parábola se abre 
hacia arriba o hacia abajo. El término que tiene la velocidad inicial es el término lineal. El 
signo de este término y el signo del término cuadrático determinan si la parábola se corre 
hacia la derecha o izquierda en el eje Y. El último término, que corresponde a la posición 
inicial, dice dónde la parábola corta el eje Y. 

Más allá de las similitudes, hay una diferencia importante entre la parábola descrita por (4) 
y una parábola común en matemáticas. Generalmente, en física sólo consideramos el tiem-
po positivo. Como el tiempo está en el eje X, esto quiere decir que en física no nos interesa 
lo que sucede en la parte negativa del eje X (es decir, cuando el tiempo es negativo). Por lo 
tanto, no trazamos una parábola completa sino sólo la parte de la parábola que corresponda 
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(c) Si un objeto se mueve en lı́nea recta con aceleración constante a lo largo de
X, podemos escribir su posición final como

xf x̂ =
1
2
at2x̂+vitx̂+xi x̂. (2)

Ahora apliquemos la regla de oro:

xf =
1
2
at2 +vit +xi . (3)

La ecuación (3) nos dice cómo cambia xf en función del tiempo. El lector debe
notar por lo visto en los numerales anteriores que esta es la ecuación de una
parábola, donde la variable dependiente es xf y la independiente es el tiempo
t. El primer término es el término cuadrático, el segundo es el término lineal y
el tercero es una constante.

xf
´¸¶
Variable

dependiente

= 1
2
at2

´¹¸¶
Término

cuadrático

+

Término
lineal
³·µ
vit + xi

´¸¶
Constante

(punto
de corte

eje Y)

. (4)

Como queda claro por la ecuación (4), el término cuadrático contiene la ace-
leración. El signo de dicho término (que es el signo que tenga la aceleración)
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determina si la parábola se abre hacia arriba o hacia abajo. El término que tiene
la velocidad inicial es el término lineal. El signo de este término y el signo
del término cuadrático determinan si la parábola se corre hacia la derecha o
izquierda en el eje Y. El último término, que corresponde a la posición inicial,
dice dónde la parábola corta el eje Y.

Más allá de las similitudes, hay una diferencia importante entre la parábola
descrita por (4) y una parábola común de matemáticas. Generalmente, en fı́sica
sólo consideramos tiempos positivos. Como el tiempo está en el eje X, esto
quiere decir que en fı́sica no nos interesa lo que sucede en la parte negativa
del eje X (es decir, cuando el tiempo es negativo). Por lo tanto, no trazamos
una parábola completa sino sólo la parte de la parábola que corresponda a tiempos
positivos.

Nota 2.20. Gráfica de posición contra tiempo para un movimiento
rectilı́neo con aceleración constante

(1) Escogemos un sistema de coordenadas cualquiera o usamos el
que el problema nos indique.

(2) Con base en la información que tengamos y el sistema de coor-
denadas escogido, debemos escribir la ecuación de movimiento
del objeto. En general, la ecuación de posición del objeto en un
movimiento con aceleración constante es x⃗f = 1

2 a⃗t
2 + v⃗it + x⃗i .

(3) Aplicamos la regla de oro. Graficamos esta última ecuación
teniendo en cuenta que es la ecuación de una parábola y sólo
tomamos en cuenta la parte positiva del eje X que corresponde
a tiempos positivos. El signo del término con la aceleración (el
término cuadrático) determina si se abre hacia arriba o hacia
abajo. El punto de corte con el eje Y es la posición inicial. Si
el término con la velocidad inicial tiene el mismo signo que
el término con la aceleración, la parábola está corrida en el
sentido negativo de X. Si tienen signos diferentes, la parábola
está corrida en el sentido positivo de X.

(d) Nos dicen que un objeto está a un metro en el sentido positivo de X, y en
ese momento el objeto tiene una velocidad de dos metros por segundo en el
sentido positivo de X. En ese instante comienza a acelerar con aceleración de
10 m/s2 en dirección negativa de X. Con esta información podemos escribir la
ecuación de movimiento del objeto:

xx̂ = −1
2
(10 m/s2)t2x̂+(2 m/s)tx̂+(1 m)x̂. (5)
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Aplicando la regla de oro, obtenemos

x = −1
2
(10 m/s2)t2 +(2 m/s)t +(1 m). (6)

Notemos que la anterior es una parábola que se abre hacia abajo (el signo de la
aceleración es negativo), que corta el eje Y en un metro y que está corrida en el
sentido positivo de X porque el término lineal no tiene el mismo signo que el
término cuadrático. Si realizamos la gráfica sólo para la parte positiva del eje
del tiempo, obtenemos

a tiempos positivos.

Nota 2.21
Gráfica de posición contra tiempo para un movimiento rectilíneo con acelera-

ción constante

1) Escogemos un sistema de coordenadas cualquiera o usamos el que el problema 
nos indique.

2) Con base a la información que tengamos y el sistema de coordenadas escogido, 
debemos escribir la ecuación de movimiento del objeto. En general, la ecuación 
de posición del objeto en un movimiento con aceleración constante es: 

⃗x f =
1
2

⃗a t2 + ⃗v it + ⃗x i . 

3) Aplicamos la regla de oro a la ecuación de la velocidad. Graficamos esta última 
ecuación teniendo en cuenta que es la ecuación de una parábola (sólo tomamos 
en cuenta la parte positiva del eje X que corresponde a tiempos positivos.). El 
signo del término con la aceleración (el término cuadrático) determina si se 
abre hacia arriba o hacia abajo. El punto de corte con el eje Y es la posición ini-
cial. Si el término con la velocidad inicial tiene el mismo signo que el término 
con aceleración, la parábola está corrida en el sentido negativo de X. Si tienen 
signos diferentes, la parábola está corrida en el sentido positivo de X. 

d) Nos dicen que un objeto está a  un metro en el sentido positivo de X, y en ese momento 
el objeto tiene una velocidad de dos metros por segundo en el sentido positivo de X. En ese 
instante comienza a acelerar con aceleración de 10 m /s2 en dirección negativa de X. Con 
esta información podemos escribir la ecuación de movimiento del objeto:

x ̂x = −
1
2

(10 m /s2)t2 ̂x + (2 m/s)t ̂x + (1 m) ̂x  (5)

Aplicando la regla de oro, obtenemos

x = −
1
2

(10 m /s2)t2 + (2 m/s)t + (1 m)  (6)

Notemos que la anterior es una parábola que se abre hacia abajo (el signo de la aceleración 
es negativo), que corta el eje Y en 1 metro y que está corrida en el sentido positivo de X 
porque el término lineal no tiene el mismo signo que el término cuadrático. Si realizamos 
la gráfica sólo para la parte positiva del eje del tiempo, obtenemos:

e) Uno puede saber cuándo la velocidad del objeto es cero mirando la parábola de posición 
contra tiempo. En particular, si la parábola se abre hacia abajo, la velocidad es cero en el 
punto más alto de la parábola, en el “morro”. Si la parábola se abre hacia arriba, la velo-
cidad es cero en el punto más bajo de la parábola, en la “cuenca”. Pronto entendéremos 
mejor por qué estas partes de la parábola indican velocidad cero.

     

Velocidad Cero

Velocidad Cero

            

Nota 2.22
En el “morro” (o lomo) o en la cuenca de la parábola de posición contra tiempo, la 
velocidad del objeto es cero.
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(e) Uno puede saber cuándo la velocidad del objeto es cero mirando la parábola
de posición contra tiempo. En particular, si la parábola se abre hacia abajo, la
velocidad es cero en el punto más alto de la parábola. Si la parábola se abre
hacia arriba, la velocidad es cero en el punto más bajo de la parábola. Pronto
entenderemos mejor por qué estas partes de la parábola indican velocidad
cero.

a tiempos positivos.

Nota 2.21
Gráfica de posición contra tiempo para un movimiento rectilíneo con acelera-

ción constante

1) Escogemos un sistema de coordenadas cualquiera o usamos el que el problema 
nos indique.

2) Con base a la información que tengamos y el sistema de coordenadas escogido, 
debemos escribir la ecuación de movimiento del objeto. En general, la ecuación 
de posición del objeto en un movimiento con aceleración constante es: 

⃗x f =
1
2

⃗a t2 + ⃗v it + ⃗x i . 

3) Aplicamos la regla de oro a la ecuación de la velocidad. Graficamos esta última 
ecuación teniendo en cuenta que es la ecuación de una parábola (sólo tomamos 
en cuenta la parte positiva del eje X que corresponde a tiempos positivos.). El 
signo del término con la aceleración (el término cuadrático) determina si se 
abre hacia arriba o hacia abajo. El punto de corte con el eje Y es la posición ini-
cial. Si el término con la velocidad inicial tiene el mismo signo que el término 
con aceleración, la parábola está corrida en el sentido negativo de X. Si tienen 
signos diferentes, la parábola está corrida en el sentido positivo de X. 

d) Nos dicen que un objeto está a  un metro en el sentido positivo de X, y en ese momento 
el objeto tiene una velocidad de dos metros por segundo en el sentido positivo de X. En ese 
instante comienza a acelerar con aceleración de 10 m /s2 en dirección negativa de X. Con 
esta información podemos escribir la ecuación de movimiento del objeto:

x ̂x = −
1
2

(10 m /s2)t2 ̂x + (2 m/s)t ̂x + (1 m) ̂x  (5)

Aplicando la regla de oro, obtenemos

x = −
1
2

(10 m /s2)t2 + (2 m/s)t + (1 m)  (6)

Notemos que la anterior es una parábola que se abre hacia abajo (el signo de la aceleración 
es negativo), que corta el eje Y en 1 metro y que está corrida en el sentido positivo de X 
porque el término lineal no tiene el mismo signo que el término cuadrático. Si realizamos 
la gráfica sólo para la parte positiva del eje del tiempo, obtenemos:

e) Uno puede saber cuándo la velocidad del objeto es cero mirando la parábola de posición 
contra tiempo. En particular, si la parábola se abre hacia abajo, la velocidad es cero en el 
punto más alto de la parábola, en el “morro”. Si la parábola se abre hacia arriba, la velo-
cidad es cero en el punto más bajo de la parábola, en la “cuenca”. Pronto entendéremos 
mejor por qué estas partes de la parábola indican velocidad cero.

     

Velocidad Cero

Velocidad Cero

            

Nota 2.22
En el “morro” (o lomo) o en la cuenca de la parábola de posición contra tiempo, la 
velocidad del objeto es cero.
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Nota 2.21. Velocidad cero según la gráfica de posición contra tiempo

En el punto más alto de la parábola y en el punto más bajo la velocidad
del objeto es cero.
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Problema de repaso 2.16.

Palabras clave: gráfica de posición contra
tiempo para un movimiento uniformemente
acelerado, ecuación de una parábola, acele-
ración negativa, gráfica de velocidad contra
tiempo para un movimiento uniformemente
acelerado.

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(1) Si un objeto tiene aceleración constante, la gráfica de velocidad contra
tiempo es la de una parábola.

(2) Si la gráfica de posición contra tiempo de un objeto es una parábola
que se abre hacia abajo, entonces la aceleración del objeto es negativa.

(3) Un objeto puede tener aceleración negativa y velocidad final positiva.

(4) La grafica de velocidad de un objeto que tiene aceleración constante
negativa es una lı́nea recta con pendiente negativa.

(5) Si la gráfica de posición contra tiempo de un objeto es una parábola
corrida hacia la derecha, entonces podemos inferir que la aceleración
tiene el mismo signo que la velocidad inicial.

Solución
(1) Falso. Si un objeto tiene aceleración constante, la gráfica de velocidad contra
tiempo es una lı́nea recta (pero la gráfica de posición contra tiempo sı́ es la de
una parábola).

(2) Verdadero. Si la aceleración es negativa la parábola se abre hacia abajo, y si
es positiva se abre hacia arriba.

(3) Verdadero. El signo de la aceleración sólo indica si la velocidad aumenta
o disminuye, pero no indica si la velocidad final es negativa o positiva (por
ejemplo, un objeto que pasa de tener una rapidez de 100 km/h positiva en X a
50 km/h positiva en X va a tener aceleración negativa, pero su velocidad final
sigue siendo positiva).

(4) Verdadero. Como muestra la ecuación v⃗f = a⃗t + v⃗i , la pendiente en una
gráfica de velocidad contra tiempo está determinada por la aceleración, y si la
aceleración es constante negativa la pendiente será negativa.

(5) Falso. Si la parábola se corre a la derecha, entonces el signo del término
cuadrático es diferente al signo del término lineal. En este caso, el signo de la
aceleración tiene que ser diferente al signo de la rapidez inicial (nota 2.20).
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Problema 2.17.

Palabras clave: aceleración, gráfica de veloci-
dad contra tiempo para un movimiento ace-
lerado, distancia recorrida en un movimiento
uniformemente acelerado, gráfica de posición
contra tiempo para un movimiento uniforme-
mente acelerado, aceleración negativa, desace-
leración, aumento y disminución de rapidez,
movimiento por tramos.

Un misil aéreo lleva una rapidez de 600 m/s cuando está a punto de entrar en
un cúmulo de nubes. El misil cruza el cúmulo en 10 segundos. Al salir, el misil
tiene una velocidad de 500 m/s. El misil se mantiene con esa velocidad durante
20 segundos hasta que choca contra una montaña y se entierra. El misil no
explota, sólo se detiene al enterrarse 2 segundos después de hacer contacto con
la montaña. Suponga que el misil perdió rapidez de forma constante al entrar
a la nube y al enterrarse en la montaña, pero nunca perdió altura. Escoja un
sistema en el cual el misil se mueve en la dirección positiva de X.

(a) ¿Cuál es la aceleración del misil en el tiempo que estuvo en la nube y
en el tiempo que estuvo en la montaña?

(b) ¿Cuánta distancia recorre el misil desde que entra a la nube hasta que
se detiene en la montaña?

(c) Realice una gráfica de velocidad contra tiempo para el recorrido del
misil desde que está a punto de entrar a la nube hasta que se detiene.
Compruebe con esta gráfica la respuesta hallada en (b).

(d) Haga una gráfica cualitativa (sin números, sólo importa la forma) de
posición contra tiempo, desde que el misil entra a la nube hasta que se
detiene por completo.

(e) Vuelva a responder los numerales (a) y (c), pero ahora con un sistema
en el cual el misil se mueve en la dirección negativa de X. Compa-
re las gráficas de la velocidad de (c) con estas nuevas, y analice el
comportamiento de la rapidez del misil a partir de ambas gráficas de
velocidad.
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PROBLEMA 2.16 

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

1. Si un objeto tiene aceleración, la gráfica de velocidad contra tiempo es la de una parábo-
la.

2. Si la gráfica de posición contra tiempo de un objeto es una parábola que se abre hacia 
abajo, entonces la aceleración del objeto es negativa

3. Un objeto puede tener aceleración negativa y velocidad final positiva.

4. La velocidad de un objeto que tiene aceleración constante negativa es una línea recta con 
pendiente negativa. 

5. Si la gráfica de posición contra tiempo de un objeto es una parábola corrida hacia la dere-
cha, entonces podemos inferir que la aceleración tiene el mismo signo que la velocidad 
inicial. 

SOLUCIÓN

1. Falso. Si un objeto tiene aceleración, la gráfica de velocidad contra tiempo es una línea 
recta (pero la gráfica de posición sí sería una parábola).

2. Verdadero. Si la aceleración es negativa la parábola se abre hacia abajo, y si es positiva 
se abre hacia arriba.

3. Verdadero. El signo de la aceleración sólo indica si la velocidad aumenta o disminuye, 
pero no indica si la velocidad final es negativa o positiva (por ejemplo, un objeto que 
pasa de tener una rapidez de 100 km/h positiva en X a 50 km/h positiva en X va a tener 
aceleración negativa, pero su velocidad final sigue siendo positiva).

4. Verdadero. Como muestra la ecuación  ⃗v f = ⃗a t + ⃗v i , la pendiente en una gráfica de 

velocidad contra tiempo está determinada por la aceleración, y si la aceleración es negati-
va la pendiente será negativa. 

5. Falso. Si la parábola se corre a la derecha, entonces el signo del término cuadrático es 
diferente al signo del término lineal. En este caso, el signo de la aceleración tiene que ser 
diferente al signo de la rapidez inicial.

PROBLEMA 2.17
Un misil aéreo lleva una rapidez de 600 m/s cuando está a punto de entrar por un cúmulo 
de nubes. El misil cruza el cúmulo en 10 segundos. Al salir del cúmulo de nubes, el misil 
tiene una velocidad de 500 m/s. El misil se mantiene con esa velocidad durante 20 segun-
dos hasta que choca contra una montaña y se entierra. El misil no explota, sólo se detiene 
al enterrarse 2 segundos después de hacer contacto con la montaña. Suponga que el misil 
perdió rapidez de forma constante al entrar a la nube y al enterrarse en la montaña, pero 
nunca perdió altura. Escoger un sistema en el cual el misil se mueve en la dirección positi-
va de X. a) ¿Cuál es la aceleración del misil en el tiempo que estuvo en la nube y en el tiem-
po que estuvo en la montaña? b) ¿Cuánta distancia recorre el misil desde que entra a la nu-
be hasta que se detiene en la montaña? c) Realizar una gráfica de velocidad contra tiempo 
para el recorrido del misil desde que está a punto de entrar a la nube hasta que se detiene. 
Comprobar con esta gráfica la respuesta hallada en b). d) Hacer una gráfica cualitativa (sin 
números, sólo importa la forma) de posición contra tiempo, desde que el misil entra a la 
nube hasta que se detiene por completo. e) Volver a responder los numerales a) y c), pero 
ahora con un sistema en el cual el misil se mueve en la dirección negativa de X. Comparar 
las gráficas de la velocidad de c) con estas nuevas, y analizar el comportamiento de la rapi-
dez del misil a partir de ambas gráficas de velocidad.
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Solución

¿Qué información nos dan?

La rapidez del misil antes de entrar a la nube es de 600 m/s, y al salir es de 500 m/s. El misil
se demora 10 segundos cruzando el cúmulo de nubes. El misil vuela a 500 m/s durante 20
segundos hasta que se choca con una montaña. El misil se demora 2 segundos en enterrarse en
la montaña. En el cúmulo de nubes y en la montaña el misil pierde rapidez de forma constante.
El misil nunca perdió altura. El misil se mueve en la dirección positiva de X.

¿Qué nos piden?

(a) Aceleración del misil en la nube y en la montaña.

(b) Distancia recorrida por el misil desde que entra a la nube hasta que se detiene en la
montaña.

(c) Realizar una gráfica de velocidad contra tiempo y usar esta gráfica para corroborar la
distancia hallada en (b).

(d) Realizar una gráfica cualitativa de posición contra tiempo desde el momento en que el
misil entra a la nube hasta que se detiene por completo.

(e) Responder (a) y (c) usando un sistema en el cual el misil se mueva en el sentido negativo
de X. Comparar la gráficas de (c) con la nueva gráfica de velocidad, y analizar la rapidez
del misil a partir de ambas gráficas.

(a) Primero, como en todos los problemas de cinemática, escogemos un sistema
de coordenadas. Nos dicen que debemos escoger un sistema en el cual el misil
se mueva en el sentido positivo de X. Además, como no pierde altura, el misil
no se mueve en la dirección de Y:

¿Qué información nos dan?

La velocidad del misil antes de entrar a la nube es de 600 m/s, y al salir es de 
500 m/s. El misil se demora 10 segundos cruzando el cúmulo de nubes. El misil 
vuela con 500 m/s durante 20 segundos hasta que se choca con una montaña. El 
misil se demora 2 segundos en enterrarse en la montaña. En el cúmulo de nubes 
y en la montaña, el misil pierde velocidad de forma constante. El misil nunca 
perdió altura. El misil se mueve en la dirección positiva de X.

¿Qué debemos hallar?

a) Aceleración del misil en la nube y en la montaña.

b) Distancia recorrida por el misil desde que entra a la nube hasta que se detie-
ne en la montaña.

c) Realizar una gráfica de velocidad contra tiempo y usar esta gráfica para co-
rroborar la distancia hallada en b).

d) Realizar una gráfica cualitativa de posición contra tiempo desde el momen-
to en que el misil entra a la nube hasta que se detiene por completo.

e) Responder a) y c) usando un sistema según el cual el misil se mueve en el 
sentido negativo de X. Comparar la gráficas de c) con la nueva gráfica de 
velocidad, y analizar la rapidez del misil a partir de ambas gráficas.

SOLUCIÓN

a). Primero, como en todos los problemas de cinemática, escogemos un sistema de coorde-
nadas. Nos dicen que debemos escoger un sistema en el cual el misil se mueve en el senti-
do positivo de X. Además, como no pierde altura, el misil no se mueve en la dirección de 
Y:

  X

  Y

Como la velocidad del misil cambia al entrar en la nube, el misil tiene aceleración mientras 
que pasa por la nube. Y como nos dicen que el misil pierde rapidez de forma constante, en-
tonces su aceleración es constante. Recordemos que la aceleración de un objeto está dada 
por

⃗a =
⃗v f − ⃗v i

t
   (1)

La velocidad del misil justo antes de entrar en la nube es de 600 m/s, y según el sistema, 
apunta en la dirección positiva de X. Cuando sale de las nubes, la velocidad del misil es de 
500 m/s, y también apunta en la dirección positiva de X. Además, el tiempo que pasa en la 
nube es de 10 segundos. Por lo tanto, la aceleración del misil será de

⃗a =
(500 m/s) ̂x − (600 m/s) ̂x

10 s
= − (10 m /s2) ̂x   (2)

Notemos el signo menos, que indica que la aceleración apunta en la dirección negativa de 
X. Es decir, la aceleración tiene dirección opuesta al movimiento del misil. Cuando la acele-
ración tiene dirección contraria al movimiento del objeto, decimos que el objeto tiene desa-
celeración. Es decir, el misil desacelera mientras pasa por las nubes. Pero como veremos 
pronto, el término “desacelerar” puede ser confuso. Es menos problemático si simplemente 
decimos que el misil tiene aceleración en la dirección negativa de X.  Cuando el misil está 
a punto de entrar en la montaña, su velocidad es de 500 m/s en la dirección positiva de X. 
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Como la rapidez del misil cambia al entrar en la nube, el misil tiene aceleración
mientras pasa por la nube. Y como nos dicen que el misil pierde rapidez de
forma constante, entonces su aceleración es constante. Recordemos que la
aceleración de un objeto está dada por

a⃗ =
v⃗f − v⃗i

t
. (1)

La velocidad del misil justo antes de entrar en la nube es de 600 m/s, y según
el sistema, apunta en la dirección positiva de X. Cuando sale de la nube, la
velocidad del misil es de 500 m/s y también apunta en la dirección positiva de
X. Además, el tiempo que pasa en la nube es de 10 segundos. Por lo tanto, la
aceleración del misil será de

a⃗ = (500 m/s)x̂−(600 m/s)x̂
10 s

= −(10 m/s2)x̂. (2)

Notemos el signo menos, que indica que la aceleración apunta en la dirección
negativa de X. Es decir, la aceleración tiene dirección opuesta al movimiento
del misil. Cuando la aceleración tiene dirección contraria al movimiento del objeto,
decimos que el objeto tiene desaceleración. Pero como veremos pronto, el término
“desacelerar” puede ser confuso. Es menos problemático si simplemente deci-
mos que el misil tiene aceleración en la dirección negativa de X.

Cuando el misil está a punto de entrar en la montaña, su velocidad es de 500
m/s en la dirección positiva de X. Dos segundos después de entrar, se detiene
completamente, ası́ que su velocidad en X es simplemente cero. Por lo tanto,
su aceleración al entrar en la montaña es

a⃗ = (0 m/s)x̂−(500 m/s)x̂
2 s

= −(250 m/s2)x̂. (3)

De nuevo obtenemos una aceleración que apunta en el sentido negativo de X.
Según nuestro sistema, esto quiere decir que el misil está perdiendo velocidad,
lo cual es obvio, pues el misil se detiene por completo al enterrarse.

(b) La distancia recorrida por el misil desde que entra a la nube hasta que
se entierra en la montaña se puede calcular como la suma de las diferentes
distancias recorridas por este. Primero necesitamos hallar la distancia que
recorre en la nube hasta que sale de ella, después, la distancia desde que sale
de la nube hasta que choca con la montaña, y finalmente la distancia dentro de
la montaña hasta detenerse.

Cuando está en la nube el misil tiene aceleración, ası́ que la distancia recorrida
en ese tramo está dada por (ver nota 2.18)

d = ∥1
2
at2 +vit∥ . (4)
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Como la velocidad del misil justo antes de entrar a la nube es de 600 m/s en la
dirección positiva de X, el tiempo que pasa en la nube es de 10 segundos, y la
aceleración es de 10 m/s2 en la dirección negativa de x, como hallamos con la
ecuación (2), entonces la distancia recorrida en la nube es

d1 = ∥−
1
2
(10 m/s2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

a

(10 s)2
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

t

+(600 m/s)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vi

(10 s)
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

t

∥ = (5500 m), (5)

donde hemos llamado d1 a la distancia en este tramo. Desde que el misil sale de
la nube hasta que choca con la montaña, el misil mantiene velocidad constante
de 500 m/s en dirección positiva de X. Por lo tanto, la distancia recorrida en
este trayecto se calcula usando que distancia es rapidez por tiempo:

d = vt. (6)

Como la rapidez es de 500 m/s y el tiempo de este trayecto es de 20 segundos,
entonces tenemos

d2 = (500 m/s)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

v

(20 s)
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

t

= (10000 m), (7)

donde hemos llamado d2 a la distancia en este tramo.

Finalmente, al entrar en la montaña el misil vuelve a tener un movimiento
con aceleración constante. En ese tramo su aceleración es de 250 m/s2 en la
dirección negativa de X, el tiempo es de 2 segundos, y la velocidad inicial al
entrar en la montaña es de 500 m/s en la dirección positiva de X. Por lo tanto,
la distancia recorrida es

d3 = ∥−
1
2
(250 m/s2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

a

(2 s)2
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

t

+(500 m/s)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vi

(2 s)
´¸¶

t

∥ = (500 m), (8)

donde hemos llamado d3 a la distancia en este tramo. Por lo tanto, la distancia
total recorrida será

dtotal = d1 +d2 +d3 = 5500 m+10000 m+500 m = 16000 m. (9)

(c) Para realizar una gráfica de velocidad contra tiempo debemos tener en cuen-
ta que el misil sigue tres movimientos diferentes. Primero es un movimiento
con aceleración mientras pasa por la nube. Después es un movimiento con
velocidad constante mientras vuela desde que sale de la nube hasta que llega
a la montaña. Finalmente es un movimiento con aceleración al entrar en la
montaña, pero una aceleración diferente a la de la nube. Ası́ que para construir
esta gráfica debemos construir tres gráficas y unirlas.
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Al pasar por la nube el misil tiene aceleración. La velocidad cuando un objeto
tiene aceleración está dada por

v⃗f = a⃗t + v⃗i . (10)

Usando la aceleración al pasar por la nube, que es de 10 m/s2 en sentido
negativo de X, y que la velocidad inicial es de 600 m/s en el sentido positivo
de X, tenemos

vf x̂ = −(10 m/s2)tx̂+(600 m/s)x̂. (11)

(No ponemos el tiempo porque queremos la ecuación en función del tiempo).
Aplicando la regla de oro, esta ecuación se convierte en

v⃗f = −(10 m/s2)t +(600 m/s). (12)

Esta es la ecuación de una lı́nea recta, con pendiente negativa de 10 m/s2, y
que corta el eje Y en 600 m/s:

⃗v f = ⃗a t + ⃗v i   (10)

Usando la aceleración al pasar por la nube, que es de 10 m /s2 en sentido negativo de X, y 
que la velocidad inicial es de 600 m/s en el sentido positivo de X, tenemos:

vf ̂x = − (10 m /s2)t ̂x + (600 m/s) ̂x   (11)

(No ponemos el tiempo porque queremos la ecuación en función del tiempo). Aplicando la 
regla de oro, esta ecuación se convierte en

vf = − (10 m /s2)t + (600 m/s)   (12)

Esta es la ecuación de una línea recta, con pendiente negativa de 10 m /s2 , y que corta el 
eje Y en 600 m/s:
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Desde que el misil sale de la nube hasta que choca con la montaña, el misil viaja a veloci-
dad constante de 500 m/s, en sentido positivo de X.  Por lo tanto, en este trayecto, que dura 
20 segundos, su velocidad en función del tiempo es una línea horizontal:
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V(m/s)
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Cuando el misil sale de la nube, mantiene durante 20 segundos una 
velocidad de 500 m/s en el sentido positivo de X (hasta el punto 
verde).

Finalmente, el misil choca con la montaña y vuelve a tener aceleración negativa. Esta parte 
de la gráfica la podemos realizar escribiendo la ecuación de movimiento en ese tramo, que 
sería

vf ̂x = − (250 m /s2)t ̂x + (500 m/s) ̂x   (13)

Al aplicar la regla de oro, obtenemos:

vf = − (250 m /s2)t + (500 m/s)   (14)

Esta es una recta con pendiente negativa de 250 m /s2 y que corta el eje Y en 500 m/s. Pero 
cuidado, la recta dada por la ecuación (14) no corta el eje Y de la gráfica que estamos cons-
truyendo, porque la gráfica que estamos construyendo tiene en cuenta otros tiempos. De 
hecho, la ecuación (14) debería escribirse como

vf = − (250 m /s2)(t + 30 s) + (500 m/s)   (15),

125

Gráfica de velocidad contra tiempo cuando el misil pasa por la nube. Comienza
en 600 m/s y su pendiente es de −10 m/s2. En 10 segundos el misil disminuye la
velocidad hasta 500 m/s (punto azul).

Desde que el misil sale de la nube hasta que choca con la montaña, el misil
viaja a velocidad constante de 500 m/s, en sentido positivo de X. Por lo tanto,
en este trayecto, que dura 20 segundos, su velocidad en función del tiempo es
una lı́nea horizontal:
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⃗v f = ⃗a t + ⃗v i   (10)

Usando la aceleración al pasar por la nube, que es de 10 m /s2 en sentido negativo de X, y 
que la velocidad inicial es de 600 m/s en el sentido positivo de X, tenemos:

vf ̂x = − (10 m /s2)t ̂x + (600 m/s) ̂x   (11)

(No ponemos el tiempo porque queremos la ecuación en función del tiempo). Aplicando la 
regla de oro, esta ecuación se convierte en

vf = − (10 m /s2)t + (600 m/s)   (12)

Esta es la ecuación de una línea recta, con pendiente negativa de 10 m /s2 , y que corta el 
eje Y en 600 m/s:
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Gráfica de velocidad contra tiempo cuando el misil pasa por la nube.  
Comienza en 600 m/s y su pendiente es de −10 m /s2. En 10 segundos 
el misil disminuye la velocidad hasta 500 m/s (punto azul).

Desde que el misil sale de la nube hasta que choca con la montaña, el misil viaja a veloci-
dad constante de 500 m/s, en sentido positivo de X.  Por lo tanto, en este trayecto, que dura 
20 segundos, su velocidad en función del tiempo es una línea horizontal:
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Finalmente, el misil choca con la montaña y vuelve a tener aceleración negativa. Esta parte 
de la gráfica la podemos realizar escribiendo la ecuación de movimiento en ese tramo, que 
sería

vf ̂x = − (250 m /s2)t ̂x + (500 m/s) ̂x   (13)

Al aplicar la regla de oro, obtenemos:

vf = − (250 m /s2)t + (500 m/s)   (14)

Esta es una recta con pendiente negativa de 250 m /s2 y que corta el eje Y en 500 m/s. Pero 
cuidado, la recta dada por la ecuación (14) no corta el eje Y de la gráfica que estamos cons-
truyendo, porque la gráfica que estamos construyendo tiene en cuenta otros tiempos. De 
hecho, la ecuación (14) debería escribirse como

vf = − (250 m /s2)(t + 30 s) + (500 m/s)   (15),
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Cuando el misil sale de la nube, mantiene durante 20 segundos una velocidad de
500 m/s en el sentido positivo de X (hasta el punto verde).

Finalmente el misil choca con la montaña y vuelve a tener aceleración nega-
tiva. Esta parte de la gráfica la podemos realizar escribiendo la ecuación de
movimiento en ese tramo, que es

vf x̂ = −(250 m/s2)tx̂+(500 m/s)x̂. (13)

Al aplicar la regla de oro, obtenemos

vf = −(250 m/s2)t +(500 m/s). (14)

Esta es una recta con pendiente negativa de 250 m/s2 que corta el eje Y en 500
m/s. Pero cuidado, la recta dada por la ecuación (14) no corta el eje Y de la
gráfica que estamos construyendo, porque la gráfica que estamos construyendo
tiene en cuenta otros tiempos. De hecho, para ser rigurosos, la ecuación (14)
deberı́a escribirse como

vf = −(250 m/s2)(t +30 s)+ (500 m/s), (15)

porque ya han pasado 30 segundos según nuestra última gráfica. Aunque podemos
trazar esta lı́nea recta con facilidad, es aun más fácil si nos olvidamos de la
ecuación 15 y tenemos en cuenta que desde que el misil entra a la montaña
hasta que se detiene, pasan 2 segundos. Cuando se detiene la velocidad es cero.
Por lo tanto, la lı́nea recta de este tramo es muy fácil de construir:
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porque ya han pasado 30 segundos según nuestra última gráfica. Aunque podemos trazar 
esta línea recta con facilidad, es incluso más fácil si nos olvidamos de la ecuación (15) y 
tenemos en cuenta que desde que el misil  entra a la montaña hasta que se detiene, pasan 2 
segundos. Cuando se detiene la velocidad es cero. Por lo tanto, la línea recta de este tramo 
es muy fácil de construir:
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Notemos lo pendiente que es la última recta. Esto indica que el misil tiene una gran acelera-
ción negativa al entrar a la montaña, lo cual es intuitivo. Usando esta gráfica, debemos co-
rroborar la distancia total recorrida hallada en el numeral anterior. Recordemos que la dis-
tancia recorrida es igual al área encerrada en una gráfica de velocidad contra tiempo. Ha-
ciendo geometría simple, podemos calcular esta distancia: 
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El área encerrada es igual a la distancia total recorrida. Notemos 
que este área total es la suma del área de dos triángulos y de dos 
rectángulos.

El área del triángulo de color azul claro es igual a 10 segundos (que es la base) por 100 m/s 
que es la altura, sobre dos. Esto da 500 m. El área del rectángulo azul oscuro es 10 segun-
dos que es la base, por 500 m/s que es la altura, es decir, 5000 m. El área del rectángulo 
rojo es de 20 segundos que es la base, por 500 m/s que es la altura, es decir, 10000 m. Final-
mente, el área del triángulo verde sería de 2 segundos que es la base, por 500 m/s que es la 
altura, dividido 2, es decir, 500 m. Así, el área total sería 

Atotal = 500 m + 5000 m + 10000 m + 500 m = 16000 m   (16)

Esto concuerda con lo hallado en el numeral anterior (ecuación (9)).

d) Ahora debemos realizar una gráfica cualitativa de posición contra tiempo para todo el 
recorrido del misil. Esta gráfica es sencilla de hacer porque sólo es cualitativa (sólo im-
porta la forma). Primero, escribamos la ecuación de movimiento del misil en la nube 
según el sistema escogido. La aceleración en la nube es negativa y es de 10 m /s2 como 
hayamos en el numeral a). La posición inicial es cero tal como dijimos en el numeral 
anterior. Además, la velocidad inicial al entrar a la nube es de  600 m/s positiva en X. 
Por lo tanto, la ecuación de movimiento es:

126

Cuando el misil entra a la montaña, pasa de tener velocidad de 500 m/s en
dirección positiva de X a cero, en dos segundos.

Notemos lo pendiente que es la última recta. Esto indica que el misil tiene
una gran aceleración negativa al entrar a la montaña, lo cual se intuye con
facilidad.

Usando esta última gráfica, debemos corroborar la distancia total recorrida
hallada en el numeral anterior. Recordemos que la distancia recorrida es
igual al área encerrada en una gráfica de velocidad contra tiempo. Haciendo
geometrı́a simple, podemos calcular esta distancia:

porque ya han pasado 30 segundos según nuestra última gráfica. Aunque podemos trazar 
esta línea recta con facilidad, es incluso más fácil si nos olvidamos de la ecuación (15) y 
tenemos en cuenta que desde que el misil  entra a la montaña hasta que se detiene, pasan 2 
segundos. Cuando se detiene la velocidad es cero. Por lo tanto, la línea recta de este tramo 
es muy fácil de construir:
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Cuando el misil entra a la montaña, pasa de tener velocidad de 500 
m/s en dirección positiva de X a cero, en dos segundos.

Notemos lo pendiente que es la última recta. Esto indica que el misil tiene una gran acelera-
ción negativa al entrar a la montaña, lo cual es intuitivo. Usando esta gráfica, debemos co-
rroborar la distancia total recorrida hallada en el numeral anterior. Recordemos que la dis-
tancia recorrida es igual al área encerrada en una gráfica de velocidad contra tiempo. Ha-
ciendo geometría simple, podemos calcular esta distancia: 
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El área del triángulo de color azul claro es igual a 10 segundos (que es la base) por 100 m/s 
que es la altura, sobre dos. Esto da 500 m. El área del rectángulo azul oscuro es 10 segun-
dos que es la base, por 500 m/s que es la altura, es decir, 5000 m. El área del rectángulo 
rojo es de 20 segundos que es la base, por 500 m/s que es la altura, es decir, 10000 m. Final-
mente, el área del triángulo verde sería de 2 segundos que es la base, por 500 m/s que es la 
altura, dividido 2, es decir, 500 m. Así, el área total sería 

Atotal = 500 m + 5000 m + 10000 m + 500 m = 16000 m   (16)

Esto concuerda con lo hallado en el numeral anterior (ecuación (9)).

d) Ahora debemos realizar una gráfica cualitativa de posición contra tiempo para todo el 
recorrido del misil. Esta gráfica es sencilla de hacer porque sólo es cualitativa (sólo im-
porta la forma). Primero, escribamos la ecuación de movimiento del misil en la nube 
según el sistema escogido. La aceleración en la nube es negativa y es de 10 m /s2 como 
hayamos en el numeral a). La posición inicial es cero tal como dijimos en el numeral 
anterior. Además, la velocidad inicial al entrar a la nube es de  600 m/s positiva en X. 
Por lo tanto, la ecuación de movimiento es:

126

El área encerrada es igual a la distancia total recorrida. Notemos que este área
total es la suma del área de dos triángulos y de dos rectángulos.

El área del triángulo de color azul claro es igual a 10 segundos (que es la base)
por 100 m/s (que es la altura), sobre dos. Esto da 500 m. El área del rectángulo
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azul oscuro es 10 segundos, que es la base, por 500 m/s, que es la altura, es
decir, 5000 m. El área del rectángulo rojo es de 20 segundos, que es la base, por
500 m/s, que es la altura, es decir, 10000 m. Finalmente, el área del triángulo
verde es de 2 segundos, que es la base, por 500 m/s, que es la altura, dividido
2, es decir, 500 m. Ası́, el área total es

Atotal = 500 m+5000 m+10000 m+500 m = 16000 m. (16)

Esto concuerda con lo hallado en el numeral (b), ecuación (9).

(d) Ahora debemos realizar una gráfica cualitativa de posición contra tiempo
para todo el recorrido del misil. Esta gráfica es fácil de hacer porque sólo es
cualitativa (sólo importa la forma).

Primero escribamos la ecuación de movimiento del misil en la nube según el
sistema escogido. La aceleración en la nube es negativa y es de 10 m/s2 como
hallamos en la sección (a). La posición inicial es cero. Además, la velocidad
inicial al entrar a la nube es de 600 m/s positiva en X. Por lo tanto, la ecuación
de movimiento es

xf x̂ = −
1
2
(10 m/s2)t2x̂+(600 m/s)tx̂. (17)

Si aplicamos la regla de oro, esta ecuación queda

xf = −
1
2
(10 m/s2)t2 +(600 m/s)t. (18)

Esta es la ecuación de una parábola (para repasar cómo graficar parábolas
véase el problema 2.15). Como el término cuadrático es negativo, esta parábola
se abre hacia abajo. Además, como el término lineal y el cuadrático tienen
signos diferentes, la parábola está corrida en el sentido positivo de X. Además,
la parábola corta el eje Y en el origen porque la posición inicial es cero. El
lector podrı́a dibujar una parábola ası́:

xf ̂x = −
1
2

(10 m /s2)t2 ̂x + (600 m/s)t ̂x   (17)

Si aplicamos la regla de oro, esta ecuación queda:

xf = −
1
2

(10 m /s2)t2 + (600 m/s)t   (18)

Esta es la ecuación de una parábola. Como el término cuadrático es negativo, esta parábola 
se abre hacia abajo. Además, como el término lineal y el cuadrático tienen signos diferen-
tes, la parábola está corrida en el sentido positivo de X. Además, la parábola corta el eje Y 
en el origen porque la posición inicial es cero. El lector podría dibujar una parábola así:

Sin embargo, hacer esa gráfica sería un error. Cuando el misil sale de la nube, el misil tiene 
velocidad de 500 m/s. Esto quiere decir que, aunque la rapidez ha disminuido desde 600 m/
s hasta 500 m/s, el objeto todavía está lejos de tener velocidad cero (así que la gráfica no 
debería cortar el eje X). Y como la velocidad es cero en el “morro” de la parábola (Nota 
2.22), entonces podemos inferir que al salir de la nube la parábola de la posición no ha lle-
gado al morro. Por lo tanto, deberíamos dibujar un pedazo de parábola que todavía está cre-
ciendo (que no alcanza a llegar al “morro”):

t

X

El misil tiene aceleración negativa mientras pasa 
por la nube. Además, al salir de la nube, el misil 

sigue con velocidad positiva así que la parábola no 
alcanza a llegar a su punto más alto.

Después de que sale de la nube, el misil vuela con velocidad constante positiva, así que la 
gráfica de posición contra tiempo en este tramo es una línea recta. 

t

X

Entre la nube y la montaña el misil se mueve con 
velocidad positiva, así que en ese tramo su 

gráfica de posición contra tiempo es una línea 

Cuidado: El lector podría preguntar por qué le pusimos a la recta esa pendiente y no otra, 
si sólo nos importa la forma de la gráfica. Por ejemplo, ¿por qué no usamos la siguiente 
recta?:

127
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Sin embargo, hacer esa gráfica serı́a un error. Cuando el misil sale de la nube,
el misil tiene velocidad de 500 m/s. Esto quiere decir que, aunque la rapidez
ha disminuido desde 600 m/s hasta 500 m/s, el misil todavı́a está lejos de
tener velocidad cero. Y como la velocidad es cero en el punto más alto de la
parábola (nota 2.21), entonces podemos inferir que al salir de la nube la parábola
de la posición no ha llegado al punto más alto. Por lo tanto, deberı́amos dibujar
un pedazo de parábola que todavı́a está creciendo (que no alcanza a llegar al
punto más alto):

xf ̂x = −
1
2

(10 m /s2)t2 ̂x + (600 m/s)t ̂x   (17)

Si aplicamos la regla de oro, esta ecuación queda:

xf = −
1
2

(10 m /s2)t2 + (600 m/s)t   (18)

Esta es la ecuación de una parábola. Como el término cuadrático es negativo, esta parábola 
se abre hacia abajo. Además, como el término lineal y el cuadrático tienen signos diferen-
tes, la parábola está corrida en el sentido positivo de X. Además, la parábola corta el eje Y 
en el origen porque la posición inicial es cero. El lector podría dibujar una parábola así:

Sin embargo, hacer esa gráfica sería un error. Cuando el misil sale de la nube, el misil tiene 
velocidad de 500 m/s. Esto quiere decir que, aunque la rapidez ha disminuido desde 600 m/
s hasta 500 m/s, el objeto todavía está lejos de tener velocidad cero (así que la gráfica no 
debería cortar el eje X). Y como la velocidad es cero en el “morro” de la parábola (Nota 
2.22), entonces podemos inferir que al salir de la nube la parábola de la posición no ha lle-
gado al morro. Por lo tanto, deberíamos dibujar un pedazo de parábola que todavía está cre-
ciendo (que no alcanza a llegar al “morro”):

t

X

Después de que sale de la nube, el misil vuela con velocidad constante positiva, así que la 
gráfica de posición contra tiempo en este tramo es una línea recta. 

t

X

Entre la nube y la montaña el misil se mueve con 
velocidad positiva, así que en ese tramo su 

gráfica de posición contra tiempo es una línea 

Cuidado: El lector podría preguntar por qué le pusimos a la recta esa pendiente y no otra, 
si sólo nos importa la forma de la gráfica. Por ejemplo, ¿por qué no usamos la siguiente 
recta?:
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El misil tiene aceleración negativa mientras pasa por la nube. Además, al salir
de la nube, el misil sigue con velocidad positiva ası́ que la parábola no alcanza a
llegar a su punto más alto.

Después de que sale de la nube, el misil vuela con velocidad constante positiva,
ası́ que la gráfica de posición contra tiempo en este tramo es una lı́nea recta.

xf ̂x = −
1
2

(10 m /s2)t2 ̂x + (600 m/s)t ̂x   (17)

Si aplicamos la regla de oro, esta ecuación queda:

xf = −
1
2

(10 m /s2)t2 + (600 m/s)t   (18)

Esta es la ecuación de una parábola. Como el término cuadrático es negativo, esta parábola 
se abre hacia abajo. Además, como el término lineal y el cuadrático tienen signos diferen-
tes, la parábola está corrida en el sentido positivo de X. Además, la parábola corta el eje Y 
en el origen porque la posición inicial es cero. El lector podría dibujar una parábola así:

Sin embargo, hacer esa gráfica sería un error. Cuando el misil sale de la nube, el misil tiene 
velocidad de 500 m/s. Esto quiere decir que, aunque la rapidez ha disminuido desde 600 m/
s hasta 500 m/s, el objeto todavía está lejos de tener velocidad cero (así que la gráfica no 
debería cortar el eje X). Y como la velocidad es cero en el “morro” de la parábola (Nota 
2.22), entonces podemos inferir que al salir de la nube la parábola de la posición no ha lle-
gado al morro. Por lo tanto, deberíamos dibujar un pedazo de parábola que todavía está cre-
ciendo (que no alcanza a llegar al “morro”):

t

X

El misil tiene aceleración negativa mientras pasa 
por la nube. Además, al salir de la nube, el misil 

sigue con velocidad positiva así que la parábola no 
alcanza a llegar a su punto más alto.

Después de que sale de la nube, el misil vuela con velocidad constante positiva, así que la 
gráfica de posición contra tiempo en este tramo es una línea recta. 

t

X

Cuidado: El lector podría preguntar por qué le pusimos a la recta esa pendiente y no otra, 
si sólo nos importa la forma de la gráfica. Por ejemplo, ¿por qué no usamos la siguiente 
recta?:
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Entre la nube y la montaña el misil se mueve con velocidad positiva, ası́ que en
ese tramo su gráfica de posición contra tiempo es una lı́nea recta.

Finalmente, al enterrarse en la montaña el misil tiene aceleración negativa,
o sea que su gráfica es la de una parábola que se abre hacia abajo. Además,
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el misil llega a velocidad cero, lo que quiere decir que la parábola alcanza a
llegar al punto más alto. Esta vez tenemos que tratar de que la pendiente de
la primera lı́nea recta de la nueva parábola concuerde con la pendiente de la
lı́nea recta anterior, pues la velocidad justo al entrar a la montaña es de 500
m/s (para entender por qué las pendientes deben ser iguales, se recomienda
leer los comentarios adicionales al final del ejercicio):

te de la última línea recta correspondería a una velocidad de 500 m/s positiva. Dado que al 
salir de la nube el misil se mantiene con velocidad de 500 m/s hasta que llega a la montaña, 
en nuestra gráfica la línea recta de ese tramo (desde que sale de la nube hasta que llega a la 
montaña) tendría que tener la misma pendiente que la última línea recta (la que llega al pun-
to azul) de nuestra parábola. Si le ponemos una pendiente a la línea de la posición contra 
tiempo del misil desde que sale de la nube hasta que llega a la montaña diferente a la pen-
diente de la última línea de la parábola,  entonces no estaríamos siendo consecuentes, pues 
ambas velocidades son la misma (500 m/s):

t

X

La línea recta después de salir de la nube tiene que tener la misma pendi-
ente que la última línea recta de la parábola, pues la pendiente de la úl-
tima línea recta de la parábola representa la velocidad del misil justo al 

salir de la nube (esa velocidad se mantiene). En la figura izquierda la 
pendiente de la línea roja final no concuerda con la línea negra que está 

al final de la parábola, pero en la figura derecha sí lo hacen.

t

X

Finalmente, al enterrarse en la montaña el misil tiene aceleración negativa, o sea que su 
gráfica sería la de una parábola que se abre hacia abajo. Además, el misil llega a velocidad 
cero, lo que quiere decir que la parábola alcanza a llegar al punto más alto. Y otra vez tene-
mos que tener cuidado con la forma en que unimos la línea recta de la posición entre la nu-
be y la montaña, y la parábola del tramo al enterrarse en la montaña. Esta vez tenemos que 
tratar de que la pendiente de la primera línea recta de la parábola concuerde con la pendien-
te de la línea recta anterior, pues la velocidad justo al entrar a la montaña es de 500 m/s.

t

X

La anterior sería una gráfica esquemática de posición contra tiempo para todo el trayecto 
del misil.

e) Ahora debemos elegir un sistema en el cual el misil se mueve en la dirección negativa de 
X:

  X

  Y

Según este sistema, la velocidad del misil al entrar a la nube sería de 600 m/s en la direc-
ción negativa, y la velocidad al salir de la nube sería de 500 m/s en la misma dirección. Por 
lo tanto, la aceleración del misil en este tramo es:

⃗a =
(−500 m/s) ̂x − (−600 m/s) ̂x

10 s
= (10 m /s2) ̂x   (19)
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Al enterrarse en la montaña el misil alcanza velocidad cero, ası́ que la parábola en
ese tramo llega a su punto más alto.

La anterior es una gráfica esquemática de posición contra tiempo para todo el
trayecto del misil.

(e) Ahora debemos elegir un sistema en el cual el misil se mueve en la dirección
negativa de X:

te de la última línea recta correspondería a una velocidad de 500 m/s positiva. Dado que al 
salir de la nube el misil se mantiene con velocidad de 500 m/s hasta que llega a la montaña, 
en nuestra gráfica la línea recta de ese tramo (desde que sale de la nube hasta que llega a la 
montaña) tendría que tener la misma pendiente que la última línea recta (la que llega al pun-
to azul) de nuestra parábola. Si le ponemos una pendiente a la línea de la posición contra 
tiempo del misil desde que sale de la nube hasta que llega a la montaña diferente a la pen-
diente de la última línea de la parábola,  entonces no estaríamos siendo consecuentes, pues 
ambas velocidades son la misma (500 m/s):

t

X

La línea recta después de salir de la nube tiene que tener la misma pendi-
ente que la última línea recta de la parábola, pues la pendiente de la úl-
tima línea recta de la parábola representa la velocidad del misil justo al 

salir de la nube (esa velocidad se mantiene). En la figura izquierda la 
pendiente de la línea roja final no concuerda con la línea negra que está 

al final de la parábola, pero en la figura derecha sí lo hacen.

t

X

Finalmente, al enterrarse en la montaña el misil tiene aceleración negativa, o sea que su 
gráfica sería la de una parábola que se abre hacia abajo. Además, el misil llega a velocidad 
cero, lo que quiere decir que la parábola alcanza a llegar al punto más alto. Y otra vez tene-
mos que tener cuidado con la forma en que unimos la línea recta de la posición entre la nu-
be y la montaña, y la parábola del tramo al enterrarse en la montaña. Esta vez tenemos que 
tratar de que la pendiente de la primera línea recta de la parábola concuerde con la pendien-
te de la línea recta anterior, pues la velocidad justo al entrar a la montaña es de 500 m/s.

t

X

Al enterrarse en la montaña el misil alcanza velo-
cidad cero, así que la parábola en ese tramo llega 

a su punto más alto.

La anterior sería una gráfica esquemática de posición contra tiempo para todo el trayecto 
del misil.

e) Ahora debemos elegir un sistema en el cual el misil se mueve en la dirección negativa de 
X:

  X

  Y

Según este sistema, la velocidad del misil al entrar a la nube sería de 600 m/s en la direc-
ción negativa, y la velocidad al salir de la nube sería de 500 m/s en la misma dirección. Por 
lo tanto, la aceleración del misil en este tramo es:

⃗a =
(−500 m/s) ̂x − (−600 m/s) ̂x

10 s
= (10 m /s2) ̂x   (19)
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Según este sistema, la velocidad del misil al entrar a la nube es de 600 m/s
en la dirección negativa, y la velocidad al salir de la nube es de 500 m/s en la
misma dirección. Por lo tanto, la aceleración del misil en este tramo es

a⃗ = (−500 m/s)x̂−(−600 m/s)x̂
10 s

= (10 m/s2)x̂. (19)
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Notemos que la magnitud de esta aceleración es igual a la magnitud de la
aceleración hallada con el sistema anterior en la ecuación (2), pero el signo es
positivo (antes era negativo).

Cuando el misil entra a la montaña, su velocidad es de 500 m/s en el sentido
negativo de X, y al final su velocidad es cero. Por lo tanto, la aceleración en este
tramo es

a⃗ = (500 m/s)x̂−(0 m/s)x̂
2 s

= (250 m/s2)x̂. (20)

De nuevo, la aceleración es de la misma magnitud que la hallada antes, pero
con signo positivo esta vez.

Ahora debemos realizar una gráfica de velocidad contra tiempo para todo el
recorrido del misil, teniendo en cuenta el nuevo sistema de coordenadas. Desde
el tiempo inicial hasta cuando sale de la nube (a los 10 segundos), el misil
tiene aceleración positiva de magnitud 10 m/s2 como dice la ecuación (19).
Esto quiere decir que en este tramo la velocidad del misil es una recta con
pendiente positiva. Además, la lı́nea comienza en la parte negativa del eje Y,
que corresponde a la rapidez de −600 m/s, que es la rapidez del misil justo
antes de entrar a la nube, y termina en −500 m/s, que es la rapidez del misil al
salir de la nube:

Notemos que la magnitud de esta aceleración es igual a la magnitud de la aceleración halla-
da con el sistema anterior (ecuación (2)), pero el signo es positivo (antes era negativo). 

Cuando el misil entra a la montaña, su velocidad es de 500 m/s en el sentido negativo de X, 
y al final su velocidad es cero. Por lo tanto, la aceleración en este tramo sería:

⃗a =
(500 m/s) ̂x − (0 m/s) ̂x

2 s
= (250 m /s2) ̂x   (20)

De nuevo, la aceleración es de la misma magnitud que la hallada antes, pero con signo posi-
tivo esta vez. 

Ahora debemos realizar una gráfica de velocidad contra tiempo para todo el recorrido del 
misil, teniendo en cuenta el nuevo sistema de coordenadas. Entre el tiempo inicial y cuando 
sale de la nube (a los 10 segundos), el misil tiene aceleración positiva de magnitud 10 m /s2 
como dice la ecuación (19). Esto quiere decir que en este tramo la velocidad del misil es 
una recta con pendiente positiva. Además, la línea comienza en la parte negativa del eje Y, 
que corresponde a la velocidad de -600 m/s que es la velocidad del misil justo antes de en-
trar a la nube, y termina en -500 m/s, que es la velocidad del misil al salir de la nube:
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Desde el segundo 10, durante 20 segundos, el misil se mantiene volando con velocidad 
constante, hasta que choca con la montaña. Su velocidad en ese tramo es de -500 m/s, que 
es la velocidad con la que sale de la nube. Por lo tanto, entre el segundo 10 y el 30 la gráfi-

ca de velocidad contra tiempo es la gráfica de una línea horizontal:
V(m/s) t(s)
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Desde que sale de la nube hasta 
el segundo 30, el misil vuela 
con velocidad constante de 
-500 m/s.

Finalmente, el misil se entierra en la montaña. En ese tramo, según el sistema elegido, el 
misil tiene aceleración positiva de magnitud 250 m /s2, así que su gráfica de velocidad co-
rresponde a una línea con pendiente positiva. El misil alcanza la velocidad cero en 2 segun-
dos:
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El misil choca con la montaña y 
durante dos segundos tiene 
aceleración positiva de magni-
tud 250 m /s2, hasta que su velo-
cidad es cero.

Ahora debemos comparar esta gráfica de velocidad contra tiempo con la gráfica realizada 
en c), con el otro sistema. Para hacerlo, podemos poner una al lado de la otra:
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Gráfica de velocidad contra tiempo cuando el misil pasa por la nube. Comienza
en −600 m/s y su pendiente es de 10 m/s2. En 10 segundos el misil aumenta la
velocidad hasta −500 m/s (punto azul).

Desde el segundo 10, y durante 20 segundos, el misil se mantiene volando con
velocidad constante, hasta que choca con la montaña. Su rapidez en ese tramo
es de −500 m/s, que es la rapidez con la que sale de la nube. Por lo tanto, entre
el segundo 10 y el 30 la gráfica de velocidad contra tiempo es la gráfica de una
lı́nea horizontal:
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Notemos que la magnitud de esta aceleración es igual a la magnitud de la aceleración halla-
da con el sistema anterior (ecuación (2)), pero el signo es positivo (antes era negativo). 

Cuando el misil entra a la montaña, su velocidad es de 500 m/s en el sentido negativo de X, 
y al final su velocidad es cero. Por lo tanto, la aceleración en este tramo sería:

⃗a =
(500 m/s) ̂x − (0 m/s) ̂x

2 s
= (250 m /s2) ̂x   (20)

De nuevo, la aceleración es de la misma magnitud que la hallada antes, pero con signo posi-
tivo esta vez. 

Ahora debemos realizar una gráfica de velocidad contra tiempo para todo el recorrido del 
misil, teniendo en cuenta el nuevo sistema de coordenadas. Entre el tiempo inicial y cuando 
sale de la nube (a los 10 segundos), el misil tiene aceleración positiva de magnitud 10 m /s2 
como dice la ecuación (19). Esto quiere decir que en este tramo la velocidad del misil es 
una recta con pendiente positiva. Además, la línea comienza en la parte negativa del eje Y, 
que corresponde a la velocidad de -600 m/s que es la velocidad del misil justo antes de en-
trar a la nube, y termina en -500 m/s, que es la velocidad del misil al salir de la nube:
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Gráfica de velocidad contra 
tiempo cuando el misil pasa 
por la nube.  Comienza en -600 
m/s y su pendiente es de 
10 m /s2. En 10 segundos el 
misil aumenta la velocidad 
hasta -500 m/s (punto azul).

Desde el segundo 10, durante 20 segundos, el misil se mantiene volando con velocidad 
constante, hasta que choca con la montaña. Su velocidad en ese tramo es de -500 m/s, que 
es la velocidad con la que sale de la nube. Por lo tanto, entre el segundo 10 y el 30 la gráfi-

ca de velocidad contra tiempo es la gráfica de una línea horizontal:
V(m/s) t(s)
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Finalmente, el misil se entierra en la montaña. En ese tramo, según el sistema elegido, el 
misil tiene aceleración positiva de magnitud 250 m /s2, así que su gráfica de velocidad co-
rresponde a una línea con pendiente positiva. El misil alcanza la velocidad cero en 2 segun-
dos:
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El misil choca con la montaña y 
durante dos segundos tiene 
aceleración positiva de magni-
tud 250 m /s2, hasta que su velo-
cidad es cero.

Ahora debemos comparar esta gráfica de velocidad contra tiempo con la gráfica realizada 
en c), con el otro sistema. Para hacerlo, podemos poner una al lado de la otra:
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Desde que sale de la nube hasta el segundo 30, el misil vuela con velocidad
constante de −500 m/s.

Finalmente, el misil se entierra en la montaña. En ese tramo, según el sistema
elegido, el misil tiene aceleración positiva de magnitud 250 m/s2, ası́ que su
gráfica de velocidad corresponde a una lı́nea con pendiente positiva. El misil
alcanza la rapidez cero en 2 segundos:

Notemos que la magnitud de esta aceleración es igual a la magnitud de la aceleración halla-
da con el sistema anterior (ecuación (2)), pero el signo es positivo (antes era negativo). 

Cuando el misil entra a la montaña, su velocidad es de 500 m/s en el sentido negativo de X, 
y al final su velocidad es cero. Por lo tanto, la aceleración en este tramo sería:

⃗a =
(500 m/s) ̂x − (0 m/s) ̂x

2 s
= (250 m /s2) ̂x   (20)

De nuevo, la aceleración es de la misma magnitud que la hallada antes, pero con signo posi-
tivo esta vez. 

Ahora debemos realizar una gráfica de velocidad contra tiempo para todo el recorrido del 
misil, teniendo en cuenta el nuevo sistema de coordenadas. Entre el tiempo inicial y cuando 
sale de la nube (a los 10 segundos), el misil tiene aceleración positiva de magnitud 10 m /s2 
como dice la ecuación (19). Esto quiere decir que en este tramo la velocidad del misil es 
una recta con pendiente positiva. Además, la línea comienza en la parte negativa del eje Y, 
que corresponde a la velocidad de -600 m/s que es la velocidad del misil justo antes de en-
trar a la nube, y termina en -500 m/s, que es la velocidad del misil al salir de la nube:
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Gráfica de velocidad contra 
tiempo cuando el misil pasa 
por la nube.  Comienza en -600 
m/s y su pendiente es de 
10 m /s2. En 10 segundos el 
misil aumenta la velocidad 
hasta -500 m/s (punto azul).

Desde el segundo 10, durante 20 segundos, el misil se mantiene volando con velocidad 
constante, hasta que choca con la montaña. Su velocidad en ese tramo es de -500 m/s, que 
es la velocidad con la que sale de la nube. Por lo tanto, entre el segundo 10 y el 30 la gráfi-

ca de velocidad contra tiempo es la gráfica de una línea horizontal:
V(m/s) t(s)
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Desde que sale de la nube hasta 
el segundo 30, el misil vuela 
con velocidad constante de 
-500 m/s.

Finalmente, el misil se entierra en la montaña. En ese tramo, según el sistema elegido, el 
misil tiene aceleración positiva de magnitud 250 m /s2, así que su gráfica de velocidad co-
rresponde a una línea con pendiente positiva. El misil alcanza la velocidad cero en 2 segun-
dos:
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-
-

Ahora debemos comparar esta gráfica de velocidad contra tiempo con la gráfica realizada 
en c), con el otro sistema. Para hacerlo, podemos poner una al lado de la otra:
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El misil choca con la montaña y durante dos segundos tiene aceleración positiva
de magnitud 250 m/s2, hasta que su velocidad es cero.

Ahora debemos comparar esta gráfica de velocidad contra tiempo con la gráfica
realizada en (c), con el otro sistema. Para hacerlo, podemos poner una debajo
de la otra:
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Gráfica de velocidad contra tiempo para el misil, con un sistema en 
el cual el misil se mueve en la dirección positiva de X.

Las gráficas son muy parecidas, sólo que una es como una inversión de la otra. En la gráfica de la derecha la aceleración es negativa entre 0 y 10 segundos, pero en la gráfica izquierda la acele-
ración es positiva entre 0 y 10 segundos. En ambas la velocidad se mantiene constante entre el segundo 10 y el segundo 20, sólo que en la gráfica izquierda la velocidad que se mantiene cons-
tante es de −(500 m/s) ̂x , mientras que en la gráfica derecha la velocidad que se mantiene constante es de (500 m/s) ̂x. Finalmente, entre el segundo 30 y 32, la aceleración del misil es positiva 
en la gráfica izquierda, y negativa en la gráfica derecha. En la gráfica izquierda el misil aumenta su velocidad desde −(500 m/s) ̂x  hasta (0 m/s) ̂x, mientras que en la otra gráfica el misil dismi-
nuye su velocidad desde (500 m/s) ̂x hasta (0 m/s) ̂x. 

Ahora debemos analizar el comportamiento de la rapidez del misil según las dos gráficas. En la gráfica izquierda la rapidez inicial es 600 m/s, pues la magnitud de la velocidad es la rapidez, y 
la velocidad inicial es −(600 m/s) ̂x  (la magnitud de −(600 m/s) ̂x es 600 m/s). En el segundo 10, la rapidez según la gráfica izquierda es 500 m/s, que correspondería a la magnitud de 
−(500 m/s) ̂x. O sea que en la gráfica izquierda, la rapidez pasó desde 600 m/s hasta 500 m/s, es decir, disminuyó en 100 m/s. Después, la rapidez se mantiene constante, con un valor de 500 m/
s que corresponde a la magnitud de −(500 m/s) ̂x. Finalmente, la rapidez pasa de 500 m/s, hasta cero, que es la magnitud de la velocidad cero. Así que entre el segundo 30 y el 32 la rapidez dis-
minuye hasta cero. Esto es muy importante, porque se puede llegar a pensar que si la aceleración es positiva y la velocidad aumenta, entonces la rapidez aumenta. Como vemos en la gráfica 
izquierda, entre el segundo 30 y 32 la aceleración es positiva y la velocidad aumenta (pues pasa de ser −(500 m/s) ̂x a (0 m/s) ̂x), pero la rapidez no está aumentando sino disminuyendo pues 
pasa de ser 500 m/s a 0 m/s.

 Notemos que el comportamiento de la rapidez es exactamente igual según la gráfica derecha: la rapidez inicial también es 600 m/s, pues la magnitud de (600 m/s) ̂x que es la velocidad inicial, 
es 600 m/s. En el segundo 10, en la gráfica derecha, la rapidez también es 500 m/s, pues la magnitud de  (500 m/s) ̂x es 500 m/s. La rapidez se mantiene constante durante 20 segundos, y des-
pués disminuye desde 500 m/s hasta cero, en el segundo 32. Este comportamiento de la rapidez es igual en el caso de la gráfica izquierda. Esto muestra que aunque la velocidad y la acelera-
ción sí dependen del sistema, la magnitud de ambas cantidades no depende del sistema; en particular, la rapidez que es la magnitud de la velocidad, se comporta de forma idéntica según ambos 
sistemas. 

Por otro lado, este problema sirve para aclarar una confusión.  Según la gráfica izquierda, entre el segundo 30 y 32 la aceleración es positiva, es decir, la velocidad aumenta. ¿Pero no es muy 
raro decir que la velocidad del misil está aumentando entre el segundo 30 y 32, si en ese momento el misil se está enterrando en la montaña? ¿No se supone que el misil está frenando y dismi-
nuyendo su velocidad al entrar a la montaña? Esta es una confusión bastante común. La confusión tiene que ver con que nos olvidamos de la diferencia entre velocidad y rapidez. Como ya diji-
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Gráfica de velocidad contra tiempo para el misil, con un 
sistema en el cual el misil se mueve en la dirección negativa 
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Las gráficas son muy parecidas, sólo que una es una inversión de la otra. En
la gráfica inferior la aceleración es negativa entre 0 y 10 segundos, pero en la
gráfica superior la aceleración es positiva entre 0 y 10 segundos. En ambas la
velocidad se mantiene constante entre el segundo 10 y el segundo 20, pero en
la gráfica superior la velocidad que se mantiene constante es de −(500 m/s)x̂,
mientras que en la gráfica inferior la velocidad que se mantiene constante
es de (500 m/s)x̂. Finalmente, entre el segundo 30 y 32, la aceleración del
misil es positiva en la gráfica superior, y negativa en la gráfica inferior. En
la gráfica superior el misil aumenta su velocidad desde −(500 m/s)x̂ hasta
(0 m/s)x̂, mientras que en la otra gráfica el misil disminuye su velocidad desde
(500 m/s)x̂ hasta (0 m/s)x̂.

Ahora debemos analizar el comportamiento de la rapidez del misil según las
dos gráficas. En la gráfica superior la rapidez inicial es de 600 m/s, pues la
magnitud de la velocidad es la rapidez, y la velocidad inicial es −(600 m/s)x̂.
En el segundo 10 la rapidez según la gráfica superior es de 500 m/s, que
corresponderı́a a la magnitud de −(500 m/s)x̂. O sea que en la gráfica superior
la rapidez pasó desde 600 m/s hasta 500 m/s, es decir, disminuyó en 100
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m/s. Después la rapidez se mantiene constante, con un valor de 500 m/s que
corresponde a la magnitud de −(500 m/s)x̂. Finalmente la rapidez pasa de
500 m/s, hasta cero, que es la magnitud de la velocidad cero. Esto es muy
importante, porque se puede llegar a pensar que si la aceleración es positiva
entonces la rapidez aumenta. Como vemos en la gráfica superior, entre el
segundo 30 y 32 la aceleración es positiva, pues la velocidad pasa de ser
−(500 m/s)x̂ a (0 m/s)x̂. Sin embargo, la rapidez no está aumentando sino
disminuyendo pues pasa de ser 500 m/s a ser 0 m/s.

Notemos que el comportamiento de la rapidez es exactamente igual según la gráfica
inferior: la rapidez inicial también es 600 m/s, pues la magnitud de (600 m/s)x̂,
que es la velocidad inicial, es 600 m/s. En el segundo 10, en la gráfica inferior,
la rapidez también es 500 m/s, pues la magnitud de (500 m/s)x̂ es 500 m/s.
La rapidez se mantiene constante durante 20 segundos, y después disminuye
desde 500 m/s hasta cero, en el segundo 32. Esto muestra de nuevo que aunque
la velocidad y la aceleración dependen del sistema de coordenadas, la rapidez,
que es la magnitud de la velocidad, no.

Por otro lado, este problema sirve para aclarar una confusión. Según la gráfica
superior, entre el segundo 30 y 32 la aceleración es positiva, es decir, la ve-
locidad aumenta. ¿Pero no es muy raro decir que la velocidad del misil está
aumentando entre el segundo 30 y 32, si en ese momento el misil se está
enterrando en la montaña? ¿No se supone que el misil está frenando y dis-
minuyendo su velocidad al entrar a la montaña? Esta es una confusión muy
común. La confusión viene de que nos olvidamos de la diferencia entre veloci-
dad y rapidez. Según ambas gráficas la rapidez del misil está disminuyendo
al enterrarse en la montaña, y esto es precisamente lo que nos dicen nuestras
intuiciones. Pero que la velocidad esté aumentando mientras el misil se entierra
en la montaña según uno de los sistemas no es raro, porque el aumento de la
velocidad resulta del sistema elegido; hemos elegido un sistema en el cual el
misil se mueve en dirección negativa.

En algunos libros suele decirse que una aceleración negativa es una des-
aceleración. Sin embargo, el término desaceleración puede ser confuso. La
desaceleración parece ser un concepto de la vida diaria que en realidad tiene
que ver con la disminución de rapidez, no con la disminución de velocidad.
Por ejemplo, parece que estamos de acuerdo en que el misil está desacelerando
al entrar en la montaña, y también parece que si alguien aplica los frenos de la
bicicleta, la bicicleta desacelera sin importar cuál es el sistema. Si usamos el
concepto ası́, entonces estamos relacionando la desaceleración con la disminu-
ción de la rapidez y no con la disminución de la velocidad. Otros pueden usar
el concepto de desaceleración sólo para referirse a la disminución de velocidad
y no de rapidez. Pero para evitar esta posible ambigüedad, es mejor no usar el
concepto de desaceleración y decir simplemente “aceleración negativa según
nuestro sistema”.
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Ahora bien, el aumento o disminución de la rapidez se puede observar en una
gráfica de velocidad contra tiempo. Si a medida que pasa el tiempo la lı́nea
de la velocidad se está acercando al eje del tiempo, ya sea por arriba o por
abajo, la rapidez está disminuyendo (pues la magnitud de la velocidad está
disminuyendo). Si a medida que pasa el tiempo la lı́nea de la velocidad se
está alejando de la lı́nea del tiempo, por arriba o por abajo, la rapidez está
aumentando. Estas ideas se ilustran en las siguientes figuras:

mos antes, según ambas gráficas la rapidez del misil está disminuyendo al enterrarse en la 
montaña, y esto es precisamente lo que nos dicen nuestras intuiciones. Pero que la veloci-
dad esté aumentando mientras el misil se entierra en la montaña según uno de los sistemas 
no es raro, porque el aumento de la velocidad resulta del sistema elegido; hemos elegido un 
sistema en el cual el misil se mueve en dirección negativa.  Lo importante es tener presente 
que lo rápido o lento que se mueve el misil no es lo mismo que la velocidad: como vimos, 
en un sistema de coordenadas la velocidad del misil disminuye, en el otro sistema aumenta, 
pero en ambos sistemas el misil disminuye su rapidez (es decir, el misil se mueve cada vez 
más lentamente)  al enterrarse en la montaña. 

En algunos libros suele decirse que una aceleración negativa es una desaceleración. Sin 
embargo, el término desaceleración puede ser confuso. La desaceleración parece ser un 
concepto de la vida diaria que en realidad tiene que ver con la disminución de rapidez, no 
con la disminución de velocidad. Por ejemplo, parece que estamos de acuerdo en que el 
misil está desacelerando al entrar en la montaña, y también parece que si alguien aplica los 
frenos de la bicicleta, la bicicleta desacelera sin importar cuál es el sistema. Si usamos el 
concepto así, entonces estamos relacionando a la desaceleración con la disminución de la 
rapidez y no con la disminución de la velocidad. Otros pueden usar el concepto de desacele-
ración sólo para referirse a disminución de velocidad y no de rapidez. Pero para evitar esta 
posible ambigüedad, es mejor no usar el concepto de desaceleración y decir simplemente 
“aceleración negativa”.

Ahora, aunque la disminución de la velocidad no implica que la rapidez disminuya, ni el 
aumento de la velocidad implica que la rapidez aumente, podemos saber si la rapidez dismi-
nuye o aumenta analizando el comportamiento de la magnitud de la velocidad (lo que es 
obvio, pues la rapidez es la magnitud de la velocidad). El aumento o disminución de la rapi-
dez se puede observar de una gráfica de velocidad contra tiempo. Si a medida que pasa el 
tiempo la línea de la velocidad se está acercando al eje del tiempo, ya sea por arriba o por 
abajo, la rapidez está disminuyendo (pues la magnitud de la velocidad está disminuyendo). 
Si a medida que pasa el tiempo la línea de la velocidad se está alejando de la línea del tiem-
po, ya sea por arriba o por abajo, la rapidez está aumentando. Estas ideas se ilustran en las 
siguientes figuras:

Nota 2.23
Si la aceleración es positiva la velocidad está aumentando, pero no se sigue de esto 
que la rapidez está aumentando. Si la aceleración es negativa la velocidad está dis-
minuyendo, pero no necesariamente la rapidez está disminuyendo. La rapidez au-
menta sólo si la magnitud de la velocidad aumenta, es decir, si en la gráfica de la 
velocidad contra tiempo la línea de la velocidad se aleja del eje del tiempo. La rapi-
dez disminuye sólo si la magnitud de la velocidad disminuye, es decir, si en la grá-
fica de velocidad contra tiempo, la línea de la velocidad se acerca al eje del tiem-
po.
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VEn la gráfica izquierda, la lı́nea de la velocidad se acerca al eje del tiempo a medida
que pasa el tiempo, desde arriba. En la gráfica derecha la lı́nea de la velocidad se
acerca al eje del tiempo, a medida que pasa el tiempo, desde abajo. Por lo tanto,
como ambas lı́neas de velocidad se acercan al eje del tiempo, en ambos casos
la rapidez está disminuyendo. Sin embargo, en la gráfica izquierda la velocidad
disminuye mientras que en la derecha aumenta.
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concepto así, entonces estamos relacionando a la desaceleración con la disminución de la 
rapidez y no con la disminución de la velocidad. Otros pueden usar el concepto de desacele-
ración sólo para referirse a disminución de velocidad y no de rapidez. Pero para evitar esta 
posible ambigüedad, es mejor no usar el concepto de desaceleración y decir simplemente 
“aceleración negativa”.

Ahora, aunque la disminución de la velocidad no implica que la rapidez disminuya, ni el 
aumento de la velocidad implica que la rapidez aumente, podemos saber si la rapidez dismi-
nuye o aumenta analizando el comportamiento de la magnitud de la velocidad (lo que es 
obvio, pues la rapidez es la magnitud de la velocidad). El aumento o disminución de la rapi-
dez se puede observar de una gráfica de velocidad contra tiempo. Si a medida que pasa el 
tiempo la línea de la velocidad se está acercando al eje del tiempo, ya sea por arriba o por 
abajo, la rapidez está disminuyendo (pues la magnitud de la velocidad está disminuyendo). 
Si a medida que pasa el tiempo la línea de la velocidad se está alejando de la línea del tiem-
po, ya sea por arriba o por abajo, la rapidez está aumentando. Estas ideas se ilustran en las 
siguientes figuras:

Nota 2.23
Si la aceleración es positiva la velocidad está aumentando, pero no se sigue de esto 
que la rapidez está aumentando. Si la aceleración es negativa la velocidad está dis-
minuyendo, pero no necesariamente la rapidez está disminuyendo. La rapidez au-
menta sólo si la magnitud de la velocidad aumenta, es decir, si en la gráfica de la 
velocidad contra tiempo la línea de la velocidad se aleja del eje del tiempo. La rapi-
dez disminuye sólo si la magnitud de la velocidad disminuye, es decir, si en la grá-
fica de velocidad contra tiempo, la línea de la velocidad se acerca al eje del tiem-
po.
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En la gráfica izquierda, la lı́nea de la velocidad se aleja hacia abajo del eje del
tiempo a medida que pasa el tiempo. En la gráfica derecha la lı́nea de la velocidad
se aleja del eje del tiempo hacia arriba, a medida que pasa el tiempo. Por lo tanto,
como ambas lı́neas de velocidad se alejan del eje del tiempo, en ambos casos la
rapidez está aumentando. Sin embargo, en la gráfica izquierda la velocidad está
disminuyendo, mientras que en la derecha la velocidad está aumentando.
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Nota 2.22. Disminución y aumento de rapidez en una gráfica de ve-
locidad contra tiempo

Si la aceleración es positiva la velocidad está aumentando, pero no
se sigue de esto que la rapidez está aumentando. Si la aceleración es
negativa la velocidad está disminuyendo, pero no necesariamente la
rapidez está disminuyendo. La rapidez aumenta sólo si la magnitud de
la velocidad aumenta, es decir, si en la gráfica de la velocidad contra
tiempo la lı́nea de la velocidad se aleja del eje del tiempo. La rapidez
disminuye sólo si la magnitud de la velocidad disminuye, es decir, si en
la gráfica de velocidad contra tiempo la lı́nea de la velocidad se acerca
al eje del tiempo.

Comentarios adicionales para la sección (d): El lector podrı́a preguntar por qué
le pusimos a la recta de la figura esa pendiente y no otra, si sólo nos importa la
forma de la gráfica. Por ejemplo, ¿por qué no usamos la siguiente recta?:

t

X

Para entender por qué la gráfica anterior sería una mala gráfica, necesitamos algunos con-
ceptos de cálculo. Sin embargo, esos mismos conceptos los podemos introducir de forma 
sencilla sin necesidad de cálculo, sólo gráficamente. Así como la pendiente de una recta de 
posición contra tiempo nos indica la velocidad, también una parábola de posición contra 
tiempo tiene información sobre la velocidad del objeto. Claramente, una parábola no tiene 
una pendiente, pero podemos imaginar que si nos acercamos mucho a la gráfica (si hace-
mos mucho “zoom”), podemos usar pequeños segmentos rectos para describir la parábola 
(esto es una aproximación, pero en el límite cuando nos acercamos a distancias de longitud 
cero, es una excelente aproximación). Por ejemplo, si hacemos mucho zoom a la parábola 
de posición contra tiempo del misil en la nube, obtenemos:
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X
Hacemos mucho zoom a la gráfica.

Ahora podemos imaginar que este trozo de parábola se puede aproximar usando una unión 
de muchas líneas rectas:
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X
Podemos aproximar la parábola con una suce-

sión de líneas rectas muy cortas (líneas ne-
gras y blancas).

Ahora recordemos que la pendiente de una línea recta en una gráfica de posición contra 
tiempo representa la velocidad de un objeto. Si describimos la parábola con muchas líneas 
rectas, entonces es como si en cada tiempo estuviéramos diciendo cuál es la velocidad del 
objeto (cada línea recta de la gráfica anterior corresponde a una velocidad diferente). Recor-
demos el concepto de velocidad instantánea; es la velocidad de un objeto en cada instante 
de tiempo. Estas líneas rectas serían una forma gráfica de representar la velocidad instantá-
nea del objeto (cada línea es una velocidad instantánea). Notemos que la primeras líneas 
rectas son muy inclinadas y las ultimas son cada vez menos inclinadas. Como las líneas 
representan la velocidad, esto querría decir que al principio las velocidades instantáneas del 
misil son mayores que al final. Y esto tiene sentido porque el misil está perdiendo veloci-
dad al pasar por la nube. Además, recordemos que en el “morro” o en la cuenca de una pará-
bola de posición contra tiempo, la velocidad es cero. Eso se puede entender con nuestras 
líneas: si trazamos la parábola con líneas rectas pequeñas, entonces en el morro o en la 
cuenca de la parábola vamos a tener líneas rectas horizontales. Como la pendiente de esas 
líneas representa la velocidad, entonces en esos puntos la velocidad es cero. 

 La última línea recta (la que llega al punto azul) correspondería a la velocidad del objeto 
justo cuando sale de la nube. La primera línea recta (que parte del origen) corresponde a la 
velocidad del misil cuando entra a la nube. En el problema nos dicen que la velocidad al 
entrar a la nube es de 600 m/s en el sentido positivo de X, y la velocidad al salir de la nube 
es de 500 m/s en el sentido positivo. Esto querría decir que la pendiente de la primera línea 
recta de la gráfica anterior correspondería a una velocidad de 600 m/s positiva, y la pendien-
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¿Por qué no podı́amos dibujar otra recta con pendiente positiva como esta?

Para entender bien por qué la gráfica anterior es una mala gráfica, necesitamos
algunos conceptos de cálculo. Esos conceptos los podemos introducir de forma
sencilla gráficamente. Ası́ como la pendiente de una recta de posición contra
tiempo nos indica la velocidad, también una parábola de posición contra tiem-
po tiene información sobre la velocidad del objeto. Claramente, una parábola
no tiene una pendiente, pero podemos imaginar que si nos acercamos mucho a
la gráfica (si hacemos mucho zoom), podemos usar pequeños segmentos rectos
para describir la parábola (esto es una aproximación, pero en el lı́mite, cuando
nos acercamos a distancias de longitud cero, es una excelente aproximación).
Por ejemplo, si hacemos mucho zoom a la parábola de posición contra tiempo
del misil en la nube, obtenemos
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¿Por qué no podíamos dibujar otra recta con 
pendiente positiva como esta?

Para entender por qué la gráfica anterior sería una mala gráfica, necesitamos algunos con-
ceptos de cálculo. Sin embargo, esos mismos conceptos los podemos introducir de forma 
sencilla sin necesidad de cálculo, sólo gráficamente. Así como la pendiente de una recta de 
posición contra tiempo nos indica la velocidad, también una parábola de posición contra 
tiempo tiene información sobre la velocidad del objeto. Claramente, una parábola no tiene 
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(esto es una aproximación, pero en el límite cuando nos acercamos a distancias de longitud 
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de muchas líneas rectas:
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Podemos aproximar la parábola con una suce-

sión de líneas rectas muy cortas (líneas ne-
gras y blancas).

Ahora recordemos que la pendiente de una línea recta en una gráfica de posición contra 
tiempo representa la velocidad de un objeto. Si describimos la parábola con muchas líneas 
rectas, entonces es como si en cada tiempo estuviéramos diciendo cuál es la velocidad del 
objeto (cada línea recta de la gráfica anterior corresponde a una velocidad diferente). Recor-
demos el concepto de velocidad instantánea; es la velocidad de un objeto en cada instante 
de tiempo. Estas líneas rectas serían una forma gráfica de representar la velocidad instantá-
nea del objeto (cada línea es una velocidad instantánea). Notemos que la primeras líneas 
rectas son muy inclinadas y las ultimas son cada vez menos inclinadas. Como las líneas 
representan la velocidad, esto querría decir que al principio las velocidades instantáneas del 
misil son mayores que al final. Y esto tiene sentido porque el misil está perdiendo veloci-
dad al pasar por la nube. Además, recordemos que en el “morro” o en la cuenca de una pará-
bola de posición contra tiempo, la velocidad es cero. Eso se puede entender con nuestras 
líneas: si trazamos la parábola con líneas rectas pequeñas, entonces en el morro o en la 
cuenca de la parábola vamos a tener líneas rectas horizontales. Como la pendiente de esas 
líneas representa la velocidad, entonces en esos puntos la velocidad es cero. 

 La última línea recta (la que llega al punto azul) correspondería a la velocidad del objeto 
justo cuando sale de la nube. La primera línea recta (que parte del origen) corresponde a la 
velocidad del misil cuando entra a la nube. En el problema nos dicen que la velocidad al 
entrar a la nube es de 600 m/s en el sentido positivo de X, y la velocidad al salir de la nube 
es de 500 m/s en el sentido positivo. Esto querría decir que la pendiente de la primera línea 
recta de la gráfica anterior correspondería a una velocidad de 600 m/s positiva, y la pendien-

128Hacemos mucho zoom a la gráfica.

Ahora podemos imaginar que este trozo de parábola se puede aproximar
usando una unión de muchas lı́neas rectas:
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¿Por qué no podíamos dibujar otra recta con 
pendiente positiva como esta?

Para entender por qué la gráfica anterior sería una mala gráfica, necesitamos algunos con-
ceptos de cálculo. Sin embargo, esos mismos conceptos los podemos introducir de forma 
sencilla sin necesidad de cálculo, sólo gráficamente. Así como la pendiente de una recta de 
posición contra tiempo nos indica la velocidad, también una parábola de posición contra 
tiempo tiene información sobre la velocidad del objeto. Claramente, una parábola no tiene 
una pendiente, pero podemos imaginar que si nos acercamos mucho a la gráfica (si hace-
mos mucho “zoom”), podemos usar pequeños segmentos rectos para describir la parábola 
(esto es una aproximación, pero en el límite cuando nos acercamos a distancias de longitud 
cero, es una excelente aproximación). Por ejemplo, si hacemos mucho zoom a la parábola 
de posición contra tiempo del misil en la nube, obtenemos:
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Hacemos mucho zoom a la gráfica.

Ahora podemos imaginar que este trozo de parábola se puede aproximar usando una unión 
de muchas líneas rectas:
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Ahora recordemos que la pendiente de una línea recta en una gráfica de posición contra 
tiempo representa la velocidad de un objeto. Si describimos la parábola con muchas líneas 
rectas, entonces es como si en cada tiempo estuviéramos diciendo cuál es la velocidad del 
objeto (cada línea recta de la gráfica anterior corresponde a una velocidad diferente). Recor-
demos el concepto de velocidad instantánea; es la velocidad de un objeto en cada instante 
de tiempo. Estas líneas rectas serían una forma gráfica de representar la velocidad instantá-
nea del objeto (cada línea es una velocidad instantánea). Notemos que la primeras líneas 
rectas son muy inclinadas y las ultimas son cada vez menos inclinadas. Como las líneas 
representan la velocidad, esto querría decir que al principio las velocidades instantáneas del 
misil son mayores que al final. Y esto tiene sentido porque el misil está perdiendo veloci-
dad al pasar por la nube. Además, recordemos que en el “morro” o en la cuenca de una pará-
bola de posición contra tiempo, la velocidad es cero. Eso se puede entender con nuestras 
líneas: si trazamos la parábola con líneas rectas pequeñas, entonces en el morro o en la 
cuenca de la parábola vamos a tener líneas rectas horizontales. Como la pendiente de esas 
líneas representa la velocidad, entonces en esos puntos la velocidad es cero. 

 La última línea recta (la que llega al punto azul) correspondería a la velocidad del objeto 
justo cuando sale de la nube. La primera línea recta (que parte del origen) corresponde a la 
velocidad del misil cuando entra a la nube. En el problema nos dicen que la velocidad al 
entrar a la nube es de 600 m/s en el sentido positivo de X, y la velocidad al salir de la nube 
es de 500 m/s en el sentido positivo. Esto querría decir que la pendiente de la primera línea 
recta de la gráfica anterior correspondería a una velocidad de 600 m/s positiva, y la pendien-
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Podemos aproximar la parábola con una sucesión de lı́neas rectas muy cortas
(lı́neas negras y blancas).

Recordemos que la pendiente de una lı́nea recta en una gráfica de posición
contra tiempo representa la velocidad de un objeto y que la velocidad ins-
tantánea es la velocidad de un objeto en cada instante. Estas lı́neas rectas son
una forma gráfica de representar la velocidad instantánea del objeto; cada lı́nea
corresponde a una velocidad instantánea.

Notemos que la primeras lı́neas rectas son muy inclinadas y las últimas son
cada vez menos inclinadas. Como las lı́neas representan la velocidad, esto
quiere decir que al principio las velocidades instantáneas del misil son mayores
que al final. Y esto tiene sentido porque el misil está perdiendo velocidad al
pasar por la nube.

Además, recordemos que en la parte más alta o más baja de la parábola de
posición contra tiempo la velocidad es cero. Eso se puede entender con las
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lı́neas que hemos trazado: si trazamos la parábola con lı́neas rectas pequeñas,
entonces en el punto más alto o más bajo de la parábola vamos a tener lı́neas
rectas horizontales, es decir, lı́neas de pendiente cero. Y una lı́nea de pendiente
cero representa velocidad cero.

La última lı́nea recta (la que llega al punto azul) corresponde a la veloci-
dad del objeto justo cuando sale de la nube. La primera lı́nea recta (que par-
te del origen) corresponde a la velocidad del misil cuando entra a la nube.
En el problema nos dicen que la velocidad al entrar a la nube es de 600 m/s en
el sentido positivo de X, y la velocidad al salir de la nube es de 500 m/s en el
sentido positivo. Esto quiere decir que la pendiente de la primera lı́nea recta
de la gráfica anterior corresponde a una velocidad de 600 m/s positiva, y la
pendiente de la última lı́nea recta corresponde a una velocidad de 500 m/s
positiva. Dado que al salir de la nube el misil se mantiene con velocidad de
500 m/s hasta que llega a la montaña, en nuestra gráfica la lı́nea recta de ese
tramo (desde que sale de la nube hasta que llega a la montaña) tiene que tener
la misma pendiente que la última lı́nea recta (la que llega al punto azul) de
nuestra parábola.

Si le ponemos una pendiente a la lı́nea de la posición contra tiempo del misil
desde que sale de la nube hasta que llega a la montaña diferente a la pendiente
de la última lı́nea de la parábola, entonces no estamos siendo consecuentes,
pues ambas velocidades son la misma (500 m/s):

te de la última línea recta correspondería a una velocidad de 500 m/s positiva. Dado que al 
salir de la nube el misil se mantiene con velocidad de 500 m/s hasta que llega a la montaña, 
en nuestra gráfica la línea recta de ese tramo (desde que sale de la nube hasta que llega a la 
montaña) tendría que tener la misma pendiente que la última línea recta (la que llega al pun-
to azul) de nuestra parábola. Si le ponemos una pendiente a la línea de la posición contra 
tiempo del misil desde que sale de la nube hasta que llega a la montaña diferente a la pen-
diente de la última línea de la parábola,  entonces no estaríamos siendo consecuentes, pues 
ambas velocidades son la misma (500 m/s):
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La línea recta después de salir de la nube tiene que tener la misma pendi-
ente que la última línea recta de la parábola, pues la pendiente de la úl-
tima línea recta de la parábola representa la velocidad del misil justo al 

salir de la nube (esa velocidad se mantiene). En la figura izquierda la 
pendiente de la línea roja final no concuerda con la línea negra que está 

al final de la parábola, pero en la figura derecha sí lo hacen.

t

X

Finalmente, al enterrarse en la montaña el misil tiene aceleración negativa, o sea que su 
gráfica sería la de una parábola que se abre hacia abajo. Además, el misil llega a velocidad 
cero, lo que quiere decir que la parábola alcanza a llegar al punto más alto. Y otra vez tene-
mos que tener cuidado con la forma en que unimos la línea recta de la posición entre la nu-
be y la montaña, y la parábola del tramo al enterrarse en la montaña. Esta vez tenemos que 
tratar de que la pendiente de la primera línea recta de la parábola concuerde con la pendien-
te de la línea recta anterior, pues la velocidad justo al entrar a la montaña es de 500 m/s.

t

X

Al enterrarse en la montaña el misil alcanza velo-
cidad cero, así que la parábola en ese tramo llega 

a su punto más alto.

La anterior sería una gráfica esquemática de posición contra tiempo para todo el trayecto 
del misil.

e) Ahora debemos elegir un sistema en el cual el misil se mueve en la dirección negativa de 
X:

  X

  Y

Según este sistema, la velocidad del misil al entrar a la nube sería de 600 m/s en la direc-
ción negativa, y la velocidad al salir de la nube sería de 500 m/s en la misma dirección. Por 
lo tanto, la aceleración del misil en este tramo es:

⃗a =
(−500 m/s) ̂x − (−600 m/s) ̂x

10 s
= (10 m /s2) ̂x   (19)
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La lı́nea recta después de salir de la nube tiene que tener la misma pendiente que
la última lı́nea recta de la parábola, pues la pendiente de la última lı́nea recta de la
parábola representa la velocidad del misil justo al salir de la nube (esa velocidad se
mantiene). En la figura izquierda la pendiente de la lı́nea roja final no concuerda
con la lı́nea negra que está al final de la parábola, pero en la figura derecha sı́ lo
hacen. Ası́, la figura derecha es la correcta.

Una explicación similar se da para las pendientes de la gráfica 4 del apartado
(d).
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Problema 2.18.

Palabras clave: gráfica de posición contra
tiempo para un movimiento uniformemente
acelerado, aumento y disminución de rapidez,
aumento y disminución de velocidad, máxima
rapidez, máxima velocidad, rapidez mı́nima,
velocidad mı́nima.

A continuación el lector puede encontrar dos gráficas de posición contra tiempo
para un objeto. Las dos gráficas son exactamente la misma, sólo que la gráfica
derecha fue construida poniendo segmentos pequeños de lı́neas rectas sobre la
gráfica roja. Teniendo en cuenta que los segmentos de lı́nea recta indican la
velocidad del objeto en cada instante (véanse los comentarios adicionales del
problema 2.17):

(a) Diga más o menos en qué instantes el objeto se mueve con mayor
velocidad y con mayor rapidez.

(b) En qué instantes el objeto se mueve con menor velocidad y con menor
rapidez.

(c) En qué intervalos de tiempo el objeto tiene aceleración positiva y en
cuáles tiene aceleración negativa.

PROBLEMA 2.18
A continuación el lector puede encontrar dos gráficas de posición contra tiempo para algún objeto. Las dos gráficas son exactamente la misma, sólo que la gráfica derecha fue construida po-
niendo segmentos pequeños de líneas rectas sobre la gráfica roja. Teniendo en cuenta que los segmentos de línea recta indican la velocidad del objeto en cada instante de tiempo (ver Problema 
2.17), responda: a) Decir más o menos en qué instantes de tiempo el objeto se mueve con mayor velocidad y con mayor rapidez. b) En qué instantes de tiempo el objeto se mueve con menor 
velocidad y con menor rapidez. c) En qué intervalos de tiempo el objeto tiene aceleración positiva y en cuáles tiene aceleración negativa. t12

X

t1

t

t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10 t11 t12

X

t1

t
t2 t3 t4 t6 t9 t10 t11 t12

¿Qué información nos dan?

Nos dan dos gráficas de posición contra tiempo. La gráfica derecha es exactamente la misma gráfica, sólo que construida con pequeñas líneas rectas, donde cada línea 
representa la velocidad en cierto instante de tiempo.

¿Qué debemos hallar?

a) Decir en qué instantes de tiempo el objeto se mueve con mayor velocidad y mayor rapidez.

b) Decir en qué instantes de tiempo el objeto se mueve con menor rapidez y menor velocidad.

c) Decir en qué intervalos de tiempo el objeto tiene aceleración positiva y en cuáles aceleración negativa.

SOLUCIÓN
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Solución

¿Qué información nos dan?

Nos dan dos gráficas de posición contra tiempo. La gráfica derecha es exactamente igual, sólo
que construida con pequeñas lı́neas rectas, cada una representando la velocidad en cierto
instante.

¿Qué nos piden?

(a) Decir en qué instantes el objeto se mueve con mayor velocidad y mayor rapidez.

(b) Decir en qué instantes el objeto se mueve con menor rapidez y menor velocidad.

(c) Decir en qué intervalos de tiempo el objeto tiene aceleración positiva y en cuáles tiene
aceleración negativa.



210 Fı́sica paso a paso. Más de 100 problemas resueltos

(a) Recordemos que la pendiente de una recta en una gráfica de posición contra
tiempo indica la velocidad. En este caso no tenemos una recta sino muchos
segmentos de recta, uno en cada instante. La pendiente de estos segmentos
también indica la velocidad, pero no la velocidad total, sino la velocidad en
cada instante. Debemos buscar las mayores velocidades, ası́ que debemos
buscar los segmentos de recta que tengan la mayor pendiente positiva.

A partir de la figura derecha podemos inferir que entre el tiempo inicial y el
tiempo t3 todos los segmentos tienen pendiente positiva. Lo mismo sucede
entre el tiempo t6 y t12. A simple vista se ve que los segmentos más inclinados
son los primeros, entre el tiempo inicial y t1 (a medida que subimos en la
parábola, los segmentos comienzan a ser cada vez menos inclinados, hasta que
llegamos a un segmento horizontal que indica velocidad cero).

Como la rapidez es la magnitud de la velocidad, las rapideces más grandes
corresponden a las mayores velocidades. Antes encontramos las velocidades
más grandes, pero notemos que las velocidades muy negativas también tienen
gran magnitud, ası́ que no debemos ignorarlas. Más o menos en el tiempo t5
encontramos los segmentos más inclinados, ası́ que en ese tiempo el objeto se
mueve con la mayor rapidez.

(b) Las velocidades más negativas son aquellas que tienen las pendientes más
inclinadas y negativas. Esos segmentos son precisamente los mismos de la
rapidez más grande, en el tiempo t5 (en ninguna otra parte encontramos rectas
tan inclinadas y negativas).

Las rapideces más pequeñas son aquellas en las que la velocidad tiene la menor
magnitud posible. La menor magnitud posible corresponde a velocidad cero
(la magnitud de cero es, obviamente, cero). Por lo tanto, las menores rapideces
ocurren en aquellos instantes en los cuales la velocidad es cero. Como ya
sabemos, la velocidad es cero en el punto más alto y más bajo de la parábola
(nota 2.21) (esto tiene sentido dado que en esos puntos los segmentos de recta
tienen pendiente cero). Es decir, la rapidez es menor en los instantes t3 y t6.

(c) La aceleración es positiva cuando la parábola se abre hacia arriba. La
primera parábola se abre hacia abajo ası́ que entre el tiempo inicial y el tiempo
t5 tenemos aceleración negativa. La segunda parábola se abre hacia arriba, ası́
que entre el tiempo t5 y el tiempo t8 tenemos aceleración positiva. La tercera
parábola, desde t8 hasta t12 no se ve completa pero se alcanza a notar que se
abre hacia abajo también, ası́ que la aceleración es negativa.



Cinemática 211

Nota 2.23. : Interpretando una gráfica de posición contra tiempo

• La gráfica de posición contra tiempo puede ser muy complicada,
puede ser una curva extraña y, sin embargo, si ponemos pequeñas
lı́neas rectas sobre la curva, podemos analizar el movimiento del
objeto.

• La velocidad es positiva en los tiempos en los cuales las pendientes
de los segmentos rectos es positiva.

• La velocidad es negativa en los tiempos en los cuales las pendien-
tes de los segmentos rectos son negativas.

• La velocidad es cero cuando la pendiente de los segmentos es cero,
y esto ocurre en la parte más alta y más baja de la parábola.

• La rapidez es máxima cuando los segmentos están lo más inclina-
dos que sea posible (sin importar si son negativos o positivos) y la
rapidez es mı́nima cuando la velocidad es cero.

• Por último, la aceleración es positiva si la velocidad es cada vez
más positiva (si los segmentos están cada vez más inclinados de
forma positiva, o cada vez menos inclinados si son negativos).
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Problema 2.19.

Palabras clave: gráfica de posición contra
tiempo para un movimiento uniformemente
acelerado, gráfica de velocidad contra tiempo
para movimiento uniformemente acelerado,
uso de distintos sistemas de coordenadas.

Marı́a Paula hizo una gráfica de velocidad contra tiempo para un camión que
inicialmente se mueve en lı́nea recta hacia el norte. Iván hizo una gráfica de
posición contra tiempo para ese mismo camión. Usted no sabe qué sistema de
coordenadas usó cada uno.

(a) Explique cómo se está moviendo el camión según la gráfica de Iván, y
qué sistema de coordenadas está usando Iván.

(b) Realice una gráfica de velocidad contra tiempo según el sistema usado
por Iván.

(c) Explique el movimiento del camión según la gráfica de Marı́a Paula y
diga cuál sistema de coordenadas está usando ella.

(d) Realice una gráfica de posición contra tiempo para Marı́a Paula, y
puede completar la información que haga falta como desee.

(e) Compare el comportamiento del camión según Iván y según Marı́a
Paula.

Nota 2.24
 La gráfica de posición contra tiempo puede ser muy complicada, puede ser una 
curva rara, y sin embargo, si ponemos pequeñas líneas rectas sobre la curva, pode-
mos analizar el movimiento del objeto. La velocidad es positiva en los tiempos en 
los cuales las pendientes de los segmentos rectos sean positivos. La velocidad es 
negativa en los tiempos en los cuales las pendientes de los segmentos rectos son 
negativos. La velocidad es cero cuando la pendiente de los segmentos es cero, y 
esto ocurre en los morros y en las cuencas de la parábola. La rapidez es máxima 
cuando los segmentos son lo más inclinados posibles (sin importar si son negati-
vos o positivos) y la rapidez es mínima cuando la velocidad es cero. Por último, la 
aceleración es positiva si la velocidad es cada vez más positiva (si los segmentos 
son cada vez más inclinados de forma positiva, o cada vez menos inclinados si son 
negativos). 

PROBLEMA 2.19
Maria Paula hizo una gráfica de velocidad contra tiempo para un camión que inicialmente 
se mueve en línea recta hacia el norte. Iván hizo una gráfica de posición contra tiempo para 
ese mismo camión. Usted no sabe qué sistema de coordenadas usó cada uno. a) Explique 
cómo se está moviendo el camión según la gráfica de Iván, y qué sistema de coordenadas 
está usando Iván. b) Realice una gráfica de velocidad contra tiempo según el sistema usado 
por Iván. c) Explique el movimiento del camión según la gráfica de Maria Paula y diga cu-
ál sistema de coordenadas está usando ella. d) Realice una gráfica de posición contra tiem-
po para Maria Paula, y puede completar la información que haga falta como desee.

Norte

Tiempo inicial.

t

V
Gráfica de velocidad con-

tra tiempo de Maria 
Paula.

t

X
Gráfica de posición contra 

tiempo de Iván.

t1 t1
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Solución

¿Qué información nos dan?

Conocemos la gráficas de velocidad contra tiempo del camión según Marı́a Paula, y la gráfica de
posición contra tiempo del mismo camión según Iván. Nos dicen que, inicialmente, el camión
se mueve hacia el norte.

¿Qué nos piden?

(a) Explicar cómo se está moviendo el camión según la gráfica de Iván, y decir qué sistema
de coordenadas está usando Iván.

(b) Realizar una gráfica de velocidad contra tiempo según el sistema de Iván.

(c) Explicar cómo se está moviendo el camión según la gráfica de Marı́a Paula, y decir qué
sistema de coordenadas está usando ella.

(d) Realizar la gráfica de posición contra tiempo para Marı́a Paula (y podemos completar la
información que haga falta como deseemos).

(e) Comparar el comportamiento del camión según Iván y según Marı́a Paula.

(a) Según Iván, la gráfica de posición contra tiempo del camión es una parábola
que se abre hacia arriba. Esto quiere decir que según el sistema de Iván, el
camión tiene aceleración positiva. Además, desde el tiempo inicial hasta el
tiempo t1 la velocidad es negativa, pues la pendiente de las velocidades ins-
tantáneas en cada punto desde el inicio hasta t1 es negativa (imaginemos de
nuevo muchos segmentos rectos describiendo la forma de la parábola, como en
el problema 2.18). Esto implica que Iván escogió un sistema según el cual la
dirección inicial en la que se mueve el camión es negativa. Como el camión se
mueve inicialmente hacia el norte, entonces podemos inferir que para Iván el
sentido positivo del eje X (o el eje que sea que haya usado) apunta hacia el sur
y el sentido negativo hacia el norte.

Además, entre el tiempo inicial y el tiempo t1 la rapidez del camión disminuye;
al principio los segmentos de recta que podemos imaginar sobre la parábola
son muy inclinados, lo que indica una velocidad muy negativa, pero a medida
que nos acercamos al tiempo t1 esos segmentos de recta son cada vez menos
inclinados hasta que, en t1, tenemos un segmento que no está inclinado, que
corresponde a rapidez cero (en ese punto llegamos a la parte más baja de la
parábola). Es decir, desde el tiempo inicial hasta t1 podemos inferir que el
camión está frenando.

A partir de t1 la velocidad comienza a ser positiva, pues es claro que los
segmentos de recta que imaginamos sobre la parábola tienen pendiente positiva.
Esto quiere decir que a partir de t1 el camión se mueve en la dirección contraria
a la que se estaba moviendo inicialmente, es decir, ahora el camión se debe de
estar moviendo hacia el sur. Además, la velocidad positiva es cada vez mayor,
lo que indica que la velocidad y la rapidez están aumentando, ası́ que el camión
se mueve cada vez más rápido hacia el sur.
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Finamente, de la gráfica de Iván podemos inferir que la posición inicial del
camión es algún punto en la parte negativa del eje X que él está usando, pues
la parábola corta el eje Y en un punto negativo. Con todos estos elementos,
podemos saber que el sistema de Iván es el siguiente:

¿Qué información nos dan?

Conocemos la gráficas de velocidad contra tiempo del camión según Maria Pau-
la, y la gráfica de posición contra tiempo del mismo camión según Iván. Nos 
dicen que inicialmente, el camión se mueve hacia el norte.

¿Qué debemos hallar?

a) Debemos explicar cómo se está moviendo el camión según la gráfica de 
Iván, y debemos decir qué sistema de coordenadas está usando Iván.

b) Debemos realizar una gráfica de velocidad contra tiempo según el sistema 
de Iván.

c) Debemos explicar cómo se está moviendo el camión según la gráfica de Ma-
ria Paula, y debemos decir qué sistema de coordenadas está usando ella.

d) Debemos realizar la gráfica de posición contra tiempo para Maria Paula (y 
podemos completar la información que haga falta como deseemos).

SOLUCIÓN

a) Analicemos la gráfica de posición de Iván. Según Iván, la gráfica de posición contra 
tiempo del camión es una parábola que se abre hacia arriba. Esto quiere decir que según el 
sistema de Iván, el camión tiene aceleración positiva. Además, desde el tiempo inicial hasta 
el tiempo t1, la velocidad es negativa, pues la pendiente de las velocidades instantáneas en 
cada punto desde el inicio hasta t1 es negativa (imaginemos de nuevo muchos segmentos 
rectos describiendo la forma de la parábola). Esto implica que Iván escogió un sistema se-
gún el cual la dirección inicial en la que se mueve el camión es negativa. Como el camión 
se mueve inicialmente hacia el norte, entonces podemos inferir que para Iván el sentido 
positivo del eje X (o el eje que sea que haya usado) apunta hacia el sur (y el sentido negati-
vo hacia el norte). Además, entre el tiempo inicial y el tiempo t1 la rapidez del camión dis-
minuye; al principio los segmentos de recta que podemos imaginar sobre la parábola serían 
muy inclinados, lo que indicaría una velocidad muy negativa, pero a medida que nos acerca-

mos al tiempo t1 esos segmentos de recta son cada vez menos inclinados hasta que, en t1, 
tenemos un segmento que no está inclinado, que corresponde a rapidez cero (en ese punto 
llegamos a la cuenca de la parábola). Es decir, desde el tiempo inicial hasta t1 podemos infe-
rir que el camión está frenando, pues su rapidez está disminuyendo.

A partir de t1 la velocidad comienza a ser positiva, pues es claro que los segmentos de recta 
que imaginamos sobre la parábola tienen pendiente positiva. Esto quiere decir que a partir 
de t1 el camión se mueve en la dirección contraria a la que se estaba moviendo inicialmen-
te. Si al principio el camión se movía hacia el norte y eso correspondía a una velocidad ne-
gativa para Iván, entonces ahora el camión se debe de estar moviendo hacia el sur, lo que 
corresponde a una velocidad positiva para Iván. Además, la velocidad positiva es cada vez 
mayor (los segmentos de recta están cada vez más inclinados), lo que indica que la veloci-
dad y la rapidez están aumentando. En palabras, el camión se mueve cada vez más rápido 
hacia el sur.  Es decir, una vez se detuvo, el conductor del camión dio la vuelta y el camión 
comenzó a andar cada vez más rápido hacia el sur (o tal vez, el camión comenzó a andar en 
reversa cada vez más rápido). 

Finamente, de la gráfica de Iván  podemos inferir que la posición inicial del camión es al-
gún punto en la parte negativa del eje X que él está usando, pues la parábola corta el eje Y 
en un punto negativo. Con todos estos elementos, podemos saber que el sistema de Iván 
sería el siguiente:

Norte

Tiempo inicial.

El sistema de Iván sería uno en el cual la posición inicial del camión está en la 
parte negativa del eje X. Además, sería uno en el cual, en el tiempo inicial, el 
camión se está moviendo en la dirección negativa del eje X (es decir, el sentido posi-
tivo del eje X apunta hacia el sur, y el negativo hacia el norte).

  X

  Y

b) Como ya dijimos, según el sistema de Iván, el camión tiene aceleración positiva (pues la 
gráfica de posición contra tiempo de Iván es una parábola que se abre hacia arriba). Esto 
quiere decir que la velocidad está aumentando. El camión comienza con velocidad negati-
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El sistema de Iván es uno en el cual la posición inicial del camión está en la parte
negativa del eje X. Además, es uno en el cual, en el tiempo inicial, el camión se
está moviendo en la dirección negativa del eje X (es decir, el sentido positivo del
eje X apunta hacia el sur, y el negativo hacia el norte).

(b) Como ya dijimos, según el sistema de Iván, el camión tiene aceleración posi-
tiva, ası́ que la velocidad está aumentando. El camión comienza con velocidad
negativa, y después empieza a aumentar su velocidad de forma constante hasta
que pasa por velocidad cero en t1 y luego alcanza velocidades positivas. Por lo
tanto, la gráfica de velocidad contra tiempo según Iván es la siguiente:

t

V

t1

Gráfica de velocidad contra tiempo de Iván. Primero el camión tiene velocidad
negativa, en t1 tiene velocidad cero y después positiva.

Cuidado: aunque la velocidad está siempre aumentando según el sistema de
Iván, no podemos inferir que la rapidez siempre está aumentando. De hecho,
entre el tiempo inicial y el tiempo t1 sabemos que la rapidez está disminuyendo
porque la lı́nea de la velocidad se está acercando a cero (nota 2.22).

(c) Según la gráfica de Marı́a Paula el camión tiene aceleración negativa.
Además, según la gráfica de Marı́a Paula, en el tiempo cero la velocidad del
camión es positiva. En el enunciado nos dicen que inicialmente el camión se
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está moviendo hacia el norte. Por lo tanto, Marı́a Paula escogió un sistema
según el cual el eje del movimiento inicial del camión apunta hacia el norte.
Si suponemos que este eje es X (puede ser cualquier eje), entonces esto quiere
decir que la dirección positiva de X apunta hacia el norte.

Según la gráfica de Marı́a Paula, el camión se mueve con velocidad positiva pero
comienza a disminuir su velocidad de forma constante hasta que en el tiempo
t1 la velocidad es cero. En este tramo también está disminuyendo la rapidez,
pues la lı́nea de la velocidad se está acercando a cero (nota 2.22). O sea que en
este tramo el camión debe de estar frenando hasta que se detiene por completo
en t1. Pero después de detenerse por completo, el camión sigue disminuyendo
su velocidad. A partir de ese momento empieza a tener velocidad negativa, y su
velocidad es cada vez más negativa. Esto quiere decir dos cosas: primero, que
ahora el camión debe estar andando hacia el sur. Y segundo, como su velocidad
es cada vez más negativa, el camión se está moviendo cada vez más rápido
hacia el sur (la lı́nea de la velocidad se está alejando de cero, ası́ que la rapidez
está aumentando).

A diferencia del caso de Iván, no sabemos cuál es el origen escogido por Marı́a
Paula, pues una gráfica de velocidad contra tiempo no nos dice nada acerca del
origen. Ignorando el origen, el sistema de coordenadas usado por Marı́a Paula
debe ser el siguiente:

va, y después empieza a aumentar su velocidad de forma constante, hasta que pasa por velo-
cidad cero en t1 y luego por velocidades positivas. Por lo tanto, la gráfica de velocidad con-
tra tiempo según Iván sería la siguiente:

t

V

t1

Gráfica de Velocidad contra tiempo de Iván. 
Primero, el camión tiene velocidad negativa, en 

t1 tiene velocidad cero y después positiva.

Cuidado: Aunque la velocidad está siempre aumentando según el sistema de Iván, no pode-
mos inferir que la rapidez siempre está aumentando. Recordemos de la Nota 2.23 que no 
siempre que la velocidad aumenta la rapidez aumenta. De hecho, recordemos que a medida 
que la gráfica de velocidad se acerca al eje del tiempo, podemos saber que la rapidez está 
disminuyendo. Por eso, entre el tiempo inicial y el tiempo t1 sabemos que la rapidez está 
disminuyendo (la línea de la velocidad se está acercando a cero). Así que el camión debe 
de estar frenando. Pero después del tiempo t1, la línea de la velocidad se aleja de cero, así 
que podemos inferir que la rapidez está aumentando. O sea que a partir de ese punto, sí po-
demos decir que la velocidad y la rapidez aumentan.

c) Según la gráfica de Maria Paula, el camión está perdiendo velocidad de forma constante. 
Es decir, el camión tiene aceleración negativa . Además, según la gráfica de Maria Pula, en 
el tiempo cero la velocidad del camión es positiva. En el enunciado nos dicen que inicial-
mente el camión se está moviendo hacia el norte. Por lo tanto, dado que según Maria Paula 
la velocidad inicial del camión es positiva, esto quiere decir que Maria Paula escogió un 
sistema según el cual el eje del movimiento inicial del camión apunta hacia el norte. Si su-
ponemos que este eje es X (puede ser cualquier eje), entonces esto quiere decir que la direc-
ción positiva de X apunta hacia el norte. Pero no sabemos cuál es el origen escogido por 
Maria Paula, pues la gráfica de velocidad contra tiempo no nos dice nada acerca del origen. 
Ignorando el origen, el sistema de coordenadas usado por Maria Paula debe ser el siguien-
te:

Norte

Tiempo inicial.

El sistema de Maria Paula  sería uno en el cual, en el tiempo inicial, el camión se 
está moviendo en la dirección positiva del eje X (es decir, el sentido positivo del eje 
X apunta hacia el norte, y el negativo hacia el sur). Pero no tenemos información 
suficiente para inferir la posición inicial del camión.

  Y

  X

Como ya dijimos, según la gráfica de Maria Paula, la recta de la velocidad tiene siempre 
pendiente negativa, o sea que el camión siempre tiene aceleración negativa. Más aún, ini-
cialmente el camión se mueve con velocidad positiva pero comienza a disminuir su veloci-
dad de forma constante hasta que en el tiempo t1 la velocidad es cero.  En este tramo tam-
bién está disminuyendo la rapidez, pues la línea de la velocidad se está acercando a cero. O 
sea que en este tramo el camión debe de estar frenando hasta que se detiene por completo 
en t1. Pero después de detenerse por completo, el camión sigue disminuyendo su velocidad. 
A partir de ese momento empieza a tener velocidad negativa, y su velocidad es cada vez 
más negativa. Esto quiere decir dos cosas: primero, que ahora el camión debe estar andan-
do en la dirección contraria en la que se venía moviendo inicialmente, pues su velocidad 
ahora es negativa. Es decir, el camión ahora se ha de estar moviendo hacia el sur. Y segun-
do, como es cada vez más negativa, el camión se está moviendo cada vez más rápido hacia 
el sur (la línea de la velocidad se está alejando de cero, así que la rapidez está aumentan-
do). 

d) Con lo dicho en c) podemos inferir la forma de la gráfica de posición contra tiempo para 
Maria Paula. Como dijimos, el camión tiene aceleración negativa, así que la gráfica de posi-
ción debe ser una parábola que se abre hacia abajo.  Además, al principio la parábola crece 
porque la pendiente de las velocidades instantáneas es positiva (ya que al principio la velo-
cidad del camión es positiva según Maria Paula), pero después la parábola debe comienza a 
crecer más lentamente porque el camión se acerca a velocidad cero, hasta que en t1 la pará-
bola llega al “morro”, donde la velocidad es cero. Después la parábola debe decrecer por-
que las pendientes de las velocidades instantáneas comienzan a ser negativas, y son cada 
vez más inclinadas.  Lo único que no sabemos es cuál es el punto de corte con el eje Y, 
pues a partir de la gráfica de la velocidad no podemos saber cuál es el origen del sistema 
escogido por Maria Paula. Como no tenemos más información, podemos suponer cualquier 
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El sistema de Marı́a Paula serı́a uno en el cual, en el tiempo inicial, el camión se
está moviendo en la dirección positiva del eje X (es decir, el sentido positivo del eje
X apunta hacia el norte, y el negativo hacia el sur). Pero no tenemos información
suficiente para inferir la posición inicial del camión.

(d) Con lo dicho en (c) podemos inferir la forma de la gráfica de posición contra
tiempo para Marı́a Paula. Como dijimos, el camión tiene aceleración negativa,
ası́ que la gráfica de posición debe ser una parábola que se abre hacia abajo.
Además, al principio la parábola crece porque la pendiente de las velocidades
instantáneas es positiva, pero después la parábola debe comenzar a crecer
más lentamente porque el camión se acerca a velocidad cero, hasta que en t1
la parábola llega al punto más alto, donde la velocidad es cero. Después la
parábola debe decrecer porque las pendientes de las velocidades instantáneas
comienzan a ser negativas, y son cada vez más inclinadas. Lo único que no
sabemos es cuál es el punto de corte con el eje Y, pues a partir de la gráfica
de la velocidad no podemos saber cuál es el origen del sistema escogido por
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Marı́a Paula. Como no tenemos más información, podemos suponer cualquier
origen. Por ejemplo, supongamos que la posición en el tiempo cero es positiva.
Teniendo en cuenta esto, la gráfica de posición contra tiempo serı́a:

origen. Por ejemplo, supongamos que la posición en el tiempo cero es positiva. Teniendo 
en cuenta esto, la gráfica de posición contra tiempo sería:

t

X

t1

Gráfica de posición contra 
tiempo de Maria Paula. Su-

ponemos que el camión 
comienza en la posición 

positiva de X. Es una 
parábola que se abre hacia 
abajo porque la aceleración 
es negativa. En el tiempo t1 , 
en el “morro”, la velocidad 
es cero. A partir de ahí, la 

velocidad es negativa.

Hay otra forma de graficar la parábola, sin necesidad de analizar tan detenidamente lo que 
pasa en cada tramo: sabemos que es una parábola que se abre hacia abajo porque la acelera-
ción es negativa. Además, la velocidad inicial es positiva, así que el signo del término li-
neal (el término con la velocidad inicial) es diferente al signo del término cuadrático (el 
que tiene la aceleración). Esto sugiere que la parábola está corrida en el sentido positivo del 
eje X. Sólo con eso, ya podíamos dibujar la misma gráfica. Sin embargo,  puede ser más 
enriquecedor un análisis físico de lo que pasa en cada tramo que un análisis matemático de 
la gráfica.

Todo lo que hemos dicho para Maria Paula es consistente con lo que habíamos dicho para 
el camión según Iván. Primero, el camión tiene cierta rapidez y comienza a disminuir su 
rapidez hasta que llega a cero en el tiempo t1 . Esto vuelve a sugerir que el camión debe de 
estar frenando. Y después de ese punto, el camión se empieza a mover en dirección contra-
ria (en dirección negativa de X según el sistema de Maria Paula); si antes se movía hacia el 
norte, ahora se mueve hacia el sur. Y el camión se mueve hacia el sur cada vez más rápida-
mente, pues la velocidad es cada vez más negativa (su magnitud es cada vez mayor).  Así, 
aunque Iván y Maria Paula usen sistemas diferentes, ambos sistemas describen exactamen-
te la misma situación física. 
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Gráfica de posición contra tiempo de Marı́a Paula. Suponemos que el camión
comienza en la posición positiva de X. Es una parábola que se abre hacia abajo por-
que la aceleración es negativa. En el tiempo t1, en el punto más alto, la velocidad
es cero. A partir de ahı́, la velocidad es negativa.

Otro método: Hay otra forma de graficar la parábola que no requiere un
análisis tan detenido de lo que pasa en cada tramo. Sabemos que es una
parábola que se abre hacia abajo porque la aceleración es negativa. Además, la
velocidad inicial es positiva, ası́ que el signo del término lineal (el término con
la velocidad inicial) es diferente del signo del término cuadrático (el que tiene
la aceleración). Esto sugiere que la parábola está corrida en el sentido positivo
del eje X (nota 2.20). Sólo con eso ya podemos dibujar la gráfica. Sin embargo,
un análisis fı́sico de lo que pasa en cada tramo es más enriquecedor que un
análisis matemático de la gráfica.

(e) Notemos que el comportamiento del camión según lo dicho para Marı́a
Paula es consistente con lo que habı́amos dicho para Iván. Primero, el camión se
mueve hacia el norte con cierta rapidez y comienza a disminuir su rapidez hasta
que llega a cero en el tiempo t1. Después de ese punto, el camión se empieza a
mover hacia el sur cada vez más rápidamente. Ası́, aunque Iván y Marı́a Paula
usen sistemas diferentes, ambos sistemas describen la misma situación fı́sica. Por
supuesto, las cantidades vectoriales como la velocidad y la aceleración usadas
para representar la situación son diferentes para Iván y Marı́a Paula, pero las
cantidades escalares como la rapidez y el tiempo coinciden.
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Problema 2.20.

Palabras clave: tiempo de encuentro, movi-
miento rectilı́neo uniformemente acelerado,
movimiento con velocidad constante, veloci-
dad en función del tiempo.

En cierto instante t1 de la final de la carrera de los Juegos Olı́mpicos el atleta
de Jamaica le lleva una distancia d1 al corredor de Francia. En ese momento
el atleta de Jamaica está a una distancia D de la meta y el francés lleva una
rapidez vf . Si a partir de ese instante el atleta francés comienza a acelerar de
forma constante y el de Jamaica mantiene una velocidad constante de magnitud
vj :

(a) Halle una expresión para la aceleración del francés de modo que cruce
la meta al mismo tiempo que el jamaiquino.

(b) Según lo anterior, ¿cuál es la velocidad del francés cuando llega a la
meta?

PROBLEMA 2.20
En cierto instante t1 de la final de la carrera de los juegos olímpicos el atleta de Jamaica le lleva una distancia d1 al corredor de Francia. En ese momento el atleta de Jamaica está a una distan-
cia D de la meta y el francés lleva una rapidez vf . Si a partir de ese instante el atleta francés comienza a acelerar de forma constante y el de Jamaica se mantiene a velocidad constante de magni-

tud vj , a) halle una expresión para la aceleración del francés de modo que cruce la meta al tiempo del Jamaiquino. b) De acuerdo al numeral anterior, ¿cuál es la velocidad del francés cuando 

llega a la meta?

 D

vj
vf

 d1

Instante t1

Ll
eg

ad
a

¿Qué debemos hallar?

a) Una expresión para la aceleración del francés.

b) La velocidad del francés.

¿Qué información nos dan?

a) La distancia  d1 entre los atletas, las velocidad vf del francés y la velocidad vj del jamaiquino.  La distancia D entre el jamaiquino y la meta. Además, tenemos tres condiciones: el 

atleta francés acelera de forma constante, el jamaiquino permanece con su velocidad vj  y ambos deben llegar al tiempo a la meta.

b) La misma información que en a), más lo que hallemos en a).

SOLUCIÓN

a) Empecemos por escoger un sistema de coordenadas. Usemos un sistema en el cual los atletas se mueven en la dirección positiva del eje X. Además, situemos el origen del sistema en los 
pies del corredor de Francia en el instante de tiempo ilustrado en la figura. Al poner el sistema en los pies del corredor francés, logramos que la posición inicial del francés sea cero y que la 
posición inicial del Jamaiquino sea d1 ̂x (pues él está a una distancia d1 en el sentido positivo de X): 
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a) La distancia d1 entre los atletas, la velocidad del francés y la velocidad vf del jamaiquino
en el tiempo t1. La distancia D entre el jamaiquino y la meta en ese mismo tiempo.
Además, tenemos tres condiciones: el atleta francés acelera de forma constante, el
jamaiquino permanece con su velocidad vj y ambos deben llegar al tiempo a la meta.

(b) La misma información que en (a), más lo que hallemos en (a).

¿Qué nos piden?

(a) Una expresión para la aceleración del francés.

(b) La velocidad del francés cuando llega a la meta.

(a) Empecemos por escoger un sistema de coordenadas. Usemos un sistema
en el cual los atletas se mueven en la dirección positiva del eje X. Además,
situemos el origen del sistema en los pies del corredor de Francia en el instante
t1. Al poner el sistema en los pies del corredor francés, logramos que la posición
inicial del francés sea cero y que la posición inicial del jamaiquino sea d1x̂
(pues él está a una distancia d1 en el sentido positivo de X):



218 Fı́sica paso a paso. Más de 100 problemas resueltos

 D

vj
vf

X
 d1

Y

Instante t1

Ll
eg

ad
a

Queremos determinar la aceleración del francés de forma que él llegue a la meta junto al atleta jamaiquino. Notemos que esto quiere decir que, en el tiempo en el cual llegan a la meta (que no 
conocemos), ambos atletas tienen la misma posición. Así que para usar esta información vamos a necesitar las ecuaciones de movimiento.  Nos dicen que la rapidez del atleta francés en el ins-
tante ilustrado en la figura es vf y según nuestro sistema, se mueve en el sentido positivo de X. Además, nos dicen que empieza a acelerar de forma constante (con aceleración que debemos ha-

llar) y su posición inicial es cero según el sistema elegido. Por lo tanto, su ecuación de movimiento es:

xf ̂x =
1
2

af t2 ̂x + vf t ̂x   (1),

donde hemos llamado af a la aceleración del francés. Por su parte, el jamaiquino se mueve con velocidad constante de magnitud vj en el sentido positivo de X, y su posición inicial es d1 ̂x. Así 

que su ecuación de movimiento es

xj ̂x = vjt ̂x + d1 ̂x   (2)

Para hallar la aceleración del francés debemos usar que ambos atletas llegan al tiempo a la meta. Podríamos igualar ambas ecuaciones de movimiento, pues en la meta ambos tienen la misma 
posición. Sin embargo, no conocemos el tiempo que les toma llegar a la meta, así que tendríamos dos incógnitas, la aceleración del francés y el tiempo. Pero hay más información: no hemos 
usado que el jamaiquino está a una distancia D de la meta en el instante ilustrado en la figura (y el francés está a una distancia d1 + D) . Usando esa distancia podemos despejar el tiempo que le 
toma al jamaiquino llegar a la meta, que es el mismo tiempo que le toma al francés llegar a la meta (pues deben llegar a la vez). Como el jamaiquino se mueve con velocidad constante, para él 
podemos usar que distancia es rapidez por tiempo:

D = vjt   (3)
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Queremos determinar la aceleración del francés de forma que él llegue a la
meta junto al atleta jamaiquino. Notemos que esto quiere decir que, en el
tiempo en el cual llegan a la meta (que no conocemos), ambos atletas tienen la
misma posición. Para usar esta información vamos a necesitar las ecuaciones de
movimiento.

Nos dicen que la rapidez del atleta francés en t1 es vf (no confundir con la
velocidad final) y, según nuestro sistema, se mueve en el sentido positivo de
X. Además, nos dicen que empieza a acelerar de forma constante (con una
aceleración que debemos hallar) y su posición inicial es cero según el sistema
elegido. Por lo tanto, su ecuación de movimiento es

xf x̂ =
1
2
af t

2x̂+vf tx̂, (1)

donde hemos llamado af a la aceleración del francés (el subı́ndice f en todas
las variables indica francés, no final). Por su parte, el jamaiquino se mueve con
velocidad constante de magnitud vj en el sentido positivo de X, y su posición
inicial es d1x̂. Ası́ que su ecuación de movimiento es

xj x̂ = vjtx̂+d1x̂. (2)

Para hallar la aceleración del francés debemos usar el hecho de que ambos
atletas llegan al tiempo a la meta. Podrı́amos igualar las ecuaciones (1) y (2)
porque en la meta ambos tienen la misma posición, pero eso no serı́a suficiente
porque no conocemos el tiempo que les toma llegar a la meta. Necesitamos
más información.

Notemos que no hemos usado aún el hecho de que en el tiempo t1 el jamaiquino
está a una distancia D de la meta y el francés está a una distancia d1+D. Usando
esa distancia podemos despejar el tiempo que le toma al jamaiquino llegar a la
meta, que es el mismo tiempo que le toma al francés llegar a la meta. Como el
jamaiquino se mueve con velocidad constante, para él podemos usar el hecho
de que distancia es rapidez por tiempo:

D = vjt. (3)

Con esto podemos despejar el tiempo en el cual llega a la meta el atleta:

t = D

vj
. (4)
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Como ya dijimos, este es el mismo tiempo que le toma al francés llegar a la
meta, pues los atletas deben llegar juntos. Según nuestro sistema, la meta está
en la posición (D +d1)x̂. Por lo tanto, la ecuación del francés, cuando llega a la
meta, y teniendo en cuenta el tiempo dado por (4), queda

(D +d1)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

xf

x̂ = 1
2
af (

D

vj
)

2

´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶
t

x̂+vf (
D

vj
)

´¹¹¸¹¶
t

x̂. (5)

Ahora apliquemos la regla de oro:

(D +d1) =
1
2
af (

D

vj
)

2

+vf (
D

vj
) . (6)

Para dejar a la aceleración sola, pasemos el último término a la izquierda:

D +d1 −vf (
D

vj
) = 1

2
af (

D

vj
)

2

. (7)

Ahora multipliquemos todo por ( vjD )
2

para llegar a

D (
vj
D
)

2
+d1(

vj
D
)

2
−vf (

vj
D
) = 1

2
af . (8)

Finalmente, si multiplicamos por dos obtenemos la magnitud de la aceleración
del francés, queda

2D (
vj
D
)

2
+2d1(

vj
D
)

2
−2vf (

vj
D
) = af . (9)

Como la aceleración del francés apunta en el sentido positivo de X, podemos
escribir la anterior ecuación como

(2D (
vj
D
)

2
+2d1(

vj
D
)

2
−2vf (

vj
D
)) x̂ = a⃗. (10)

Notemos aquı́ que si dejamos fijas todas las variables y aumentamos la rapidez
del jamaiquino, entonces la aceleración del francés tiene que aumentar, lo cual
tiene sentido porque el francés lo debe alcanzar.
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(b) Ahora debemos hallar la velocidad del francés cuando llega a la meta.
Recordemos que la velocidad final cuando hay aceleración está dada por

v⃗ = a⃗t + v⃗i . (11)

Conocemos la aceleración por el numeral anterior y conocemos la velocidad en
el tiempo inicial, que es vf x̂. Además, conocemos el tiempo del recorrido, que
está dado por la ecuación (4). Ası́, la velocidad del francés al cruzar la meta es

v⃗ = (2D (
vj
D
)

2
+2d1(

vj
D
)

2
−2vf (

vj
D
))

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
a

(D
vj
)

´¹¹¸¹¶
t

x̂+vf x̂. (12)

Este resultado se puede simplificar si “abrimos” los paréntesis y multiplicamos

cada término por (Dvj ). Al hacer eso, obtenemos

v⃗ = (2vj +2d1
vj
D
−2vf +vf )x̂. (13)

Comentarios adicionales: hay otra forma en la que podemos hallar la velo-
cidad final del francés. Hay una ecuación que estudiaremos en el siguiente
problema (2.21) que relaciona la magnitud de la velocidad final de un objeto
con la magnitud de la velocidad inicial, la magnitud de la aceleración y con la
distancia recorrida. La ecuación es

v2
f = v

2
i +2a(xf −xi). (14)

La ventaja de esta ecuación es que no requiere el tiempo, como sı́ lo requiere la
ecuación (11). Es un buen ejercicio para el lector que compruebe que usando
esta ecuación se llega al mismo resultado dado por la ecuación (13) (note que
xf −xi en el caso del atleta francés es (D +d1)−0 =D +d1).
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Problema (teórico) 2.21.

Palabras clave: rapidez final sin conocer el
tiempo pero conociendo el desplazamiento y
la aceleración.

Un objeto se mueve con aceleración constante de magnitud a a lo largo de la
dirección positiva del eje X. El objeto se mueve desde xi x̂, donde tiene velocidad
vi x̂, hasta xf x̂, donde tiene velocidad vf x̂.

(a) Escriba la ecuación de la velocidad final del objeto, aplique la regla de
oro y despeje el tiempo en función de la rapidez final, la inicial y la
aceleración.

(b) Escriba la ecuación de movimiento del objeto, aplique la regla de oro y
reemplace en ella el resultado encontrado en (a).

(c) A partir de la ecuación encontrada en (b), despeje la rapidez final al
cuadrado.

Solución
(a) La ecuación de la velocidad final de un objeto con aceleración constante es

vf x̂ = atx̂+vi x̂. (1)

Si aplicamos la regla de oro obtenemos

vf = at +vi . (2)

Finalmente, para despejar el tiempo pasamos la rapidez inicial al otro lado y
dividimos por la magnitud de la aceleración:

vf −vi
a

= t. (3)

(b) La ecuación de movimiento del objeto en este caso es

xf x̂ =
1
2
at2x̂+vitx̂+xi x̂. (4)

Si aplicamos la regla de oro obtenemos

xf =
1
2
at2 +vit +xi . (5)
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Ahora reemplazamos aquı́ el resultado de la ecuación (3):

xf =
1
2
a(

vf −vi
a
)

2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
t

+vi (
vf −vi

a
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
t

+xi . (6)

(c) Queremos despejar la rapidez final al cuadrado. Empecemos por abrir los
paréntesis:

xf =
1
2
⎛
⎝
v2
f −2vf vi +v2

i

a

⎞
⎠
+
⎛
⎝
vf vi −v2

i

a

⎞
⎠
+xi . (7)

Si ahora sumamos los términos que se pueden sumar, el término vf vi se cancela
y obtenemos

xf =
1
2
⎛
⎝
v2
f −v

2
i

a

⎞
⎠
+xi . (8)

Si ahora pasamos la posición inicial al otro lado y multiplicamos por 2a,
obtenemos:

2a(xf −xi) = v2
f −v

2
i . (9)

Finalmente, pasamos la rapidez inicial al cuadrado al otro lado:

2a(xf −xi)+v2
i = v2

f . (10)

Esta ecuación dice que la rapidez final al cuadrado es igual a la rapidez inicial
al cuadrado más dos veces la magnitud de la aceleración por la diferencia de
las posiciones (de las magnitudes de las posiciones).

Nota 2.24. Rapidez final en un movimiento con aceleración constan-
te si no conocemos el tiempo

Si no conocemos el tiempo podemos hallar la rapidez final usando

v2
f = v

2
i +2a(xf −xi) ,

donde a es la magnitud de la aceleración, vi es la rapidez inicial y xf −xi
es la resta entre la posición final y la inicial. El signo de la aceleración y
de las posiciones iniciales y finales se debe respetar.
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Problema 2.22.

Palabras clave: rapidez final sin conocer el
tiempo, encuentro de dos objetos que termi-
nan con la misma velocidad.

Un bus de Transmilenio lleva una rapidez vt . Cuando el conductor del bus se
da cuenta de que una persona está caminando por el carril de Transmilenio
presiona los frenos. La persona está caminando con una rapidez vp y en la
misma dirección en la que anda el bus, como se ilustra en el dibujo. Suponga
que el bus disminuyó su rapidez hasta vp (hasta la rapidez de la persona) justo
cuando se puso atrás de la persona, y suponga que la distancia que los separaba
cuando el conductor comenzó a frenar era d.

(a) Escriba una expresión para la aceleración del bus que resultó al aplicar
los frenos.

(b) Escriba una expresión para la distancia que alcanzó a recorrer el bus
hasta que alcanzó a la persona.

(c) Realice una gráfica cualitativa de posición contra tiempo para el bus, y
en la misma gráfica, para la persona. Realice esta gráfica desde el mo-
mento en que el bus comienza a frenar hasta que alcanza a la persona.

(d) Si el bus siguiera frenando de la misma forma, escriba una expresión
para el tiempo en el cual se detendrı́a completamente. Con base en su
resultado, analice el caso en que vp y vt son iguales.

 d

Solución

¿Qué información nos dan?

Para (a), (b) y (c): la velocidad inicial del bus tiene magnitud vt . Cuando comienza a frenar, el
bus está a una distancia d de una persona que camina con velocidad constante de magnitud vp
en la misma dirección que la velocidad del bus. El bus frena de forma tal que cuando alcanza a
la persona, tiene la misma velocidad que ella.
(d) Desde que alcanza a la persona, suponga que el bus sigue frenando de la misma forma.
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¿Qué nos piden?

(a) Escribir una expresión para la aceleración del bus.

(b) Escribir una expresión para la distancia recorrida por el bus desde que comienza a
frenar hasta que alcanza a la persona.

(c) Realizar una gráfica cualitativa de posición contra tiempo para el bus y para la persona
(una para ambos), desde que el bus comienza a frenar hasta que alcanza a la persona.

(d) Escribir una expresión para el tiempo en el cual el bus se detiene completamente.
Debemos analizar el caso en que vp y vt son iguales.

(a) Como ya sabemos, lo primero que hay que hacer en problemas de cinemática
es escoger un sistema de coordenadas. Es natural (pero no es obligatorio) usar
un sistema en el cual el bus y la persona se mueven en la dirección positiva de
X. Además es conveniente usar un sistema según el cual el bus esté en el origen
justo cuando empiece a frenar (según ese sistema, la persona está inicialmente
a una distancia d en el sentido positivo de X):

 d

  X

  Y

Para hallar una expresión para la aceleración del bus necesitamos la velocidad
inicial y final, y el tiempo que dura la aceleración. La velocidad final en este
caso es de magnitud vp en el sentido positivo de X según nuestro sistema, y la
velocidad inicial es de magnitud vt en el sentido positivo de X. Si escribimos la
ecuación para la aceleración del bus, tenemos

a⃗ =
vpx̂−vt x̂

t
. (1)

Esto es lo mismo que

a⃗ =
vp −vt

t
x̂. (2)

Notemos que la resta de vp con vt nos va a dar un número negativo, pues vp es
menor que vt . Era de esperarse que esta resta nos diera un número negativo,
pues la aceleración nos tiene que dar con signo negativo ya que, según nuestro
sistema, el bus se está moviendo en la dirección positiva de X mientras aplica
los frenos. Aunque conocemos vp y vt , todavı́a no conocemos el tiempo t. Para
hallarlo necesitamos más información.

En el enunciado nos dicen que la persona camina con velocidad constante vp.
Además, nos dicen la distancia inicial entre el bus y la persona, y nos dicen
que el bus alcanza rapidez vp justo antes de alcanzar a la persona. Esto quiere
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decir que cuando el bus llega a la rapidez vp, en ese instante su posición es la
misma que la de la persona. Ası́, podemos igualar la posición final dada por la
ecuación de movimiento del bus y de la persona, y de ahı́ podemos obtener el
tiempo t en que se encuentran.

Como el bus se mueve con aceleración constante, esperamos que su ecuación
de movimiento sea de la forma

x⃗f =
1
2
a⃗t2 + v⃗t + x⃗i . (3)

Ahora bien, según nuestro sistema, la velocidad inicial del bus es vt x̂ y la
posición inicial es cero. Además, podemos escribir la aceleración a⃗ usando la
ecuación (2). Por lo tanto, la ecuación de movimiento del bus es

xf t x̂ =
1
2
(
vp −vt

t
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
a

t2x̂+vttx̂. (4)

(Hemos llamado “xf t x̂” a la posición final del bus).

Alguien podrı́a decir que el término con la aceleración deberı́a tener un signo
menos, pues el bus está frenando (ası́ que la dirección de la aceleración deberı́a
ser −x̂). Sin embargo, el signo menos ya está implı́citamente en la ecuación
(4) porque, como dijimos, vp es menor que vt ası́ que la resta que aparece da
negativa. Si pusiéramos el signo negativo al frente del factor de 1/2 para indicar
que la aceleración es negativa, cometerı́amos un error porque la ecuación (2)
ya nos da el signo, ası́ que estarı́amos repitiendo dos signos menos, lo que nos
darı́a un signo más.

Ahora escribamos la ecuación de movimiento de la persona. La persona camina
con velocidad constante en lı́nea recta ası́ que esperamos que su ecuación de
movimiento sea de la forma

x⃗f = v⃗t + x⃗i . (5)

Según el sistema elegido, la velocidad de la persona es vpx̂ y la posición inicial
de la persona es dx̂. Por lo tanto, la ecuación de movimiento de la persona es

xf px̂ = vptx̂+dx̂. (6)

Para hallar el tiempo t en el cual se encuentran la persona y el Transmilenio,
debemos igualar las posiciones finales de ambos:

vptx̂+dx̂
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

xf p x̂

= 1
2
(
vp −vt

t
)t2x̂+vttx̂

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
xf t x̂

. (7)
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Ahora podemos aplicar la regla de oro:

vpt +d =
1
2
(
vp −vt

t
)t2 +vtt. (8)

En esta ecuación aparece una incógnita, el tiempo t. Notemos que t2 se simpli-
fica con el t que está en el denominador:

vpt +d =
1
2
(vp −vt)t +vtt. (9)

Ahora pasemos el término vpt a la derecha para que todos los términos que
tienen el tiempo queden a un solo lado:

d = 1
2
(vp −vt)t +vtt −vpt. (10)

Si sacamos el factor común del tiempo t, obtenemos

d = (1
2
(vp −vt)+vt −vp)t. (11)

Si sumamos los términos que están dentro del paréntesis obtenemos

d = (0.5vt −0.5vp)t. (12)

Finalmente, dividimos por el término entre paréntesis para despejar el tiempo:

d

0.5vt −0.5vp
= 2d
vt −vp

= t, (13)

donde usamos el hecho de que 0.5 es 1/2. Esta ecuación nos da el tiempo de
encuentro en función de cantidades conocidas como la rapidez inicial del bus,
la rapidez de la persona y la distancia que los separa inicialmente. Como vt
es mayor que vp, esta ecuación nos da positiva, lo cual tiene sentido porque
el tiempo tiene que ser positivo. Finalmente, podemos usar este tiempo en la
ecuación (2), para escribir la aceleración del bus:

a⃗ =
vp −vt
⎛
⎝

2d
vt −vp
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

t

⎞
⎠

x̂. (14)

Esto es lo mismo que

a⃗ =
(vp −vt)(vt −vp)

2d
x̂. (15)
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Notemos que en el numerador tenemos la multiplicación de dos términos que
son iguales, salvo por un signo menos. Podemos, por ejemplo, poner un signo
menos delante del primer término y reescribirlo ası́:

a⃗ =
−(vt −vp)(vt −vp)

2d
x̂ =

−(vt −vp)2

2d
x̂. (16)

La ecuación (16) nos da la aceleración del bus. Notemos que el término al
cuadrado, como todo término al cuadrado, es positivo. Por lo tanto, el signo
menos que está al frente no se pierde nunca, lo que garantiza que la dirección
de la aceleración sea negativa, como esperábamos. Además, notemos que como
la distancia que separa al bus de la persona está en el denominador, entonces
es claro que cuanto mayor sea la distancia, menor será la magnitud de la
aceleración, lo cual tiene sentido (si el bus está muy lejos de la persona, no
tiene que frenar bruscamente).

(b) Recordemos que la distancia recorrida por un objeto con aceleración cons-
tante está dada por

d = ∥1
2
at2 +vit∥ . (17)

Teniendo en cuenta el tiempo que dura frenando el bus —ecuación (13)—, su
velocidad inicial y su aceleración —ecuación (16)—, esta ecuación queda

dt =
XXXXXXXXXXX
−1

2
(vt −vp)2

2d
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

a

( 2d
vt −vp

)
2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
t

+vt (
2d

vt −vp
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
t

XXXXXXXXXXX
. (18)

(Hemos llamado d1 a la distancia recorrida por el bus). En el primer término
se simplifican algunas cosas, hasta que llegamos a

dt = ∥−d +vt (
2d

vt −vp
)∥ . (19)

Si sacamos el factor común de d, esta ecuación se puede escribir como

dt = ∥d((
2vt

vt −vp
)−1)∥ . (20)

Al hacer la suma de fracciones esto queda
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dt = ∥d(
2vt −vt +vp

vt −vp
)∥ . (21)

Finalmente, obtenemos

dt = ∥d(
vt +vp
vt −vp

)∥ . (22)

Notemos que el término en el denominador es menor que el término en el
numerador, ası́ que la fracción da un número mayor que 1. Esto tiene sentido
porque quiere decir que la distancia recorrida por el bus es mayor que la
distancia inicial de separación.

Otro método: es claro que la distancia recorrida por el bus es igual a la distancia
recorrida por la persona mientras aquel frena, más la distancia inicial que los
separa. Y calcular la distancia recorrida por la persona es muy fácil, pues como
la persona se mueve con velocidad constante, la distancia es sólo rapidez por
tiempo. Si usamos el tiempo de encuentro hallado antes y la rapidez de la
persona, la distancia recorrida por ella es

dp = vp
⎛
⎝

2d
vt −vp
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

t

⎞
⎠
. (23)

Esta ecuación nos da la distancia recorrida por la persona mientras el bus frena.
Como ya dijimos, la distancia recorrida por el bus es la distancia recorrida
por la persona más d, que es la distancia que lo separaba inicialmente de la
persona:

dt = vp
⎛
⎝

2d
vt −vp
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

dp

⎞
⎠
+d. (24)

Si sacamos factor común de d, obtenemos

dt = d((
2vp

vt −vp
)+1) . (25)

Y finalmente, sumamos las fracciones:

dt = d(
vp +vt
vt −vp

) . (26)
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Hemos llegado al mismo resultado de la ecuación (22) —notemos que vt −vp
es positivo, ası́ que toda la expresión es positiva y podemos obviar el valor
absoluto en la ecuación (22).

(c) Para hacer una gráfica cualitativa de posición contra tiempo para el bus,
sólo necesitamos saber que este sigue un movimiento con aceleración constante
negativa, que su posición inicial es cero y que su velocidad inicial es positiva.
Según esto, la ecuación de movimiento del bus es de la forma

xf t x̂ = −
1
2
at2x̂+vttx̂. (27)

Al aplicar la regla de oro, obtenemos

xf t = −
1
2
at2 +vtt. (28)

Notemos que esta es la ecuación de una parábola que se abre hacia abajo porque
el término cuadrático es negativo. Además, la parábola corta el eje Y en cero
porque el punto de corte es cero (la posición inicial es cero). Por otro lado,
la parábola está corrida en el sentido positivo de X porque el término lineal
y el cuadrático tienen signos contrarios. Además, la parábola no alcanza el
punto más alto porque cuando el bus alcanza la persona el bus no ha llegado a
velocidad cero (sólo ha llegado a la velocidad de la persona). Reuniendo estas
caracterı́sticas, podemos realizar la siguiente gráfica de posición contra tiempo
para el bus:

dt = vp ( 2d
vt − vp ) + d   (24)

dp

Si sacamos factor común de d, obtenemos:

dt = d (
2vp

vt − vp ) + 1    (25)

Y finalmente, sumamos las fracciones:

dt = d (
vp + vt

vt − vp )   (26)

Hemos llegado al mismo resultado de la ecuación (22) (notemos que vt − vp es positivo, así 

que toda la expresión es positiva y podemos obviar las barras de valor absoluto en la ecua-
ción (22)).

c) Para hacer una gráfica cualitativa de posición contra tiempo para el Transmilenio, sólo 
necesitamos saber que el Transmilenio sigue un movimiento con aceleración constante ne-
gativa, que su posición inicial es cero y que su velocidad inicial es positiva. Según esto, la 
ecuación de movimiento del Transmilenio es de la forma:

xft ̂x = −
1
2

at2 ̂x + vtt ̂x   (27)

Al aplicar la regla de oro, obtenemos:

xft = −
1
2

at2 + vtt   (28)

Notemos que esta es la ecuación de una parábola que se abre hacia abajo porque el término 
cuadrático (el que tiene la aceleración) es negativo. Además, la parábola corta el eje Y en 
cero porque el punto de corte es cero (la posición inicial es cero). Por otro lado, la parábola 
está corrida en el sentido positivo de X porque el término lineal y el cuadrático tienen sig-
nos contrarios. Otra forma de ver esto es que al comienzo el Transmilenio tiene cierta velo-
cidad positiva así que al comienzo la parábola tendría unos segmentos de recta muy inclina-
dos positivamente (recordemos los segmentos imaginarios que usamos para analizar gráfi-
cas de posición contra tiempo). Después, mientras frena, los segmentos de recta se deben ir 
haciendo cada vez menos inclinados (pues la velocidad disminuye), pero la parábola no 
alcanza el “morro” porque cuando el Transmilenio alcanza la persona, el Transmilenio no 
ha llegado a velocidad cero (sólo ha llegado a la velocidad de la persona).   Reuniendo es-
tas características, podemos realizar la siguiente gráfica de posición contra tiempo para el 
Transmilenio:

Como la persona se mueve con velocidad 
constante positiva, la gráfica de posición con-
tra tiempo para la persona es una línea recta 
con pendiente positiva. Además, la posición 
inicial de la persona es d ̂x. Y por otra parte, 
cuando el Transmilenio llega a rapidez vp , la 

persona tiene la misma posición, así que la 
línea recta debe pasar por ese punto en el cual el Transmilenio alcanza dicha rapidez. Reu-
niendo estos requisitos, la gráfica de posición contra tiempo para la persona sería:

Notemos que la inclinación de la línea de la persona coincide con la inclinación del final de 
la parábola, pues el último segmento de la parábola tiene que tener la misa pendiente que la 
línea recta de la persona, ya que al final el Transmilenio alcanza la misma velocidad que 
tiene la persona.
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t

X
El Transmilenio tiene aceleración nega-

tiva. La parábola no alcanza a llegar 
hasta el punto más alto, porque el 

Transmilenio no llega a rapidez cero.d

El bus de Transmilenio tiene aceleración negativa. La parábola no alcanza a llegar
hasta el punto más alto porque el bus no llega a rapidez cero.

Como la persona se mueve con velocidad constante positiva, la gráfica de posi-
ción contra tiempo para la persona es una lı́nea recta con pendiente positiva.
Además, la posición inicial de la persona es dx̂. Y por otra parte, cuando el bus
llega a rapidez vp, la persona tiene la misma posición, ası́ que la lı́nea recta
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debe pasar por ese punto en el cual el bus alcanza dicha rapidez. Reuniendo
estos requisitos, la gráfica de posición contra tiempo para la persona serı́a

d) Para determinar en qué tiempo el Transmile-
nio se detiene completamente, necesitamos 
usar una ecuación que nos diga cuándo la velo-
cidad es cero.  Podemos usar la ecuación 

⃗v = ⃗a t + ⃗v i   (29)

y despejar el tiempo para el cual ⃗v  es cero. 
En nuestro caso, la velocidad inicial del Transmilenio es vt ̂x y la aceleración está determina-
da por la ecuación (16). Teniendo en cuenta esto, podemos escribir la ecuación (29) así:

⃗v = −
(vt − vp)2

2d
t ̂x + vt ̂x   (30)

a

Ahora, para determinar en qué tiempo la velocidad es cero, simplemente ponemos cero pa-
ra la velocidad en la anterior ecuación:

0 ̂x = −
(vt − vp)2

2d
t ̂x + vt ̂x   (31)

Si pasamos el primer término de la igualdad derecha al otro lado, esto queda:

(vt − vp)2

2d
t ̂x = vt ̂x   (32)

Si dividimos por el término que acompaña al tiempo t y aplicamos la regla de oro obtene-
mos

t =
2d

(vt − vp)2
vt   (33)

Esta ecuación nos dice el tiempo en el cual el Transmilenio llega a su velocidad cero (es 
decir, el tiempo en el cual se detiene). Notemos que si la rapidez vt es igual a vp entonces la 

anterior ecuación no está definida, y eso tiene sentido porque si ambas rapideces son igua-
les entonces el Transmilenio no tendría aceleración y entonces nunca su velocidad llegaría 
a cero. Por otro lado, es importante entender cómo hemos averiguado el tiempo para el cual 
la velocidad es cero: hemos usado la ecuación que nos dice la velocidad en función de la 
aceleración y el tiempo ( ⃗v = ⃗a t + ⃗v i) y hemos reemplazado la velocidad por cero. 

Nota 2.26
¿En qué tiempo la velocidad es cero?

Para hallar el tiempo en el cual un objeto que se mueve con aceleración constante 
alcanza velocidad cero, usamos la ecuación ⃗v = ⃗a t + ⃗v i y ponemos que la veloci-
dad es cero:  0 = ⃗a t + ⃗v i 
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t

X
La persona comienza a una distancia d 
en el sentido positivo de X, y camina 

con velocidad constante. Al final su posi-
ción se cruza con la del Transmilenio.

La persona comienza a una distancia d en el sentido positivo de X, y camina con
velocidad constante. Al final su posición se cruza con la del bus de Transmilenio.

Notemos que la inclinación de la lı́nea de la persona coincide con la inclinación
del final de la parábola, pues al final el bus alcanza la misma velocidad que
tiene la persona (si es necesario, repase el problema 2.18 o el final del problema
2.17).

(d) Para determinar en qué tiempo el bus se detiene completamente, necesi-
tamos usar una ecuación que nos diga cuándo la velocidad es cero. Podemos
usar la ecuación

v⃗ = a⃗t + v⃗i (29)

y despejar el tiempo para el cual v⃗ es cero. En nuestro caso, la velocidad inicial
del bus es v⃗t x̂ y la aceleración está determinada por la ecuación (16). Teniendo
en cuenta esto, podemos escribir la ecuación (29) ası́:

v⃗ = −
(vt −vp)2

2d
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

a

tx̂+vt x̂. (30)

Ahora, para determinar en qué tiempo la velocidad es cero, simplemente
ponemos cero para la velocidad en la anterior ecuación:

0x̂ = −
(vt −vp)2

2d
tx̂+vt x̂. (31)

Si pasamos el primer término de la parte derecha de la igualdad al otro lado,
esto queda

(vt −vp)2

2d
tx̂ = vt x̂. (32)
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Si dividimos por el término que acompaña al tiempo t y aplicamos la regla de
oro obtenemos

t = 2d
(vt −vp)2

vt . (33)

Esta ecuación nos dice el tiempo en el cual el bus llega a su velocidad cero (es
decir, el tiempo en el cual se detiene).

Notemos que si la rapidez vt es igual a vp la anterior ecuación no está definida
y eso tiene sentido porque si ambas rapideces son iguales entonces el bus no
tendrı́a aceleración y su velocidad nunca llegarı́a a cero, lo cual contradice la
suposición de que el bus se detiene. Además, si vt es igual a vp, la ecuación
(22) tampoco estarı́a definida, lo que también tiene sentido porque la distancia
recorrida por el bus serı́a infinita (sin aceleración nunca alcanzarı́a a la persona).
Por ultimo, si vt es igual a vp, la gráfica de posición contra tiempo del bus
será una lı́nea recta paralela a la recta de la persona (pues tendrá la misma
velocidad) y ambas rectas estarán separadas por la distancia inicial d.

Nota 2.25. ¿En qué tiempo la velocidad es cero?

Para hallar el tiempo en el cual un objeto que se mueve con acelera-
ción constante alcanza velocidad cero, usamos la ecuación v⃗ = a⃗t + v⃗i y
ponemos que la velocidad es cero: 0 = a⃗t + v⃗i .
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Problema 2.23.

Palabras clave: interpretación de gráficas de
posición contra tiempo, interpretación de
gráficas de velocidad contra tiempo, inter-
pretación de gráficas de aceleración contra
tiempo.

A continuación el lector va a encontrar nueve gráficas.

(a) Dé una descripción de la situación que cada gráfica indica (por ejemplo,
“el objeto acelera entre el tiempo inicial y t1”).

(b) Señale qué gráficas se refieren a la misma situación y para esas gráficas
escriba cómo podrı́an ser las ecuaciones de movimiento del objeto (no
use números, simplemente escriba el tipo de ecuación que podrı́a tener
el objeto usando variables).

(c) Señale los tramos en cada gráfica de velocidad en los cuales la rapidez
aumenta.

PROBLEMA 2.22
A continuación el lector va a encontrar nueve gráficas. a) Dé una descripción de la situación que cada gráfica indica (por ejemplo, “el objeto acelera entre el tiempo inicial y t1”) . b) Señalar 
qué gráficas se refieren a la misma situación, y para esas gráficas, escribir cómo podrían ser las ecuaciones de movimiento del objeto (no use números, simplemente escriba el tipo de ecuación 
que podría tener el objeto usando variables). c) Señalar los tramos en cada gráfica de velocidad en los cuales la rapidez aumenta.

t

X

  t0   t2  t1

t

V

  t0   t2  t1t

X

  t0   t1   t2

t

a

  t0   t2  t1
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  t0   t1   t2

t
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  t0   t2  t1

t
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  t0
  t2  t1
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  t0   t2  t1

t
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  t0   t2  t1

1 2 3

4 5 6

7 8 9
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Solución

¿Qué información nos dan?

Nos dan nueve gráficas.
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¿Qué nos piden?

(a) Dar una descripción de la situación que la gráfica indica.

(b) Decir qué gráficas se pueden referir a la misma situación. Para esas gráficas, hay que
escribir cómo podrı́an ser las ecuaciones de movimiento del objeto.

(c) Señalar los tramos en las gráficas de velocidad en los cuales la rapidez aumenta.

(a)

¿Qué información nos dan?

Nos dan nueve gráficas.

¿Qué debemos hallar?

a) Dar una descripción de la situación que la gráfica indica.

b) Decir qué gráficas se pueden referir a la misma situación. Para esas gráficas, 
escribir cómo podrían ser las ecuaciones de movimiento del objeto.

c) Señalar los tramos en las gráficas de velocidad en los cuales la rapidez aumen-
ta.

SOLUCIÓN

a) 

t

X

  t0   t2  t1

1

Esta es una gráfica de posición contra tiempo. En el tiempo inicial el objeto está en el ori-
gen, y desde ese momento hasta el tiempo t1 el objeto se mueve con velocidad constante 
positiva (recordemos que una línea recta en una gráfica de posición indica la velocidad). 
Entre el tiempo t1 y t2 el objeto permanece en reposo (la pendiente de la línea es cero, así 
que la velocidad es cero).

t

V

  t0   t1   t2

2

Esta es una gráfica de velocidad contra tiempo. El objeto comienza con velocidad cero. En-
tre el tiempo inicial y t1 el objeto aumenta su velocidad, así que el objeto se mueve con ace-
leración constante positiva (recordemos que una línea recta en una gráfica de velocidad 
indica la aceleración). Entre el tiempo t1 y t2 el objeto permanece con velocidad constante 
(la pendiente de la línea es cero, así que la aceleración es cero).

t

a

  t0   t2  t1

3

Esta es una gráfica de aceleración contra tiempo. No hemos estudiado gráficas de acelera-
ción contra tiempo antes, pero lo que ya sabemos para las demás gráficas nos puede ayudar 
a interpretar estas gráficas.  Notemos que según la gráfica, el objeto tiene una aceleración 
negativa que permanece constante (es una línea horizontal en la parte negativa del eje Y). 
Esto quiere decir que el valor de la aceleración es siempre el mismo, y es negativo. Cuando 
un objeto tiene aceleración negativa constante, entonces eso indica que su velocidad está 
disminuyendo de forma constante (recordemos que esto no quiere decir que la rapidez está 
disminuyendo).

150

Esta es una gráfica de posición contra tiempo. En el tiempo inicial el objeto
está en el origen, y desde ese momento hasta el tiempo t1 el objeto se mueve
con velocidad constante positiva. Entre el tiempo t1 y t2 el objeto permanece
en reposo (la pendiente de la lı́nea es cero, ası́ que la velocidad es cero).

¿Qué información nos dan?

Nos dan nueve gráficas.

¿Qué debemos hallar?

a) Dar una descripción de la situación que la gráfica indica.

b) Decir qué gráficas se pueden referir a la misma situación. Para esas gráficas, 
escribir cómo podrían ser las ecuaciones de movimiento del objeto.

c) Señalar los tramos en las gráficas de velocidad en los cuales la rapidez aumen-
ta.

SOLUCIÓN

a) 

t

X

  t0   t2  t1

1

Esta es una gráfica de posición contra tiempo. En el tiempo inicial el objeto está en el ori-
gen, y desde ese momento hasta el tiempo t1 el objeto se mueve con velocidad constante 
positiva (recordemos que una línea recta en una gráfica de posición indica la velocidad). 
Entre el tiempo t1 y t2 el objeto permanece en reposo (la pendiente de la línea es cero, así 
que la velocidad es cero).

t

V

  t0   t1   t2

2

Esta es una gráfica de velocidad contra tiempo. El objeto comienza con velocidad cero. En-
tre el tiempo inicial y t1 el objeto aumenta su velocidad, así que el objeto se mueve con ace-
leración constante positiva (recordemos que una línea recta en una gráfica de velocidad 
indica la aceleración). Entre el tiempo t1 y t2 el objeto permanece con velocidad constante 
(la pendiente de la línea es cero, así que la aceleración es cero).

t

a

  t0   t2  t1

3

Esta es una gráfica de aceleración contra tiempo. No hemos estudiado gráficas de acelera-
ción contra tiempo antes, pero lo que ya sabemos para las demás gráficas nos puede ayudar 
a interpretar estas gráficas.  Notemos que según la gráfica, el objeto tiene una aceleración 
negativa que permanece constante (es una línea horizontal en la parte negativa del eje Y). 
Esto quiere decir que el valor de la aceleración es siempre el mismo, y es negativo. Cuando 
un objeto tiene aceleración negativa constante, entonces eso indica que su velocidad está 
disminuyendo de forma constante (recordemos que esto no quiere decir que la rapidez está 
disminuyendo).

150

Esta es una gráfica de velocidad contra tiempo. El objeto comienza con veloci-
dad cero. Entre el tiempo inicial y t1 el objeto aumenta su velocidad, ası́ que el
objeto se mueve con aceleración constante positiva. Entre el tiempo t1 y t2 el
objeto permanece con velocidad constante (la pendiente de la lı́nea es cero, ası́
que la aceleración es cero).
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¿Qué información nos dan?

Nos dan nueve gráficas.

¿Qué debemos hallar?

a) Dar una descripción de la situación que la gráfica indica.

b) Decir qué gráficas se pueden referir a la misma situación. Para esas gráficas, 
escribir cómo podrían ser las ecuaciones de movimiento del objeto.

c) Señalar los tramos en las gráficas de velocidad en los cuales la rapidez aumen-
ta.

SOLUCIÓN

a) 

t

X

  t0   t2  t1

1

Esta es una gráfica de posición contra tiempo. En el tiempo inicial el objeto está en el ori-
gen, y desde ese momento hasta el tiempo t1 el objeto se mueve con velocidad constante 
positiva (recordemos que una línea recta en una gráfica de posición indica la velocidad). 
Entre el tiempo t1 y t2 el objeto permanece en reposo (la pendiente de la línea es cero, así 
que la velocidad es cero).

t

V

  t0   t1   t2

2

Esta es una gráfica de velocidad contra tiempo. El objeto comienza con velocidad cero. En-
tre el tiempo inicial y t1 el objeto aumenta su velocidad, así que el objeto se mueve con ace-
leración constante positiva (recordemos que una línea recta en una gráfica de velocidad 
indica la aceleración). Entre el tiempo t1 y t2 el objeto permanece con velocidad constante 
(la pendiente de la línea es cero, así que la aceleración es cero).

t

a

  t0   t2  t1

3

Esta es una gráfica de aceleración contra tiempo. No hemos estudiado gráficas de acelera-
ción contra tiempo antes, pero lo que ya sabemos para las demás gráficas nos puede ayudar 
a interpretar estas gráficas.  Notemos que según la gráfica, el objeto tiene una aceleración 
negativa que permanece constante (es una línea horizontal en la parte negativa del eje Y). 
Esto quiere decir que el valor de la aceleración es siempre el mismo, y es negativo. Cuando 
un objeto tiene aceleración negativa constante, entonces eso indica que su velocidad está 
disminuyendo de forma constante (recordemos que esto no quiere decir que la rapidez está 
disminuyendo).

150

Esta es una gráfica de aceleración contra tiempo. No hemos estudiado gráficas
de aceleración contra tiempo antes, pero lo que ya sabemos para las demás
gráficas nos puede ayudar a interpretar estas gráficas. Notemos que según
la gráfica, el objeto tiene una aceleración negativa que permanece constante
(es una lı́nea horizontal en la parte negativa del eje Y). Esto quiere decir que
el valor de la aceleración es siempre el mismo, y es negativo. Si un objeto
tiene aceleración negativa constante, su velocidad está disminuyendo de forma
constante.
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  t0   t1   t2

4

Esta es una gráfica de posición contra tiempo. La posición inicial del objeto es algún punto 
positivo en X. Entre el tiempo inicial y t1 el objeto se mueve con velocidad constante nega-
tiva. Entre el tiempo t1 y t2 el objeto también se mueve con velocidad constante negativa, 
pero como la pendiente de esta recta es más inclinada que la pendiente de la recta entre el 
tiempo inicial y t1, entonces sabemos que el objeto se mueve con velocidad más negativa 
que antes (es decir, su rapidez es mayor). Además, en el tiempo t2 el objeto regresa al ori-
gen.

t

V

  t0   t2  t1

5

Esta es una gráfica de velocidad contra tiempo. En el tiempo inicial el objeto tiene cierta 
velocidad positiva. Entre el tiempo inicial y t1 el objeto se mueve con aceleración constante 
negativa (su velocidad disminuye de forma constante). En algún momento la velocidad lle-
ga a cero, y después el objeto adquiere velocidad negativa, lo que quiere decir que ahora se 
está moviendo en la dirección contraria a la que se venía moviendo antes. El objeto sigue 
disminuyendo su velocidad (su velocidad es cada vez más negativa) hasta t1. En ese instan-
te sucede algo extraño, y el objeto pasa de tener velocidad negativa a tener la misma veloci-
dad positiva con la cual empezó. Eso sugiere que el objeto cambió de repente la dirección 
en la que se estaba moviendo. Desde ahí el objeto repite el mismo tipo de movimiento de 
antes (con aceleración negativa).

t

V

  t0
  t2  t1

6

Esta es una gráfica de velocidad contra tiempo. La velocidad inicial del objeto es positiva y 
comienza a disminuir de forma constante, pasando por cero y luego volviéndose negativa 
hasta el tiempo t1 (lo que indica que el objeto tiene aceleración constante negativa, y cam-
bió la dirección de su movimiento desde que la velocidad se volvió negativa). Desde t1el 
objeto se mueve con velocidad constante negativa (aceleración cero) hasta el tiempo t2.

t

X

  t0   t2  t1

7

Esta es una gráfica de posición contra tiempo. El objeto comienza en cierta posición positi-
va, y comienza a moverse con cierta velocidad positiva (imaginemos un segmento de recta 
justo al inicio de la curva, el cual tendría pendiente positiva). Además, es claro que entre el 
tiempo inicial y  t1 se forma una parábola que se abre hacia abajo. Esto sugiere que el obje-
to tiene aceleración negativa en ese intervalo de tiempo. Como dijimos, el objeto comienza 
a moverse con cierta velocidad positiva, y va disminuyendo su velocidad hasta que en el 
“morro” la velocidad es cero. Después, su velocidad es negativa (los segmentos de recta 
que podemos imaginar empiezan a tener pendiente negativa) y cada vez más negativa hasta 
el tiempo t1 (todo esto es de esperarse porque el objeto tiene aceleración negativa en ese 
intervalo). Pero después de t1 la parábola se acaba y sigue una línea recta con pendiente 
negativa. Esto indica que desde ese momento, el objeto se mueve con velocidad constante 
negativa (su aceleración se vuelve cero). El objeto en algún momento pasa por el origen, y 
sigue moviéndose hacia posiciones negativas hasta el tiempo t2.
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Esta es una gráfica de posición contra tiempo. La posición inicial del objeto
es algún punto positivo en X. Entre el tiempo inicial y t1 el objeto se mueve
con velocidad constante negativa. Entre el tiempo t1 y t2 el objeto también
se mueve con velocidad constante negativa, pero como la pendiente de esta
recta es más inclinada que la pendiente de la recta entre el tiempo inicial y
t1, entonces inferimos que el objeto se mueve con velocidad más negativa que
antes (es decir, su rapidez es mayor). Además, en el tiempo t2 el objeto regresa
al origen.
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t

X

  t0   t1   t2

4

Esta es una gráfica de posición contra tiempo. La posición inicial del objeto es algún punto 
positivo en X. Entre el tiempo inicial y t1 el objeto se mueve con velocidad constante nega-
tiva. Entre el tiempo t1 y t2 el objeto también se mueve con velocidad constante negativa, 
pero como la pendiente de esta recta es más inclinada que la pendiente de la recta entre el 
tiempo inicial y t1, entonces sabemos que el objeto se mueve con velocidad más negativa 
que antes (es decir, su rapidez es mayor). Además, en el tiempo t2 el objeto regresa al ori-
gen.

t

V

  t0   t2  t1

5

Esta es una gráfica de velocidad contra tiempo. En el tiempo inicial el objeto tiene cierta 
velocidad positiva. Entre el tiempo inicial y t1 el objeto se mueve con aceleración constante 
negativa (su velocidad disminuye de forma constante). En algún momento la velocidad lle-
ga a cero, y después el objeto adquiere velocidad negativa, lo que quiere decir que ahora se 
está moviendo en la dirección contraria a la que se venía moviendo antes. El objeto sigue 
disminuyendo su velocidad (su velocidad es cada vez más negativa) hasta t1. En ese instan-
te sucede algo extraño, y el objeto pasa de tener velocidad negativa a tener la misma veloci-
dad positiva con la cual empezó. Eso sugiere que el objeto cambió de repente la dirección 
en la que se estaba moviendo. Desde ahí el objeto repite el mismo tipo de movimiento de 
antes (con aceleración negativa).

t
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  t0
  t2  t1

6

Esta es una gráfica de velocidad contra tiempo. La velocidad inicial del objeto es positiva y 
comienza a disminuir de forma constante, pasando por cero y luego volviéndose negativa 
hasta el tiempo t1 (lo que indica que el objeto tiene aceleración constante negativa, y cam-
bió la dirección de su movimiento desde que la velocidad se volvió negativa). Desde t1el 
objeto se mueve con velocidad constante negativa (aceleración cero) hasta el tiempo t2.

t

X

  t0   t2  t1

7

Esta es una gráfica de posición contra tiempo. El objeto comienza en cierta posición positi-
va, y comienza a moverse con cierta velocidad positiva (imaginemos un segmento de recta 
justo al inicio de la curva, el cual tendría pendiente positiva). Además, es claro que entre el 
tiempo inicial y  t1 se forma una parábola que se abre hacia abajo. Esto sugiere que el obje-
to tiene aceleración negativa en ese intervalo de tiempo. Como dijimos, el objeto comienza 
a moverse con cierta velocidad positiva, y va disminuyendo su velocidad hasta que en el 
“morro” la velocidad es cero. Después, su velocidad es negativa (los segmentos de recta 
que podemos imaginar empiezan a tener pendiente negativa) y cada vez más negativa hasta 
el tiempo t1 (todo esto es de esperarse porque el objeto tiene aceleración negativa en ese 
intervalo). Pero después de t1 la parábola se acaba y sigue una línea recta con pendiente 
negativa. Esto indica que desde ese momento, el objeto se mueve con velocidad constante 
negativa (su aceleración se vuelve cero). El objeto en algún momento pasa por el origen, y 
sigue moviéndose hacia posiciones negativas hasta el tiempo t2.

151

Esta es una gráfica de velocidad contra tiempo. En el tiempo inicial el objeto
tiene cierta velocidad positiva. Entre el tiempo inicial y t1 el objeto se mueve
con aceleración constante negativa (su velocidad disminuye de forma constan-
te). En algún momento la velocidad llega a cero, y después el objeto adquiere
velocidad negativa, lo que quiere decir que ahora se está moviendo en la direc-
ción contraria a la que se venı́a moviendo antes. El objeto sigue disminuyendo
su velocidad (su velocidad es cada vez más negativa) hasta t1. En ese instante
sucede algo extraño, y el objeto pasa de tener velocidad negativa a tener la
misma velocidad positiva con la cual empezó. Eso sugiere que el objeto cambió
de repente la dirección en la que se estaba moviendo. Desde ahı́ el objeto repite
el mismo tipo de movimiento de antes (con aceleración negativa).

t

X

  t0   t1   t2

4

Esta es una gráfica de posición contra tiempo. La posición inicial del objeto es algún punto 
positivo en X. Entre el tiempo inicial y t1 el objeto se mueve con velocidad constante nega-
tiva. Entre el tiempo t1 y t2 el objeto también se mueve con velocidad constante negativa, 
pero como la pendiente de esta recta es más inclinada que la pendiente de la recta entre el 
tiempo inicial y t1, entonces sabemos que el objeto se mueve con velocidad más negativa 
que antes (es decir, su rapidez es mayor). Además, en el tiempo t2 el objeto regresa al ori-
gen.

t

V

  t0   t2  t1

5

Esta es una gráfica de velocidad contra tiempo. En el tiempo inicial el objeto tiene cierta 
velocidad positiva. Entre el tiempo inicial y t1 el objeto se mueve con aceleración constante 
negativa (su velocidad disminuye de forma constante). En algún momento la velocidad lle-
ga a cero, y después el objeto adquiere velocidad negativa, lo que quiere decir que ahora se 
está moviendo en la dirección contraria a la que se venía moviendo antes. El objeto sigue 
disminuyendo su velocidad (su velocidad es cada vez más negativa) hasta t1. En ese instan-
te sucede algo extraño, y el objeto pasa de tener velocidad negativa a tener la misma veloci-
dad positiva con la cual empezó. Eso sugiere que el objeto cambió de repente la dirección 
en la que se estaba moviendo. Desde ahí el objeto repite el mismo tipo de movimiento de 
antes (con aceleración negativa).

t
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  t0
  t2  t1

6

Esta es una gráfica de velocidad contra tiempo. La velocidad inicial del objeto es positiva y 
comienza a disminuir de forma constante, pasando por cero y luego volviéndose negativa 
hasta el tiempo t1 (lo que indica que el objeto tiene aceleración constante negativa, y cam-
bió la dirección de su movimiento desde que la velocidad se volvió negativa). Desde t1el 
objeto se mueve con velocidad constante negativa (aceleración cero) hasta el tiempo t2.
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  t0   t2  t1

7

Esta es una gráfica de posición contra tiempo. El objeto comienza en cierta posición positi-
va, y comienza a moverse con cierta velocidad positiva (imaginemos un segmento de recta 
justo al inicio de la curva, el cual tendría pendiente positiva). Además, es claro que entre el 
tiempo inicial y  t1 se forma una parábola que se abre hacia abajo. Esto sugiere que el obje-
to tiene aceleración negativa en ese intervalo de tiempo. Como dijimos, el objeto comienza 
a moverse con cierta velocidad positiva, y va disminuyendo su velocidad hasta que en el 
“morro” la velocidad es cero. Después, su velocidad es negativa (los segmentos de recta 
que podemos imaginar empiezan a tener pendiente negativa) y cada vez más negativa hasta 
el tiempo t1 (todo esto es de esperarse porque el objeto tiene aceleración negativa en ese 
intervalo). Pero después de t1 la parábola se acaba y sigue una línea recta con pendiente 
negativa. Esto indica que desde ese momento, el objeto se mueve con velocidad constante 
negativa (su aceleración se vuelve cero). El objeto en algún momento pasa por el origen, y 
sigue moviéndose hacia posiciones negativas hasta el tiempo t2.
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Esta es una gráfica de velocidad contra tiempo. La velocidad inicial del objeto
es positiva y comienza a disminuir de forma constante, pasando por cero y
luego volviéndose negativa hasta el tiempo t1 (lo que indica que el objeto tiene
aceleración constante negativa, y cambió la dirección de su movimiento desde
que la velocidad se volvió negativa). Desde t1 el objeto se mueve con velocidad
constante negativa (aceleración cero) hasta el tiempo t2.
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Esta es una gráfica de posición contra tiempo. La posición inicial del objeto es algún punto 
positivo en X. Entre el tiempo inicial y t1 el objeto se mueve con velocidad constante nega-
tiva. Entre el tiempo t1 y t2 el objeto también se mueve con velocidad constante negativa, 
pero como la pendiente de esta recta es más inclinada que la pendiente de la recta entre el 
tiempo inicial y t1, entonces sabemos que el objeto se mueve con velocidad más negativa 
que antes (es decir, su rapidez es mayor). Además, en el tiempo t2 el objeto regresa al ori-
gen.
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Esta es una gráfica de velocidad contra tiempo. En el tiempo inicial el objeto tiene cierta 
velocidad positiva. Entre el tiempo inicial y t1 el objeto se mueve con aceleración constante 
negativa (su velocidad disminuye de forma constante). En algún momento la velocidad lle-
ga a cero, y después el objeto adquiere velocidad negativa, lo que quiere decir que ahora se 
está moviendo en la dirección contraria a la que se venía moviendo antes. El objeto sigue 
disminuyendo su velocidad (su velocidad es cada vez más negativa) hasta t1. En ese instan-
te sucede algo extraño, y el objeto pasa de tener velocidad negativa a tener la misma veloci-
dad positiva con la cual empezó. Eso sugiere que el objeto cambió de repente la dirección 
en la que se estaba moviendo. Desde ahí el objeto repite el mismo tipo de movimiento de 
antes (con aceleración negativa).
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Esta es una gráfica de velocidad contra tiempo. La velocidad inicial del objeto es positiva y 
comienza a disminuir de forma constante, pasando por cero y luego volviéndose negativa 
hasta el tiempo t1 (lo que indica que el objeto tiene aceleración constante negativa, y cam-
bió la dirección de su movimiento desde que la velocidad se volvió negativa). Desde t1el 
objeto se mueve con velocidad constante negativa (aceleración cero) hasta el tiempo t2.
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Esta es una gráfica de posición contra tiempo. El objeto comienza en cierta posición positi-
va, y comienza a moverse con cierta velocidad positiva (imaginemos un segmento de recta 
justo al inicio de la curva, el cual tendría pendiente positiva). Además, es claro que entre el 
tiempo inicial y  t1 se forma una parábola que se abre hacia abajo. Esto sugiere que el obje-
to tiene aceleración negativa en ese intervalo de tiempo. Como dijimos, el objeto comienza 
a moverse con cierta velocidad positiva, y va disminuyendo su velocidad hasta que en el 
“morro” la velocidad es cero. Después, su velocidad es negativa (los segmentos de recta 
que podemos imaginar empiezan a tener pendiente negativa) y cada vez más negativa hasta 
el tiempo t1 (todo esto es de esperarse porque el objeto tiene aceleración negativa en ese 
intervalo). Pero después de t1 la parábola se acaba y sigue una línea recta con pendiente 
negativa. Esto indica que desde ese momento, el objeto se mueve con velocidad constante 
negativa (su aceleración se vuelve cero). El objeto en algún momento pasa por el origen, y 
sigue moviéndose hacia posiciones negativas hasta el tiempo t2.
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Esta es una gráfica de posición contra tiempo. El objeto comienza en cierta
posición positiva, y comienza a moverse con cierta velocidad positiva (imagine-
mos un segmento de recta justo al inicio de la curva, el cual tendrı́a pendiente
positiva). Además, es claro que entre el tiempo inicial y t1 se forma una parábo-
la que se abre hacia abajo. Esto sugiere que el objeto tiene aceleración negativa
en ese intervalo de tiempo. El objeto comienza a moverse con cierta velocidad
positiva y va disminuyendo su velocidad hasta que en el punto más alto la
velocidad es cero. Después, su velocidad es negativa (los segmentos de recta
que podemos imaginar empiezan a tener pendiente negativa) y cada vez más
negativa hasta el tiempo t1. Pero después de t1 la parábola se acaba y sigue
una lı́nea recta con pendiente negativa. Esto indica que desde ese momento
el objeto se mueve con velocidad constante negativa (su aceleración se vuelve
cero). El objeto en algún momento pasa por el origen, y sigue moviéndose hacia
posiciones negativas hasta el tiempo t2.
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Esta es una gráfica de aceleración contra tiempo. Entre el tiempo inicial y el tiempo t1 el 
objeto se mueve con aceleración constante negativa, así que su velocidad debe de estar dis-
minuyendo de forma constante. Entre el tiempo t1 y t2 el objeto permanece con aceleración 
cero, así que su velocidad permanece constante (cuidado, no sabemos si en este tramo el 
objeto se mantiene con velocidad negativa o positiva, sólo sabemos que el objeto ahora tie-
ne menos velocidad que al comienzo porque tuvo aceleración negativa).
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Esta es una gráfica de posición contra tiempo. El objeto comienza en cierta posición positi-
va y comienza a moverse con cierta velocidad positiva (las pendientes de los segmentos de 
recta que podríamos imaginar sobre la gráfica serían positivos). Además, es claro que entre 
el tiempo inicial y el tiempo t1 se forma una parábola que se abre hacia abajo. Esto sugiere 
que el objeto tiene aceleración negativa en ese intervalo de tiempo. Como dijimos, el obje-
to comienza a moverse con cierta velocidad positiva, y va disminuyendo su velocidad hasta 
que en el “morro” la velocidad es cero. Después, su velocidad es negativa (así que ahora se 
debe de estar moviendo en dirección contraria) y es cada vez más negativa hasta el tiempo 
t1. Pero después de t1 algo extraño pasa y el objeto vuelve a tener cierta velocidad positiva 
(así que su dirección debió de cambiar repentinamente), y vuelve a repetirse el tipo de mo-
vimiento de antes; el objeto tiene aceleración negativa, y su velocidad pasa de ser positiva 
a ser cero en el segundo morro, a ser otra vez negativa hasta que llega al origen.

b) Debemos encontrar gráficas que se refieran a la misma situación. Una forma fácil de 
hacer esto es volver a las gráficas de posición y ver si hay gráficas de velocidad o de 
aceleración que correspondan con ellas. Por ejemplo, la gráfica 1 indica que el objeto 
tiene velocidad inicial positiva constante. Como el lector puede observar, ninguna gráfi-
ca de velocidad comienza con una velocidad positiva que se mantiene constante. Tampo-
co hay gráficas de aceleración que comiencen con aceleración cero (velocidad constante 
es aceleración cero). Así que no hay otras gráficas que describan la misma situación que 
la gráfica 1. 

La gráfica 4 comienza con velocidad constante negativa, y después el objeto tiene una velo-
cidad constante más negativa. No hay ninguna gráfica de velocidad que comience con velo-
cidad constante negativa. Y como ya dijimos, tampoco hay gráficas de aceleración con ace-
leración inicial cero. Así que de nuevo, no hay otras gráficas que representen la misma si-
tuación que la gráfica de posición examinada (la 4).

La gráfica 7 indica primero una aceleración negativa. Además, inicialmente la velocidad es 
positiva, pasa a cero y luego es negativa. Después, la velocidad permanece constante y ne-
gativa. Notemos que la gráfica 6 tiene precisamente ese comportamiento; velocidad inicial 
es positiva, la aceleración es negativa, la velocidad pasa por cero y luego se vuelve negati-
va. Y después de t1 la velocidad permanece constante y negativa. Así que la gráfica 7 y 6 
corresponden a la misma situación. Además, la gráfica 8 también describe lo mismo; acele-
ración constante negativa inicialmente y después aceleración cero (velocidad constante). 
Por lo tanto, estas tres gráficas (la 6, 7 y 8) representan la misma situación. Según estas grá-
ficas, la ecuación de movimiento del objeto  entre el tiempo inicial y t1 sería la ecuación de 
un movimiento con aceleración constante negativa. Además, el objeto comienza con cierta 
velocidad inicial positiva y comienza en alguna posición inicial positiva. Por lo tanto, en 
este intervalo de tiempo la ecuación  de movimiento sería de la siguiente forma:

xf ̂x = −
1
2

at2 ̂x + vit ̂x + xi ̂x   (1)

Después de t1 el objeto se mueve con velocidad constante negativa, así que su ecuación se-
ría de la forma

xf 2 ̂x = − vt ̂x + x1 ̂x   (2)
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Esta es una gráfica de aceleración contra tiempo. Entre el tiempo inicial y el
tiempo t1 el objeto se mueve con aceleración constante negativa, ası́ que su
velocidad debe de estar disminuyendo de forma constante. Entre el tiempo t1 y
t2 el objeto permanece con aceleración cero, ası́ que su velocidad permanece
constante (cuidado: no sabemos si en este tramo el objeto se mantiene con
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velocidad negativa o positiva, sólo sabemos que el objeto ahora tiene menos
velocidad que al comienzo porque tuvo aceleración negativa).

t

a8

  t0   t2  t1

Esta es una gráfica de aceleración contra tiempo. Entre el tiempo inicial y el tiempo t1 el 
objeto se mueve con aceleración constante negativa, así que su velocidad debe de estar dis-
minuyendo de forma constante. Entre el tiempo t1 y t2 el objeto permanece con aceleración 
cero, así que su velocidad permanece constante (cuidado, no sabemos si en este tramo el 
objeto se mantiene con velocidad negativa o positiva, sólo sabemos que el objeto ahora tie-
ne menos velocidad que al comienzo porque tuvo aceleración negativa).

X

  t0   t2  t1

9

Esta es una gráfica de posición contra tiempo. El objeto comienza en cierta posición positi-
va y comienza a moverse con cierta velocidad positiva (las pendientes de los segmentos de 
recta que podríamos imaginar sobre la gráfica serían positivos). Además, es claro que entre 
el tiempo inicial y el tiempo t1 se forma una parábola que se abre hacia abajo. Esto sugiere 
que el objeto tiene aceleración negativa en ese intervalo de tiempo. Como dijimos, el obje-
to comienza a moverse con cierta velocidad positiva, y va disminuyendo su velocidad hasta 
que en el “morro” la velocidad es cero. Después, su velocidad es negativa (así que ahora se 
debe de estar moviendo en dirección contraria) y es cada vez más negativa hasta el tiempo 
t1. Pero después de t1 algo extraño pasa y el objeto vuelve a tener cierta velocidad positiva 
(así que su dirección debió de cambiar repentinamente), y vuelve a repetirse el tipo de mo-
vimiento de antes; el objeto tiene aceleración negativa, y su velocidad pasa de ser positiva 
a ser cero en el segundo morro, a ser otra vez negativa hasta que llega al origen.

b) Debemos encontrar gráficas que se refieran a la misma situación. Una forma fácil de 
hacer esto es volver a las gráficas de posición y ver si hay gráficas de velocidad o de 
aceleración que correspondan con ellas. Por ejemplo, la gráfica 1 indica que el objeto 
tiene velocidad inicial positiva constante. Como el lector puede observar, ninguna gráfi-
ca de velocidad comienza con una velocidad positiva que se mantiene constante. Tampo-
co hay gráficas de aceleración que comiencen con aceleración cero (velocidad constante 
es aceleración cero). Así que no hay otras gráficas que describan la misma situación que 
la gráfica 1. 

La gráfica 4 comienza con velocidad constante negativa, y después el objeto tiene una velo-
cidad constante más negativa. No hay ninguna gráfica de velocidad que comience con velo-
cidad constante negativa. Y como ya dijimos, tampoco hay gráficas de aceleración con ace-
leración inicial cero. Así que de nuevo, no hay otras gráficas que representen la misma si-
tuación que la gráfica de posición examinada (la 4).

La gráfica 7 indica primero una aceleración negativa. Además, inicialmente la velocidad es 
positiva, pasa a cero y luego es negativa. Después, la velocidad permanece constante y ne-
gativa. Notemos que la gráfica 6 tiene precisamente ese comportamiento; velocidad inicial 
es positiva, la aceleración es negativa, la velocidad pasa por cero y luego se vuelve negati-
va. Y después de t1 la velocidad permanece constante y negativa. Así que la gráfica 7 y 6 
corresponden a la misma situación. Además, la gráfica 8 también describe lo mismo; acele-
ración constante negativa inicialmente y después aceleración cero (velocidad constante). 
Por lo tanto, estas tres gráficas (la 6, 7 y 8) representan la misma situación. Según estas grá-
ficas, la ecuación de movimiento del objeto  entre el tiempo inicial y t1 sería la ecuación de 
un movimiento con aceleración constante negativa. Además, el objeto comienza con cierta 
velocidad inicial positiva y comienza en alguna posición inicial positiva. Por lo tanto, en 
este intervalo de tiempo la ecuación  de movimiento sería de la siguiente forma:

xf ̂x = −
1
2

at2 ̂x + vit ̂x + xi ̂x   (1)

Después de t1 el objeto se mueve con velocidad constante negativa, así que su ecuación se-
ría de la forma

xf 2 ̂x = − vt ̂x + x1 ̂x   (2)

152

Esta es una gráfica de posición contra tiempo. El objeto comienza en cierta
posición positiva y comienza a moverse con cierta velocidad positiva (las pen-
dientes de los segmentos de recta que podrı́amos imaginar sobre la gráfica
serı́an positivos). Además, es claro que entre el tiempo inicial y el tiempo
t1 se forma una parábola que se abre hacia abajo. Esto sugiere que el objeto
tiene aceleración negativa en ese intervalo de tiempo. Como dijimos, el objeto
comienza a moverse con cierta velocidad positiva, y va disminuyendo su veloci-
dad hasta que en el punto más alto la velocidad es cero. Después su velocidad
es negativa (ası́ que ahora se debe de estar moviendo en dirección contraria) y
es cada vez más negativa hasta el tiempo t1. Pero después de t1 algo extraño
pasa y el objeto vuelve a tener cierta velocidad positiva (ası́ que su dirección
de movimiento debió de cambiar repentinamente), y vuelve a repetirse el tipo
de movimiento de antes; el objeto tiene aceleración negativa, y su velocidad
pasa de ser positiva a ser cero en el punto más alto de la segunda parábola, y
luego pasa a ser otra vez negativa hasta que llega al origen.

(b) Debemos encontrar gráficas que se refieran a la misma situación. Una forma
fácil de hacer esto es volver a las gráficas de posición y ver si hay gráficas de
velocidad o de aceleración que correspondan con ellas.

La gráfica 1 indica que el objeto tiene velocidad inicial positiva constante.
Como el lector puede observar, ninguna gráfica de velocidad comienza con
una velocidad positiva que se mantiene constante. Tampoco hay gráficas de
aceleración que comiencen con aceleración cero (velocidad constante es acele-
ración cero). Ası́ que no hay otras gráficas que describan la misma situación
que la gráfica 1.

La gráfica 4 comienza con velocidad constante negativa, y después el objeto
tiene una velocidad constante más negativa. No hay ninguna gráfica de ve-
locidad que comience con velocidad constante negativa. Y, como ya dijimos,
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tampoco hay gráficas de aceleración con aceleración inicial cero. Ası́ que, de
nuevo, no hay otras gráficas que representen la misma situación que la gráfica
de posición examinada (la 4).

La gráfica 7 indica primero una aceleración negativa. Inicialmente la velocidad
es positiva, pasa a cero y luego es negativa. Después la velocidad permanece
constante y negativa. Notemos que la gráfica 6 tiene precisamente ese compor-
tamiento. Ası́ que la gráfica 7 y 6 corresponden a la misma situación. Además,
la gráfica 8 también describe lo mismo: aceleración constante negativa inicial-
mente y después aceleración cero (velocidad constante). Por lo tanto, estas tres
gráficas (6, 7 y 8) representan la misma situación.

Según estas gráficas la ecuación de movimiento del objeto entre el tiempo
inicial y t1 serı́a la ecuación de un movimiento con aceleración constante
negativa. Además, el objeto comienza con cierta velocidad inicial positiva y
comienza en alguna posición inicial positiva. Por lo tanto, en este intervalo de
tiempo la ecuación de movimiento serı́a de la siguiente forma:

xf x̂ = −
1
2
at2x̂+vitx̂+xi x̂. (1)

Después de t1 el objeto se mueve con velocidad constante negativa, ası́ que a
partir de t1 su ecuación es de la forma

xf 2x̂ = −vtx̂+x1x̂. (2)

Cuidado: la posición x1x̂ es la posición inicial del nuevo movimiento, y es claro
que esta posición inicial es precisamente la posición final del movimiento
anterior, es decir, xf x̂ = x1x̂.

La gráfica 9 indica un movimiento con dos aceleraciones negativas (estas acele-
raciones podrı́an ser las mismas). Más aún, primero la velocidad es positiva,
pasa a cero y después se vuelve negativa. Pero en t1 el objeto repentinamente
pasa a tener velocidad positiva otra vez, y se repite el movimiento. Notemos
que la gráfica 5 concuerda precisamente con eso: el objeto comienza con ve-
locidad positiva y la velocidad disminuye pasando por cero hasta volverse
negativa. Y después, de repente, el objeto tiene otra vez velocidad positiva y
esta vuelve a comportarse igual. Además, la gráfica 3 representa ese mismo
movimiento: el objeto siempre tiene aceleración negativa constante. Ası́, las
gráficas 3, 5 y 9 describen la misma situación.

Entre el tiempo inicial y t1 la ecuación de movimiento debe ser de un movi-
miento con aceleración negativa. Además, el objeto comienza con velocidad
positiva y su posición inicial también es positiva. Por lo tanto, tenemos una
ecuación de movimiento de esta forma:

xf x̂ = −
1
2
at2x̂+vitx̂+xi x̂. (3)
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Después, entre el tiempo t1 y t2, el objeto vuelve a tener un movimiento igual
al de antes, sólo que ahora la posición inicial es otra (pero la aceleración y la
rapidez inicial son la misma, como se infiere de las gráficas 3 y 5):

xf 2x̂ = −
1
2
at2x̂+vitx̂+x1x̂. (4)

(c) Ahora debemos indicar los segmentos de cada gráfica de velocidad en los
cuales la rapidez aumenta. La rapidez aumenta cuando la magnitud de la
velocidad aumenta. Esto se puede ver en las gráficas de velocidad siguiendo
lo que dice la nota 2.22; cuando las lı́neas de velocidad se alejan del eje del
tiempo, sea hacia arriba o hacia abajo, la rapidez aumenta. En la gráfica 2,
entre el tiempo inicial y t1, la lı́nea se aleja del eje del tiempo, ası́ que en ese
intervalo la rapidez aumenta. Entre t1 y t2 la rapidez permanece constante.

En la gráfica 5, entre el tiempo inicial y t1, pasan dos cosas; primero la lı́nea
de velocidad se acerca al eje del tiempo, ası́ que la rapidez disminuye. Pero
después la lı́nea se empieza a alejar del eje del tiempo por la parte negativa, ası́
que la rapidez aumenta en ese intervalo hasta t1. Lo mismo se repite después;
primero la rapidez disminuye, pero después comienza a aumentar hasta t2.

Finalmente, en la gráfica 6 la rapidez empieza a disminuir mientras la lı́nea de
la velocidad se acerca al eje del tiempo, y después de ese momento la lı́nea de
velocidad se empieza a alejar por la parte negativa, ası́ que en ese intervalo la
rapidez aumenta hasta t1. Luego la rapidez permanece constante hasta t2.



240 Fı́sica paso a paso. Más de 100 problemas resueltos

Problema de repaso 2.24.

Palabras clave: aumento y disminución de
rapidez, aumento y disminución de veloci-
dad, velocidad cero, gráfica de posición contra
tiempo.

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(1) Si la velocidad aumenta, entonces podemos inferir que la rapidez
aumenta.

(2) Si un objeto tiene una velocidad muy grande, entonces también tiene
una aceleración muy grande.

(3) Si un objeto disminuye su velocidad podrı́a aumentar su rapidez.

(4) Cuanto más inclinado sea un fragmento de la gráfica de posición contra
tiempo, mayor es la rapidez en ese fragmento.

(5) Si en t1 un objeto se mueve hacia el este y en t2 se mueve hacia el oeste,
hay algún tiempo entre t1 y t2 en el cual el objeto tiene velocidad cero.

Solución
(1) Falso. La rapidez aumenta si la magnitud de la velocidad aumenta, pero eso
no siempre sucede cuando la velocidad aumenta (nota 2.22). Por ejemplo, si un
objeto pasa de tener velocidad negativa a cero, la velocidad aumenta pero la
rapidez disminuye.

(2) Falso. La aceleración no indica qué tan grande o pequeña es la velocidad,
sólo indica qué tan grande es la diferencia entre la velocidad final y la inicial.

(3) Verdadero. Por ejemplo, un objeto podrı́a disminuir su velocidad al pasar
de tener velocidad cero a velocidad negativa. En ese caso su rapidez aumenta
porque la magnitud de la velocidad pasa de cero a un número mayor que cero
(nota 2.22).

(4) Verdadero. Cada fragmento de la gráfica de posición contra tiempo indica
la velocidad en ese punto, y cuanto más inclinado, mayor es la rapidez (sin
importar si es negativo o positivo).

(5) Verdadero. Si un objeto invierte la dirección en que se mueve, tiene que
pasar de tener velocidad positiva a velocidad negativa, o pasar de velocidad
negativa a positiva. En cualquier caso, tiene que pasar por velocidad cero justo
en el momento de la inversión.
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Problema 2.25.

Palabras clave: objetos que no comienzan su
movimiento al mismo tiempo, razón entre la
magnitud de aceleración de dos objetos, dis-
tancia entre dos objetos, gráfica de posición
contra tiempo.

En una carrera entre dos caballos, Tormenta (el caballo blanco) está distraı́do y
arranca un segundo después del disparo que indica el inicio de la carrera. Por
el contrario, Estrella (el caballo café) arranca justo en el momento del disparo.
Ambos caballos se mueven en lı́nea recta con aceleración constante. Cuando
Estrella y Tormenta han recorrido una distancia de 100 metros, 15 segundos
después de que suena el disparo, ambos están empatados.

(a) ¿Cuál es la razón entre la magnitud de la aceleración de Tormenta y la
de Estrella?

(b) ¿A qué distancia se encuentran ambos caballos cuando Estrella ha
recorrido una distancia de 50 metros? Suponga que Tormenta ya ha
comenzado a correr en ese momento.

(c) ¿Cuál es la velocidad de ambos caballos cuando Estrella ha recorrido
50 metros?

(d) Realice una gráfica cualitativa de posición contra tiempo para ambos
caballos (en una misma gráfica).

PROBLEMA 2.23 

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

1. Si la velocidad aumenta, entonces podemos inferir que la rapidez aumenta.

2. Si un objeto tiene una velocidad muy grande, entonces también tiene una aceleración 
muy grande.

3. Si un objeto disminuye su velocidad podría aumentar su rapidez.

4. Entre más inclinada sea un fragmento de la gráfica de posición contra tiempo, mayor es 
la rapidez en ese fragmento.

5. La velocidad es cero en el momento en que el objeto invierte la dirección en que se mue-
ve.

SOLUCIÓN

1. Falso. Recordemos que la rapidez aumenta si la magnitud de la velocidad aumenta, pero 
eso no siempre sucede cuando la velocidad aumenta. Por ejemplo, un objeto puede pasar 
de tener velocidad negativa a cero, en ese caso la velocidad aumentó pero la rapidez dis-
minuyó.

2.  Falso. La aceleración no indica qué tan grande o pequeña es la velocidad, sólo indica 
qué tan grand es la diferencia entre la velocidad final y la inicial.

3. Verdadero. Por ejemplo, un objeto podría pasar de tener velocidad cero a velocidad nega-
tiva. En ese caso su rapidez aumenta porque la magnitud de la velocidad pasa de cero a 
un número mayor que cero (la magnitud de la velocidad negativa es positiva).

4. Verdadero. Cada fragmento de la gráfica de posición contra tiempo indica la velocidad 
en ese punto, y entre más inclinado, mayor es la rapidez (sin importar si es negativo o 
positivo).

5. Verdadero. Si un objeto invierta la dirección en que se mueve, tiene que pasar de tener 
velocidad positiva a velocidad negativa, o pasar de velocidad negativa a positiva. En 
cualquier caso, tiene que pasar por velocidad cero justo en el momento de la inversión.

PROBLEMA 2.24

En una carera entre dos caballos, Tormenta (el caballo blanco) está distraído y no arranca 
en el momento del disparo que indica el inicio de la carrera, sino que arranca un segundo 
después del disparo. Por el contrario, Estrella (el caballo café) arranca justo en el momento 
del disparo. Ambos caballos se mueven con aceleración constante.  Cuando Estrella y Tor-
menta han recorrido una distancia de 100 metros, 15 segundos después de que suena el dis-
paro, ambos caballos están empatados.  a) ¿Cuál es la razón entre la magnitud de la acelera-
ción de Tormenta y la de Estrella? b) ¿A qué distancia se encuentran ambos caballos cuan-
do Estrella ha recorrido una distancia de 50 metros? (Suponga que Tormenta ya ha comen-
zado a correr en ese momento). c) ¿Cuál es la velocidad de ambos caballos cuando Estrella 
ha recorrido 50 metros? . d) Realice una gráfica cualitativa de posición contra tiempo para 
ambos caballos (en una misma gráfica).

d

In
ic

io

Tiempo te

Un tiempo te después del disparo los caballos han recorrido una distancia d 
y van empatados.

¿Qué información nos dan?

Tormenta arranca un segundo después de que suena el disparo, mientras que 
Estrella arranca justo en el momento del disparo. Los caballos se mueven con 
aceleración constante. 15 segundos después de que suena el disparo, Estrella y 
Tormenta van empatados, y en ese momento han recorrido una distancia de 100 
metros. Suponga que cuando Estrella ha recorrido 50 metros, Tormenta ya ha 
comenzado a correr.

154

Un tiempo te después del disparo los caballos han recorrido una distancia d y van
empatados.
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b), (c), (d). Tormenta arranca 1 segundo después de que suena el disparo, mientras que
Estrella arranca justo en el momento del disparo. Los caballos se mueven en lı́nea recta con
aceleración constante. Quince segundos después de que suena el disparo, Estrella y Tormenta
van empatados, y en ese momento han recorrido una distancia de 100 metros. Suponga que
cuando Estrella ha recorrido 50 metros, Tormenta ya ha comenzado a correr.

¿Qué nos piden?

(a) Hallar la razón entre la magnitud de la aceleración de Tormenta y Estrella.

(b) Decir a qué distancia se encuentran los caballos cuando Estrella ha recorrido 50 metros.

(c) Hallar la velocidad de ambos caballos cuando Estrella ha recorrido 50 metros.

(d) Realizar una gráfica cualitativa de posición contra tiempo (una sola para ambos
caballos).

(a) Empecemos por escoger un sistema de coordenadas. Pongamos el origen de
nuestro sistema en el punto de partida de la carrera y digamos que los caballos
se mueven en la dirección positiva de X:

¿Qué debemos hallar?

a) Debemos hallar la razón entre la magnitud de la aceleración de Tormenta y 
Estrella.

b) Debemos decir a qué distancia se encuentran los caballos cuando Estrella ha 
recorrido 50 metros.

c) Debemos hallar la velocidad de ambos caballos cuando Estrella ha recorrido 
50 metros.

d) Realizar una gráfica cualitativa de posición contra tiempo (una sola para 
ambos caballos).

SOLUCIÓN

a) Empecemos por escoger un sistema de coordenadas. Pongamos el origen de nuestro sis-
tema en el punto de partida de la carrera y digamos que los caballos se mueven en la di-
rección positiva de X: 

d

Tiempo te

Usamos un sistema de coordenadas ubicado en el origen, y cuyo eje X 
apunta en la dirección en la que se mueven los caballos.

Y

X

Para hallar la razón de las magnitudes de las aceleraciones debemos encontrar la acelera-
ción de ambos caballos. Podríamos escribir las ecuaciones de movimiento de ambos caba-
llos y usarlas para despejar la aceleración. Sin embargo, una forma más sencilla de hallar la 
magnitud de la aceleración en este problema es usar la fórmula de la distancia recorrida en 

un movimiento con aceleración constante, pues en el enunciado nos dicen directamente la 
distancia recorrida por los caballos. La ecuación de la distancia en un movimiento con ace-
leración constante es

d =
1
2

at2 + vit   (1)

(no hemos puesto las barras que indican valor absoluto porque es claro que todos los térmi-
nos a la derecha son positivos, así que no es necesario indicar el valor absoluto). Empece-
mos por hallar la magnitud de la aceleración de Estrella (caballo café). Su rapidez inicial es 
cero, al igual que la rapidez inicial de Tormenta.  Su aceleración es positiva (si usamos un 
sistema en el cual los caballos se mueven en la dirección positiva). Llamemos  te al tiempo 
de encuentro y d a la distancia en que se encuentran (sabemos que te es 15 segundos y d es 
100 metros, pero vamos a reemplazar los valores al final). Por lo tanto, obtenemos

d =
1
2

aete2   (2),

donde ae es la magnitud de la aceleración de Estrella. Así, la magnitud de la aceleración de 
Estrella es

2d
t2
e

= ae   (3)

Ahora hallemos la magnitud de la aceleración de Tormenta (caballo blanco). Por supuesto, 
podemos volver a usar la ecuación (1) porque Tormenta también se mueve con aceleración 
constante. Sin embargo, debemos tener cuidado porque Tormenta no alcanza la distancia d 
(los 100 metros) en el mismo tiempo que Estrella lo hace. Recordemos que Tormenta esta-
ba distraído inicialmente, y se demoró un tiempo de un segundo en comenzar a correr. Esto 
quiere decir que Tormenta recorrió la distancia d en menos tiempo que Estrella. Llamemos 
a ese tiempo de demora td.  Más precisamente, Tormenta recorrió la distancia en un tiempo 
de te − td (es decir, en un tiempo de 14 segundos). Así, teniendo en cuenta que el tiempo 
que le toma a Tormenta recorrer la distancia d es de es la resta entre el tiempo de Estrella y 
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Usamos un sistema de coordenadas ubicado en el origen y cuyo eje X apunta en la
dirección en la que se mueven los caballos.

Para hallar la razón de las magnitudes de las aceleraciones debemos encon-
trar la aceleración de ambos caballos. Podrı́amos escribir las ecuaciones de
movimiento de ambos caballos y usarlas para despejar la aceleración. Sin
embargo, una forma más sencilla de hallar la magnitud de la aceleración en
este problema es usar la fórmula de la distancia recorrida en un movimiento
con aceleración constante, pues en el enunciado nos dicen directamente la
distancia recorrida por los caballos (nota 2.18). La ecuación de la distancia en
un movimiento con aceleración constante es

d = 1
2
at2 +vit. (1)
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(No hemos puesto las barras que indican valor absoluto porque es claro que
en este problema todos los términos a la derecha son positivos, ası́ que no es
necesario indicar el valor absoluto). Empecemos por hallar la magnitud de la
aceleración de Estrella (el caballo café). Su rapidez inicial es cero. Su aceleración
es positiva dado el sistema escogido. Llamemos te al tiempo de encuentro y d a
la distancia en que se encuentran (sabemos que te es 15 segundos y d es 100
metros, pero vamos a reemplazar los valores al final). Por lo tanto, obtenemos

d = 1
2
aet

2
e , (2)

donde ae es la magnitud de la aceleración de Estrella. Ası́, la magnitud de la
aceleración de Estrella es

2d
t2
e
= ae. (3)

Ahora hallemos la magnitud de la aceleración de Tormenta (el caballo blanco).
Por supuesto, podemos volver a usar la ecuación (1) porque Tormenta también
se mueve con aceleración constante. Sin embargo, debemos tener cuidado
porque Tormenta no alcanza la distancia d (los 100 metros) en el mismo tiempo
que Estrella lo hace. Recordemos que Tormenta estaba distraı́do inicialmente,
y se demoró 1 segundo en comenzar a correr. Esto quiere decir que Tormenta
recorrió la distancia d en menos tiempo que Estrella. Llamemos td al tiempo
de demora (que es un segundo). Ası́, Tormenta recorrió la distancia d en un
tiempo de te − td (es decir, en un tiempo de 15 s−1 s = 14 s). Ası́, la ecuación (1)
para Tormenta es la siguiente:

d = 1
2
at(te − td)2, (4)

donde at es la magnitud de la aceleración de Tormenta, y donde usamos el
hecho de que la rapidez inicial de Tormenta es cero. Si despejamos la magnitud
de la aceleración de esta ecuación, obtenemos

2d
(te − td)2

= at . (5)

Ahora que sabemos la magnitud de la aceleración de ambos caballos, pode-
mos encontrar la razón entre las mismas. La razón entre la magnitud de la
aceleración de Tormenta y Estrella será

( 2d
(te − td)2

)

(2d
t2
e
)

= at
ae
. (6)



244 Fı́sica paso a paso. Más de 100 problemas resueltos

Esto es igual a
t2
e

(te − td)2
= at
ae
. (7)

Antes de reemplazar los valores conocidos, notemos que esta razón da un
número mayor que 1, pues t2

e , que es el numerador, es mayor que (te − td)2,
que es el denominador. Esto tiene sentido porque la aceleración de Tormenta
tiene que ser mayor que la de Estrella, pues Tormenta alcanza a Estrella a pesar
de que arranca después. Además, notemos que la ecuación no está definida
cuando te es igual a td . Esto es de esperarse porque si Tormenta se demora en
arrancar el mismo tiempo que le toma a Estrella llegar a 100 metros, ¡entonces
serı́a imposible que Tormenta alcanzara a Estrella a los 100 metros!

Si reemplazamos los valores conocidos, obtenemos

(

te
³·µ
15 s)2

(15 s
´¸¶
te

− 1 s
´¸¶
td

)2 = 1.15 = at
ae
. (8)

Como dijimos, era de esperarse que Tormenta tuviera una aceleración mayor
que la de Tormenta.

(b) Para hallar a qué distancia se encuentran ambos caballos cuando Estrella
ha recorrido una distancia de 50 metros, debemos encontrar la posición de
ambos caballos en ese momento y después hallar la magnitud de la resta de
las posiciones (nota 2.19). Pero no conocemos la posición de Tormenta en ese
momento.

Empecemos por escribir la ecuación de movimiento de Tormenta. Como Tor-
menta comienza en el origen, con rapidez cero y con aceleración positiva, la
ecuación de movimiento de Tormenta es

xt x̂ =
1
2
att

2x̂. (9)

Además, la magnitud de la aceleración de Tormenta está dada por la ecuación
(5):

xt x̂ =
1
2
⎛
⎝

2d
(te − td)2
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

at

⎞
⎠
t2x̂. (10)

Aún no conocemos el tiempo t que debemos poner en esta ecuación. Podemos
hallar este tiempo si primero hallamos el tiempo que le toma a Estrella recorrer
los 50 metros. Para hacer esto, llamemos d1 a esta distancia de 50 metros y
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usemos la ecuación (1) que nos da la distancia recorrida en términos de la
magnitud de la aceleración y el tiempo. La magnitud de la aceleración de
Estrella está dada por (3), ası́ que tenemos lo siguiente:

d1 =
1
2
( 2d

t2
e
´¸¶
ae

)t2. (11)

Al despejar t2 obtenemos

( t
2
e d1

d
) = t2. (12)

Finalmente, al aplicar raı́z cuadrada, llegamos a

te

√
d1

d
= t. (13)

Podrı́amos estar tentados a usar ese tiempo en la ecuación (10), pero debemos
tener cuidado porque este el tiempo de Estrella, y recordemos que Tormenta
arranca un tiempo td después del disparo. Ası́ que, como hicimos antes, el
tiempo durante el cual Tormenta corre es el tiempo de Estrella menos el tiempo
de demora: t− td . Como la ecuación (13) nos da el tiempo de Estrella, el tiempo
de Tormenta será

te

√
d1

d
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

t

−td = tt , (14)

donde hemos llamado tt al tiempo de Tormenta.

Si usamos el tiempo dado por la ecuación (14) en la ecuación (10), obtenemos

xt x̂ =
1
2
( 2d
(te − td)2

)
⎛
⎝
te

√
d1

d
− td
⎞
⎠

2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
tt

x̂. (15)

Esta es la posición de Tormenta cuando Estrella ha recorrido una distancia
de 50 metros. La distancia entre ambos caballos es la magnitud de la resta
vectorial entre la posición de Estrella, que es d1x̂ y la posición de Tormenta,
que está dada por la ecuación (15):

D = ∥x⃗e − x⃗t∥ =
XXXXXXXXXXX
d1x̂
´¸¶
x⃗e

−
⎛
⎜
⎝

1
2
( 2d
(te − td)2

)
⎛
⎝
te

√
d1

d
− td
⎞
⎠

2⎞
⎟
⎠

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
x⃗t

x̂
XXXXXXXXXXX
. (16)
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Al reemplazar los valores conocidos, esto nos da

D =
XXXXXXXXXXX

50 m
´¹¹¸¹¶
d1

x̂−
⎛
⎝

1
2
⎛
⎝

2

d
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(100 m)

(15 s
´¸¶
te

− 1 s
´¸¶
td

)2
⎞
⎠
⎛
⎝

te
³·µ
15 s

¿
ÁÁÁÁÁÀ

d1
³¹¹·¹µ
50 m

100 m
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶

d

−

td
³·µ
1 s
⎞
⎠

2
⎞
⎠
x̂
XXXXXXXXXXX
= 2.91 m. (17)

(c) Para hallar la velocidad de ambos caballos cuando Estrella ha recorrido 50
metros podemos usar la siguiente ecuación que nos da la rapidez final (nota
2.24):

v2
f = v

2
i +2a(xf −xi). (18)

Por supuesto, también podemos usar v⃗ = a⃗t + v⃗i porque conocemos el tiempo y
la aceleración. Notemos que en este caso xf −xi es d1 −0 = d1. Como la rapidez
inicial de Estrella es cero y la magnitud de la aceleración de Estrella está dada
por la ecuación (13), la ecuación (18) queda

v2
f = 2(2d

t2
e
)

´¹¹¹¹¸¹¹¹¶
ae

d1. (19)

Al simplificar un poco y sacar raı́z cuadrada, obtenemos

vf =
2
te

√
dd1. (20)

Esta no es la velocidad sino la rapidez (la velocidad tiene dirección). Como
Estrella se mueve en la dirección positiva de X, la velocidad es

v⃗e =
2
te

√
dd1x̂. (21)

Si reemplazamos los valores, esto nos da

v⃗e =
2

15 s

√
(100 m)(50 m)x̂ = 9.43 m/s x̂. (22)

La velocidad de Tormenta se puede hallar de la misma forma. Para aplicar
la ecuación (18) debemos usar el hecho de que la aceleración de Tormenta
está dada por la ecuación (5) y debemos tener en cuenta que para Tormenta,
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xf −xi es la magnitud de la ecuación (15) (la posición inicial es cero y xf es la
magnitud de la posición final). Primero escribamos xf usando la ecuación (15):

xt x̂ =
XXXXXXXXXXXXX

1
2
( 2d
(te − td)2

)
⎛
⎝
te

√
d1

d
− td
⎞
⎠

2

x̂

XXXXXXXXXXXXX
. (23)

Si usamos este resultado en la ecuación (18), tenemos en cuenta que la acelera-
ción de Tormenta está dada por la ecuación (5), y usamos el hecho de que la
rapidez inicial es cero, obtenemos

v2
f = 2( 2d

(te − td)2
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
at

⎛
⎜
⎝

XXXXXXXXXXXXX

1
2
( 2d
(te − td)2

)
⎛
⎝
te

√
d1

d
− td
⎞
⎠

2

x̂

XXXXXXXXXXXXX

⎞
⎟
⎠

2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
xf

. (24)

Podemos quitar las barras de valor absoluto porque ese término está al cuadra-
do (ası́ que nos dará positivo de todas maneras). Si hacemos esto y simplifica-
mos un poco, llegamos a

v2
f =

1
2
( 2d
(te − td)2

)
3⎛
⎝
te

√
d1

d
− td
⎞
⎠

4

. (25)

Ahora saquemos raı́z cuadrada:

vf =
1√
2
( 2d
(te − td)2

)
3
2 ⎛
⎝
te

√
d1

d
− td
⎞
⎠

2

. (26)

La velocidad es la rapidez con la dirección, que en este caso es x̂:

v⃗f =
1√
2
( 2d
(te − td)2

)
3
2 ⎛
⎝
te

√
d1

d
− td
⎞
⎠

2

x̂. (27)

Finalmente, reemplazamos los valores numéricos:

v⃗f =
√

1
2
( 2

d
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(100 m)

(15 s
´¸¶
te

− 1 s
´¸¶
td

)2 )
3
2

(15 s
´¸¶
te

¿
ÁÁÁÁÁÀ

d1
³¹¹·¹µ
50 m

100 m
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶

d

− 1 s
´¸¶
td

)
2

x̂ = 67.26 m/s. (28)

Tormenta tiene una velocidad mucho mayor que la de Estrella y podemos
inferir que la va a sobrepasar.
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(d) Primero realicemos la gráfica cualitativa de posición contra tiempo de Estre-
lla. Estrella empieza en el origen con velocidad inicial cero y tiene aceleración
positiva. Por lo tanto, su ecuación de movimiento es de la siguiente forma
(hemos aplicado la regla de oro):

xe =
1
2
aet

2 (29)

Esta es la ecuación de una parábola que se abre hacia arriba y que está centrada
en el eje Y:

⃗vf =
1
2 ( 2d

(te − td)2 )
3
2

te
d1

d
− td

2

̂x   (27)

Finalmente, reemplazamos los valores numéricos:

⃗vf =
1
2 ( 2(100 m)

(15 s − 1 s)2 )
3
2

(te
50 m

100 m
− 1 s)

2

̂x = 14.43 m/s   (28)

te td d
td

d1d

d) Primero realicemos la gráfica de posición contra tiempo de Estrella. Estrella empieza en 
el origen con velocidad inicial cero y tiene aceleración positiva. Por lo tanto, su ecua-
ción de movimiento es de la siguiente forma (hemos aplicado la regla de oro):

xe =
1
2

aet2   (29)

Esta es la ecuación de una parábola que se abre hacia arriba, que está centrada en el eje Y:

t

X

 La ecuación de movimiento de Tormenta es la ecuación (9). Al aplicar la regla de oro, obte-
nemos

xt =
1
2

att2   (30)

Esta es una parábola que se abre hacia arriba y que comienza en cero, tal como la de Estrel-
la. Sin embargo, debemos tener cuidado con el tiempo porque Tormenta comienza la carre-
ra un tiempo td después de que comienza Estrella. Además, como la aceleración de Tormen-
ta es mayor, su parábola es más pronunciada. Si hacemos esta gráfica en la misma gráfica 
de Estrella, tenemos:

159

t

X Gráfica de posición contra tiempo 
de Tormenta (verde).  Es una 

parábola que se abre hacia arriba 
porque la aceleración es positiva. 
Tormenta comienza la carrera un 

tiempo después del inicio y su 
parábola es más pronunciada que 

la de Estrella (su aceleración es 
mayor).

Gráfica de posición contra tiempo de Estrella. Es una parábola que comienza en el
origen y se abre hacia arriba porque la aceleración es positiva.

La ecuación de movimiento de Tormenta es la ecuación (9). Al aplicar la regla
de oro, obtenemos

xt =
1
2
att

2. (30)

Esta es una parábola que se abre hacia arriba y que comienza en cero, tal
como la de Estrella. Sin embargo, debemos tener cuidado con el tiempo porque
Tormenta comienza la carrera un tiempo td después de que comienza Estre-
lla. Además, como la aceleración de Tormenta es mayor, su parábola es más
pronunciada. Si trazamos esta gráfica en la misma gráfica de Estrella, tenemos:
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⃗vf =
1
2 ( 2d

(te − td)2 )
3
2

te
d1

d
− td

2

̂x   (27)

Finalmente, reemplazamos los valores numéricos:

⃗vf =
1
2 ( 2(100 m)

(15 s − 1 s)2 )
3
2

(te
50 m
100 m

− 1 s)
2

̂x = 14.43 m/s   (28)

te td d
td

d1d

d) Primero realicemos la gráfica de posición contra tiempo de Estrella. Estrella empieza en 
el origen con velocidad inicial cero y tiene aceleración positiva. Por lo tanto, su ecua-
ción de movimiento es de la siguiente forma (hemos aplicado la regla de oro):

xe =
1
2

aet2   (29)

Esta es la ecuación de una parábola que se abre hacia arriba, que está centrada en el eje Y:

t

X Gráfica de posición contra tiempo 
de Estrella.  Es una parábola que 

se abre hacia arriba porque la 
aceleración es positiva. 

 La ecuación de movimiento de Tormenta es la ecuación (9). Al aplicar la regla de oro, obte-
nemos

xt =
1
2

att2   (30)

Esta es una parábola que se abre hacia arriba y que comienza en cero, tal como la de Estrel-
la. Sin embargo, debemos tener cuidado con el tiempo porque Tormenta comienza la carre-
ra un tiempo td después de que comienza Estrella. Además, como la aceleración de Tormen-
ta es mayor, su parábola es más pronunciada. Si hacemos esta gráfica en la misma gráfica 
de Estrella, tenemos:

159

t

X

Gráfica de posición contra tiempo de Tormenta (verde). Es una parábola que se
abre hacia arriba porque la aceleración es positiva. Tormenta comienza la carrera
un tiempo después del inicio y su parábola es más pronunciada que la de Estrella
porque su aceleración es mayor.

Nota 2.26. Cuando un objeto empieza su movimiento un tiempo des-
pués que otro

Si un objeto A comienza su movimiento un tiempo td después que otro
objeto B, entonces el tiempo que ponemos en la ecuación de movimiento
de A debe ser t − td , donde t es el tiempo de B.
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2.1 Notas del capı́tulo

Nota 2.1: Posición de un objeto.

La posición de un objeto se representa con un vector que va del origen al punto
en el plano en el que está el objeto. Para diferentes sistemas de coordenadas la
posición del mismo objeto (bien sea su dirección, magnitud o ambas) puede
ser diferente.

En este capı́tulo nos vamos a concentrar en objetos que se mueven en lı́nea
recta ası́ que las posiciones sólo van a ser vectores de una sola dimensión (por
costumbre vamos a usar el eje X para indicar estas posiciones).

Nota 2.2: Desplazamiento y distancia.

- El desplazamiento de un objeto es la resta vectorial de la posición final
con la posición inicial. Si la posición inicial es x⃗i y la final es x⃗f , entonces
el desplazamiento es

D⃗ = x⃗f − x⃗i

- Si un objeto tiene diferentes desplazamientos, el desplazamiento neto es
simplemente la resta de la posición final con la posición inicial, ignorando
las diferentes posiciones intermedias.

- La distancia entre dos puntos es la magnitud del desplazamiento entre
ambos puntos:

d = ∥D⃗∥ .

- La distancia neta es la suma de la magnitud de cada uno de los dife-
rentes desplazamientos intermedios. Por último, la distancia neta no es
simplemente la magnitud de la resta vectorial entre la última posición
y la posición inicial, es decir, la distancia neta no es la magnitud del
desplazamiento neto.

Nota 2.3: La magnitud de un vector no depende del sistema.

La distancia recorrida (la magnitud del desplazamiento) por un objeto no
depende del sistema de coordenadas escogido. En general, la magnitud de un
vector no depende del sistema de coordenadas usado.

Nota 2.4: Desplazamiento y distancia neta cuando la posición final y la ini-
cial son la misma.

Cuando un objeto realiza un movimiento y regresa hasta el punto del que
partió, el desplazamiento neto es cero pero la distancia no lo es. La distancia
depende de las diferentes posiciones intermedias del objeto.
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Nota 2.5: ¿Cuándo cambia un vector?

Un vector cambia cuando su dirección o su magnitud cambia (en caso contrario
decimos que el vector es constante). En el caso de la velocidad, esta cambia
sólo si la rapidez o la dirección de movimiento cambia.

Nota 2.6: Velocidad y rapidez.

• La velocidad es una cantidad vectorial que relaciona el desplazamiento
del objeto con el tiempo del desplazamiento. Cuando la velocidad es
constante, la velocidad se calcula con

v⃗ = D⃗

t
=
x⃗f − x⃗i

t
,

donde D⃗ es el desplazamiento del objeto entre los puntos x⃗i y x⃗f , y t es
el tiempo que le toma al objeto moverse entre esos puntos.

• La velocidad instantánea es la velocidad del objeto en cierto instante.
Cuando el objeto tiene velocidad constante, su velocidad instantánea es
la misma en cualquier punto de su trayectoria y esa velocidad se calcula
con la fórmula anterior.

• El vector de velocidad tiene la misma dirección que el vector del despla-
zamiento.

• La magnitud de la velocidad se llama rapidez y está dada por v = d/t,
donde d es la distancia recorrida. En palabras, la rapidez es la distancia
recorrida sobre el tiempo del recorrido. De forma equivalente, podemos
decir que distancia es rapidez por tiempo.

• La rapidez, como cualquier magnitud de un vector, no depende del
sistema.

Nota 2.7: Movimiento rectilı́neo uniforme.

En un movimiento rectilı́neo uniforme el objeto tiene velocidad constante. Es
decir, el objeto preserva una rapidez constante y se mueve en lı́nea recta, sin
cambiar su dirección.

Nota 2.8: Ecuación de movimiento para un objeto en un movimiento rec-
tilı́neo uniforme.

Cuando un objeto se mueve con velocidad constante, la ecuación de movimien-
to del objeto es

x⃗f = v⃗t + x⃗i ,
donde x⃗f es la posición final, x⃗i su posición inicial, v su velocidad y t el tiempo
transcurrido entre la posición inicial y final.
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Nota 2.9: Gráfica de posición contra tiempo para un movimiento rectilı́neo
uniforme.

Para realizar una gráfica de posición contra tiempo necesitamos seguir tres
pasos:

(1) Escogemos un sistema de coordenadas cualquiera o usamos el que el
problema nos indique.

(2) Con base en la información que tengamos y el sistema de coordenadas
escogido, debemos escribir la ecuación de movimiento del objeto. En
general, la ecuación de un movimiento con velocidad constante es
x⃗f = v⃗t + x⃗i .

(3) Aplicamos la regla de oro a la ecuación de movimiento. Graficamos
esta última ecuación teniendo en cuenta que es la ecuación de una lı́nea
recta. La posición inicial es el punto de corte con el eje Y, la posición
final es la variable dependiente, el tiempo es la variable independiente
y la velocidad es la pendiente de la recta (el signo de la velocidad dice
si la pendiente es positiva o negativa).

Nota 2.10: Claves para resolver problemas de cinemática.

Para resolver problemas de cinemática es muy importante seguir los siguientes
pasos:

(1) Escoger un sistema de coordenadas o usar el sistema que nos digan en
el problema.

(2) Escribir la ecuación de movimiento de los diferentes objetos con base
en el sistema elegido antes y con base en los datos conocidos. Si no
conocemos ciertos datos (por ejemplo, si no conocemos la velocidad),
escribimos la ecuación en término de variables desconocidas.

(3) Una vez tenemos la ecuación de movimiento de cada objeto, podemos
encontrar lo que nos piden usando esas ecuaciones.

Nota 2.11: Tiempo de encuentro.

El tiempo de encuentro de dos objetos se halla igualando las ecuaciones de
movimiento de los objetos.

Nota 2.12: Punto de intersección en una gráfica de posición contra tiempo.

Si realizamos una gráfica de posición contra tiempo para varios objetos en un
mismo sistema de coordenadas, el punto donde se intersecan las gráficas va a
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corresponder al punto en que se encuentran los objetos. Este punto nos da la
información de la ubicación y el tiempo en que se encuentran los objetos.

Nota 2.13: ¿Qué es escoger un sistema de coordenadas?

Escoger un sistema de coordenadas es escoger cuál es el origen del sistema,
cuál es la dirección positiva de los ejes y cuál es el tiempo inicial.

Nota 2.14: Área encerrada entre el eje X y la lı́nea de velocidad.

El área encerrada entre el eje X y la lı́nea de la velocidad en una gráfica de
velocidad contra tiempo es igual a la distancia recorrida por el objeto.

t(s)

V(m/s)

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

100

200 300 400 500 600100

El área entre la línea de la velocidad y el eje X es el 
área de un rectángulo de largo 600 segundos y an-
cho 0.83 m/s. Es decir, su área es 500 metros.

Área=500 metros

El área nos dio 500 metros, que es precisamente la distancia que recorre Carolina desde las 
3:20 PM hasta las 3:30 PM (tal como hallamos con la ecuación (23)). De nuevo, esto no es 
coincidencia, pues como ya dijimos, para calcular el área del rectángulo estamos multipli-
cando la base que es el tiempo, por la altura que es la rapidez. Y rapidez por tiempo es dis-
tancia.

Nota 2.16
El área encerrada entre el eje X y la línea de la velocidad en una gráfica de 
velocidad contra tiempo es igual a la distancia recorrida por el objeto. Co-
mo veremos más adelante, esto aplica también para casos en los cuales la 
velocidad no es contante.

t

V

   Distancia

PROBLEMA 2.10 

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

1. Puede darse un caso en el que para una persona un carro tiene rapidez negativa y para 
otra persona el carro tiene rapidez positiva.

2. Si las líneas de posición contra tiempo de dos objetos se intersectan, entonces los objetos 
se encuentran.

3. Si un objeto no se mueve en línea recta, su velocidad no es constante.

4. Entre mayor sea el área encerrada entre la línea de la velocidad y el eje X en una gráfica 
de velocidad contra tiempo, mayor es el desplazamiento del objeto.

5. Si un carro no tiene velocidad cero, la recta de velocidad en una gráfica de velocidad 
contra tiempo será paralela al eje del tiempo.

SOLUCIÓN

1. Falso. La rapidez siempre es positiva. Lo que sí puede suceder es que para una persona 
la velocidad sea negativa y para otra persona sea positiva.

2. Verdadero. El punto en el que ambas líneas se encuentran es precisamente el punto en 
que ambos carros tienen la misma posición, es decir, es el punto en el que se encuentran.

3. Verdadero. Si un objeto no se mueve en línea recta, entonces la dirección de la velocidad 
está cambiando, y si la dirección de un vector cambia, el vector cambia.

4. Falso. Entre mayor sea el área mayor es la distancia, pero no el desplazamiento, pues el 
desplazamiento puede ser negativo y encerrar un área muy grande. Por ejemplo, si la ve-
locidad es muy negativa, el desplazamiento será muy negativo pero el área encerrada 
entre la línea de la velocidad y el eje del tiempo (eje X) será muy grande.

5. Falso. La recta de velocidad en una gráfica de velocidad contra tiempo será una línea 
paralela al eje del tiempo solamente si la velocidad es cero.
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Nota 2.15: Aceleración cero.

La aceleración de un objeto es cero solamente si la magnitud y la dirección de
la velocidad final son iguales a la magnitud y dirección de la velocidad inicial.
En otras palabras, si la rapidez del objeto cambia, o si la dirección en que se
mueve cambia, el objeto tendrá aceleración distinta de cero.

Nota 2.16: Gráfica de velocidad contra tiempo para un movimiento con ace-
leración constante.

Para realizar una gráfica de velocidad contra tiempo necesitamos seguir tres
pasos:

(a) Escogemos un sistema de coordenadas cualquiera o usamos el que el
problema nos indique.

(b) Con base en la información que tengamos y el sistema de coordenadas
escogido, debemos escribir la ecuación de la velocidad del objeto. En
general, la ecuación de velocidad del objeto en un movimiento con
aceleración constante es v⃗f = a⃗t + v⃗i .

(c) Aplicamos la regla de oro a la ecuación de la velocidad. Graficamos
esta última ecuación teniendo en cuenta que es la ecuación de una lı́nea
recta. La velocidad inicial es el punto de corte con el eje Y, la velocidad
final es la variable dependiente, el tiempo es la variable independiente
y la aceleración es la pendiente de la recta (el signo de la aceleración
indica si la pendiente es positiva o negativa).
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Nota 2.17: Ecuación de movimiento para un objeto en un movimiento con
aceleración constante.

Cuando un objeto se mueve con aceleración constante, la ecuación de movi-
miento del objeto es

x⃗f =
1
2
a⃗t2 + v⃗it + x⃗i ,

donde x⃗f es la posición final, x⃗i su posición inicial, v⃗i su velocidad cuando está
en la posición inicial y t el tiempo transcurrido entre la posición inicial y final.

Nota 2.18: Distancia recorrida por un objeto en un movimiento con acelera-
ción constante.

La distancia recorrida por un objeto con aceleración constante y que se mueve
en lı́nea recta está dada por

d = ∥1
2
at2 +vit∥ ,

donde a es la magnitud de la aceleración, t el tiempo y vi la magnitud de la
velocidad inicial.

2.19: Distancia entre dos posiciones.

La distancia entre dos posiciones x⃗1 y x⃗2 es la magnitud de la resta vectorial
entre ambas: ∥x⃗1 − x⃗2∥ (el orden no interesa porque es valor absoluto).

Nota 2.20: Gráfica de posición contra tiempo para un movimiento rectilı́neo
con aceleración constante.

(1) Escogemos un sistema de coordenadas cualquiera o usamos el que el
problema nos indique.

(2) Con base en la información que tengamos y el sistema de coordenadas
escogido, debemos escribir la ecuación de movimiento del objeto. En
general, la ecuación de posición del objeto en un movimiento con
aceleración constante es x⃗f = 1

2 a⃗t
2 + v⃗it + x⃗.

(3) Aplicamos la regla de oro. Graficamos esta última ecuación teniendo
en cuenta que es la ecuación de una parábola y sólo tenemos en cuenta
la parte positiva del eje X que corresponde a tiempos positivos. El signo
del término con la aceleración (el término cuadrático) determina si
se abre hacia arriba o hacia abajo. El punto de corte con el eje Y es la
posición inicial. Si el término con la velocidad inicial tiene el mismo
signo que el término con la aceleración, la parábola está corrida en
el sentido negativo de X. Si tienen signos diferentes, la parábola está
corrida en el sentido positivo de X.
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Nota 2.21: Velocidad cero según la gráfica de posición contra tiempo.

En el punto más alto de la parábola y en el punto más bajo la velocidad del
objeto es cero.

Nota 2.22: Disminución y aumento de rapidez en una gráfica de velocidad
contra tiempo.

Si la aceleración es positiva la velocidad está aumentando, pero no se sigue de
esto que la rapidez está aumentando. Si la aceleración es negativa la velocidad
está disminuyendo, pero no necesariamente la rapidez está disminuyendo. La
rapidez aumenta sólo si la magnitud de la velocidad aumenta, es decir, si en la
gráfica de la velocidad contra tiempo la lı́nea de la velocidad se aleja del eje del
tiempo. La rapidez disminuye sólo si la magnitud de la velocidad disminuye,
es decir, si en la gráfica de velocidad contra tiempo la lı́nea de la velocidad se
acerca al eje del tiempo.

Nota 2.23: Interpretando una gráfica de posición contra tiempo.

• La gráfica de posición contra tiempo puede ser muy complicada, puede
ser una curva extraña, y sin embargo, si ponemos pequeñas lı́neas rectas
sobre la curva, podemos analizar el movimiento del objeto.

• La velocidad es positiva en los tiempos en los cuales las pendientes de
los segmentos rectos es positiva.

• La velocidad es negativa en los tiempos en los cuales las pendientes de
los segmentos rectos son negativas.

• La velocidad es cero cuando la pendiente de los segmentos es cero, y esto
ocurre en la parte más alta y más baja de la parábola.

• La rapidez es máxima cuando los segmentos son lo más inclinado posible
(sin importar si son negativos o positivos) y la rapidez es mı́nima cuando
la velocidad es cero.

• Por último, la aceleración es positiva si la velocidad es cada vez más
positiva (si los segmentos son cada vez más inclinados de forma positiva,
o cada vez menos inclinados si son negativos).

Nota 2.24: Rapidez final en un movimiento con aceleración constante si no
conocemos el tiempo.

Si no conocemos el tiempo podemos hallar la rapidez final usando

v2
f = v

2
i +2a(xf −xi),

donde a es la magnitud de la aceleración, vi es la rapidez inicial y xf − xi es
la resta entre la posición final y la inicial. El signo de la aceleración y de las
posiciones iniciales y finales se debe respetar.
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Nota 2.25: ¿En qué tiempo la velocidad es cero?

Para hallar el tiempo en el cual un objeto que se mueve con aceleración cons-
tante alcanza velocidad cero, usamos la ecuación v⃗ = a⃗t + v⃗i y ponemos que la
velocidad es cero: 0 = a⃗t + v⃗i .

Nota 2.26: Cuando un objeto empieza su movimiento un tiempo después
que otro.

Si un objeto A comienza su movimiento un tiempo td después que otro objeto
B, entonces el tiempo que ponemos en la ecuación de movimiento de A debe
ser t − td , donde t es el tiempo de B.
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2.2 Problemas sin solucionar

1. Para ir al mercado, Julián toma un bus que hace el recorrido indicado en el
dibujo. La distancia del tramo rojo es de 40 metros, la del tramo azul es 30
metros, y la del tramo naranja es 90 metros. Valentina toma otro bus, que hace
un recorrido distinto: el tramo verde es de 20 metros, el morado es de 15, y el
gris es de 50 metros.

(a) Indique el valor de los dos ángulos no conocidos en el dibujo, si la
distancia que separa a Julián y a Valentina a lo largo de X al final del
recorrido es 35 metros y la distancia en Y entre el punto inicial y Julián
es de 60.19 metros.

(b) ¿A qué distancia se encuentra Valentina de Julián cuando Julián está
en el punto final del tramo rojo y Valentina en el punto final del tramo
gris?

(c) Diga cuál es el desplazamiento final, y la distancia total recorrida por
Valentina y por Julián.

Y

X
30°

20°

?

Problema similar: 2.3.

2. Si caminando con velocidad constante Hernán recorre una distancia de 5000
metros en la primera hora, y de 15 000 metros en la segunda,

(a) ¿Cuál es la razón entre la rapidez de Hernán en la primera hora sobre
la rapidez de Hernán en la segunda?
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(b) Realice una gráfica de posición contra tiempo de Hernán para todo el
recorrido, si asumimos que Hernán camina en lı́nea recta, en la direc-
ción negativa del eje X, y si además asumimos que Hernán comienza a
1000 metros del origen de nuestro sistema en el sentido positivo.

Problema similar: 2.7.

3. Suponga que Adriana le pasa un balón en lı́nea recta a Fernanda, y al
mismo tiempo Fernanda le pasa un balón a Adriana, como se indica en el
dibujo. El balón de Adriana tiene una rapidez constante de 10 metros por
segundo, mientras que el de Fernanda tiene una rapidez constante de 8 metros
por segundo. Si los balones se chocan después de 5 segundos de haber sido
pateados,

(a) ¿Cuál era la distancia que los separaba?

(b) Realice una gráfica de posición contra tiempo.

(c) Con base en la distancia hallada en (a), diga cuál habrı́a sido el tiempo
de encuentro si el balón de Adriana hubiera tenido el doble de rapidez.

(d) Haga una gráfica de velocidad contra tiempo para el balón de Fernanda,
y calcule el área encerrado entre la lı́nea de velocidad y el eje del
tiempo.

(e) Responda de nuevo (b) y (d) pero usando un sistema de coordenadas
en el que el eje de movimiento del balón tiene dirección opuesta al
usado antes.

10 m/s 8 m/s

Problemas similares: 2.8, 2.9.

4. Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(a) Si un objeto parte de un punto A y regresa al punto A, la distancia
recorrida no es cero.

(b) Si el desplazamiento del objeto es cero, podemos estar seguros de que
el objeto regresó al punto de partida.
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(c) El desplazamiento es igual a la rapidez por el tiempo.

(d) Si un objeto tiene velocidad variable, entonces el objeto no puede tener
la misma velocidad en dos tiempos diferentes.

(e) Hay casos en los que un objeto no se mueve con velocidad constante y
su gráfica de posición contra tiempo es la de una lı́nea recta.

Problema similar: 2.6.

5. Lucas, Valeria y Camila están caminando sobre la misma calle. Lucas está
10 metros detrás de Valeria y ambos caminan en la misma dirección, mientras
que Camila está a 60 metros de Valeria y camina en dirección contraria (ver
dibujo). Todos caminan con rapidez constante. Suponga que después de 10
minutos, Lucas está a 2 metros de alcanzar a Camila, y Valeria está a 4 metros
de alcanzar a Camila.

(a) ¿Cuál es la razón entre la rapidez de Lucas contra la rapidez de Valeria?
Deje su respuesta en términos de la rapidez de Valeria.

(b) Con base en (a), halle la rapidez de Camila y Lucas si la rapidez de
Valeria es de 2 m/s.

(c) ¿A qué distancia van a estar separados Lucas y Valeria después de
que han pasado 3 minutos desde el momento en que Lucas alcanza a
Valeria?

(d) Realice una gráfica de velocidad contra tiempo para los tres, desde el
momento inicial en que Lucas está 10 metros detrás de Valeria, hasta
el momento en que Lucas está 10 metros por delante de Valeria.

(Lucas) (Valeria) (Camila)

10 m 60 m

Problema similar: 2.9.

6. Suponga que le dan las siguientes ecuaciones de movimiento para dos
objetos: x⃗f = −1

2(100 m/s2)t2x̂+(30 m)x̂ y x⃗f = 1
2(50 m/s2)t2x̂+(30 m)tx̂.
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(a) Explique, según las ecuaciones, cuál es la posición inicial de los objetos,
y cuál es la velocidad inicial.

(b) ¿Cuál objeto va a recorrer una mayor distancia al cabo de una hora?

(c) ¿Cuál será el desplazamiento total de cada objeto al cabo de una hora?

Problemas similares: 2.13, 2.14.

7. Una persona ve cómo en cierto tiempo t1 un leopardo que persigue a una
gacela tiene velocidad de 10 metros por segundo, y la gacela tiene velocidad de
8 metros por segundo. Dos segundos después, el leopardo tiene velocidad de
12 metros por segundo y la gacela conserva su velocidad. Si suponemos que
desde t1 y durante 5 segundos el leopardo incrementa su velocidad de forma
constante,

(a) ¿Cuál es la distancia recorrida por el leopardo en esos 5 segundos desde
t1?

(b) ¿Cuál es la distancia recorrida por la gacela en esos 5 segundos?

(c) Si en t1 habı́a una distancia de 64 metros entre ambos, ¿después de
cuánto tiempo el leopardo estará a un cuarto de esta distancia?

(d) Realice una gráfica cualitativa de velocidad contra tiempo.

 
10 m/s

8 m/s

t1

Problemas similares: 2.13, 2.14, 2.20.

8. Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(a) Como la velocidad depende del sistema de referencia, y la rapidez es
la magnitud de la velocidad, entonces la rapidez también depende del
sistema de referencia.

(b) Si las lı́neas de posición contra tiempo de dos objetos se intersecan dos
veces, entonces los objetos se encuentran dos veces.

(c) La rapidez puede cambiar sin que cambie la velocidad.
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(d) Cuanto menor sea el área encerrada entre la lı́nea de la velocidad
y el eje X en una gráfica de velocidad contra tiempo, mayor es el
desplazamiento del objeto.

(e) Si un carro no tiene velocidad cero, la lı́nea de velocidad en una gráfica
de velocidad contra tiempo no será paralela al eje del tiempo.

Problemas similares: 2.10.

9. Un tren tiene una velocidad de 10 metros por segundo justo antes de entrar a
un túnel. Se demora 15 segundos cruzando el túnel y sale con una velocidad de
8 metros por segundo. El tren sigue con esa velocidad durante 1200 segundos,
hasta que entra a otro túnel, que tiene una distancia de 200 metros. El tren
se detiene por completo en la mitad del túnel. Finalmente, después de estar
por 60 segundos detenido, el tren arranca de nuevo y sale por el otro extremo
del túnel con una velocidad de 5 metros por segundo. Suponga que en todos
los momentos en los que aumentó o disminuyó su velocidad, el tren tuvo
aceleración constante.

(a) Halle la aceleración en cada tramo en el que disminuyó o aumentó su
velocidad.

(b) Halle la distancia total recorrida por el tren.

(c) Halle el tiempo total del recorrido del tren.

(d) Realice una gráfica cualitativa de velocidad contra tiempo para todo el
recorrido.

(e) Realice una gráfica cualitativa de posición contra tiempo.

(f) Vuelva a responder (a), (d) y (e) pero esta vez usando un sistema de
coordenadas con el eje del movimiento apuntando en la dirección
contraria al escogido en los numerales anteriores.

200 m

Problemas similares: 2.17.

10. Pablo lleva a su bebé en un coche. Inicialmente el coche se mueve en lı́nea
recta hacia el sur. Darı́o, que ve desde su ventana, hizo una gráfica de velocidad
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contra tiempo para el coche, y Ana, que ve desde la calle, hizo una gráfica de
posición contra tiempo.

(a) Explique cómo se está moviendo el coche según la gráfica de Ana, y
qué sistema de coordenadas está usando Ana.

(b) Realice una gráfica cualitativa de velocidad contra tiempo según el
sistema usado por Ana.

(c) Explique el movimiento del coche según la gráfica de Darı́o y diga cuál
sistema de coordenadas está usando.

(d) Realice una gráfica cualitativa de posición contra tiempo según el
sistema de Darı́o. Puede completar la información que haga falta como
desee.

V

t

X

t

Gráfica de Darío
Gráfica de Ana

Problema similar: 2.19.

11. A continuación va a encontrar 6 gráficas, dos de posición contra tiempo,
dos de aceleración y dos de velocidad.

(a) Explique detalladamente el comportamiento del objeto dada la infor-
mación presentada en las gráficas.

(b) Diga qué gráficas corresponden al mismo comportamiento y, para ese
caso, escriba la forma de la ecuación que representa el comportamiento
del objeto.

(c) Explique en qué gráficas la rapidez aumenta, disminuye o permanece
constante.
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V

V

tt1

a

a

X

X

t1 t2 t

tt1

t1 t2 t

t1 t

t1 tt2

Problema similar: 2.23.

12. Con base en las siguientes ecuaciones, diga (sin dibujar) si la parábola de la
gráfica de posición contra tiempo se abre hacia arriba o hacia abajo, y si está
corrida hacia la derecha o hacia la izquierda:

x⃗f =
1
2
(40 m/s2)t2x̂−(30 m/s2)tx̂

x⃗f = −
1
2
(20 m/s2)t2x̂−(10 m/s2)tx̂

x⃗f = −
1
2
(20 m/s2)t2x̂−(10 m/s2)tx̂+(5 m)x̂

Problema similar: 2.15.

13. El conductor de un carro comienza a frenar cuando ve una persona en
bicicleta, andando en sentido contrario (de frente hacia al carro). Suponga que
el ciclista tiene aceleración ac hacia el carro, que el carro y el ciclista tienen
rapidez inicial vc, que el tiempo que se demora en frenar el carro es tf , que la
distancia que los separa inicialmente es di , y que la distancia a la que está el
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ciclista del carro cuando el carro se ha detenido por completo es df . Escriba
una expresión para la aceleración del carro mientras frena.

vc ac

di

Problema similar: 2.22.

14. Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(a) Si la gráfica de posición contra tiempo de un objeto es una parábola
que se abre hacia arriba, entonces la aceleración del objeto es positiva.

(b) Un objeto puede tener aceleración negativa y velocidad final positiva.

(c) Si la gráfica de posición contra tiempo de un objeto es una parábola
corrida hacia la izquierda, entonces podemos inferir que la aceleración
tiene el mismo signo que la velocidad inicial.

(d) Si un objeto disminuye su velocidad podrı́a aumentar su rapidez.

(e) Cuanto más inclinado sea un fragmento de la gráfica de posición contra
tiempo, mayor es la rapidez en ese fragmento.

Problemas similares: 2.16, 2.24.

15. Lewis Hamilton, piloto británico de Fórmula 1, está a una distancia de
500 metros de la meta en la última recta del circuito. Sebastian Vettel, piloto
alemán, está a sólo diez metros de Hamilton, como se ilustra en el dibujo.
Justo en ese instante ambos pilotos tienen la misma rapidez de 80 metros por
segundo. Suponga que a partir de ahı́, Hamilton se mantiene con velocidad
constante, pero Vettel acelera de forma constante y logra ganar la carrera por
un segundo de diferencia.

(a) ¿Cuál fue la aceleración de Vettel?

(b) ¿Cuál es la velocidad de Vettel cuando llega a la meta?
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(c) ¿Cuál habrı́a tenido que ser la aceleración de Hamilton para llegar al
mismo tiempo que Vettel, si Hamilton hubiera empezado a acelerar un
segundo después de que Vettel empezara a acelerar?

10 m 500 m

80 m/s 80 m/s

Problema similar: 2.25.





Capı́tulo 3
Caı́da libre, lanzamiento

vertical y movimiento
parabólico
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Problema (teórico) 3.1.

Palabras clave: caı́da libre, velocidad final de
caı́da, caı́da libre en diferentes sistemas de
coordenadas.

(a) Explique qué es un movimiento en caı́da libre.

(b) Suponga que una pelota se deja caer libremente desde una altura
hi medida con respecto al piso (ver dibujo). Nos interesa hallar una
expresión para el tiempo que se demora la pelota en caer desde la altura
hf hasta otra altura hf , que es la altura de la pelota en el tiempo final
(medida con respecto al piso). Halle ese tiempo para los tres sistemas
de coordenadas ilustrados en la figura.

(c) Halle una expresión para la velocidad de la pelota cuando toca el piso
para los tres sistemas.

(d) Responda (b) y (c) pero esta vez suponiendo que la dirección positiva
del eje Y apunta hacia el piso y no hacia arriba.

Tiempo final

hi

hf

Tiempo inicial

hi

hf

Y

X
hf

hi

Y

X

Tiempo inicial Tiempo inicial

Tiempo final
Tiempo final

3

Y

X

21

Solución
(a) Un movimiento en caı́da libre es un movimiento de un objeto que cumple
dos condiciones. Primero, el objeto es liberado desde el reposo con velocidad
inicial cero. Segundo, una vez se suelta, el objeto cae hacia el piso de forma
libre con la aceleración de la gravedad. La magnitud de la aceleración de la
gravedad cerca de la superficie terrestre es de 9.81 m/s2 y su dirección es
hacia el piso (hacia el centro de la Tierra, para ser precisos). Vamos a usar g
para referirnos a la magnitud de esta aceleración que se suele tomar como
constante1. Por supuesto, para que el objeto caiga con la aceleración de la
gravedad debemos ignorar la fricción que el aire produce.

Por lo que se acaba de decir, un objeto en caı́da libre tiene un movimiento
rectilı́neo uniformemente acelerado: es rectilı́neo porque el objeto cae en lı́nea

1 En el capı́tulo sobre fuerzas veremos por qué podemos tomar esta aceleración como constante.
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recta, y es uniformemente acelerado porque g es constante. Ası́, todo lo que
hemos aprendido para resolver problemas de cinemática con aceleración cons-
tante se aplica a casos de caı́da libre. La ecuación de un movimiento en caı́da
libre es (se suele usar el eje Y para analizar este movimiento):

y⃗f =
1
2
g⃗t2 + y⃗i . (1)

Nota 3.1. Movimiento en caı́da libre

Un movimiento en caı́da libre cumple dos condiciones:

(1) El objeto es liberado desde el reposo.

(2) El objeto cae con la aceleración de la gravedad, que tiene magni-
tud g. La caı́da libre es un caso especial de aceleración uniforme,
y su ecuación de movimiento es y⃗f = 1

2 g⃗t
2 + y⃗i .

(b) Para hallar una expresión para el tiempo de caı́da de la pelota entre la altura
inicial y final debemos empezar, como en todos los problemas de cinemática,
por escoger un sistema de coordenadas. En este problema debemos usar tres
sistemas.

Empecemos por usar el sistema del caso 1, el cual está situado en el piso y en
el cual el eje Y apunta hacia arriba. Como se aprecia de la figura del caso 1, en
el tiempo inicial la altura del objeto con respecto al sistema de coordenadas
es hi , y esta altura está en la parte positiva del eje Y. Por lo tanto, podemos
escribir la posición inicial como y⃗i = hi ŷ. Además, la posición final del objeto
también está en la parte positiva del eje Y, a una distancia hf del piso. Ası́
que podemos escribir a la posición final como y⃗f = hf ŷ. La dirección de la
aceleración gravitacional es hacia el piso, y según este sistema, hacia el piso es
la dirección negativa de Y. Además, recordemos que en caı́da libre la velocidad
inicial siempre es cero. Por lo tanto, la ecuación de movimiento de la pelota
desde que se suelta hasta la altura hf es

hf ŷ = −
1
2
gt2ŷ +hi ŷ. (2)

De la ecuación (2) podemos despejar el tiempo que le toma a la pelota moverse
desde y⃗i = hi ŷ hasta y⃗f = hf ŷ. Pasemos a restar la posición inicial:

hf ŷ −hi ŷ = −
1
2
gt2ŷ. (3)

Apliquemos la regla de oro:

hf −hi = −
1
2
gt2. (4)
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Ahora dividamos todos los términos por −1/2g:

2(hi −hf )
g

= t2. (5)

Si ahora sacamos raı́z cuadrada, llegamos a

¿
ÁÁÀ2(hi −hf )

g
= t. (6)

Esta ecuación nos dice cuál es el tiempo que transcurre desde que la pelota está
en la posición inicial a una altura hi , hasta que llega a la altura hf . Notemos
que la raı́z cuadrada tiene solución sólo si lo que está adentro es positivo o cero.
Como 2 y g son números positivos, sólo debemos garantizar que hi menos hf
sea un número positivo. Pero eso es claro, porque la altura inicial hi es mayor
que la altura final hf . Si la altura final hf fuera mayor que la inicial hi , la pelota
estarı́a subiendo y dejarı́amos de estar en un caso de caı́da libre.

Ahora debemos volver a calcular el tiempo de caı́da pero para el sistema
de coordenadas del caso 2. Notemos que en el segundo caso el sistema de
coordenadas no está situado en el piso sino que está a una altura hf . Por lo
tanto, para este nuevo sistema, la altura de la pelota tanto en el tiempo inicial
como en el final es una altura diferente a la del caso 1, como se explica a
continuación:

hf

Tiempo inicial

hi

hi − hf

Tiempo final

2

Y

X

Notemos que la longitud de la lı́nea roja, que es la altura inicial para este sistema
de coordenadas, es igual a hi (lı́nea negra) menos hf (lı́nea azul). Además, la altura
final de la pelota para el nuevo sistema de coordenadas es cero porque la pelota
está en el origen de Y.

Como se explica en la figura anterior, la altura inicial de la pelota es ahora
hi − hf . La altura, como la posición, es algo relativo que cambia de acuerdo
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a cómo la medimos. Como la altura en el tiempo inicial es hi − hf , entonces
la posición inicial es y⃗i = (hi − hf )ŷ. La altura final es cero, y⃗f = 0ŷ, como se
muestra en la figura. Por lo tanto, la ecuación de movimiento de la pelota desde
que se suelta hasta el tiempo final, según este sistema, es

0ŷ = −1
2
gt2ŷ +(hi −hf )ŷ. (7)

Pasemos el término que está más a la derecha al otro lado:

−(hi −hf )ŷ = −
1
2
gt2ŷ. (8)

Al abrir los paréntesis esto queda

−hi ŷ +hf ŷ = −
1
2
gt2ŷ, (9)

que es exactamente la misma ecuación que (3) (con el orden de los primeros
términos invertido). Como esta es la misma ecuación que (3), es claro que
vamos a obtener el mismo resultado que antes, ası́ que no es necesario volver a
hacer todos los pasos hasta la ecuación (6). El tiempo de caı́da nos volverá a
dar ¿

ÁÁÀ2(hi −hf )
g

= t. (10)

Que nos haya dado el mismo tiempo indica que el tiempo de caı́da no depende
del sistema elegido.

Finalmente, debemos calcular el tiempo de caı́da para el caso 3 (aunque ya
debemos sospechar que el resultado no va a cambiar). Tal como en el caso
previo, la posición inicial y final de la pelota es distinta porque nuestra forma
de medirla cambia.

hf

Tiempo inicial

hi

hfn

Tiempo final

3
Y

X

Para este sistema de coordenadas la altura inicial es cero porque la pelota está en
el origen del eje Y. Hemos llamado hf n a la nueva altura final.
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Como vemos a partir de la figura anterior, la posición inicial de la pelota es
y⃗i = 0ŷ. La posición final de la pelota está a una distancia de hi −hf (la lı́nea
roja de la figura anterior) del sistema de referencia y, además, en el sentido
negativo del eje Y. Es decir, la posición final de la pelota es y⃗i = −(hi − hf )ŷ,
donde hi −hf es la magnitud de la posición y el signo menos indica la dirección
negativa de esta posición. Por lo tanto, la ecuación de movimiento de la pelota
queda

−(hi −hf )ŷ = −
1
2
gt2ŷ +0ŷ. (11)

Esto se puede escribir como

−hi ŷ +hf ŷ = −
1
2
gt2ŷ, (12)

que es la misma ecuación (9) o (3). Ası́ que como esperábamos, el tiempo va a
volver a dar el mismo que dice la ecuación (6).

Nota 3.2. Tiempo de caı́da libre

El tiempo que se demora en caer un objeto en caı́da libre desde una
altura inicial hi hasta una altura final hf está dado por

¿
ÁÁÀ2(hi −hf )

g
= t.

Este tiempo no depende del sistema de coordenadas elegido.

(c) Para hallar la velocidad de la pelota en el tiempo final podemos usar la
ecuación

v⃗f = a⃗t + v⃗i , (13)

que nos dice la velocidad final en un movimiento con aceleración constante. En
caı́da libre la velocidad inicial es siempre cero y la aceleración es la aceleración
gravitacional, ası́ que la ecuación para la velocidad final en caı́da libre es
simplemente

v⃗f = g⃗t, (14)

donde el signo de la gravedad va a depender del sistema de coordenadas usado
(generalmente se usa un sistema en el cual la aceleración de la gravedad es
negativa). Usando la ecuación (14) y el tiempo de caı́da hallado en el numeral
anterior, podemos determinar la velocidad de la pelota en el tiempo final.



274 Fı́sica paso a paso. Más de 100 problemas resueltos

En todos los casos anteriores el sistema de coordenadas es uno en el cual la
aceleración de la gravedad es negativa, ası́ que podemos escribir esta acelera-
ción como g⃗ = −gŷ. Y como en todos los casos el tiempo de caı́da es el mismo,
podemos inferir que la velocidad final en todos los casos será

v⃗f = −g

¿
ÁÁÀ2(hi −hf )

g
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

t

ŷ. (15)

Esta ecuación se puede escribir de otra forma si recordamos que podemos
introducir una constante en una raı́z cuadrada si ponemos la constante al
cuadrado. Por ejemplo, 2

√
6 es lo mismo que

√
(22)6. En el caso que nos

interesa, podemos poner la g que está afuera de la raı́z dentro de la raı́z:

v⃗f = −

¿
ÁÁÀg2

2(hi −hf )
g

ŷ. (16)

Y esto nos da
v⃗f = −

√
2g(hi −hf )ŷ. (17)

Notemos que el signo menos indica que la velocidad final apunta en la dirección
negativa del eje Y, lo cual tiene sentido según los sistemas usados.

Otro método: esta misma expresión para la velocidad se hubiera podido obtener
usando v2

f = v2
i + 2a(xf − xi). Como la rapidez inicial es cero, la aceleración

es g y es negativa, y como xf − xi en este caso es hf −hi , esta ecuación queda
v2
f = −2g(hf −hi). Esto es lo mismo que v2

f = 2g(hf −hi). Finalmente, si sacamos
raı́z cuadrada obtenemos exactamente la misma ecuación (17), aunque faltarı́a
poner la dirección.

(d) Ahora debemos repetir los numerales (b) y (c) con un sistema según el cual
la dirección positiva de Y es hacia el piso y la negativa es hacia arriba. Según
esto, la figura del caso 1 queda ası́:
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Tiempo final

hi

hf

1
Tiempo inicial

Y

X

Notemos que al cambiar la orientación del eje Y, las posiciones iniciales y
finales cambian; ahora la posición inicial es y⃗i = −hi ŷ, pues la posición inicial
está en la parte negativa de este nuevo sistema. De modo similar, la posición
final será y⃗f = −hf ŷ. Además, la dirección de la aceleración gravitacional es
ahora positiva porque la dirección positiva de Y apunta hacia el piso. Ası́, la
ecuación de movimiento queda

−hf ŷ =
1
2
gt2ŷ −hi ŷ. (18)

No es necesario continuar porque es claro que esta es exactamente la misma
ecuación que (2) (la única diferencia es que los términos tienen los signos
opuestos, pero eso no importa porque podemos multiplicar por −1 todos los
término sin alterar la ecuación). Ası́ que el tiempo de caı́da, de nuevo, está
dado por la ecuación mostrada en la nota 3.2.

En el segundo caso podemos ver que la altura inicial ahora es negativa porque
está en la parte negativa de Y y la altura final sigue siendo cero. Por supues-
to, la magnitud de la altura inicial no puede cambiar porque el sistema de
coordenadas sigue estando en la misma posición que antes. Si antes la altura
inicial era hi −hf , entonces ahora es igual pero con un signo menos. Esto se ve
claramente del siguiente dibujo:
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hf

Tiempo inicial

hi

hi − hf

Tiempo final

2

Y
X

La ecuación de movimiento para este caso será

0ŷ = 1
2
gt2ŷ −(hi −hf )ŷ, (19)

donde de nuevo usamos el hecho de que la aceleración de la gravedad es
positiva en este caso. Esta ecuación es la misma que habı́amos encontrado
antes; es como si hubiéramos cambiado el signo de todos los términos de la
ecuación (7). De nuevo comprobamos que el tiempo de caı́da no se ve afectado
por el nuevo sistema.

En el último caso esperamos que ocurra algo similar. La posición inicial va a
seguir siendo cero y la posición final va a seguir teniendo magnitud hi − hf
pero tendrá un signo positivo, pues ahora hacia abajo es positivo:

hf

Tiempo inicial

hi

hfn

Tiempo final

3

Y

X

Según este sistema, la posición final será y⃗f = (hi −hf )ŷ (con el sistema anterior,
esta posición era negativa). La ecuación de movimiento será

(hi −hf )ŷ =
1
2
gt2ŷ +0ŷ. (20)
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De nuevo, esta es la misma ecuación que (11), sólo que con los signos opuestos.
Ası́ que hemos comprobado que el tiempo de caı́da no depende de la orientación
de los ejes del sistema usado.

Para el caso de la velocidad final va a suceder algo similar. Según la ecuación
(14), la velocidad final depende del tiempo y de la aceleración de la gravedad.
Pero acabamos de ver que el tiempo no depende del sistema. La gravedad sı́
depende del sistema; según el nuevo sistema, hacia abajo es positivo, ası́ que
la gravedad se puede escribir como g⃗ = gy⃗. La ecuación de la velocidad final
ahora es

v⃗f = g

¿
ÁÁÀ2(hi −hf )

g
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

t

ŷ. (21)

Esta es casi idéntica a la ecuación (15), excepto por un signo menos. Ası́ que la
velocidad final será la misma que antes, salvo que con un signo positivo en vez
de negativo:

v⃗f =
√

2g(hi −hf )ŷ. (22)

Esta velocidad tiene la misma magnitud, pero dirección contraria, a la que
hayamos con el sistema anterior.

Nota 3.3. Velocidad final en caı́da libre

Si usamos un sistema en el cual la aceleración gravitacional es po-
sitiva, la velocidad final en un movimiento en caı́da libre es v⃗f =√

2g(hi −hf )ŷ.

Si usamos un sistema en el cual la aceleración de la gravedad es negativa

esta velocidad es v⃗f = −
√

2g(hi −hf )ŷ.

La rapidez en ambos casos es la misma: vf =
√

2g(hi −hf ).
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Problema 3.2.

Palabras clave: caı́da libre combinada con
caı́da con velocidad constante, tiempo de
caı́da, gráfica velocidad contra tiempo, gráfica
de posición contra tiempo.

Como forma de entrenamiento, la soldado Sofı́a se lanza sin velocidad inicial
desde un edificio de altura h, como se muestra en el siguiente dibujo (suponga
que la caı́da es totalmente vertical). En el tiempo ti abre su paracaı́das para
caer suavemente sobre el piso. Por la fuerza que el aire le ejerce a la capa, Sofı́a
comienza a caer con velocidad constante.

(a) Escriba una expresión para la velocidad que tiene Sofı́a justo cuando
abre la capa y para la velocidad cuando llega al suelo.

(b) Halle el tiempo total de caı́da de Sofı́a.

(c) Haga una gráfica cualitativa de velocidad contra tiempo para toda la
caı́da.

(d) Haga una gráfica cualitativa de posición contra tiempo para toda la
caı́da.
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b) (c) y (d). Nos dicen la altura h del edificio y el tiempo t1 en el que Sofı́a abre la capa y
comienza a caer con velocidad constante.

¿Qué nos piden?

(a) Escribir una expresión de la velocidad de Sofı́a cuando abre la capa y cuando llega al
piso.

(b) Hallar el tiempo total de caı́da de Sofı́a.

(c) Hacer una gráfica cualitativa de velocidad contra tiempo para toda la caı́da.

(d) Hacer una gráfica cualitativa de posición contra tiempo.

(a) Empecemos por escoger un sistema de coordenadas. Es común escoger uno
en el cual el sistema esté en el piso y el eje Y apunte hacia arriba2.

Usamos un sistema de coordenadas situado en el piso y en el que la caı́da ocurre
en la dirección negativa del eje Y.

Es claro que desde que se lanza hasta que abre la capa Sofı́a cae libremente (en
este tramo de la caı́da ignoramos la fricción del aire). Después de que abre el
paracaı́das Sofı́a ya no cae de forma libre sino que cae con velocidad constante,
ası́ que la velocidad cuando llega al suelo debe ser la misma que cuando abre
la capa. Ahora, para hallar la velocidad cuando Sofı́a abre el paracaı́das no

2 Como vimos en el problema anterior, podemos escoger otro sistema y los resultados no se
van a alterar (salvo por el signo de la velocidad si cambiamos la orientación de los ejes).
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podemos usar la ecuación v⃗f = −
√

2g(hi −hf )ŷ porque no conocemos la altura
cuando abre la capa. Podemos tratar de hallar esta altura usando la ecuación
de movimiento pero hay una forma mucho más sencilla de hallar la velocidad
en ese momento. Como nos dicen que cuando Sofı́a abre la capa ha pasado un
tiempo t1, podemos hallar la velocidad final usando v⃗f = g⃗t.
Según nuestro sistema, la aceleración de la gravedad es negativa, ası́ que

v⃗f = −gt1ŷ. (1)

Esta expresión nos dice la velocidad final en el momento en que Sofı́a abre la
capa en términos del tiempo t1. Esta es la misma velocidad que cuando Sofı́a toca
el piso, pues como ya dijimos, en este tramo Sofı́a cae con velocidad constante.

(b) Para hallar el tiempo total de caı́da necesitamos hallar el tiempo que trans-
curre desde que salta hasta que abre el paracaı́das y sumarlo con el tiempo que
transcurre desde que abre el paracaı́das hasta que toca el suelo. Para hallar
este último tiempo podemos utilizar la ecuación de movimiento de Sofı́a, pero
notemos que Sofı́a no cae de forma libre sino que cae con velocidad constante,
ası́ que la ecuación de movimiento en este tramo es de la forma y⃗f = v⃗t + y⃗i .
La velocidad v⃗ en este movimiento está dada por la ecuación (1), que es la
velocidad justo cuando abre el paracaı́das (la velocidad final de la caı́da libre es
la velocidad inicial de este tramo de caı́da que no es libre). Además, la posición
inicial y⃗i de este movimiento es la posición en la cual Sofı́a abre el paracaı́das,
que no conocemos. La posición final y⃗f es cero según nuestro sistema. Por
ahora escribamos la posición de Sofı́a en el momento en que abre la capa como
y⃗i = hcŷ. Teniendo en cuenta esto, la ecuación de movimiento de Sofı́a desde
que abre la capa hasta que cae queda ası́:

0ŷ = −(gt1)
´¹¹¸¹¶
Velocidad
cuando
abre el

paracaı́das

tŷ +hcŷ. (2)

En esta ecuación desconocemos el tiempo t (que es lo que queremos hallar) y
la altura hc. Pero podemos determinar hc si tenemos en cuenta que desde que
se suelta hasta que abre el paracaı́das Sofı́a cae de forma libre y, además, se
demora un tiempo t1 en esa caı́da.

La ecuación de movimiento de Sofı́a desde que salta hasta que llega a la
posición y⃗ = hcŷ (cuando abre la capa) es

hcŷ = −
1
2
gt2

1 ŷ +hŷ, (3)

donde hemos usado el hecho de que hŷ es ahora la posición inicial y que el
tiempo de esta caı́da es t1. Notemos que la parte derecha de la igualdad sólo
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tiene variables conocidas ası́ que esta ecuación nos da la posición hcŷ. Podemos
usar el resultado de esta ecuación en la ecuación (2):

0ŷ = −(gt1)tŷ +(−
1
2
gt2

1 ŷ +hŷ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

hc ŷ

. (4)

Si pasamos el término con el tiempo t a la izquierda de la igualdad, obtenemos

(gt1)tŷ = −
1
2
gt2

1 ŷ +hŷ. (5)

Si aplicamos la regla de oro y dividimos por gt1, obtenemos

t = − 1
2(t1)

t2
1 +

h

(gt1)
. (6)

Al simplificar un poco, esto queda

t = −1
2
t1 +

h

gt1
. (7)

Esta ecuación nos da el tiempo que le toma a Sofı́a caer desde que abre la capa
hasta que llega al suelo. Pero este no es el tiempo total de caı́da, pues el tiempo
total incluye el tiempo que le toma a Sofı́a caer desde la altura h hasta que abre
la capa. Ası́ que al tiempo t recién hallado debemos sumarle t1:

tc = −
1
2
t1 +

h

gt1
+ t1, (8)

donde tc es el tiempo total de caı́da. Esto es igual a

tc =
1
2
t1 +

h

gt1
. (9)

Notemos que el tiempo total de caı́da depende de la altura h. Como es de
esperarse, cuanto mayor sea la altura h desde la que se lanza Sofı́a, mayor será
el tiempo total.

(c) Para trazar la gráfica de velocidad contra tiempo tengamos en cuenta que
hay dos tipos de movimiento. El primero es uno de caı́da libre, es decir, caı́da
con la aceleración de la gravedad y con velocidad inicial cero. En este tramo la
velocidad se comporta según la ecuación v⃗f = −gtŷ. Si le aplicamos la regla de
oro a esta ecuación, obtenemos

vf = −gt. (10)

Es claro que esta es la ecuación de una lı́nea recta con pendiente negativa que
comienza en el origen. Además, sabemos que en el tiempo t1 la velocidad final
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alcanzada es −gt1ŷ —ecuación (1)—. Ası́ que la gráfica de velocidad contra
tiempo en este tramo es ası́:

t

t1

v

(t1, − gt1)

(0,0)

Después, Sofı́a abre el paracaı́das y cae con velocidad constante hasta el tiempo
de caı́da total, es decir, su gráfica de velocidad en esta parte debe ser una lı́nea
horizontal (con pendiente cero):

t

t1

v

(0,0)

(t1, − gt1)

tc

(tc, − gt1)

(d) También debemos trazar la gráfica cualitativa de posición contra tiempo de
Sofı́a por tramos. Primero, trazamos el tramo de caı́da libre, con aceleración
negativa de g. La posición inicial de Sofı́a es hŷ, la aceleración es negativa y la
velocidad inicial es cero. Ası́ que la ecuación de movimiento de Sofı́a en esta
parte (hasta que abre la capa) es

y1ŷ = −
1
2
gt2 +hŷ. (11)

Si aplicamos la regla de oro, tenemos

y1 = −
1
2
gt2 +h. (12)

Esta es la ecuación de una parábola que se abre hacia abajo. Además, la parábola
corta el eje Y en h y está completamente centrada en el eje Y porque no hay
velocidad inicial (si es necesario, repase la nota 2.20). Por último, sabemos que
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en el tiempo t1 Sofı́a llega a la posición hcŷ en la que abre la capa. Ası́ que para
este tramo, la gráfica de posición contra tiempo es

t

Y

t1

h

hc

Sofı́a tiene aceleración negativa. La parábola corta el eje Y en h y llega hasta cierta
altura todavı́a positiva en el tiempo t1.

Después de t1 Sofı́a cae con velocidad constante negativa. En una gráfica de
posición contra tiempo, un objeto con velocidad constante negativa traza una
lı́nea recta. Ası́ que en el tramo desde que abre la capa tenemos una lı́nea
recta con pendiente negativa que llega hasta el eje X porque Sofı́a cae hasta la
posición cero:

t

Y

t1 tc

h

hc

Desde que abre la capa hasta que cae al suelo, Sofı́a tiene velocidad constante
negativa (lı́nea verde).

Notemos que la pendiente de la lı́nea verde coincide con la pendiente del
último tramo de la lı́nea roja. Esto es ası́ porque la velocidad justo al final de la
lı́nea roja tiene que ser la misma que la velocidad después de que Sofı́a abre la
capa (si es necesario, ver la parte final del problema 2.17).
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Problema 3.3.

Palabras clave: distancia entre dos objetos en
caı́da libre, objetos soltados en tiempos dife-
rentes, uso de distintos sistemas de coordena-
das, gráfica de velocidad contra tiempo.

Ángela deja caer una botella de agua desde el tercer piso. Un tiempo tj después,
cuando la botella sigue en el aire, José deja caer un muñeco desde el cuarto
piso, desde una altura hj encima del punto en el cual Ángela soltó la botella
(ver dibujo). Suponga que la botella de Ángela toca el suelo en el tiempo tb
después de haber sido soltada.

(a) Escriba una expresión para la altura del muñeco con respecto al suelo
para el instante en el que la botella toca el suelo. Responda esta pre-
gunta primero usando un sistema de coordenadas con el origen en el
piso del edificio y luego usando un sistema de coordenadas cuyo origen
esté en el punto desde el cual Ángela soltó la botella.

(b) Escriba una expresión para la razón entre la rapidez de la botella
cuando toca el suelo y la rapidez del muñeco en ese mismo instante.

(c) Realice una gráfica cualitativa de velocidad contra tiempo para ambos
objetos, en una misma gráfica.

(d) Suponga que tj es 0.5 segundos, hj es 2 metros, y tb es 1.5 segundos.
Con estos datos, escriba las respuestas de (a) y (b). Además, responda
si el muñeco ya pasó por el punto desde el cual fue lanzada la botella
cuando la botella llegó al suelo.

hj
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b), (c). José deja caer un muñeco desde un piso que está a una altura hj sobre el punto en

que Ángela soltó la botella, y el muñeco es soltado un tiempo tj después de que Ángela suelta
la botella. La botella toca el suelo un tiempo tb después de que es soltada.

(d). tj es 0.5 segundos, hj es 2 metros, y tb 1.5 segundos.

¿Qué nos piden?

(a) Hallar una expresión para la altura en la que está el muñeco con respecto al suelo del
edificio en el momento en el cual la botella llega al suelo. Responder esta pregunta
primero con un sistema con un origen que está en el piso del edificio, y después con un
origen que está en el punto desde el cual Ángela soltó la botella.

(b) La razón entre la rapidez de la botella y del muñeco cuando la botella llega al suelo.

(c) Realizar en una misma gráfica, la velocidad contra tiempo de ambos objetos.

(d) Responder (a) y (b) con los datos que nos dan y decir si el muñeco ya pasó por la altura
desde donde fue lanzada la botella cuando la botella llega al suelo.

Solución
(a) Empecemos primero por situar un sistema de coordenadas en el piso del
edificio, tal como nos dicen en el enunciado. Podemos escoger uno en el cual el
eje Y apunta hacia arriba (no nos dicen nada al respecto de la dirección del eje):

¿Qué información nos dan?

a) y b) Jose deja caer un muñeco desde un piso que está  a una altura hj sobre el 

punto en que Angela soltó la botella, y el muñeco es soltado un tiempo tj des-

pués de que Angela suelta la botella. La botella toca el suelo un tiempo tb des-
pués de que es soltada.

d) tj es 0.5 segundos, hj es 2 metros, tb es 1.5 segundos y podemos aproximar g a 

10 m /s2.

¿Qué debemos hallar?

a) Hallar una expresión para la altura a la que está el muñeco con respecto al sue-
lo del edificio, para el momento en el cual la botella llega al suelo. Responder 
esta pregunta primero con un sistema con un origen que está en el piso del edi-
ficio, y después con un origen que está en el punto desde el cual Angela soltó 
la botella.

b) La razón entre la rapidez de la botella y del muñeco cuando la botella llega al 
suelo.

c) Realizar en una misma gráfica, la velocidad contra tiempo de ambos objetos.

d) Responder a) y b) con los datos que nos dan y decir si el muñeco ya pasó por 
la altura desde donde fue lanzada la botella cuando la botellea llega al suelo.

SOLUCIÓN

a) Empecemos primero por situar un sistema de coordenadas en el piso del edificio, tal co-
mo nos dicen en el enunciado. Podemos escoger uno en el cual el eje Y apunta hacia arri-
ba (no nos dicen nada al respecto de la dirección del eje):

hj

Y

X

Según este sistema, el suelo del edificio está en la posición 0 ̂y. Como nos piden una expre-
sión para la altura del muñeco con respecto al suelo del edificio para el momento cuando la 
botella llega al suelo, necesitamos encontrar la posición del muñeco en ese momento. Una 
vez sepamos la posición, podemos encontrar la altura, pues la altura no será más que la 
magnitud de dicha posición (como usamos un sistema en el cual el origen está en el piso 
del edificio, la altura del muñeco no será más que la magnitud de la posición del muñeco). 

La posición de un objeto se encuentra usando la ecuación de movimiento del objeto. La 
ecuación de movimiento del muñeco es una con aceleración g negativa (según nuestro siste-
ma, hacia abajo es negativo), con velocidad inicial cero porque es un caso de caída libre, y 
con posición inicial hm ̂y (no conocemos la posición inicial, pues no conocemos la altura hm 
desde la cual fue lanzado el muñeco con respecto al piso del edificio. Lo que conocemos es 
la altura desde la cual fue lanzado el muñeco con respecto al punto donde Angela soltó la 
botella). Así que la ecuación de movimiento del muñeco es:

180

Según este sistema, el suelo del edificio está en la posición 0ŷ. Como nos piden
una expresión para la altura del muñeco con respecto al suelo del edificio para
el momento cuando la botella llega al suelo, necesitamos encontrar la posición
del muñeco en ese momento.
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La posición de un objeto se encuentra usando la ecuación de movimiento
del objeto. La ecuación de movimiento del muñeco es una con aceleración g
negativa, con velocidad inicial cero porque es un caso de caı́da libre, y con
posición inicial hmŷ (desconocida). Ası́ que la ecuación de movimiento del
muñeco es

yf ŷ = −
1
2
gt2ŷ +hmŷ. (1)

La pregunta que debemos responder ahora es cuánto tiempo lleva el muñeco
en el aire cuando la botella ha llegado al suelo para saber qué tiempo usar
en la ecuación (1). Es importante resaltar que tb es el tiempo que le toma a la
botella llegar al suelo pero no es el mismo tiempo que el muñeco lleva en el
aire, porque este fue soltado un tiempo tj después de que la botella fue soltada.
Ası́ que el tiempo tm que el muñeco lleva en el aire es la resta entre el tiempo
de caı́da de la botella y el tiempo de retraso (nota 2.26):

tm = tb − tj . (2)

Insertemos este tiempo en la ecuación de movimiento del muñeco:

yf ŷ = −
1
2
g(tb − tj
´¹¹¹¸¹¹¹¶

tm

)2ŷ +hmŷ. (3)

De aquı́ aún nos falta determinar hm. Notemos que hm es igual a la suma de la
altura del punto donde Ángela suelta la botella con hj (ver dibujo). Llamemos
ha a la altura desconocida desde la que fue lanzada la botella. Ası́, la altura
inicial del muñeco se puede escribir como

hm = ha +hj . (4)

Por supuesto, no conocemos la altura ha. Pero observemos que nos dicen el
tiempo en el cual la botella llega al suelo, que es tb. Si conocemos este tiempo
de la caı́da podemos hallar la altura ha desde donde fue lanzada la botella
usando la ecuación ¿

ÁÁÀ2(hi −hf )
g

= t. (5)

La altura final de la botella es cero en nuestro sistema y la ecuación (5) queda
¿
ÁÁÀ2(ha)

g
= tb. (6)

De esta ecuación podemos despejar la altura ha. Primero, elevamos al cuadrado
ambos lados de la ecuación

2(ha)
g

= t2
b . (7)
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Ahora multiplicamos por g y dividimos por 2:

ha =
g

2
t2
b . (8)

Como ahora conocemos ha, podemos decir la altura inicial del muñeco usando
la ecuación (4):

hm = g

2
t2
b

´¸¶
ha

+hj . (9)

Finalmente, si insertamos este resultado en la ecuación (3), obtenemos la
posición del muñeco cuando la botella llega al suelo:

yf ŷ = −
1
2
g(tb − tj)2ŷ +(

g

2
t2
b +hj)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
hm

ŷ. (10)

La magnitud de esta posición es precisamente la altura a la que está el muñeco
del suelo (la altura es la distancia entre dos puntos, ası́ que no nos puede dar
negativa y por eso usamos valor absoluto). Ası́ que la altura es

∥yf ∥ = ∥(−
1
2
g(tb − tj)2 +(

g

2
t2
b +hj)) ŷ∥ . (11)

Ahora debemos resolver el ejercicio, pero teniendo en cuenta un sistema de
coordenadas cuyo origen está en el punto desde el cual Ángela soltó la botella:

hj
Y

X
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Usando este sistema, la posición inicial del muñeco es conocida, pues es sim-
plemente hj ŷ (el muñeco se deja caer desde una altura hj sobre la posición
inicial de la botella). Ası́ que la ecuación de movimiento del muñeco es

yf ŷ = −
1
2
gt2ŷ +hj ŷ. (12)

El lector puede llegar a pensar que al usar este sistema el problema se vuelve
mucho más corto, pues anteriormente tenı́amos que buscar hmŷ que era la
posición inicial del muñeco, pero ahora la posición inicial es simplemente hj ŷ.
Sin embargo, notemos que al usar este sistema la posición yf ŷ del muñeco no
será la posición con respecto al piso del edificio sino que será la posición con
respecto al punto desde donde se deja caer la botella.

La altura del muñeco con respecto al piso del edificio no es más que la distancia
que hay entre el piso y el muñeco, y la distancia entre dos objetos siempre
es la magnitud de la resta entre la posición de ambos objetos (nota 2.19). La
posición del muñeco la hallamos usando el tiempo dado por (3) en la ecuación
(12):

yf ŷ = −
1
2
g(tb − tj)2ŷ +hj ŷ. (13)

La posición del piso no es más que −haŷ, pues el piso está a una distancia ha
del origen del nuevo sistema en el sentido negativo de Y. Podemos encontrar
ha tal como antes, usando el tiempo de caı́da de la botella y la ecuación (6),
porque el tiempo de caı́da no depende del sistema (nota 3.2). Como ha está
dado por la ecuación (8), la posición del piso es

ypŷ = −
g

2
t2
b

´¸¶
ha

ŷ. (14)

La resta entre ambas posiciones (entre el muñeco y el piso) es

yf ŷ − ypŷ = −
1
2
g(tb − tj)2ŷ +hj ŷ

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
yf ŷ

−(−g
2
t2
b ŷ)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
yp ŷ

. (15)

Esto es igual a

yf ŷ − ypŷ = −
1
2
g(tb − tj)2ŷ +

g

2
t2
b ŷ +hj ŷ. (16)

Finalmente, buscamos la magnitud de la anterior ecuación (pues la distancia
siempre es positiva):

∥yf ŷ − ypŷ∥ = ∥−
1
2
g(tb − tj)2ŷ +

g

2
t2
b ŷ +hj ŷ∥ . (17)
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Esto mismo se puede escribir ası́:

∥yf ŷ − yp∥ = ∥(−
1
2
g(tb − tj)2 +

g

2
t2
b +hj) ŷ∥ . (18)

Lo que está dentro de la norma en el lado derecho de esta ecuación es exac-
tamente igual al lado derecho de la ecuación (11). Como era de esperarse, la
altura a la que se encuentra el muñeco con respecto al piso no depende del
sistema elegido, aun cuando el procedimiento para llegar al resultado requiere
un planteamiento diferente.

(b) Como la ecuación (8) nos da la altura desde la cual fue soltada la botella, la
rapidez de la botella cuando toca el suelo se puede calcular usando la siguiente
ecuación (nota 3.3):

vf =
√

2g(hi −hf ). (19)

Sin embargo, hay una forma aun más sencilla de encontrar la rapidez si cono-
cemos el tiempo de caı́da, como ocurre en este caso. Recordemos que en un
caso de aceleración constante la velocidad está dada por la ecuación v⃗f = v⃗i + a⃗t.
En el caso de la botella, que no tiene velocidad inicial, esta ecuación es

v⃗b = −gtbŷ. (20)

La rapidez es la magnitud de la velocidad, ası́ que la rapidez es

vb = gtb. (21)

Notemos que el signo menos, que indica la dirección, desaparece porque la
rapidez es sólo la magnitud de la velocidad.

La rapidez del muñeco en el momento en el cual la botella llega al piso se
calcula de modo muy similar sólo que debemos usar el tiempo de vuelo del
muñeco. Este tiempo está dado por la ecuación (2), ası́ que al usar la ecuación
(20) para el muñeco tenemos

v⃗m = −g(tb − tj)ŷ. (22)

La rapidez del muñeco cuando la botella llega al suelo será entonces

vm = g(tb − tj), (23)

donde de nuevo ignoramos el signo negativo que sólo indica la dirección.

Finalmente, la razón entre la rapidez de la botella y la del muñeco es

vb
vm

= gtb
g(tb − tj)

= tb
(tb − tj)

. (24)
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Notemos que esta fracción es mayor que 1, pues tb − tj es menor que tb. Esto
tiene sentido, pues la rapidez de la botella debe ser mayor a la rapidez del
muñeco ya que la botella lleva más tiempo en el aire. Además, esta ecuación
no está definida para el caso en el que tb es igual a tj . Esto también era de
esperarse; si estos tiempos fueran iguales, entonces cuando la botella llega al
suelo el muñeco ni siquiera habrı́a sido soltado, ası́ que la pregunta no tendrı́a
sentido.

(c) Ambos objetos caen con la aceleración de la gravedad y ambos objetos
comienzan con velocidad inicial cero. En una gráfica de velocidad contra
tiempo la pendiente de la lı́nea recta es la aceleración. Como la aceleración es
negativa según nuestro sistema, entonces la gráfica de ambos objetos debe ser
la de dos lı́neas rectas con pendientes negativas, y las pendientes deben ser
iguales porque la aceleración es la misma (es g⃗). Finalmente, la gráfica de la
botella comenzará en el tiempo inicial, pero la gráfica del muñeco comenzará
un tiempo tj después ya que el muñeco fue soltado con un tiempo de retraso.
Reuniendo todo esto, la gráfica será la siguiente:

v

tj t

Ambas gráficas de velocidad contra tiempo son lı́neas rectas con pendiente negati-
va, pues ambos objetos están sujetos a la aceleración de la gravedad. El muñeco
(lı́nea roja) comienza a caer un tiempo tj después con respecto al tiempo en el cual
fue soltada la botella.

(d) Nos dicen que tj es 0.5 segundos, hj es 2 metros y tb es 1.5 segundos.
Entonces la altura a la que se encuentra el muñeco con respecto al piso cuando
la botella llega al suelo está dada por la ecuación (10):

yf = ∥(−
1
2

9.81 m/s2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
g

(1.5 s
´¸¶
tb

−0.5 s
´¸¶
tj

)2 +(

g

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
9.81 m/s2

2
(1.5 s
´¸¶
tb

)2 + 2 m
´¸¶
hj

))ŷ∥

= 8.35 m.

(25)
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Si usamos la ecuación (24), la razón entre las rapideces es

vb
vm

= 1.5 s
(1.5 s−0.5 s) = 1.5. (26)

Para saber si el muñeco ya pasó por la altura inicial de la botella cuando la
botella llega al piso, debemos comparar la altura del muñeco cuando la botella
llega al piso con la altura inicial de la botella. La altura inicial de la botella es
ha que podemos hallar con la ecuación (8):

ha =
9.81 m/s2

2
(1.5 s
´¸¶
tb

)2 = 11.04 m. (27)

La altura a la que está el muñeco cuando la botella llega al suelo, como aca-
bamos de hallar, es de 8.25 metros. Ası́ que efectivamente el muñeco ya pasó
por la altura desde la que fue lanzada la botella, que es de 11.04 metros. Como
se puede notar de estas cifras, el muñeco está un poco más de 3 metros por
debajo del piso de Ángela.

Nota 3.4. Velocidad final en caı́da libre conociendo el tiempo de
caı́da

Si conocemos el tiempo de caı́da, podemos hallar la velocidad final
usando la ecuación v⃗f = −gtŷ en el caso de que usemos un sistema en el
cual la aceleración gravitacional es negativa. O la ecuación v⃗f = gtŷ si
usamos un sistema en el cual la aceleración de la gravedad es positiva.
La rapidez en ambos casos es la misma: vf = gt.
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Problema de repaso 3.4.

Palabras clave: caı́da libre, tiempo de caı́da
libre, velocidad final de caı́da, aceleración en
caı́da libre.

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(1) Un movimiento de caı́da libre es un movimiento con velocidad unifor-
me.

(2) El tiempo de caı́da en un caso de caı́da libre no depende del sistema de
coordenadas usado.

(3) En un caso de caı́da libre, incluso si conocemos el tiempo de caı́da no
podemos hallar la velocidad final sin conocer la altura desde la que es
soltado el objeto.

(4) Si multiplicamos la diferencia de altura por cuatro, el tiempo de caı́da
se duplica.

(5) Si A lleva más tiempo en el aire que B, entonces la magnitud de la
aceleración de A será mayor que la de B.

Solución
(1) Falso. Un movimiento de caı́da libre es un movimiento con aceleración
uniforme (con aceleración gravitacional para ser más precisos).

(2) Verdadero. El tiempo de caı́da sólo depende de la diferencia de altura, la
cual no depende del sistema (nota 3.2).

(3) Falso. Para hallar la velocidad final podemos usar la ecuación vf = gt que
sólo depende del tiempo de caı́da (nota 3.4).

(4) Verdadero. De la ecuación
√

2(hi−hf )
g = t se ve que al multiplicar hi −hf por

cuatro obtenemos:
√

2(4)(hi−hf )
g = 2

√
2(hi−hf )

g = t (el 4 de la raı́z se convierte en

2 fuera de la raı́z), que es igual al tiempo que tenı́amos inicialmente por dos.

(5) Falso. En casos de caı́da libre la magnitud de la aceleración siempre es la
misma: g.
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Problema (teórico) 3.5.

Palabras clave: caı́da libre, tiempo de viaje
del sonido cuando un objeto toca el suelo, lan-
zamiento vertical, altura máxima, velocidad
inicial.

Matı́as deja caer una piedra desde un puente que está a una altura desconocida
sobre un rı́o. Dos segundos después Matı́as oye el sonido de la piedra chocando
en el agua.

(a) Si la rapidez del sonido es de 343 m/s, ¿cuál es la altura con respecto
al rı́o desde la cual Matı́as dejó caer la piedra?

Suponga ahora que Matı́as lanza la piedra de modo vertical hacia arriba
desde la misma altura inicial hallada en (a) (ver la figura derecha). Esta
vez Matı́as oye el sonido de la piedra al tocar el rı́o 8 segundos después
de que lanza la piedra.

(b) ¿Qué tipo de movimiento sigue la piedra desde que Matı́as la lanza
hasta que toca el agua?

(c) ¿Cuál fue la velocidad con la cual Matı́as lanzó la piedra hacia arriba?

(d) Encuentre el tiempo que le tomó a la piedra llegar hasta la altura
máxima de su recorrido y diga cuál fue la altura máxima alcanzada.

Lanzamiento vertical de la piedraCaída libre de la piedra

Solución

¿Qué información nos dan?

(a) Nos dicen que la piedra cae de forma libre sobre el rı́o, que Matı́as oye el sonido de la
piedra al tocar el agua dos segundos después de haberla soltado y que la rapidez del
sonido es de 343 m/s.

(b) Matı́as lanza la piedra de forma vertical hacia arriba desde la misma altura que antes, y
pasan ocho segundos desde que la lanza hasta que oye el sonido de la piedra entrando
al rı́o.
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¿Qué nos piden?

(a) Encontrar la altura sobre el rı́o desde la cual Matı́as suelta la piedra.

(b) Explicar qué tipo de movimiento sigue la piedra desde que se lanza hasta que toca el
agua.

(c) Determinar la velocidad con la cual Matı́as lanzó la piedra hacia arriba.

(d) Hallar el tiempo que le tomó a la piedra llegar a la altura máxima, y hallar la altura
máxima que alcanzó.

(a) Comenzamos, como es costumbre, por escoger un sistema de coordenadas.
Escojamos uno en el cual el origen se encuentre en el rı́o, y el eje Y apunte
hacia arriba (hacia el puente), como se ilustra a continuación:

Y

X

Debemos encontrar la altura h desde la cual Matı́as suelta la piedra. Como en
todo movimiento en caı́da libre, la piedra tiene aceleración gravitacional con
dirección hacia el piso y tiene velocidad inicial cero. La posición inicial de la
piedra es hŷ (es positiva porque el puente está en la parte positiva de nuestro
sistema de coordenadas). Ası́ que la ecuación de movimiento de la piedra es

yf ŷ = −
1
2
gt2ŷ +hŷ. (1)

Cuando la piedra toca el rı́o la altura final de la piedra es la posición cero
porque el rı́o está en el origen de nuestro sistema, ası́ que la anterior ecuación
nos da

0ŷ = −1
2
gt2

a ŷ +hŷ, (2)

donde hemos llamado ta al tiempo que le toma a la piedra llegar al agua. De
aquı́ nos interesa hallar h pero no conocemos el tiempo ta que corresponde al
tiempo en el cual la piedra llega al rı́o.

Sin embargo, aún no hemos usado toda la información; nos dicen que Matı́as
oye el sonido de la piedra al tocar el agua dos segundos después de que suelta
la piedra, y nos dicen la rapidez del sonido. El sonido se produce justo en
el instante en que la piedra toca el agua y ese sonido debe llegar hasta el
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oı́do de Matı́as, ası́ que podemos entender los dos segundos ası́: en un tiempo
desconocido ta la piedra llega al rı́o y después, en un tiempo desconocido ts,
el sonido viaja desde el agua hasta la altura h desde donde Matı́as soltó la
piedra. Es decir, el tiempo que le toma a la piedra tocar el agua sumado con el
tiempo que le toma al sonido llegar desde el rı́o hasta la altura h debe dar dos
segundos:

ta + ts = 2 s. (3)

Tiempo ta que se demora 
la piedra en caer.  

Tiempo ts que se demora el 
sonido en llegar hasta Matías

El tiempo que se demora Matı́as en escuchar el sonido de la piedra al caer el agua
es la suma del tiempo ta que se demora la piedra en caer, más el tiempo ts que le
toma al sonido subir hasta donde está Matı́as.

Además, como conocemos la rapidez del sonido, podemos escribir una ecuación
que relacione el tiempo ts, la rapidez del sonido y la altura h. Recordemos que
cuando la velocidad es constante distancia es rapidez por tiempo. En nuestro
caso, sabemos que el sonido debe llegar desde el agua hasta la altura h en un
tiempo ts. Es decir, la altura a la que está Matı́as debe ser igual a la rapidez
del sonido multiplicada por el tiempo ts que le toma al sonido recorrer esa
distancia:

h = vsts. (4)

Por supuesto, no conocemos ts ni h, pero sı́ conocemos la rapidez del sonido y,
además, la ecuación (3) nos permite escribir ts en términos de ta:

ts = 2 s− ta. (5)

Ası́ que la ecuación (4) queda

h = (343 m/s
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vs

)(2 s− ta
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

ta

). (6)

Esta es una ecuación que relaciona la altura h con ta, ası́ que podemos usar
esto en la ecuación (2) para que todo nos quede en términos de una variable
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desconocida, ta:

0ŷ = −1
2
gt2

a ŷ +(343 m/s)(2 s− ta)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

h

ŷ. (7)

Primero, abramos los paréntesis y apliquemos la regla de oro:

0 = −1
2
gt2

a +(686 m)− (343 m/s)ta. (8)

Si usamos el valor de g, esta ecuación queda

0 = −1
2
(9.81 m/s2)t2

a +(686 m)− (343 m/s)ta. (9)

Notemos que esta es una ecuación cuadrática en el tiempo ta, es decir, una
ecuación de la forma ax2+bx+c = 0. En este caso a (el término que acompaña a
t2
a ) es igual a −1

2(9.81 m/s2), b (el término que acompaña a ta) es −(343 m/s) y
c (la constante) es (686 m). Por lo tanto, el tiempo ta será igual a

ta =

−b
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(343 m/s)±

¿
ÁÁÁÁÀ(

b
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
−343 m/s)2 −4(−1

2(

g

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
9.81 m/s2))

c
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(686 m)

2(−1
2(9.81 m/s2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
g

))
. (10)

Esto nos da dos soluciones:
ta = −71.87 s, (11)

y
ta = 1.95 s. (12)

La primera solución no tiene sentido porque nos da un tiempo negativo. Ası́
que la solución correcta debe de ser la segunda. En palabras, la piedra tarda un
tiempo de 1.95 segundos en caer al agua. Con este tiempo podemos hallar la
altura inicial h que buscamos. Por ejemplo, si usamos el tiempo que acabamos
de hallar en la ecuación (6) obtenemos

h = (343 m/s)(2 s−1.95 s
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

ta

) = 17.15 m. (13)

(b) Esta vez Matı́as lanza la piedra hacia arriba, o sea que la piedra no sigue un
movimiento en caı́da libre porque la velocidad inicial no es cero. ¿Qué tipo de
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movimiento sigue la piedra? Como es lanzada hacia arriba, la piedra va a subir,
va a llegar a un punto en el cual ya no puede subir más y luego va a comenzar a
caer. Lo primero que podemos inferir es que la piedra se mueve en lı́nea recta;
sube en lı́nea recta y vuelve a caer en lı́nea recta, ası́ que es un movimiento
rectilı́neo.

Segundo, una vez la piedra está en el aire, siempre estará sujeta a la aceleración
de la gravedad. Esto es algo muy importante que vale la pena reiterar: una vez
el objeto está en el aire y si la fricción del aire es despreciable (como en casi
todos los problemas, a menos que nos digan lo contrario), el objeto tendrá la
aceleración de gravedad en dirección hacia el piso (hacia el centro de la Tierra para
ser precisos), sin importar cuál sea la velocidad inicial.

El lector puede pensar que cuando el objeto se lanza hacia arriba este tiene
aceleración “hacia arriba”, pero si piensa eso es porque confunde la velocidad
con la aceleración. Es claro que un objeto que se lanza hacia arriba comienza
con una velocidad positiva pero empieza a perder velocidad mientras sube,
hasta que deja de subir. Esto indica que la aceleración apunta hacia abajo (hacia
el piso). Si la aceleración apuntara hacia arriba, el objeto estarı́a andando cada
vez más rápido hacia el cielo y no se detendrı́a sino que subirı́a y se escaparı́a
de la Tierra. De modo similar, no debemos pensar que un objeto lanzado hacia
abajo tiene más aceleración que un objeto que es lanzado hacia arriba. El objeto
lanzado hacia abajo se mueve más rápido que el objeto lanzado hacia arriba
porque la velocidad inicial es hacia abajo, no porque la aceleración sea mayor
o menor. La explicación de por qué todos los objetos que están en el aire tienen
la misma aceleración tiene que ver con fuerzas, tema que estudiaremos con
detalle en el capı́tulo 4.

Estos casos en los que un objeto se lanza hacia arriba o hacia abajo de forma
vertical se suelen llamar casos de lanzamiento vertical. En cambio, cuando
el objeto simplemente se suelta desde el reposo tenemos un caso de caı́da
libre. Pero la diferencia de nombre entre ambos casos no es importante, lo que
importa es que en la caı́da libre la velocidad inicial es cero, mientras que en
el lanzamiento vertical no. Por supuesto, el tiempo de caı́da en un caso de
lanzamiento vertical no es el mismo que en un caso de caı́da libre, y la velocidad
al llegar al suelo tampoco es la misma que en un caso de caı́da libre; tanto
el tiempo de caı́da y la velocidad de caı́da van a depender de la velocidad
inicial. Por eso, las ecuaciones de tiempo de caı́da y de velocidad de caı́da para un
movimiento de caı́da libre no se pueden aplicar a casos de lanzamiento vertical.
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Nota 3.5. Lanzamiento vertical

El lanzamiento vertical es un tipo de movimiento en el cual el objeto es
lanzado de modo vertical, hacia arriba o hacia abajo, con cierta velocidad
inicial distinta de cero. Un objeto lanzado ası́ sigue un movimiento
rectilı́neo uniforme con aceleración hacia abajo (hacia el centro de la
Tierra).

(c) Cuando Matı́as lanza la piedra hacia arriba tenemos un caso de lanzamiento
vertical. La piedra sigue un movimiento rectilı́neo con aceleración g apuntando
hacia abajo y con cierta velocidad inicial distinta de cero. Esta velocidad es
desconocida pero sabemos que apunta hacia arriba, ası́ que tiene signo positivo
según el sistema que estamos usando. Ası́, la ecuación de movimiento de la
piedra es de la siguiente forma:

yf ŷ = −
1
2
gt2ŷ +vitŷ +hŷ. (14)

Según nuestro sistema, cuando la piedra llega al rı́o su posición en Y es cero.
Llamemos ta2 al tiempo en el cual eso ocurre. Teniendo en cuenta esto, la
ecuación (14) queda ası́:

0ŷ = −1
2
gt2

a2ŷ +vita2ŷ +hŷ. (15)

A diferencia del apartado (a), ya conocemos la posición inicial de la piedra
porque ya hallamos h, ası́ que podemos escribir esta ecuación ası́:

0ŷ = −1
2
gt2

a2ŷ +vita2ŷ +(17.15 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

h

ŷ. (16)

Tenemos dos incógnitas: ta2 y la rapidez inicial vi .

El razonamiento para resolver este problema sigue siendo el mismo que en
(a): el tiempo en el cual Matı́as escucha el sonido de la piedra en el agua es el
tiempo que le toma a la piedra caer al rı́o, que llamaremos ta2, sumado con el
tiempo que le toma al sonido llegar a h, que sigue siendo ts —la altura desde
donde se suelta la piedra no ha cambiado, ası́ que el tiempo que le toma al
sonido recorrer esta altura es el mismo que en (a)—. Como el tiempo en el cual
Matı́as oye la piedra es ocho segundos después de haberla lanzado, podemos
escribir la siguiente ecuación del tiempo, análoga a la ecuación (3):

ta2 + ts = 8 s. (17)

Por lo hecho en la sección (a) podemos hallar el tiempo ts usando la ecuación
(5). Como ts es 1.95 segundos, entonces la ecuación (5) se puede escribir ası́:

ts = 2 s−1.95 s = 0.05 s. (18)
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Cuidado: para hallar el tiempo ts no importa si Matı́as lanzó la piedra hacia
arriba o no porque ts es el tiempo que le toma al sonido llegar desde el rı́o
hasta Matı́as.

Como ya conocemos ts, podemos hallar ta2 usando la ecuación (17):

ta2 + 0.05
´¸¶
ts

s = 8 s. (19)

Ası́ que ta2 es
ta2 = 7.95 s. (20)

Si usamos este tiempo en la ecuación (16), obtenemos

0ŷ = −1
2
g(7.95 s
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

ta2

)2ŷ +vi (7.95 s)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ta2

ŷ +(17.15 m)ŷ. (21)

Pasemos el primero y último término de la parte derecha a la parte izquierda
de la igualdad:

1
2
g(7.95 s)2ŷ −(17.15 m)ŷ = vi(7.95 s)ŷ. (22)

Si operamos sólo la parte izquierda usando el valor de g, obtenemos

(292.86 m)ŷ = vi(7.95 s)ŷ. (23)

Finalmente, dividiendo por 7.95 s nos da

(36.84 m)ŷ = vi ŷ. (24)

Es decir, Matı́as lanzó la piedra con una velocidad de 36.84 metros por segundo
en la dirección positiva del eje Y.

(d) Para hallar el tiempo que le toma a la piedra llegar a su altura máxima
podrı́amos tratar de usar la ecuación de movimiento de la piedra. Sin embargo,
hacer eso no serı́a útil porque desconocemos la altura máxima. Pero hay una
forma sencilla de hallar el tiempo en que la piedra alcanza la altura máxima
si conocemos su velocidad inicial. Notemos que en el punto máximo de altu-
ra la velocidad de la piedra es cero porque allı́ la piedra deja de subir y se
sostiene por un instante en el aire antes de comenzar a caer. Esto se ilustra a
continuación:

Mientras sube la piedra tiene 
velocidad “hacia arriba” 

Mientras cae la piedra tiene 
velocidad “hacia abajo” 

En su punto de máxima altura la piedra 
ni sube ni baja, tiene velocidad cero.

v

v
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Si conocemos la velocidad inicial de la piedra, la aceleración de la piedra (que
es la aceleración de la gravedad) y la velocidad en el punto de altura máximo
(que es cero), podemos hallar el tiempo de altura máximo usando la ecuación
v⃗ = a⃗t + v⃗i (esto también es explicado en la nota 2.25). En el punto de altura
máxima, en donde la velocidad es cero, esta ecuación queda

0ŷ = gtmŷ +vi ŷ, (25)

donde hemos llamado “tm” al tiempo de altura máximo. Despejando el tiempo
tm, y aplicando la regla de oro, obtenemos

vi
g
= tm. (26)

Este es un resultado general: siempre que un objeto es lanzado hacia arriba con
cierta velocidad inicial su tiempo de altura máximo estará dado por la rapidez
inicial dividida por g.

Nota 3.6. Tiempo de altura máxima

El tiempo en el cual un objeto que es lanzado con cierta velocidad verti-
cal alcanza la altura máxima se puede calcular dividiendo la rapidez
inicial por g: vi

g = tm. Esta ecuación se deriva de la ecuación v⃗ = a⃗t + v⃗i ,
usando el hecho de que la velocidad es cero en la altura máxima.

En el caso de la piedra, la rapidez inicial está dada por la ecuación (24), ası́ que
la ecuación (26) queda

vi
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
36.84 m/s

9.81 m/s2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
g

= 3.76 s = tm. (27)

Es decir, la piedra alcanza la altura máxima cuando han pasado 3.76 segundos.

¿Cuál es la altura máxima de la piedra? La respuesta es sencilla una vez
conocemos el tiempo de altura máxima. Si usamos este tiempo en la ecuación
de movimiento de la piedra —ecuación (14)—, y si tenemos en cuenta la
rapidez inicial hallada y la altura inicial, obtenemos

yf ŷ = −
1
2
g(3.76 s
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

tm

)2ŷ +(36.84 m/s
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vi

)(3.76 s
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

tm

)ŷ +(17.15 m
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

h

)ŷ. (28)
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Usando el valor de g, y sumando los términos, esto nos da

yf ŷ = (86.32 m)ŷ. (29)

Esta es la posición de altura máxima, pero la altura máxima es la magnitud de
esta posición, es decir, 86.32 metros.
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Problema (teórico) 3.6.

Palabras clave: análisis de objeto rebotando,
velocidad de rebote, gráfica de velocidad con-
tra tiempo, gráfica de aceleración contra tiem-
po, tiempo de caı́da, tiempo de altura máxima.

Se suelta una pelota desde una altura inicial de hi metros y al rebotar la pelota
alcanza una altura máxima hm (ver la ilustración).

(a) Escriba una expresión para la velocidad con la que la pelota llega al
suelo para el segundo rebote.

(b) Escriba una expresión para la velocidad con la que la pelota salió del
piso en el primer rebote y compararla con la velocidad hallada en (a).

(c) Haga una gráfica cualitativa de velocidad contra tiempo desde que se
suelta la pelota hasta que rebota por segunda vez.

(d) Haga una gráfica de aceleración contra tiempo para el mismo tiempo
que la gráfica de la velocidad.

(e) Escriba una expresión para el tiempo que transcurre desde que se suelta
la pelota hasta que la pelota toca el suelo por segunda vez. Suponga
que el contacto entre la pelota y el suelo dura un tiempo despreciable
(ignore ese tiempo en todas las operaciones).

hi

hm

Instante en que alcanza la altura 
máxima después de rebotar. 

Momento en que se suelta.

Instante en que toca el 
piso por segunda vez.

Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b), (c), (d). La altura inicial es hi y la altura máxima después del primer rebote es hm.
Además, no debemos tener en cuenta el tiempo de contacto de la pelota con el suelo durante
cada rebote.
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¿Qué nos piden?

(a) Escribir una expresión para la velocidad con la que la pelota toca el suelo por segunda
vez.

(b) Escribir una expresión para la velocidad con la que la pelota salió del suelo en el primer
rebote y compararla con la hallada en (a).

(c) Hacer una gráfica cualitativa de velocidad contra tiempo desde que la pelota se suelta
hasta que rebota por segunda vez.

(d) Hacer una gráfica de aceleración contra tiempo para el mismo tiempo que la gráfica de
la velocidad.

(e) Escribir una expresión para el tiempo que transcurre desde que la pelota es soltada
hasta que toca el suelo por segunda vez. Debemos ignorar el tiempo de contacto entre
la pelota y el suelo.

(a) Empecemos, como siempre, por situar un sistema de coordenadas. Ponga-
mos uno con el origen en el piso y cuyo eje Y apunte hacia arriba:

Y

X

Debemos escribir una expresión para la velocidad con la que la pelota llega al
suelo por segunda vez, es decir, su velocidad en el segundo rebote. Notemos
que desde el punto de la altura máxima del primer rebote hasta que la pelota
toca el suelo por segunda vez tenemos una situación de caı́da libre, pues es
como si la pelota hubiera sido soltada desde esa altura máxima con velocidad
cero (recordemos de la nota 3.6 que en la altura máxima la velocidad es cero).
Como la altura máxima es hm, entonces la velocidad es (nota 3.3)

−
√

2ghmŷ = v⃗, (1)

donde el signo negativo indica que la velocidad es negativa según el sistema
elegido.

(b) Ahora debemos buscar una expresión para la velocidad con la que la pelota
parte del suelo al rebotar. Es importante no confundirse pensando que debemos
hallar la velocidad con la cual la pelota toca el suelo al caer desde la altura
inicial. La velocidad con la que toca el suelo apunta hacia abajo, mientras que la
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velocidad con la que rebota apunta hacia arriba, y, además, ambas velocidades
no tienen necesariamente la misma magnitud.

vcaida

vrebote

La velocidad de caı́da apunta hacia abajo y la velocidad de rebote apunta hacia
arriba. Además, sus magnitudes podrı́an ser diferentes.

¿Cómo hallamos esta velocidad al rebotar? Por un lado, sabemos que sea cual
sea esta velocidad, es una velocidad que le permite a la pelota llegar a una
altura máxima de hm. Además, notemos que desde que rebota tenemos una
situación de lanzamiento vertical: la pelota sigue un movimiento rectilı́neo con
aceleración g hacia abajo y con velocidad inicial de magnitud vi distinta de cero
y positiva según el sistema (esta es la velocidad desconocida que buscamos).
Además, la posición inicial de esta parte del movimiento es la posición cuando
rebota, la cual, según nuestro sistema, es cero. Ası́, la ecuación de movimiento
de la pelota desde que rebota es de la siguiente forma:

yf ŷ = −
1
2
gt2ŷ +vitŷ. (2)

Sabemos que la pelota alcanza una altura hm en el tiempo altura máxima. Si
llamamos a este tiempo tm (no lo conocemos), y tenemos en cuenta que la
posición de altura máxima es (hm)ŷ (es positiva según nuestro sistema y de
magnitud hm), la ecuación (2) queda

hmŷ = −
1
2
gt2

mŷ +vitmŷ. (3)

En esta ecuación tenemos dos incógnitas: la velocidad inicial y el tiempo de
altura máximo. Pero estas variables están relacionadas porque el tiempo de
altura máximo está dado por (nota 3.6)

vi
g
= tm. (4)
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Si usamos esta ecuación en la ecuación (3), obtenemos

hmŷ = −
1
2
g( vi

g
´¸¶
tm

)
2

ŷ +vi (
vi
g
)

´¹¸¹¶
tm

ŷ. (5)

De esta ecuación podemos despejar vi . Si operamos un poco cada término
derecho y los sumamos, obtenemos

hmŷ =
1
2
(
v2
i

g
) ŷ. (6)

La ecuación (6) es un resultado general que muestra que la altura máxima
alcanzada por un objeto en un lanzamiento vertical es igual a la rapidez inicial
al cuadrado, dividido por dos veces g.

Nota 3.7. Altura máxima dada la rapidez inicial

La altura máxima hm alcanzada por un objeto en un lanzamiento vertical
se puede hallar si conocemos la rapidez inicial vi usando la siguiente

ecuación: hm = 1
2 (

v2
i
g ).

Si el objeto es lanzado desde una altura inicial hi , entonces la altura

máxima es hm = 1
2 (

v2
i
g )+ hi , pues debemos sumar la altura inicial del

lanzamiento.

En nuestro caso conocemos la altura máxima pero no la velocidad inicial. Si
multiplicamos la ecuación (6) en ambos lados por 2g, obtenemos

2ghmŷ = v2
i ŷ. (7)

Finalmente, si sacamos raı́z cuadrada, obtenemos
√

2ghmŷ = vi ŷ. (8)

Es decir, la velocidad al rebotar tiene magnitud
√

2ghm y apunta en el sentido
positivo del eje Y.

Comparemos esta velocidad al rebotar con la velocidad hallada en (a), que
era la velocidad con la cual la pelota caı́a al piso por segunda vez —ecuación
(1)—. ¡Las velocidades tienen exactamente la misma magnitud pero tienen
direcciones contrarias! Esto implica que cuando un objeto es lanzado con cierta
velocidad hacia arriba, la velocidad del objeto cuando regresa al mismo punto
del que fue lanzado tiene la misma magnitud inicial pero dirección opuesta que la
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velocidad inicial. Si, por ejemplo, la pelota al rebotar hubiera salido disparada
con una velocidad de 5 m/s, entonces la pelota, al regresar al piso, hubiera
tenido también una velocidad de 5 m /s, pero dirección opuesta.

Nota 3.8. Velocidad inicial y final en lanzamiento vertical

En un lanzamiento vertical la velocidad inicial del objeto tiene la misma
magnitud y dirección contraria que la velocidad del objeto cuando
regresa al mismo punto desde el cual fue lanzado.

Cuidado: el lector podrı́a preguntarse si acabamos de mostrar que la rapidez
con la cual la pelota toca el suelo es igual que la rapidez con la cual la pelota
parte del suelo al rebotar. La respuesta es no. Si yo dejo caer un ladrillo, la
rapidez con la que toca el suelo no va a ser la misma que la rapidez con la que
rebota; el ladrillo ni siquiera rebota, o rebota muy poco. Lo que acabamos de
mostrar es que si lanzamos el ladrillo hacia arriba con cierta velocidad, una vez
el ladrillo vuele y regrese al punto desde el cual lo lanzamos, en ese momento
tendrá la misma rapidez que tuvo cuando fue lanzado.

(c) Para hacer una gráfica cualitativa de velocidad contra tiempo de la pelota
desde que es soltada hasta que toca el suelo por segunda vez, debemos analizar
el movimiento de la pelota por etapas. Desde que se suelta hasta que toca el
suelo, la pelota cae libremente; comienza con velocidad cero y su velocidad se
hace cada vez más negativa porque está sujeta a la aceleración de la gravedad
g. Llamemos t1 al tiempo en el cual la pelota llega al suelo por primera vez y
v1 a la rapidez con la cual lo hace. Teniendo en cuenta esto, la gráfica para este
tramo es

En nuestro caso sí conocemos la altura máxima, lo que no conocemos es la velocidad ini-
cial. Si multiplicamos la ecuación (6) en ambos lados por 2g, obtenemos:

2ghm ̂y = v2
i ̂y   (7)

Finalmente, si sacamos raíz cuadrada, obtenemos:

2ghm ̂y = vi ̂y   (8)

es 2ghm

ta. 

te. La respuesta es no. Si yo dejo caer un ladrillo, es obvio que el ladrillo no va a salir dispa-
rado hacia arriba después de tocar el suelo, así que la rapidez con la que toca el suelo no va 
a ser la misma que la rapidez con la que rebota; el ladrillo ni siquiera rebota, o rebota muy 
poco. Pero si lanzamos el ladrillo hacia el cielo con cierta velocidad, cuando el ladrillo vue-
le y regrese al punto desde el cual lo lanzamos, entonces en ese momento tendrá la misma 
rapidez con la que fue lanzado. Eso es lo que dice la Nota 3.8, no que las rapideces se man-

v

t
t1

−v1

Después de que rebota, la pelota parte del piso con cierta velocidad positiva
(apunta hacia arriba) que llamaremos v2. Desde el momento en que rebota la
pelota está sujeta a la aceleración de la gravedad que, por supuesto, sigue siendo
negativa según el sistema elegido. Ası́ que la pelota comienza a disminuir su
velocidad inicial positiva hasta que llega un momento en que esta es cero y
corresponde al punto en el cual la pelota alcanza la altura máxima después de
rebotar. Llamemos tm al tiempo en el cual eso sucede.
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Después de tm la pelota comienza a caer libremente de nuevo, hasta que toca el
suelo por segunda vez. Llamemos t2 al tiempo en el cual esto sucede. Además,
la velocidad de la pelota al tocar el suelo por segunda vez debe ser de la misma
magnitud que la velocidad de la pelota cuando partió desde el suelo, tal como
comprobamos en las secciones (a) y (b). Es decir, la magnitud de esta velocidad
debe ser otra vez v2. Ası́ que la gráfica de velocidad contra tiempo de la pelota
queda de la siguiente forma:

de ese instante, la pelota comienza a caer, así que su velocidad comienza a ser negativa y 
sigue haciéndose más negativa hasta que toca el suelo por segunda vez (en otras palabras, 
desde que está en su altura máxima, la pelota vuelve a comportarse como un objeto en caí-
da libre). Llamemos t3 al tiempo en el cual la pelota llega al suelo por segunda vez. Ade-
más, la velocidad de la pelota al tocar el suelo por segunda vez debe ser de la misma magni-
tud que la velocidad de la pelota cuando partió desde el suelo, tal como dice la Nota 3.8 y 
tal como comprobamos en los numerales a) y b). Es decir, la magnitud de esta velocidad 
debe ser otra vez v2. Así que la gráfica de velocidad contra tiempo de la pelota será de la 
siguiente forma:

v

t1

(t1, − v1)

t2

(t1, v2)

(t2, − v2)

(tm,0)

En rojo está la gráfica para el intervalo de tiempo entre el instante t1 en el 
cual la pelota toca el suelo por primera vez, y el tiempo t2 en el cual vuelve a 
tocar el suelo. Cuando toca el suelo por primera vez, la pelota parte con velo-
cidad v2 positiva. Luego , por la desaceleración negativa g, en el tiempo tm de 
altura máxima llega a velocidad cero. Después de ese punto comienza a tener 
velocidad negativa, lo que indica que comienza a caer. Hasta que en el 
tiempo t2 toca el suelo con velocidad −v2 (con la misma rapidez que la que 
tenía cuando partió del suelo la primera vez).

d) La gráfica de aceleración contra tiempo para la pelota es muy sencilla; en todos los tra-
mos del movimiento, tanto cuando cae libremente o cuando rebota, la aceleración es cons-
tante y negativa, pues la aceleración es siempre g (no podemos olvidarnos de que cuando 
un objeto está en el aire, y la fricción se ignora, la aceleración del objeto siempre es g). Por 

supuesto, durante unos milisegundos la pelota no está en el aire, sino chocando con el piso, 
pero en el enunciado nos piden que ignoremos el tiempo de ese contacto con el piso.

a

t
−g

t2

La aceleración corresponde a la gravedad, 
que es contante y negativa.

e) El tiempo total desde que la pelota es soltada hasta que toca el suelo por segunda vez es 
fácil de calcular si dividimos el análisis en tramos. Primero, calculamos el tiempo que le 
toma a la pelota caer al piso por primera vez desde la altura hi. Después, calculamos el 
tiempo de altura máximo desde que rebota hasta que llega a la altura hm. Y después, cal-
culamos el tiempo que le toma caer desde la altura máxima hm hasta que vuelve a tocar 
el suelo. 

El tiempo que le toma a la pelota caer por primera vez es simplemente

2hi

g
= t1   (9),

donde usamos la ecuación del tiempo de caída libre. Antes de calcular el tiempo que le to-
ma a la pelota llegar hasta su altura máxima en el primer rebote, calculemos el tiempo que 
le toma caer al suelo desde la altura hm, pues este tiempo se calcula de la misma forma que 
t1 (es una caída libre desde la altura hm):

196

En rojo está la gráfica para el intervalo de tiempo entre el instante t1 en el cual
la pelota toca el suelo por primera vez, y el tiempo t2 en el cual vuelve a tocar
el suelo. Cuando toca el suelo por primera vez, la pelota parte con velocidad v2
positiva. Luego, por la desaceleración negativa g, en el tiempo tm de altura máxima
llega a velocidad cero. Después de ese punto comienza a tener velocidad negativa,
lo que indica que comienza a caer. Finalmente, en el tiempo t2 toca el suelo con
velocidad −v2. Como nos dicen en el enunciado, hemos ignorado el tiempo del
rebote.

(d) La gráfica de aceleración contra tiempo para la pelota es muy sencilla; en
todos los tramos del movimiento, tanto en la parte de caı́da libre como en la
parte de lanzamiento vertical, la aceleración es g y es negativa. Por supuesto,
durante unos milisegundos la pelota no está en el aire sino chocando contra el
piso, pero en el enunciado nos piden que ignoremos el tiempo de ese contacto:

de ese instante, la pelota comienza a caer, así que su velocidad comienza a ser negativa y 
sigue haciéndose más negativa hasta que toca el suelo por segunda vez (en otras palabras, 
desde que está en su altura máxima, la pelota vuelve a comportarse como un objeto en caí-
da libre). Llamemos t3 al tiempo en el cual la pelota llega al suelo por segunda vez. Ade-
más, la velocidad de la pelota al tocar el suelo por segunda vez debe ser de la misma magni-
tud que la velocidad de la pelota cuando partió desde el suelo, tal como dice la Nota 3.8 y 
tal como comprobamos en los numerales a) y b). Es decir, la magnitud de esta velocidad 
debe ser otra vez v2. Así que la gráfica de velocidad contra tiempo de la pelota será de la 
siguiente forma:

v

t1

(t1, − v1)

t2

(t1, v2)

(t2, − v2)

(tm,0)

En rojo está la gráfica para el intervalo de tiempo entre el instante t1 en el 
cual la pelota toca el suelo por primera vez, y el tiempo t2 en el cual vuelve a 
tocar el suelo. Cuando toca el suelo por primera vez, la pelota parte con velo-
cidad v2 positiva. Luego , por la desaceleración negativa g, en el tiempo tm de 
altura máxima llega a velocidad cero. Después de ese punto comienza a tener 
velocidad negativa, lo que indica que comienza a caer. Hasta que en el 
tiempo t2 toca el suelo con velocidad −v2 (con la misma rapidez que la que 
tenía cuando partió del suelo la primera vez).

d) La gráfica de aceleración contra tiempo para la pelota es muy sencilla; en todos los tra-
mos del movimiento, tanto cuando cae libremente o cuando rebota, la aceleración es cons-
tante y negativa, pues la aceleración es siempre g (no podemos olvidarnos de que cuando 
un objeto está en el aire, y la fricción se ignora, la aceleración del objeto siempre es g). Por 

supuesto, durante unos milisegundos la pelota no está en el aire, sino chocando con el piso, 
pero en el enunciado nos piden que ignoremos el tiempo de ese contacto con el piso.

a

t
−g

t2

e) El tiempo total desde que la pelota es soltada hasta que toca el suelo por segunda vez es 
fácil de calcular si dividimos el análisis en tramos. Primero, calculamos el tiempo que le 
toma a la pelota caer al piso por primera vez desde la altura hi. Después, calculamos el 
tiempo de altura máximo desde que rebota hasta que llega a la altura hm. Y después, cal-
culamos el tiempo que le toma caer desde la altura máxima hm hasta que vuelve a tocar 
el suelo. 

El tiempo que le toma a la pelota caer por primera vez es simplemente

2hi

g
= t1   (9),

donde usamos la ecuación del tiempo de caída libre. Antes de calcular el tiempo que le to-
ma a la pelota llegar hasta su altura máxima en el primer rebote, calculemos el tiempo que 
le toma caer al suelo desde la altura hm, pues este tiempo se calcula de la misma forma que 
t1 (es una caída libre desde la altura hm):

196

La aceleración corresponde a la gravedad, que es constante y negativa en nuestro
sistema.

(e) El tiempo total desde que la pelota es soltada hasta que toca el suelo por
segunda vez es fácil de calcular si dividimos el análisis en tramos. Primero,
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calculamos el tiempo que le toma a la pelota caer al piso por primera vez desde
la altura hi . Después, calculamos el tiempo de altura máximo desde que rebota
hasta que llega a la altura hm. Y después calculamos el tiempo que le toma caer
desde la altura máxima hm hasta que vuelve a tocar el suelo.

El tiempo que le toma a la pelota caer por primera vez es simplemente
¿
ÁÁÀ2hi

g
= t1, (9)

donde usamos la ecuación del tiempo de caı́da libre. El tiempo que le toma
caer al suelo desde la altura hm se calcula de la misma forma, sólo que ahora es
una caı́da libre desde la altura hm :

¿
ÁÁÀ2hm

g
= t2. (10)

Finalmente, calculemos el tiempo que le toma a la pelota llegar a la altura
máxima después del primer rebote. Este tiempo está dado por la ecuación (4):

vi
g
= tm. (11)

Pero esto está en términos de la rapidez inicial vi . vi es
√

2ghm según la ecua-
ción (8). Si usamos esto en la ecuación (11), obtenemos

vi
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ√

2ghm
g

= tm. (12)

Metemos la g dentro de la raı́z como g2, y esto nos da
¿
ÁÁÀ2hm

g
= tm. (13)

¡Notemos que tm es exactamente igual que t2! Es decir, el tiempo que le toma a
la pelota subir hasta su altura máxima es igual al tiempo que le toma a la pelota
caer desde la altura máxima hasta el piso.

Finalmente, el tiempo total desde que se suelta la pelota hasta que esta toca el
suelo por segunda vez es la suma de los tres tiempos que hemos hallado:

t =
¿
ÁÁÀ2hi

g
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

t1

+
¿
ÁÁÀ2hm

g
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

tm

+
¿
ÁÁÀ2hm

g
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

t2

. (14)
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Esto es igual a

t =
¿
ÁÁÀ2hi

g
+2

¿
ÁÁÀ2hm

g
. (15)

Nota 3.9. Tiempo de subida y tiempo de caı́da

En un lanzamiento vertical el tiempo que le toma a un objeto subir a su
altura máxima es igual que el tiempo que le toma caer desde la altura

máxima. El tiempo de caı́da desde la altura máxima es
√

2hm
g = t donde

hm es la altura máxima. El tiempo de subida hasta la altura máxima es
vi
g = tm. Como ambos tiempos son iguales, podemos usar cualquiera de
las dos ecuaciones para calcularlo (la que sea más conveniente según el
problema).
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Problema 3.7.

Palabras clave: lanzamiento vertical, tiempo
de caı́da, altura después de cierto tiempo, ace-
leración, altura máxima.

Andrea lanza una piedra con una cauchera de modo completamente vertical
hacia arriba (ver dibujo). Suponga que el caucho de la cauchera le produce
una aceleración constante a la piedra durante un tiempo t1. Después de este
tiempo la piedra sale disparada desde una altura h1 sobre el piso. Pedro le dijo
a Andrea que después de lanzar la piedra ella tenı́a un tiempo máximo ta para
moverse del lugar desde el cual disparó la piedra de modo que la piedra no le
pegue en la cabeza.

(a) Si Andrea tiene una altura ha, dé una expresión para la aceleración que
le dio el caucho a la piedra.

(b) Diga cuál es la aceleración anterior suponiendo que Andrea mide
1.68 m, el tiempo ta es 5 segundos, t1 es 0.05 segundos y la altura de
lanzamiento de la piedra es 1.80 m.

(c) Con los valores anteriores responda: ¿cuál es la altura máxima alcanza-
da por la piedra?

PROBLEMA 3.7
Andrea lanza una piedra con una cauchera de modo completamente vertical hacia arriba 
(ver Figura). Suponga que el caucho de la cauchera genera una aceleración constante a la 
piedra durante un tiempo t1 , hasta que la piedra sale disparada, desde una altura h1 sobre el 
piso. Pedro le dijo a Andrea que después de lanzar la piedra, ella tenía un tiempo máximo ta 
para correrse del lugar desde el cual disparó la piedra de modo que la piedra no le pegue en 
la cabeza. Si Andrea tiene una altura ha, dé una expresión para la aceleración que le dio el 
caucho a la piedra. b) Diga cuál es la aceleración anterior suponiendo que Andrea mide 
1.68 m, el tiempo ta es 5 segundos, t1 es 0.05 segundos y la altura de lanzamiento de la pie-
dra es 1.50 m. c) Con los valores anteriores, ¿cuál es la altura máxima alcanzada por la pie-
dra?

ha

h1

Tiempo antes de liberar 
la piedra.

Tiempo cuando la pie-
dra sale volando.

¿Qué información nos dan?

a) Andrea lanza verticalmente una piedra con una cauchera. El caucho genera una 
aceleración constante durante un tiempo t1. La altura desde la cual sale dispara-
da la piedra es h1 medida con respecto al piso. Andrea tiene un tiempo máximo 
de ta después de lanzar la piedra, de forma que la piedra no le pegue en la cabe-
za. La altura de Andrea es ha.

b) y c) Andrea mide 1.68 m, el tiempo ta es 5 segundos, t1 es 0.05 segundos y la 
altura de lanzamiento de la piedra es 1.50 m.

¿Qué debemos hallar?

a) Escribir una expresión para la aceleración que le da el caucho a la piedra.

b) Calcular la aceleración que le da el caucho a la piedra.

c) Calcular la máxima alcanzada por la piedra.

SOLUCIÓN

a) Empezamos por escoger un sistema de coordenadas. Si escogemos uno cuyo origen esté 
en el piso y con el eje Y apuntando hacia arriba, entonces la posición inicial de la piedra 
será h1 ̂y, pues nos dicen que la piedra sale disparada desde una altura h1 sobre el piso:

h1

Y

X

Tiempo cuando la pie-
dra sale volando.

198
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a) Andrea lanza verticalmente una piedra con una cauchera. El caucho produce una aceleración
constante durante un tiempo t1. La altura desde la cual sale disparada la piedra es h1 medida
con respecto al piso. Andrea tiene un tiempo máximo de ta después de lanzar la piedra para
que esta no le pegue en la cabeza. La altura de Andrea es ha.

(b) y (c) Andrea mide 1.68 m, el tiempo ta es 5 segundos, t1 es 0.05 segundos y la altura de
lanzamiento de la piedra es 1.80 m.

¿Qué nos piden?

(a) Escribir una expresión para la aceleración que el caucho le da a la piedra.

(b) Calcular numéricamente la aceleración que el caucho le da a la piedra.

(c) Calcular la altura máxima alcanzada por la piedra.

(a) Empecemos por escoger un sistema de coordenadas. Si escogemos uno cuyo
origen está en el piso y con el eje Y apuntando hacia arriba, entonces la posición
inicial de la piedra es h1ŷ:

PROBLEMA 3.7
Andrea lanza una piedra con una cauchera de modo completamente vertical hacia arriba 
(ver Figura). Suponga que el caucho de la cauchera genera una aceleración constante a la 
piedra durante un tiempo t1 , hasta que la piedra sale disparada, desde una altura h1 sobre el 
piso. Pedro le dijo a Andrea que después de lanzar la piedra, ella tenía un tiempo máximo ta 
para correrse del lugar desde el cual disparó la piedra de modo que la piedra no le pegue en 
la cabeza. Si Andrea tiene una altura ha, dé una expresión para la aceleración que le dio el 
caucho a la piedra. b) Diga cuál es la aceleración anterior suponiendo que Andrea mide 
1.68 m, el tiempo ta es 5 segundos, t1 es 0.05 segundos y la altura de lanzamiento de la pie-
dra es 1.50 m. c) Con los valores anteriores, ¿cuál es la altura máxima alcanzada por la pie-
dra?

ha

h1

Tiempo antes de liberar 
la piedra.

Tiempo cuando la pie-
dra sale volando.

¿Qué información nos dan?

a) Andrea lanza verticalmente una piedra con una cauchera. El caucho genera una 
aceleración constante durante un tiempo t1. La altura desde la cual sale dispara-
da la piedra es h1 medida con respecto al piso. Andrea tiene un tiempo máximo 
de ta después de lanzar la piedra, de forma que la piedra no le pegue en la cabe-
za. La altura de Andrea es ha.

b) y c) Andrea mide 1.68 m, el tiempo ta es 5 segundos, t1 es 0.05 segundos y la 
altura de lanzamiento de la piedra es 1.50 m.

¿Qué debemos hallar?

a) Escribir una expresión para la aceleración que le da el caucho a la piedra.

b) Calcular la aceleración que le da el caucho a la piedra.

c) Calcular la máxima alcanzada por la piedra.

SOLUCIÓN

a) Empezamos por escoger un sistema de coordenadas. Si escogemos uno cuyo origen esté 
en el piso y con el eje Y apuntando hacia arriba, entonces la posición inicial de la piedra 
será h1 ̂y, pues nos dicen que la piedra sale disparada desde una altura h1 sobre el piso:

h1

Y

X

Tiempo cuando la 
piedra sale volando.

198
Nos están pidiendo una expresión para la aceleración que el caucho le propor-
ciona a la piedra. Esta aceleración se puede expresar usando la definición de
aceleración:

a⃗ =
v̂f − v̂i

t
. (1)

La velocidad inicial en este caso es cero, pues mientras Andrea no libere el
caucho la piedra permanecerá en reposo. La velocidad final v⃗f es la velocidad
con la cual la piedra sale disparada del caucho. Aunque no conocemos la
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magnitud de dicha velocidad, sabemos que esta tiene que ser positiva según
nuestro sistema, ası́ que se puede escribir como vf ŷ. Por último, el tiempo t
de la anterior ecuación es el tiempo durante el cual la piedra está en contacto
con el caucho. Nos dicen que este tiempo es t1. Ası́, la ecuación (1) se puede
escribir como

a⃗ =
vf ŷ

t1
. (2)

Según esta ecuación, para hallar la aceleración que el caucho le da a la piedra
debemos hallar la velocidad vf ŷ con la cual la piedra sale disparada. Notemos
que una vez la piedra sale disparada, tenemos un caso de lanzamiento vertical
en el cual la piedra va a subir hasta cierta altura máxima y después va a caer
hasta el piso. La velocidad vf ŷ que debemos hallar es precisamente la velocidad
inicial de este lanzamiento vertical.

Para hallar esta velocidad necesitamos usar más información, como el tiempo
que tiene Andrea para moverse antes de que la piedra le pegue en la cabeza.
Notemos que el tiempo máximo ta que tiene Andrea para moverse debe enten-
derse como el tiempo que le toma a la piedra volar desde la posición inicial
hasta regresar a la posición en la cual está la cabeza de Andrea (y la posición
en la cual está la cabeza de Andrea la conocemos, pues conocemos la altura de
Andrea). Esto se ilustra a continuación:

Nos están pidiendo una expresión para la aceleración que el caucho le proporciona a la pie-
dra.   La aceleración que el caucho le proporciona a la piedra se puede expresar usando la 
definición de aceleración:

⃗a =
̂vf − ̂vi

t
   (1)

La velocidad inicial en este caso es cero, pues mientras Andrea no libere el caucho, la pie-
dra permanecerá en reposo. La velocidad final ⃗v f  es la velocidad con la cual la piedra sale 

disparada del caucho, es decir, es la última velocidad que el caucho le propinó a la piedra, 
antes de que la piedra se separara del caucho. Aunque no conocemos la magnitud de dicha 
velocidad, sabemos que esta velocidad tiene que ser hacia arriba, así que se puede escribir 
como vf ̂y (en el sentido positivo de Y). Por último, el tiempo t de la anterior ecuación es el 

tiempo durante el cual la piedra está en contacto con el caucho, y este tiempo sí lo conoce-
mos, pues nos dicen que es t1. Así que la ecuación (1) se puede escribir así: 

⃗a =
vf ̂y

t1
   (2)

Según esta ecuación, para hallar la aceleración que el caucho le da a la piedra, debemos 
hallar la velocidad  vf ̂y con la cual la piedra sale disparada. ¿Cómo hallamos esta veloci-

dad? Notemos que una vez sale disparada la piedra, tenemos un caso de lanzamiento verti-
cal, en el cual la piedra va a subir hasta cierta altura máxima, y después va a caer hasta el 
piso. La velocidad vf ̂y que debemos hallar es precisamente la velocidad inicial del lanza-

miento vertical; es la velocidad con la cual sale la piedra disparada. Para hallar esta veloci-
dad necesitamos usar más información; conocemos la altura desde la cual es lanzada la pie-
dra, la altura de Andrea y el tiempo que tiene Andrea para correrse antes de que la piedra le 
pegue en la cabeza. Notemos que el tiempo máximo ta que tiene Andrea para correrse debe 
entenderse como el tiempo que le toma a la piedra volar desde la posición inicial hasta la 
posición a la cual está la cabeza de Andrea cuando vuelva a caer (y la posición a la cual 
está la cabeza de Andrea la conocemos, pues conocemos la altura de Andrea). Esto se ilus-
tra a continuación:

ha
hi

En el tiempo ta la piedra llega hasta la 
altura de Andrea.

Tiempo cuando la pie-
dra sale volando.

Como se ilustra con esta Figura, el tiempo ta máximo que tiene Andrea para moverse es el 
tiempo que le toma a la piedra caer hasta la altura de Andrea.

Una forma de relacionar la altura inicial que conocemos, la altura de Andrea que también 
conocemos y que corresponde a la altura a la cual está la piedra en el tiempo ta , el tiempo 
de vuelo de la piedra entre ambas alturas, y la velocidad inicial del lanzamiento vertical 
que no conocemos, es usando la ecuación de movimiento de la piedra. Según nuestro siste-
ma, la aceleración de la piedra es g en dirección negativa, la velocidad inicial es positiva (y 
desconocida), y la posición inicial de la piedra es h1 ̂y. Así, la ecuación de movimiento de la 
piedra es de la siguiente forma:

yp ̂y = −
1
2

gt2 ̂y + vf t ̂y + h1 ̂y   (3),

donde hemos llamado vf ̂y a la rapidez inicial del lanzamiento (la llamamos así porque ha-

bíamos dicho que la rapidez inicial del lanzamiento era precisamente la velocidad vf ̂y des-

conocida de la ecuación (2)). Como ya dijimos, el tiempo que le toma a la piedra volar has-
ta caer a la altura de la cabeza de Andrea es precisamente ta. Además, la altura de Andrea es 
ha , por lo que la posición de la piedra en el tiempo ta será ha ̂y (en el sentido positivo de Y). 
Usando esto en la ecuación de movimiento, obtenemos:
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Como se ilustra con este dibujo, el tiempo ta máximo que tiene Andrea para
moverse es el tiempo que le toma a la piedra caer hasta la altura de Andrea.

Para usar esta información usemos la ecuación de movimiento de la piedra.
Según nuestro sistema, la aceleración de la piedra es g en dirección negativa, la
velocidad inicial es positiva (y desconocida) y la posición inicial de la piedra es
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h1ŷ (conocida). Ası́, la ecuación de movimiento de la piedra es de la siguiente
forma:

ypŷ = −
1
2
gt2ŷ +vf tŷ +h1ŷ, (3)

donde hemos llamado vf ŷ a la rapidez inicial del lanzamiento —la llamamos ası́
porque habı́amos dicho que la rapidez inicial del lanzamiento era precisamente
la velocidad desconocida vf ŷ de la ecuación (2)—. Como ya dijimos, el tiempo
que le toma a la piedra volar hasta caer a la altura de la cabeza de Andrea es
precisamente ta. Además, la altura de Andrea es ha, por lo que la posición de
la piedra en el tiempo ta será haŷ . Usando esto en la ecuación de movimiento,
obtenemos

haŷ
´¸¶

Posición de
la piedra en
el tiempo ta

= −1
2
gt2

a ŷ +vf taŷ +h1ŷ. (4)

Si dejamos solo el término que tiene la velocidad vf ŷ, tenemos

haŷ +
1
2
gt2

a ŷ −h1ŷ = vf taŷ. (5)

Al dividir por ta, esto queda

ha
ta
ŷ + 1

2
gtaŷ −

h1

ta
ŷ = vf ŷ. (6)

El lado izquierdo de la igualdad se puede escribir de la siguiente forma:

(ha −h1

ta
+ 1

2
gta) ŷ = vf ŷ. (7)

Esta ecuación nos dice la velocidad que buscábamos en términos de variables
conocidas como la altura inicial, la altura de Andrea y el tiempo de vuelo de la
piedra. Finamente, si usamos el resultado de esta ecuación en la ecuación (2),
tenemos

a⃗ =

vf
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(ha −h1

ta
+ 1

2
gta)

t1
ŷ. (8)
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(b) Si Andrea mide 1.68 m, el tiempo ta es 5 segundos, t1 es 0.05 segundos y
la altura de lanzamiento de la piedra es 1.80 metros, entonces la aceleración
dada por el caucho se puede calcular usando la ecuación (8):

a⃗ =

(

ha

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹µ
1.68 m−

h1
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹µ
1.80 m

5 s
´¸¶

ta

+ 1
2(9.81 m/s2)(5 s)

´¸¶
ta

)

0.05 s
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

t1

ŷ = (490.02 m/s2)ŷ. (9)

(c) Como conocemos la altura inicial y podemos hallar la rapidez inicial con la
ecuación (7), podemos hallar la altura máxima alcanzada por la piedra usando
la siguiente ecuación (nota 3.7):

hm = 1
2
(
v2
i

g
)+hi . (10)

Primero usemos los valores numéricos en la ecuación (7) para hallar la rapidez
inicial:

(

ha
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹µ
1.68 m−

h1
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹µ
1.80 m

5 s
´¸¶
ta

+ 1
2
(9.81 m/s2)(5 s)

´¸¶
ta

)ŷ = (24.50 m/s)ŷ = vf ŷ. (11)

Cuidado: aunque se llame vf ŷ, esta es la velocidad inicial del lanzamiento (como
ya dijimos, la llamamos ası́ porque es la velocidad final que le da el caucho,
pero es la inicial al subir).

Si usamos esta velocidad y la altura inicial en la ecuación (10), obtenemos

hm = 1
2
⎛
⎝

vi
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(24.50 m/s)2

(9.81 m/s)2
⎞
⎠
+(1.80 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

h1

= 32.09 m. (12)
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Problema de repaso 3.8.

Palabras clave: tiempo de subida contra tiem-
po de caı́da, velocidad inicial contra velocidad
final, caı́da libre contra lanzamiento vertical,
rapidez en el punto de altura máxima.

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(1) El tiempo que le toma a un objeto lanzado hacia arriba alcanzar su
altura máxima es igual al tiempo que le toma caer desde esa altura
máxima hasta el punto desde el que fue lanzado.

(2) La velocidad inicial de un objeto lanzado hacia arriba es diferente a la
velocidad del objeto cuando ha caı́do hasta al punto desde el que fue
lanzado.

(3) Un movimiento de lanzamiento vertical sólo se diferencia de un mo-
vimiento en caı́da libre por el hecho de que en el caso de lanzamiento
vertical la velocidad inicial no es cero.

(4) La rapidez es cero cuando el objeto alcanza su altura máxima.

(5) Incluso si conocemos la rapidez inicial en un movimiento de lanza-
miento vertical, no podemos hallar el tiempo total de vuelo (desde que
se lanza hasta que vuelve al mismo punto).

Solución
(1) Verdadero. Como indica la nota 3.9, ambos tiempos están dados por la
ecuación

√
2hm/g = t.

(2) Verdadero. La velocidad inicial de un objeto lanzado hacia arriba tiene
dirección contraria a la velocidad final del objeto cuando ha caı́do hasta el
punto desde el que fue lanzado, pero la rapidez sı́ es la misma (nota 3.8).

(3) Verdadero. Ambos son movimientos rectilı́neos con aceleración uniforme,
la única diferencia entre ambos es que en el lanzamiento vertical la velocidad
inicial es diferente de cero.

(4) Verdadero. En el punto de altura máximo la velocidad y la rapidez son cero.

(5) Falso. Si conocemos la rapidez inicial podemos hallar el tiempo de altura
máximo, usando la ecuación vi/g = tm. Y como dijimos en la respuesta 1, el
tiempo de subida es igual al de bajada, ası́ que el tiempo total serı́a simplemente
dos veces este tiempo.
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Problema 3.9.

Palabras clave: encuentro de un objeto que
cae libremente y otro que se mueve de forma
horizontal, tiempo de caı́da.

Una camioneta está andando con una velocidad constante desconocida. La
camioneta tiene un volco de 3 metros de longitud y la parte superior del volco
está a 1.5 metros del piso. Valeria lanza una pelota de manera vertical hacia
arriba, desde una altura de 8 metros sobre el nivel del piso. Valeria lanza la
pelota con una rapidez inicial de 12 m/s. Si cuando Valeria lanza la pelota la
parte frontal del volco de la camioneta está a una distancia de 50 metros del
edificio de Valeria (ver dibujo):

(a) ¿Cuál es la rapidez mı́nima de la camioneta para que la pelota caiga en
el volco?

(b) ¿Cuál es la rapidez máxima de la camioneta para que la pelota caiga en
el volco?

(c) Eduardo también lanza una pelota pero la lanza de modo vertical hacia
abajo, con una rapidez inicial de 15 m/s. El balcón de Eduardo está a
12 metros sobre el nivel del piso. Si la pelota de Eduardo cayó justo
en la mitad del volco y la rapidez de la camioneta es la hallada en (b),
¿cuál era la distancia entre el edificio y la parte frontal del volco en el
momento en que Eduardo lanzó la pelota?

PROBLEMA 3.9
Una camioneta está andando con una velocidad constante desconocida. La camioneta tiene un volco de 3 metros de longitud y la parte superior del volco está a 1.5 metros sobre el nivel del 
piso. Valeria lanza de manera vertical hacia arriba una pelota de Ping Pong, desde una altura de 8 metros sobre el nivel del piso. Valeria lanza la pelota con una rapidez inicial de 12 m/s. Si 

3 m
1.5 m50 m

8 m

12 m
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a) y (b) Valeria lanza de forma vertical hacia arriba una pelota con rapidez de 12 m/s y desde
una altura de 8 metros. Una camioneta se mueve con velocidad constante en la dirección del
edificio en el que está Valeria y la parte frontal del volco está a una distancia de 50 metros. La
altura del volco es de 1.5 metros.

(c) Eduardo lanza una la pelota de forma vertical hacia abajo, con rapidez inicial de 15 m/s y
desde una altura de 12 metros. La pelota cae en el centro del volco (esta vez no conocemos la
distancia entre la camioneta y el edificio).

¿Qué nos piden?

(a) Encontrar la rapidez mı́nima de la camioneta para que la pelota caiga en el volco.

(b) Encontrar la rapidez máxima de la camioneta para que la pelota caiga en el volco.

(c) Encontrar la distancia entre el edificio y la parte frontal del volvo en el momento en
que Eduardo lanza la pelota.

(a) Empecemos por situar un sistema de coordenadas. Usemos un sistema cuyo
origen esté en el piso del edificio (justo debajo del balcón de Valeria) y cuyo eje
X apunte en el sentido en que se mueve la camioneta.

¿Qué debemos hallar?

a) Rapidez mínima de la camioneta para que la pelota caiga en el volco.

b) Rapidez máxima de la camioneta para que la pelota caiga en el volco.

c) Distancia entre el edificio y la parte frontal del volvo en el momento en que Eduardo lanza la pelota.

SOLUCIÓN

a) Empecemos por situar un sistema de coordenadas. Usemos un sistema cuyo origen esté en el piso del edificio (justo debajo del balcón de Valeria) y cuyo eje X apunte en el sentido en que se 
mueve la camioneta: 

3 m
1.5 m50 m

8 m

12 m

Y

X

Según este sistema, la parte frontal del volco está en la posición inicial ⃗x i = − (50 m) ̂x, pues el volco está a una distancia de 50 metros del edificio en el sentido negativo del eje X. Por otro 
lado, según este sistema, la posición inicial de la pelota de Valeria será de ⃗y i = (8 m) ̂y (la altura es de 8 metros en el sentido positivo de Y).

Debemos encontrar la rapidez mínima de la camioneta para que la pelota caiga en el volco. ¿Qué quiere decir la rapidez mínima? Notemos que si la camioneta se mueve muy rápido, cuando la 
pelota caiga hasta 1.5 metros el volco ya se habrá pasado y la pelota caerá atrás del volco. Por otro lado, si la rapidez de la camioneta es muy pequeña, la pelota caerá antes de que el volco ha-
ya llegado al edificio. Pero hay un rango de rapideces intermedias (ni muy rápidas ni muy lentas) suficientes para que la pelota caiga en el volco. Con cierta rapidez, la pelota caerá en la mitad 
del volco. Con una rapidez de la camioneta menor a la anterior, la pelota caerá en la primera mitad del volco y con aún menos rapidez, la pelota caerá justo en el extremo frontal del volco. Esta 
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Según este sistema, la parte frontal del volco está en la posición inicial x⃗i =
−(50 m)x̂, pues él está a una distancia de 50 metros del edificio en el sentido
negativo del eje X. Por otro lado, según este sistema, la posición inicial de la
pelota de Valeria es de y⃗i = (8 m)ŷ.

Debemos encontrar la rapidez mı́nima de la camioneta para que la pelota caiga
en el volco. ¿Qué quiere decir la rapidez mı́nima? Notemos que si la camioneta
se mueve muy rápido, cuando la pelota caiga hasta 1.5 metros el volco ya se
habrá pasado y la pelota caerá por fuera del volco. Por otro lado, si la rapidez
de la camioneta es muy pequeña, la pelota caerá antes de que el volco haya
llegado al edificio. Sólo hay un rango intermedio (ni muy rápido ni muy lento)
para que la pelota caiga en el volco; con cierta rapidez, la pelota caerá en la
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mitad del volco; con una rapidez de la camioneta menor a la anterior, la pelota
caerá en la primera mitad del volco y con aun menos rapidez, la pelota caerá
justo en el extremo frontal del volco. Esta última serı́a la rapidez mı́nima,
pues cualquier otra rapidez menor hará que la pelota caiga un poco antes de
que la parte frontal del volco llegue a la posición de la pelota. En resumen,
la rapidez mı́nima es aquella que debe tener la camioneta para que la pelota
caiga justo en la parte frontal del volco. De modo similar, la rapidez máxima
será la velocidad necesaria para que la pelota caiga en la parte extrema trasera del
volco (si la camioneta anduviera un poco más rápido que esta rapidez máxima,
entonces la pelota caerı́a atrás de la parte trasera del volco). Esto se ilustra a
continuación:

última sería la rapidez mínima, pues cualquier otra rapidez menor hará que la pelota caiga 
un poco antes de que la parte frontal del volco llegue a la posición X de la pelota (la posi-
ción X de la pelota es el origen). En resumen, la rapidez mínima es aquella que debe tener 
la camioneta para que la pelota caiga justo en la parte frontal del volco. De modo similar, la 
rapidez máxima será la velocidad necesaria para que la pelota caiga en la parte extrema 
trasera del volco (si la camioneta anduviera un poco más rápido que esta rapidez máxima, 
entonces la pelota caería atrás de la parte trasera del volco). Esto se ilustra a continuación:

Si la rapidez de la camioneta es muy 
poca, la pelota caerá antes del volco.

Si la rapidez de la camioneta es muy 
grande, la pelota caerá atrás del volco.

La máxima rapidez hace que la pelota 
caiga justo en el extremo de atrás.

La mínima rapidez hace que la pelota 
caiga justo en el extremo del frente.

Una vez entendemos qué quiere decir la rapidez mínima de la camioneta para que la pelota 
caiga en el volco, debemos buscar ecuaciones nos permiten hallar esta rapidez. Por un lado, 
recordemos que la altura del volco es de 1.5 metros. Así que necesitamos garantizar que 
cuando la pelota haya caído hasta la altura de 1.5 metros, la parte frontal del volco este jus-
to debajo de la pelota. Si la parte frontal del volco no está justo debajo de la pelota en ese 
momento sino que todavía no ha llegado, entonces la pelota ya no caerá dentro del volco. Y 
si la parte frontal del volco ya pasó por la posición X de la pelota cuando la pelota está a 
1.5 metros de altura, entonces no cumplimos la condición de que sea la mínima rapidez. 

Además, sabemos que la parte frontal del volco está a una distancia de 50 metros del edifi-
cio cuando Valeria lanza la pelota. Todo esto quiere decir que, sea cual sea la rapidez de la 
camioneta, esta rapidez tiene que ser tal que cuando la pelota esté a 1.5 metros de altura, la 
parte frontal del volco esté justo debajo de la pelota. En otras palabras, esta rapidez tiene 
que ser tal que cuando la pelota esté a 1.5 metros de altura, el volco haya recorrido exacta-
mente 50 metros.  Y esto quiere decir que el tiempo que le toma a la camioneta recorrer 50 
metros tiene que ser igual al tiempo que le toma a la pelota llegar a la altura de 1.5 metros. 

Para la camioneta, que sigue un movimiento con velocidad constante, distancia es rapidez 
por tiempo:

d = vct   (1),

donde vc es la rapidez de la camioneta (es lo que queremos hallar). La distancia que tiene 
que recorrer la parte frontal del volco (que es la parte que nos interesa para la rapidez míni-
ma) es de 50 metros:

50 m = vct   (2)
d

De aquí podemos escribir vc en términos del tiempo y la distancia:

50 m
t

= vc   (3)

Si hallamos el tiempo t que le toma a la camioneta recorrer 50 metros, esta ecuación nos 
permitirá determinar la rapidez de la camioneta.

 Ya usamos toda la información posible de la camioneta, pero aún no hemos usado ninguna 
información de la pelota de ping pong. Como ya dijimos, el tiempo t que le toma a la camio-
neta recorrer la distancia de 50 metros debe ser igual al tiempo que le toma a la pelota lle-
gar hasta una altura de 1.5 metros. Hay dos formas de hallar el tiempo que le toma a la pelo-
ta llegar hasta la altura de 1.5 metros. Una forma es usando la ecuación de movimiento de 
la pelota. A continuación seguirémos ese método, y luego mostrarémos el otro método:
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Una vez entendemos qué quiere decir la rapidez mı́nima en este contexto,
debemos buscar ecuaciones que nos permitan hallarla. Por un lado, como la
altura del volco es de 1.5 metros, necesitamos garantizar que cuando la pelota
haya caı́do hasta la altura de 1.5 metros la parte frontal del volco esté justo
debajo de la pelota. Si la parte frontal del volco no está justo debajo de la pelota
en ese momento, sino que todavı́a no ha llegado, entonces la pelota ya no caerá
dentro del volco. Y si la parte frontal del volco ya pasó cuando la pelota está a
1.5 metros de altura, entonces no cumplimos la condición de que sea la mı́nima
rapidez. Además, sabemos que la parte frontal del volco está a una distancia
de 50 metros del edificio cuando Valeria lanza la pelota. Esto quiere decir que
el tiempo que le toma a la camioneta recorrer esos 50 metros tiene que ser igual al
tiempo que le toma a la pelota llegar a la altura de 1.5 metros.
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Para la camioneta, que sigue un movimiento con velocidad constante, distancia
es rapidez por tiempo:

d = vct, (1)

donde vc es la rapidez de la camioneta (es lo que queremos hallar). La distancia
que tiene que recorrer la parte frontal del volco (que es la parte que nos interesa
para la rapidez mı́nima) es de 50 metros:

50 m = vct. (2)

De aquı́ podemos escribir vc en términos del tiempo y la distancia:

50 m
t

= vc. (3)

Si hallamos el tiempo t que le toma a la camioneta recorrer 50 metros, esta
ecuación nos permitirá determinar la rapidez de la camioneta.

Como ya dijimos, el tiempo t que le toma a la camioneta recorrer la distancia
de 50 metros debe ser igual al tiempo que le toma a la pelota llegar hasta
una altura de 1.5 metros. Hay dos formas de hallar el tiempo que le toma a la
pelota llegar hasta la altura de 1.5 metros. Una forma es usando la ecuación
de movimiento de la pelota. A continuación seguiremos ese método y luego
mostraremos el otro método:

Método 1: Hallar el tiempo con la ecuación de movimiento

La pelota sale con una velocidad inicial en el sentido positivo de Y de mag-
nitud de 12 m/s. Además, la posición inicial de la pelota es y⃗i = (8 m)ŷ y la
aceleración es g en el sentido negativo de Y. Ası́ que la ecuación de movimiento
de la pelota es la siguiente:

yf ŷ = −
1
2
gt2ŷ +(12 m/s)tŷ +(8 m)ŷ. (4)

Para hallar el tiempo en el cual la pelota llega a la altura de 1.5 metros, simple-
mente ponemos en la anterior ecuación la condición de que la posición final de
la pelota sea yf ŷ = (1.5 m)ŷ:

(1.5 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

yf ŷ

ŷ = −1
2
gt2ŷ +(12 m/s)tŷ +(8 m)ŷ. (5)

Si pasamos el término del lado izquierdo de la igualdad al lado derecho y lo
sumamos, obtenemos

0ŷ = −1
2
gt2ŷ +(12 m/s)tŷ +(6.5 m)ŷ. (6)
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Si aplicamos la regla de oro, esto queda

0 = −1
2
gt2 +(12 m/s)t +(6.5 m). (7)

El lector puede notar que esta es una ecuación cuadrática en el tiempo (recor-
demos que la ecuación cuadrática es de la forma a2x+bx+ c = 0). Si resolvemos
la ecuación cuadrática podemos determinar el tiempo t para el momento en
que la pelota llega a la altura de 1.5 metros. Notemos que b (el término que
acompaña a t) es 12 m/s, a (el término que acompaña t2) es −1/2g, y c (el
término independiente) es 6.5 metros. Por lo tanto, el tiempo t es

t =
−(12 m/s)±

√
(12 m/s)2 −4(−0.5×9.81 m/s2)(6.5 m)

2(−0.5×9.81 m/s2)
= 2.90 s, (8)

donde hemos descartado la solución que no tiene sentido (el tiempo negativo).

Método 2: Hallar el tiempo total con el tiempo de altura máxima y el tiempo
de caı́da

El otro método consiste en dividir el análisis del movimiento de la pelota en
dos: primero, hallar el tiempo que le toma a la pelota subir hasta su altura
máxima y, segundo, hallar el tiempo que le toma a la pelota caer desde su
altura máxima hasta la altura de 1.5 metros. La suma de ambos tiempos será
el tiempo total que le toma a la pelota llegar hasta la altura de 1.5 metros. La
ventaja de este método es que hallar el tiempo de altura máxima es sencillo
y hallar el tiempo de caı́da libre también lo es, la desventaja es que requiere
dividir el movimiento de la pelota en dos tramos y además debemos hallar la
altura máxima. El tiempo de altura máxima lo podemos calcular usando la
ecuación de altura máxima: vi

g
= tm. (9)

Como la rapidez inicial es de 12 m/s, y la magnitud de la aceleración de la
gravedad es de 9.81 m/s2, el tiempo de altura máxima será:

vi
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
12 m/s

9.81 m/s2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
g

= 1.22 s. (10)

Cuando llega a la altura máxima la pelota cae libremente, ası́ que podemos
calcular el tiempo que se demora la pelota en caer desde esa altura máxima
hasta la altura de 1.5 metros usando

¿
ÁÁÀ2(him −hf )

g
= t2. (11)
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La altura inicial him de la caı́da libre es aquı́ la altura máxima alcanzada por
la pelota (esta no es la altura desde la que es lanzada inicialmente, por eso no
hemos usado hi sino him). La altura final hf es 1.5 metros. Para hallar la altura
máxima, podemos usar la siguiente ecuación (nota 3.7):

v2
i

2g
+hi = hm. (12)

La altura inicial hi de la pelota es 8 metros, la rapidez inicial es 12 m/s y la
magnitud de la aceleración de la gravedad es 9.81 m/s2. Ası́, esta ecuación
queda

vi
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(12 m/s)2

2(9.81 m/s2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

g

+ 8 m
´¸¶
hi

= 15.34 m. (13)

La anterior es la altura máxima, que es la altura inicial de la caı́da libre que
debemos usar en la ecuación (11). Al usar esta altura máxima y teniendo en
cuenta que la altura final es 1.5 metros, tenemos

¿
ÁÁÁÁÁÁÀ2(

him
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
15.34 m−

hf
³¹¹¹¹·¹¹¹µ
1.5 m)

9.81 m/s2 = 1.67 s. (14)

Por lo tanto, el tiempo total que le toma a la pelota caer hasta 1.5 metros de
altura será la suma del tiempo anterior, con el tiempo dado por la ecuación
(10):

1.22 s+1.67 s = 2.89 s. (15)

Notemos que la ecuación cuadrática nos daba un tiempo de 2.90 segundos y
este método nos da un tiempo de 2.89 segundos. Los tiempos son casi iguales,
pero no son iguales porque no tuvimos en cuenta suficientes decimales. En
el método 2 aproximamos varias veces; sacando el tiempo máximo de altura,
sacando la altura máxima, e incluso sacando el tiempo de caı́da desde la altura
máxima. Por supuesto, ambos métodos son válidos. El primero es sencillo
porque sólo necesitamos plantear bien la ecuación de movimiento, pero al
resolver o plantear la ecuación cuadrática fácilmente podemos cometer errores.
El segundo método requiere usar ecuaciones muy simples pero debemos hallar
cosas que en el primer método no debemos hallar (como la altura máxima).
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Regresando al problema, recordemos que debemos usar el tiempo que aca-
bamos de hallar en la ecuación (3) para obtener la rapidez mı́nima de la
camioneta:

50 m
2.90 s
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

t

= 17.24 m/s = vc. (16)

Es decir, la rapidez mı́nima de la camioneta es de 17.24 metros por segundo;
si la camioneta se moviera sólo un poco más lento, por ejemplo a 17.23 m/s,
entonces la pelota caerı́a justo adelante del volco.

(b) Ahora debemos hallar la rapidez máxima de la camioneta. Como explicamos
antes, cuando nos piden la rapidez máxima nos están diciendo que la pelota
debe caer justo en la parte trasera del volco. Por supuesto, el análisis es muy
similar al de antes. De hecho, el tiempo que le toma a la pelota llegar hasta
1.5 metros de altura es el mismo que hallamos antes, pues el lanzamiento de
Valeria es exactamente igual. Lo único que cambia es que ahora no queremos
que la parte delantera del volco esté justo debajo de la pelota sino que queremos
que la parte trasera del volco esté justo debajo de la pelota. Como el volco mide
3 metros de largo, cuando Valeria lanza la pelota la parte trasera del volco está
a 53 metros del edificio. Ası́ que la parte trasera tiene que recorrer 53 metros
en el tiempo en el cual la pelota llega hasta la altura de 1.5 metros. Es decir, en
la ecuación (16), en vez de 50 metros, debemos poner 53 metros:

53 m
2.90 s

= 18.27 m/s = vc. (17)

En palabras, la máxima rapidez de la camioneta para que la pelota caiga en el
volco es de 18.27 metros por segundo (una rapidez sólo un poco mayor, como
una de 18.28 m/s, hará que la pelota caiga atrás del volco).

(c) Ahora nos dicen que Eduardo lanza una pelota desde una altura inicial de
12 metros y con velocidad inicial de 15 m/s hacia el piso. La pelota cae justo
en el centro del volco y la camioneta se mueve con la rapidez máxima hallada
en (b) (que es 18.27 m/s).

Como la camioneta se mueve con velocidad constante, podemos usar el hecho
de que distancia es rapidez por tiempo. Además, si llamamos d a la distancia
que hay entre el frente del volco y el edificio (esta es la distancia que debemos
hallar), entonces el centro del volco debe recorrer una distancia de d +1.5 m
hasta el edificio, pues el volco mide 3 metros de largo ası́ que su centro está a
1.5 metros. Por lo tanto, para el centro del volco tenemos

d +1.5 m = vct. (18)

Además, la rapidez es 18.27 m/s, pues esta es la rapidez del camión hallada
en (b):

d +1.5 m = (18.27 m/s)t. (19)
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Ahora, el tiempo t que le toma al centro del volco recorrer la distancia d +1.5
m es el mismo que le toma a la pelota caer hasta el volco. Ası́ que si hallamos
este tiempo de la pelota, podemos despejar d de la ecuación (19).

Podemos hallar el tiempo que le toma a la pelota llegar hasta una altura de
1.5 metros con la ecuación de movimiento de la pelota, ası́ como hallamos el
tiempo en la sección (a)3. La rapidez inicial de la pelota es de 15 m/s y la pelota
es lanzada hacia abajo, ası́ que la dirección de su velocidad inicial es negativa
en Y. La altura desde la cual es lanzada la pelota es de 12 metros, ası́ que la
posición inicial de la pelota es y⃗i = (12 m)ŷ. Y la aceleración es negativa, de
magnitud g. Por lo tanto, la ecuación de movimiento de la pelota es

yf ŷ = −
1
2
gt2ŷ −(15 m/s)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
vi

tŷ +(12 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

y⃗i

ŷ. (20)

La altura final de la pelota es 1.5 metros, ası́ que su posición final es y⃗f =
(1.5 m)ŷ. Si usamos esta posición final en la anterior ecuación, obtenemos

(1.5 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

y⃗f

ŷ = −1
2
gt2ŷ −(15 m/s)tŷ +(12 m)ŷ. (21)

Si pasamos el término izquierdo al lado derecho de la igualdad y lo sumamos,
y aplicamos la regla de oro, obtenemos

0 = −1
2
gt2 −(15 m/s)t +(10.5 m). (22)

Esta es una ecuación cuadrática. Notemos que b (el término que acompaña
a t) es −15 m/s, a (el término que acompaña t2) es −1/2g, y c (el término
independiente) es 10.5 metros. Su solución es entonces

t =
(15 m/s)±

√
(−15 m/s)2 −4(−0.5×9.81 m/s2)(10.5 m)

2(−0.5×9.81 m/s2)
= 0.59 s, (23)

donde hemos descartado la solución negativa (el tiempo negativo). Si usamos
este tiempo en la ecuación (19), obtenemos

d +1.5 m = (18.27 m/s)(0.59 s). (24)

Ası́ que la distancia d a la que se encuentra la parte frontal del volco cuando
Eduardo lanza la pelota es

d = (18.27 m/s)(0.59 s)−1.5 m = 9.10 m. (25)

3 El segundo método que vimos no se puede usar porque la pelota no alcanza su altura máxima,
ya que la pelota no es lanzada hacia arriba.
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Problema (teórico) 3.10.

Palabras clave: movimiento parabólico, altu-
ra máxima, tiempo de altura máximo, distan-
cia horizontal total.

(a) Explique qué es un movimiento parabólico y qué ecuaciones de movi-
miento sigue un objeto en movimiento parabólico.

(b) Derive una expresión en términos de la rapidez inicial en Y para el
tiempo de altura máximo y para la altura máxima en un movimiento
parabólico.

(c) Suponga que tiene la rapidez vx del objeto (la rapidez en X) y la rapidez
inicial viy en Y del objeto. Escriba una expresión para la distancia total
recorrida en X por el objeto en términos de ambas rapideces y de
g, suponiendo que el objeto termina a la misma altura de la cual es
lanzado.

Solución
(a) En todos los problemas de cinemática hasta aquı́ hemos tratado casos de
movimiento rectilı́neo, tanto con velocidad constante como con aceleración
constante. En el movimiento parabólico, en cambio, el objeto no se mueve
en lı́nea recta sino que se mueve siguiendo una parábola. Como no se mueve
en lı́nea recta, no podemos describir el movimiento usando un solo eje sino
que debemos usar al mismo tiempo dos ejes. Para analizar este movimiento es
común usar un sistema en el cual el eje Y apunta hacia arriba (hacia el cielo) y
el eje X apunta hacia la derecha o hacia la izquierda.

En un movimiento parabólico el objeto se mueve simultáneamente de manera vertical
en Y y de manera horizontal al suelo en X. Es muy importante notar que el
movimiento en Y no es del mismo tipo que el movimiento en X. En Y el objeto
se mueve como si hubiera sido lanzado de manera vertical hacia arriba, es decir,
en Y el objeto sigue un movimiento acelerado con la aceleración de la gravedad.
Por su parte, en X el objeto se mueve con velocidad constante. Además, como
el objeto se mueve en dos dimensiones a la vez, el objeto tiene dos velocidades
diferentes; la velocidad que tiene en X es responsable de que el objeto avance
en X y la velocidad que tiene en Y es responsable de que avance en Y.

Si usamos un sistema con el eje Y apuntando hacia arriba, la aceleración en Y
será negativa. Esto quiere decir que la velocidad Y del objeto siempre dismi-
nuye; si la velocidad en Y es positiva al comienzo, la velocidad comenzará a
disminuir hasta que en el punto de altura máximo sea cero y luego la velocidad
comenzará a hacerse cada vez más negativa. Esto que le pasa a la velocidad
en Y es exactamente lo mismo que le pasa a la velocidad de un objeto que
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es lanzado hacia arriba, como estudiamos. Por su parte, en un movimiento
parabólico la velocidad en X siempre es la misma.

Todo esto lo podemos ilustrar con un caso sencillo en el cual un cañón dispara
una bala; la bala se mueve en Y mientras sube y baja y se mueve en X mientras
avanza de forma horizontal:

PROBLEMA 3.10 *
a) Explicar qué es un movimiento parabólico y qué ecuaciones de movimiento sigue un objeto en movimiento parabólico.  b) Derive una expresión en términos de la rapidez inicial en Y para el tiempo de altura 
máximo y para la altura máxima en un movimiento parabólico. c) Suponga que tiene la rapidez vx del objeto  (la rapidez en X) y la rapidez inicial en Y viy del objeto. Escriba una expresión para la distancia total 
recorrida en X por el objeto en términos de ambas rapideces y de g, suponiendo que el objeto termina a la misma altura de la cual es lanzado.

SOLUCIÓN

a) En todos los problemas de cinemática hasta aquí  hemos tratado casos de movimiento rectilíneo (tanto con velocidad constante como con aceleración constante). En el movimiento rectilí-
neo, como su nombre lo indica, el objeto se mueve a lo largo de una línea recta y por eso podíamos siempre usar el eje X o el eje Y para plantear las ecuaciones de movimiento del objeto. En el 
movimiento parabólico, en cambio, el objeto no se mueve en línea recta sino que se mueve siguiendo una parábola (por eso el nombre “movimiento parabólico”).  Como no se mueve en línea 
recta, no podemos describir el movimiento usando un sólo eje,  sino que debemos usar al mismo tiempo dos ejes. Para analizar este movimiento es común usar un sistema en el cual el eje Y 
apunta hacia arriba (hacia el cielo) y el eje X puede apuntar hacia la derecha o hacia la izquierda.  En un movimiento parabólico el objeto se mueve simultáneamente de manera vertical y de 
manera horizontal al suelo; es decir, el objeto tiene dos movimientos al mismo tiempo, un movimiento horizontal (en X) y un movimiento vertical (en Y). Algo muy importante es que el movi-
miento en Y no es del mismo tipo que el movimiento en X; en Y (en la dirección vertical) el objeto se mueve tal como si hubiera sido lanzado de manera vertical hacia arriba, es decir, en Y el 
objeto sigue un movimiento acelerado, con la aceleración de la gravedad. Por su parte, en X el objeto se mueve con velocidad constante. Además, como el objeto se mueve en dos dimensiones 
a la vez, el objeto tiene dos velocidades diferentes; la velocidad que tiene en X y que es responsable de que el objeto avance en X, y la velocidad que tiene en Y y que es responsable de que 
avance en Y (debemos tener mucho cuidado para no confundir ambas velocidades). 

Recién dijimos que el objeto en Y sigue un movimiento con aceleración de la gravedad. Así que si usamos un sistema con el eje Y apuntando hacia arriba, la aceleración en Y será negativa. 
Esto quiere decir que la velocidad Y del objeto siempre disminuye; si la velocidad en Y es positiva al comienzo, la velocidad comenzará a disminuir hasta que en el punto de altura máximo es 
cero y luego la velocidad comienza a hacerse cada vez más negativa. Esto que le pasa a la velocidad en Y es exactamente lo mismo que le pasa a la velocidad de un objeto que es lanzado hacia 
arriba, como estudiamos antes. Por su parte, en un movimiento parabólico la velocidad en X siempre es la misma. Todo esto que hemos dicho lo podemos ilustrar con un caso sencillo en el 
cual un cañón dispara una bala;  la bala se mueve en Y (mientras sube y baja) y se mueve en X mientras avanza de forma horizontal:

En el movimiento parabólico el 
objeto se mueve tanto en X como 
en Y. En X mantiene una veloci-
dad constante (en azul) a lo largo 
de todo el vuelo, mientras que en 
Y la velocidad del objeto (en rojo) 
va cambiando continuamente, de-
bido a la gravedad; al principio el 
objeto tiene una velocidad en Y 
positiva, mientras sube, hasta que 
llega a la parte más alta y 
comienza a descender con una ve-
locidad negativa.

⃗v 1y

⃗v 2y

⃗v 3y

⃗v 4y

⃗v x

⃗v x ⃗v x

⃗v x

Y

X

210En el movimiento parabólico el objeto se mueve tanto en X como en Y. En X
mantiene una velocidad constante (en azul) a lo largo de todo el vuelo, mientras
que en Y la velocidad del objeto (en rojo) va cambiando continuamente, debido a
la gravedad; mientras sube el objeto tiene una velocidad en Y positiva, hasta que
llega a la parte más alta y comienza a descender con velocidad negativa.

Por lo explicado anteriormente, es claro que podemos escribir dos ecuaciones
de movimiento para el objeto: una ecuación que dice cómo es el movimiento
en X y otra ecuación que indica el movimiento en Y. Como en X el objeto se
mueve con velocidad constante, su ecuación de movimiento es simplemente

x⃗ = v⃗xt + x⃗i , (1)

donde hemos llamado v⃗x a la velocidad X del objeto.

En Y el objeto se mueve con aceleración de la gravedad, ası́ que su ecuación de
movimiento en Y es de la forma

y⃗ = 1
2
g⃗t2 + v⃗iyt + y⃗i . (2)

(No hemos puesto signo menos a la aceleración porque estamos escribiendo la
ecuación para cualquier sistema, no para uno en particular). Además, debido a
la aceleración de la gravedad, la velocidad Y del objeto se comporta ası́ (esto ya
lo sabı́amos por casos de lanzamiento vertical):

v⃗y = g⃗t + v⃗iy . (3)

Si el objeto tiene dos movimientos simultáneos entonces el objeto tiene dos
velocidades, una en X y una en Y. La velocidad total o velocidad neta del objeto
será la suma vectorial de la velocidad en X y la velocidad en Y. Por ejemplo,



326 Fı́sica paso a paso. Más de 100 problemas resueltos

en el caso de la bala de cañón, la velocidad total de la bala en cada punto de
su trayectoria se puede escribir como la suma vectorial de la velocidad en X
(azul), con la velocidad en Y (roja), ası́:

Por lo explicado anteriormente, es claro que podemos escribir dos ecuaciones de movimiento para el objeto, una ecuación que dice cómo es el movimiento en X, y otra ecuación que indica el 
movimiento en Y. En X el objeto se mueve con velocidad constante, así que su ecuación de movimiento en X es simplemente de la forma

⃗x = ⃗v xt + ⃗x i   (1),

donde  hemos llamado ⃗v x a la velocidad X del objeto.

En Y el objeto se mueve con aceleración de la gravedad, así que su ecuación de movimiento en Y es de la forma

⃗y =
1
2

⃗g t2 + ⃗v iyt + ⃗y i   (2)

(No hemos puesto signo menos a la aceleración porque estamos escribiendo la ecuación para cualquier sistema, no para uno en particular). Además, debido a la aceleración de la gravedad, la 
velocidad Y del objeto se comporta así (esto ya lo sabíamos por casos de lanzamiento vertical):

⃗v y = ⃗g t + ⃗v iy   (3)
Como ya dijimos, si el objeto tiene dos movimientos simultáneos entonces el objeto tiene dos velocidades, una en X y una en Y. La velocidad total o velocidad 

neta del objeto será la suma vectorial de la velocidad en X y la velocidad en Y (como la velocidad es un vector, siempre se puede descomponer en sus componentes X y Y). Por ejemplo, en el 
caso de la bala de cañón, la velocidad total de la bala en cada punto de su trayectoria se puede escribir como la suma vectorial de la velocidad en X (azul), con la velocidad en Y (roja), así:

Y

X
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La velocidad total de la bala (en verde) en cada punto de la trayectoria se puede
entender como la suma vectorial de la velocidad en X con la velocidad en Y.
Como la velocidad en Y va cambiando en cada punto, la velocidad total del objeto
también va cambiando.

(b) Por lo dicho en la sección anterior, el lector puede sospechar correctamente
que todos los resultados que obtuvimos para el caso de lanzamiento vertical se
pueden usar para el movimiento Y del objeto en un movimiento parabólico.
Por ejemplo, ası́ como en el lanzamiento vertical la velocidad del objeto es cero
en el punto de altura máxima, en el movimiento parabólico la velocidad en Y
del objeto va a ser cero en el punto más alto. Si usamos un sistema en el cual el
eje Y apunta hacia arriba, la ecuación (3) para el punto más alto queda

0ŷ = −gtŷ +viy ŷ. (4)

Si aplicamos la regla de oro y despejamos el tiempo (que en este caso es el
tiempo de altura máxima), esto nos da

viy
g

= t. (5)

Esta es exactamente la misma ecuación que tenı́amos antes, en el lanzamiento
vertical para el tiempo máximo de altura.

Como el comportamiento en Y del objeto es igual al de un lanzamiento vertical,
el tiempo que se demora un objeto en subir hasta el punto de altura máximo
en un movimiento parabólico es igual al tiempo que se demora en caer desde
el punto máximo de altura hasta la altura desde la que fue lanzado (nota 3.9).
Esto quiere decir que en un movimiento parabólico, el tiempo total de vuelo
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desde que un objeto sale disparado hasta que vuelve a caer a la altura inicial es dos
veces el tiempo de altura máximo, es decir,

2
viy
g

= ttotal . (6)

La ecuación de movimiento en Y de un objeto en movimiento parabólico que
es lanzado desde una posición inicial yi ŷ, según un sistema en el cual el eje Y
apunta hacia arriba, es

yf ŷ = −
1
2
gt2ŷ +viytŷ + yi ŷ. (7)

Si usamos el tiempo de altura máximo dado por la ecuación (5) en esta ecuación,
podemos obtener la altura máxima alcanzada por el objeto:

ymŷ = −
1
2
g(

viy
g
´¸¶

t

)
2
ŷ +viy (

viy
g
)

´¹¹¹¹¸¹¹¹¶
t

ŷ + yi ŷ. (8)

Simplificando y sumando los términos que se pueden sumar, esto es igual a

ymŷ =
1
2
⎛
⎝
v2
iy

g

⎞
⎠
ŷ + yi ŷ. (9)

Si aplicamos la regla de oro, esto da

ym = 1
2
⎛
⎝
v2
iy

g

⎞
⎠
+ yi . (10)

De nuevo, esto es lo mismo que habı́amos encontrado para el lanzamiento
vertical (nota 3.7).

(c) La distancia total recorrida en X es fácil de calcular porque en X el objeto se
mueve con rapidez constante; la distancia recorrida en X es igual a rapidez en
X por el tiempo de vuelo:

dx = vxt. (11)

Pero esta ecuación está en términos de t, y según el enunciado debemos dejar
expresada la distancia recorrida en términos de la rapidez inicial en Y, la
rapidez en X y g. Si un objeto realiza un movimiento parabólico que termina a
la misma altura de la cual es lanzado, entonces el tiempo total de vuelo es dos
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veces el tiempo de altura máximo, como dice la ecuación (6). Ası́ que si usamos
el tiempo total de vuelo en la ecuación anterior, obtenemos

dx = vx
⎛
⎝

2
viy
g

⎞
⎠
= 2

vxviy
g

. (12)

En palabras, la distancia total recorrida en X, en un movimiento parabólico que
termina a la misma altura a la cual empieza, es dos veces la rapidez en X por la
rapidez inicial en Y sobre la aceleración de la gravedad. Es muy importante
entender que esta ecuación sólo es válida si el objeto termina a la misma altura
a la cual empezó. Si el objeto no termina a la misma altura inicial, entonces
el tiempo que se demora en subir hasta la altura máxima no va a ser igual al
tiempo que se demora en caer desde la altura máxima hasta la altura final. Esto
se puede ver en la siguiente figura:

c) La distancia total recorrida en X por un objeto en movimiento parabólico simplemente 
depende de la rapidez en X y del tiempo de vuelo. La distancia total recorrida en X es 
fácil de calcular porque en X el objeto se mueve con rapidez constante; la distancia reco-
rrida en X es igual a rapidez en X por tiempo de vuelo:

dx = vxt   (11)

Pero según el enunciado, no podemos dejar expresada a la distancia recorrida en términos 
del tiempo de vuelo sino en términos de la rapidez inicial en Y, la rapidez en X y g. Si un 
objeto realiza un movimiento parabólico que termina a la misma altura de la cual es lanza-
do, entonces ya sabemos cuál es el tiempo total de vuelo, pues será dos veces el tiempo de 
altura máximo, como dice la ecuación (6). Así que si usamos el tiempo total de vuelo en la 
ecuación anterior, obtenemos:

dx = vx (2
viy

g ) = 2
vxviy

g
   (12)

ttotal

En palabras, la distancia total recorrida en X en un movimiento parabólico que termina a la 
misma altura a la cual empieza, es dos veces la rapidez en X por la rapidez inicial en Y so-
bre la aceleración de la gravedad. Es muy importante entender que esta ecuación sólo es 
válida si el objeto termina a la misma altura a la cual empezó, pues de lo contrario no pode-
mos usar que el tiempo total de vuelo es dos veces el tiempo de altura máxima. Si el objeto 
no termina a la misma altura inicial, entonces el tiempo que se demora en subir hasta la altu-
ra máxima no va a ser igual al tiempo que se demora en caer desde la altura máxima hasta 
la altura final. Esto se puede ver en la siguiente figura:

hi

t1

hf

hm

hi

t2

tm

t4

t5

t6

El tiempo que se demora el objeto en subir desde la altura inicial hi hasta la altura 
máxima hm (este es el tiempo de altura máximo) es igual al tiempo que se demora el 
objeto en caer desde hm hasta hi de nuevo. Es decir, desde t1 hasta tm pasa el mismo 
tiempo que desde tm hasta  t5, así que desde t1 hasta t5 pasa dos veces el tiempo de al-
tura máxima. Por lo tanto, la distancia en X d1 recorrida por el objeto entre el tiempo 
t1 y t5 se puede calcular usando la ecuación (12). Pero si el objeto termina a una altura 
diferente a la altura inicial, como en este caso en el cual el objeto termina en hf , en-
tonces claramente el tiempo de vuelo total no es igual a dos veces el tiempo de altura 
máxima, pues entre t1 y tm habrá pasado menos tiempo que entre tm y t6. Por lo tanto, 
la distancia total recorrida en X , que hemos llamado d2, no puede ser calculada 
usando la ecuación (12) (en este caso sólo podemos usar esa ecuación para calcular la 
distancia d1)

d1

d2
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El tiempo que se demora el objeto en subir desde la altura inicial hi hasta la altura
máxima hm (el tiempo de altura máxima) es igual al tiempo que se demora el
objeto en caer desde hm hasta hi de nuevo. Es decir, desde t1 hasta tm pasa el
mismo tiempo que desde tm hasta t5, ası́ que desde t1 hasta t5 pasa dos veces
el tiempo de altura máxima. Por lo tanto, la distancia d1 recorrida por el objeto
en X entre el tiempo t1 y t5 se puede calcular usando la ecuación (12). Pero si el
objeto termina a una altura diferente a la altura inicial, como en este caso en el
cual el objeto termina en hf , entonces claramente el tiempo de vuelo total no es
igual a dos veces el tiempo de altura máxima, pues entre t1 y tm habrá pasado
menos tiempo que entre tm y t6. Por lo tanto, la distancia total recorrida en X, que
hemos llamado d2, no puede ser calculada usando la ecuación (12) (en este caso
sólo podemos usar esa ecuación para calcular la distancia d1).
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Nota 3.10. Movimiento parabólico

En un movimiento parabólico el objeto sigue dos movimientos si-
multáneos; un movimiento en X que tiene velocidad constante, y un
movimiento en Y que tiene aceleración constante de magnitud g.

El tiempo de altura máxima es
viy
g = t, donde viy es la rapidez inicial en

Y.

El tiempo de vuelo total, si el objeto termina a la misma altura de la
que partió, es dos veces el tiempo anterior: 2

viy
g = t.

La altura máxima alcanzada por el objeto es ym = 1
2 (

v2
iy

g )+ yi , donde yi

es la altura inicial.

La distancia en X total recorrida por el objeto, si termina a la misma
altura de la que partió, es dx = 2

vxviy
g .
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Problema 3.11.

Palabras clave: movimiento parabólico, posi-
ción en Y en cierto tiempo, altura máxima,
magnitud y dirección de la velocidad total.

Roberta está jugando rana (lanzar el aro de forma que caiga justo en la boca
de la rana). Si Roberta se encuentra a una distancia de 8 metros de la rana, y
lanza el aro desde una altura de 1 metro, con una rapidez total de 10 m/s y
con un ángulo de 30 grados con respecto al piso,

(a) ¿A qué altura debe estar la boca de la rana para que el aro caiga justo
ahı́?

(b) ¿Cuál es la altura máxima alcanzada por el aro?

(c) ¿Cuál es la magnitud y dirección de la velocidad del aro cuando llega a
la boca de la rana?

Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b), (c) Roberta lanza el aro con rapidez total de 10 m/s formando un ángulo de 30 grados
con respecto al piso. La altura inicial del aro es 1 metro y la distancia entre la rana y Roberta es
de 8 metros.
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¿Qué nos piden?

(a) Determinar la altura a la que está la boca de la rana para que el aro llegue a su boca.

(b) Determinar la altura máxima alcanzada por el aro.

(c) Determinar la magnitud y la dirección de la velocidad del aro cuando llega a la boca de
la rana.

(a) Como ya debe ser costumbre, comenzamos por situar un sistema de coorde-
nadas. Usaremos uno que esté sobre el piso y según el cual la posición inicial X
del aro sea cero:

Debemos hallar la altura a la que debe estar la boca de la rana para que el aro
le caiga allı́. Esto quiere decir que debemos hallar la altura a la que está el aro
cuando este ha recorrido 8 metros en X, y esa será la altura a la que debe estar
la boca de la rana.

Para hallar la altura debemos usar la ecuación de movimiento en Y. Como
en todo movimiento parabólico, la posición en Y del aro está dada por una
ecuación de la forma

y⃗ = 1
2
g⃗t2 + v⃗iyt + y⃗i . (1)

A partir de esto no conocemos la rapidez inicial en Y ni el tiempo t. Podemos
obtener la rapidez inicial en Y porque conocemos la rapidez inicial total y el
ángulo. De hecho, notemos que el vector de la velocidad total inicial forma el
siguiente triángulo rectángulo:
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SOLUCIÓN

a) Como ya debe ser costumbre, comenzamos por situar un sistema de coordenadas. Usare-
mos uno que esté sobre el piso y según el cual la posición inicial X de la dona sea cero:

10 m/s

30∘

8 m

Y

X

Debemos hallar la altura a la que debe estar la boca de Homero para que la dona le caiga en 
la boca. Esto quiere decir que debemos hallar la altura a la que está la dona cuando la dona 
ha recorrido 8 metros en X, pues a esa altura tiene que estar la boca de Homero si quere-
mos que la dona le caiga en la boca. Para hallar la altura a la que está la dona cuando ha 
recorrido 8 metros en X debemos usar la ecuación de movimiento en Y de la dona, pues la 
ecuación en Y nos da la posición en Y, y la posición en Y nos da la altura. Como en todo 
movimiento parabólico, la posición en Y de la dona está determinada por una ecuación de 
la forma

⃗y =
1
2

⃗g t2 + ⃗v iyt + ⃗y i   (1)

En nuestro caso, según el sistema elegido, la gravedad es negativa en Y. Además, según 
nuestro sistema, la posición inicial en Y de la dona es (1 m) ̂y, pues la dona es lanzada desde 
1 metro de altura en la dirección positiva del eje Y. Pero no conocemos la rapidez inicial en 
Y, sino que conocemos la rapidez total. Así que para poder escribir la ecuación de movi-
miento en Y de la dona necesitamos primero hallar la rapidez inicial en Y. 

Para obtener la rapidez inicial en Y, notemos que el vector de la velocidad total inicial for-
ma el siguiente triángulo rectángulo:

30∘

10 m/s
viy

vx

La velocidad siempre es un vector, así que siempre es posible 
descomponerla en sus componentes. En este caso, la velocidad 
total inicial corresponde a un vector que forma 30 grados con 
el eje X. La magnitud de dicho vector es la rapidez inicial, que 
es de 10 metros por segundo. La magnitud de la componente Y 
de dicho vector corresponde a la rapidez inicial en Y y la magni-
tud de la componente X de dicho vector corresponde a la rapi-
dez en X (que permanece constante).

Del triángulo anterior es claro que la rapidez inicial en Y (la rapidez inicial en Y es el cate-
to opuesto del triángulo rectángulo anterior) está dada por 

viy = (10 m/s)sin 30∘ = 5 m/s   (2)
vi

Ahora que conocemos la rapidez inicial en Y, podemos escribir la ecuación de movimiento 
de la dona:

yf ̂y = −
1
2

gt2 ̂y + (5 m/s)t ̂y + (1 m) ̂y   (3)
⃗y iviy

Esta ecuación nos dice la posición Y de la dona en función del tiempo. Para saber en qué 
posición Y se encuentra la dona cuando llega hasta Homero, necesitamos saber cuánto tiem-
po se demora la dona en recorrer 8 metros en X, pues Homero está a 8 metros en X de Bart. 
Así que ahora debemos encontrar el tiempo que le toma a la dona recorrer 8 metros en X. 
Para hallar este tiempo, debemos analizar el movimiento en X de la dona. 

En X la dona se mueve con velocidad constante, así que la distancia recorrida en X es sim-
plemente rapidez en X por tiempo:

dx = vxt   (4)

Recordemos que queremos hallar el tiempo que le toma a la dona recorrer 8 metros en X:
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Como es un vector, podemos descomponer la velocidad en sus componentes. En
este caso, la velocidad total inicial es un vector que forma 30 grados con el eje X.
La magnitud de dicho vector es la rapidez inicial, que es de 10 metros por segundo.
La magnitud de la componente Y de dicho vector corresponde a la rapidez inicial
en Y y la magnitud de la componente X de dicho vector corresponde a la rapidez
en X.

Del triángulo anterior es claro que la rapidez inicial en Y es el cateto opuesto,
ası́ que está dada por

viy = (10 m/s)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vi

sin30○ = 5 m/s. (2)

(Si desea repasar trigonometrı́a el lector puede leer el problema 1.16). Según el
sistema elegido, la gravedad es negativa en Y. Además, según nuestro sistema,
la posición inicial en Y del aro es (1 m)ŷ (el aro es lanzado desde 1 metro
de altura en la dirección positiva del eje Y). Por lo tanto, podemos escribir la
ecuación de movimiento del aro ası́:

yf ŷ = −
1
2
gt2ŷ +(5 m/s)t

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
viy

ŷ +(1 ms)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

y⃗i

ŷ. (3)

Para saber en qué posición Y se encuentra el aro cuando llega hasta la rana,
necesitamos saber cuánto tiempo se demora este en recorrer los 8 metros en X
que separan a la rana de Roberta. Para hallar este tiempo, debemos analizar el
movimiento en X del aro.

En X el aro se mueve con velocidad constante, ası́ que la distancia recorrida en
X es simplemente rapidez en X por tiempo:

dx = vxt. (4)

Queremos hallar el tiempo que le toma al aro recorrer 8 metros en X:

8 m = vxt. (5)
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Podemos hallar la rapidez en X como hallamos la rapidez inicial en Y. De la
figura anterior se puede apreciar que la rapidez en X es la rapidez total por el
coseno de 30 grados:

vx = (10 m/s)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vi

cos30○ = 8.66 m/s. (6)

Si usamos esta rapidez en la ecuación (5), tenemos

8 m = (8.66 m/s)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vx

t. (7)

Ası́ que el tiempo que le toma al aro recorrer 8 metros en X es

8 m
8.66 m/s

= 0.92 s = t. (8)

Finalmente, usamos este tiempo en la ecuación (3) para hallar la posición Y
cuando el aro ha recorrido 8 metros:

yf ŷ = −
1
2
(9.81 m/s2)(0.92 s

´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶
t

)2ŷ +(5 m/s)(0.92 s
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

t

)ŷ +(1 m)ŷ = (1.45 m)ŷ. (9)

Es decir, la boca de la rana tiene que estar a 1.45 metros de altura para que el
aro le caiga allı́.

(b) A la altura máxima alcanzada por el aro la podemos encontrar usando la
ecuación presentada en la nota 3.10, que es

ym = 1
2
⎛
⎝
v2
iy

g

⎞
⎠
+ yi . (10)

La rapidez inicial en Y es de 5 m/s —ver ecuación (2)—, y la altura inicial es 1
metro, ası́ que esta ecuación da

ym = 1
2
⎛
⎝
(

viy

³·µ
5 m )2

(9.81 m/s2)
⎞
⎠
+1 m = 2.27 m. (11)

(c) Para hallar la magnitud y dirección de la velocidad del aro cuando llega a
la boca de la rana, necesitamos hallar la velocidad en X y en Y del aro en ese
momento (la velocidad total es la suma vectorial de la velocidad X y Y). La
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velocidad en X es constante, ası́ que es la misma que hallamos antes: 8.66 m/s
en la dirección positiva de X.

La velocidad en Y está dada por

v⃗y = g⃗t + v⃗iy . (12)

Si usamos el hecho de que la gravedad tiene dirección negativa, que la velocidad
inicial en Y es de 5 m/s en la dirección positiva de Y y que el tiempo en el cual
queremos determinar la velocidad es de 0.92 segundos (ese es el tiempo que ha
transcurrido hasta que el aro llega a la boca de la rana), la ecuación (12) queda

v⃗y = −(9.81 m/s2)(0.92 s
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

t

)+ (5 m/s
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

viy

)ŷ = −(4.03 m/s)ŷ. (13)

El signo menos indica que el aro está descendiendo cuando llega a la boca de
la rana4.

La velocidad total del aro al llegar a la boca de la rana es la suma vectorial de
la velocidad X y Y:

El signo menos indica que la velocidad Y es negativa, lo que indica que la dona está descen-
diendo cuando llega a la boca de Homero.

 La velocidad total de la dona al llegar a la boca de Homero se puede hallar como la suma 
vectorial de la velocidad X y Y, así:

⃗v y = − (4.03 m/s) ̂y

⃗v x = (8.66 m/s) ̂x

⃗v f

θ

La velocidad total de la dona cuando llega a la boca de Homero 
tiene componentes de -4,03 m/s en Y y de 8.66 m/s en X. 

Podríamos escribir esta velocidad total como la suma vectorial de la velocidad X y Y: 
⃗v f = − (4.2 m/s) ̂y + (8.66 m/s) ̂x. Ahora, la magnitud de la velocidad final es simplemente 

(recordemos que la magnitud de un vector siempre se haya como la raíz de la suma del cua-
drado de las magnitudes de las componentes del vector):

vf = (8.66 m/s)2 + (4.03 m/s)2 = 9.55 m/s   (14)
vx viy

(No ponemos el signo negativo de la componente Y, porque sólo estamos considerando la 
magnitud de las componentes). Sólo nos queda hallar la dirección del vector de la veloci-
dad final. Esta dirección se puede expresar como el ángulo θ que forma el vector de la velo-
cidad con la parte negativa del eje Y, tal como se ilustra en la figura anterior. De la figura 
anterior, es claro que el cateto opuesto es la componente X y el cateto adyacente al ángulo 
es la componente Y, así que con la función tangente podemos hallar el ángulo:

Por lo tanto, el ángulo θ será:

tan θ =
vx

vy
=

8.66 m/s
4.03 m/s

= 2.15   (15)

vx

viy

θ = arctan 2.15 = 65.06∘   (16)

Así, la velocidad de la dona cuando llega a la boca de Homero tiene magnitud de 9.63 m/s 
y tiene dirección de 64.1 grados con respecto al eje Y negativo, medido en el sentido contra-
rio de las manecillas del reloj.

Nota: También hubiéramos podido obtener la velocidad en Y (en vez de usar la ecuación 
(12)) usando que la rapidez en Y está dada por v2

y = v2
iy + 2a(hf − hi), donde a es −g, la 

altura final es la altura de la boca de Homero que ya conocemos y la altura inicial es 1 me-
tro. 
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La velocidad total del aro cuando llega a la boca de la rana tiene componentes de
−4.03 m/s en Y y de 8.66 m/s en X.

Ahora, la magnitud de la velocidad final se puede hallar con el teorema de
Pitágoras:

vf =
√
(8.66 m/s
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vx

)2 +(4.03 m/s
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

viy

)2 = 9.55 m/s. (14)

(No ponemos el signo negativo de la componente Y porque sólo estamos consi-
derando la magnitud).

4 En vez de usar la ecuación (12), también hubiéramos podido obtener la velocidad en Y usando
v2
y = v2

iy + 2a(hf − hi), donde a es −g, la altura final es la altura de la boca de la rana que ya

conocemos y la altura inicial es 1 metro.
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Sólo nos falta hallar la dirección del vector de la velocidad final. Esta dirección
se puede expresar como el ángulo θ que forma el vector de la velocidad con la
parte negativa del eje Y, como se ilustra en la figura anterior. Según esta figura
es claro que el cateto opuesto es la componente X y el cateto adyacente es la
componente Y, ası́ que la tangente del ángulo θ es

tanθ = vx
vy

=

vx
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
8.66 m/s
4.03 m/s
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

viy

= 2.15. (15)

Por lo tanto, el ángulo θ es

θ = arctan2.15 = 65.06○. (16)

Ası́, la velocidad del aro cuando llega a la boca de la rana tiene magnitud
de 9.55 m/s y tiene dirección de 65.06 grados con respecto al eje Y negativo,
medido en el sentido contrario de las manecillas del reloj.
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Problema (teórico) 3.12.

Palabras clave: movimiento semiparabólico,
distancia horizontal, tiempo de caı́da.

Un helicóptero que va con rapidez horizontal constante de 56 m/s debe soltar
una bolsa con suministros para que caiga en la isla donde está Camilo. Si el
helicóptero se mantiene a una altura de 100 metros de altura con respecto al
mar:

(a) ¿A qué distancia horizontal (en X) de la isla se debe soltar la bolsa para
que caiga en la isla?

(b) Halle la nueva distancia en X a la que se deberı́a soltar la bolsa si el
helicóptero viajara a la mitad de la altura pero con la misma rapidez.
Para este mismo caso, halle la razón entre esta nueva distancia y la
hallada anteriormente.

PROBLEMA 3.12*
Un helicóptero que va con rapidez constante de 56 m/s debe soltar una bolsa con suministros para que caiga en la isla donde está Camilo, quien ha naufragado después de una tormenta. Si el 
helicóptero se mantiene a una altura de 100 metros de altura con respecto al mar, (a) ¿a qué distancia horizontal (en X) de la isla debe soltar la bolsa para que caiga en la isla? b) Si el helicópte-
ro viajara a la mitad de la altura pero con la misma rapidez,  hallar la nueva distancia en X a la que debería soltar la bolsa, y la razón entre esta distancia nueva y la hallada anteriormente.

100 m

 distancia en X 

56 m/s

¿Qué debemos hallar?

(a) La distancia en X a la que está el helicóptero de la isla, de modo que la bolsa caiga 
en la isla. (b) La nueva distancia y la razón entre esta y la distancia d hallada en (a). 

¿Qué información nos dan?

(a) La rapidez de 56 m/s y la altura inicial que es de 100 metros. (b) La misma rapidez ante-
rior pero ahora la altura es la mitad, es decir, 50 metros.
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a) La rapidez horizontal del helicóptero es de 56 m/s y la altura a la que vuela es de 100
metros.

(b) La misma rapidez anterior pero ahora la altura es la mitad, es decir, 50 metros.

¿Qué nos piden?

(a) La distancia en X a la que está el helicóptero de la isla, para que la bolsa caiga allı́.

(b) La nueva distancia y la razón entre esta y la distancia d hallada en (a).
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(a) Empecemos por situar un sistema de coordenadas. Vamos a poner un
sistema que en X esté justo debajo del helicóptero cuando va a soltar la bolsa y
que esté en el nivel del mar, ası́:SOLUCIÓN

a) Empecemos por situar un sistema de coordenadas. Vamos a poner un sistema que en X esté justo debajo del helicóptero cuando va a soltar la bolsa, y que esté en el nivel del mar, así:

 distancia en X 

56 m/s

100 m

X

Y

Debemos hallar la distancia en X desde la cual el helicóptero debe soltar la bolsa, de modo que la bolsa caiga en la isla. Empecemos por notar que cuando el helicóptero libere a la bolsa, la bol-
sa tendrá la misma rapidez que tiene el helicóptero (así como todos los objetos que está unidos al helicóptero se mueven con la velocidad del helicóptero, así mismo la bolsa se mueve con la 
velocidad del helicóptero), es decir, la bolsa saldrá con una rapidez inicial de 56 m/s. Además, es importante notar que la bolsa saldrá volando en dirección paralela al eje X, así que inicialmen-
te sólo tendrá rapidez en X (pero después empezará a caer y tendrá rapidez en Y). Lo que debemos preguntarnos es cuánto tiempo se va a demorar la bolsa en caer si la bolsa es lanzada desde 
100 metros de altura. Dependiendo de este tiempo de caída, podemos determinar qué tan lejos debe soltar el helicóptero la bolsa, usando que en X la distancia recorrida será rapidez por tiem-
po:

dx = vxt   (1)
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Debemos hallar la distancia en X desde la cual el helicóptero debe soltar la
bolsa de modo que esta caiga en la isla. Empecemos por notar que ası́ como las
ventanas, los pilotos y todo lo que está unido o hace parte del helicóptero se
mueve con la rapidez del helicóptero, la bolsa también. Por lo tanto, cuando el
helicóptero libere la bolsa esta va a salir con una rapidez de 56 m/s. Además,
es importante notar que la bolsa saldrá volando en dirección paralela al eje
X, ası́ que inicialmente sólo tendrá rapidez en X (después empezará a caer y
tendrá rapidez en Y). Como en X la velocidad es constante, esta velocidad será
la misma en cualquier punto del vuelo.

Antes de seguir, notemos que la bolsa sigue un movimiento semiparabólico,
pues la bolsa sólo recorre media parábola mientras cae. Por supuesto, las
ecuaciones del movimiento parabólico aplican en este caso ya que este es un
caso particular de movimiento parabólico:

La rapidez en X la conocemos, pues ya dijimos que es de 56 m/s. Y esta rapidez permanece 
constante, como en todo movimiento parabólico (este es un movimiento semi-parabólico, 
pues la bolsa sigue sólo media parábola, pero las mismas ecuaciones del movimiento para-
bólico funcionan en estos casos): 

Movimiento parabólico
Movimiento semiparabólico

Sin embargo, no conocemos el tiempo tc de caída, y sin este tiempo no podemos usar la 
ecuación (1). Podemos hallar el tiempo tc de caída usando la ecuación de movimiento en Y 
de la bolsa. La rapidez inicial en Y es cero, la aceleración es la aceleración de la gravedad y 
la posición inicial se puede escribir como (100 m) ̂y (pues la altura inicial es de 100 me-
tros), así que la ecuación queda:

yf ̂y = −
1
2

gt2 ̂y + (100 m) ̂y   (2)

Para hallar el tiempo de caída, debemos usar que la posición final en Y de la bolsa es cero 
según nuestro sistema (la bolsa termina en el nivel del mar):

0 ̂y = −
1
2

gt2
c ̂y + (100 m) ̂y   (3)

Si usamos que la aceleración de la gravedad es 9.81 m /s2, y pasamos el término con el 
tiempo a la izquierda, tenemos:

1
2

(9.81 m /s2)t2
c ̂y = (100 m) ̂y   (4)

Apliquemos la regla de oro, multipliquemos por 2 y dividamos por la aceleración de la gra-
vedad para obtener:

t2
c =

2(100 m)
(9.81 m /s2)

   (5)

Así que el tiempo de caída es

tc =
2(100 m)

(9.81 m /s2)
= 4.52 s   (6)

El lector debe identificar esta ecuación: en un caso de caída libre, el tiempo de caída está 

dado por t =
2(hi − hf )

g
  . Esto es precisamente lo que encontramos para el tiempo de 

caída de la bolsa (la altura inicial es 100 metros y la altura final es cero). Esto no debería 
sorprendernos, pues el movimiento en Y de la bolsa es igual a un caso de caída libre, ya 
que la bolsa es soltada con rapidez inicial cero en Y. Es interesante notar que este tiempo de 
vuelo es independiente de la velocidad X con la que el objeto es lanzado (el lector puede 
notar que en ninguna parte en la ecuación anterior aparece la velocidad en X); ¡no importa 
qué tan rápido el helicóptero suelte a la bolsa, la bolsa se demorará el mismo tiempo en ca-
er! Muchas personas tienden a creer que entre mayor sea la velocidad en X con la que es 
lanzado un objeto, mayor será el tiempo de vuelo. En realidad, entre mayor sea la veloci-
dad en X, mayor es la distancia recorrida en X, pero el tiempo de vuelo sólo depende de lo 
que sucede en Y, es decir, sólo depende de la altura y de la aceleración de la gravedad.

Nota 3.11
En un movimiento semi-parabólico (con rapidez inicial cero en Y), y con altura 

inicial en Y de hi, el tiempo que le toma al objeto caer hasta otra altura menor hf es 

igual que el tiempo de caída en una caída libre y no depende de la velocidad en X:

t =
2(hi − hf )

g
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La distancia horizontal recorrida por la bolsa está dada por la rapidez en X por
el tiempo de vuelo de la bolsa:

dx = vxt. (1)

Conocemos la rapidez en X, que es 56 m/s, pero no conocemos el tiempo tc de
caı́da y sin este tiempo no podemos usar la ecuación (1).

Podemos hallar el tiempo tc de caı́da usando la ecuación de movimiento en Y
de la bolsa. La rapidez inicial en Y es cero, la aceleración es la aceleración de la
gravedad y la posición inicial se puede escribir como (100 m)ŷ (pues la altura
inicial es de 100 metros), ası́ que la ecuación de movimiento en Y queda

yf ŷ = −
1
2
gt2ŷ +(100 m)ŷ. (2)

Para hallar el tiempo de caı́da, debemos usar el hecho que la posición final en Y
de la bolsa es cero según nuestro sistema (la bolsa termina en el nivel del mar):

0ŷ = −1
2
gt2

c ŷ +(100 m)ŷ. (3)

Si usamos el hecho que la aceleración de la gravedad es 9.81 m/s2 y pasamos
el término con el tiempo a la izquierda, tenemos

1
2
(9.81 m/s2)t2

c ŷ = (100 m)ŷ. (4)

Si aplicamos la regla de oro, multiplicamos por 2 y dividimos por la aceleración
de la gravedad, obtenemos

t2
c =

2(100 m)
(9.81 m/s2)

. (5)

Ası́ que el tiempo de caı́da es

tc =
¿
ÁÁÀ 2(100 m)
(9.81 m/s2)

= 4.52 s. (6)

Recordemos que en un caso de caı́da libre, el tiempo de caı́da está dado por

t =

¿
ÁÁÀ2(hi −hf )

g
.

Esta es precisamente la ecuación (6) para el tiempo de caı́da de la bolsa, donde
la altura inicial es 100 metros y la altura final es cero. Esto no deberı́a sor-
prendernos, pues el movimiento en Y de la bolsa es igual a un caso de caı́da
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libre ya que la bolsa es soltada con rapidez inicial cero en Y. Sin embargo, es
interesante notar que este tiempo de vuelo es independiente de la velocidad
X con la que el objeto es lanzado (en ninguna parte en la ecuación anterior
aparece la velocidad en X). Es decir, ¡no importa qué tan rápido el helicóptero
suelta la bolsa, en todos los casos la bolsa se demorará el mismo tiempo en
caer! Muchas personas tienden a creer que cuanto mayor sea la velocidad en X
con la que es lanzado un objeto, mayor será el tiempo de vuelo, pero acabamos
de mostrar que esto no es ası́5.

Nota 3.11. Tiempo de caı́da en un movimiento semiparabólico

Un movimiento semiparabólico es aquel en el que un objeto que está
a cierta altura del piso sale disparado con cierta rapidez inicial en X y
rapidez cero en Y.

Si la altura inicial en Y es hi , el tiempo que le toma al objeto caer hasta
otra altura menor hf es igual que el tiempo de caı́da en una caı́da libre,

y no depende de la velocidad en X: t =
√

2(hi−hf )
g .

Ahora que conocemos el tiempo de caı́da de la bolsa, podemos usar ese tiempo
en la ecuación (1) para hallar la distancia en X a la que debe ser soltada la
bolsa:

dx = (56 m/s
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vx

)(4.52 s
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

tc

) = 253.12 m. (7)

En palabras, para que caiga en la isla la bolsa debe ser soltada a 253.12 metros
de distancia de la isla.

(b) Ahora el helicóptero lanza la bolsa desde una altura de 50 metros. Esto
quiere decir que el tiempo de caı́da es diferente. Si usamos la ecuación del
tiempo de caı́da (nota 3.11), para una altura inicial de 50 metros y una altura
final de cero, obtenemos

tc =
¿
ÁÁÀ 2(50 m)
(9.81 m/s2)

= 3.19 s. (8)

Si usamos este tiempo en la ecuación de la distancia en X, tenemos

dx = (56 m/s
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vx

)(3.19 s
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

t

) = 178.64 m. (9)

5 Por supuesto, hubiéramos podido haber usado directamente la ecuación del tiempo de caı́da
libre, pero eso hubiera podido confundir a ciertos lectores que creen que el tiempo de caı́da puede
depender de la velocidad en X. Para fines pedagógicos es mejor derivar de nuevo la ecuación.
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Ası́, el helicóptero tendrá que soltar la bolsa desde mucho más cerca a la isla
que antes (antes habı́amos hallado 253.12 metros). Esto tiene sentido, pues
entre menor sea altura menos tiempo tiene la bolsa para volar, ası́ que recorre
una menor distancia en X.

Finalmente, la razón entre la nueva distancia y la anterior es

d2x

d1x
= 178.64 m

253.12 m
= 0.71 (10)
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Problema de repaso 3.13.

Palabras clave: movimiento parabólico, ve-
locidad, tiempo de vuelo, movimiento semi-
parabólico, distancia horizontal, tiempo de
caı́da.

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(1) En un movimiento parabólico el objeto no tiene velocidad constante.

(2) En todo movimiento parabólico, el tiempo de vuelo total es igual a dos
veces el tiempo de altura máxima.

(3) Cuanto mayor sea la velocidad con la que es lanzado un objeto en X,
mayor será el tiempo durante el cual el objeto vuela.

(4) En un movimiento parabólico, lo que sucede en Y es como lo que sucede
en un caso de lanzamiento vertical.

(5) La distancia total recorrida en X en un movimiento parabólico no
depende de lo que sucede en Y.

Solución

(1) Verdadero. El objeto tiene velocidad constante en X, pero velocidad variable
en Y, pues tiene aceleración vertical g.

(2) Falso. El tiempo de vuelo total sólo es igual a dos veces el tiempo de altura
máximo si la altura final es igual a la altura inicial del lanzamiento. Pero no
siempre la altura inicial es igual a la final.

(3) Falso. El tiempo de vuelo en un movimiento parabólico o semiparabólico
sólo depende de lo que sucede en Y, es decir, sólo depende de la altura inicial y
de la rapidez inicial en Y.

(4) Verdadero. En un movimiento parabólico, lo que sucede en Y es exactamente
lo que sucede en un caso de lanzamiento vertical.

(5) Falso. La distancia total recorrida depende de la rapidez inicial en X y de
la rapidez inicial en Y (nota 3.10). Que esta distancia dependa de la rapidez
inicial en Y no debe ser una sorpresa pues esta rapidez determina el tiempo de
vuelo (nota 3.10).
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Problema 3.14.

Palabras clave: ángulo de lanzamiento para
máxima distancia, altura y velocidad de un
proyectil en cierto punto de su trayectoria.

Un golfista realiza un excelente tiro al green. Si la magnitud de la velocidad
con la que la bola salió impactada fue v y el ángulo que hizo con respecto al
piso fue θ (ver dibujo),

(a) Escriba una expresión para hallar la distancia d desde el punto de
impacto hasta el green en términos de la rapidez inicial y el ángulo
θ. Con base en esa expresión, ¿puede decir cuál es el ángulo para el
cual la distancia es mayor? (Pista: la siguiente identidad trigonométrica
puede ser útil: sin2θ = 2cosθ sinθ).

(b) Suponga que la bola pasó rozando la parte más alta de la copa de un
árbol de altura desconocida que estaba a una distancia d/3 del punto
de impacto. Escriba una ecuación para la altura del árbol en términos
de la distancia d, v y θ.

(c) Dé una expresión para la velocidad en Y que tiene la bola cuando la
bola pasa por el árbol, en términos del ángulo θ y la rapidez v, y diga
si la bola está subiendo o bajando en ese momento —use el resultado
del apartado (b)—.

Nota para todas las preguntas: Tenga en cuenta que el green está a la misma
altura a la cual está la bola inicialmente.

PROBLEMA 3.14*
Un golfista realiza un muy buen tiro al green.  Si la magnitud de la velocidad con la que la bola salió impactada fue v y el ángulo que hizo la bola con respecto al piso fue θ (ver dibujo),  a) es-
criba una expresión para hallar la distancia d desde el punto de impacto hasta el green (la bola cayó en el green) en términos de la rapidez inicial y el ángulo θ. Con base a esa expresión, ¿pue-
de decir cuál es el ángulo para el cual la distancia es mayor? (Pista: La siguiente identidad trigonométrica puede ser útil: sin 2θ = 2 cos θ sin θ). b) Suponga que la bola pasó rozando un árbol 
de altura desconocida que estaba a una distancia d /3 del punto de impacto. Escriba una ecuación para la altura del árbol en términos de la distancia d, v y  θ.   c) Dé una expresión para la velo-
cidad en Y que tiene la bola cuando la bola pasa por el árbol, en términos del ángulo θ y la rapidez v, y diga si la bola está subiendo o bajando en ese momento  (use el resultado del numeral 
b)). Nota: Tenga en cuenta que el green está a la misma altura a la cual está la bola inicialmente.

  d

 d /3θ

v

¿Qué información nos dan?

a), b) y c). Conocemos la rapidez v con la que la bola sale impactada y el ángulo θ con el que parte la bola. El árbol está a una distancia  d /3 del  golfista y la vola pasa 
rozando el árbol. El green está a la misma altura a la cual está la bola inicialmente.

¿Qué debemos hallar?

a) Una expresión para hallar la distancia d  recorrida por la bola en términos de la rapidez inicial y el ángulo θ. Con base a esta expresión decir cuál es el ángulo con el cual se alcanza la 
máxima distancia. b) Una expresión para la altura del árbol si la bola pasó justo por encima de él, en términos de d, v y  θ.  c) Escribir una expresión en términos de v y θ para la velocidad 
Y de la bola, y decir si la bola está subiendo o cayendo cuando pasa por el árbol .
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Solución

¿Qué información nos dan?

a), (b) y (c) Conocemos la rapidez v con la que la bola sale impactada y el ángulo θ con el que
parte la bola. El árbol está a una distancia d/3 del golfista y la bola pasa rozando el árbol. El
green está a la misma altura a la cual está la bola inicialmente.
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¿Qué nos piden?

(a) Una expresión para la distancia d recorrida por la bola en términos de la rapidez inicial
y el ángulo θ. Con base en esta expresión, decir cuál es el ángulo con el cual se alcanza
la máxima distancia.

(b) Una expresión para la altura del árbol si la bola pasó justo por encima de él, en términos
de d, v y θ.

(c) Escribir una expresión en términos de v y θ para la velocidad Y de la bola, y decir si la
bola está subiendo o cayendo cuando pasa por el árbol.

(a) Empezamos por escoger un sistema de coordenadas. Pongamos el sistema de
coordenadas en la posición del impacto, desde el cual se miden las distancias
al green y al árbol:

SOLUCIÓN

a) Empezamos por escoger un sistema de coordenadas. Pongamos el sistema de coordena-
das en la posición del impacto, desde el cual se miden las distancias al green y al árbol:

v

X
Y

θ

La distancia total en X que tiene que recorrer la bola para llegar al green se puede calcular 
usando que en X distancia es rapidez por tiempo.  Es más, por la Nota 3.10, sabemos que la 
distancia total recorrida en X si la bola termina a la misma altura a la cual empieza (como 
ocurre en este caso), es

d = 2
vxviy

g
   (1)

Pero no podemos dejar la distancia recorrida en términos dela rapidez inicial en Y y la rapi-
dez en X, sólo en términos de la rapidez total inicial. Pero podemos relacionar la rapidez en 
X y Y con la rapidez inicial usando el siguiente triángulo que indica la velocidad total 
inicial:

θ

v
viy

vx

La rapidez inicial en Y, y la rapidez en X se pueden obtener a 
partir de la rapidez total inicial y el ángulo θ, si usamos el trián-
gulo rectángulo dibujado.

De esta figura podemos ver que vx = v cos θ y viy = v sin θ. Si usamos estas rapideces en la 

ecuación (1), obtenemos:

d =
2v cos θ v sin θ

g
=

2v2 cos θ sin θ
g

   (2)

vx viy

Esta ecuación nos dice la distancia recorrida por la bola en términos de la rapidez inicial y 
el ángulo inicial. Más aún, este resultado se puede escribir de forma más sencilla aún si te-
nemos en cuenta la identidad trigonométrica sin(2θ ) = 2 cos θ sin θ. Como en la ecuación 
(2) tenemos 2 cos θ sin θ, entonces podemos escribir:

d =
v2 sin 2θ

g
   (3)

Con base al resultado hallado, debemos determinar cuál sería el ángulo θ para que la distan-
cia recorrida sea la mayor posible. Hacer esto es relativamente sencillo teniendo en cuenta 
la ecuación (3). El ángulo θ para que la distancia sea mayor es aquél ángulo que haga que 
sin 2θ sea mayor. El máximo valor que puede tomar la función seno es cuando el ángulo es 
90 grados, en cuyo caso seno es uno. Así que sin 2θ es máximo cuando el ángulo 2θ es 90 
grados. Y esto ocurre cuando θ es 45 grados (pues 45 por dos es 90). Así que la distancia 
recorrida por un objeto es máxima sólo cuando el ángulo de disparo es de 45 grados. Esto 
tiene sentido porque notemos que la distancia recorrida depende de la rapidez en X y la ra-
pidez en X depende del coseno del ángulo. Pero al mismo tiempo, la distancia recorrida 
depende de la rapidez en Y (pues el tiempo de vuelo depende de la rapidez en Y), y la rapi-
dez en Y depende del seno del ángulo. Así que necesitamos un equilibrio entre el coseno 
del ángulo y el seno del ángulo; un ángulo cerca a 90 grados hace que el seno sea cerca a 1 
pero al mismo tiempo hace que coseno esté cerca a cero. Un ángulo muy pequeño, cerca a 
cero, hace que el coseno esté cerca a 1 pero el seno cerca a cero. Resulta que el equilibrio 
se da precisamente cuando el ángulo es 45 grados, en cuyo caso el coseno y el seno dan lo 
mismo ( 2/2). 
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Ponemos el origen de nuestro sistema de coordenadas (en rojo) en el punto de
impacto porque desde ese punto se miden las diferentes distancias del problema.

La distancia total en X que tiene que recorrer la bola para llegar al green se
puede calcular usando el hecho de que en X distancia es rapidez por tiempo.
Sin embargo, no conocemos el tiempo y, aunque lo podrı́amos hallar, es más
sencillo usar lo que dice la siguiente ecuación explicada en la nota 3.10:

d = 2
vxviy
g

. (1)

En la respuesta no podemos dejar la distancia recorrida en términos de la
rapidez inicial en Y y la rapidez en X sino en términos de la rapidez inicial v,
pero podemos relacionar estas rapideces con la rapidez inicial ası́:

SOLUCIÓN

a) Empezamos por escoger un sistema de coordenadas. Pongamos el sistema de coordena-
das en la posición del impacto, desde el cual se miden las distancias al green y al árbol:

v

X
Y

θ

Ponemos el origen de nuestro sistema 
de coordenadas (en rojo) en el punto de 
impacto porque desde ese punto se 
miden las diferentes distancias del 
problema.

La distancia total en X que tiene que recorrer la bola para llegar al green se puede calcular 
usando que en X distancia es rapidez por tiempo.  Es más, por la Nota 3.10, sabemos que la 
distancia total recorrida en X si la bola termina a la misma altura a la cual empieza (como 
ocurre en este caso), es

d = 2
vxviy

g
   (1)

Pero no podemos dejar la distancia recorrida en términos dela rapidez inicial en Y y la rapi-
dez en X, sólo en términos de la rapidez total inicial. Pero podemos relacionar la rapidez en 
X y Y con la rapidez inicial usando el siguiente triángulo que indica la velocidad total 
inicial:

θ

v
viy

vx

θ, si usamos el trián-

De esta figura podemos ver que vx = v cos θ y viy = v sin θ. Si usamos estas rapideces en la 

ecuación (1), obtenemos:

d =
2v cos θ v sin θ

g
=

2v2 cos θ sin θ
g

   (2)

vx viy

Esta ecuación nos dice la distancia recorrida por la bola en términos de la rapidez inicial y 
el ángulo inicial. Más aún, este resultado se puede escribir de forma más sencilla aún si te-
nemos en cuenta la identidad trigonométrica sin(2θ ) = 2 cos θ sin θ. Como en la ecuación 
(2) tenemos 2 cos θ sin θ, entonces podemos escribir:

d =
v2 sin 2θ

g
   (3)

Con base al resultado hallado, debemos determinar cuál sería el ángulo θ para que la distan-
cia recorrida sea la mayor posible. Hacer esto es relativamente sencillo teniendo en cuenta 
la ecuación (3). El ángulo θ para que la distancia sea mayor es aquél ángulo que haga que 
sin 2θ sea mayor. El máximo valor que puede tomar la función seno es cuando el ángulo es 
90 grados, en cuyo caso seno es uno. Así que sin 2θ es máximo cuando el ángulo 2θ es 90 
grados. Y esto ocurre cuando θ es 45 grados (pues 45 por dos es 90). Así que la distancia 
recorrida por un objeto es máxima sólo cuando el ángulo de disparo es de 45 grados. Esto 
tiene sentido porque notemos que la distancia recorrida depende de la rapidez en X y la ra-
pidez en X depende del coseno del ángulo. Pero al mismo tiempo, la distancia recorrida 
depende de la rapidez en Y (pues el tiempo de vuelo depende de la rapidez en Y), y la rapi-
dez en Y depende del seno del ángulo. Así que necesitamos un equilibrio entre el coseno 
del ángulo y el seno del ángulo; un ángulo cerca a 90 grados hace que el seno sea cerca a 1 
pero al mismo tiempo hace que coseno esté cerca a cero. Un ángulo muy pequeño, cerca a 
cero, hace que el coseno esté cerca a 1 pero el seno cerca a cero. Resulta que el equilibrio 
se da precisamente cuando el ángulo es 45 grados, en cuyo caso el coseno y el seno dan lo 
mismo ( 2/2). 

223

La rapidez inicial en Y y la rapidez en X se pueden obtener a partir de la rapidez
total inicial y el ángulo θ si usamos el triángulo rectángulo dibujado.
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De esta figura podemos ver que vx = v cosθ y viy = v sinθ. Si usamos estas
rapideces en la ecuación (1), obtenemos:

d = 2

vx
³¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹µ
v cosθ

viy

³¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹µ
v sinθ

g
= 2v2 cosθ sinθ

g
. (2)

Esta ecuación nos dice la distancia recorrida por la bola en términos de la
rapidez inicial y el ángulo inicial. Más aún, este resultado se puede escribir de
forma más sencilla si tenemos en cuenta la identidad trigonométrica sin(2θ) =
2cosθ sinθ. Como en la ecuación (2) tenemos 2cosθ sinθ, entonces podemos
escribir

d = v2 sin(2θ)
g

. (3)

Acabamos de derivar una nueva ecuación que nos permite calcular la distancia
recorrida en X en función del ángulo inicial y la rapidez inicial cuando el objeto
termina su vuelo a la misma altura a la que empieza.

Con base en el resultado hallado, debemos determinar cuál es el ángulo θ
para que la distancia recorrida sea la mayor posible. El ángulo θ para que
la distancia sea mayor es aquel ángulo que haga que sin(2θ) sea mayor. El
máximo valor que puede tomar la función seno es cuando el ángulo es 90
grados, en cuyo caso seno es 1. Ası́ que sin2θ es máximo cuando el ángulo θ es
90 grados y esto ocurre cuando θ es 45 grados. Ası́ que la distancia recorrida
por un objeto es máxima cuando el ángulo de disparo es de 45 grados. Esto tiene
sentido porque la distancia recorrida depende de la rapidez en X y la rapidez
en X depende del coseno del ángulo. Además, la distancia recorrida depende
de la rapidez en Y y la rapidez en Y depende del seno del ángulo. Ası́ que
necesitamos un equilibrio entre el coseno del ángulo y el seno del ángulo; un
ángulo cerca a 90 grados hace que el seno sea cerca a 1 pero al mismo tiempo
hace que coseno esté cerca a cero. Un ángulo muy pequeño, cerca a cero, hace
que el coseno esté cerca a 1 pero el seno cerca a cero. Resulta que el equilibrio
se da precisamente cuando el ángulo es 45 grados, en cuyo caso el coseno y el
seno dan lo mismo (

√
2/2).

Nota 3.12. Ángulo de lanzamiento para la distancia máxima

La distancia total recorrida en X si conocemos el ángulo inicial de
lanzamiento, la rapidez total inicial, y si el objeto termina a la misma

altura a la cual empezó es dx = 2v2 cosθ sinθ
g = v2 sin(2θ)

g .

Esta distancia es máxima cuando θ (el ángulo de lanzamiento) es 45
grados.
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(b) Para hallar la altura del árbol debemos tener en cuenta que la bola pasa
justo por encima de este, ası́ que podemos encontrar la altura del árbol si
encontramos la altura de la bola cuando pasa por allı́. Para hallar esta altura
de la bola necesitamos usar la ecuación de movimiento en Y de la bola.

En Y la bola tiene aceleración negativa de la gravedad, posición inicial cero
(pues el origen está en el piso) y rapidez inicial en Y igual a v sinθ —como
dijimos en (a)—:

yf ŷ = −
1
2
gt2ŷ +(v sinθ)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
viy

tŷ. (4)

Ahora debemos hallar el tiempo en el cual la bola pasa por el árbol. Esto lo
podemos hacer si tenemos en cuenta que el árbol está a una distancia de d/3 y
que la rapidez en X es vx = v cosθ. Como en X distancia es rapidez por tiempo,
tenemos

d/3 = (v cosθ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vx

ta, (5)

donde hemos llamado ta al tiempo en el cual la bola llega hasta el árbol. Si
despejamos ese tiempo, tenemos

d/3
v cosθ

= ta. (6)

Si ahora usamos este tiempo en la ecuación (4), podemos obtener la posición
en Y a la que pasa la bola cuando está encima del árbol:

yf ŷ = −
1
2
g ( d/3

v cosθ
)

2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ta

ŷ +(v sinθ)( d/3
v cosθ

)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ta

ŷ. (7)

Simplificando un poco, esto da

yf ŷ = −
1

18
g ( d2

v2 cos2θ
) ŷ +(sinθ)( d/3

cosθ
) ŷ. (8)

Si usamos que tanθ = sinθ
cosθ y aplicamos valor absoluto (pues la altura es la mag-

nitud de la posición ası́ que debemos garantizar que esta altura sea positiva6),
obtenemos

yf = ∥−
1

18
g ( d2

v2 cos2θ
) ŷ + d

3
tanθŷ∥ . (9)

6 En este problema tendrı́a sentido ignorar el valor absoluto, pues es de esperarse que la altura
dé positiva. Sin embargo, no siempre es ası́, y hay problemas en los que la altura puede ser negativa.
Ası́ que es mejor ser un poco más rigurosos y acostumbrarse a usar el valor absoluto incluso en
problemas que no lo requieren.
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La anterior es la altura de la bola cuando ha recorrido la distancia X a la que
está el árbol. Es decir, para que la bola no se choque con el árbol, el árbol debe
medir máximo lo que dice la ecuación (9).

(c) Como en Y la aceleración es constante, la velocidad Y de la bola está dada
por la ecuación

v⃗y = g⃗t + v⃗iy7. (10)

Si usamos el hecho de que el tiempo en el cual pasa la bola por el árbol está
dado por la ecuación (6), que la dirección de la gravedad es negativa y que
la velocidad inicial en Y tiene magnitud viy = v sinθ y apunta en la dirección
positiva de Y, obtenemos

v⃗y = −g (
d/3

v cosθ
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ta

ŷ +v sinθ
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

viy

ŷ. (11)

Esto se puede expresar como

v⃗y = (−
gd

3v cosθ
+v sinθ) ŷ. (12)

Pero en el enunciado nos piden que la expresión de la velocidad en Y sólo
pueda quedar en términos del ángulo θ y la rapidez inicial v, y la ecuación
(12) hace referencia a la distancia d. En la sección (a) obtuvimos una expresión
para la distancia en términos de θ y v —la ecuación (2)—. Ası́ que podemos
usar la ecuación (2) en la ecuación (12):

v⃗y =
⎛
⎝
−
g

d
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

(2v2 cos θ sinθ
g

)

3v cosθ
+v sinθ

⎞
⎠
ŷ. (13)

(Notemos que no usamos la ecuación (3) porque es más fácil simplificar si todo
queda en términos de θ en vez de 2θ). Si simplificamos algunos términos en el
primer término derecho, esto da

v⃗y = (−
2v sinθ

3
+v sinθ) ŷ. (14)

7 En vez de usar la ecuación (10) podemos obtener la velocidad en Y usando el hecho de que
la rapidez en Y está dada por v2

iy = v
2
iy +2a(hf −hi), donde a es −g, la altura final es la altura del

árbol hallada en (a) y la altura inicial es cero.
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Finalmente, si sumamos, esto da

v⃗y = (
v

3
sinθ) ŷ. (15)

Notemos que esta expresión sólo puede ser negativa si sinθ es negativo, pero
sinθ no puede ser negativo porque θ está entre cero y 90 grados (si sinθ fuera
negativo, entonces la velocidad inicial en Y serı́a negativa, lo cual no puede
pasar porque la bola no se está enterrando en el piso al ser impactada). Ası́,
esta expresión tiene que ser positiva, es decir, la velocidad Y de la bola cuando
pasa por el árbol es positiva. Por lo tanto, la bola está subiendo.

Hay otra forma sencilla de explicar por qué la bola tiene que estar subiendo.
Si la altura inicial y final es la misma, un objeto alcanza la altura máxima en
la mitad del tiempo de vuelo (nota 3.10), y en la mitad del tiempo de vuelo
la bola va por la mitad del recorrido en X. La mitad del recorrido en X es d/2
pero el árbol está a una distancia de d/3. Es decir, cuando la bola pasa por el
árbol todavı́a no ha llegado a su altura máxima, ası́ que todavı́a debe de estar
subiendo.
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Problema 3.15.

Palabras clave: encuentro de un proyectil con
un objeto con velocidad constante, ángulo de
lanzamiento.

Una persona en una isla ve cómo un avión de guerra le dispara un misil a
un barco que se mueve con velocidad constante. Suponga que el misil da en
el objetivo en el tiempo t1. Además, la magnitud de la velocidad del barco,
medida con respecto a la isla, es vb. La altura inicial del misil es h y la distancia
entre la isla y el barco en el momento del disparo es d. Suponga que el misil no
tiene propulsión, ası́ que sigue un movimiento parabólico.

(a) Escriba una expresión para el ángulo de lanzamiento α indicado en la
figura para que el misil impacte el barco. Note que el ángulo es medido
con respecto a una lı́nea paralela al mar.

(b) Escriba una expresión para la magnitud vm de la velocidad inicial del
misil.

Nota: desprecie la altura del barco.

PROBLEMA 3.15
Una persona en una isla ve cómo un avión de guerra le dispara un misil a un barco que se mueve con velocidad constante. Suponga que el misil da en el objetivo en el tiempo t1. Además, la 
magnitud de la velocidad del barco, medida con respecto a la isla, es vb. La altura inicial del misil es h y la distancia entre la isla y el barco en el momento del disparo es d. Suponga que el mi-
sil no tiene propulsión, así que sigue un movimiento parabólico (su velocidad en X es constante y en Y tiene aceleración de gravedad). a) Escriba una expresión para el ángulo de lanzamiento 
α indicado en la figura para que el misil impacte el barco. Note que el ángulo es medido con respecto a una línea paralela al mar. b) Escriba una expresión para la magnitud vm de la velocidad 
inicial del misil. Nota: desprecie la altura del barco.

α

 d

 h

⃗v m

⃗v b

226
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a) y (b) La rapidez vb del barco, la altura inicial h desde la cual es disparado el misil, el tiempo
t1 de vuelo del misil y la distancia d entre el barco y la isla cuando el misil es disparado.
Debemos despreciar la altura del barco.

¿Qué nos piden?

(a) Una expresión para el ángulo de lanzamiento α indicado en la figura para que el misil
impacte el barco.

(b) Una expresión para la magnitud vm de la velocidad inicial del misil.

(a) Como es costumbre, debemos escoger un sistema de coordenadas. El sistema
más conveniente aquı́ es uno situado en la isla, desde el cual se mide la distancia
al barco, la altura del misil y cuyo eje X apunte en la dirección de movimiento
del barco y del misil:

¿Qué información nos dan?

La rapidez vb del barco, la altura inicial h desde la cual es disparado el misil, el tiempo t1 de vuelo del misil  y la distancia d entre el barco y la isla cuando el misil es disparado. Debe-
mos despreciar la altura del barco.

¿Qué debemos hallar?

a) Una expresión para el ángulo de lanzamiento α indicado en la figura para que el misil impacte el barco.

b) Una expresión para la magnitud vm de la velocidad inicial  del misil.

SOLUCIÓN

a). Como ya estamos acostumbrados, debemos escoger un sistema de coordenadas. El sistema más conveniente sería uno situado en la isla, desde el cual se mide la distancia al barco, la altura 
del misil y cuyo eje X apunte en la dirección de movimiento del barco y del misil:

α

 d

 h

⃗v m

⃗v b

X
Y
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Debemos hallar una expresión para el ángulo de disparo de modo que el misil
impacte el barco, ası́ que debemos buscar ecuaciones en las que aparezca este
ángulo.

Notemos que las velocidades iniciales en Y y en X dependen del ángulo, como
se aprecia a continuación:
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Debemos hallar una expresión para el ángulo de disparo de modo que el misil impacte el 
barco. Hay diferentes ecuaciones en las cuales aparece el ángulo. Por ejemplo, la velocidad 
inicial en Y y en X depende del ángulo, como se aprecia a continuación:   

vm

vx

α

viy

viy y la magnitud de 
vx.

Notemos que la línea punteada sobre la que se mide el ángulo α (sobre la que está la veloci-
dad X) es paralela al eje X. De este dibujo se puede notar claramente que el cateto adyacen-
te al ángulo α es la magnitud de la velocidad en X, es decir, vx. Por lo tanto,

vx = vm cos α   (1)

Por su parte, podemos notar que la magnitud de la velocidad inicial en Y es 

viy = vm sin α   (2)

Estas dos ecuaciones relacionan el ángulo α que buscamos con otras variables, como la ra-
pidez en X, la rapidez inicial en Y y la rapidez inicial del misil vm. Pero no conocemos nin-
guna de estas variables, así que estas ecuaciones no nos permiten hallar el ángulo que bus-
camos. Así, debemos usar más información. 

Nos dicen que el misil impacta el barco en el tiempo t1. Para que el misil impacte el barco 
se debe cumplir que cuando el misil esté a punto de caer, es decir, cuando su altura final 
sea justo cero, su posición en X debe ser la misma que la posición X del barco. Para aprove-
char esta información, escribamos las ecuaciones X de movimiento del barco y del misil. 
La posición X del barco está dada por la ecuación de un movimiento con velocidad unifor-
me. En el caso presente la posición inicial del barco es d ̂x, pues inicialmente el barco está a 

una distancia d en la dirección positiva de X. Además, la velocidad del barco es de magni-
tud vb y apunta en la dirección positiva de X. Por lo tanto, la posición en función del tiem-
po del barco es:

xb ̂x = vbt ̂x + d ̂x   (3)

Ahora escribamos la ecuación en X del misil. La posición X inicial del misil es cero según 
el sistema usado (ver figura). Ahora, no conocemos la velocidad X del misil, aunque sabe-
mos que debe ser positiva y constante (es constante porque el misil no tiene propulsión). 
Así, podemos escribir la ecuación de movimiento en dirección X de esta forma:

xm ̂x = vmxt ̂x   (4)

La velocidad en X del misil está dada por la ecuación (1), así que la ecuación (4) queda:

xm ̂x = vm cos αt ̂x   (5)
vx

Como habíamos dicho, para que el misil impacte el barco las posiciones en X deben coinci-
dir. Estas posiciones coinciden en el tiempo t1 que es cuando el misil impacta el barco. Por 
lo tanto, xm ̂x tiene que ser igual a xb ̂x en el tiempo t1. Así que podemos igualar las ecuacio-
nes (3) y (5) en dicho tiempo:

vbt1 ̂x + d ̂x = (vm cos α)t1 ̂x   (6)

xb ̂x xm ̂x

Todas las variables de esta ecuación las conocemos, excepto vm y α. Podemos intentar des-
pejar vm cos α dividiendo por el tiempo t1 y aplicando la regla de oro:
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Descomponemos la velocidad inicial del misil en sus componentes. La magnitud
de la componente en Y es viy y la magnitud de la componente en X es vx .

Notemos que la lı́nea punteada sobre la que se mide el ángulo α (sobre la que
está la velocidad X) es paralela al eje X. En este dibujo se puede ver claramente
que el cateto adyacente al ángulo α es vx. Por lo tanto,

vx = vm cosα. (1)

Por su parte, en el mismo dibujo podemos ver que la magnitud de la velocidad
inicial en Y es

viy = vm sinα. (2)

Estas dos ecuaciones relacionan el ángulo α que buscamos con vx, viy y vm. El
problema es que no conocemos ninguna de estas variables, ası́ que debemos
usar más información.

Nos dicen que el misil impacta el barco en el tiempo t1. Para que el misil
impacte el barco se debe cumplir la condición de que cuando el misil llegue al
mar su posición en X debe ser la misma que la posición X del barco. Escribamos
entonces las ecuaciones X de movimiento del barco y del misil.

La posición X del barco está dada por la ecuación de un movimiento con
velocidad uniforme. En el caso presente la posición inicial del barco es dx̂,
pues inicialmente el barco está a una distancia d en la dirección positiva de
X. Además, la velocidad del barco es de magnitud vb y apunta en la dirección
positiva de X. Por lo tanto, la posición en función del tiempo del barco es

xv x̂ = vbtx̂+dx̂. (3)

Ahora escribamos la ecuación en X del misil. La posición X inicial del misil es
cero según el sistema usado. No conocemos la velocidad X del misil aunque
sabemos que debe ser positiva y constante (es constante porque el misil sigue
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un movimiento parabólico). Ası́, podemos escribir la ecuación de movimiento
en dirección X de esta forma:

xmx̂ = vmxtx̂. (4)

La velocidad en X del misil está dada por la ecuación (1), ası́ que la ecuación
(4) queda

xmx̂ = vm cosα
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vx

tx̂. (5)

Como habı́amos dicho, para que el misil impacte el barco las posiciones en X
deben coincidir. Estas posiciones coinciden en el tiempo t1 que es cuando el
misil impacta el barco. Por lo tanto, xmx̂ tiene que ser igual a xbx̂ en el tiempo
t1. Ası́ que podemos igualar las ecuaciones (3) y (5) en dicho tiempo:

vbt1x̂+dx̂
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

xb x̂

= (vm cosα)t1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

xmx̂

x̂. (6)

Aquı́ no conocemos vm y α. Por ahora, despejemos vm cosα dividiendo por el
tiempo t1 y apliquemos la regla de oro:

vb +
d

t1
= vm cosα. (7)

Queremos hallar el ángulo α pero no podemos hacerlo sólo con esta ecuación
porque no conocemos vm, ası́ que debemos buscar más ecuaciones. Por ejemplo,
no hemos usado la ecuación de movimiento en Y.

En Y el misil tiene aceleración negativa y tiene velocidad inicial también
negativa porque sale disparado hacia abajo. Además, según el sistema escogido
la posición inicial en Y es hŷ. Ası́ que la ecuación de movimiento en Y del misil
es de esta forma:

yŷ = −1
2
gt2ŷ −viytŷ +hŷ. (8)

Podemos usar la ecuación (2) para escribir la velocidad inicial en Y del misil en
términos de α y vm:

yŷ = −1
2
gt2ŷ −vm sin α

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
viy

tŷ +hŷ. (9)

Cuando ha pasado un tiempo t1, la posición Y del misil es 0ŷ, pues en ese
momento el misil impacta el barco que está sobre el nivel del mar (altura cero):

0ŷ = −1
2
gt2

1 ŷ −vm sinαt1ŷ +hŷ. (10)
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Si pasamos el término vm sinα al lado izquierdo y aplicamos la regla de oro,
obtenemos

vm sinαt1 = −
1
2
gt2

1 +h. (11)

Si dividimos todo por t1, esto da

vm sinα = −1
2
gt1 +

h

t1
. (12)

De aquı́ tampoco podemos despejar α porque no conocemos vm. Pero de la
ecuación (7) podemos despejar vm en términos de cosα y usar ese resultado
en la ecuación (12) —también podemos despejar vm de la ecuación (12) en
términos de sinθ y usar eso en la ecuación (7)—. Si dividimos la ecuación (7)
por cosα, tenemos

1
cosα

(vb +
d

t1
) = vm. (13)

Ahora remplacemos esto en la ecuación (12):

( 1
cosα

(vb +
d

t1
))

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
vm

sinα = −1
2
gt1 +

h

t1
. (14)

Antes de continuar, notemos que sinα está en el numerador del término iz-
quierdo, mientras que cosα está en el denominador, y eso es lo mismo que
tanα:

(vb +
d

t1
)tanα = −1

2
gt1 +

h

t1
. (15)

Podemos dejar tanα sólo a la izquierda dividiendo por el término entre parénte-
sis que multiplica a tanα:

tanα =
−1

2
gt1 +

h

t1

(vb + d
t1
)

. (16)

Esta ya es una expresión que nos permite hallar α en términos de variables
conocidas. Pero antes podemos simplificar un poco más el término derecho si
sumamos los fraccionarios en el numerador y en el denominador:

tanα =

−1
2
gt2

1 +h

t1

(vbt1 +d
t1

)
. (17)
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Si cambiamos 1/2 por 0.5 y simplificamos t1, esto queda

tanα = −
0.5gt2

1 +h
(vbt1 +d)

. (18)

Finalmente, usando arcotangente, podemos encontrar la expresión para α:

α = arctan(−0.5gt2 +h
vbt +d

) . (19)

(b) Ahora que tenemos una expresión para α es sencillo hallar una expresión
para la magnitud vm de la velocidad inicial del misil. Por ejemplo, la ecuación
(13) nos dice vm en términos de coseno de α. Si usamos el hecho de que α está
dado por la ecuación (19), entonces la ecuación (13) queda8

1

cos(arctan(−0.5gt2 +h
vbt +d

))

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
α

(vb +
d

t1
) = vm. (20)

8 Otra forma de buscar una expresión para vm es con la ecuación vm =
√

v2
x + v2

iy . Al seguir

esta ruta el lector va a llegar a una ecuación que no es evidentemente equivalente a (20), pero si
reemplaza valores numéricos puede comprobar que sı́ lo son.
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Problema 3.16.

Palabras clave: distancia recorrida en caso de
proyectil disparado hacia abajo, altura des-
pués de cierto tiempo del recorrido.

Un tenista está realizando un servicio como se indica en el dibujo. Tenemos
la siguiente información: el ángulo θ que se mide entre el vector de velocidad
v⃗ de la bola y una lı́nea paralela al eje X es 4○. La magnitud de la velocidad
inicial v de la bola es de 36 metros por segundo. La distancia dm entre el tenista
y la malla medida a lo largo del eje X de la figura es de 12 metros. La altura
de la malla es 1 metro. Además, la distancia dl (en morado) es de 7 metros. Si
el tenista impacta la bola a una altura inicial h de 2.8 metros y si suponemos
que la trayectoria que sigue la bola se mantendrá alineada con el eje X, ¿será
un servicio válido? (El servicio es válido si la bola cae antes de que se termine
la lı́nea en morado, dl). Use el sistema de coordenadas en azul indicado en el
dibujo.

Nota: haga todo en términos de las variables conocidas dm, h, dl , v y θ, no con
números. Sólo ponga los números al final.

PROBLEMA 3.16
Un tenista está realizando un servicio como se indica en la figura. Tenemos la siguiente información: el ángulo θ  que se mide entre el vector de velocidad ⃗v  de la bola y una línea punteada 
que es paralela al eje X,  es 4∘ (notar el sistema de coordenadas pintado en azul).  La magnitud de la velocidad inicial v de la bola es  36 metros por segundo.  La distancia dm  entre el tenista y 
la malla, medida a lo largo del eje X de la figura, es 12 metros. La altura de la malla es 1 metro. Además, la distancia dl (en morado) es de siete metros. Si el tenista impacta la bola a una altura 
inicial h de 2.8 metros y si suponemos que la trayectoria que sigue la bola se mantendrá alineada con el eje X, ¿será un servicio válido? (Un servicio es válido si la bola cae dentro de la línea 
en morado, dl) Nota: Hacer todo en términos de las variables conocidas dm, h, dl, v y θ , no con números, y sólo poner los números al final, cuando sea necesario.

Y

X

dm
dl

θ
⃗v
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Solución

¿Qué información nos dan?

La magnitud de la velocidad inicial de la bola es de 36 metros por segundo. El ángulo que se
forma entre la velocidad inicial y una lı́nea paralela al eje X es θ = 4○. La distancia entre la
malla y el tenista es dm = 12 m y va a lo largo del eje X. La altura de la malla es de 1 m, la
distancia es dl es 7 m. La altura inicial es 2.8 m. La bola se mueve a lo largo de X. Debemos usar
el sistema de coordenadas indicado.



Caı́da libre, lanzamiento vertical y movimiento parabólico 355

¿Qué nos piden?

Debemos determinar si el servicio es válido. Para que sea válido, la bola debe superar la malla y
caer dentro de los lı́mites definidos por la distancia dl . Nos piden hacer todo en términos de las
variables conocidas dm, h, dl , v y θ y sólo poner los números al final.

Esta vez no tenemos que empezar por escoger un sistema de coordenadas
porque en el problema nos dan uno. Para determinar si el servicio es válido
debemos verificar dos cosas: primero, que cuando la bola llegue a donde está
la malla tenga una altura de más de un metro para que pueda superar la
malla. Y segundo, si la bola supera la malla, debe caer dentro de la distancia
permitida dl .

Para saber si la bola supera la malla debemos determinar la posición en Y
para el tiempo en el cual la bola ha recorrido la distancia dm. Como la bola
sale disparada hacia abajo, en Y la bola tiene cierta rapidez inicial negativa
(desconocida). Además, tiene aceleración g negativa y tiene posición inicial hŷ
(esta última es conocida). Podemos escribir la ecuación en Y de la bola ası́:

yŷ = −1
2
gt2ŷ −viytŷ +hŷ. (1)

Para hallar la velocidad inicial en Y descompongamos el vector de la velocidad
inicial, y para hacer esto es conveniente poner el vector a lo largo del eje X:

¿Qué información nos dan?

La magnitud de la velocidad inicial de la bola  es de 36 metros por segundo. El ángu-
lo  que se forma entre la velocidad inicial y una línea paralela al eje X es θ = 4∘ hacia 
abajo. La distancia entre la malla y el tenista es dm = 12 m y va a lo largo del eje X. 
La altura de la malla es de 1 m, la distancia dl  es 7 m. La altura inicial es 2.8 m. La 
bola se mueve a lo largo de X.

¿Qué debemos hallar?

Debemos determinar si el servicio es válido. Para que sea válido el servicio, la bola 
debe superar la malla y caer dentro de la distancia dl. Nota: Hacer todo en términos 
de las variables conocidas dm, h, dl, v y θ , no con números, y sólo poner los números 
al final, cuando sea necesario.

SOLUCIÓN

Esta vez no tenemos que escoger un sistema de coordenadas porque en el problema nos 
dan uno. Para determinar si el servicio es válido debemos verificar que la bola caiga dentro 
de la línea morada dl, así que debemos determinar dos cosas: primero, que cuando la bola 
llegue a donde está la malla, lleve una altura de mínimo un metro para que pueda superar la 
malla. Y segundo, si la bola supera la malla, debe caer dentro de la distancia permitida dl. 
Para determinar si la bola supera la malla debemos determinar la posición en Y para el tiem-
po en el cual la bola ha recorrido la distancia  dm. 

En Y la bola tiene cierta rapidez inicial Y negativa (pues la bola sale disparada hacia abajo, 
y hacia abajo es negativo según nuestro sistema), tiene aceleración g negativa, y tiene posi-
ción inicial  h ̂y (sabemos que h es 2.8 metros, pero nos piden hacer todo con variables has-
ta el final) . La ecuación en Y de la bola la podemos escribir así:

y ̂y = −
1
2

gt2 ̂y − viyt ̂y + h ̂y   (1)

Ahora, la velocidad inicial en Y la podemos hallar porque conocemos la velocidad inicial 
total y el ángulo que marca esa velocidad. Podemos descomponer el vector de la velocidad 
inicial, pero para hacer esto, es conveniente poner este vector a lo largo del eje X:

θ
v

⃗
-Situación inicial.

Como vimos en el capítulo de vectores, si trasladamos un vector sin cambiar su dirección, 
el vector sigue siendo el mismo. Por lo tanto, hemos trasladado el vector de velocidad al 
origen de nuestro sistema para ver de forma más clara el triángulo que forma el vector con 
el eje X. El triángulo mencionado resulta de descomponer el vector:

θ
viy

vx

v

Descomponemos el vector en vx (magnitud 
de la componente X) y viy (magnitud de la 
componente inicial en Y). Se forma el trián-
gulo rectángulo dibujado a la izquierda.

En este triángulo se nota que la rapidez inicial a lo largo del eje Y corresponde al cateto 
opuesto al ángulo θ, mientras que la rapidez en X es el cateto adyacente. Así, vx = v cos θ  
y  viy = v sin θ. Si usamos esta información en la ecuación (1), obtenemos:
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Trasladamos el vector v⃗ sin cambiar su dirección, de modo que su cola se ubique
en el origen del sistema de coordenadas.
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Hemos trasladado el vector de velocidad al origen de nuestro sistema para ver
de forma más clara el triángulo que forma el vector con el eje X cuando lo
descomponemos9:

¿Qué información nos dan?

La magnitud de la velocidad inicial de la bola  es de 36 metros por segundo. El ángu-
lo  que se forma entre la velocidad inicial y una línea paralela al eje X es θ = 4∘ hacia 
abajo. La distancia entre la malla y el tenista es dm = 12 m y va a lo largo del eje X. 
La altura de la malla es de 1 m, la distancia dl  es 7 m. La altura inicial es 2.8 m. La 
bola se mueve a lo largo de X.

¿Qué debemos hallar?

Debemos determinar si el servicio es válido. Para que sea válido el servicio, la bola 
debe superar la malla y caer dentro de la distancia dl. Nota: Hacer todo en términos 
de las variables conocidas dm, h, dl, v y θ , no con números, y sólo poner los números 
al final, cuando sea necesario.

SOLUCIÓN

Esta vez no tenemos que escoger un sistema de coordenadas porque en el problema nos 
dan uno. Para determinar si el servicio es válido debemos verificar que la bola caiga dentro 
de la línea morada dl, así que debemos determinar dos cosas: primero, que cuando la bola 
llegue a donde está la malla, lleve una altura de mínimo un metro para que pueda superar la 
malla. Y segundo, si la bola supera la malla, debe caer dentro de la distancia permitida dl. 
Para determinar si la bola supera la malla debemos determinar la posición en Y para el tiem-
po en el cual la bola ha recorrido la distancia  dm. 

En Y la bola tiene cierta rapidez inicial Y negativa (pues la bola sale disparada hacia abajo, 
y hacia abajo es negativo según nuestro sistema), tiene aceleración g negativa, y tiene posi-
ción inicial  h ̂y (sabemos que h es 2.8 metros, pero nos piden hacer todo con variables has-
ta el final) . La ecuación en Y de la bola la podemos escribir así:

y ̂y = −
1
2

gt2 ̂y − viyt ̂y + h ̂y   (1)

Ahora, la velocidad inicial en Y la podemos hallar porque conocemos la velocidad inicial 
total y el ángulo que marca esa velocidad. Podemos descomponer el vector de la velocidad 
inicial, pero para hacer esto, es conveniente poner este vector a lo largo del eje X:

θ
v

Trasladamos el vector ⃗v  sin cambiar su dirección, 
de modo que su cola se ubique en el origen de nues-
tro sistema de coordenadas.

Situación inicial.

Como vimos en el capítulo de vectores, si trasladamos un vector sin cambiar su dirección, 
el vector sigue siendo el mismo. Por lo tanto, hemos trasladado el vector de velocidad al 
origen de nuestro sistema para ver de forma más clara el triángulo que forma el vector con 
el eje X. El triángulo mencionado resulta de descomponer el vector:

θ
viy

vx

v

Descomponemos el vector en vx (magnitud 
de la componente X) y viy (magnitud de la 
componente inicial en Y). Se forma el trián-
gulo rectángulo dibujado a la izquierda.

En este triángulo se nota que la rapidez inicial a lo largo del eje Y corresponde al cateto 
opuesto al ángulo θ, mientras que la rapidez en X es el cateto adyacente. Así, vx = v cos θ  
y  viy = v sin θ. Si usamos esta información en la ecuación (1), obtenemos:
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Descomponemos el vector en vx (magnitud de la componente X) y viy (magnitud
de la componente inicial en Y).

En este triángulo se nota que vx = v cosθ y viy = v sinθ. Si usamos esta informa-
ción en la ecuación (1), obtenemos

yŷ = −1
2
gt2ŷ −(v sinθ

´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶
viy

)tŷ +hŷ. (2)

Para saber si la bola superó la malla nos interesa saber la posición en Y de la
bola en el tiempo en el que la bola pasa por la malla. Para hallar el tiempo que
le toma a la bola llegar a la malla debemos usar la ecuación de movimiento en
X.

En X la velocidad es constante, ası́ que distancia es rapidez por tiempo. La
distancia en X que tiene que recorrer la bola es dm y la rapidez en X es vx =
v cosθ. Por lo tanto, tenemos

dm = (v cosθ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vx

tm, (3)

donde hemos llamado tm al tiempo que le toma a la bola llegar hasta la malla.
Si despejamos el tiempo, tenemos

dm
(v cosθ) = tm. (4)

9 En el capı́tulo de vectores aprendimos que si trasladamos un vector sin cambiar su dirección
el vector no cambia.
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Ahora debemos usar este tiempo en la ecuación (2) para encontrar la posición
en Y para el momento en que la bola pasa por la malla:

ymŷ = −
1
2
g ( dm
(v cosθ))

2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
tm

ŷ −v sinθ( dm
(v cosθ))

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
tm

ŷ +hŷ, (5)

donde ym es la altura de la bola cuando pasa por la malla. Si aplicamos la regla
de oro y tenemos en cuenta que el segundo término del lado derecho tiene
sinθ sobre cosθ que es igual a tanθ, esto queda

y = −1
2
g ( dm

v cosθ
)

2

−dm tanθ +h. (6)

Esta es la expresión de la altura de la bola cuando pasa por la malla en término
de variables conocidas. Ahora sı́ podemos usar los valores numéricos de cada
variable para saber si la bola pasa la malla.

y = −1
2
(9.81 m/s2)

⎛
⎝

h
³¹¹·¹µ
12 m

(36 m/s)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

v

(cos 4○
´¸¶
θ

)
⎞
⎠

2

−(12 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

dm

tan 4○
´¸¶
θ

+2.8 m
´¹¹¹¹¸¹¹¹¶

h

= 1.41 m.

(7)

La altura de la malla es de 1 metro, ası́ que la bola sı́ pasa la malla.

Ahora debemos determinar dónde cae la bola para saber si cae dentro de la
distancia reglamentaria (este no es un caso en el cual la altura inicial sea igual
a la final, ası́ que no podemos usar la ecuación de distancia en X que vimos en
la nota 3.10 o en la nota 3.12). En X distancia es rapidez por tiempo, ası́ que en
X, cuando la bola cae, tenemos

dx = (v cosθ)tc, (8)

donde dx es la distancia en X donde cae la bola y tc es el tiempo en el cual cae
la bola. Lo único desconocido aquı́ es tc.

Podemos hallar tc usando la ecuación de movimiento en Y, pues cuando la bola
cae la posición en Y es 0ŷ. Si usamos esto en la ecuación (2), obtenemos

0ŷ = −1
2
gt2

c ŷ −(v sinθ)tcŷ +hŷ. (9)

Si aplicamos la regla de oro, esto queda

0 = −1
2
gt2

c −(v sinθ)tc +h. (10)
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Notemos que esta es una ecuación cuadrática en el tiempo. Si usamos los
valores numéricos, obtenemos

0 = −1
2
(9.81 m/s2)t2

c −(36 m/s)(sin4○)tc +2.8 m. (11)

Como la ecuación cuadrática es de la forma a2x+bx+ c = 0, podemos hacer la
siguiente identificación: el término a que acompaña la variable al cuadrado (t2

c

en nuestro caso) es −1/2(9.81 m/s2). El término b que acompaña la variable a
la primera potencia (tc) es −(36 m/s)(sin4○). Y el término independiente c es
2.8 m. Por lo tanto, la solución de esta ecuación es

tc =
(36 m/s)(sin4○)±

√
(−(36 m/s)(sin4○))2 −4(−1

2(9.81 m/s2))(2.8 m)
2(−1

2(9.81 m/s2))
.

(12)

Esto nos da dos soluciones:

tc = −1.05 s, tc = 0.54 s. (13)

La primera solución no tiene sentido porque nos da un tiempo negativo, ası́
que el tiempo correcto tiene que ser el segundo. Si usamos este tiempo en la
ecuación (8) que nos da la distancia recorrida en X, y teniendo en cuenta que θ
es 4 grados y v es 36 metros por segundo, hallamos que la distancia en X es

dx = (36 m/s)(cos4○)(0.54 s
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

tc

) = 19.39 m. (14)

¿Es válido el servicio? Notemos en el dibujo inicial que el servicio sólo es válido
si cae dentro de los lı́mites de la distancia dl . La mı́nima distancia válida es
cuando la bola cae justo en el comienzo de dl (es decir, justo al final de dm). En
ese caso, la distancia recorrida por la bola en X es 12 metros. Por otro lado, la
máxima distancia a la que puede caer la bola para un servicio válido es dm +dl ,
que es 12 metros más 7 metros, es decir, 19 metros. Pero ya calculamos que la
bola recorre 19.39 metros. Por lo tanto, el servicio no es válido.
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Problema de repaso 3.17.

Palabras clave: altura máxima, ángulo de lan-
zamiento, distancia máxima horizontal, velo-
cidad inicial en Y, tiempo de vuelo.

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(1) Si conoce el ángulo de lanzamiento y la velocidad total inicial de
lanzamiento, puede hallar la altura máxima alcanzada por el objeto
con respecto al nivel del mar.

(2) Cuanto mayor sea el ángulo inicial de lanzamiento, más distancia X
recorre el objeto.

(3) Si la velocidad de lanzamiento de un objeto A es de mayor magnitud
que la velocidad hacia arriba en un lanzamiento vertical de un objeto
B, entonces sabemos que A va a volar durante más tiempo.

(4) Si un objeto lleva volando un tiempo dado por viy/2g, donde viy es
la rapidez inicial en Y, podemos estar seguros de que el objeto no ha
alcanzado la altura máxima.

(5) Si nos dicen la altura inicial de un lanzamiento parabólico, y nos dicen
el tiempo de altura máxima, podemos hallar la altura del objeto en
cualquier otro tiempo que nos pidan.

Solución
(1) Falso. Además de la rapidez inicial en Y, que sı́ podemos hallar con la velo-
cidad inicial y el ángulo, necesitamos conocer la altura inicial del lanzamiento.
Lo que sı́ podemos hallar con estos datos es la diferencia entre la altura máxima
y la inicial.

(2) Falso. La mayor distancia en X se obtiene cuando el ángulo es de 45 grados
(nota 3.12). Un ángulo mayor a 45 grados da una distancia menor en X.

(3) Falso. El tiempo de vuelo de A no sólo depende de la magnitud de la
velocidad inicial sino también del ángulo de lanzamiento, y este ángulo no
lo conocemos (si el ángulo es muy pequeño o cero, entonces el objeto no va a
volar mucho).

(4) Verdadero. El tiempo de altura máxima está dado por viy/g, y viy/2g es
menor que viy/g ası́ que en el tiempo viy/2g el objeto no ha alcanzado aún el
punto de altura máxima.

(5) Verdadero. Para hallar la altura del objeto en cualquier momento necesi-
tamos utilizar la ecuación Y del objeto, que es y⃗ = (1/2)g⃗t2 + v⃗iyt + y⃗i . En este
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caso conocemos la altura inicial, y también podemos hallar la rapidez inicial
en Y porque nos dan el tiempo de altura máxima. Con este tiempo podemos
despejar viy usando viy/g = tm.
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Problema 3.18.

Palabras clave: distancia final en Y entre dos
puntos, altura máxima, distancia horizontal,
tiempo de vuelo.

Camilo va a lanzar un dardo, como se ve en el dibujo. Nos dicen que la altura
máxima del trayecto medida con respecto al piso es hm, y esta altura ocurre
cuando el dardo ha recorrido una distancia horizontal dm. Además, conocemos
hi , que es la altura inicial del dardo medida con respecto al piso, y conocemos
la distancia horizontal D entre la posición inicial del dardo y el tablero. Si el
centro del blanco del tablero (cı́rculo rojo) está a una altura hb con respecto al
piso, dé una expresión en término de las variables conocidas para la distancia
vertical a la que cae el dardo con respecto al centro del blanco. Haga esto
usando el sistema de coordenadas indicado en el dibujo.

PROBLEMA 3.17 

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

1. Si conoce el ángulo de lanzamiento y la velocidad total inicial de lanzamiento, puede 
hallar la altura máxima alcanzada por el objeto.

2. Entre mayor sea el ángulo inicial de lanzamiento, más distancia X recorre el objeto.

3. Si la velocidad de lanzamiento de un objeto A es de mayor magnitud que la velocidad 
hacia arriba en un lanzamiento vertical de un objeto B, entonces sabemos que A va a vo-
lar durante más tiempo.

4. Si un objeto lleva volando un tiempo dado por viy /2g, donde viy es la rapidez inicial en Y, 

podemos estar seguros de que el objeto no ha alcanzado la altura máxima.

5. Si nos dicen la altura inicial de un lanzamiento parabólico, y nos dicen el tiempo de altu-
ra máximo, podemos hallar la altura del objeto en cualquier otro tiempo que nos pidan.

SOLUCIÓN

1. Falso. Además de la rapidez inicial en Y que sí podemos hallar con la velocidad inicial y 
el ángulo, necesitamos conocer la altura inicial del lanzamiento, que no conocemos.

2. Falso. La mayor distancia en X se obtiene cuando el ángulo es de 45 grados (Nota 3.11). 
Un ángulo mayor nos dará una distancia menor en X.

3. Falso. El tiempo de vuelo de A no sólo depende de la magnitud de la velocidad inicial, 
sino también del ángulo de lanzamiento, y este ángulo no lo conocemos (si el ángulo es 
muy pequeño, entonces el objeto no va a volar casi). 

4. Verdadero. El tiempo de altura máximo está dado por viy /g , y viy /2g es menor que viy /g, 

así que en el tiempo viy /2g el objeto no ha alcanzado aún el punto de altura máximo.

5. Verdadero. Para hallar la altura del objeto en cualquier momento necesitamos utilizar la 
ecuación Y del objeto, que es ⃗y = (1/2) ⃗g t2 + ⃗v iyt + ⃗y i . En este caso conocemos la 

altura inicial, y también podemos hallar la rapidez inicial en Y porque nos dan el tiempo 
de altura máximo, así que con él podemos despejar viy usando  viy /g = tm. 

PROBLEMA 3.18
Camilo va a lanzar un dardo como se ilustra en la figura. Nos dicen que la altura máxima 
del trayecto (medida con respecto al piso) es hm, y esta altura ocurre cuando el dardo a reco-
rrido una distancia dm horizontal (a lo largo del piso). Además, conocemos hi que es la altu-
ra inicial del dardo medida con respecto al piso y conocemos la distancia horizontal D en-
tre la posición inicial del dardo y el tablero. Si el círculo rojo del tablero está a una altura hb 
con respecto al piso, dar una expresión en término de las variables conocidas para la distan-
cia vertical (en Y) a la que cae el dardo con respecto al centro del blanco (es decir, con res-
pecto al centro del círculo rojo). Hacer esto usando el sistema de coordenadas indicado en 
la Figura.

  D

X

hi

Y

 

¿Qué información nos dan?

La altura inicial hi del lanzamiento, la distancia D en X entre el punto inicial del dar-
do y el tablero, la distancia dm en X entre el punto de altura máximo y la posición 
inicial. También tenemos la altura del centro del blanco hb, y la altura máxima del 
trayecto  hm medida con respecto al piso.
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Solución

¿Qué información nos dan?

La altura inicial hi del lanzamiento, la distancia D en X entre el punto inicial del dardo y el
tablero, la distancia dm en X entre el punto de altura máximo y la posición inicial. También
tenemos la altura del centro del blanco hb , y la altura máxima del trayecto hm, ambas medidas
con respecto al piso. Debemos usar el sistema de coordenadas indicado.

¿Qué nos piden?

Debemos hallar una expresión para la distancia a lo largo del eje Y a la que cae el dardo del
centro del blanco.
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(a) No debemos empezar por escoger un sistema de coordenadas porque nos
dicen cuál sistema usar. Para hallar una expresión para la distancia a la cual cae
el dardo del centro del blanco (cı́rculo rojo), empecemos por recordar que la
distancia entre dos posiciones cualesquiera es la magnitud de la resta vectorial
entre las posiciones (nota 2.19). En nuestro caso, la distancia que buscamos es
aquella entre la posición del blanco y la posición de impacto del dardo.

Como el blanco está a una altura hb conocida, su posición Y según nuestro
sistema es hbŷ. Pero no conocemos la posición Y del dardo cuando llega al
tablero, que vamos a llamar yf ŷ. La distancia que queremos hallar está dada
por

Dy = ∥hbŷ − yf ŷ∥ (1)

Notemos que en este problema no sabemos si el dardo cae arriba o abajo del
blanco, pues no nos dan datos numéricos. Si cae arriba, entonces la resta entre
hbŷ y yf ŷ será negativa porque yf ŷ será mayor que hbŷ. Esta es la razón por la
cual, para que la distancia entre hbŷ y yf ŷ sea positiva, debemos usar el valor
absoluto en la ecuación (1).

Para hallar yf ŷ y poder usar la ecuación (1), empecemos por plantear la ecua-
ción de movimiento en Y del objeto. En Y el dardo tiene un movimiento con
aceleración g negativa, velocidad inicial en Y viy ŷ desconocida y positiva (sa-
bemos que es positiva porque el dardo sube hasta cierta altura máxima), y
altura inicial hi conocida y positiva. Teniendo en cuenta esto, la ecuación de
movimiento en Y es de la siguiente forma:

yŷ = −1
2
gt2ŷ +viytŷ +hi ŷ. (2)

De aquı́ no conocemos viy ŷ. Además, como queremos hallar la posición en Y
cuando el dardo llega al tablero, necesitamos hallar el tiempo que le toma al
dardo llegar al tablero. Para hallar este tiempo y viy ŷ podemos usar la informa-
ción sobre la altura máxima alcanzada por el dardo. Recordemos que la altura
máxima de un objeto en lanzamiento vertical o en movimiento parabólico está
siempre dada por (nota 3.10)

ym = 1
2
⎛
⎝
v2
iy

g

⎞
⎠
+ yi . (3)

En nuestro caso conocemos la altura máxima que es hm y la altura inicial que
es hi . Por lo tanto, tenemos

hm
´¸¶
ym

= 1
2
⎛
⎝
v2
iy

g

⎞
⎠
+ hi
´¸¶
yi

. (4)
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Si pasamos hi al lado izquierdo de la igualdad, y después multiplicamos por
2g, esto queda

2g(hm −hi) = v2
iy . (5)

Finalmente, sacando raı́z cuadrada, hallamos viy :

√
2g(hm −hi) = viy . (6)

Aún nos falta hallar el tiempo que le toma al dardo llegar al tablero. Si encon-
tramos la rapidez en X y usamos el hecho de que en X distancia es rapidez por
tiempo, podemos hallar el tiempo porque también conocemos la distancia D
recorrida en X. Para hallar la rapidez en X podemos usar el hecho de que hasta
el punto de altura máximo la distancia en X es dm, ası́ que en X tenemos

dm = vxtm, (7)

donde tm es el tiempo de altura máximo. El tiempo de altura máximo es fácil
de hallar porque ya conocemos la rapidez inicial en Y, ası́ que podemos usar
(nota 3.10)

viy
g

= tm. (8)

Si usamos el hecho de que viy está dado por la ecuación (6), la ecuación (8)
queda

viy

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ√
2g(hm −hi)

g
= tm. (9)

Si metemos la g del denominador dentro de la raı́z (hay que meterla como g2),
y simplificamos con la otra g, esto nos da

¿
ÁÁÀ2(hm −hi)

g
= tm. (10)

Como el lector tal vez recuerde, esta es la ecuación del tiempo de caı́da en
un movimiento en caı́da libre. Como el tiempo de subida es igual al tiempo
de caı́da, esto no es una sorpresa (nota 3.9). Si usamos el tiempo dado por la
ecuación (10) en la ecuación (7), tenemos

dm = vx
⎛
⎜
⎝

¿
ÁÁÀ2(hm −hi)

g

⎞
⎟
⎠

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
tm

. (11)
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Si dividimos por el término de la raı́z, esto queda

dm√
2(hm−hi)

g

= vx. (12)

Ahora que tenemos la rapidez en X, podemos hallar el tiempo que le toma al
dardo llegar hasta el tablero. La distancia total recorrida en X es D, ası́ que la
rapidez en X multiplicada por el tiempo que queremos hallar nos debe dar la
distancia total D:

D = dm¿
ÁÁÀ2(hm −hi)

g
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vx

tf , (13)

donde hemos llamado tf al tiempo que le toma al dardo llegar al tablero. Si
dividimos todo por el término que acompaña a tf , esto da

D

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

√
2(hm −hi)

g

dm

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
= tf . (14)

Si ahora usamos este tiempo en la ecuación en Y del dardo —ecuación (2)—, y
si usamos viy dada por la ecuación (6), podemos obtener una expresión para la
posición Y del dardo cuando llega al tablero:

yf ŷ = −
1
2
g

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝
D

√
2(hm −hi)

g

dm

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
tf

ŷ+
√

2g(hm −hi)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

viy

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝
D

√
2(hm −hi)

g

dm

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
tf

ŷ+hi ŷ. (15)

Si elevamos al cuadrado el numerador y denominador del primer término que
está entre paréntesis, y escribimos la multiplicación de raı́ces cuadradas del
segundo término como una sola raı́z10, esto queda

yf ŷ = −
1
2
g

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝
D2

2(hm −hi)
g

d2
m

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
ŷ +
⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝
D

√
(2g(hm −hi))

2(hm −hi)
g

dm

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
ŷ +hi ŷ. (16)

10 Dos raı́ces multiplicadas es lo mismo que una sola raı́z de la multiplicación. Por ejemplo,√
4
√

25 es igual a
√

4×25. En ambos casos la respuesta es 10.
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Esto mismo se puede simplificar aún más. Primero, la raı́z se pierde en el
segundo término y en el primero el 2 se cancela. Segundo, la aceleración
gravitacional se cancela en ambos términos. Finalmente, en el segundo término
tenemos un 4 que sale de la multiplicación de 2 por 2, y al aplicar raı́z cuadrada
este cuatro se convierte en 2:

yf ŷ = −D2(hm −hi
d2
m
) ŷ +2D

(hm −hi)
dm

ŷ +hi ŷ. (17)

Si sacamos factor común de (hm −hi) Ddm ŷ para los primeros dos términos del
lado derecho, esto da

yf ŷ = (hm −hi)
D

dm
(2− D

dm
) ŷ +hi ŷ. (18)

Finalmente, podemos usar esta expresión para la posición en Y en la ecuación
(1):

D = ∥hbŷ −((hm −hi)
D

dm
(2− D

dm
) ŷ +hi ŷ)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
yf ŷ

∥. (19)

Esto mismo se pude escribir ası́:

D = ∥(hb −(hm −hi)
D

dm
(2− D

dm
)+hi) ŷ∥ . (20)

Esta expresión nos da la distancia a la cual cae el dardo del centro del blanco.
De nuevo, no podemos saber si el dardo cae arriba o abajo, pero el valor
absoluto garantiza que, sea cual sea la situación, la distancia nos dará positiva.
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Problema 3.19.

Palabras clave: velocidad inicial, distancia ho-
rizontal recorrida, uso se distintos sistemas de
coordenadas.

El gol que James Rodrı́guez hizo en el partido de octavos de final entre Colom-
bia y Uruguay del mundial de Brasil 2014 fue elegido mejor gol de ese año.
James le pegó al balón cuando el balón estaba cayendo, el balón pegó en el palo
superior de la porterı́a de Muslera (el arquero de Uruguay) y cruzó la lı́nea de
gol. El tiempo que voló el balón desde que le pegó James hasta que tocó el palo
fue de aproximadamente 0.9 segundos. La altura sobre el piso desde la cual
le pegó James fue de aproximadamente 31.5 centı́metros. La altura a la que
está el palo superior es de 2.44 metros. Además, James le pegó al balón cuando
estaba a más o menos 26.5 metros del arco. Usando un sistema de coordenadas
cuyo origen esté en el prado justo debajo del punto de impacto, responda:

(a) ¿Cuál fue la velocidad con la que salió el balón al ser impactado por
James?

(b) Aproximadamente a qué distancia horizontal (en X) de la lı́nea de gol
se encontraba el balón cuando llegó a su altura máxima?

(c) Responda de nuevo (a) pero usando un sistema cuyo origen esté justo
en el punto de impacto (no en el prado) y según el cual el eje Y apunta
hacia abajo.

10
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b) La altura inicial desde la cual salió el balón fue aproximadamente de 31.5 centı́metros. El
tiempo de vuelo del balón desde que salió disparado hasta que tocó el palo es de 0.9 segundos.
La distancia entre el arco y el punto de impacto es de más o menos 26.5 metros. La altura a la
que está el palo es de 2.44 metros. Debemos usar un sistema de coordenadas en el piso justo
debajo del punto de impacto.

(c) Debemos usar un sistema como el de antes pero con el eje Y apuntando hacia abajo.

¿Qué nos piden?

(a) Debemos decir la velocidad con la que salió el balón al ser impactado por James.

(b) Encontrar la distancia horizontal entre la lı́nea de gol y el balón cuando el balón está en
su altura máxima.

(c) Responder (a) con un sistema de coordenadas cuyo eje Y apunte hacia abajo.

(a) No debemos escoger un sistema de coordenadas porque en el enunciado
nos dicen que usemos uno con el origen en el pasto y justo debajo de balón:

10

XY

Para determinar la velocidad con la que salió el balón al ser pateado por James,
necesitamos encontrar las componentes X y Y de esta velocidad. Una vez
encontramos estas componentes, podemos hallar la magnitud y dirección de la
velocidad inicial.

Comencemos por hallar la velocidad en X del balón. La distancia total recorrida
en X por el balón es de 26.5 metros. Además, el balón recorre esta distancia en
un tiempo de 0.9 segundos. Por lo tanto, como en X distancia es rapidez por
tiempo, tenemos

(26.5 m) = vx(0.9 s). (1)
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Ası́ que la rapidez vx es

(26.5 m)
(0.9 s) = 29.44 m/s = vx. (2)

Para hallar la rapidez inicial en Y podemos usar la ecuación de movimiento
en Y, pues conocemos el tiempo de vuelo, la posición final en Y y la posición
inicial en Y. Según nuestro sistema de coordenadas, la posición inicial del balón
es (0.315 m)ŷ (hemos pasado 31.5 cm a metros). La posición final es (2.44 m)ŷ,
que es cuando el balón toca el poste, la aceleración es g y es negativa, y el
tiempo de vuelo es de 0.9 segundos. Por último, la rapidez inicial en Y debe ser
positiva (el balón sale hacia arriba). Por lo tanto, la ecuación de movimiento en
Y queda ası́:

(2.44 m)ŷ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

yf ŷ

= −1
2
(9.81 m/s2)(0.9 s

´¸¶
t

)2ŷ +viy(0.9 s
´¸¶

t

)ŷ +(0.315 s)ŷ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

yi ŷ

. (3)

Si aplicamos la regla de oro, dejamos el término que tiene viy solo a la derecha
y sumamos todo lo que se puede sumar, esta ecuación queda

6.10 m = viy(0.9 s). (4)

Finalmente, si dividimos entre el tiempo esto da

6.09 m
0.9 s

= 6.78 m/s = viy . (5)

Ahora que conocemos tanto la rapidez en X como la rapidez inicial en Y
podemos hallar la rapidez inicial total. Recordemos que la magnitud de un
vector está dada por la raı́z cuadrada de la suma de la magnitud de cada
componente al cuadrado, ası́ que en este caso tenemos

v =
√

v2
x +v2

iy . (6)

Si usamos la rapidez en X dada por la ecuación (2) y la rapidez inicial en Y
dada por la ecuación (5), la ecuación (6) queda

v =
√
(29.44 m/s
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vx

)2 +(6.78 m/s
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

viy

)2 = 30.21 m/s. (7)

En palabras, la rapidez con la que salió el balón fue de 30.21 metros por
segundo, que es igual a 108.76 kilómetros por hora. Sólo nos falta hallar la
dirección en la cual salió disparado el balón.
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La dirección es fácil de hallar porque conocemos ambas componentes y también
conocemos la magnitud de la velocidad inicial. Como ya hemos hecho en
varios problemas, la componente X es adyacente al ángulo de lanzamiento y la
componente Y es opuesta al ángulo:

(26.5 m) = vx(0.9 s)   (1)

tdx

Así que la rapidez vx es:

(26.5 m)
(0.9 s)

= 29.44 m/s = vx   (2)

Ahora debemos hallar la rapidez inicial en Y. Para hallar esta rapidez podemos usar la ecua-
ción de movimiento en Y, pues conocemos el tiempo de vuelo, la posición final en Y y la 
posición inicial en Y. Según nuestro sistema de coordenadas, la posición inicial del balón es 
(0.315 m) ̂y (donde hemos usado que 31,5 centímetros es 0,315 metros). La posición final 
es (2.44 m) ̂y , la aceleración es g y es negativa, y el tiempo de vuelo es de 0.9 segundos. La 
rapidez inicial en Y no la conocemos pero sabemos que debe ser positiva. Por lo tanto, la 
ecuación de movimiento en Y queda:

Si aplicamos la regla de oro y dejamos el término que tiene viy sólo a la derecha (y suma-

mos todo lo que se puede sumar), esta ecuación queda:

6.10 m = viy (0.9 s)   (4)

Finalmente, si dividimos entre el tiempo esto da

6.09 m
0.9 s

= 6.78 m/s = viy    (5)

Ahora que conocemos tanto la rapidez en X como la rapidez inicial en Y podemos hallar la 
rapidez inicial total. Recordemos que la magnitud de un vector está dada por la raíz cuadra-
da de la suma entre la magnitud de cada componente al cuadrado. Es decir:

v = v2
x + v2

iy   (6)

Si usamos la rapidez en X dada por la ecuación (2) y la rapidez inicial en Y dada por la 
ecuación (5), la ecuación (6) queda:

v = (29.44 m/s)2 + (6.78 m/s)2 = 30.21 m/s   (7)
vx viy

Es decir, la rapidez inicial con la que salió el balón fue de 30.2 metros por segundo (esto es 
igual a 108.7 kilómetros por hora). Aún nos falta hallar la dirección en la cual salió el ba-
lón. Esta dirección es fácil de hallar porque conocemos ambas componentes y también co-
nocemos la magnitud de la velocidad inicial. Como ya hemos hecho en varios problemas, 
la componente X es adyacente al ángulo θ  de lanzamiento y la componente Y es opuesta al 
ángulo: 

θ

v
viy

vx

Por lo tanto, la componente X sobre la magnitud de la velocidad inicial (que es la hipotenu-
sa) nos da el coseno del ángulo:

vx

v
=

29.44 m/s
30.21 m/s

= 0.97 = cos θ   (8)

Así que θ será

240

(2.44 m) ̂y = −
1
2

(9.81 m /s2) (0.9 s)2 ̂y + viy (0.9 s) ̂y + (0.315 m) ̂y   (3)

yf ̂y yi ̂ytt

La rapidez inicial en Y es el cateto opuesto y la rapidez inicial en X es el cateto
adyacente.

Por lo tanto, la componente X sobre la magnitud de la velocidad inicial (que es
la hipotenusa) nos da el coseno del ángulo:

vx
v
= 29.44 m/s

30.21 m/s
= 0.97 = cosθ. (8)

Ası́ que θ es
θ = arccos(0.97) = 12.88○. (9)

Ası́, la velocidad inicial tiene magnitud de 30.21 metros por segundo y apunta
en dirección de 12.88 grados con respecto al eje X, medidos en el sentido
contrario a las manecillas del reloj.

(b) Para hallar la distancia horizontal entre el balón y la lı́nea de gol cuando
el balón alcanza su altura máxima, debemos determinar cuánta distancia ha
recorrido el balón a lo largo de X cuando llega a su altura máxima. Para hallar
esta distancia, necesitamos la rapidez en X que ya conocemos y el tiempo de
altura máxima que no conocemos. Recordemos (nota 3.10) que este tiempo de
altura máxima está dado por

viy
g

= tm. (10)

Según la ecuación (5), viy es 6.78 m/s. Ası́ que el tiempo de altura máxima es

viy

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
6.78 m/s
9.81 m/s

= 0.69 s. (11)
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Como en X distancia es rapidez por tiempo, en este tiempo la distancia recorri-
da es

dx = (29.44 m/s
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vx

)(0.69 s
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

t

) = 20.31 m. (12)

Entre la lı́nea de meta y el punto de impacto hay una distancia de 26.5 metros
en X. Según la ecuación (12), el balón ha recorrido 20.31 metros en X. Por lo
tanto, el balón está a 26.5 m-20.31 m = 6.19 m de la lı́nea de gol. Es decir,
cuando llega a su altura máxima el balón casi está en el área pequeña del
arquero (en las cinco con cincuenta), lo que explica lo difı́cil que era para el
arquero atajarlo.

(c) Ahora debemos usar un sistema cuyo origen esté en el punto de impacto
del balón y cuyo eje Y apunte hacia abajo, tal como se indica a continuación:

10

X

Y

La rapidez en X es la misma porque la distancia recorrida en X sigue siendo la
misma y porque el tiempo sigue siendo el mismo. Ası́ que la ecuación (1) sigue
siendo válida. Ahora, para hallar la rapidez inicial en Y debemos volver a usar
la ecuación de movimiento en Y, sólo que ahora esta ecuación tiene otra forma.
Primero, la posición inicial en Y es cero con el nuevo sistema. En segundo lugar,
la velocidad inicial en Y es negativa porque ahora hacia arriba es negativo y la
aceleración de la gravedad es ahora positiva. Finamente, con respecto a este
sistema nuevo la altura final es de 2.44 m-0.15 m = 2.125 m, como se aprecia a
continuación:
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Y

X
2.44 m

0.315 m

2.125 m

Así, la ecuación de movimiento en Y para el balón, según este sistema, queda

Si pasamos el término que tiene viy al lado izquierdo y movemos los otros términos a la de-

recha, sumamos lo que se pueda sumar y aplicamos la regla de oro, obtenemos:

viy (0.9 s) = 6.10 m   (14)

¡Este es exactamente el mismo resultado que el dado por la ecuación (4)! Así que no es ne-
cesario continuar, pues podemos repetir los mismos pasos de antes y llegaremos a la misma 
rapidez inicial (ya que las componentes X y Y de las rapideces nos dan iguales). Y el ángu-
lo θ también es el mismo, pues lo seguimos midiendo tal como antes con respecto al eje X. 
No nos debería sorprender que la rapidez inicial sea la misma pues recordemos que las mag-
nitudes de los vectores no cambian si cambiamos de sistema, y la rapidez es la magnitud de 
la velocidad (y ya hemos visto en problemas de cinemática que un cambio en el sistema no 
produce cambios en rapidez, distancias o tiempos de vuelo, pues todas estas variables son 

escalares). El lector puede pensar que todo da lo mismo con este nuevo sistema pero en 
realidad no: la velocidad inicial en Y no es la misma a pesar de que la rapidez (la magni-
tud) sí es la misma. La velocidad inicial en Y en este sistema es negativa mientras que an-
tes era positiva. Por otro lado, la aceleración de la gravedad tampoco es la misma aunque 
su magnitud sí; antes la aceleración era negativa y ahora es positiva. Como ya hemos com-
probado en distintas ocasiones, las direcciones no se preservan cuando cambiamos de siste-
ma de coordenadas, lo que se preserva es la magnitud de los vectores. 

242

−(2.125 m) ̂y = +
1
2

(9.81 m /s2) (0.9 s)2 ̂y − viy (0.9 s) ̂y + (0 m) ̂y   (13)

yf ̂y yi ̂ytt

Con respecto al nuevo sistema, la altura del poste es de 2.125 metros (en azul) y
no de 2.44 metros, pues el nuevo sistema está a 0.315 metros sobre el pasto.

Como la altura final está en la parte negativa del eje Y del nuevo sistema, debe
ir con un signo menos. Ası́, la ecuación de movimiento en Y para el balón según
este sistema queda

−(2.125 m)ŷ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

yf ŷ

= +1
2
(9.81 m/s2)(0.9 s

´¸¶
t

)2ŷ −viy(0.9 s
´¸¶

t

)ŷ +(0 m
´¸¶
yi ŷ

)ŷ. (13)

Si pasamos el término que tiene viy al lado izquierdo y movemos los otros
términos a la derecha, sumamos lo que se pueda sumar y aplicamos la regla de
oro, obtenemos

viy(0.9 s) = 6.10 m. (14)

¡Este es exactamente el mismo resultado que el dado por la ecuación (4)! Ası́
que no es necesario continuar, pues podemos repetir los mismos pasos de antes
y llegaremos a la misma rapidez inicial en Y. El ángulo θ también es el mismo,
pues lo seguimos midiendo tal como antes con respecto al eje X.

No nos deberı́a sorprender que la rapidez inicial sea la misma pues recordemos
que las magnitudes de los vectores no cambian si cambiamos de sistema, y
la rapidez es la magnitud de la velocidad (nota 2.3). El lector puede pensar
que todo da lo mismo con este nuevo sistema pero en realidad no; la velocidad
inicial en Y y la aceleración de la gravedad son diferentes porque son negativas.
Como hemos comprobado en distintas ocasiones, las direcciones no siempre se
preservan cuando cambiamos de sistema de coordenadas.
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Problema 3.20.

Palabras clave: ángulo de proyectil para pe-
garle a objeto en caı́da libre, distancia total
entre dos objetos en vuelo.

Un gigante con armadura está a punto de soltar una gran piedra sobre una
valiente guerrera, como se ve en el dibujo. Desde una muralla cercana, que está
a una distancia d de la guerrera, los aldeanos van a disparar una bala de cañón
para que le pegue a la piedra, y ası́ salvar a la guerrera. La altura inicial de
la piedra es hp con respecto al piso, la altura inicial de la bala de cañón es hb,
también con respecto al piso, y la magnitud de la velocidad inicial de la bala es
vi .

(a) Escriba una expresión para el ángulo de disparo de modo que la bala de
cañón le pegue a la piedra cuando esta esté cayendo libremente. Tenga en
cuenta que el cañón dispara justo cuando el gigante suelta la piedra.

(b) Desde la perspectiva del cañón, ¿el ángulo hallado anteriormente apunta
arriba de la posición inicial de la pierda, abajo de la posición de la piedra o
justo a la posición inicial de la piedra?

(c) Suponga que la distancia d es de 250 metros, la altura inicial de la bala
de cañón es 5 metros, la piedra es soltada desde una altura de 15 metros y la
rapidez inicial de la bala es de 170 metros por segundo. Con base en esto, ¿a
qué altura está la piedra cuando la bala de cañón le pega?

(d) Con base en la misma información de (c), ¿a qué distancia está la piedra de
la bala cuando la bala está en su altura máxima?

PROBLEMA 3.20
Un gigante con armadura está a punto de soltar una gran piedra sobre un valiente guerrero, como se ilustra en la figura. Desde una muralla cercana, que está a una distancia d del gigante, van a 
disparar una bala de cañón de forma que la bala le pegue a la piedra gigante  de modo que no le caiga al guerrero. La altura inicial de la piedra es hp (con respecto al piso), la altura inicial de la 

bala de cañón es hb, la magnitud de la velocidad inicial de la bala es vi y la distancia entre la muralla y el guerrero es d. a) Escriba una expresión para el ángulo de disparo de modo que la bala 
de cañón le pegue a la piedra cuando esta está cayendo libremente. Tenga en cuenta que el cañón dispara justo cuando el gigante suelta la piedra. b) ¿El ángulo hallado anteriormente apunta 
arriba de la posición inicial de la pierda, abajo de la posición de la piedra o a la posición inicial de la piedra? c) Suponga que la distancia d es de 250 metros, la altura inicial de la bala de cañón 
es 5 metros, la piedra es soltada desde una altura de 15 metros y la rapidez inicial de la bala es de 170 metros por segundo. Con base en esto, ¿a qué altura está la piedra cuando la bala de ca-
ñón le pega? d) Con base a la misma información de c), ¿a qué distancia está la roca de la piedra cuando la bala está en su altura máxima?

d

hp

hb

¿Qué información nos dan?

a) y b): La rapidez inicial vi de la bala, la altura inicial hp desde la cual es soltada la piedra, la altura inicial hb de la bala y la distancia d entre el punto de disparo de la bala y el guer-

rero. El cañón dispara justo cuando el gigante suelta la piedra. c) y d): vi es 170 metros por segundo, hp es de 15 metros, hb es de 5 metros y d es de 250 metros.
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a) y (b) La rapidez inicial vi de la bala, la altura inicial hp desde la cual es soltada la piedra, la
altura inicial hb de la bala y la distancia d entre el punto de disparo de la bala y la guerrera. El
cañón dispara justo cuando el gigante suelta la piedra.
(c) y (d): vi es 170 metros por segundo, hp es de 15 metros, hb es de 5 metros y d es de 250
metros.

¿Qué nos piden?

(a) Debemos dar una expresión para el ángulo de disparo de forma que la bala le pegue a
la roca cuando esta esté cayendo.

(b) Debemos decir si el ángulo de disparo apunta hacia la posición inicial de la piedra, o
arriba o abajo de esta posición.

(c) Debemos encontrar la altura de la piedra cuando la bala de cañón la alcanza.

(d) Debemos encontrar la distancia entre la bala de cañón y la piedra cuando la bala está
en su punto de altura máxima.

(a) Como siempre, empezamos por ubicar un sistema de coordenadas. Ponga-
mos uno que esté en la posición de la guerrera:

¿Qué debemos hallar?

a) Debemos dar una expresión para el ángulo de disparo de forma que el balón le pegue a la roca cuando esta esté cayendo.

b) Debemos decir si el ángulo de disparo apunta hacia la posición inicial de la piedra, o arriba o abajo de esta posición.

c) Altura de la piedra cuando la bala de cañón la alcanza.

d) Distancia entre la bala de cañón y la piedra cuando la bala de cañón está en su punto de altura máximo.

SOLUCIÓN

a). Como siempre, empezamos por ubicar un sistema de coordenadas. Pongamos uno que esté en la posición del guerrero:

d

hp

hb

X

Y

Ahora, según este sistema, la posición inicial Y de la piedra es hp ̂y y la posición inicial Y de la bala es hb ̂y. Además, la posición inicial de la bala a lo largo de X es d ̂x. Debemos encontrar el 

ángulo de disparo y para hacerlo debemos tener presente lo siguiente: para que la bala le pegue a la piedra la posición en X y en Y de la piedra y de la bala deben ser iguales. Así que podemos 
escribir las ecuaciones de movimiento de la piedra y de la bala, y después las igualamos. Antes de continuar, el lector se debe preguntar de qué sirven las ecuaciones de movimiento si no tienen 
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Ahora, según este sistema, la posición inicial Y de la piedra es hpŷ y la posición
inicial Y de la bala es hbŷ. Además, la posición inicial de la bala a lo largo de X
es dx̂. Debemos encontrar el ángulo de disparo y para hacerlo debemos tener
presente lo siguiente: para que la bala le pegue a la piedra la posición en X y en Y
de la piedra y de la bala deben ser iguales.
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Comencemos por escribir las ecuaciones de movimiento. La ecuación de mo-
vimiento de la piedra es sencilla porque es un caso de caı́da libre (velocidad
inicial cero):

ypŷ = −
1
2
gt2ŷ +hpŷ, (1)

donde hemos llamado ypŷ a la posición Y de la piedra. Por su parte, la bala
sigue un movimiento parabólico ası́ que tiene una ecuación de movimiento
en X y en Y. En Y la bala tiene cierta velocidad inicial viy desconocida (pero
sabemos que es positiva porque la bala sube), altura inicial ybŷ y aceleración
de la gravedad:

ybŷ = −
1
2
gt2ŷ +viytŷ +hpŷ, (2)

donde hemos llamado ybŷ a la posición Y de la bala. En X la bala se mueve
con velocidad constante y, como dijimos, su posición inicial es dx̂. Además, la
velocidad en X es desconocida pero sabemos que tiene dirección negativa en X
según el sistema elegido. Por lo tanto, la ecuación de movimiento en X queda
ası́:

xbx̂ = −vxtx̂+dx̂. (3)

Como ya dijimos, para que la bala le pegue a la piedra, las posiciones de ambas
deben coincidir. Primero, esto quiere decir que la posición X de la bala debe
ser cero, pues esta es siempre la posición de la piedra (la piedra se mueve sólo
a lo largo del eje Y). Ası́ que si ponemos esta condición en la ecuación (3), y
llamamos te al tiempo en el cual se encuentran la bala y la piedra, obtenemos

0x̂ = −vxtex̂+dx̂. (4)

Si aplicamos la regla de oro y pasamos el término de la velocidad al otro lado,
la ecuación queda

vxte = d. (5)

No conocemos ni la velocidad X ni el tiempo de encuentro, ası́ que esta ecuación
no sirve mucho por ahora. Como en el tiempo de encuentro la posición Y de la
piedra y la roca son iguales, entonces podemos igualar la ecuación (2) y la (1):

−1
2
gt2

e ŷ +hpŷ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

xp x̂

= −1
2
gt2

e ŷ +viyteŷ +hbŷ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

xb x̂

. (6)

Notemos que los términos con aceleración se cancelan, y llegamos a

hpŷ = viyteŷ +hbŷ. (7)

Si pasamos el término de la altura inicial de la bala al otro lado y aplicamos la
regla de oro, obtenemos

hp −hb = viyte. (8)
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Podemos escribir el tiempo de encuentro en términos de la distancia d y la
rapidez en X si usamos la ecuación (5):

te =
d

vx
. (9)

Si usamos este tiempo en la ecuación (8), obtenemos

hp −hb = viy (
d

vx
)

´¹¹¸¹¶
te

. (10)

Esta ecuación relaciona la rapidez inicial en Y y la rapidez en X con variables
conocidas.

Lo que debemos hallar es el ángulo de disparo, pero recordemos que el ángulo
de disparo está relacionado con las rapideces iniciales, como se aprecia a
continuación:

te =
d
vx

   (9)

Si usamos este tiempo en la ecuación (8), obtenemos:

hp − hb = viy ( d
vx )   (10)

te

Esta ecuación relaciona la rapidez inicial en Y y la rapidez en X con otras variables todas 
conocidas (las alturas iniciales y la distancia inicial). Lo que debemos hallar es el ángulo de 
disparo, pero recordemos que el ángulo de disparo está relacionado con las rapideces. Re-
cordemos de los problemas anteriores que la rapidez inicial en X es igual a la rapidez ini-
cial por el coseno del ángulo, mientras que la rapidez inicial en Y es igual a la rapidez ini-
cial por el seno del ángulo:

θ

v
viy

vx
Si 

llamamos θ al ángulo de disparo, la ecuación (10) se puede escribir así:

hp − hb = v sin θ ( d
v cos θ )   (11)

vx

viy

Ahora, seno sobre coseno es tangente, y la rapidez v se cancela,  así que esto se puede escri-
bir así:

hp − hb = d tan θ   (12)

Si dividimos por d, tenemos:

hp − hb

d
= tan θ   (13)

Finalmente, sacando arcotangente, obtenemos una expresión para el ángulo de disparo:

arctan (
hp − hb

d ) = θ   (14)

b). Debemos decir si el ángulo recién hallado apunta arriba o abajo de la posición inicial de 
la piedra. ¿Cómo podemos saber esto? Una forma de averiguarlo es haciendo un triángulo 
que relacione las diferentes cantidades que aparecen en la ecuación (13), de la siguiente 
forma:

hb

hp − hb

α
d

Notemos que podemos dibujar un triángulo cuya base sea d y la altura sea hp − hb y con un 

ángulo α desconocido. Si el ángulo de disparo θ es igual a α, entonces el cañón debe apun-
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La rapidez inicial en Y es el cateto opuesto y la rapidez en X es el cateto adyacente.

Si llamamos θ al ángulo de disparo, y usamos el triángulo recién dibujado, la
ecuación (10) se puede escribir ası́:

hp −hb =

viy

³¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹µ
v sinθ( d

v cosθ
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
vx

. (11)

La rapidez v se cancela y seno sobre coseno es tangente, ası́ que esto se puede
escribir ası́:

hp −hb = d tanθ. (12)
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Si dividimos por d, tenemos

hp −hb
d

= tanθ. (13)

Finalmente, sacando arcotangente, obtenemos una expresión para el ángulo de
disparo:

arctan(
hp −hb

d
) = θ. (14)

(b) Debemos decir si desde la perspectiva del cañón el ángulo recién hallado
apunta hacia arriba o abajo de la posición inicial de la piedra. ¿Cómo podemos
saber esto? Una forma de averiguarlo es haciendo un triángulo que relacione
las diferentes cantidades que aparecen en la ecuación (13), de la siguiente
forma:

te =
d
vx

   (9)

Si usamos este tiempo en la ecuación (8), obtenemos:

hp − hb = viy ( d
vx )   (10)

te

Esta ecuación relaciona la rapidez inicial en Y y la rapidez en X con otras variables todas 
conocidas (las alturas iniciales y la distancia inicial). Lo que debemos hallar es el ángulo de 
disparo, pero recordemos que el ángulo de disparo está relacionado con las rapideces. Re-
cordemos de los problemas anteriores que la rapidez inicial en X es igual a la rapidez ini-
cial por el coseno del ángulo, mientras que la rapidez inicial en Y es igual a la rapidez ini-
cial por el seno del ángulo:

θ

v
viy

vx

La rapidez inicial en Y es el cateto opuesto y la rapidez inicial 
en X el cateto adyacente.

Si 
llamamos θ al ángulo de disparo, la ecuación (10) se puede escribir así:

hp − hb = v sin θ ( d
v cos θ )   (11)

vx

viy

Ahora, seno sobre coseno es tangente, y la rapidez v se cancela,  así que esto se puede escri-
bir así:

hp − hb = d tan θ   (12)

Si dividimos por d, tenemos:

hp − hb

d
= tan θ   (13)

Finalmente, sacando arcotangente, obtenemos una expresión para el ángulo de disparo:

arctan (
hp − hb

d ) = θ   (14)

b). Debemos decir si el ángulo recién hallado apunta arriba o abajo de la posición inicial de 
la piedra. ¿Cómo podemos saber esto? Una forma de averiguarlo es haciendo un triángulo 
que relacione las diferentes cantidades que aparecen en la ecuación (13), de la siguiente 
forma:

hb

hp − hb

α
d

Notemos que podemos dibujar un triángulo cuya base sea d y la altura sea hp − hb y con un 

ángulo α desconocido. Si el ángulo de disparo θ es igual a α, entonces el cañón debe apun-
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En esta figura dibujamos un triángulo cuya base es d, su altura es hp − hb y
tiene un ángulo α desconocido. Si el ángulo de disparo θ es igual a α, entonces
el cañón debe apuntar a la piedra. Si θ es mayor a α, entonces el cañón debe
apuntar encima de la piedra y si es menor debe apunta por debajo de la piedra.
Según este dibujo, la tangente de α será igual a hp−hb (que es el cateto opuesto)
sobre d (que es el cateto adyacente). Es decir,

hp −hb
d

= tanα. (15)

La parte izquierda de esta ecuación es exactamente igual a la parte izquierda
de la ecuación (13), ¡ası́ que tangente de α tiene que ser igual a tangente de θ!
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Por lo tanto, α tiene que ser igual a θ. Es decir, el cañón tiene que apuntar justo a
la piedra, no más arriba o más abajo.

Nota 3.13. Ángulo de disparo para darle a objeto en caı́da libre

Si queremos disparar un proyectil de forma que le pegue a un objeto en
caı́da libre, y si el proyectil se dispara al mismo tiempo que el objeto
comienza a caer, entonces el proyectil debe apuntar a la posición inicial
del objeto, no más arriba ni más abajo.

(c) La altura de la piedra cuando la bala la alcanza se puede hallar teniendo
en cuenta los valores numéricos que nos dan. La altura de la piedra se puede
hallar con la ecuación (1), pero para eso necesitamos primero saber cuánto
tiempo lleva cayendo la piedra cuando la bala la alcanza (es decir, necesitamos
averiguar cuál es el tiempo de encuentro).

El tiempo de encuentro se puede hallar con la ecuación (9), pero para eso
necesitamos primero la rapidez en X. Y para hallar la rapidez en X necesitamos
conocer el ángulo, pues vx = vi cosθ. Al ángulo lo podemos obtener usando la
ecuación (14):

arctan(

hp
³¹¹·¹µ
15 m−

hb
³·µ
5 m

250 m
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶

d

) = 2.29○. (16)

Con este ángulo y la rapidez inicial podemos obtener la rapidez en X de la
bala:

vx = (170 m/s
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vi

)cos2.29○ = 169.86 m/s. (17)

Con esta velocidad podemos hallar el tiempo de encuentro usando la ecuación
(9):

te =

d
³¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹µ
250 m

169.9 m/s
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vx

= 1.47 s. (18)

Finalmente, si usamos este tiempo en la ecuación de movimiento en Y de la
piedra —ecuación (1)—, y usamos los demás valores conocidos, obtenemos

ypŷ = −(
1
2
(9.81 m/s2)(1.47 s)2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
te

)ŷ +(15 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

hp

ŷ = (4.4 m)ŷ. (19)
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Es decir, la piedra es alcanzada por la bala cuando la piedra está a una altura
de 4.4 metros.

(d) Debemos hallar la distancia entre la bala y la piedra cuando la bala está
en su altura máxima. Para entender mejor esta distancia, consideremos el
siguiente dibujo que representa el momento en que la bala llega a la altura
máxima:

tar a la piedra, pero si el ángulo de disparo es mayor  a α, entonces el cañón debe apuntar 
encima de la piedra y si es menor, debe apunta por debajo de la piedra. Según este dibujo, 
la tangente de α será igual a hp − hb  (que es el cateto opuesto) sobre  d (que es el cateto 

adyacente). Es decir:

hp − hb

d
= tan α   (15)

Pero la parte izquierda de esta ecuación es exactamente igual a la parte izquierda de la ecua-
ción (13), ¡así que tangente de α tiene que ser igual a tangente de θ! Por lo tanto, α tiene 
que ser igual a θ. Es decir, el cañón tiene que apuntar justo a la piedra, no más arriba o más 
abajo. Si no hace eso la bala no le pegará a la piedra.

c) La altura de la piedra cuando la bala la alcanza se puede hallar teniendo en cuenta los 
valores numéricos que nos dan.  Nos dicen que la distancia d es de 300 metros, la altura 
inicial de la bala de cañón es 5 metros, la piedra es soltada desde una altura de 15 metros y 
la rapidez inicial de la bala es de 170 metros por segundo. La altura de la piedra se puede 
hallar con la ecuación (1), pero para eso necesitamos primero saber cuánto tiempo lleva 
cayendo la piedra cuando la bala la alcanza (es decir, cuál es el tiempo de encuentro). El 
tiempo de encuentro se puede hallar con la ecuación (9), pero para eso necesitamos prime-
ro la rapidez en X. Y para hallar la rapidez en X necesitamos conocer el ángulo, pues 
vx = vi cos θ . El ángulo lo podemos obtener usando la ecuación (14):

arctan ( 15 m − 5 m
250 m ) = 2.29∘   (16)

d

hp hb

Con este ángulo y la rapidez inicial podemos obtener la rapidez en X de la bala:

vx = (170 m/s)cos 2.29∘ = 169.86 m/s   (17)
vi

Con esta velocidad podemos hallar el tiempo de encuentro usando la ecuación (9):

te =
250 m

169.9 m/s
= 1.47 s   (18)

vx

d

Finalmente, si usamos este tiempo en la ecuación de movimiento en Y de la piedra (ecua-
ción (1)), y usamos los demás valores conocidos, obtenemos:

yp ̂y = − (
1
2

(9.81 m /s2)(1.47 s)2) ̂y + (15 m) ̂y = (4.4 m) ̂y   (19)
te hp

Es decir, la piedra es alcanzada por la bala cuando la piedra está a una altura de 4.4 metros.

d) Debemos hallar la distancia entre la bala y la piedra cuando la bala está en su altura má-
xima. Para ilustrar esta distancia, consideremos el siguiente dibujo, que representa el 

hb

Dy

Dx

ybm ̂y
Dpb

ypm ̂y

xbm ̂x

X
Y

m ̂
y ypm ̂y a la posición de la roca en ese mismo momento. xbm ̂x es la posición X de 
la bala en su punto de máxima altura. Notemos que la hipotenusa del triángulo 
en verde es precisamente la distancia que buscamos.
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Hemos llamado a la posición de la bala en su momento de máxima altura ybmŷ, y
ypmŷ a la posición de la piedra en ese mismo momento. xbmx̂ es la posición X de
la bala en su punto de máxima altura. Notemos que la hipotenusa del triángulo en
verde es precisamente la distancia que buscamos.

Lo que debemos hallar es Dpb, que es la distancia entre la bala en su punto de
máxima altura y la piedra en ese mismo instante. En el dibujo es claro que Dpb
es la hipotenusa de un triángulo rectángulo con catetos Dx y Dy . Ası́ que Dpb
está dado por

Dpb =
√

D2
x +d2

y . (20)

Para usar esta ecuación debemos hallar Dx y Dy . Como tanto Dx y Dy son
distancias, para hallarlas debemos buscar la magnitud de la resta de la posición
entre los dos puntos que nos interesan. En particular, Dy es igual la magnitud
de la resta entre la posición Y de la bala y la posición Y de la piedra en ese
mismo momento:

Dy = ∥ybmŷ − ypmŷ∥ . (21)

El valor absoluto es crucial (estamos buscando una magnitud) porque no
sabemos cuál posición en Y es mayor, y debemos garantizar que, como toda
distancia, el resultado dé positivo.



Caı́da libre, lanzamiento vertical y movimiento parabólico 379

Conocemos la rapidez inicial de la bala y conocemos el ángulo de disparo, ası́
que podemos hallar la rapidez inicial en Y y con ella podemos hallar la altura
máxima. La rapidez inicial en Y de la bala es viy = vi sinθ, ası́ que tenemos

viy = (170 m/s)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

v

sin2.29○
´¹¹¸¹¹¶
θ

= 6.79 m/s. (22)

La altura máxima está dada por la ecuación

hm = 1
2
⎛
⎝
v2
iy

g

⎞
⎠
+hi . (23)

Si usamos los valores conocidos, esta altura nos da

hm = 1
2
⎛
⎝
(

viy

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
6.79 m/s)2

9.81 m/s2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
g

⎞
⎠
+ 5 m
´¸¶
hi

= 7.35 m. (24)

Es decir, ybmŷ = (7.35 m)ŷ.

Para usar la ecuación (22) aún nos falta hallar ypmŷ, la posición Y de la piedra
cuando la bala llega al punto de altura máxima. Esta posición la podemos
hallar usando la ecuación (1) si conocemos el tiempo en que la bala llega a la
altura máxima. Este tiempo lo podemos hallar usando la ecuación

viy
g

= tm. (25)

Si reemplazamos el valor de la rapidez inicial en Y que ya conocemos, llegamos
a

viy

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
6.79 m/s

9.81 m/s2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
g

= 0.69 s = tm. (26)

Ahora usemos este tiempo en la ecuación (1):

ypmŷ = −
1
2
(9.81 m/s2)(0.69 s

´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶
tm

)2ŷ +(15 m
´¹¹¸¹¶
hp

)ŷ = (12.66 m)ŷ. (27)
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Como ya conocemos ybmŷ y ypmŷ podemos usar la ecuación (22):

Dy = ∥(7.35 m)ŷ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ybmŷ

−(12.66 m)ŷ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ypmŷ

∥ = 5.31 m. (28)

Ahora debemos hallar Dx. En el ultimo dibujo es claro que Dx no es más que la
magnitud de la posición X de la bala de cañón en su punto de máxima altura,
es decir,

Dx ∥xbmx̂∥ . (29)

Podemos hallar la posición X en el punto de altura máxima usando la ecuación
(3). Ya conocemos el tiempo de altura máxima que es 0.69 s —ecuación (27)—,
conocemos la rapidez en X que es 169.86 m/s —ecuación (17)—, y conocemos
la distancia inicial en X que es 250 metros. Usando estos valores en la ecuación
(3), obtenemos

xbx̂ = −(169.86 m/s)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vx

(0.69 s)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

tm

x̂+(250 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

d

x̂ = (132.8 m)x̂, (30)

Dx es simplemente la magnitud de la anterior posición.

Dx = ∥(132.8 m)x̂∥ = 132.8 m. (31)

Finalmente, si usamos los valores hallados de Dy y Dx en la ecuación (21),
podemos hallar la distancia buscada:

Dpb =
√
(132.8 m
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Dx

)2 +(5.31 m
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Dy

)2 = 132.9 m. (32)

En palabras, cuando la bala está en su punto de altura máxima, está a una
distancia de 132,9 metros de la roca.
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3.1 Notas del capı́tulo

Nota 3.1: Movimiento en caı́da libre.

Un movimiento en caı́da libre cumple dos cosas:

(1) El objeto es liberado desde el reposo.

(2) El objeto cae con la aceleración de la gravedad, que tiene magnitud g.

Este movimiento es un caso especial de aceleración uniforme, y su ecuación de
movimiento es y⃗f = 1

2 g⃗t
2 + y⃗i .

Nota 3.2: Tiempo de caı́da libre.

El tiempo que se demora en caer un objeto en caı́da libre desde una altura

inicial hi hasta una altura final hf está dado por
√

2(hi−hf )
g = t.

Este tiempo no depende del sistema de coordenadas elegido.

Nota 3.3: Velocidad final en caı́da libre.

Si usamos un sistema en el cual la aceleración gravitacional es positiva, la

velocidad final en un movimiento en caı́da libre es v⃗f =
√

2g(hi −hf )ŷ.

Si usamos un sistema en el cual la aceleración de la gravedad es negativa esta

velocidad es v⃗f = −
√

2g(hi −hf )ŷ.

La rapidez en ambos casos es la misma: vf =
√

2g(hi −hf ).

Nota 3.4: Velocidad final en caı́da libre conociendo el tiempo de caı́da.

Si conocemos el tiempo de caı́da, podemos hallar la velocidad final usando la
ecuación v⃗f = −gtŷ en el caso de que usemos un sistema en el cual la aceleración
gravitacional es negativa. O la ecuación v⃗f = gtŷ si usamos un sistema en el
cual la aceleración de la gravedad es negativa. La rapidez en ambos casos es la
misma: vf = gt.

Nota 3.5: Lanzamiento vertical.

El lanzamiento vertical es un tipo de movimiento en el cual el objeto es lanzado
de modo vertical, hacia arriba o hacia abajo, con cierta velocidad inicial distinta
de cero. Un objeto lanzado ası́ sigue un movimiento rectilı́neo uniforme con
aceleración g hacia abajo (hacia el centro de la Tierra).
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Nota 3.6: Tiempo de altura máxima.

El tiempo en el cual un objeto que es lanzado con cierta velocidad vertical
alcanza la altura máxima se puede calcular dividiendo la rapidez inicial por
g: vi

g = tm. Esta ecuación se deriva de la ecuación v⃗ = a⃗t + v⃗i usando que la
velocidad es cero en la altura máxima.

Nota 3.7: Altura máxima dada la rapidez inicial.

La altura máxima hm alcanzada por un objeto en un lanzamiento vertical se
puede hallar si conocemos la rapidez inicial vi usando la siguiente ecuación:

hm = 1
2 (

v2
i
g ).

Si el objeto es lanzado desde una altura inicial hi , entonces la altura máxima es

hm = 1
2 (

v2
i
g )+hi , pues debemos sumar la altura inicial del lanzamiento.

Nota 3.8: Velocidad inicial y final en lanzamiento vertical.

En un lanzamiento vertical, la velocidad inicial del objeto tiene la misma
magnitud y dirección contraria a la velocidad del objeto cuando regresa al
mismo punto desde el cual fue lanzado.

Nota 3.9: Tiempo de subida y tiempo de caı́da.

En un lanzamiento vertical, el tiempo que le toma a un objeto subir a su altura
máxima es igual al tiempo que le toma caer desde la altura máxima. El tiempo

de caı́da desde la altura máxima es
√

2hm
g = t donde hm es la altura máxima. El

tiempo de subida hasta la altura máxima es vi
g = tm. Como ambos tiempos son

iguales, podemos usar cualquiera de las dos ecuaciones para calcularlo (la que
sea más conveniente según el problema).

Nota 3.10: Movimiento parabólico.

En un movimiento parabólico el objeto sigue dos movimientos simultáneos;
un movimiento en X que tiene velocidad constante, y un movimiento en Y que
tiene aceleración constante de magnitud g.

El tiempo de altura máximo es
viy
g = t, donde viy es la rapidez inicial en Y.

El tiempo de vuelo total, si el objeto termina a la misma altura de la que partió,
es dos veces el tiempo anterior: 2

viy
g = t.

La altura máxima alcanzada por el objeto es ym = 1
2 (

v2
iy

g )+ yi , donde yi es la

altura inicial.
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La distancia en X total recorrida por el objeto, si termina a la misma altura de
la que partió, es dx = 2

vxviy
g .

Nota 3.11: Tiempo de caı́da en un movimiento semiparabólico.

Un movimiento semiparabólico es aquel en el que un objeto que está a cierta
altura del piso sale disparado con cierta rapidez inicial en X y rapidez cero en
Y.

Si la altura inicial en Y es hi , el tiempo que le toma al objeto caer hasta otra
altura menor hf es igual al tiempo de caı́da en una caı́da libre, y no depende
de la velocidad en X:

t =

¿
ÁÁÀ2(hi −hf )

g
.

Nota 3.12: Ángulo de lanzamiento para la distancia máxima.

La distancia total recorrida en X si conocemos el ángulo inicial de lanzamiento,
la rapidez total inicial, y si el objeto termina a la misma altura a la cual empezó
es

dx =
2v2 cosθ sinθ

g
= v2 sin2θ

g
.

Esta distancia es máxima cuando θ (el ángulo de lanzamiento) es 45 grados.

Nota 3.13: Ángulo de disparo para darle a objeto en caı́da libre.

Si queremos disparar un proyectil de forma que le pegue a un objeto en caı́da
libre, y si el proyectil dispara al mismo tiempo que el objeto comienza a caer,
entonces el proyectil debe apuntar a la posición inicial del objeto, no más arriba
ni más abajo.
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3.2 Problemas sin solucionar

1. Homero se lanza en paracaı́das desde una altura de 2000 metros. Suponga
que el tiempo en el que está con el paracaı́das abierto es 20 veces el tiempo en
el que está sin el paracaı́das abierto (cuando tiene el paracaı́das abierto, cae
con velocidad constante).

(a) ¿En qué tiempo desde que saltó abrió el paracaı́das?

(b) ¿A qué altura sobre el suelo estaba cuándo abre el paracaı́das?

2000 m

Problemas similares: 3.1, 3.2.

2. Un pájaro que está en una rama deja caer de forma vertical una lombriz desde
una altura hp. En ese mismo momento una rana salta en dirección vertical,
hasta una altura máxima hr .

(a) Escriba una expresión para la rapidez inicial de la rana, en términos de
la altura máxima a la que llega.

(b) Escriba una expresión para la distancia a la que se encuentra la lombriz
de la rana cuando la rana llega a su altura máxima.
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(c) Escriba una expresión para la rapidez de la lombriz cuando la rana está
a una altura hr/2.

hp

Problemas similares: 3.3, 3.5.

3. Juliana está saltando en un juguete que tiene un resorte, como se muestra en
el dibujo. Suponga que desde el punto de mayor compresión hasta el punto en
que sus pies se separan transcurre un tiempo de 0.5 segundos, y el resorte le
da una aceleración constante de magnitud de 20 m/s2.

(a) ¿En qué tiempo llega Juliana a su altura máxima?

(b) Cuál es la velocidad de Juliana un segundo después de que se separa
del juguete?

(c) Si la aceleración inicial hubiera sido el doble de lo que fue, ¿cuántas
veces la altura máxima inicial serı́a la altura máxima alcanzada?
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a = 20 m s²

Problemas similares: 3.5, 3.7.

4. Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(a) Un movimiento de caı́da libre es un movimiento con velocidad variable.

(b) El tiempo de caı́da en un caso de caı́da libre depende del sistema de
coordenadas usado.

(c) Si conocemos el tiempo de caı́da, podemos hallar la velocidad final del
objeto en un caso de caı́da libre.

(d) Si en un caso de caı́da libre dividimos la diferencia de altura por dos,
el tiempo de caı́da se reduce a la mitad.

(e) La aceleración en un caso de caı́da libre no es proporcional al tiempo
de la caı́da.

Problema similar: 3.4.

5. Liliana deja caer libremente un tornillo desde una altura desconocida. Ella
escucha el tornillo sonar un segundo después. La rapidez del sonido es 343
m/s.

(a) Halle la altura desde la que Liliana dejó caer el tornillo.

(b) Si Liliana lanza otro tornillo desde la misma altura, pero ahora de
forma vertical hacia arriba con rapidez de 12 metros por segundo,
¿cuánto tiempo se va a demorar en escuchar el sonido que hace al tocar
el suelo?



Caı́da libre, lanzamiento vertical y movimiento parabólico 387

Problema similar: 3.5.

6. Para grabar una pelı́cula de acción, Angelina tiene que saltar desde un
puente, al tiempo que un tren pasa por debajo del puente (ver dibujo). Angelina
tiene que caer en el vagón rojo porque los otros son muy peligrosos. El vagón
rojo tiene una altura de 3 metros y tiene una longitud de 5 metros. Inicialmente
Angelina está a 6 metros del suelo.

(a) Si Angelina salta de forma que en su altura máxima está a 7 metros del
suelo, y si el tren tiene una rapidez de 2 metros por segundo, ¿cuánto
antes de que llegue el vagón rojo al puente tiene que saltar Angelina
para que alcance a caer en el vagón rojo? Ignore el desplazamiento ho-
rizontal de Angelina, pues ella salta de forma casi totalmente vertical.

(b) Si el vagón rojo llega al puente y Angelina salta justo en ese momento,
¿alcanzarı́a a caer en el vagón rojo?

6 m
v = 2 m/S

3m

5m
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Problema similar: 3.9.

7. Una pelota rebota sobre una mesa de altura de 1 metro. Después del primer
rebote, la pelota alcanza una altura de 2 metros con respecto a la mesa, pero
cuando va a tocar la mesa por segunda vez, alguien la mueve (a la mesa), ası́
que la pelota rebota en el suelo.

(a) ¿Cuál es la rapidez de la pelota cuando toca el suelo?

(b) ¿Cuál es el tiempo total desde que rebota por primera vez en la mesa
hasta que toca el suelo en el segundo rebote?

(c) ¿Cuál es la máxima altura con respecto al suelo en el segundo rebote si
el tiempo de altura máxima en el segundo rebote es el doble al tiempo
del altura máxima del primer rebote?

(d) Realice una gráfica cualitativa (sin valores) de velocidad contra tiempo
desde el momento en que se deja caer, hasta que toca el suelo por
segunda vez (el tercer rebote), suponiendo que el tiempo de contacto
entre la pelota y el suelo se puede ignorar.

2m

1m

Problema similar: 3.6.

8. Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(a) El tiempo que le toma a un objeto lanzado hacia arriba alcanzar la
mitad de su altura máxima es igual al tiempo que le toma caer desde la
mitad de su altura máxima hasta el punto en que fue lanzado.
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(b) La rapidez inicial de un objeto lanzado hacia arriba no es diferente a la
rapidez del objeto cuando ha caı́do hasta al punto en que fue lanzado.

(c) Un movimiento de lanzamiento vertical sólo se diferencia de un mo-
vimiento en caı́da libre por el hecho de que en el caso de lanzamiento
vertical, la rapidez inicial no es cero.

(d) En el lanzamiento vertical, la rapidez y la velocidad son cero cuando el
objeto alcanza su altura máxima.

(e) Si conocemos el tiempo total de vuelo en un caso de lanzamiento
vertical, y conocemos la altura del lanzamiento, podemos hallar la
velocidad inicial.

Problema similar: 3.8.

9. John lanza un frisbee a Paola. Suponga que el ángulo inicial del lanzamiento
es 40○, y que la altura a la que Paola alcanza el frisbee es de 1.5 metros. Además,
la distancia que los separa es de 20 metros.

(a) ¿Cuál es la rapidez inicial del frisbee?

(b) ¿Cuál es la velocidad final?

(c) ¿Cuál es la altura máxima y el tiempo de altura máxima del frisbee?

20m

40

Problema similar: 3.11.

10. Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(a) En un movimiento parabólico, lo que sucede en Y es como lo que sucede
en un caso de caı́da libre.

(b) El tiempo de vuelo total es igual a dos veces el tiempo de altura máximo
si la altura inicial y final son la misma.
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(c) Cuanto mayor sea la rapidez con la que es lanzado un objeto en X,
mayor será el tiempo que se demora en caer.

(d) La distancia total recorrida en Y en un movimiento parabólico no
depende de la velocidad en X.

(e) Si conoce la velocidad en X y la velocidad en Y en cierto tiempo, puede
hallar la velocidad total en ese tiempo.

Problema similar: 3.13.

11. En un partido de baloncesto, Michael lanza el balón con un ángulo inicial
de 45○, desde una altura de 1.8 metros y a una distancia de 6 metros del aro,
como se indica en el dibujo. El balón va directo a meterse al aro, que tiene una
altura de 3 metros, pero un segundo después de ser lanzado, Bryan lo alcanza
a interceptar. Bryan está a 3 metros de Michael.

(a) ¿A qué altura Bryan interceptó el balón?

(b) ¿Cuál es la velocidad del balón justo cuando Bryan lo toca?

1,8 m

3 m
6 m

3 m

45° 

Problema similar: 3.14.

12. Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(a) Si conoce la altura máxima alcanzada por el objeto y la velocidad total
inicial de lanzamiento, puede hallar el ángulo de lanzamiento.
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(b) El ángulo de lanzamiento para el cual un objeto recorre la máxima
distancia posible es 45 grados.

(c) Si la velocidad hacia arriba en el lanzamiento de un objeto A es de
mayor magnitud que la velocidad hacia arriba en el lanzamiento de un
objeto B, entonces sabemos que A va a volar durante más tiempo que
B.

(d) Si un objeto lleva volando un tiempo dado por 3viy/2g, donde viy
es la rapidez inicial en Y, podemos estar seguros de que el objeto ha
alcanzado la altura máxima.

(e) Si nos dicen la altura inicial de un lanzamiento parabólico, y nos dicen
el tiempo de altura máximo, podemos hallar la velocidad del objeto en
cualquier tiempo que nos pidan.

Problema similar: 3.17.

13. En un partido de tenis de mesa, Sebastián le pega a la bola cuando está
a una altura h1 sobre el suelo. El ángulo del impacto es de θ con respecto a
una lı́nea horizontal. La pelota sigue un movimiento parabólico y cae a una
distancia dc del extremo final de la mesa, como se indica en el dibujo. Entre el
punto de impacto y la malla hay una distancia horizontal dm, y la bola pasa a
una altura hb por encima de la malla. Además, la mesa mide 3/2 dm.

(a) Escriba una expresión para la rapidez inicial de la bola.

(b) Escriba una expresión para la altura de la malla.

(c) Escriba una expresión para el ángulo entre la mesa y la velocidad final
de la bola cuando la bola cae en la mesa.

h1

dc

0 dm
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Problema similar: 3.16.

14. Considere las dos trayectorias parabólicas indicadas en el dibujo, que
corresponden a dos lanzamientos de una pelota. Ambas pelotas alcanzan la
misma distancia horizontal y son lanzadas desde la misma altura. Suponga que
el ángulo de lanzamiento de la pelota que alcanza mayor altura es θr y el ángulo
de lanzamiento de la otra pelota es θa. Además, suponga que sin(2θr)

sin(2θa)
= 1.5.

(a) ¿Cuál es la razón entre la rapidez de lanzamiento de la pelota azul
sobre la rapidez de lanzamiento de la pelota roja?

Ayuda: tenga en cuenta que sin(2θ) = 2cosθ sinθ.

(b) ¿Cuál es la razón entre las alturas máximas?

(c) ¿Llegan las pelotas al mismo tiempo a la altura máxima, y si no, cuál
llega primero?

o or a

Problemas similares: 3.11, 3.14.

15. Alguien lanza desde un edificio una pelota con una velocidad inicial de
v⃗ = (5 m/s)ŷ.

(a) ¿Cuál será la velocidad en Y al cabo de 4 segundos?

(b) ¿Cuál será la altura de la pelota cuando la velocidad en Y es la mitad
de la hallada en (a)?
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Problemas similares: 3.3, 3.11.

16. Considere el lanzamiento de jabalina en los Juegos Olı́mpicos de la atleta
de Grecia, que se muestra en el dibujo. La altura inicial del lanzamiento es de
1.7 metros. La rapidez inicial del lanzamiento es de 21 metros por segundo.

(a) Si a los dos segundos de estar en el aire la jabalina tiene una rapidez de
20 metros por segundo y si todavı́a no ha alcanzado la altura máxima,
¿cuál fue el ángulo de lanzamiento?

(b) ¿Cuál es la altura de la jabalina tres segundos después del lanzamiento?

(c) ¿Cuál es la distancia total recorrida?

1,7 m 
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Problema similar: 3.19.

17. Dos delfines saltan en el mar, siguiendo un movimiento parabólico. El
delfı́n más grande salta medio segundo antes que el delfı́n más pequeño. La
rapidez inicial del salto del delfı́n más grande es de 10 metros por segundo, y
la del pequeño es de 12 metros por segundo. El ángulo inicial del salto es de
10 grados para el grande y de 8 grados para el pequeño.

(a) ¿A qué distancia está el delfı́n grande del pequeño cuando el grande
está en su altura máxima?

(b) ¿Cuál es la velocidad de ambos delfines en ese momento?

Problema similar: 3.20
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Problema (teórico) 4.1.

Palabras clave: leyes de Newton, masa, segun-
da ley en términos de las componentes.

(a) Explique las tres leyes de Newton.

(b) Escriba la segunda ley de Newton en términos de las componentes X
y Y de la fuerza y de la aceleración para el caso en que haya una sola
fuerza.

(c) Responda (b) para el caso en que haya más de una fuerza.

(d) ¿Qué unidades tiene la fuerza?

Solución
(a)

Primera ley:

Un cuerpo en reposo o que se mueve con velocidad constante seguirá en reposo
o seguirá moviéndose con velocidad constante a menos que una fuerza sea
aplicada sobre él. Esta fuerza cambiará su estado de movimiento; si estaba en
reposo el cuerpo se comenzará a mover, o si estaba moviéndose con velocidad
constante el cuerpo cambiará su velocidad. Como todos los cuerpos que se
mueven con velocidad constante siguen un movimiento en lı́nea recta con
rapidez uniforme (nota 2.7), esta ley dice que un cuerpo va a dejar de moverse
en lı́nea recta o va a dejar de tener rapidez constante si una fuerza actúa sobre
él.

Nota 4.1. Primera ley de Newton

Un cuerpo que tiene velocidad constante va a seguir teniéndola a menos
que una fuerza actúe sobre él.

Segunda ley:

Supongamos que sobre un objeto se ejerce una sola fuerza. En ese caso, la
segunda ley de Newton afirma tres cosas: (1) La magnitud de la aceleración
del objeto es directamente proporcional a la magnitud de la fuerza aplicada.
(2) La dirección de la aceleración del objeto es la dirección de la fuerza sobre el
objeto (la fuerza y la aceleración son vectores, ası́ que tienen dirección). (3) La
magnitud de la aceleración del objeto es inversamente proporcional a la masa
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(cuanta más masa menos aceleración). La formulación matemática de esta ley
es

F⃗ =ma⃗. (1)

Si dividimos la anterior ecuación por la masa, podemos ver que

F⃗/m = a⃗, (2)

lo que muestra que la aceleración es proporcional a la fuerza e inversamente pro-
porcional a la masa del objeto. Como la aceleración es inversamente proporcional
a la masa, la masa se puede entender como una medida de la resistencia de
un cuerpo para acelerar (es decir, para cambiar su velocidad). Por ejemplo,
es mucho más difı́cil empujar un elefante desde el reposo que empujar un
gato, pues el elefante tiene una masa mayor ası́ que es más difı́cil cambiarle su
velocidad (es más difı́cil hacerlo acelerar).

Es importante recalcar que un objeto puede acelerar sin cambiar la magnitud
de la velocidad, pues si cambia la dirección en que se mueve cambia la dirección
de su velocidad. Ası́ que la masa también es una medida de la resistencia de un
cuerpo para cambiar su dirección de movimiento. Por ejemplo, es más difı́cil
desviar un bus que desviar una persona, precisamente porque el bus tiene más
masa.

Nota 4.2. La masa mide la resistencia para cambiar la velocidad

La masa es una medida de la resistencia que ejerce un cuerpo para
cambiar su velocidad (ya sea para cambiar la magnitud de la velocidad
o la dirección). Cuanto mayor sea la masa, más difı́cil es cambiar la
velocidad del objeto.

Hasta este punto sólo hemos explicado la segunda ley de Newton en el caso
en que haya una sola fuerza actuando sobre el objeto. Supongamos ahora que
sobre el objeto hay más de una fuerza. En este caso, la segunda ley de Newton
afirma que la suma vectorial de todas las fuerzas es igual a la aceleración del
objeto multiplicada por la masa. La suma vectorial de la fuerza se conoce como
fuerza neta. Matemáticamente, para el caso de más de una fuerza, la segunda
ley se formula ası́:

∑ F⃗ =ma⃗, (3)

donde ∑ indica que se deben sumar las fuerzas. El término ∑ F⃗ (la suma de
todas las fuerzas) es la fuerza neta sobre el objeto.

Tercera ley:

Si un objeto A le hace una fuerza F⃗ a un objeto B, entonces el objeto B reacciona
produciendo una fuerza con la misma magnitud que F⃗ y con sentido contrario
a F⃗ sobre el objeto A. Es decir, para toda fuerza siempre existe una fuerza de
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igual magnitud y sentido contrario. Por ejemplo, si le pegamos un puño a una
pared (nuestro puño es el objeto A y la pared es el objeto B), nuestra mano
produce una fuerza en la pared pero la pared también produce una fuerza de
igual magnitud en nuestra mano. Cuanto más duro le peguemos un puño a
la pared, más nos duele porque mayor es la magnitud de la fuerza con que
“reacciona” la pared. Si denominamos F⃗a a la fuerza que el objeto A ejerce sobre
el objeto B y F⃗b a la fuerza de reacción que el objeto B le hace al objeto A,
entonces podemos escribir matemáticamente la relación entre ambas fuerzas
ası́:

F⃗a = −F⃗b. (4)

La anterior ecuación indica que la fuerza F⃗a que le hace el objeto A a B es igual
en magnitud, pero tiene sentido contrario (por eso el signo menos), a la fuerza
F⃗b de reacción que le hace el objeto B al objeto A.

Nota 4.3. Tercera ley de Newton

La fuerza F⃗a que le hace un objeto A a un objeto B es igual en magnitud,
pero tiene sentido contrario, a la fuerza F⃗b de reacción que le hace el
objeto B al objeto A: F⃗a = −F⃗b.

(b) Como acabamos de explicar, si sobre un cuerpo actúa una sola fuerza, la
segunda ley nos da la siguiente ecuación:

F⃗ =ma⃗. (5)

Como la fuerza y la aceleración son vectores, podemos escribir cada uno de
estos en términos de sus componentes. Si F⃗x y F⃗y son las componentes X y Y de
la fuerza respectivamente, la fuerza se puede escribir como F⃗ = F⃗x + F⃗y . Para la
aceleración también podemos hacer lo mismo: a⃗ = a⃗x+ a⃗y . Por lo tanto, podemos
escribir la ecuación (4) ası́:

F⃗x + F⃗y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

F⃗

=m(a⃗x + a⃗y)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

a⃗

. (6)

Recordemos que si tenemos una igualdad entre vectores, las componentes X
y Y de los vectores tienen que ser iguales (nota 1.18). Ası́ que si separamos
las componentes X y Y de la fuerza y de la aceleración, podemos deducir lo
siguiente: la fuerza en X tiene que ser igual a la masa por la aceleración en X, y
la fuerza en Y tiene que ser igual a la masa por la aceleración en Y:

F⃗x =ma⃗x (7)

F⃗y =ma⃗y . (8)
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Cuidado: la masa no es un vector, ası́ que no tiene componentes.

(c) Si sobre el objeto actúa más de una fuerza, entonces la segunda ley se escribe
ası́:

∑ F⃗ =ma⃗. (9)

Ahora, cada fuerza se puede descomponer en X y Y, ası́ que la anterior ecuación
se puede escribir ası́:

∑ F⃗x + F⃗y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

F⃗

=m(a⃗x + a⃗y)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

a⃗

. (10)

Esta es una igualdad entre vectores; a la izquierda tenemos el vector que resulta
de sumar todas las fuerzas y a la derecha tenemos el vector aceleración. Ası́ que
de nuevo podemos dividir el análisis en lo que sucede en la dirección X y lo que
sucede en la dirección Y. Pero a diferencia de la sección anterior, esta vez en la
dirección X tenemos una suma de componentes en X (por cada fuerza tenemos
una componente X) y en la dirección Y tenemos una suma de componentes en
Y:

∑ F⃗x =ma⃗x (11)

∑ F⃗y =ma⃗y . (12)

Si el lector no está seguro de por qué pasamos de (9) a (10) y a (11), puede
considerar un ejemplo sencillo. Suponga que hay dos fuerzas F⃗1 y F⃗2 actuando
sobre un objeto. La segunda ley de Newton quedarı́a ası́:

F⃗1 + F⃗2 =ma⃗. (13)

Ahora descomponemos todos los vectores:

F⃗1x + F⃗1y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

F⃗1

+ F⃗2x + F⃗2y
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

F⃗2

=m(a⃗x + a⃗y)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

a⃗

. (14)

Y como tenemos una ecuación vectorial, sabemos que las componentes X deben
ser iguales entre sı́, y las componentes Y también:

F⃗1x + F⃗2x =ma⃗x (15)

F⃗1y + F⃗2y =ma⃗y . (16)

Esto es precisamente lo que muestran las ecuaciones (10) y (11): la suma de las
componentes X de las distintas fuerzas es igual a la masa por la componente
X de la aceleración, y la suma de las componentes Y de la fuerza es igual a la
masa por la componente Y de la aceleración.
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Nota 4.4. Segunda ley de Newton

La segunda ley de Newton dice que la sumatoria total de fuerzas (la
fuerza neta) sobre un cuerpo es igual a la masa por la aceleración del
cuerpo: ∑ F⃗ =ma⃗.

La segunda ley de Newton se puede escribir en términos de las com-
ponentes X y Y de las fuerzas y de la aceleración. Esta ley dice que la
suma de fuerzas en X es igual a la masa por la aceleración X:∑ F⃗x =ma⃗x.
Y dice que la suma de fuerzas en Y es igual a la masa por la aceleración
en Y: ∑ F⃗y =ma⃗y .

(d) Según la segunda ley de Newton, la fuerza es igual a la masa por la ace-
leración. En el Sistema Internacional de Unidades la masa tiene unidades de
kilogramos y la aceleración tiene unidades de metro sobre segundo cuadrado.
Ası́ que la fuerza tiene unidades de kilogramos por metros sobre segundo
cuadrado: km × m/s2. La unidad de fuerza se denomina newton. Un newton es
un kilogramo por metro sobre segundo cuadrado.
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Problema de repaso 4.2.

Palabras clave: leyes de Newton, rapidez
constante contra velocidad constante.

Responda falso o verdadero y justifique respuesta:

(1) Si la suma de fuerzas sobre un cuerpo es cero, la aceleración es cero.

(2) Si la masa de un objeto A es mayor que la masa de un objeto B, y A y
B tienen la misma aceleración, la fuerza neta sobre A es mayor que la
fuerza neta sobre B.

(3) Si la rapidez es constante, la suma de fuerzas sobre un cuerpo tiene
que ser cero.

(4) Si un objeto cambia la dirección del movimiento, podemos estar seguros
de que la fuerza neta sobre el objeto es diferente de cero.

(5) Si una persona empuja una caja, la caja no se va a mover porque según
la tercera ley de Newton la fuerza que la persona le hace a la caja se
contrarresta con la fuerza que la caja hace sobre la persona.

Solución
(1) Verdadero. Según la segunda ley, si la suma de fuerzas es cero, la acele-
ración tiene que ser cero. Matemáticamente esto se puede ver ası́: si ∑ F⃗ es
cero, entonces la aceleración tiene que ser cero, pues ambas cantidades están
relacionadas por la segunda ley:

∑ F⃗

m
= a⃗. (1)

(2) Verdadero. Según la segunda ley de Newton, es claro que la sumatoria de
fuerzas sobre el objeto dividida por la masa es igual a la aceleración:

∑ F⃗

m
= a⃗. (2)

Por lo tanto, cuanto mayor sea la masa menor será la aceleración (ya sabı́amos
que la aceleración es inversamente proporcional a la masa). Ası́ que si la
aceleración de A y B son iguales pero la masa de A es mayor, entonces la
sumatoria de fuerzas sobre A tiene que ser mayor que sobre B.

(3) Falso. Aun si la rapidez es constante, no podemos estar seguros de que la
velocidad es constante y lo que interesa en la segunda ley de Newton es el
cambio en velocidad, no de rapidez. Por ejemplo, puede suceder que el objeto
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se mueva con rapidez constante pero esté cambiando la dirección en la que
se mueve, ası́ que la velocidad no serı́a constante y entonces el objeto tendrá
aceleración. Ası́ que si la rapidez es constante, no podemos estar seguros de
que la suma de fuerzas sea cero, porque no podemos estar seguros de que la
aceleración sea cero.

(4) Verdadero. Si el objeto cambia la dirección del movimiento entonces tiene
aceleración porque la velocidad está cambiando (recordemos que si la dirección
o la rapidez cambia, o si ambas cosas cambian, la velocidad cambia). Y si el
objeto tiene aceleración entonces, según la segunda ley de Newton, podemos
saber que hay una fuerza neta diferente de cero actuando sobre el objeto.

(5) Falso. Es verdad que según la tercera ley de Newton, la fuerza que la caja
hace sobre la persona es igual en magnitud y tiene dirección contraria a la
fuerza que la persona hace sobre la caja. Pero esto no evita que la caja se mueva
porque el movimiento de la caja depende de las fuerzas que haya sobre ella y en
nada importan las fuerzas que la caja hace. La fuerza que hace la caja sobre la
persona no actúa sobre la caja (actúa sobre la persona), ası́ que esa fuerza no
contrarresta la fuerza que la persona ejerce sobre la caja.

Esta última respuesta sugiere que es importante entender dos cosas. Primero,
que la tercera ley de Newton relaciona fuerzas que actúan sobre diferentes
objetos. La fuerza que A le hace a B es igual en magnitud a la fuerza que B le
hace a A, pero la fuerza que hace A actúa sobre B y la fuerza que hace B actúa
sobre A, no actúan ambas sobre el mismo cuerpo. Y segundo, la aceleración de un
objeto depende sólo de las fuerzas aplicadas sobre este, no de las fuerzas que
dicho objeto ejerce.

Nota 4.5. La aceleración de un objeto no depende de las fuerzas que
hace el objeto

La aceleración de un objeto sólo depende de las fuerzas que actúan
sobre ese objeto. En nada afecta a la aceleración del objeto las fuerzas
que este ejerce sobre otros objetos.
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Problema (teórico) 4.3.

Palabras clave: ley de gravedad, peso, masa,
fuerza normal, fuerza de fricción estática, fuer-
za de fricción dinámica.

(a) Explique la fuerza de gravedad y escriba la ecuación que representa la
magnitud de esta fuerza.

(b) Explique qué es el peso y cómo se diferencia de la masa.

(c) Explique qué es la fuerza normal.

(d) Explique qué es la fuerza de fricción y cuál es la diferencia entre la
fuerza de fricción dinámica y la fuerza de fricción estática.

Solución
(a) La fuerza de gravedad resulta de la interacción entre la masa de los objetos,
es proporcional a la masa de estos y siempre es atractiva (siempre atrae a los
objetos). La magnitud de la fuerza gravitacional es inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia entre los objetos, y directamente proporcional a la
masa de los objetos. Su magnitud está dada por

∥F⃗g∥ =G
m1m2

r2 , (1)

donde m1 es la masa de un objeto, m2 la masa del otro objeto, y G es la constante
de gravitación universal que es igual a

G = 6.67384×10−11 Nm2

kg2 . (2)

(b) El peso es una fuerza que resulta de la atracción gravitacional entre nuestro
planeta y los objetos (en el problema 4.4 estudiaremos en detalle la relación
entre la fuerza gravitacional y el peso). El peso (que vamos a representar con
W⃗ ) de un objeto está dado por

W⃗ =mg⃗, (3)

donde m se refiere a la masa del objeto y g es la magnitud de la aceleración de
la gravedad cuyo valor en la superficie terrestre es aproximadamente

g = 9.81 m/s2. (4)

Como se ve en la ecuación (3), el peso es proporcional a la masa, y la dirección
del peso es la misma que la dirección de g⃗, es decir, hacia el centro de la Tierra.
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Es muy importante diferenciar el peso de la masa. La masa es una cantidad
escalar y, como dijimos, es una medida de la resistencia de un cuerpo para
cambiar su estado de movimiento (nota 4.2). En cambio el peso es una cantidad
vectorial, es la fuerza con que la Tierra “hala” o “atrae” un objeto.

Cuando nosotros nos pesamos, estamos midiendo nuestra masa pero no el
peso; la magnitud del peso es mg, ası́ que para calcular nuestro peso debemos
multiplicar la masa (que es lo que marca la balanza) por g. Por ejemplo, si
nuestra balanza marca 60 kilogramos, la magnitud de nuestro peso es de 60 kg
× 9.81 m/s2 = 588.6 N.

Nota 4.6. Peso y masa

El peso es la fuerza que la Tierra le hace a los objetos como consecuencia
de la fuerza gravitacional. Esta fuerza apunta en la dirección del centro
de la Tierra y tiene magnitud de mg, donde m es la masa del objeto y g
es la aceleración gravitacional.

La masa no es lo mismo que el peso. La masa es una medida de la
resistencia a cambiar el estado de movimiento y es una cantidad escalar,
no vectorial como el peso.

(c) La fuerza normal es una fuerza que resulta de la interacción entre un
objeto y una superficie. Cuando un objeto se apoya sobre una superficie, la
superficie le ejerce una fuerza al objeto. El origen de esta fuerza es la fuerza
electromagnética (los átomos de la superficie se repelen con los átomos del
objeto). La fuerza normal siempre apunta desde la superficie hacia el objeto y es
perpendicular a la superficie. Por ejemplo, el libro del dibujo a continuación está
apoyado sobre una mesa, ası́ que la superficie de la mesa le debe de hacer una
fuerza normal al libro:

La superficie sobre la que está el 
libro es la mesa, así que hay una 
fuerza perpendicular a la superfi-
cie de la mesa que apunta de la 
mesa hacia el libro. 

⃗N

Como dice la tercera ley de Newton, si un objeto A siente una fuerza por otro objeto B, en-
tonces B también siente una fuerza por A, con la misma magnitud y sentido contrario. Por 
lo tanto, si el libro siente una fuerza normal por la mesa, la mesa siente una fuerza debido 
al libro. Esto se ilustra a continuación:

La mesa siente una fuerza 
igual en magnitud y en direc-
ción contraria a la fuerza nor-
mal que ella ejerce sobre el 
libro.⃗F

En realidad, la fuerza ⃗F  también es una fuerza normal porque es la fuerza que la superficie 
inferior del libro ejerce sobre la mesa. Como regla general podemos decir que siempre que 
un objeto A le produce una fuerza normal a un objeto B, el objeto B le produce una fuerza 
normal de igual magnitud y sentido contrario al objeto A (la fuerza normal que la mesa le 
ejerce al libro es igual en magnitud a la fuerza normal que el libro le hace a la mesa).

Por último, es importante resaltar que para que se dé una fuerza normal sólo es necesario 
que un objeto esté en contacto con la superficie de otro objeto, pero el objeto no tiene que 
estar encima de la superficie. La superficie podría estar encima del objeto, o al lado, o en 
diagonal.

Nota 4.5
Cuando un objeto está en contacto con una superficie, la superficie le ejerce una fuerza 
normal al objeto. Esta fuerza es perpendicular a la superficie y apunta desde la superfi-

cie hacia el objeto.

Si un objeto A le hace una fuerza normal a un objeto B, entonces por la tercera ley de 
Newton el objeto B le hace una fuerza normal al objeto A. Ambas fuerzas normales 

tienen la misma magnitud pero direcciones opuestas.

d) La fuerza de fricción es una fuerza que resulta de la interacción entre la superficie de 
dos objetos. Así como la fuerza normal, el origen de las fuerzas de fricción es la fuerza 
eléctrica entre los átomos de las superficies que están en contacto. La fuerza de fricción 
depende de los materiales de la superficie y  del objeto. Por ejemplo, si movemos una 
mesa sobre una pista de hielo la fricción será mucho menor que si la movemos en un 
suelo de cemento.  

El coeficiente de fricción  es un número que cuantifica la fricción que hay entre un objeto y 
una superficie, y por supuesto, este número depende tanto de los materiales del objeto co-
mo aquellos de la superficie sobre la que se mueve el objeto. Hay dos tipos de fuerzas de 
fricción: fuerzas de fricción dinámica y fuerza de fricción estática. Primero, explicáremos 
la fuerza de fricción dinámica.

La fuerza de fricción dinámica es la fricción que siente un objeto que se está moviendo so-
bre una superficie (por eso se llama “dinámica”). Esta fuerza tiene dirección contraria a la 
dirección en la que se mueve el objeto sobre la superficie. Por ejemplo, si arrastramos una 
caja sobre el suelo a lo largo de la dirección positiva del eje X, la fuerza de fricción dinámi-
ca irá en el sentido negativo del eje X (en este ejemplo, la superficie es el suelo). La magni-
tud de la fuerza de fricción dinámica está dada por la fórmula

Fr = μd N   (7),

donde μd  es el coeficiente de fricción dinámico y N es la magnitud de la fuerza normal que 
ejerce la superficie sobre el objeto.

266

La superficie sobre la que está el libro es la mesa, ası́ que hay una fuerza perpendi-
cular a la superficie de la mesa que apunta de la mesa hacia el libro.
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Como dice la tercera ley de Newton, si un objeto A siente una fuerza por otro
objeto B, entonces B también siente una fuerza por A, con la misma magnitud
y sentido contrario. Por lo tanto, si el libro siente una fuerza normal debido a la
mesa, la mesa siente una fuerza debido al libro. Esto se ilustra a continuación:

La superficie sobre la que está el 
libro es la mesa, así que hay una 
fuerza perpendicular a la superfi-
cie de la mesa que apunta de la 
mesa hacia el libro. 

⃗N

Como dice la tercera ley de Newton, si un objeto A siente una fuerza por otro objeto B, en-
tonces B también siente una fuerza por A, con la misma magnitud y sentido contrario. Por 
lo tanto, si el libro siente una fuerza normal por la mesa, la mesa siente una fuerza debido 
al libro. Esto se ilustra a continuación:

La mesa siente una fuerza 
igual en magnitud y en direc-
ción contraria a la fuerza nor-
mal que ella ejerce sobre el 
libro.⃗F

En realidad, la fuerza ⃗F  también es una fuerza normal porque es la fuerza que la superficie 
inferior del libro ejerce sobre la mesa. Como regla general podemos decir que siempre que 
un objeto A le produce una fuerza normal a un objeto B, el objeto B le produce una fuerza 
normal de igual magnitud y sentido contrario al objeto A (la fuerza normal que la mesa le 
ejerce al libro es igual en magnitud a la fuerza normal que el libro le hace a la mesa).

Por último, es importante resaltar que para que se dé una fuerza normal sólo es necesario 
que un objeto esté en contacto con la superficie de otro objeto, pero el objeto no tiene que 
estar encima de la superficie. La superficie podría estar encima del objeto, o al lado, o en 
diagonal.

Nota 4.5
Cuando un objeto está en contacto con una superficie, la superficie le ejerce una fuerza 
normal al objeto. Esta fuerza es perpendicular a la superficie y apunta desde la superfi-

cie hacia el objeto.

Si un objeto A le hace una fuerza normal a un objeto B, entonces por la tercera ley de 
Newton el objeto B le hace una fuerza normal al objeto A. Ambas fuerzas normales 

tienen la misma magnitud pero direcciones opuestas.

d) La fuerza de fricción es una fuerza que resulta de la interacción entre la superficie de 
dos objetos. Así como la fuerza normal, el origen de las fuerzas de fricción es la fuerza 
eléctrica entre los átomos de las superficies que están en contacto. La fuerza de fricción 
depende de los materiales de la superficie y  del objeto. Por ejemplo, si movemos una 
mesa sobre una pista de hielo la fricción será mucho menor que si la movemos en un 
suelo de cemento.  

El coeficiente de fricción  es un número que cuantifica la fricción que hay entre un objeto y 
una superficie, y por supuesto, este número depende tanto de los materiales del objeto co-
mo aquellos de la superficie sobre la que se mueve el objeto. Hay dos tipos de fuerzas de 
fricción: fuerzas de fricción dinámica y fuerza de fricción estática. Primero, explicáremos 
la fuerza de fricción dinámica.

La fuerza de fricción dinámica es la fricción que siente un objeto que se está moviendo so-
bre una superficie (por eso se llama “dinámica”). Esta fuerza tiene dirección contraria a la 
dirección en la que se mueve el objeto sobre la superficie. Por ejemplo, si arrastramos una 
caja sobre el suelo a lo largo de la dirección positiva del eje X, la fuerza de fricción dinámi-
ca irá en el sentido negativo del eje X (en este ejemplo, la superficie es el suelo). La magni-
tud de la fuerza de fricción dinámica está dada por la fórmula

Fr = μd N   (7),

donde μd  es el coeficiente de fricción dinámico y N es la magnitud de la fuerza normal que 
ejerce la superficie sobre el objeto.
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La mesa siente una fuerza igual en magnitud y en dirección contraria a la fuerza
normal que ella ejerce sobre el libro.

En realidad, la fuerza F⃗ también es una fuerza normal porque es la fuerza
que la superficie inferior del libro ejerce sobre la mesa. Como regla general
podemos decir que siempre que un objeto A le produce una fuerza normal a un
objeto B, el objeto B le produce una fuerza normal de igual magnitud y sentido
contrario al objeto A.

Por último, es importante resaltar que para que se dé una fuerza normal el
objeto no tiene que estar encima de la superficie. La superficie podrı́a estar
encima del objeto, o al lado, o en diagonal. Lo que importa es que estén en
contacto.

Nota 4.7. Fuerza normal

Cuando un objeto está en contacto con una superficie, la superficie le
ejerce una fuerza normal al objeto. Esta fuerza es perpendicular a la
superficie y apunta desde esta hacia el objeto. Si un objeto A le hace una
fuerza normal a un objeto B, entonces según la tercera ley de Newton el
objeto B le hace una fuerza normal al objeto A. Ambas fuerzas normales
tienen la misma magnitud pero direcciones opuestas.

(d) La fuerza de fricción es una fuerza que resulta de la interacción entre la
superficie de dos objetos. Ası́ como la fuerza normal, el origen de las fuerzas
de fricción es la fuerza electromagnética entre los átomos de las superficies
que están en contacto. La fuerza de fricción depende de los materiales de la
superficie y del objeto. Por ejemplo, si movemos una mesa sobre una pista de
hielo la fricción será mucho menor que si la movemos en un suelo de cemento.

El coeficiente de fricción es un número que cuantifica la fricción que hay entre
un objeto y una superficie y, por supuesto, este número depende tanto de los
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materiales del objeto como aquellos de la superficie sobre la que se mueve
el objeto. Hay dos tipos de fuerzas de fricción: fuerzas de fricción dinámica
y fuerzas de fricción estática. Primero, explicaremos la fuerza de fricción
dinámica.

La fuerza de fricción dinámica es la fricción que siente un objeto que se está
moviendo con respecto a una superficie (por eso se llama dinámica). Esta fuerza
tiene dirección contraria a la dirección en la que se mueve el objeto sobre la
superficie. Por ejemplo, si arrastramos una caja sobre el suelo a lo largo de la
dirección positiva del eje X, la fuerza de fricción dinámica irá en el sentido
negativo del eje X (en este ejemplo, la superficie es el suelo). La magnitud de la
fuerza de fricción dinámica está dada por la fórmula

Fr = µdN, (5)

donde µd es el coeficiente de fricción dinámico y N es la magnitud de la fuerza
normal que ejerce la superficie sobre el objeto.

La fuerza de fricción estática es la fuerza de fricción que una superficie le
hace a un objeto cuando el objeto no se mueve con respecto a la superficie. La
dirección de la fuerza de fricción estática depende de las fuerzas que actúan sobre el
objeto. Especı́ficamente, la fuerza de fricción estática se opone al movimiento
que las otras fuerzas intentan darle al objeto; si las otras fuerzas intentan mover
el objeto hacia el sur, la fuerza de fricción estática se opone apuntando hacia el
norte. Si las otras fuerzas intentan mover al objeto hacia la derecha, la fuerza
de fricción estática apuntará hacia la izquierda. Ası́, esta fuerza siempre se
resiste a la dirección en la que otras fuerzas tienden a mover el objeto. Si las
fuerzas logran mover el objeto, ya no tenemos una fuerza de fricción estática
sino dinámica.

Algo importante de la fuerza de fricción estática es que no es constante sino que
su magnitud depende de la magnitud de las otras fuerzas que actúan sobre el objeto.
Por ejemplo, cuando intentamos empujar una mesa, podemos empezar por
ejercer muy poca fuerza y la mesa no se va a mover porque la fuerza de fricción
estática contrarresta la fuerza con la que intentamos empujar la mesa. Podemos
incrementar la fuerza un poco y la mesa seguirá quieta, lo que quiere decir
que la fuerza de fricción estática también aumentó (si no hubiera aumentado,
entonces nuestra fuerza habrı́a logrado mover la mesa). Si sigo aumentando
la fuerza que le hago a la mesa para moverla, seguirá aumentando también la
fuerza de fricción estática, hasta que llegará un punto para el cual la fuerza de
fricción habrá llegado a su máxima magnitud. En ese punto, si incrementamos
levemente la fuerza que estamos haciendo, la mesa comenzará a moverse. En
este lı́mite, en el cual la fuerza de fricción es máxima, en el cual el objeto está a
punto de empezar a moverse, la magnitud de la fuerza de fricción estática está
dada por

Fr = µeN, (6)
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donde µe es el coeficiente de fricción estático entre el objeto y la superficie.
Notemos que la magnitud de esta fuerza es parecida a la de la fuerza de fricción
dinámica, sólo que en la dinámica el coeficiente es µd y aquı́ es µe.

En todas las situaciones de este libro nos interesa la fuerza de fricción estática
cuando el objeto está a punto de moverse, es decir, cuando la fuerza que le hacemos
al objeto hace que la fricción estática sea máxima —en ese caso podemos usar la
ecuación (6)—.

Para resumir, nos debe quedar claro que la fuerza de fricción estática surge en
los casos en los que el objeto está en reposo sobre una superficie y una fuerza lo
intenta mover, mientras que la fuerza de fricción dinámica surge en los casos
en que el objeto ya se mueve con respecto a la superficie.

Nota 4.8. Fuerza de fricción dinámica y estática

Cuando un objeto está en contacto con una superficie se da una fuerza
de fricción entre la superficie y el objeto. Si el objeto se está moviendo
sobre la superficie entonces la fuerza de fricción es dinámica y apunta
en la dirección contraria al movimiento del objeto sobre la superficie.

La magnitud de la fuerza de fricción dinámica es Fr = µdN , donde N es
la magnitud de la fuerza normal que le hace la superficie al objeto y µd
es el coeficiente de fricción dinámico (que depende de los materiales).

Si el objeto está en reposo sobre la superficie y otras fuerzas intentan
moverlo, aparece una fuerza de fricción estática que apunta en la di-
rección contraria a la dirección en la que las fuerzas intentan mover el
objeto.

Esta fuerza es variable; cuanto mayor sea la magnitud de las fuerzas
que intentan mover el objeto, mayor será la fuerza de fricción estática
oponiéndose a las fuerzas. Cuando la fuerza de fricción estática es
máxima (cuando las otras fuerzas ya están a punto de mover el objeto),
la magnitud de la fuerza de fricción estática es

Fr = µeN, (7)

donde µe es el coeficiente de fricción estático (que depende de los
materiales).

Cuidado: si en un problema no nos dicen si el coeficiente de fricción es estático
o dinámico, podemos deducirlo dependiendo de si el objeto se está moviendo
sobre la superficie o si no lo está haciendo.

Es bueno resaltar que según la fı́sica moderna, en la naturaleza sólo hay cuatro
fuerzas fundamentales; la fuerza electromagnética, la fuerza de gravedad,
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la fuerza nuclear débil y la fuerza nuclear fuerte. El peso, la fuerza normal
y las fuerzas de fricción no son fuerzas fundamentales, son más bien efectos
macroscópicos de las fuerzas fundamentales.
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Problema 4.4.

Palabras clave: ley de gravedad, peso, varia-
ción del peso con la altura, derivación de la
aceleración gravitacional g.

(a) Use la ecuación de la magnitud de la fuerza de gravedad para escribir
una expresión para la magnitud de la fuerza que la Tierra le hace a un
objeto que está a una altura h sobre el nivel del mar. Suponga para este
problema que el radio de la Tierra es RT , la masa de la Tierra es mT y
la masa del objeto es mo. Además, tenga en cuenta que la distancia que
debe usar en la ecuación es la que hay entre el objeto y el centro de la
Tierra.

(b) Con base en (a), use la segunda ley de Newton para escribir una ex-
presión para la aceleración del objeto suponiendo que la única fuerza
sobre él es la fuerza de gravedad.

(c) Muestre que si h es despreciable con respecto a RT , la aceleración que
acaba de hallar se puede aproximar a g⃗ y la magnitud de la fuerza
hallada en (a) se puede aproximar a mg. Para hacer esto debe usar
los valores de la masa de la Tierra, del radio de la Tierra y de G, que
son, respectivamente: 5.972×1024 kg, 6371 km y G = 6.67384×10−11

Nm2/kg2 (en su respuesta trate de usar al menos 4 decimales).

(d) Ahora responda (a) y (b) con valores numéricos para diferentes alturas
del objeto si el objeto tiene una masa de 60 kilogramos. Responda (a) y
(b) para h igual a 0 metros, para h igual a 1000 metros, para h igual a
5000 metros y para h igual a 30 000. ¿Cambian mucho los resultados
de acuerdo a la altura?

Solución

¿Qué información nos dan?

(a) y (b) El objeto está a una altura h sobre el nivel del mar y tiene masa mo . El radio de la Tierra
es RT , la masa de la Tierra es mT . Además, nos dicen que la distancia que debemos usar es la
distancia que hay entre el objeto y el centro de la Tierra.

(c) Suponga que h es despreciable con respecto a RT . El radio de la Tierra es de 6371 km, la
masa de la Tierra es de 5.972 ×1024kg y la constante de gravitación universal es G = 6.67384×
1024Nm2/kg2.

(d) Una altura h de: 0 metros, 1000 metros, 5000 metros y 30 000 metros. La masa del objeto es
de 60 kilogramos.
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¿Qué nos piden?

(a) Una expresión para la magnitud de la fuerza que le hace la Tierra a un objeto.

(b) Una expresión para la aceleración del objeto suponiendo que la única fuerza es la
hallada en (a).

(c) Mostrar que si h es despreciable con respecto al radio de la Tierra, la aceleración hallada
en (b) es g⃗ y la magnitud de la fuerza hallada en (a) se puede aproximar a mg.

(d) Responder (a) y (b) con valores numéricos para diferentes alturas. Comentar los resulta-
dos.

(a) Para escribir una expresión para la magnitud de la fuerza de gravedad que
la Tierra le hace a un objeto necesitamos usar la ecuación de la magnitud de la
fuerza de gravedad que, como vimos en la sección (a) del problema 4.3, es

∥F⃗g∥ =G
m1m2

r2 , (1)

donde m1 es la masa de uno de los objetos, m2 la masa del otro objeto y r la
distancia entre ambos. En este caso nos interesa la distancia que hay entre un
objeto y el centro de la Tierra.

Como desde el centro de la Tierra hasta la superficie de la Tierra (el nivel del
mar) hay una distancia RT (el radio de la Tierra), y como el objeto está a una
altura h sobre la superficie de la Tierra, entonces la distancia entre el centro de
la Tierra y el objeto es RT +h, como se aprecia en la siguiente figura:

¿Qué debemos hallar?

a) Una expresión para la magnitud de la fuerza que le hace la Tierra a un objeto.

b) Una expresión para la aceleración del objeto suponiendo que la única fuerza es la 
hallada en a).

c) Mostrar que si h es despreciable con respecto al radio de la Tierra, la aceleración 
hallada en b) es g y la magnitud de la fuerza hallada en a) se puede escribir como 
mg.

d) Responder a) y b) con valores numéricos para diferentes alturas. Comentar los 
resultados.

SOLUCIÓN

a). Para escribir una expresión para la magnitud de la fuerza de gravedad que la Tierra le 
hace a un objeto necesitamos usar la ecuación de la fuerza de gravedad, que como vimos 
en el Problema 4.3, es

∥ ⃗F g∥ = G
m1m2

r2
   (1)

m1 es la masa de uno de los objetos, m2 la masa del otro objeto y r la distancia entre ambos 
objetos . En este caso nos interesa la distancia que hay entre un objeto y el centro de la Tie-
rra. Como desde el centro de la Tierra hasta la superficie de la Tierra (el nivel del mar) hay 
una distancia RT (el radio de la Tierra), y como el objeto está a una altura h sobre la superfi-
cie de la Tierra, entonces la distancia entre el centro de la Tierra y el objeto será RT + h, 
como se aprecia en la siguiente figura:

h
RT

La distancia entre el centro de la 
Tierra y el objeto es RT + h.

Si usamos esta distancia en la ecuación (1) y si tenemos en cuenta que la masa del objeto es 
mo y la masa de la Tierra es mT, entonces la ecuación (1) queda

∥ ⃗F g∥ = G
momT

(RT + h)2
   (2)

r

Esta es la expresión para la magnitud de la fuerza de gravedad entre el objeto y la Tierra. 

b) Ahora debemos escribir una expresión para la aceleración del objeto teniendo en cuenta 
el resultado anterior. Recordemos que por la segunda ley de Newton, la aceleración de 
un objeto es proporcionar a la suma de fuerzas:

∑ ⃗F = m ⃗a    (3)

En este caso la única fuerza que actúa sobre el objeto es la fuerza de gravedad, que tiene la 
magnitud dada por la ecuación (2) y que apunta hacia el centro de la Tierra (el objeto se 
siente atraído hacia el centro de la Tierra). Si usamos la ecuación (2) en la ecuación (3), si 
tenemos en cuenta que la masa del objeto es mo y si llamamos ̂r a la dirección que apunta 
hacia el centro de la Tierra,  tenemos:

G
momT

(RT + h)2
̂r = mo ⃗a    (4)   

∥ ⃗F g∥
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La distancia entre el centro de la Tierra y el objeto es RT +h.

Si usamos esta distancia en la ecuación (1) y si tenemos en cuenta que la masa
del objeto es mo y la masa de la Tierra es mT , entonces la ecuación (1) queda

∥F⃗g∥ =G
momT

(RT +h
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

r

)2 . (2)

Esta es la expresión para la magnitud de la fuerza de gravedad entre el objeto
y la Tierra.
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(b) Ahora debemos escribir una expresión para la aceleración del objeto tenien-
do en cuenta el resultado anterior. Recordemos que según la segunda ley de
Newton, la aceleración de un objeto es proporcional a la suma de fuerzas:

∑ F⃗ =ma⃗. (3)

En este caso la única fuerza que actúa sobre el objeto es la fuerza de gravedad,
que tiene la magnitud dada por la ecuación (2) y que apunta hacia el centro de
la Tierra (el objeto se siente atraı́do hacia el centro de la Tierra). Si usamos la
ecuación (2) en la ecuación (3), si tenemos en cuenta que la masa del objeto
es mo y si llamamos r̂ a la dirección que apunta hacia el centro de la Tierra,
tenemos

G
momT

(RT +h)2
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∥F⃗g∥

r̂ =moa⃗. (4)

Podemos cancelar la masa del objeto a ambos lados y ası́ obtenemos una
expresión para la aceleración del objeto:

G
mT

(RT +h)2
r̂ = a⃗. (5)

Notemos que esta aceleración depende de la masa de la Tierra, del radio de la
Tierra, de la constante G, de la altura sobre la superficie a la que esté el objeto,
y no depende de la masa del objeto. Como la aceleración gravitacional no depende
de la masa de los objetos, todos los objetos que estén a la misma distancia del centro
de la Tierra tienen la misma aceleración gravitacional. Un elefante y un lápiz que
están a la misma altura sobre el nivel del mar caen con la misma aceleración
(si la única fuerza que actúa sobre ambos es la fuerza de gravedad).

Nota 4.9. Todos los objetos tienen la misma aceleración
gravitacional

Si sobre dos objetos actúa sólo la fuerza de gravedad, y ambos están a la
misma altura, tienen la misma aceleración, sin importar su masa.

(c) Si la altura h es despreciable con respecto a RT , entonces podemos ignorar
h en la ecuación (2) y también en la ecuación (5) (cuando un número A es
despreciable con respecto a otro número B, podemos ignorar el número A).
Por ejemplo, 1 centavo es despreciable con respecto a 1 millón de pesos, ası́
que en vez de escribir “1 millón y 1 centavo” podemos simplemente escribir
“un millón” y olvidarnos del centavo. En este caso, en vez de escribir RT + h
podemos escribir RT . Si hacemos esto en la ecuación (2), obtenemos

∥F⃗g∥ =G
momT

(RT )2
. (6)
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Si hacemos lo mismo en la ecuación (5), llegamos a

G
mT

(RT )2
r̂ = a⃗. (7)

Ahora usemos en estas ecuaciones el hecho de que el radio de la Tierra es
de 6371 kilómetros (debemos pasar esto a metros), la masa de la Tierra es
de 5.972 × 1024kg, y la constante de gravitación universal es G = 6.67384 ×
10−11Nm2/kg2 (por ahora no reemplazamos la masa del objeto). Si hacemos
esto en la ecuación (6), obtenemos

∥F⃗g∥ = (6.67384×10−11 Nm2

kg2 )

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
G

(mo)(

mT

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
5.972×1024 kg)
(6371000 m
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

RT

)2

= (9.8192 m/s2)mo.

(8)

De hecho, notemos que 9.8193 m/s2 es aproximadamente g, la magnitud de la
aceleración de la gravedad que tanto usamos en los problemas de lanzamiento
vertical y movimiento parabólico. O sea que en vez de escribir 9.8193 m/s2 en
la ecuación (8) podemos escribir el anterior resultado usando g1:

∥F⃗g∥ =mog. (9)

Este resultado es muy importante, pues muestra que la magnitud de la fuerza
que siente un objeto debido a la atracción de la Tierra si la altura a la que está el
objeto es despreciable con respecto al radio de la Tierra es mg. ¡Ası́ que hemos
demostrado a partir de la ley de gravedad que la magnitud de la fuerza de
gravedad sobre un objeto cerca de la superficie de la Tierra es el peso mg!

Ahora, si reemplazamos los valores en la ecuación (7), vamos a ver que la
aceleración es igual a g⃗

(6.67384×10−11 Nm2

kg2 )

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
G

(

mT

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
5.972×1024 kg)
(6371000 m
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

RT

)2 r̂ = (9.8192 m/s2)r̂ = g⃗ . (10)

1 En realidad este es un valor aproximado de g porque no estamos teniendo en cuenta todos
los decimales de la constante G, y porque la Tierra no es perfectamente esférica y entonces el radio
usado es también aproximado. El valor estándar usado para g es de 9.80665 m

s2 .
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Es decir, la aceleración de un objeto si la altura del objeto es despreciable con
respecto al radio de la Tierra es 9.8193 m/s2, que es aproximadamente g, y
apunta hacia el centro de la Tierra2.

(d) Ahora debemos calcular la magnitud de la fuerza de gravedad y la acelera-
ción para diferentes alturas (es decir, debemos usar las ecuaciones (2) y (5) con
diferentes valores de h). Para una altura cero, la magnitud de la fuerza nos da
simplemente mg, como dice la ecuación (9), ası́ que obtenemos

∥F⃗g∥ = (60 kg)(9.8192 m/s2) = 589.1520 N. (11)

Y la aceleración para esta altura es simplemente g como dice la ecuación (10):

g⃗ = (9.8193 m/s2)r̂ . (12)

Para una altura de 1000 metros la magnitud de la fuerza de gravedad es
—ecuación (2)—

∥F⃗g∥ = (6.67384×10−11 Nm2

kg2 )

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
G

mo

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(60 kg)(

mT

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
5.972×1024 kg)

(6371000 m
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

RT

+1000 m
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

h

)2 = 588.972 N. (13)

Notemos que la fuerza es parecida a la fuerza hallada con altura cero —
ecuación (11)—. La aceleración en este caso es —usamos la ecuación (5)—

a⃗ = (6.67384×10−11 Nm2

kg2 )

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
G

(

mT

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
5.972×1024 kg)

(6371000 m
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

RT

+1000 m
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

h

)2 r̂ = (9.8162 m/s2)r̂ . (14)

Notemos que esta aceleración es parecida a la anterior —ecuación (12)—,
ambas se aproximan a 9.81 m/s2. Esto muestra por qué en los problemas de
lanzamiento vertical y movimiento parabólico siempre usamos 9.81 m/s2, pues
casi no importa si el objeto está al nivel del mar o a otra altura, como 1000
metros.

2 Recordemos que r̂ apunta hacia el centro de la Tierra, lo que es consistente con la dirección
de g⃗, pero en otros libros se usa r̂ apuntando del centro de la Tierra hacia el objeto, ası́ que en ese
caso hay que poner un signo negativo en la ecuación (10).
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Para una altura de 5000 metros (más o menos la altura del Nevado del Ruiz), la
magnitud de la fuerza gravitacional es —de nuevo usamos la ecuación (2)—:

∥F⃗g∥ = (6.67384×10−11 Nm2

kg2 )

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
G

mo

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(60 kg)(

mT

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
5.972×1024 kg)

(6371000 m
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

RT

+5000 m
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

h

)2 = 588.2341 N. (15)

Para efectos prácticos esta fuerza es casi igual a la hallada en las otras alturas
examinadas (ni siquiera hay 1 newton de diferencia entre esta fuerza y la fuerza
en el nivel del mar), lo cual es interesante porque estamos considerando un
objeto que ya está a una gran altura sobre el nivel del mar. Como la fuerza es
muy parecida, se puede usar mg incluso para objetos que están a 5000 metros
de altura. Notemos que la fuerza es menor que la hallada en los otros problemas
porque la distancia entre el objeto y el centro de la Tierra es mayor en este caso,
y la fuerza de gravedad es inversamente proporcional a esta distancia.

La aceleración para un objeto a esta altura es —usando la ecuación (5)—

a⃗ = (6.67384×10−11 Nm2

kg2 )
(5.972×1024 kg)

(6371000 m+5000 m)2 r̂ = (9.8039 m/s2)r̂ . (16)

De nuevo, esto es casi 9.81 m/s2, aunque es levemente menor.

Finalmente, para 30 000 metros de altura la magnitud de la fuerza de gravedad
sobre el objeto es

∥F⃗g∥ = (6.67384×10−11 Nm2

kg2 )

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
G

mo

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(60 kg)(

mT

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
5.972×1024 kg)

(6371000 m
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

RT

+30000 m
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

h

)2 = 583.6482 N. (17)

Esta fuerza es casi 6 newtons menor que la fuerza al nivel del mar. Ası́ que si
vamos a analizar objetos que están a una altura tan grande como la altura de
vuelo de un avión, ya no podemos aproximar el peso a mg sino que debemos
usar la ecuación de la gravedad como hemos hecho en este caso. La aceleración
para este caso es

a⃗ =(6.67384×10−11 Nm2

kg2 )
(5.972×1024 kg)

(6371000 m+30000 m)2 r̂

= (9.7275 m/s2)r̂ .
(18)
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La aceleración también nos da un poco menos que 9.81 m/s2, aunque la
diferencia sigue siendo mı́nima.

Nota 4.10. Dependencia de g y mg de la altura sobre el nivel del mar

Para los casos diarios en que la altura a la que está un objeto sobre
el nivel del mar no es muy grande (por ejemplo, no es más de 5000
metros), está justificado usar el hecho de que la magnitud de la fuerza
con que la Tierra atrae al objeto es el peso mg. Además, la aceleración
del objeto si sólo actúa la atracción de la Tierra sobre él es g, que tiene
un valor aproximado de 9.81 m/s2 y apunta hacia el centro de la Tierra.

En casos en los que la altura del objeto es considerable (como 30 000
metros), no debemos aproximar el peso a mg, sino que debemos usar

∥F⃗g∥ =G
momT

(RT +h)2
,

donde h es la altura del objeto con respecto al nivel del mar. De forma
similar, para alturas muy grandes no debemos usar el hecho de que la
aceleración es g sino que debemos calcular la aceleración usando

G
mT

(RT +h)2
r̂ = a⃗.

En este libro, a menos que se diga lo contrario, siempre estará justificado
usar el hecho de que el peso es mg y la aceleración producida por la
Tierra sobre un objeto es g⃗.
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Problema (teórico) 4.5.

Palabras clave: leyes de Newton, inercia, com-
portamiento de objetos en un vehı́culo.

Imagine que Ramón está parado en un bus de Transmilenio que lleva velocidad
constante, y suponga que el bus frena de repente y Ramón se choca contra el
pasajero del frente, que se llama Stefano. No ignore la fricción entre los pies de
Ramón y el bus.

(a) Usando la primera ley de Newton, explique qué causa que Ramón se
choque con Stefano.

(b) Suponga que Stefano no se cae ni se resbala; ¿qué dirı́a la segunda ley
de Newton para el caso de Stefano?

(c) Usando la primera y la segunda ley de Newton, explique qué pasa
cuando uno está sentado en una silla y el bus acelera.

(d) Si no hubiera ninguna fricción entre el piso del bus y nuestros pies, y si
no estuviéramos sujetados de nada más, ¿qué pasarı́a si el bus acelerara
o frenara?

Solución
(a) La primera ley de Newton dice que todo cuerpo va a moverse con velocidad
constante a menos que una fuerza actúe sobre él. Inicialmente el bus lleva
velocidad constante, y como Ramón está parado en él, entonces Ramón también
lleva velocidad constante. De repente el bus frena. Ahora, ¿por qué Ramón se
choca contra Stefano? Porque todo cuerpo va a tender a moverse con la misma
velocidad que lleva a menos que una fuerza actúe sobre él, ası́ que Ramón va a
tender a seguir con la misma velocidad que llevaba antes de que el bus frenara.

El punto importante es que no hay una fuerza que esté empujando a Ramón
hacia Stefano. Todo lo contrario, la razón por la cual ambos se chocan es que
no hay una fuerza que ayude a Ramón a frenar (es cierto que hay fricción, pero
si Ramón se chocó con Stefano es porque esa fricción no fue suficiente). Es el
contacto con Stefano lo que ayuda a Ramón a frenar.

(b) Si Stefano no se cae ni se resbala mientras el bus frena debe de ser porque
hay alguna fuerza que está actuando sobre Stefano que le ayuda a frenar. Si
no hubiera ninguna fuerza, por la primera ley de Newton Stefano deberı́a
seguir con velocidad constante mientras el bus frena, y se chocarı́a con alguien
adelante, tal como le pasó a Ramón. Ası́ que para que frene, la suma de fuerzas
en X (suponemos que el bus se mueve en X) sobre Stefano tiene que ser diferente
de cero, para que esas fuerzas le den la aceleración requerida a Stefano. ¿Qué
fuerzas pueden estar ayudando a Stefano a frenar? Simplemente la fuerza que



418 Fı́sica paso a paso. Más de 100 problemas resueltos

le transmiten las barandas del bus mientras él se coge de ellas, y también la
fuerza de fricción de sus pies con el piso del bus.

(c) Antes de que el bus acelere, llevamos cierta velocidad constante, que es la
misma que lleva el bus. Una vez este acelera, nosotros, como todos los objetos,
tendemos a mantener la velocidad que llevábamos (eso es lo que dice la primera
ley de Newton). Sin embargo, el espaldar de la silla o la fricción con el piso
hace que no podamos seguir con la velocidad que llevábamos, y hacen que
aceleremos. Es decir, la fuerza normal que nos hace el espaldar de la silla y la
fuerza de fricción que el piso le hace a nuestros pies hacen que aceleremos.

Podemos llegar a sentir como si hubiera una fuerza que nos empuja contra el
espaldar de la silla pero no hay tal fuerza. No hay nada que nos empuje hacia
atrás, todo lo contrario, hay fuerzas que nos empujan hacia adelante mientras
el bus acelera.

(d) Si no hubiera nada de fricción entre nuestros pies y el piso del bus, y si no
estuviéramos sujetos de nada, no sentirı́amos nada si el bus frena o acelera.
No habrı́a ninguna fuerza que nos empujara hacia adelante ni ninguna fuerza
que nos ayudara a frenar; si el bus frenara nosotros “seguirı́amos derecho”,
como si nada hubiera pasado (como dice la primera ley de Newton) hasta que,
por supuesto, nos choquemos contra algo adelante. Del mismo modo, si el bus
acelera nosotros no vamos a acelerar, hasta que nos choquemos con la parte de
atrás del bus o con alguien detrás de nosotros.

Este caso demuestra que no hay necesidad de mencionar ninguna fuerza para
explicar por qué nos vamos hacia adelante cuando el bus frena o por qué nos
vamos hacia atrás cuando acelera; en realidad no nos vamos hacia adelante
cuando el bus frena, más bien el bus está acercándose a nosotros y nosotros,
como no podemos frenar, nos chocamos con las cosas que están adelante. Del
mismo modo, cuando el bus acelera no nos estamos yendo hacia atrás sino que
las cosas que están atrás de nosotros aceleran y nos alcanzan (y nosotros no
podemos evadirlas porque no hay ninguna fuerza que nos ayude a acelerar).
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Nota 4.11. ¿Por qué nos vamos hacia adelante o hacia atrás cuando
un vehı́culo frena o acelera?

Cuando estamos dentro de un vehı́culo y este frena, tendemos a mo-
vernos o, de hecho, nos movemos hacia delante del vehı́culo como si
nos estuvieran empujando. Esto no sucede como resultado de una fuer-
za que nos empuje sino porque según la primera ley de Newton todo
objeto tiende a seguir moviéndose con la velocidad que tiene y desde
el principio nos estábamos moviendo hacia delante (al frenar la parte
delantera del vehı́culo se acerca a nosotros). De forma similar, cuando
el vehı́culo acelera, sentimos que nos vamos hacia atrás o, de hecho, nos
vamos hacia atrás del vehı́culo. De nuevo, no hay ninguna fuerza que
nos empuje hacia atrás sino que, por la primera ley, tendemos a seguir
con nuestra velocidad inicial que era menor a la que el vehı́culo tiene
después (al acelerar la parte trasera del vehı́culo se acerca).
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Problema (teórico) 4.6.

Palabras clave: diagrama de fuerzas.

(a) Explique qué es un diagrama de fuerzas y para qué sirve.

(b) A continuación va a encontrar unos libros en cuatro situaciones di-
ferentes. Haga un diagrama de fuerzas para los libros en las cuatro
situaciones.

(c) Descomponga los vectores de fuerza para la situación 3 usando dos
sistemas de coordenadas diferentes: primero, uno en el cual el eje Y
apunte hacia arriba de la página (de forma vertical) y el eje X apunte
hacia la derecha de la página, y después use uno en el cual el eje X esté
alineado con la parte larga de la repisa sobre la que está el libro y el eje
Y esté alineado con la parte pequeña de la repisa.

 Libro cayendo libremente.  Libro sobre una mesa.

 Libro en una repisa inclinada.  Dos libros en una repisa inclinada.

Solución
(a) Siempre que vamos a resolver un problema de fuerzas es muy importante
realizar lo que se conoce como un diagrama de fuerzas (también se conoce
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como diagrama de cuerpo libre). Un diagrama de fuerzas es un dibujo en el cual
debemos indicar las fuerzas que actúan sobre el objeto que vamos a analizar.
Como las fuerzas son vectores, en nuestro diagrama las representamos con
flechas, en las que la punta indica la dirección de la fuerza. El objetivo de
los diagramas de fuerzas es ilustrar qué fuerzas actúan sobre los distintos
objetos. Una vez realizado el diagrama de fuerzas será más sencillo plantear
las ecuaciones de la segunda ley de Newton. Es muy importante entender que
el diagrama de fuerzas de un objeto sólo tiene en cuenta las fuerzas que actúan sobre
el objeto, no las fuerzas que el objeto le hace a otros objetos. Esto es ası́ porque la
aceleración de un objeto sólo depende de las fuerzas que actúan sobre él (nota 4.5).

(b) Situación 1:

Como el libro cae libremente, sobre él solamente actúa el peso, ası́ que el
diagrama de fuerzas del libro es

PROBLEMA 4.6 *
a) Explique qué es un diagrama de fuerzas y para qué sirve. b) A continuación va a encon-

trar unos libros en cuatro situaciones diferentes. Hacer un diagrama de fuerzas para los 
libros en las cuatro situaciones. c) Descomponer los vectores de fuerza para la situación 
3 usando dos sistemas de coordenadas diferentes: primero, uno en el cual el eje Y apunta 
hacia arriba de la página (de forma vertical) y el eje X apunta hacia la derecha de la pági-
na, y después usar uno en el cual el eje X está alineado con la parte larga de la repisa 
sobre la que está el libro y el eje Y está alineado con la parte pequeña de la repisa.

Situación 1:
 Libro cayendo libremente.

Situación 2:
 Libro sobre una mesa.

Situación 3:
 Libro en una repisa inclinada.

Situación 4:
 Dos libros en una repisa inclinada.

SOLUCIÓN

a) Siempre que vamos a resolver un problema de fuerzas es muy importante realizar lo que 
se conoce como un diagrama de fuerzas (también se conoce como” diagrama de cuerpo 
libre”). Un diagrama de fuerzas es un dibujo en el cual debemos indicar (pintar) las fuerzas 

que actúan sobre el objeto que vamos a analizar. Como las fuerzas son vectores, en nuestro 
diagrama las representamos con flechas, donde la punta de la flecha indica la dirección de 
la fuerza. El objetivo de los diagramas de fuerzas es ilustrar, qué fuerzas actúan sobre los 
distintos objetos. Una vez realizado el diagrama de fuerzas será más sencillo plantear las 
ecuaciones de la segunda ley de Newton. Es muy importante entender que el diagrama de 
fuerzas de un objeto sólo tiene en cuenta las fuerzas que actúan sobre el objeto, no las fuer-
zas que el objeto le hace a otras fuerzas.

b) Situación 1:

Como el libro cae libremente, sobre él solamente actúa el peso, así que el diagrama de fuer-
zas del libro es:

⃗W

El peso es una fuerza que apunta hacia 
el suelo (hacia el centro de la Tierra).

Situación 2:

Como el libro está apoyado sobre la mesa, sobre el libro actúa una fuerza normal. Así, tene-
mos dos fuerzas sobre el libro, el peso y la fuerza normal que ejerce la superficie de la me-
sa:

⃗W

⃗N
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El peso es una fuerza que apunta hacia el suelo (hacia el centro de la Tierra).

Situación 2:

Como el libro está apoyado sobre la mesa, sobre el libro actúa una fuerza
normal. Ası́, tenemos dos fuerzas sobre el libro, el peso y la fuerza normal que
ejerce la superficie de la mesa:

PROBLEMA 4.6 *
a) Explique qué es un diagrama de fuerzas y para qué sirve. b) A continuación va a encon-

trar unos libros en cuatro situaciones diferentes. Hacer un diagrama de fuerzas para los 
libros en las cuatro situaciones. c) Descomponer los vectores de fuerza para la situación 
3 usando dos sistemas de coordenadas diferentes: primero, uno en el cual el eje Y apunta 
hacia arriba de la página (de forma vertical) y el eje X apunta hacia la derecha de la pági-
na, y después usar uno en el cual el eje X está alineado con la parte larga de la repisa 
sobre la que está el libro y el eje Y está alineado con la parte pequeña de la repisa.

Situación 1:
 Libro cayendo libremente.

Situación 2:
 Libro sobre una mesa.

Situación 3:
 Libro en una repisa inclinada.

Situación 4:
 Dos libros en una repisa inclinada.

SOLUCIÓN

a) Siempre que vamos a resolver un problema de fuerzas es muy importante realizar lo que 
se conoce como un diagrama de fuerzas (también se conoce como” diagrama de cuerpo 
libre”). Un diagrama de fuerzas es un dibujo en el cual debemos indicar (pintar) las fuerzas 

que actúan sobre el objeto que vamos a analizar. Como las fuerzas son vectores, en nuestro 
diagrama las representamos con flechas, donde la punta de la flecha indica la dirección de 
la fuerza. El objetivo de los diagramas de fuerzas es ilustrar, qué fuerzas actúan sobre los 
distintos objetos. Una vez realizado el diagrama de fuerzas será más sencillo plantear las 
ecuaciones de la segunda ley de Newton. Es muy importante entender que el diagrama de 
fuerzas de un objeto sólo tiene en cuenta las fuerzas que actúan sobre el objeto, no las fuer-
zas que el objeto le hace a otras fuerzas.

b) Situación 1:

Como el libro cae libremente, sobre él solamente actúa el peso, así que el diagrama de fuer-
zas del libro es:

⃗W

El peso es una fuerza que apunta hacia 
el suelo (hacia el centro de la Tierra).

Situación 2:

Como el libro está apoyado sobre la mesa, sobre el libro actúa una fuerza normal. Así, tene-
mos dos fuerzas sobre el libro, el peso y la fuerza normal que ejerce la superficie de la me-
sa:

⃗W

⃗N

275
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También es común realizar el diagrama de fuerzas de modo que pintemos sólo
el cuerpo que queremos analizar. Por ejemplo, en este caso podrı́amos pintar
sólo el libro (sin la mesa) con sus respectivas fuerzas:

También es común realizar el diagrama de fuerzas de modo que pintamos sólo al cuerpo 
que queremos analizar. Por ejemplo, en el caso presente podríamos pintar sólo al libro (sin 
la mesa) con sus respectivas fuerzas:

Muchos diagramas de fuerzas 
sólo pintan el objeto que nos 
interesa analizar.

⃗W

⃗N

Ambos diagramas son equivalentes (con la mesa o sin la mesa) y el lector puede usar el 
que más le convenga, lo importante es siempre pintar las fuerzas sobre el objeto que vamos 
a analizar. En este libro vamos a pintar los diagramas de fuerzas usando el dibujo original, 
sin aislar el objeto (y cuando haya más de un objeto, vamos a diferenciar las fuerzas de ca-
da objeto con la forma o el color de las flechas).  Además, es importante aclarar que no hay 
que pintar todas las fuerzas que actúan sobre todos los objetos, sino sólo las fuerzas sobre 
los objetos que debemos analizar. Por ejemplo, en el presente problema, no hemos pintado 
las fuerzas sobre la mesa porque nos han dicho que realicemos un diagrama de fuerzas del 
libro. A veces debemos hacer un diagrama para varios objetos, a veces para uno sólo, todo 
depende del problema. Por ejemplo, si hiciéramos el diagrama de fuerzas de la situación 2 
para el libro y la mesa, sería el siguiente:

⃗N

⃗Wm ⃗F

⃗W

⃗N m Diagrama de fuerzas para el libro y 
para la mesa. Notemos que sobre la 
mesa hay tres fuerzas (en rojo), el 
peso ⃗Wm de la mesa, la fuerza normal 

⃗N m que el piso le hace a la mesa, y 
otra fuerza normal ⃗F  que es la fuerza 
que el  libro le hace a la mesa. Por la 
tercera ley de Newton, la magnitud 
de ⃗F  es igual a la magnitud de ⃗N  que 
es la fuerza normal que la mesa le 
hace al libro (y tienen direcciones con-
trarias).

Situación 3:

En este caso debemos notar que el libro está apoyado sobre dos superficies. Una de las su-
perficies es el soporte más largo de la repisa (llamémosla “superficie 2”), mientras que la 
otra es la parte inferior de la repisa (llamémosla “superficie 1”). Esto se ilustra a 
continuación:

Superficie 1

Superficie 2 El objeto está en contacto 
con dos superficies de la 
repisa, que hemos llamado 
superficie 1 y superficie 2.

Como hay dos superficies, habrá dos fuerzas normales que actúan sobre el libro. Teniendo 
en cuenta que las fuerzas normales son perpendiculares a la superficie, el diagrama de fuer-
zas de esta situación queda así:

⃗W

⃗
N 2

⃗N
1

La fuerza normal que ejerce la super-
ficie 1 la hemos llamado ⃗N 1. Note-
mos que es perpendicular a la superfi-
cie 1. La fuerza normal que ejerce la 
superficie 2 la hemos llamado ⃗N 2.  
En rojo hemos pintado el peso, que 
siempre va hacia abajo.

Situación 4
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Muchos diagramas de fuerzas sólo pintan el objeto que nos interesa analizar.

Ambos diagramas son equivalentes (con la mesa o sin la mesa) y el lector puede
usar el que más le convenga. Lo importante es siempre pintar las fuerzas sobre
el objeto que vamos a analizar. En este libro vamos a pintar los diagramas de
fuerzas usando el dibujo original, sin aislar el objeto, y cuando haya más de un
objeto vamos a diferenciar las fuerzas de cada objeto con la forma o el color
de las flechas. Además, es importante aclarar que no hay que pintar todas
las fuerzas que actúan sobre todos los objetos, sino sólo las fuerzas sobre los
objetos que debemos analizar. Por ejemplo, en este problema no hemos pintado
las fuerzas sobre la mesa porque nos han dicho que realicemos un diagrama
de fuerzas del libro. Por ejemplo, si hiciéramos el diagrama de fuerzas de la
situación 2 para el libro y la mesa, serı́a el siguiente:

N

Wm F

W

Nm

Diagrama de fuerzas para el libro y para la mesa. Notemos que sobre la mesa hay
tres fuerzas (en rojo), el peso W⃗m de la mesa, la fuerza normal N⃗m que el piso
le hace a la mesa, y otra fuerza normal F⃗ que es la fuerza que el libro le hace a
la mesa. Por la tercera ley de Newton, la magnitud de F⃗ es igual a la magnitud
de N⃗ que es la fuerza normal que la mesa le hace al libro (y tienen direcciones
contrarias).
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Situación 3:

En este caso debemos notar que el libro está apoyado sobre dos superficies. Una
de las superficies es el soporte más largo de la repisa (llamémosla superficie 2),
mientras la otra es la parte inferior de la repisa (llamémosla superficie 1). Esto
se ilustra a continuación:

También es común realizar el diagrama de fuerzas de modo que pintamos sólo al cuerpo 
que queremos analizar. Por ejemplo, en el caso presente podríamos pintar sólo al libro (sin 
la mesa) con sus respectivas fuerzas:

Muchos diagramas de fuerzas 
sólo pintan el objeto que nos 
interesa analizar.

⃗W

⃗N

Ambos diagramas son equivalentes (con la mesa o sin la mesa) y el lector puede usar el 
que más le convenga, lo importante es siempre pintar las fuerzas sobre el objeto que vamos 
a analizar. En este libro vamos a pintar los diagramas de fuerzas usando el dibujo original, 
sin aislar el objeto (y cuando haya más de un objeto, vamos a diferenciar las fuerzas de ca-
da objeto con la forma o el color de las flechas).  Además, es importante aclarar que no hay 
que pintar todas las fuerzas que actúan sobre todos los objetos, sino sólo las fuerzas sobre 
los objetos que debemos analizar. Por ejemplo, en el presente problema, no hemos pintado 
las fuerzas sobre la mesa porque nos han dicho que realicemos un diagrama de fuerzas del 
libro. A veces debemos hacer un diagrama para varios objetos, a veces para uno sólo, todo 
depende del problema. Por ejemplo, si hiciéramos el diagrama de fuerzas de la situación 2 
para el libro y la mesa, sería el siguiente:

⃗N

⃗Wm ⃗F

⃗W

⃗N m Diagrama de fuerzas para el libro y 
para la mesa. Notemos que sobre la 
mesa hay tres fuerzas (en rojo), el 
peso ⃗Wm de la mesa, la fuerza normal 

⃗N m que el piso le hace a la mesa, y 
otra fuerza normal ⃗F  que es la fuerza 
que el  libro le hace a la mesa. Por la 
tercera ley de Newton, la magnitud 
de ⃗F  es igual a la magnitud de ⃗N  que 
es la fuerza normal que la mesa le 
hace al libro (y tienen direcciones con-
trarias).

Situación 3:

En este caso debemos notar que el libro está apoyado sobre dos superficies. Una de las su-
perficies es el soporte más largo de la repisa (llamémosla “superficie 2”), mientras que la 
otra es la parte inferior de la repisa (llamémosla “superficie 1”). Esto se ilustra a 
continuación:

Superficie 1

Superficie 2

 y superficie 2.

Como hay dos superficies, habrá dos fuerzas normales que actúan sobre el libro. Teniendo 
en cuenta que las fuerzas normales son perpendiculares a la superficie, el diagrama de fuer-
zas de esta situación queda así:

⃗W

⃗
N 2

⃗N
1

La fuerza normal que ejerce la super-
ficie 1 la hemos llamado ⃗N 1. Note-
mos que es perpendicular a la superfi-
cie 1. La fuerza normal que ejerce la 
superficie 2 la hemos llamado ⃗N 2.  
En rojo hemos pintado el peso, que 
siempre va hacia abajo.

Situación 4
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El libro está en contacto con dos superficies de la repisa, que hemos llamado
superficie 1 y superficie 2.

Como hay dos superficies, habrá dos fuerzas normales que actúan actúen sobre
el libro. Si tenemos en cuenta que las fuerzas normales son perpendiculares a
la superficie, el diagrama de fuerzas de esta situación queda ası́:

También es común realizar el diagrama de fuerzas de modo que pintamos sólo al cuerpo 
que queremos analizar. Por ejemplo, en el caso presente podríamos pintar sólo al libro (sin 
la mesa) con sus respectivas fuerzas:

Muchos diagramas de fuerzas 
sólo pintan el objeto que nos 
interesa analizar.

⃗W

⃗N

Ambos diagramas son equivalentes (con la mesa o sin la mesa) y el lector puede usar el 
que más le convenga, lo importante es siempre pintar las fuerzas sobre el objeto que vamos 
a analizar. En este libro vamos a pintar los diagramas de fuerzas usando el dibujo original, 
sin aislar el objeto (y cuando haya más de un objeto, vamos a diferenciar las fuerzas de ca-
da objeto con la forma o el color de las flechas).  Además, es importante aclarar que no hay 
que pintar todas las fuerzas que actúan sobre todos los objetos, sino sólo las fuerzas sobre 
los objetos que debemos analizar. Por ejemplo, en el presente problema, no hemos pintado 
las fuerzas sobre la mesa porque nos han dicho que realicemos un diagrama de fuerzas del 
libro. A veces debemos hacer un diagrama para varios objetos, a veces para uno sólo, todo 
depende del problema. Por ejemplo, si hiciéramos el diagrama de fuerzas de la situación 2 
para el libro y la mesa, sería el siguiente:

⃗N

⃗Wm ⃗F

⃗W

⃗N m Diagrama de fuerzas para el libro y 
para la mesa. Notemos que sobre la 
mesa hay tres fuerzas (en rojo), el 
peso ⃗Wm de la mesa, la fuerza normal 

⃗N m que el piso le hace a la mesa, y 
otra fuerza normal ⃗F  que es la fuerza 
que el  libro le hace a la mesa. Por la 
tercera ley de Newton, la magnitud 
de ⃗F  es igual a la magnitud de ⃗N  que 
es la fuerza normal que la mesa le 
hace al libro (y tienen direcciones con-
trarias).

Situación 3:

En este caso debemos notar que el libro está apoyado sobre dos superficies. Una de las su-
perficies es el soporte más largo de la repisa (llamémosla “superficie 2”), mientras que la 
otra es la parte inferior de la repisa (llamémosla “superficie 1”). Esto se ilustra a 
continuación:

Superficie 1

Superficie 2 El objeto está en contacto 
con dos superficies de la 
repisa, que hemos llamado 
superficie 1 y superficie 2.

Como hay dos superficies, habrá dos fuerzas normales que actúan sobre el libro. Teniendo 
en cuenta que las fuerzas normales son perpendiculares a la superficie, el diagrama de fuer-
zas de esta situación queda así:

⃗W

⃗
N 2

⃗N
1

La fuerza normal que ejerce la super-

A la fuerza normal que ejerce la superficie 1 la hemos llamado N⃗1. Notemos que
es perpendicular a la superficie 1. A la fuerza normal que ejerce la superficie 2 la
hemos llamado N⃗2. En rojo hemos pintado el peso, que siempre va hacia abajo.

Situación 4

Esta vez tenemos dos libros. Analicemos primero el libro Lenguaje. Este libro
está apoyado sobre dos superficies; por un lado está apoyado sobre el libro
Fı́sica y por otro lado está apoyado sobre la parte inferior de la repisa, que en el
problema anterior habı́amos denominado superficie 1. El diagrama de fuerzas
de este libro verde debe ser exactamente igual al diagrama que habı́amos hecho
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para el libro azul (Fı́sica) en la situación previa ya que se está apoyando sobre
dos superficies como el libro azul lo hacı́a en la sección anterior (la única
diferencia es que lo que servı́a de superficie 2 en la sección anterior era la parte
más larga de la repisa y ahora es el libro azul). Siguiendo lo que hicimos en
el numeral anterior, para este libro verde tenemos el siguiente diagrama de
fuerzas:

Esta vez tenemos dos libros. Analicemos primero el libro Lenguaje. Este libro está apoyado 
sobre dos superficies; por un lado está apoyado sobre el libro Física y por otro lado está 
apoyado sobre la parte inferior de la repisa, que en el problema anterior habíamos denomi-
nado superficie 1. El diagrama de fuerzas de este libro verde debe ser exactamente igual al 
diagrama que habíamos hecho para el libro azul (Física) en la situación previa  ya que se 
está apoyando sobre dos superficies de la misma forma que el libro azul lo hacía en el nu-
meral anterior (la única diferencia es que lo que servía de superficie 2 en el numeral ante-
rior era la parte más larga de la repisa y ahora es la carátula del libro azul)). Siguiendo lo 
que hicimos en el numeral anterior, para este libro verde tenemos el siguiente diagrama de 
fuerzas:

⃗W1

⃗
N a

⃗N
1

Sobre el libro verde actúa la fuerza nor-
mal que produce el libro azul y que he-
mos llamado ⃗N a y la fuerza normal que 
produce la parte inferior de la repisa, 
que hemos denominado ⃗N 1. Hemos 
llamado ⃗W1 al peso de este libro.

Sobre el libro azul actúa la fuerza normal de la superficie inferior de la repisa y la fuerza 
normal de la parte larga de la repisa. Hasta aquí su diagrama es idéntico al del numeral ante-
rior. Sin embargo,  notemos que hay una tercera superficie que está en contacto con este 
libro azul, a saber, la carátula del libro verde. Por lo tanto, como está en contacto con tres 
superficies, hay tres fuerzas normales sobre el libro azul. El diagrama de fuerzas para am-
bos libros es entonces:

⃗W1

⃗
N a

Sobre el libro azul tenemos tres fuerzas nor-
males: la fuerza ⃗N 2 que hace la superficie 
inferior de la repisa, la fuerza ⃗N 3 que 
ejerce la parte larga de la repisa, y ⃗N v que 
es la fuerza que ejerce el libro verde sobre 
el libro azul. Notemos que para diferenciar 
las fuerzas sobre cada libro, las puntas de 
las flechas sobre el libro azul tienen un es-
tilo diferente.

⃗W2

⃗
N 3

⃗N
1

⃗N
2

⃗
N v

Debemos tener presente que por la tercera ley de Newton, la fuerza ⃗N v debe ser igual en 
magnitud a la fuerza ⃗N a. En otras palabras, la fuerza normal que le hace el libro verde al 
azul es la misma en magnitud y opuesta en dirección a la fuerza normal que le hace el libro 
azul al verde, es decir: ⃗N a = − ⃗N v.

c) Debemos descomponer los vectores de la Situación 3 usando un sistema como el indica-
do a continuación: 

Y

X

Como ya sabemos cuál es el diagrama de fuerzas, podemos usar directamente ese diagrama 
y descomponer los vectores sobre el mismo diagrama, así:
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Sobre el libro verde actúa la fuerza normal que produce el libro azul y que hemos
llamado N⃗a y la fuerza normal que produce la parte inferior de la repisa, que
hemos denominado N⃗1. Hemos llamado W⃗1 al peso de este libro (lo pintamos de
blanco porque en negro no se alcanza a ver bien).

Sobre el libro azul actúa la fuerza normal de la superficie inferior de la repisa
y la fuerza normal de la parte larga de la repisa. Hasta aquı́ su diagrama es
idéntico al del numeral anterior. Sin embargo, notemos que hay una tercera
superficie que está en contacto con este libro azul, a saber, la carátula del
libro verde. Por lo tanto, como está en contacto con tres superficies, hay tres
fuerzas normales sobre el libro azul. El diagrama de fuerzas para ambos libros
es entonces

Esta vez tenemos dos libros. Analicemos primero el libro Lenguaje. Este libro está apoyado 
sobre dos superficies; por un lado está apoyado sobre el libro Física y por otro lado está 
apoyado sobre la parte inferior de la repisa, que en el problema anterior habíamos denomi-
nado superficie 1. El diagrama de fuerzas de este libro verde debe ser exactamente igual al 
diagrama que habíamos hecho para el libro azul (Física) en la situación previa  ya que se 
está apoyando sobre dos superficies de la misma forma que el libro azul lo hacía en el nu-
meral anterior (la única diferencia es que lo que servía de superficie 2 en el numeral ante-
rior era la parte más larga de la repisa y ahora es la carátula del libro azul)). Siguiendo lo 
que hicimos en el numeral anterior, para este libro verde tenemos el siguiente diagrama de 
fuerzas:

⃗W1

⃗
N a

⃗N
1

Sobre el libro verde actúa la fuerza nor-
mal que produce el libro azul y que he-
mos llamado ⃗N a y la fuerza normal que 
produce la parte inferior de la repisa, 
que hemos denominado ⃗N 1. Hemos 
llamado ⃗W1 al peso de este libro.

Sobre el libro azul actúa la fuerza normal de la superficie inferior de la repisa y la fuerza 
normal de la parte larga de la repisa. Hasta aquí su diagrama es idéntico al del numeral ante-
rior. Sin embargo,  notemos que hay una tercera superficie que está en contacto con este 
libro azul, a saber, la carátula del libro verde. Por lo tanto, como está en contacto con tres 
superficies, hay tres fuerzas normales sobre el libro azul. El diagrama de fuerzas para am-
bos libros es entonces:

⃗W1

⃗
N a

-
⃗N 2 que hace la superficie 

⃗N 3 que 
⃗N v que 

-

⃗W2

⃗
N 3

⃗N
1

⃗N
2

⃗
N v

Debemos tener presente que por la tercera ley de Newton, la fuerza ⃗N v debe ser igual en 
magnitud a la fuerza ⃗N a. En otras palabras, la fuerza normal que le hace el libro verde al 
azul es la misma en magnitud y opuesta en dirección a la fuerza normal que le hace el libro 
azul al verde, es decir: ⃗N a = − ⃗N v.

c) Debemos descomponer los vectores de la Situación 3 usando un sistema como el indica-
do a continuación: 

Y

X

Como ya sabemos cuál es el diagrama de fuerzas, podemos usar directamente ese diagrama 
y descomponer los vectores sobre el mismo diagrama, así:
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Sobre el libro azul tenemos tres fuerzas normales: la fuerza N⃗2 que hace la super-
ficie inferior de la repisa, la fuerza N⃗3 que ejerce la parte larga de la repisa, y N⃗v
que es la fuerza que ejerce el libro verde sobre el libro azul. Notemos que para
diferenciar las fuerzas sobre cada libro, las puntas de las flechas sobre el libro azul
tienen un estilo diferente (el lector no debe confundirse por el cambio de color de
algunos vectores, esto se debe sólo a razones de diagramación).
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Debemos tener presente que según la tercera ley de Newton, la fuerza N⃗v debe
ser igual en magnitud a la fuerza N⃗a. En otras palabras, la fuerza normal que
le hace el libro verde al azul es la misma en magnitud y opuesta en dirección a
la fuerza normal que le hace el libro azul al verde, es decir: N⃗a = −N⃗v .

(c) Debemos descomponer los vectores de la situación 3 usando un sistema
como el indicado a continuación:

Esta vez tenemos dos libros. Analicemos primero el libro Lenguaje. Este libro está apoyado 
sobre dos superficies; por un lado está apoyado sobre el libro Física y por otro lado está 
apoyado sobre la parte inferior de la repisa, que en el problema anterior habíamos denomi-
nado superficie 1. El diagrama de fuerzas de este libro verde debe ser exactamente igual al 
diagrama que habíamos hecho para el libro azul (Física) en la situación previa  ya que se 
está apoyando sobre dos superficies de la misma forma que el libro azul lo hacía en el nu-
meral anterior (la única diferencia es que lo que servía de superficie 2 en el numeral ante-
rior era la parte más larga de la repisa y ahora es la carátula del libro azul)). Siguiendo lo 
que hicimos en el numeral anterior, para este libro verde tenemos el siguiente diagrama de 
fuerzas:

⃗W1

⃗
N a

⃗N
1

Sobre el libro verde actúa la fuerza nor-
mal que produce el libro azul y que he-
mos llamado ⃗N a y la fuerza normal que 
produce la parte inferior de la repisa, 
que hemos denominado ⃗N 1. Hemos 
llamado ⃗W1 al peso de este libro.

Sobre el libro azul actúa la fuerza normal de la superficie inferior de la repisa y la fuerza 
normal de la parte larga de la repisa. Hasta aquí su diagrama es idéntico al del numeral ante-
rior. Sin embargo,  notemos que hay una tercera superficie que está en contacto con este 
libro azul, a saber, la carátula del libro verde. Por lo tanto, como está en contacto con tres 
superficies, hay tres fuerzas normales sobre el libro azul. El diagrama de fuerzas para am-
bos libros es entonces:

⃗W1

⃗
N a

Sobre el libro azul tenemos tres fuerzas nor-
males: la fuerza ⃗N 2 que hace la superficie 
inferior de la repisa, la fuerza ⃗N 3 que 
ejerce la parte larga de la repisa, y ⃗N v que 
es la fuerza que ejerce el libro verde sobre 
el libro azul. Notemos que para diferenciar 
las fuerzas sobre cada libro, las puntas de 
las flechas sobre el libro azul tienen un es-
tilo diferente.

⃗W2

⃗
N 3

⃗N
1

⃗N
2

⃗
N v

Debemos tener presente que por la tercera ley de Newton, la fuerza ⃗N v debe ser igual en 
magnitud a la fuerza ⃗N a. En otras palabras, la fuerza normal que le hace el libro verde al 
azul es la misma en magnitud y opuesta en dirección a la fuerza normal que le hace el libro 
azul al verde, es decir: ⃗N a = − ⃗N v.

c) Debemos descomponer los vectores de la Situación 3 usando un sistema como el indica-
do a continuación: 

Y

X

Como ya sabemos cuál es el diagrama de fuerzas, podemos usar directamente ese diagrama 
y descomponer los vectores sobre el mismo diagrama, así:
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Como ya sabemos cuál es el diagrama de fuerzas, podemos usar directamente
ese diagrama y descomponer los vectores sobre el mismo diagrama, ası́:

⃗W

⃗
N 2

⃗N
1 ⃗N 1y

⃗N 1x

⃗N 2x

⃗N 2y

Y

X

Notemos que las dos fuerzas normales se han descompuesto en sus componentes X y Y, 
pero el peso no porque el peso ya está sobre el eje Y. Aunque el dibujo anterior es relativa-
mente claro, puede ser más claro si después de dibujar el diagrama de fuerzas sobre los ob-
jetos, dibujamos esas mismas fuerzas sobre el sistema de coordenadas  y descomponemos 
las fuerza en el sistema de coordenadas. Si hacemos esto, tenemos:

⃗W

⃗
N 2

⃗N
1

Y

X

Por cuestiones de claridad, es más conveni-
ente dibujar los vectores de fuerza sobre el 
origen del sistema de coordenadas usado 
que sobre el dibujo original mismo.

Una vez dibujamos los vectores sobre el sistema de coordenadas, podemos descomponer 
los vectores:

⃗W

⃗
N 2

⃗N
1 ⃗N 1y⃗N 2y

⃗N 2x
⃗N 1x

Y

X

Después de pintar las fuerzas sobre el 
sistema, las podemos descomponer en el 
mismo sistema (con flechas punteadas ve-
mos las componentes de los vectores).

Ahora debemos hacer el diagrama de fuerzas para otro sistema de coordenadas en el cual el 
eje X sea paralelo a la superficie 2 de la repisa, es decir, para un sistema así:

⃗
N 2

⃗N
1

⃗W

Y

X
Repitamos los dos pasos anteriores; después de que tenemos el diagrama de fuerzas sobre 
el dibujo original, dibujamos los vectores sobre el sistema de coordenadas:
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Notemos que las dos fuerzas normales se han descompuesto en sus compo-
nentes X y Y, pero el peso no porque el peso ya está sobre el eje Y. Aunque el
dibujo anterior es relativamente claro, puede ser más claro si después de dibu-
jar el diagrama de fuerzas sobre los objetos, dibujamos esas mismas fuerzas
sobre el sistema de coordenadas y descomponemos las fuerzas en el sistema de
coordenadas. Si hacemos esto, tenemos
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⃗W

⃗
N 2

⃗N
1 ⃗N 1y

⃗N 1x

⃗N 2x

⃗N 2y

Y

X

Notemos que las dos fuerzas normales se han descompuesto en sus componentes X y Y, 
pero el peso no porque el peso ya está sobre el eje Y. Aunque el dibujo anterior es relativa-
mente claro, puede ser más claro si después de dibujar el diagrama de fuerzas sobre los ob-
jetos, dibujamos esas mismas fuerzas sobre el sistema de coordenadas  y descomponemos 
las fuerza en el sistema de coordenadas. Si hacemos esto, tenemos:

⃗W
⃗

N 2

⃗N
1

Y

X

-

Una vez dibujamos los vectores sobre el sistema de coordenadas, podemos descomponer 
los vectores:

⃗W

⃗
N 2

⃗N
1 ⃗N 1y⃗N 2y

⃗N 2x
⃗N 1x

Y

X

Después de pintar las fuerzas sobre el 
sistema, las podemos descomponer en el 
mismo sistema (con flechas punteadas ve-
mos las componentes de los vectores).

Ahora debemos hacer el diagrama de fuerzas para otro sistema de coordenadas en el cual el 
eje X sea paralelo a la superficie 2 de la repisa, es decir, para un sistema así:

⃗
N 2

⃗N
1

⃗W

Y

X

Repitamos los dos pasos anteriores; después de que tenemos el diagrama de fuerzas sobre 
el dibujo original, dibujamos los vectores sobre el sistema de coordenadas:
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Por cuestiones de claridad, es más conveniente dibujar los vectores de fuerza sobre
el origen del sistema de coordenadas usado que sobre el dibujo original.

Una vez dibujamos los vectores sobre el sistema de coordenadas, podemos
descomponer los vectores (siguiendo lo explicado en la nota 1.8):

⃗W

⃗
N 2

⃗N
1 ⃗N 1y

⃗N 1x

⃗N 2x

⃗N 2y

Y

X

Notemos que las dos fuerzas normales se han descompuesto en sus componentes X y Y, 
pero el peso no porque el peso ya está sobre el eje Y. Aunque el dibujo anterior es relativa-
mente claro, puede ser más claro si después de dibujar el diagrama de fuerzas sobre los ob-
jetos, dibujamos esas mismas fuerzas sobre el sistema de coordenadas  y descomponemos 
las fuerza en el sistema de coordenadas. Si hacemos esto, tenemos:

⃗W

⃗
N 2

⃗N
1

Y

X

Por cuestiones de claridad, es más conveni-
ente dibujar los vectores de fuerza sobre el 
origen del sistema de coordenadas usado 
que sobre el dibujo original mismo.

Una vez dibujamos los vectores sobre el sistema de coordenadas, podemos descomponer 
los vectores:

⃗W

⃗
N 2

⃗N
1 ⃗N 1y⃗N 2y

⃗N 2x
⃗N 1x

Y

X

-

Ahora debemos hacer el diagrama de fuerzas para otro sistema de coordenadas en el cual el 
eje X sea paralelo a la superficie 2 de la repisa, es decir, para un sistema así:

⃗
N 2

⃗N
1

⃗W

Y

X

Repitamos los dos pasos anteriores; después de que tenemos el diagrama de fuerzas sobre 
el dibujo original, dibujamos los vectores sobre el sistema de coordenadas:
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Después de pintar las fuerzas sobre el sistema, las podemos descomponer en el
mismo sistema (con flechas punteadas distinguimos a las componentes de los
vectores).

Ahora debemos hacer el diagrama de fuerzas para otro sistema de coordenadas
en el cual el eje X sea paralelo a la superficie 2 de la repisa, es decir, para un
sistema ası́:

⃗W

⃗
N 2

⃗N
1 ⃗N 1y

⃗N 1x

⃗N 2x

⃗N 2y

Y

X

Notemos que las dos fuerzas normales se han descompuesto en sus componentes X y Y, 
pero el peso no porque el peso ya está sobre el eje Y. Aunque el dibujo anterior es relativa-
mente claro, puede ser más claro si después de dibujar el diagrama de fuerzas sobre los ob-
jetos, dibujamos esas mismas fuerzas sobre el sistema de coordenadas  y descomponemos 
las fuerza en el sistema de coordenadas. Si hacemos esto, tenemos:

⃗W

⃗
N 2

⃗N
1

Y

X

Por cuestiones de claridad, es más conveni-
ente dibujar los vectores de fuerza sobre el 
origen del sistema de coordenadas usado 
que sobre el dibujo original mismo.

Una vez dibujamos los vectores sobre el sistema de coordenadas, podemos descomponer 
los vectores:

⃗W

⃗
N 2

⃗N
1 ⃗N 1y⃗N 2y

⃗N 2x
⃗N 1x

Y

X

Después de pintar las fuerzas sobre el 
sistema, las podemos descomponer en el 
mismo sistema (con flechas punteadas ve-
mos las componentes de los vectores).

Ahora debemos hacer el diagrama de fuerzas para otro sistema de coordenadas en el cual el 
eje X sea paralelo a la superficie 2 de la repisa, es decir, para un sistema así:

⃗
N 2

⃗N
1

⃗W

Y

X

Repitamos los dos pasos anteriores; después de que tenemos el diagrama de fuerzas sobre 
el dibujo original, dibujamos los vectores sobre el sistema de coordenadas:
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Después de que tenemos el diagrama de fuerzas sobre el dibujo original,
dibujamos los vectores sobre el sistema de coordenadas:

Y

X

⃗W
⃗

N 2

⃗N
1

Dibujamos los vectores de fuerza sobre el 
origen del sistema de coordenadas.

Ahora descomponemos los vectores sobre el sistema de coordenadas. Notemos que el úni-
co vector que debemos descomponer es el peso porque las fuerzas normales están sobre los 
ejes:

Y

X

⃗
N 2

⃗N
1

⃗W
W⃗ x

W⃗ y

Descomponemos el peso (que es el único 
vector que no está alineado sobre alguno de 
los ejes).

Como ya dijimos, notemos que para este sistema no debemos descomponer ninguna fuerza 
normal sino solo el peso, pues las fuerzas normales ⃗N 2 y ⃗N 1 son paralelas al eje Y y eje X 
respectivamente. Por supuesto, somos libres de escoger el sistema de coordenadas que que-

ramos pero debemos ser prácticos; en este caso fue más conveniente usar un sistema incli-
nado porque sólo debimos descomponer el peso (mientras que con el primer sistema que no 
era inclinado tuvimos que descomponer dos fuerzas normales). De ahora en adelante no 
vamos a seguir los dos pasos de antes (dibujar las fuerzas sobre el sistema de coordenadas 
y luego descomponer las fuerzas). De ahora en adelante vamos a dibujar directamente las 
fuerzas sobre el sistema de coordenadas y en el mismo paso las vamos a descomponer (si 
es necesario, el lector debe repasar el capítulo de vectores para descomponer rápidamente 
vectores). Así que para resumir, al dibujar un diagrama de fuerzas debemos primero dibujar 
las fuerzas que actúan sobre el objeto y después dibujar y descomponer esas fuerzas en el 
sistema de coordenadas usado.

Nota 4.10
Pasos para realizar un diagrama de fuerzas de un objeto:

1) Dibujamos las fuerzas que actúan sobre este objeto sin tener en cuenta las fuerzas 
que el objeto hace (esas no las dibujamos).

2) Volvemos a dibujar esas fuerzas pero sobre el sistema de coordenadas que hallamos 
elegido, y en ese mismo sistema las descomponemos.
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Dibujamos los vectores de fuerza sobre el origen del sistema de coordenadas.

Ahora descomponemos los vectores sobre el sistema de coordenadas. Notemos
que el único vector que debemos descomponer es el peso porque las fuerzas
normales están sobre los ejes:

Y

X

⃗W

⃗
N 2

⃗N
1

Dibujamos los vectores de fuerza sobre el 
origen del sistema de coordenadas.

Ahora descomponemos los vectores sobre el sistema de coordenadas. Notemos que el úni-
co vector que debemos descomponer es el peso porque las fuerzas normales están sobre los 
ejes:

Y

X

⃗
N 2

⃗N
1

⃗W
W⃗ x

W⃗ y

Descomponemos el peso (que es el único 
vector que no está alineado sobre alguno de 
los ejes).

Como ya dijimos, notemos que para este sistema no debemos descomponer ninguna fuerza 
normal sino solo el peso, pues las fuerzas normales ⃗N 2 y ⃗N 1 son paralelas al eje Y y eje X 
respectivamente. Por supuesto, somos libres de escoger el sistema de coordenadas que que-

ramos pero debemos ser prácticos; en este caso fue más conveniente usar un sistema incli-
nado porque sólo debimos descomponer el peso (mientras que con el primer sistema que no 
era inclinado tuvimos que descomponer dos fuerzas normales). De ahora en adelante no 
vamos a seguir los dos pasos de antes (dibujar las fuerzas sobre el sistema de coordenadas 
y luego descomponer las fuerzas). De ahora en adelante vamos a dibujar directamente las 
fuerzas sobre el sistema de coordenadas y en el mismo paso las vamos a descomponer (si 
es necesario, el lector debe repasar el capítulo de vectores para descomponer rápidamente 
vectores). Así que para resumir, al dibujar un diagrama de fuerzas debemos primero dibujar 
las fuerzas que actúan sobre el objeto y después dibujar y descomponer esas fuerzas en el 
sistema de coordenadas usado.

Nota 4.10
Pasos para realizar un diagrama de fuerzas de un objeto:

1) Dibujamos las fuerzas que actúan sobre este objeto sin tener en cuenta las fuerzas 
que el objeto hace (esas no las dibujamos).

2) Volvemos a dibujar esas fuerzas pero sobre el sistema de coordenadas que hallamos 
elegido, y en ese mismo sistema las descomponemos.
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Descomponemos el peso que es el único vector que no está alineado con alguno de
los ejes.

Por supuesto, somos libres de escoger el sistema de coordenadas pero debemos
ser prácticos; en este caso fue más conveniente usar un sistema inclinado
porque sólo debimos descomponer el peso, mientras que con el primer sistema
que no era inclinado tuvimos que descomponer dos fuerzas normales.

De ahora en adelante vamos a dibujar directamente las fuerzas sobre el sistema
de coordenadas y en el mismo paso las vamos a descomponer (si es necesario,
el lector debe repasar el capı́tulo de vectores para descomponer rápidamente
vectores).
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Nota 4.12. Pasos para realizar un diagrama de fuerzas

(1) Dibujamos las fuerzas que actúan sobre el objeto que queremos
analizar sin tener en cuenta las fuerzas que el objeto hace (esas no las
dibujamos).

(2) Volvemos a dibujar esas fuerzas pero sobre el sistema de coordenadas
que hemos elegido, y en ese mismo sistema las descomponemos.
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Problema 4.7.

Palabras clave: segunda ley, fuerza normal.

(a) Camilo empuja su biblioteca de 12 kilogramos de masa como se ilustra
en el dibujo. Supongamos que entre la biblioteca y el piso no hay
fricción. La magnitud de la aceleración de la biblioteca es de 0.5 m/s2.
¿Cuál es la fuerza que hace Camilo?

(b) Si la biblioteca tuviera una cuarta parte de la masa que tiene y Ca-
milo ejerciera la fuerza hallada en el punto (a), ¿cuál serı́a la nueva
aceleración de la biblioteca? ¿Cuál serı́a la razón entre la magnitud de
la fuerza normal en esta sección y la magnitud de la fuerza normal
hallada en (a)?

PROBLEMA 4.7
Camilo empuja su biblioteca de masa de 12 kilogramos como se ilustra en la figura. Supon-
gamos que entre la biblioteca y el piso no hay fricción. La magnitud de la aceleración de la 
biblioteca es de 0.5 m /s2. ¿Cuál es la fuerza que hace Camilo? b) Si la biblioteca tuviera 
una cuarta parte de la masa que tiene y Camilo ejerciera la fuerza hallada en el punto a), 
¿cuál sería la nueva aceleración de la biblioteca? ¿Cuál sería la razón entre la magnitud de 
la fuerza normal en a) y la magnitud de la nueva fuerza normal?

¿Qué información nos dan?

a) La masa de la biblioteca es de 12 kilogramos y no hay fricción. La magnitud de la 
aceleración es de 1 m /s2. 

b) Nos hacen suponer que la masa del bloque es una cuarta parte de la actual, y Ca-
milo ejerce la fuerza que hallamos en a).

¿Qué debemos hallar?

a) La fuerza que ejerce Camilo.

b) La nueva aceleración de la biblioteca. También debemos hallar la razón entre 
la magnitud de la fuerza normal hallada en a) y la magnitud de la nueva fuerza 
normal.

SOLUCIÓN:

a) Debemos encontrar la fuerza que hace Camilo. Como nos dicen la aceleración y la masa 
de la biblioteca, con la segunda ley de Newton podemos hallar la fuerza que nos piden. 
Pero antes de escribir la segunda ley, realicemos el diagrama de fuerzas, que nos va a 
facilitar el planteamiento de las ecuaciones.  Para hacer el diagrama, es conveniente se-
guir los dos pasos explicados en la Nota 4.10. En este problema podemos usar un siste-
ma de coordenadas en el cual el eje X apunta en la dirección de movimiento de la biblio-
teca y el eje Y apunta hacia arriba. Teniendo en cuenta esto,  nuestro diagrama quedaría 
así:

⃗W

⃗N

⃗F

Y

X

Si usamos un sistema en el cual la biblio-
teca se mueve a lo largo del eje X, no debe-
mos descomponer ninguna fuerza, pues la 
fuerza normal y el peso van a lo largo del eje 
Y y la fuerza de Camilo va en la dirección 
positiva del eje X.

⃗N

⃗W

⃗F

El objeto que vamos a analizar es la bib-
lioteca. Sobre ella actúa una fuerza nor-
mal ⃗N  que produce el piso, el peso ⃗W y 
la fuerza ⃗F  que le ejerce Camilo.

Después de realizar el diagrama de fuerzas y de escoger un sistema de coordenadas, pode-
mos plantear la segunda ley de Newton. Recordemos que si dividimos el análisis en X y en 
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a) La masa de la biblioteca es de 12 kilogramos y no hay fricción. La magnitud de la aceleración
es 0.5 m/s2.

(b) Nos hacen suponer que la masa de la biblioteca es una cuarta parte de la actual, y Camilo
ejerce la fuerza que hallamos en (a).

¿Qué nos piden?

(a) La fuerza que ejerce Camilo.

(b) La nueva aceleración de la biblioteca. También debemos hallar la razón entre la magni-
tud de la fuerza normal en el caso (b) y la fuerza normal hallada en (a).
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(a) Como nos dicen la aceleración y la masa de la biblioteca, con la segunda ley
de Newton podemos hallar la fuerza que hace Camilo sobre la biblioteca. Pero
antes de escribir la segunda ley, realicemos el diagrama de fuerzas, que nos va
a facilitar el planteamiento de las ecuaciones.

Para hacer el diagrama, es conveniente seguir los dos pasos explicados en la
nota 4.12. En este problema podemos usar un sistema de coordenadas en el
cual el eje X apunta en la dirección de movimiento de la biblioteca y el eje Y
apunta hacia arriba. Teniendo en cuenta esto, nuestro diagrama queda ası́:

PROBLEMA 4.7
Camilo empuja su biblioteca de masa de 12 kilogramos como se ilustra en la figura. Supon-
gamos que entre la biblioteca y el piso no hay fricción. La magnitud de la aceleración de la 
biblioteca es de 0.5 m /s2. ¿Cuál es la fuerza que hace Camilo? b) Si la biblioteca tuviera 
una cuarta parte de la masa que tiene y Camilo ejerciera la fuerza hallada en el punto a), 
¿cuál sería la nueva aceleración de la biblioteca? ¿Cuál sería la razón entre la magnitud de 
la fuerza normal en a) y la magnitud de la nueva fuerza normal?

¿Qué información nos dan?

a) La masa de la biblioteca es de 12 kilogramos y no hay fricción. La magnitud de la 
aceleración es de 1 m /s2. 

b) Nos hacen suponer que la masa del bloque es una cuarta parte de la actual, y Ca-
milo ejerce la fuerza que hallamos en a).

¿Qué debemos hallar?

a) La fuerza que ejerce Camilo.

b) La nueva aceleración de la biblioteca. También debemos hallar la razón entre 
la magnitud de la fuerza normal hallada en a) y la magnitud de la nueva fuerza 
normal.

SOLUCIÓN:

a) Debemos encontrar la fuerza que hace Camilo. Como nos dicen la aceleración y la masa 
de la biblioteca, con la segunda ley de Newton podemos hallar la fuerza que nos piden. 
Pero antes de escribir la segunda ley, realicemos el diagrama de fuerzas, que nos va a 
facilitar el planteamiento de las ecuaciones.  Para hacer el diagrama, es conveniente se-
guir los dos pasos explicados en la Nota 4.10. En este problema podemos usar un siste-
ma de coordenadas en el cual el eje X apunta en la dirección de movimiento de la biblio-
teca y el eje Y apunta hacia arriba. Teniendo en cuenta esto,  nuestro diagrama quedaría 
así:

⃗W

⃗N

⃗F

Y

X

Si usamos un sistema en el cual la biblio-
teca se mueve a lo largo del eje X, no debe-
mos descomponer ninguna fuerza, pues la 
fuerza normal y el peso van a lo largo del eje 
Y y la fuerza de Camilo va en la dirección 
positiva del eje X.

⃗N

⃗W

⃗F

El objeto que vamos a analizar es la bib-
lioteca. Sobre ella actúa una fuerza nor-
mal ⃗N  que produce el piso, el peso ⃗W y 
la fuerza ⃗F  que le ejerce Camilo.

Después de realizar el diagrama de fuerzas y de escoger un sistema de coordenadas, pode-
mos plantear la segunda ley de Newton. Recordemos que si dividimos el análisis en X y en 
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PROBLEMA 4.7
Camilo empuja su biblioteca de masa de 12 kilogramos como se ilustra en la figura. Supon-
gamos que entre la biblioteca y el piso no hay fricción. La magnitud de la aceleración de la 
biblioteca es de 0.5 m /s2. ¿Cuál es la fuerza que hace Camilo? b) Si la biblioteca tuviera 
una cuarta parte de la masa que tiene y Camilo ejerciera la fuerza hallada en el punto a), 
¿cuál sería la nueva aceleración de la biblioteca? ¿Cuál sería la razón entre la magnitud de 
la fuerza normal en a) y la magnitud de la nueva fuerza normal?

¿Qué información nos dan?

a) La masa de la biblioteca es de 12 kilogramos y no hay fricción. La magnitud de la 
aceleración es de 1 m /s2. 

b) Nos hacen suponer que la masa del bloque es una cuarta parte de la actual, y Ca-
milo ejerce la fuerza que hallamos en a).

¿Qué debemos hallar?

a) La fuerza que ejerce Camilo.

b) La nueva aceleración de la biblioteca. También debemos hallar la razón entre 
la magnitud de la fuerza normal hallada en a) y la magnitud de la nueva fuerza 
normal.

SOLUCIÓN:

a) Debemos encontrar la fuerza que hace Camilo. Como nos dicen la aceleración y la masa 
de la biblioteca, con la segunda ley de Newton podemos hallar la fuerza que nos piden. 
Pero antes de escribir la segunda ley, realicemos el diagrama de fuerzas, que nos va a 
facilitar el planteamiento de las ecuaciones.  Para hacer el diagrama, es conveniente se-
guir los dos pasos explicados en la Nota 4.10. En este problema podemos usar un siste-
ma de coordenadas en el cual el eje X apunta en la dirección de movimiento de la biblio-
teca y el eje Y apunta hacia arriba. Teniendo en cuenta esto,  nuestro diagrama quedaría 
así:

⃗W

⃗N

⃗F

Y

X

Si usamos un sistema en el cual la biblio-
teca se mueve a lo largo del eje X, no debe-
mos descomponer ninguna fuerza, pues la 
fuerza normal y el peso van a lo largo del eje 
Y y la fuerza de Camilo va en la dirección 
positiva del eje X.

⃗N

⃗W

⃗F

El objeto que vamos a analizar es la bib-
lioteca. Sobre ella actúa una fuerza nor-
mal ⃗N  que produce el piso, el peso ⃗W y 
la fuerza ⃗F  que le ejerce Camilo.

Después de realizar el diagrama de fuerzas y de escoger un sistema de coordenadas, pode-
mos plantear la segunda ley de Newton. Recordemos que si dividimos el análisis en X y en 
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Arriba: El objeto que vamos a analizar es la biblioteca. Sobre ella actúa una fuerza
normal N⃗ que produce el piso, el peso W⃗ y la fuerza F⃗ que le ejerce Camilo.

Abajo: si usamos un sistema en el cual la biblioteca se mueve a lo largo del eje X,
no debemos descomponer ninguna fuerza, pues la fuerza normal y el peso van a
lo largo del eje Y y la fuerza de Camilo va en la dirección positiva del eje X.
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Después de realizar el diagrama de fuerzas y de escoger un sistema de coor-
denadas, podemos plantear la segunda ley de Newton. Esta ley dice que la
aceleración total a lo largo del eje Y depende de la suma de todas las fuerzas
que hay a lo largo del eje Y, mientras que la aceleración en X depende de la
suma de todas las fuerzas que hay en X.

Empecemos por escribir la segunda ley de Newton para lo que sucede en el eje
X, que es el eje en el cual hay aceleración:

∑ F⃗x =ma⃗x. (1)

Como en X sólo hay una fuerza, que es la fuerza de Camilo, la segunda ley de
Newton en X queda

F⃗ =ma⃗x. (2)

Antes de seguir notemos que no hemos reemplazado el valor de la aceleración
o de la masa en la ecuación (2). Esto ha sido a propósito, como en muchos
problemas anteriores, pues es conveniente acostumbrarse a reemplazar los
valores de las variables sólo al final3.

Podemos volver a escribir la ecuación (2) usando vectores unitarios, si tenemos
en cuenta que el movimiento de la biblioteca y la dirección de la fuerza van a
lo largo de la dirección positiva de X:

Fx̂ =maxx̂. (3)

Ahora sólo debemos reemplazar los valores numéricos de la aceleración y de la
masa;

Fx̂ = (12 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

(0.5 m/s2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

a

x̂ = (6 N)x̂. (4)

En palabras, Camilo ejerce una fuerza de 6 newtons de magnitud en el sentido
positivo de X.

(b) Ahora debemos averiguar la aceleración de la biblioteca si Camilo ejerciera
la fuerza que acabamos de hallar —en la ecuación (4)— pero suponiendo que
la biblioteca tuviera la cuarta parte de su masa. Volvemos a aplicar la segunda

3 Esto es conveniente porque ayuda a entender mejor la situación cuando vemos la relación
algebraica que existe entre las distintas variables (por ejemplo, si no reemplazamos podemos ver
fácilmente qué variable es proporcional a qué otra). Además, el estudiante se debe acostumbrar a
trabajar con fórmulas abstractas, que son muy comunes en fı́sica.
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ley de Newton —ecuación (3)—, pero esta vez suponiendo que la masa es la
cuarta parte y la fuerza es la hallada recientemente:

(6 N)x̂ = (12 kg)
4
´¸¶
m

anx̂, (5)

donde hemos llamado an a la nueva aceleración, que es la que buscamos. Si
despejamos la aceleración, obtenemos:

2 m/s2 = ax̂. (6)

Note que la aceleración es cuatro veces la aceleración original, lo cual muestra
una vez más que la aceleración es inversamente proporcional a la masa (si la
masa se divide por cuatro, la aceleración se multiplica por cuatro).

También debemos hallar la razón entre la magnitud de la nueva fuerza normal
y la magnitud de la fuerza normal inicial. Empecemos por hallar la fuerza
normal en el caso en el cual la masa de la biblioteca es 12 kilogramos. Para
hallar esta fuerza, debemos escribir la segunda ley de Newton a lo largo del eje
Y.

En Y hay dos fuerzas sobre la biblioteca: el peso que apunta en la dirección
negativa del eje Y y la fuerza normal que apunta en la dirección positiva del
eje Y:

Nŷ −Wŷ =may ŷ. (7)

Ahora, es claro que la biblioteca no se está moviendo en sentido vertical, es
decir, no se está moviendo a lo largo del eje Y. Por lo tanto, ay es cero:

Nŷ −Wŷ = 0
´¸¶

La biblioteca
no tiene

aceleración
en Y

. (8)

Si aplicamos la regla de oro y pasamos el peso al otro lado, esto queda

N =W. (9)

Sabemos que la magnitud del peso es W =mg, entonces llegamos a

N = mg
´¸¶
W

. (10)

Ahora podrı́amos reemplazar los valores de las variables, pero como nos piden
la razón entre la nueva fuerza normal y esta fuerza normal, no es necesario
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reemplazar estos valores. Simplemente escribamos la segunda fuerza normal
teniendo en cuenta que la única cosa que cambia en la ecuación (10) es que la
nueva masa es un cuarto de la masa inicial;

Nn =
m

4
g, (11)

donde hemos llamado Nn a la nueva fuerza normal.

Si ahora calculamos la razón entre la fuerza normal nueva y la vieja, obtenemos

Nn

N
= (m/4)g

mg
= 1

4
. (12)

Como debı́amos sospechar, la magnitud de la nueva fuerza normal es un cuarto
de la magnitud de la fuerza normal inicial, y esto tiene sentido porque si la
normal es igual en magnitud al peso, y si el peso se reduce en cuatro (porque la
masa se reduce en cuatro), entonces la magnitud de la fuerza normal también
se reduce en cuatro.
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Problema 4.8.

Palabras clave: diagrama de fuerzas, segunda
ley de Newton, diferencia entre normal y peso.

En el dibujo a continuación el lector encontrará diferentes situaciones. En
la situación 1 Mario (de camisa blanca), Carlos (de camisa naranja) e Isabel
compiten empujando una camioneta. Isabel trata de empujar en dirección
contraria a la de Mario y Carlos, pero al final la camioneta acelera en la
dirección en que los dos hombres empujan. Suponga que entre la camioneta y
el piso no hay fricción. En la situación 2 David empuja una nevera que tiene
encima una canasta, y la nevera acelera. Suponga que no hay fricción entre
la canasta y la nevera. En la situación 3, el carro rojo da reversa y empuja al
carro azul, causando que el azul acelere hacia atrás. Tenga en cuenta que para
dar reversa el motor del carro rojo realiza una fuerza hacia atrás. Al mismo
tiempo que ocurre esto la plataforma sobre la que están los carros acelera al
subir. Ignore la fricción que hay entre los carros y la plataforma.

Para cada situación haga dos cosas: primero, realice el diagrama de fuerzas
para la camioneta, la nevera y ambos carros, usando un sistema de coordenadas
cuyo eje X apunte en la dirección derecha de la página y cuyo eje Y apunte
hacia la parte de arriba de la página. Segundo, con base en cada diagrama de
fuerzas escriba la segunda ley de Newton para la camioneta, la nevera y ambos
carros.

PROBLEMA 4.8

En la figura a continuación se encuentran diferentes situaciones. Tenga en cuenta que en ninguna situación hay fricción. En la situación 1 Mario (de camisa blanca), Carlos (de camisa naranja) 
e Isabel compiten empujando una camioneta. Isabel trata de empujar en dirección contraria a la de Mario y Carlos, pero al final la camioneta acelera en la dirección en que los dos hombres em-
pujan.  En la situación 2 David empuja una nevera que tiene encima una canasta, y la nevera acelera.  En la situación 3, el carro rojo da reversa y empuja al carro azul, causando que el azul ace-
lere hacia atrás (tenga en cuenta que para dar reversa el motor del carro rojo realiza una fuerza hacia atrás). Al mismo tiempo que ocurre esto la plataforma sobre la que están los carros acelera 
al subir. El propósito del presente problema es analizar el movimiento de la camioneta en la primera situación, de la nevera en la segunda y de cada uno de los carros en la tercera. En ninguno 
de los casos hay fricción. Para cada situación haga dos cosas: primero, realice el diagrama de fuerzas de cada situación usando, para todos los casos, un sistema de coordenadas cuyo eje X 
apunte en la dirección derecha de la página y cuyo eje Y apunte hacia la parte de arriba de la página. Segundo, con base en cada diagrama de fuerzas escriba la segunda ley de Newton (para la 
camioneta, la nevera y ambos carros, que son las cosas que queremos analizar). Al escribir la segunda ley de Newton, puede llamar como quiera a las variables (la masa, las fuerzas y la 
aceleración).

Situación 3Situación 2Situación 1

¿Qué información nos dan?

Nos muestran diferentes situaciones. En la primera situación Carlos y Mario empujan una camioneta desde el frente mientras que Isabel la empuja desde el volco. La camioneta ace-
lera en la dirección en que los hombres la empujan. En la segunda situación, David empuja una nevera que tiene una canasta encima, y la nevera acelera. En la tercera situación, una 
plataforma sube acelerando hacia arriba dos carros mientras que el carro rojo da reversa y hace que el carro azul acelere hacia atrás (además, hay una fuerza del motor del carro rojo 
que es la que le permite dar reversa). En ninguna situación hay fricción. Debemos usar siempre un sistema de coordenadas cuyo eje X apunte hacia la derecha y cuyo eje Y apunte 
hacia arriba. 

¿Qué debemos hallar?

Debemos realizar un diagrama de fuerzas para los objetos que nos interesan (la camioneta, la nevera y los dos carros) en cada situación. Con base en este diagrama debemos plantear 
la segunda ley de Newton en X y Y.
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Solución

¿Qué información nos dan?

En la primera situación Carlos y Mario empujan una camioneta desde el frente mientras que
Isabel la empuja desde la parte de atrás. La camioneta acelera en la dirección en que los hombres
la empujan y no hay fricción entre ella y el piso. En la segunda situación, David empuja una
nevera que tiene una canasta encima, y la nevera acelera (no hay fricción entre la canasta y
la nevera). En la tercera situación, una plataforma sube acelerando hacia arriba dos carros
mientras que el carro rojo da reversa y hace que el carro azul acelere hacia atrás. Además, hay
una fuerza del motor del carro rojo que permite dar reversa, y debemos ignorar la fricción entre
los carros y la plataforma. Tenemos que usar siempre un sistema de coordenadas cuyo eje X
apunte hacia la derecha y cuyo eje Y apunte hacia arriba.
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¿Qué nos piden?

Debemos realizar un diagrama de fuerzas para los objetos que nos interesan (la camioneta,
la nevera y los dos carros) en cada situación. Con base en este diagrama debemos plantear la
segunda ley de Newton en X y Y.

Situación 1

En X hay tres fuerzas sobre la camioneta; la fuerza de Mario, la de Carlos y
la de Isabel. En Y hay dos fuerzas sobre la camioneta; la fuerza normal que
hace el piso, que apunta hacia arriba, y el peso de la camioneta, que apunta
hacia abajo. Teniendo en cuenta esto, y siguiendo los pasos para realizar un
diagrama de fuerzas explicados en la nota 4.12, el diagrama de fuerzas de la
situación 1 quedarı́a ası́:

Fi

N

W

Fm

Fc

Y

X

Fi

N

W

FmFc

Sobre la camioneta actúan en total cinco fuerzas; la fuerza F⃗i que hace Isabel y
que apunta en la dirección negativa de X, la fuerza F⃗m que hace Mario que apunta
en la dirección positiva de X al igual que la fuerza F⃗c que hace Carlos. También
tenemos el peso que apunta en la dirección negativa de Y y la normal que apunta
en la dirección positiva de Y.

Según el diagrama de fuerzas de la camioneta, y teniendo en cuenta que la
aceleración X de la camioneta se da en la dirección positiva de X, la segunda
ley de Newton en X queda

Fmx̂+Fcx̂−Fi x̂ =maxx̂. (1)
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Por su parte, ya dijimos que en Y hay dos fuerzas sobre la camioneta: la fuerza
normal que hace el piso y el peso de la camioneta:

Nŷ −Wŷ =may ŷ. (2)

Como la aceleración en Y es cero (la camioneta no sube o baja), esto nos da

Nŷ −Wŷ = 0ŷ. (3)

Notemos que de la anterior ecuación se sigue que la magnitud del peso es igual
a la magnitud de la normal: N =W (aun si la magnitud es la misma, recuerde
que el peso y la normal siempre son tipos de fuerzas diferentes).

Situación 2

En esta situación hay cuatro fuerzas sobre la nevera. El peso de la nevera, la
normal del piso, la normal de la canasta y la fuerza con la que empuja David.
Si hacemos el diagrama de fuerzas, obtenemos

X

Y
⃗N p

⃗F d

⃗W
⃗N c

Situación 2

Sobre la nevera actúan cuatro fuerzas; la fuerza d⃗

en la dirección positiva de X, el peso que apunta en la dirección negativa de Y, la 
normal del piso ⃗N p que apunta en la dirección positiva de Y y la normal de la ca-
nasta ⃗N c que apunta en la dirección negativa de Y.

Como en X sólo hay una fuerza, y apunta en la dirección positiva de X, y como la acelera-
ción de la nevera es en la dirección positiva de X, la segunda ley de Newton para esta situa-
ción queda así:

Fd ̂x = max ̂x   (4)

Por su parte, en Y están las tres fuerzas que ya explicamos, y como la nevera no tiene acele-
ración en Y, la segunda ley de Newton en Y queda

Np ̂y − Nc ̂y − W ̂y = 0 ̂x   (5)

Cuidado: Algunas personas podrían llegar a decir que sobre la nevera actúa el peso que la 
canasta le hace a la nevera. Esa afirmación es falsa; el peso de un objeto sólo actúa sobre el 
mismo objeto (el peso de la canasta sólo actúa sobre la canasta). No debemos confundir la 
normal con el peso, incluso si sus magnitudes a veces son iguales. 

Situación 3

En este caso debemos analizar ambos carros así que debemos realizar un diagrama de fuer-
zas para cada uno de los carros. Empecemos por el carro azul. Sobre este carro actúa sólo 
una fuerza en X, que es la fuerza con la que el otro carro lo empuja al dar reversa. Esta fuer-
za apunta en la dirección negativa de X. Por otra parte, tenemos la normal que la platafor-
ma ejerce y que apunta en la dirección positiva de Y y el peso del carro que tiene dirección 
negativa en Y. Teniendo en cuenta esto, el diagrama de fuerzas para el carro azul queda así:

Situación 3

X

Y
⃗N a

⃗Wa

⃗F r

⃗N a

⃗Wa

⃗F r

Sobre el carro azul actúan tres fuerzas; la fuerza ⃗F r que hace el carro rojo y que 
apunta en la dirección negativa de X, el peso ⃗Wa  que apunta en la dirección nega-
tiva de Y y la normal ⃗N a de la plataforma que apunta en la dirección positiva de Y 
(los subíndices “a” son para recordar que hablamos del carro azul).

Teniendo en cuenta el diagrama de fuerzas anterior, podemos plantear las ecuaciones de la 
segunda ley de Newton para el carro azul. Para lo que sucede en X, tengamos presente que 
la fuerza del carro rojo es en la dirección negativa de X y que la aceleración del carro azul 
también es en la dirección negativa de X:

−Fr ̂x = − max ̂x   (6) ,

donde el signo negativo al frente de la masa proviene del signo de la aceleración, que es 
negativo.  

Para lo que sucede en Y, debemos tener presente que la plataforma está acelerando en la 
dirección positiva de Y, así que los carros que están sobre ella también aceleran en la mis-
ma dirección. En Y la segunda ley de Newton para el carro azul queda;

285

Sobre la nevera actúan cuatro fuerzas; la fuerza F⃗d que hace David y que apunta
en la dirección positiva de X, el peso que apunta en la dirección negativa de Y,
la normal del piso N⃗p que apunta en la dirección positiva de Y y la normal de la
canasta N⃗c que apunta en la dirección negativa de Y.

Como en X sólo hay una fuerza que apunta en la dirección positiva de X, y
como la aceleración de la nevera es en la dirección positiva de X, la segunda
ley de Newton para esta situación queda ası́:

Fd x̂ =maxx̂. (4)
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Por su parte, en Y están las tres fuerzas que ya mencionamos, y como la nevera
no tiene aceleración en Y, la segunda ley de Newton en Y queda

Npŷ −Ncŷ −Wŷ = 0x̂. (5)

Cuidado: algunas personas podrı́an llegar a decir que sobre la nevera actúa
el peso que la canasta le hace, pero el peso de un objeto sólo actúa sobre el
mismo objeto (el peso de la canasta sólo actúa sobre la canasta). No debemos
confundir a la normal con el peso, incluso si sus magnitudes a veces son iguales
(como en la situación 1).

Nota 4.13. Diferencias entre el peso y la fuerza normal

Aunque muchas veces la magnitud del peso y de la normal son iguales
(mg), el peso no es igual a la normal. Hay tres diferencias fundamenta-
les:

• El peso siempre apunta hacia el centro de la Tierra mientras que
la normal, salvo en casos muy especiales, no lo hace. De hecho,
cuando ambas fuerzas tienen la misma magnitud la normal suele
tener dirección contraria al peso.

• La fuerza normal resulta de la interacción de dos superficies y
proviene de la fuerza electromagnética, mientras que el peso
resulta de la interacción del objeto con la Tierra y proviene de la
fuerza de gravedad.

• Un objeto A ejerce una fuerza normal sobre un objeto B, pero
A nunca podrá ejercer su peso sobre B porque el peso de A sólo
actúa sobre A.

Situación 3

Empecemos por el carro azul. Sobre este carro actúa sólo una fuerza en X,
que es la fuerza con la que el otro carro lo empuja al dar reversa. Esta fuerza
apunta en la dirección negativa de X. Por otra parte, tenemos la normal que
la plataforma ejerce y que apunta en la dirección positiva de Y y el peso del
carro que tiene dirección negativa en Y. Teniendo en cuenta esto, el diagrama
de fuerzas para el carro azul queda ası́:
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X

Y
⃗N p

⃗F d

⃗W
⃗N c

Situación 2

Sobre la nevera actúan cuatro fuerzas; la fuerza ⃗F d que hace David y que apunta 
en la dirección positiva de X, el peso que apunta en la dirección negativa de Y, la 
normal del piso ⃗N p que apunta en la dirección positiva de Y y la normal de la ca-
nasta ⃗N c que apunta en la dirección negativa de Y.

Como en X sólo hay una fuerza, y apunta en la dirección positiva de X, y como la acelera-
ción de la nevera es en la dirección positiva de X, la segunda ley de Newton para esta situa-
ción queda así:

Fd ̂x = max ̂x   (4)

Por su parte, en Y están las tres fuerzas que ya explicamos, y como la nevera no tiene acele-
ración en Y, la segunda ley de Newton en Y queda

Np ̂y − Nc ̂y − W ̂y = 0 ̂x   (5)

Cuidado: Algunas personas podrían llegar a decir que sobre la nevera actúa el peso que la 
canasta le hace a la nevera. Esa afirmación es falsa; el peso de un objeto sólo actúa sobre el 
mismo objeto (el peso de la canasta sólo actúa sobre la canasta). No debemos confundir la 
normal con el peso, incluso si sus magnitudes a veces son iguales. 

Situación 3

En este caso debemos analizar ambos carros así que debemos realizar un diagrama de fuer-
zas para cada uno de los carros. Empecemos por el carro azul. Sobre este carro actúa sólo 
una fuerza en X, que es la fuerza con la que el otro carro lo empuja al dar reversa. Esta fuer-
za apunta en la dirección negativa de X. Por otra parte, tenemos la normal que la platafor-
ma ejerce y que apunta en la dirección positiva de Y y el peso del carro que tiene dirección 
negativa en Y. Teniendo en cuenta esto, el diagrama de fuerzas para el carro azul queda así:

Situación 3

X

Y
⃗N a

⃗Wa

⃗F r

⃗N a

⃗Wa

⃗F r

Sobre el carro azul actúan tres fuerzas; la fuerza ⃗F r que hace el carro rojo y que 
apunta en la dirección negativa de X, el peso ⃗Wa  que apunta en la dirección nega-
tiva de Y y la normal ⃗N a de la plataforma que apunta en la dirección positiva de Y 
(los subíndices “a” son para recordar que hablamos del carro azul).

Teniendo en cuenta el diagrama de fuerzas anterior, podemos plantear las ecuaciones de la 
segunda ley de Newton para el carro azul. Para lo que sucede en X, tengamos presente que 
la fuerza del carro rojo es en la dirección negativa de X y que la aceleración del carro azul 
también es en la dirección negativa de X:

−Fr ̂x = − max ̂x   (6) ,

donde el signo negativo al frente de la masa proviene del signo de la aceleración, que es 
negativo.  

Para lo que sucede en Y, debemos tener presente que la plataforma está acelerando en la 
dirección positiva de Y, así que los carros que están sobre ella también aceleran en la mis-
ma dirección. En Y la segunda ley de Newton para el carro azul queda;

285

Sobre el carro azul actúan tres fuerzas; la fuerza F⃗r que hace el carro rojo y que
apunta en la dirección negativa de X, el peso W⃗a que apunta en la dirección
negativa de Y y la normal N⃗a de la plataforma que apunta en la dirección positiva
de Y (los subı́ndices “a” son para aclarar que hablamos del carro azul).

Teniendo en cuenta el diagrama de fuerzas anterior, podemos plantear las
ecuaciones de la segunda ley de Newton para el carro azul. Para lo que sucede
en X, tengamos presente que la fuerza del carro rojo se da en la dirección
negativa de X y que la aceleración del carro azul también se da en la dirección
negativa de X:

−Fr x̂ = −maxx̂, (6)

donde el signo negativo al frente de la masa proviene del signo de la aceleración,
que es negativo.

Para lo que sucede en Y, debemos tener presente que la plataforma está ace-
lerando en la dirección positiva de Y, ası́ que los carros que están sobre ella
también aceleran en la misma dirección. En Y la segunda ley de Newton para
el carro azul queda

Naŷ −Waŷ =may ŷ. (7)

Ahora realicemos el diagrama de fuerzas para el carro rojo.

Sobre este carro actúan dos fuerzas en X, una es la fuerza que el carro azul
le hace, pues según la tercera ley de Newton si el carro rojo le hace una
fuerza al azul, el azul también le hace una fuerza al rojo pero en dirección
contraria. La otra es la fuerza que el motor debe hacer para que el carro dé
reversa. Esta fuerza del motor va en la dirección negativa de X. Por supuesto,
también tenemos la fuerza normal que hace la plataforma y el peso del carro.
El diagrama de fuerzas del carro rojo quedarı́a ası́:
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Na ̂y − Wa ̂y = may ̂y   (7)

Ahora realicemos el diagrama de fuerzas para el carro rojo. Sobre este carro actúan dos 
fuerzas en X, la fuerza que el carro azul le hace (por la tercera ley de Newton, si el carro 
rojo le hace una fuerza al azul, el azul también le hace una fuerza al rojo pero en dirección 
contraria) y la fuerza que el motor  debe hacer para que el carro de reversa. Esta fuerza del 
motor va en la dirección negativa de X (en la dirección en que da reversa el carro) mientras 
que la fuerza del carro azul va en la dirección positiva de X. Por supuesto, también está la 
fuerza normal que hace la plataforma y el peso del carro. El diagrama de fuerzas del carro 
rojo quedaría así:

Situación 3

X

Y

⃗N r

⃗Wr

⃗F a
⃗F m

Sobre el carro rojo actúan cuatro fuerzas; la fuerza ⃗F a que hace el carro azul y que 
apunta en la dirección positiva de X,  la fuerza ⃗F m del motor del carro rojo que 
apunta en la dirección negativa de X, el peso ⃗Wr  que apunta en la dirección nega-
tiva de Y y la normal ⃗N r de la plataforma que apunta en la dirección positiva de Y 
(los subíndices “r” son para recordar que hablamos del carro rojo).

⃗N r

⃗Wr

⃗F a
⃗F m

De acuerdo al diagrama de fuerza, la segunda ley de Newton en X para el carro rojo se de-
bería escribir así

Fa ̂x − Fm ̂x = − max ̂x   (8),

donde el signo negativo al frente de la masa representa la dirección de la aceleración, que 
es negativa.

Por su parte, en Y hay sólo dos fuerzas sobre el carro rojo, la normal de la plataforma que 
es hacia arriba y el peso que es en la dirección negativa de Y. Además, nos dicen que el ca-
rro acelera hacia arriba por culpa de la plataforma. Así que en Y la segunda ley de Newton 
queda

Nr ̂y − Wr ̂y = may ̂y   (9)
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Sobre el carro rojo actúan cuatro fuerzas; la fuerza F⃗a que hace el carro azul y
que apunta en la dirección positiva de X, la fuerza F⃗m del motor del carro rojo
que apunta en la dirección negativa de X, el peso W⃗r que apunta en la dirección
negativa de Y y la normal N⃗r de la plataforma que apunta en la dirección positiva
de Y (los subı́ndices “r” son para aclarar que hablamos del carro rojo).

Según el diagrama de fuerza, la segunda ley de Newton en X para el carro rojo
se deberı́a escribir ası́:

Fax̂−Fmx̂ = −maxx̂, (8)

donde el signo negativo al frente de la masa representa la dirección de la
aceleración, que es negativa.

Por su parte, en Y hay sólo dos fuerzas sobre el carro rojo, la normal de la
plataforma, que se da hacia arriba, y el peso, que se da en la dirección negativa
de Y. Además, nos dicen que el carro acelera hacia arriba por culpa de la
plataforma. Ası́ que en Y la segunda ley de Newton queda

Nr ŷ −Wr ŷ =may ŷ. (9)

Es bueno anotar que la aceleración de ambos carros en X y en Y es la misma,
ası́ que no hemos usado un subı́ndice para distinguir ax o ay en la ecuación de
cada carro.
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Problema 4.9.

Palabras clave: fricción dinámica, segunda
ley.

Suponga la misma situación de Camilo empujando su biblioteca de 12 kilogra-
mos de masa (problema 4.7). La diferencia ahora es que hay un coeficiente de
fricción dinámico de 0.4 entre el piso y la biblioteca. Encuentre la fuerza que
hace Camilo para que la biblioteca se mueva con una aceleración de magnitud
de 1 m/s2.

Solución

¿Qué información nos dan?

La masa m de la biblioteca es de 12 kilogramos, el coeficiente de fricción entre el piso y la
biblioteca es de 0.4, y la aceleración a de la biblioteca es de 1 m/s2.

¿Qué nos piden?

La fuerza que ejerce Camilo sobre la biblioteca.

(a) Como ya sabemos, en los problemas de fuerzas debemos comenzar por
realizar un diagrama de fuerzas. Esta vez el diagrama es muy similar al del
problema 4.7, pero con la diferencia que ahora hay fricción entre el piso y la
biblioteca. Recordemos que la dirección de la fuerza de fricción dinámica es
contraria al movimiento del objeto. Como la biblioteca se mueve en la dirección
positiva del eje X entonces la dirección de la fuerza de fricción ocurre en la
dirección negativa del eje X:

PROBLEMA 4.9
Suponga la misma situación de Camilo empujando su biblioteca de masa de 12 kilogramos. 
La diferencia ahora es que hay un coeficiente de fricción dinámico de 0.4 entre el piso y la 
biblioteca.  Encuentre la fuerza que hace Camilo para que la biblioteca se mueva con acele-
ración de magnitud de 1 m /s2. 

¿Qué información nos dan?

Tenemos la masa m de la biblioteca, el coeficiente de fricción μd entre el piso y la 
biblioteca y la aceleración a de la biblioteca.

¿Qué debemos hallar?

La fuerza que ejerce Camilo sobre la biblioteca. 

SOLUCIÓN:

a) Como ya sabemos, en los problemas de fuerzas debemos comenzar por realizar un dia-
grama de fuerzas. Esta vez el diagrama es muy similar al del problema 4.7, pero con una 
diferencia; esta vez hay fricción entre el piso y la biblioteca. Recordemos que la dirección 
de la fuerza de fricción es contraria al movimiento del objeto. Como la biblioteca se mueve 
en la dirección positiva del eje X (vamos a usar el mismo sistema de coordenadas que an-
tes), entonces la dirección de la fuerza de fricción es en la dirección negativa del eje X: 

⃗W

⃗N

⃗F⃗F r

Y

X

⃗N

⃗W

⃗F

⃗F r

Notemos que la fuerza de fricción se opone al movimiento de la biblio-
teca; como la biblioteca se mueve en el sentido positivo del eje X, la fuerza 
de fricción apunta en el sentido negativo de este eje.

Para hallar la fuerza que le hace Camilo a la biblioteca, debemos usar la segunda ley de 
Newton. Primero realicemos el análisis en X. Es claro que en X hay dos fuerzas, la fuerza 
aplicada por Camilo y la fuerza de fricción que se opone al movimiento de la biblioteca. La 
fuerza de fricción apunta en el sentido negativo de X mientras que la fuerza que hace Cami-
lo apunta en el sentido positivo de X. Por lo tanto,  la segunda ley de Newton, para el movi-
miento en X nos lleva a la siguiente ecuación:

−Fr ̂x + F ̂x = max ̂x   (1),

donde hemos llamado F a la magnitud de la fuerza que hace Camilo, y Fr a la magnitud de 
la fuerza que hace la bilbioteca . Si pasamos la fuerza de fricción al otro lado de la igual-
dad, esta ecuación queda:

F ̂x = max ̂x + Fr ̂x   (2)

Ahora recordemos por la Nota 4.6 que la magnitud de la fuerza de fricción dinámica es 
μd N. Por lo tanto, podemos escribir la ecuación (2) así:
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Notemos que la fuerza de fricción se opone al movimiento de la biblioteca; como
la biblioteca se mueve en el sentido positivo del eje X, la fuerza de fricción apunta
en el sentido negativo de este eje.
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Para hallar la fuerza que le hace Camilo a la biblioteca, debemos usar la
segunda ley de Newton. Primero realicemos el análisis en X. Es claro que en
X hay dos fuerzas, la fuerza aplicada por Camilo y la fuerza de fricción que
se opone al movimiento de la biblioteca. La fuerza de fricción apunta en el
sentido negativo de X mientras que la fuerza que hace Camilo apunta en el
sentido positivo de X. Además, la biblioteca acelera en la dirección positiva de
X. Por lo tanto, la segunda ley de Newton para el movimiento en X queda:

−Fr x̂+Fx̂ =maxx̂, (1)

donde hemos llamado F a la magnitud de la fuerza que hace Camilo, y Fr a la
magnitud de la fuerza de fricción. Si pasamos la fuerza de fricción al otro lado
de la igualdad, esta ecuación queda

Fx̂ =maxx̂+Fr x̂. (2)

Ahora recordemos, como se dijo en la nota 4.8, que la magnitud de la fuerza de
fricción dinámica es µdN . Por lo tanto, podemos escribir la ecuación (2) ası́:

Fx̂ =max̂+ µdN
´¸¶
Fr

x̂. (3)

De esta ecuación lo único que no conocemos es la magnitud de la fuerza normal.
Esta magnitud la podemos hallar con la segunda ley de Newton a lo largo del
eje Y. En Y hay dos fuerzas: el peso W⃗ y la fuerza normal N⃗ . El peso tiene
dirección negativa en Y y su magnitud está dada por mg, mientras que la
fuerza normal apunta en la dirección positiva y a su magnitud la llamamos
simplemente N . Ası́, la segunda ley de Newton para el eje Y es la siguiente:

−mgŷ +Nŷ =may ŷ. (4)

Como la biblioteca no se mueve a lo largo del eje Y, su aceleración ay es cero:

−mgŷ +Nŷ = 0. (5)

Si aplicamos la regla de oro y despejamos el peso, obtenemos la magnitud de
la fuerza normal:

N =mg. (6)

Si usamos esto en la ecuación (3), obtenemos

Fx̂ =max̂+µd mg
´¸¶
N

x̂. (7)
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Antes de reemplazar los valores conocidos, saquemos factor común de m:

Fx̂ =m(µdgx̂+ ax̂). (8)

Notemos que la magnitud de la fuerza que hace Camilo es proporcional al
coeficiente de fricción, lo cual tiene sentido pues cuanta más sea la fricción,
más difı́cil será que Camilo empuje la biblioteca ası́ que más fuerza tiene que
hacer. Si ahora reemplazamos los valores, obtenemos

Fx̂ = 12 kg((0.4)(9.8 m/s2)x̂+(1 m/s2)x̂) = (59.04 N)x̂. (9)
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Problema de repaso 4.10.

Palabras clave: diagrama de fuerzas, segunda
ley de Newton, diferencia entre normal y peso.

Responda falso o verdadero y justifique respuesta:

(1) En muchos casos la fuerza normal es igual al peso.

(2) El peso y la masa tienen la misma dirección.

(3) Si un objeto A está encima de un objeto B, no debemos indicar el peso
de A en el diagrama de fuerzas de B.

(4) En los diagramas de fuerza no debemos indicar las fuerzas que hace el
objeto.

(5) Si un tren frena y una persona se cae hacia adelante, podemos decir
que una fuerza empujó a la persona hacia delante.

Solución
(1) Falso. Como dice la nota 4.13, la fuerza normal nunca es igual al peso. A
veces la magnitud de la fuerza normal sı́ es igual al peso, pero ambas fuerzas
son diferentes; una se debe a la repulsión electromagnética entre superficies,
la otra se debe a la atracción gravitacional de la Tierra.

(2) Falso. La masa no es un vector y entonces no tiene dirección, es una canti-
dad escalar que mide la resistencia de un cuerpo para cambiar su estado de
movimiento.

(3) Verdadero. El peso de A sólo actúa sobre A, ası́ que no debe aparecer en el
diagrama de fuerzas de B (nota 4.13).

(4) Verdadero. En los diagramas de fuerza de un objeto sólo se indican las
fuerzas que actúan sobre el objeto, no las fuerzas que hace el objeto (nota 4.12).

(5) Falso. La persona se cae hacia adelante porque tiende a seguir en su estado
de movimiento por la primera ley de Newton, y como el tren frena y no hay
nada que ayude a la persona a frenar, entonces ella sigue con su velocidad
inicial y se cae (nota 4.11).
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Problema (teórico) 4.11.

Palabras clave: fuerza de tensión, cuerda
ideal, aceleración en los extremos de una cuer-
da ideal.

(a) Supongamos que Juan amarra un extremo de una cuerda a un poste y
comienza a halar el otro extremo con una fuerza de magnitud F, como
se ilustra en el dibujo. A partir de esta situación, explique qué es la
tensión de una cuerda.

(b) Explique las caracterı́sticas de una cuerda ideal con respecto a los
siguientes puntos: (1) la magnitud de la fuerza de tensión que ambos
extremos de la cuerda ideal realizan; (2) la variación de la longitud de
la cuerda ideal; (3) la rapidez y la magnitud de la aceleración de ambos
extremos de la cuerda ideal; (4) la masa de la cuerda ideal.

PROBLEMA 4.10
Responda falso o verdadero y justifique respuesta:

1) En muchos casos la fuerza normal es igual al peso.

2) El peso y la masa tienen la misma dirección.

3) Si un objeto A está encima de un objeto B, no debemos indicar el peso de A en el diagra-
ma de fuerzas de B.

4) En los diagramas de fuerza no debemos indicar las fuerzas que hace el objeto.

5) Si un tren frena y una persona se cae hacia adelante, podemos decir que una fuerza empu-
jó a la persona hacia adelante

SOLUCIÓN:

1) Falso. La fuerza normal nunca es igual que el peso. La fuerza normal es consecuencia de 
la repulsión electromagnética entre dos superficies, mientras que el peso es consecuen-
cia de la atracción gravitacional. A veces la magnitud de la fuerza normal sí es igual al 
peso, pero eso no quiere decir que sean la misma fuerza.

2) Falso. La masa no es una fuerza, es una cantidad escalar que mide la resistencia de un 
cuerpo para cambiar su estado de movimiento (la fuerza es una cantidad vectorial).

3) Verdadero. El peso de A sólo actúa sobre A, así que no debe aparecer en el diagrama de 
fuerzas de B. 

4) Verdadero. En los diagramas de fuerza de un objeto sólo se indican las fuerzas que ac-
túan sobre el objeto, no las fuerzas que hace el objeto.

5) Falso. La persona se cae hacia adelante porque ella tiende a seguir en su estado de movi-
miento (primera ley de Newton), y como el tren frena y no hay nada que ayude a la per-
sona a frenar, entonces ella siguió con su velocidad inicial y se cayó (ver problema 4.5 si 
es necesario).

PROBLEMA  4.11 *
a) Supongamos que Juan amarra un extremo de una cuerda a un poste y comienza a halar el 
otro extremo con una fuerza de magnitud F, como se ilustra en la figura. A partir de esta 
situación, explicar qué es la tensión de una cuerda. b) Explique las características de una 
cuerda ideal con respecto a las siguientes características: 1) la magnitud de la fuerza de ten-
sión que ambos extremos de la cuerda ideal realizan; 2) la longitud de la cuerda ideal; 3) la 
rapidez y la magnitud de la aceleración de ambos extremos de la cuerda ideal; 4) la masa 
de la cuerda ideal.

⃗F

Juan amarra una cuerda 
a un poste y comienza a 
halar el extremo 
izquierdo con una fuerza 

⃗F .

SOLUCIÓN

a) Cuando Juan hala el extremo izquierdo de la cuerda, la cuerda responde haciendo una 
fuerza contraria a la que Juan hace; entre más duro hale Juan, más será la fuerza con la que 
responderá la cuerda. Esta fuerza que hace la cuerda como reacción al estiramiento al que 
está sometida es lo que se conoce como fuerza de tensión. La fuerza de tensión sólo apare-
ce si la cuerda está templada y para eso debe estar sujetada de ambos extremos. La magni-
tud de la tensión va a depender de la fuerza hecha en ambos extremos. Por ejemplo, si la 
fuerza con la que se hala la cuerda en alguno de los extremo crece, la tensión crecerá. 

Notemos que el poste también le está haciendo una fuerza a la cuerda, pues el poste impide 
que la cuerda se mueva cuando Juan la hala. Por lo tanto, si hiciéramos el diagrama de fuer-
zas de la cuerda, este sería:
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Juan amarra una cuerda a un poste y comienza a halar el extremo izquierdo con
una fuerza F⃗.

Solución
(a) Cuando Juan hala el extremo izquierdo de la cuerda, la cuerda responde
haciendo una fuerza contraria a la que Juan hace; cuanto más duro hale Juan,
más grande será la fuerza con la que responderá la cuerda. Esta fuerza que hace
la cuerda como reacción al estiramiento al que está sometida es lo que se conoce como
fuerza de tensión. La fuerza de tensión sólo aparece si la cuerda está templada y
para eso debe estar sujetada de ambos extremos. La magnitud de la tensión va
a depender de la fuerza hecha en ambos extremos; si la fuerza con la que se
hala la cuerda en alguno de los extremo crece, la tensión crecerá.
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Notemos que el poste también le está haciendo una fuerza a la cuerda, pues
el poste impide que la cuerda se mueva cuando Juan la hala. Por lo tanto, si
hiciéramos el diagrama de fuerzas de la cuerda, este serı́a:

F

El poste le hace una 
fuerza de magnitud  
Fp al extremo derecho 
de la cuerda.Fp

W

Cuidado: la fuerza de tensión no actúa sobre la cuerda (por eso no la pusimos en el diagrama de fuerzas de la 
cuerda), si no que actúa sobre los objetos que la halan. Por otro lado, la fuerza realizada en ambos extremos 
de la cuerda no siempre es igual, por ejemplo, podría pasar que la fuerza que hace Juan fuera mayor que la 
que hace el poste, y entonces el poste se doblaría y la cuerda tendría cierta aceleración. Pero si la cuerda está 
en reposo, la fuerza que se hace sobre ambos extremos debe ser la misma (por la segunda ley de Newton).

La fuerza de tensión cumple dos condiciones: 1) Los dos extremos de la cuerda generan 
una fuerza de tensión de la misma magnitud y 2) la dirección de la tensión en cada extremo 
es siempre contraria a la dirección de la fuerza que se está aplicando en el respectivo 
extremo:

⃗T 1

 La tensión es la fuerza con la 
que la cuerda hala la mano 
de Juan y con la que hala el 
poste. Notemos que la ten-
sión en cada extremo apunta 
en sentido opuesto a la 
fuerza aplicada en el ex-
tremo; en el extremo 
izquierdo es contraria a la 
fuerza F que le hace Miguel, 
y en el derecho es contraria a 
la fuerza Fp que le hace el 
poste. La magnitud de ⃗T 1 y 

⃗T 2 es la misma.

⃗T 2

 b) La primera condición de la fuerza de tensión que dijimos antes (que los dos extremos de 
la cuerda generan una fuerza de tensión de la misma magnitud) sólo aplica para lo que se 
conocen como cuerdas ideales. Una cuerda ideal es una cuerda que cumple las siguientes 
características: 

1) Como ya dijimos, los dos extremos de una cuerda ideal generan una fuerza de tensión de 
la misma magnitud.

2) La longitud de las cuerdas ideales permanece constante, así que si halamos una cuerda 
ideal después de que ya está templada, la cuerda no se va a estirar. 

3) Como la longitud de la cuerda permanece fija, ambos extremos de la cuerda y todos los 
puntos de la cuerda se mueven con la misma rapidez y con la misma magnitud de la acelera-
ción (obviamente, esto sucede cuando la cuerda está templada, si no está templada cada 
extremo se puede mover con rapidez distinta al otro). Por ejemplo, si el extremo izquierdo 
se mueve con una rapidez de 1 kilometro por hora, entonces el extremo derecho se moverá 
exactamente a 1 kilometro por hora, y así también se moverán todos los demás puntos que 
hay entre ambos extremos. O si un extremo tiene una magnitud de aceleración de 1 metro 
por segundo cuadrado, entonces el otro extremo también tendrá una aceleración de magni-
tud de 1 metro por segundo cuadrado. Para entender mejor esto podemos usar una analogía. 
Cuando halamos un resorte de un extremo y el otro extremo está fijo (pegado de algo), es 
claro que el extremo que estamos halando se está moviendo mientras que el extremo que 
está fijo no puede moverse. En cambio, si halamos el extremo de una barra rígida, por ejem-
plo una varilla, y si suponemos que el otro extremo de la varilla está fijo, no hay forma de 
que logremos mover el extremo que halamos a menos de que se despegue la varilla o se 
rompa. Si un extremo permanece fijo, el otro también, si uno se mueve con cierta rapidez o 
con cierta aceleración, el otro también lo hace de la misma forma. La cuerda ideal, cuando 
está templada, es como una varilla; no se puede estirar y por lo tanto sus dos extremos y 
todos sus puntos se mueven con igual rapidez o si la cuerda está acelerando, se mueven 
todos los puntos con la misma magnitud de la aceleración. 
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La tensión es la fuerza con la que la cuerda hala la mano de Juan y con la que
hala el poste. La tensión en cada extremo apunta en sentido opuesto a la fuerza
aplicada en el extremo; en el extremo izquierdo la tensión T⃗1 es contraria a la
fuerza F⃗ que le hace Juan, y en el derecho la tensión T⃗2 es contraria a la fuerza F⃗p
que le hace el poste. Las magnitudes de T⃗1 y T⃗2 son la misma.

Cuidado: la fuerza de tensión no actúa sobre la cuerda (por eso no la pusimos
en el diagrama de fuerzas de la cuerda), sino que actúa sobre los objetos que la
halan. Por otro lado, la fuerza realizada sobre ambos extremos de la cuerda no
siempre es igual, por ejemplo, podrı́a pasar que la fuerza que hace Juan fuera
mayor que la que hace el poste, y entonces el poste se dobları́a y la cuerda
tendrı́a cierta aceleración. Pero si la cuerda está en reposo la fuerza que se hace
sobre ambos extremos debe ser la misma según la segunda ley de Newton.

(b) Una cuerda ideal es una cuerda que cumple las siguientes caracterı́sticas:

(1) Los dos extremos de una cuerda ideal generan una fuerza de tensión de la
de la misma magnitud.

(2) La longitud de las cuerdas ideales permanece constante, ası́ que si halamos
una cuerda ideal después de que ya está templada, la cuerda no se va a estirar.

(3) Como la longitud de la cuerda es constante, ambos extremos de la cuerda
y todos los puntos de la cuerda se mueven con la misma rapidez y con la
misma magnitud de la aceleración (obviamente, esto sucede cuando la cuerda
está templada. Si no está templada cada extremo se puede mover con rapidez
distinta al otro).

Por ejemplo, si el extremo izquierdo se mueve con una rapidez de 1 kilometro
por hora, entonces el extremo derecho se moverá exactamente a 1 kilometro
por hora, y ası́ también se moverán todos los demás puntos que hay entre
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ambos extremos. O si un extremo tiene una magnitud de aceleración de 1
metro por segundo cuadrado, entonces el otro extremo también tendrá una
aceleración de magnitud de 1 metro por segundo cuadrado. Para entender
mejor esto podemos usar una analogı́a. Cuando halamos un resorte de un
extremo y el otro extremo está fijo (pegado a algo), es claro que el extremo
que estamos halando se está moviendo mientras que el extremo que está fijo
no puede moverse. En cambio, si halamos el extremo de una barra rı́gida, por
ejemplo una varilla, y si suponemos que el otro extremo de la varilla está fijo,
no hay forma de que logremos mover el extremo que halamos a menos de
que se despegue la varilla o se rompa. Si un extremo permanece fijo, el otro
también, si uno se mueve con cierta rapidez o con cierta aceleración, el otro
también lo hace de la misma forma. La cuerda ideal, cuando está templada,
es como una varilla: no se puede estirar y por lo tanto sus dos extremos y
todos sus puntos se mueven con igual rapidez o con la misma magnitud de la
aceleración4.

(4) La masa de las cuerdas ideales se desprecia.

Nota 4.14. Fuerza de tensión y cuerdas ideales

La fuerza de tensión es la fuerza con la cual una cuerda hala a los
objetos que la están halando de los extremos.

(1) Los dos extremos de una cuerda ideal generan una fuerza de
tensión con la misma magnitud, y estas tensiones tienen sentido
contrario a la fuerza que se le hace a la cuerda en cada extremo.

(2) La longitud de las cuerdas ideales permanece constante.

(3) Cuando la cuerda está templada, ambos extremos de la cuerda
y todos los puntos de la cuerda se mueven con la misma rapidez
y con la misma magnitud de la aceleración.

(4) La masa de las cuerdas ideales se desprecia.

4 Estrictamente hablando una varilla se puede estirar si es halada con suficiente fuerza, pero
en condiciones normales esto no sucede. El punto importante es que una cuerda ideal se comporta
como una varilla más que como un resorte en cuanto a la longitud se refiere.



Fuerzas 447

Problema 4.12.

Palabras clave: fuerza de tensión, cuerda
ideal, objetos ligados por una cuerda ideal.

Una avioneta de 8000 kg arrastra con una cuerda ideal un letrero publicitando
el próximo clásico de fútbol caleño (ver dibujo). La avioneta vuela con acelera-
ción constante horizontal de 10 m/s2 de magnitud y el letrero tiene masa de
70 kilogramos.

(a) ¿Cuál es la magnitud de la fuerza de tensión en la cuerda? ¿Cuál es
la magnitud de la fuerza que tiene que hacer el motor de la avione-
ta? Ignore la fricción del viento sobre la avioneta y sobre el letrero.
Al realizar los diagramas de fuerza, suponga que hay una fuerza de
sustentación vertical que sostiene al letrero y a la avioneta.

(b) Suponga ahora que hay una fuerza de fricción horizontal del viento
sobre el letrero, que se opone a su movimiento. ¿Cuál es la magnitud
de esta fuerza de fricción si la aceleración inicial de la avioneta es tres
cuartos la aceleración original y si la tensión ahora es un cuarto la
tensión hallada en (a)?

(c) Explique si la magnitud de la tensión que la cuerda le hace a la avioneta
y al letrero es igual a la magnitud de la fuerza que hacen la avioneta
y el letrero sobre la cuerda (tenga en cuenta que la cuerda también
acelera).

goinmod omixróp

Solución

¿Qué información nos dan?

(a) Conocemos la masa del letrero, que es 70 kg, y la aceleración de la avioneta, que es de
10 m/s2. También conocemos la masa de la avioneta, que es 8000 kg. Hay una fuerza de
sustentación vertical que sostiene al letrero y a la avioneta que debemos considerar en el
diagrama de fuerzas.

(b) La aceleración de la avioneta es tres cuartos la aceleración en (a) y la magnitud de la tensión
es un cuarto de la hallada en (a).
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¿Qué nos piden?

(a) La magnitud de la tensión en la cuerda. La magnitud de la fuerza del motor.

(b) La magnitud de la fuerza de fricción del viento.

(c) Debemos decir si la magnitud de la tensión que la cuerda le hace a la avioneta y al
letrero es igual a la magnitud de la fuerza que hacen la avioneta y el letrero sobre la
cuerda.

(a) Para determinar la magnitud de la tensión en la cuerda sólo es necesario
analizar el movimiento del letrero a lo largo del eje X. Empezamos por escoger
un sistema de coordenadas con el eje Y apuntando hacia arriba y el X hacia la
derecha, y por realizar un diagrama de fuerzas del letrero teniendo en cuenta
dicho sistema:

goinmod omixróp

T

Fs

W

Fs

T

W

Y

X

Sobre el letrero actúan tres fuerzas: la tensión de la cuerda, el peso y la fuerza
de sustentación, que es vertical y que hemos llamado F⃗s . Recordemos de la nota
4.14 que la tensión en un extremo apunta en sentido contrario a la fuerza ejercida
sobre la cuerda en dicho extremo. Como el letrero le hace una fuerza a la cuerda
en el sentido negativo de X, la tensión apunta en el sentido positivo de X.

En X sólo hay una fuerza sobre el letrero, a saber, la tensión. La dirección de
esta fuerza es en el sentido positivo de X. Ası́, según la segunda ley de Newton,
tenemos para el letrero:

T x̂ =maxx̂, (1)

donde ax es la aceleración del letrero en la dirección positiva de X. Ahora es
importante usar la condición de que la cuerda se mantiene templada. Cuando
una cuerda ideal está templada, los extremos de la cuerda se mueven de la
misma forma (caracterı́stica 3 de la nota 4.14). Por lo tanto, como el letrero
está sujetado a la cuerda, la magnitud de su aceleración debe ser la misma
que la del extremo derecho de la cuerda, que está sujetada de la avioneta. Por
lo tanto, la magnitud de la aceleración de la avioneta es la misma que la del
letrero; ac = ax (vamos usar el subı́ndice c para referirnos a todas las variables
que tienen que ver con la avioneta). Esto puede parecer obvio, pero sólo sucede
cuando hablamos de cuerdas ideales.



Fuerzas 449

Nota 4.15. Movimiento de los objetos sujetados de los extremos de
una cuerda ideal

Si un objeto A está sujetado de uno de los extremos de una cuerda ideal
y un objeto B está sujetado del otro extremo de la cuerda, y si la cuerda
está templada, entonces la magnitud de la velocidad y la magnitud de
la aceleración de ambos objetos es igual (esto es una consecuencia del
punto 3 de la nota 4.14).

Como la magnitud de la aceleración del letrero es igual que la magnitud de la
aceleración de la avioneta ac, entonces la ecuación (1) queda ası́:

T x̂ =macx̂. (2)

Por lo tanto, al aplicar la regla de oro encontramos que la magnitud de la
tensión es

T =mac. (3)

Si reemplazamos en esta ecuación el valor de la masa del letrero y el valor de
la aceleración de la avioneta, obtenemos que la magnitud de la tensión es

T = (70 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

(10 m/s2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ac

) = 700 N. (4)

Ahora debemos hallar la magnitud de la fuerza que hace el motor. Para hacer
esto debemos realizar el diagrama de fuerzas sobre la avioneta:

goinmod omixróp

Fm

Y

X

Fsc
Tc

Wc

Fm

Fsc

Tc

Wc

Sobre la avioneta actúan cuatro fuerzas; la tensión T⃗c de la cuerda, el peso W⃗c,
la sustentación F⃗sc y la fuerza F⃗m del motor. La avioneta le hace una fuerza a la
cuerda en el sentido positivo de X, por lo tanto, la tensión sobre la avioneta apunta
en el sentido negativo de X.
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Esta vez la tensión tiene dirección opuesta a la tensión que la cuerda le hace
al letrero.

Como la fuerza del motor tiene dirección positiva de X y la tensión para la
avioneta tiene dirección negativa de X, y como la aceleración es positiva, la
segunda ley de Newton en X para la avioneta queda ası́:

−Tcx̂+Fmx̂ =mcacx̂. (5)

Si pasamos la tensión al otro lado de la igualdad y aplicamos la regla de oro,
obtenemos

Fm =mcac +Tc. (6)

Además, como es una cuerda ideal, la magnitud de la tensión que la cuerda le
hace a la avioneta es la misma que la magnitud de la tensión que la cuerda le
hace al letrero (nota 4.14), es decir, ∥T⃗c∥ = ∥T⃗ ∥.
Finalmente, usamos los valores que ya conocemos:

Fm = (8000 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

mc

(10 m/s2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

a

+700 N
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

Tc

= 80700 N. (7)

(b) Ahora nos dicen que consideremos una fuerza de fricción del viento que
se opone al movimiento del letrero. Empecemos por realizar el diagrama de
fuerzas en este nuevo caso:

goinmod omixróp

T

Fs

W

Fs

T

W

Y

X

Fr

Fr

El diagrama de fuerzas es casi igual al de antes, sólo que ahora debemos considerar
una fuerza de fricción del viento. La fuerza de fricción se opone al movimiento
del letrero ası́ que tiene dirección negativa a lo largo del eje X.



Fuerzas 451

Para el letrero tenemos entonces dos fuerzas en X: la tensión que es positiva
en X y la fuerza de fricción que es negativa en X. Por lo tanto, la ecuación de
fuerzas en X para el letrero es

Tnx̂−Fr x̂ =manx̂, (8)

donde hemos denominado Tn a la nueva tensión y hemos llamado an a la nueva
aceleración (la cual sigue siendo en la dirección positiva de X). Nos dicen que
la magnitud de la aceleración de la avioneta, que es la misma del letrero, es tres
cuartos la aceleración en (a), y la magnitud de la tensión es un cuarto la de (a).
Es decir, la nueva aceleración es an = (3/4)ac y la nueva tensión es Tn = (1/4)T .
Por lo tanto, usando los valores conocidos, la ecuación (8) queda ası́:

(1/4)(700 N)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

T

x̂−Fr x̂ = (70 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

(3/4)(10 m/s2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

a

x̂. (9)

Si despejamos la fuerza de fricción, esto nos da

Fr x̂ = −(350 N)x̂. (10)

La magnitud de la fricción, que es lo que nos piden, es entonces de 350 N (el
signo menos indica que la fricción apunta en el sentido negativo del eje X,
como ya sabı́amos).

(c) Ya sabemos que la magnitud de la tensión que la cuerda hace sobre el letrero
y sobre la avioneta debe ser la misma, pues la cuerda es ideal. Ahora, la única
forma de que la cuerda acelere en el sentido positivo de X es si la avioneta le
hace más fuerza a la cuerda que la que puede hacer el letrero. Entonces no
puede ser cierto que la magnitud de la tensión sea igual a la fuerza con la que
el letrero y la avioneta halan, pues ya dijimos que para que la cuerda acelere
la avioneta y el letrero halan con fuerzas de diferente magnitud mientras que
la cuerda hala con una tensión de igual magnitud en sus extremos. Aunque
muchos estarı́an tentados a decir que por la tercera ley de Newton la fuerza
con la que halamos un extremo de una cuerda es igual en magnitud a la fuerza
con la que el extremo nos hala a nosotros, ¡acabamos de comprobar que esto
no siempre sucede con la tensión!
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Problema 4.13.

Palabras clave: fuerza de tensión, dos cuerdas
halando un objeto, aceleración en dos dimen-
siones, magnitud y dirección de la aceleración
neta.

Dos jeeps están halando a un carro azul de masa m que se quedó atrapado en un
lodo muy denso. Suponga que conocemos la magnitud de la tensión ejercida
por ambas cuerdas: T1 para la cuerda izquierda y T2 para la cuerda derecha.
Además, conocemos los ángulos α y θ que hacen las cuerdas con respecto
al camino de tierra y piedras indicado en el dibujo. También conocemos la
magnitud de la fuerza de fricción dinámica del carro azul con el lodo, que es
Fr y vamos a suponer que la fricción sólo actúa en el sentido negativo del eje Y
usado en la figura.

(a) Escriba una expresión para la magnitud de la aceleración del carro azul
en términos de las tensiones, los ángulos indicados, la masa del carro y
la magnitud de la fricción.

(b) Si Fr es 1700 N, si T1 es 1000 N, T2 es 1500 N, α es 60 grados, θ
es 30 grados y m es 2000 kg, ¿cuál es la magnitud y dirección de la
aceleración del carro azul?

Ayuda: en este problema sólo necesitamos considerar las fuerzas que ocurren
en el plano X-Y, es decir, puede ignorar el peso y la normal de los carros.

donde hemos denominado Tn a la nueva tensión  y hemos llamado an a la nueva acelera-
ción. Nos dicen que la magnitud de la aceleración del carro, que es la misma de la de Mi-
guel, es tres cuartos la aceleración en a) y la magnitud de la tensión es un tercio la de a). Es 
decir, la nueva aceleración es an = (3/4)ac y la nueva tensión es Tn = (1/4)T . Por lo tanto, 
usando los valores conocidos, la ecuación (8) queda así:

(1/4)(700 N) ̂x − Fr ̂x = (70 kg)(3/4)(10 m /s2) ̂x   (9)
mT a

Si despejamos la fuerza de fricción, esto nos da

Fr ̂x = − (350 N ̂)x   (10)

El signo menos indica que la fricción apunta en el sentido negativo del eje X (como ya sa-
bíamos). La magnitud de la fricción, que es lo que nos piden,  es entonces

Fr = 52.26 N   (11)

c) Ya sabemos que como es una cuerda ideal, la magnitud de la tensión que la cuerda hace 
sobre la mano de Miguel y sobre el carro debe ser la misma. Ahora, si el carro y Miguel 
aceleran en el sentido positivo de X, la cuerda también acelera en ese sentido, así que la 
suma de fuerzas en X sobre la cuerda debe ser diferente de cero. En otras palabras, la 
única forma de que la cuerda acelere en el sentido positivo de X es si el carro le hace 
más fuerza a la cuerda que la que puede hacer Miguel (si hicieran la misma fuerza, la 
cuerda no aceleraría, pues las fuerzas se cancelarían). Pero ya dijimos que la magnitud 
de la tensión en ambos extremos es la misma; la fuerza con la que la cuerda hala a Mi-
guel es de la misma magnitud que la que la fuerza  con la que hala el carro. Entonces no 
puede ser verdad que la magnitud de la tensión sea igual a la fuerza con la que Miguel y 
el carro halan, pues ya dijimos que Miguel y el carro halan con fuerzas de diferente mag-
nitud, mientras que la tensión hala con una tensión de igual magnitud en sus extremos. 
Aunque muchos estarían tentados a decir que por la tercera ley de Newton la fuerza con 
la que halamos un extremo de una cuerda es igual en magnitud a la fuerza con la que el 
extremo nos hala a nosotros, ¡acabamos de ver que esto no siempre sucede con la ten-
sión!

PROBLEMA 4.13
Dos jeeps están halando a un carro azul de masa m que se quedó atrapado en un lodo muy 
denso. Suponga que conocemos la magnitud de la tensión ejercida por ambas cuerdas; T1 
para la cuerda izquierda y T2 para la cuerda derecha. Además, conocemos los ángulos α y θ 
que hacen las cuerdas con respecto al camino de tierra y piedras indicado en el dibujo.  
También conocemos la magnitud de la fuerza de fricción del carro con el lodo, que es Fr y 
vamos a suponer que la fricción sólo actúa en el sentido negativo del eje Y (el eje Y usado 
en la figura).  a) Escriba una expresión para la magnitud de la aceleración del carro azul en 
términos de las tensiones, los ángulos indicados, la masa del carro y la magnitud de la fric-
ción. b) Si Fr es 1700 N, si T1 es 1000 N, T2 es 1500 N, α es 60 grados, θ es 30 grados y m 
es 2000 kg , ¿cuál es la magnitud y dirección de la aceleración del carro azul? Nota: Para 
este problema sólo necesitamos considerar las fuerzas que ocurren en el plano X-Y (es de-
cir, puede ignorar el peso o la normal de los carros).

θα

Y

X
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a) Conocemos la masa m del carro azul, conocemos T1, que es la magnitud de la tensión de la
cuerda izquierda, y T2, que es la magnitud de la tensión de la cuerda derecha. Conocemos la
magnitud de la fuerza de fricción Fr dinámica entre el lodo y el carro. También conocemos los
ángulos α y θ. Debemos suponer que la fricción sólo actúa a lo largo del eje Y. Para el problema
nos dicen que consideremos sólo lo que ocurre en el plano X-Y.

(b) Fr es 1700 N, T1 es 1000 N, T2 es 1500 N, α es 60 grados, θ es 30 grados y la masa del carro
es 2000 kilogramos.

¿Qué nos piden?

(a) Una expresión para la magnitud de la aceleración del carro azul, en término de las
tensiones, los ángulos, la magnitud de la fricción y la masa del carro azul.

(b) Magnitud y dirección de la aceleración del carro azul.

(a) Como ya es costumbre, comencemos por realizar un diagrama de fuerzas
del objeto que vamos a analizar, que en este caso es el carro azul. Tengamos
en cuenta que la fuerza de fricción dinámica sobre el carro sólo actúa en
la dirección negativa del eje Y, como nos dicen en el enunciado. Al hacer el
diagrama tengamos en cuenta que debemos descomponer las fuerzas de tensión
(en X y Y):

¿Qué información nos dan?

a) Conocemos la masa m del carro azul, conocemos T1 que es la magnitud de la ten-
sión de la cuerda izquierda y T2 que es la magnitud de la tensión de la cuerda dere-
cha. Conocemos la magnitud de la fuerza de fricción Fr entre el lodo y el carro.  
También conocemos los ángulos α y θ. Debemos suponer que la fricción sólo ac-
túa a lo largo del eje Y. Para el problema nos dicen que consideremos sólo lo que 
ocurre en el plano X-Y.

b) Fr es 1700 N, T1 es 1000 N, T2 es 1500 N, α es 60 grados, θ es 30 grados y la ma-
sa del carro es 2000 kilogramos.

¿Qué debemos hallar?

a) Una expresión para la magnitud de la aceleración del carro azul, en término de 
las tensiones, los ángulos, la magnitud de la fricción y la masa del carro azul.

b)  Magnitud y dirección de la aceleración del carro azul.

SOLUCIÓN

a)  Como ya es costumbre, comencemos por realizar un diagrama de fuerzas del objeto que 
vamos a analizar, en este caso, el carro azul.  Tengamos en cuenta que la fuerza de fric-
ción sobre el carro sólo actúa en la dirección negativa del eje Y, como nos dicen en el 
enunciado. Al hacer el diagrama tengamos en cuenta que debemos descomponer las fuer-
zas de tensión (en X y Y). 

⃗T
2

⃗T 1

⃗F r
⃗F r

⃗
T 2

⃗T 2x

⃗T 1x
⃗

T 1 ⃗T 1y

⃗T 2y

θ
α

Y

X

Sobre el carro actúan dos fuerzas de tensión y la fuerza de fricción que va en el 
sentido negativo de Y (sobre el carro también hay una fuerza normal y un peso 
pero estas dos fuerzas no nos interesan porque sólo vamos a analizar lo que 
sucede en el plano X-Y). Descomponemos las dos tensiones (las componentes 
están con líneas punteadas). La fuerza de fricción no hay que descomponerla.

Debemos encontrar una expresión para la magnitud de la aceleración del carro azul.  Pa-
ra hallar la magnitud de la aceleración debemos encontrar sus componentes (es decir, 
debemos encontrar la aceleración en X y la aceleración en Y), pues recordemos que la 
magnitud de un vector es la raíz cuadrada de la suma de la magnitud de cada componen-
te al cuadrado: 

∥ ⃗a ∥ = ∥ ⃗a x∥2 + ∥ ⃗a y∥2   (1)

Cuidado: El lector puede preguntarse por qué no fue necesario aplicar esta ecuación en los 
problemas anteriores  y la razón es que antes la aceleración era sólo en X o en Y, no en X y 
Y a la vez como en este caso.  
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Sobre el carro actúan dos fuerzas de tensión y la fuerza de fricción que va en el
sentido negativo de Y (sobre el carro también hay una fuerza normal y un peso,
pero estas dos fuerzas no nos interesan porque sólo vamos a analizar lo que sucede
en el plano X-Y). Descomponemos las dos tensiones (las componentes están con
lı́neas punteadas). La fuerza de fricción no hay que descomponerla.

Para hallar la magnitud de la aceleración debemos encontrar sus componentes
(es decir, debemos encontrar la aceleración en X y la aceleración en Y), pues
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recordemos que la magnitud de un vector es la raı́z cuadrada de la suma de la
magnitud de cada componente al cuadrado:

∥a⃗∥ =
√
∥a⃗x∥2 +∥a⃗y∥

2
. (1)

El lector puede preguntarse por qué no fue necesario aplicar esta ecuación
en los problemas anteriores del presente capı́tulo. La razón es que antes la
aceleración era sólo en X o en Y, no en X y Y a la vez como en este caso.

Empecemos por hallar una expresión para la magnitud de la aceleración en X.
En X tenemos dos fuerzas: la componente T⃗1x y la componente T⃗2x. La primera
apunta en la dirección negativa de X mientras que la segunda apunta en la
dirección positiva. Por lo tanto, en X tenemos la siguiente ecuación:

− T⃗1xx̂+ T⃗2xx̂ =maxx̂, (2)

donde ax es la magnitud de la aceleración del carro azul a lo largo del eje
X que no conocemos. Tampoco conocemos la dirección de la aceleración; al
escribir la ecuación (2) hemos supuesto que es positiva pero después, cuando
reemplacemos los valores, vamos a averiguar si esta suposición es correcta o no.
Además, en el diagrama de fuerzas podemos ver que las magnitudes T1x y T2x
están dadas por T1 sinα y T2 sinθ respectivamente. Por lo tanto, la ecuación (2)
queda

−(T1 sinα)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

T1x

x̂+(T2 sinθ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

T2x

x̂ =maxx̂. (3)

Si dividimos por la masa obtenemos:

−T1 sinα x̂+T2 sinθ x̂
m

= axx̂. (4)

Ası́ que la magnitud de la aceleración en X es

∥(−T1 sinα+T2 sinθ
m

) x̂∥ = ∥axx̂∥ , (5)

donde a la izquierda hemos usado que ax̂+bx̂ = (a+b)x̂ (nota 1.19). Note que
como en este caso no sabemos si la dirección de la aceleración es positiva o
negativa, debemos usar valor absoluto5.

5 Cuando estamos seguros de las direcciones de los vectores, la regla de oro nos da directamente
las magnitudes, sin necesidad de aplicar valor absoluto. Por ejemplo, si la ecuación −(T1 sinα)x̂+
(T2 sinθ) =max x̂ tuviera los signos correctos, al aplicar la regla de oro a la derecha obtendrı́amos
max , de donde podemos inferir la magnitud de la aceleración en X sin necesidad de aplicar valor
absoluto. Pero en el caso actual no estamos seguros de los signos, ası́ que al aplicar la regla de oro
ax podrı́a ser negativo y la magnitud no puede ser negativa. Por eso, cuando no estamos seguros
de los signos y buscamos la magnitud de un vector, debemos aplicar el valor absoluto.
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Ahora debemos hallar la magnitud de la aceleración Y. En Y tenemos tres
fuerzas actuando sobre el carro azul: las componentes en Y de ambas tensiones
(T⃗1y y T⃗2y) y la fuerza F⃗r de fricción. Ambas componentes Y de la tensión
apuntan en la dirección positiva del eje Y, mientras que la fricción apunta en la
dirección negativa de Y. Además, la dirección de movimiento es positiva en Y
(pues los jeeps están halando al carro azul). Por lo tanto, la ecuación de fuerzas
en Y es

T1y ŷ +T2y ŷ −Fr ŷ =may ŷ. (6)

Del diagrama de fuerzas podemos notar que T1y es igual a T1 cosα y T2y es
igual a T2 cosθ. Ası́, la ecuación (6) queda

(T1 cosα)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

T1y

ŷ +(T2 cosθ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

T2y

ŷ −Fr ŷ =may ŷ. (7)

Dividimos por la masa para obtener ay ŷ:

T1 cosα ŷ +T2 cosθ ŷ −Fr ŷ
m

= ay ŷ. (8)

Ası́, la magnitud de la componente Y de la aceleración es

∥(T1 cosα+T2 cosθ −Fr
m

) ŷ∥ = ∥ay ŷ∥ . (9)

Ya que conocemos la magnitud de ambas componentes podemos escribir una
expresión para la magnitud del vector de aceleración usando la ecuación (1):

∥a⃗∥ =

¿
ÁÁÁÀ
XXXXXXXXXXX
(−T1 sinα+T2 sinθ

m
) x̂

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∥a⃗x∥

XXXXXXXXXXX

2

+
XXXXXXXXXXX
(T1 cosα+T2 cosθ −Fr

m
) ŷ

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∥a⃗y∥

XXXXXXXXXXX

2

. (10)

Como los términos dentro de la raı́z están al cuadrado darán un número
positivo, ası́ que podemos ignorar las barras de valor absoluto y podemos
aplicar la regla de oro para eliminar los vectores unitarios:

∥a⃗∥ =

¿
ÁÁÀ(−T1 sinα+T2 sinθ

m
)

2
+(T1 cosα+T2 cosθ −Fr

m
)

2
. (11)

(b) Ahora nos dan unos valores numéricos para las tensiones, la fuerza de
fricción y la masa del carro y con ellos debemos decir la dirección y la magnitud
de la aceleración del carro. Podemos usar la ecuación (11) directamente pero
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es más sencillo si primero calculamos la magnitud de la aceleración en X
usando la ecuación (5), después calculamos la magnitud de la aceleración en Y
usando la ecuación (9), y al final usamos la ecuación (11) con los resultados que
acabamos de hallar. Si reemplazamos los valores en la ecuación (5), obtenemos

XXXXXXXXXXX

−

T1
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(1000 N)sin

α

³·µ
60○ +

T2
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(1500 N)sin

θ

³·µ
30○

2000 kg
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

x̂
XXXXXXXXXXX
= ∥−(0.058 m/s2)x̂∥ . (12)

Notemos el signo negativo dentro del valor absoluto, lo que señala que la
aceleración X era de hecho negativa, contrario a lo que supusimos al escribir la
ecuación (2). Aquı́ se ve que la magnitud de la aceleración en X es

∥a⃗x∥ = (0.058 m/s2). (13)

La magnitud de la aceleración en Y la calculamos con la ecuación (9):

XXXXXXXXXXX

T1
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(1000 N)cos

α

³·µ
60○ +

T2
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(1500 N)cos

θ

³·µ
30○ −

Fr
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
1700 N

2000 kg
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

ŷ
XXXXXXXXXXX
= ∥−(0.05 m/s2)ŷ∥ . (14)

Ası́ que la magnitud de esta aceleración Y es

∥a⃗y∥ = (0.05 m/s2). (15)

Una vez conocemos la magnitud de ambas aceleraciones podemos calcular la
magnitud de la aceleración total del carro, usando la ecuación (11):

∥a⃗∥ =
√
(0.058 m/s2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∥a⃗x∥

)2 +(0.05 m/s2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∥a⃗y∥

)2 = 0.08 m/s2. (16)

Para hallar la dirección de la aceleración podemos usar las componentes de la
aceleración. La aceleración total es el vector que resulta de sumar la aceleración
X con la aceleración Y:
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b) Ahora nos dan unos valores numéricos para las tensiones, la fuerza de fricción y la masa 
del carro y con ellos debemos decir la dirección y la magnitud de la aceleración del ca-
rro. Podemos usar la ecuación (10) directamente pero es más simple  si primero calcula-
mos la magnitud de la aceleración en X usando la ecuación (5), después calculamos la 
magnitud de la aceleración en Y usando la ecuación (9), y al final usamos la ecuación 
(10) con los resultados recién hallados. Si reemplazamos los valores en la ecuación (5) 
obtenemos:

∥
−(1000 N)sin 60∘ + (1500 N)sin 30∘

2000 kg
̂x∥ = ∥ − (0.058 m /s2) ̂x∥   (11)

m

T1 T2 θα

(Notemos el signo negativo dentro del valor absoluto, lo que señala que la aceleración X 
era de hecho negativa, algo que no sabíamos cuando escribimos la ecuación (2)). O sea 
que la magnitud de la aceleración en X es

 
∥ ⃗a x∥ = (0.058 m /s2)   (12)

La magnitud de la aceleración en Y la calculamos con la ecuación (9):

Así que la magnitud de esta aceleración Y es

∥ ⃗a y∥ = (0.05 m /s2)   (14)

Una vez conocemos la magnitud de ambas aceleraciones podemos calcular la magnitud de 
la aceleración total del carro, usando la ecuación (10):

∥ ⃗a ∥ = (0.058 m /s2)2 + (0.05 m /s2)2 = 0.076 m /s2   (15)

∥ ⃗a x∥ ∥ ⃗a y∥

Para hallar la dirección de la aceleración podemos usar las componentes de la aceleración. 
La aceleración total es el vector que resulta de sumar la aceleración X dada por la ecuación 
(11) con la aceleración Y dada por la ecuación (13):

⃗a

β

(0.05 m /s2) ̂y

−(0.058 m /s2) ̂x

La flecha roja se refiere al vector de la 
aceleración ⃗a  del carro. Los vectores ne-
gro y verde corresponden a las compo-
nentes Y y X del vector de aceleración.  β 
indica la dirección de la aceleración con 
respecto al eje X negativo en el sentido 
de las manecillas del reloj.

Para indicar la dirección de la aceleración del carro sólo hace falta determinar el ángulo β 
del dibujo.  Notemos que tangente de β es igual a la magnitud del cateto opuesto
(0.05 m /s2), sobre la magnitud del cateto adyacente (0.058 m /s2):

tan β =
∥ ⃗a y∥
∥ ⃗a x∥

=
(0.05 m /s2)

(0.058 m /s2)
= 0.86   (16)

Así que arcotangente de 15.34 nos da el ángulo β:

arctan 0.86 = 40.76∘   (17)

En palabras, el carro se mueve con una aceleración que tiene dirección de 40.76 grados me-
didos en el sentido de las manecillas del reloj del eje X negativo. 
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∥ ( (1000 N)cos 60∘ + (1500 N)cos 30∘ − 1700 N
2000 kg ) ̂y∥ = ∥(0.05 m /s2) ̂y∥   

m

T1 T2 θα Fr

La flecha roja se refiere al vector de la aceleración a⃗ del carro. Los vectores negro y
verde corresponden a las componentes Y y X del vector de aceleración. β indica
la dirección de la aceleración con respecto al eje X negativo en el sentido de las
manecillas del reloj.

Para indicar la dirección de la aceleración del carro sólo hace falta determinar
el ángulo β del dibujo. Notemos que tangente de β es igual a la magnitud del
cateto opuesto 0.05 m/s2, sobre la magnitud del cateto adyacente 0.058 m/s2:

tanβ =
∥a⃗y∥
∥a⃗x∥

= (0.05 m/s2)
(0.058 m/s2)

= 0.86. (17)

Ası́ que arcotangente de 15.34 nos da el ángulo β:

arctan0.86 = 40.70○. (18)

En palabras, el carro se mueve con una aceleración que tiene dirección de 40.70
grados medidos en el sentido de las manecillas del reloj del eje X negativo.
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Problema 4.14.

Palabras clave: plano inclinado, dos sistemas
de coordenadas en plano inclinado, acelera-
ción de un objeto en un plano inclinado.

Otra vez Camilo empuja su biblioteca pero esta vez la debe subir por unas
empinadas escaleras, como se ve en el dibujo. Suponga que la biblioteca tiene
masa m, que el ángulo de inclinación de las escaleras es θ y que no hay fricción
entre las escaleras y la biblioteca.

(a) Escriba una expresión para la magnitud de la fuerza que debe hacer
Camilo para sostener la biblioteca. Use un sistema de coordenadas en
el cual el eje Y apunte de forma vertical hacia arriba de la página y el
eje X apunte hacia la derecha.

(b) Vuelva a resolver (a) pero usando un sistema de coordenadas inclinado
en el cual el eje X sea paralelo al plano de las escaleras (paralelo a la
dirección en que Camilo empuja) y el eje Y sea perpendicular a dicho
plano.

(c) Si Camilo hiciera el doble de la fuerza hallada en (a), dé una expresión
para la aceleración de la biblioteca en ese caso, usando el segundo
sistema de coordenadas.

(d) Suponga que Camilo deja caer la biblioteca. Con base en lo hallado
antes, dé una expresión para la aceleración de la biblioteca.

PROBLEMA 4.14*
Otra vez Camilo empuja su biblioteca pero esta vez la debe subir por unas empinadas esca-
leras como se ilustra en la figura. Suponga que la biblioteca tiene masa m, que el ángulo de 
inclinación de las escaleras es θ y que no hay fricción.  a) Escriba una expresión para la 
magnitud de la fuerza que debe hacer Camilo para sostener la biblioteca. Use un  sistema 
de coordenadas como el usado hasta ahora, en el cual el eje Y apunta de forma vertical ha-
cia arriba y el eje X apunta hacia la derecha. b) Vuelva a resolver a) pero usando un sistema 
de coordenadas inclinado en el cual el eje X es paralelo al plano de las escaleras (paralelo a 
la dirección en que Camilo empuja) y el eje Y perpendicular a dicho plano. c) Si Camilo 
hiciera el doble de la fuerza hallada en a),  dé una expresión para la aceleración de la biblio-
teca en ese caso, usando el segundo sistema de coordenadas.  d) Suponga que Camilo se va 
y deja caer la biblioteca. Con base a lo hallado antes, dé una expresión para la aceleración 
de la biblioteca.

θ

¿Qué información nos dan?

a) Tenemos la masa m de la biblioteca y la inclinación que es θ. Debemos usar un 
sistema de coordenadas en el cual el eje Y apunta de forma vertical y el eje X 
hacia la derecha.

b)  Nos dan la misma información pero debemos usar un sistema en el cual el eje X 
es paralelo a las escaleras. En ningún caso hay fricción.

c) Suponga que Camilo duplica la fuerza calculada en a) y b).

d) Suponga que Camilo suelta la biblioteca.

¿Qué debemos hallar?

a) y b) Una expresión para la magnitud de la fuerza que debe hacer Camilo para 
sostener la biblioteca usando los dos sistemas de coordenadas explicados ante-
riormente.

c) Una expresión para la aceleración de la biblioteca para el segundo sistema de 
coordenadas (el usado en b)).

d) La aceleración de la biblioteca si Camilo la suelta.

SOLUCIÓN

a) Comenzamos por realizar un diagrama de fuerzas de la biblioteca. Nos piden que use-
mos un sistema de coordenadas con el eje Y apuntando hacia arriba y el eje X hacia la 
derecha.
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a) En ningún caso hay fricción entre la biblioteca y las escaleras. Tenemos la masa m de la
biblioteca y la inclinación de las escaleras que es θ. Debemos usar un sistema de coordenadas
en el cual el eje Y apunte de forma vertical y el eje X lo haga hacia la derecha.
(b) Nos dan la misma información pero debemos usar un sistema en el cual el eje X sea paralelo
a las escaleras.
(c) Suponga que Camilo duplica la fuerza calculada en (a) y (b).
(d) Suponga que Camilo libera la biblioteca.

¿Qué nos piden?

(a) y (b) Una expresión para la magnitud de la fuerza que debe hacer Camilo para sostener
la biblioteca usando los dos sistemas de coordenadas explicados anteriormente.

(c) Una expresión para la aceleración de la biblioteca para el segundo sistema de coordena-
das —el usado en (b)—.

(d) La aceleración de la biblioteca si Camilo la deja caer.

(a) Comenzamos por realizar un diagrama de fuerzas de la biblioteca. Nos
piden que usemos un sistema de coordenadas con el eje Y apuntando hacia
arriba y el eje X hacia la derecha.

θ

⃗
N

⃗
F

⃗W

⃗N yN⃗

⃗W

⃗N x

⃗F y

⃗F x

θ
θ

⃗
F

Y

X

-

-

-

-
-

θ de la 

-

normal también hay 90 grados).

Una vez tenemos el diagrama de fuerzas podemos comenzar a plantear las ecuaciones. De-
bemos encontrar una expresión para la magnitud de la fuerza que debe hacer Camilo para 
sostener la biblioteca, es decir, la magnitud de la fuerza para que la biblioteca se mantenga 
en reposo (con aceleración cero). Para encontrar la magnitud de la fuerza, debemos tener 
presente que la misma tiene componentes X y Y como se aprecia del diagrama de fuerzas, 
así que debemos analizar lo que sucede en X y lo que sucede en Y también. Comencemos 
por analizar lo que sucede en Y. 

En Y hay tres fuerzas: el peso, la componente Y de la normal y la componente Y de la fuer-
za que hace Camilo. Como se aprecia en el diagrama de fuerzas, tanto la componente Y de 

la normal como la componente Y de la fuerza que hace Camilo son positivas mientras que 
el peso es negativo. Por lo tanto, la segunda ley de Newton en Y queda así:

Ny ̂y + Fy ̂y − W ̂y = may ̂y   (1)

Además, la aceleración es cero porque nos interesa la fuerza para que Camilo sostenga la 
biblioteca (es decir, la fuerza para que la biblioteca se mantenga en reposo). Como la acele-
ración es cero, la aceleración X y Y tiene que ser cero, pues cuando un vector es cero todas 
sus componentes tienen que ser cero. Teniendo en cuenta esto, la ecuación (2) queda así: 

Ny ̂y + Fy ̂y − W ̂y = 0 ̂y   (2)

Si dejamos sola la componente de la fuerza en Y que hace Camilo, y tenemos en cuenta 
que la magnitud del peso es mg, esto da

Fy ̂y = mg ̂y − Ny ̂y   (3)

Notemos que la componente Y de la fuerza nos queda en términos de la fuerza normal en 
Y, y esta fuerza no la conocemos. Pero la normal en Y y la normal en X se pueden escribir 
en términos de la normal total y del ángulo θ , y a este último sí lo conocemos. Por ejem-
plo, del diagrama de fuerzas es claro que la magnitud de la normal en Y es N cos θ. Si usa-
mos esto en la ecuación (3) obtenemos

Fy ̂y = mg ̂y − N cos θ ̂y   (4)
Ny

Esta ecuación nos da la fuerza en Y que hace Camilo pero en términos de la magnitud de la 
normal, que tampoco conocemos. Sin embargo, como vamos a ver pronto, si planteamos 
las ecuaciones en X podemos encontrar una forma de relacionar la magnitud de la normal 
con otras variables conocidas. 
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Sobre la biblioteca actúan tres fuerzas; la fuerza que hace Camilo que es paralela a
la pendiente de las escaleras; el peso que siempre apunta hacia el piso; y la normal
que es perpendicular a las escaleras. Si usamos un sistema de coordenadas con el
eje Y vertical, entonces tenemos que descomponer la fuerza normal y la fuerza que
hace Camilo, pero no tenemos que descomponer el peso. Notemos que el ángulo θ
es el mismo que hace la fuerza de Camilo con el eje X. Además, el lector puede
comprobar que tiene que ser el mismo ángulo que se forma entre la normal y su
componente Y (note que entre la normal y la fuerza que hace Camilo se forma
un ángulo de 90 grados, y entre la componente X de la fuerza de Camilo y la
componente Y de la normal también hay 90 grados).



460 Fı́sica paso a paso. Más de 100 problemas resueltos

Debemos encontrar una expresión para la magnitud de la fuerza que debe
hacer Camilo para sostener a la biblioteca, es decir, para que la biblioteca se
mantenga en reposo (aceleración cero). Esta fuerza tiene componentes X y Y,
como se aprecia del diagrama de fuerzas. Comencemos por analizar lo que
sucede en Y.

Como se aprecia en el diagrama de fuerzas, tanto la componente Y de la normal
como la componente Y de la fuerza que hace Camilo son positivas, mientras
que el peso es negativo. Por lo tanto, la segunda ley de Newton en Y queda ası́:

Ny ŷ +Fy ŷ −Wŷ =may ŷ. (1)

Además, la aceleración de la biblioteca es cero (Camilo sólo la sostiene). Como
la aceleración es cero, la aceleración X y Y tienen que ser cero, pues cuando un
vector es cero todas sus componentes tienen que ser cero. Teniendo en cuenta
esto, la ecuación (2) queda ası́:

Ny ŷ +Fy ŷ −Wŷ = 0ŷ. (2)

Si dejamos sola la componente de la fuerza en Y que hace Camilo, y tenemos
en cuenta que la magnitud del peso es mg, esto da

Fy ŷ =mgŷ −Ny ŷ. (3)

Notemos que la componente Y de la fuerza nos queda en términos de la fuerza
normal en Y que desconocemos. Pero la normal en Y y la normal en X se pueden
escribir en términos de la normal total y del ángulo θ, y a este último sı́ lo
conocemos. En el diagrama de fuerzas es claro que la magnitud de la normal
en Y es N cosθ. Si usamos esto en la ecuación (3) obtenemos

Fy ŷ =mgŷ −N cosθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Ny

ŷ. (4)

Esta ecuación nos da la fuerza en Y que hace Camilo pero en términos de la
magnitud de la normal, que tampoco conocemos. Sin embargo, si planteamos
las ecuaciones en X podemos encontrar una forma de relacionar la magnitud
de la normal con otras variables conocidas.

En X hay dos fuerzas, la componente X de la fuerza que hace Camilo, que
es positiva según nuestro sistema, y la componente X de la normal, que es
negativa según nuestro sistema. Ası́, la segunda ley de Newton en X es

−Nxx̂+Fxx̂ =maxx̂. (5)

Pero en X tampoco hay aceleración, ası́ que esto queda

−Nxx̂+Fxx̂ = 0x̂. (6)
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Ahora podemos despejar la componente X de la fuerza que hace Camilo y de
una vez podemos usar el hecho de que la magnitud de la componente X de la
normal es N sinθ (como se aprecia en el diagrama de fuerzas):

Fxx̂ =N sinθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Nx

x̂. (7)

Esta ecuación nos da Fx en términos de la normal y la ecuación (4) nos da Fy
también en términos de la normal. Para poder relacionar ambas ecuaciones,
debemos ponerlas en términos de las mismas variables, pues por ahora una se
refiere a Fx y la otra a Fy (ası́ que por ahora tenemos tres incógnitas: N , Fx y
Fy).

Notemos en el diagrama de fuerzas que Fy es F sinθ y Fx es F cosθ. Si usamos
esto en la ecuación (4) y en la (7) respectivamente, obtenemos

F sinθ
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶

Fy

ŷ =mgŷ −N cosθŷ, (8)

F cosθ
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

Fx

x̂ =N sinθx̂. (9)

Ahora sı́ podemos relacionar ambas ecuaciones porque ambas están escritas
en términos de F. Usando estas ecuaciones podemos despejar la fuerza F de
una ecuación y usar el resultado en la otra, o también podemos despejar la
normal N de una ecuación y usarla en la otra. Despejemos F de la ecuación (9)
y luego usemos el resultado en la ecuación (8). Si dividimos la ecuación (9) por
el coseno de θ y aplicamos la regla de oro, obtenemos

F = N sinθ
cosθ

. (10)

Si usamos esto para reemplazar F en la ecuación (8) y aplicamos la regla de
oro, obtenemos

(N sinθ
cosθ

)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

F

sinθ =mg −N cosθ. (11)

A partir de esta ecuación podemos despejar la fuerza normal que es nuestra
única incógnita. Si dejamos mg solo al lado derecho y multiplicamos los senos
del primer término, esto da

(N sin2θ

cosθ
)+N cosθ =mg. (12)
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Ahora podemos sacar factor común de la normal:

N (sin2θ

cosθ
+ cosθ) =mg. (13)

Para simplificar más el resultado, sumemos los términos entre paréntesis:

N (sin2θ + cos2θ

cosθ
) =mg. (14)

Recordemos que sin2x+ cos2x = 1:

N ( 1
cosθ

) =mg. (15)

Finalmente, si multiplicamos por el coseno obtenemos la magnitud de la
normal:

N =mg cosθ. (16)

Ahora que conocemos la magnitud de la normal podemos usar la ecuación (10)
o la ecuación (9) para obtener F. Si usamos la normal dada por la ecuación (16)
en la ecuación (10), llegamos a

F =

N
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(mg cosθ)sinθ

cosθ
. (17)

El coseno se cancela y finalmente obtenemos una expresión para F, la magnitud
de la fuerza que hace Camilo:

F =mg sinθ. (18)

Notemos que si el ángulo es cero, esta expresión nos da cero (seno de cero
es cero), lo cual tiene sentido porque si no hubiera escaleras, si la biblioteca
estuviera en el piso de forma horizontal, Camilo no tendrı́a que hacer ninguna
fuerza para sostenerla. Por otro lado, la fuerza es máxima cuando θ es 90
grados (en ese caso seno nos da 1 y la magnitud de la fuerza da mg). Esto tiene
sentido, pues si las escaleras fueran como una pared completamente vertical,
Camilo tendrı́a que levantar por completo la biblioteca que pesa mg.

(b) Ahora debemos encontrar una expresión para la magnitud de la fuerza que
tiene que hacer Camilo, usando un sistema de coordenadas inclinado cuyo
eje X esté paralelo a las escaleras. Como siempre, empezamos por realizar un
diagrama de fuerzas.
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Como se explica en el diagrama, al usar un sistema de coordenadas inclinado como este no 
debemos descomponer la fuerza que hace Camilo ni tampoco la fuerza normal, aunque sí 
debemos descomponer el peso. Lo importante es que con el sistema anterior, debíamos des-
componer dos fuerzas (la normal y la fuerza de Camilo), mientras que ahora sólo debemos 
descomponer una (el peso). Ahora los cálculos serán más sencillos. Planteemos la segunda 
ley de Newton en X. Según nuestro nuevo sistema, en X tenemos sólo una fuerza que es la 
fuerza que hace Camilo, así que la segunda ley de Newton en X para este sistema queda: 

F ̂x − Wx ̂x = max ̂x   (19)

Como ya sabemos, la aceleración es cero así que esto queda:

F ̂x − Wx ̂x = 0 ̂x   (20)

Ahora, notemos del diagrama de fuerzas que Wx = W sin θ. Si usamos esto y despejamos la 
fuerza, obtenemos 

F ̂x = W sin θ ̂x   (21)
Wx

Finalmente, aplicamos la regla de oro y usamos que W = mg:

F = mg sin θ   (22)

Este es el mismo resultado que el que dice la ecuación (18), lo cual era de esperar porque la 
magnitud de un vector no depende del sistema de coordenadas usado. Notemos lo sencillo 
que fue calcular la magnitud de la fuerza que hace Camilo usando este sistema de coordena-
das. Con este sistema ni siquiera tuvimos que considerar las ecuaciones en Y (antes tuvi-
mos que usar 18 ecuaciones para llegar al resultado y ahora sólo con 4 ecuaciones lo hici-
mos). Esto ilustra que en problemas de planos inclinados los cálculos se facilitan considera-
blemente si usamos un sistema inclinado, en el que uno de los ejes paralelos a la superficie 
del plano inclinado está alineado con alguno de los ejes.

Nota 4.13
Cuando tenemos un problema con objetos sobre planos inclinados es muy conveniente 

usar un sistema de coordenadas inclinado, que tenga uno de los ejes alineado con la 
superficie del plano inclinado.

c) Ahora nos dicen que  Camilo aplica una fuerza con el doble de la magnitud hallada en a) 
y b). Como la fuerza hallada en a) y b) era para sostener la biblioteca, si Camilo hace 
más fuerza que esa entonces va a hacer que la biblioteca acelere a lo largo de las escale-
ras. Según el sistema de coordenadas de b), la aceleración de la biblioteca será sólo a lo 
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Como ya sabemos, sobre la biblioteca actúan la fuerza que hace Camilo, que es
paralela a las escaleras, el peso que va hacia abajo y la normal que es perpendicular
a las escaleras. Si usamos un sistema de coordenadas inclinado cuyo eje X apunte
en la dirección de las escaleras, entonces no tenemos que descomponer la fuerza
de Camilo ni la fuerza normal, sólo debemos descomponer el peso. Notemos que
el ángulo que forman el peso y la componente Y es el mismo θ del plano inclinado
(nota 1.16).

Como se explica en el diagrama, ahora sólo debemos descomponer una fuerza
(el peso) mientras que con el sistema anterior debı́amos descomponer dos fuer-
zas (la normal y la fuerza de Camilo). Ahora los cálculos serán más sencillos.

Planteemos la segunda ley de Newton en X. Según nuestro nuevo sistema, en
X tenemos sólo la fuerza que hace Camilo y la componente X del peso, ası́ que
la segunda ley de Newton en X para este sistema queda:

Fx̂−Wxx̂ =maxx̂. (19)

Como ya sabemos, la aceleración es cero, ası́ que esto da:

Fx̂−Wxx̂ = 0x̂. (20)

Ahora, notemos del diagrama de fuerzas que Wx =W sinθ. Si usamos esto y
despejamos la fuerza, obtenemos

Fx̂ =W sinθx̂. (21)
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Finalmente, aplicamos la regla de oro y usamos el hecho de que W =mg:

F =mg sinθ. (22)

Este es el mismo resultado que dice la ecuación (18), lo cual era de esperar
porque la magnitud de un vector no depende del sistema de coordenadas
usado. Notemos que usando este sistema de coordenadas ni siquiera tuvimos
que considerar las ecuaciones en Y. De hecho, antes tuvimos que usar 18
ecuaciones para llegar al resultado y ahora sólo 4 ecuaciones. Esto muestra que
en problemas de planos inclinados los cálculos se facilitan considerablemente
si usamos un sistema inclinado en el que uno de los ejes sea paralelo a la
superficie del plano inclinado.

Nota 4.16. Sistema de coordenadas en planos inclinados

Cuando tenemos un problema con objetos sobre planos inclinados es
muy conveniente usar un sistema de coordenadas inclinado, que tenga
uno de los ejes alineado con la superficie del plano inclinado.

(c) Ahora nos dicen que Camilo aplica una fuerza con el doble de la magnitud
hallada en (a) y (b). Como la fuerza hallada en (a) y (b) era para sostener la
biblioteca, si Camilo hace más fuerza entonces va a hacer que la biblioteca
acelere a lo largo de las escaleras. Según el sistema de coordenadas de (b), la
aceleración de la biblioteca será sólo a lo largo de X en el sentido positivo, ası́
que podemos usar la ecuación (19) para hallarla. Si usamos en la ecuación (19)
el hecho de que la magnitud de la fuerza de Camilo es el doble de la fuerza
dada por la ecuación (22), obtenemos

2mg sinθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

F

x̂−Wxx̂ =maxx̂. (23)

Si ahora usamos el hecho de que Wx =W sinθ y que W =mg, obtenemos

2mg sinθx̂−mg sinθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Wx

x̂ =maxx̂. (24)

Si sumamos los dos términos de la izquierda y dividimos por la masa, obtene-
mos una expresión para la aceleración de la biblioteca:

g sinθx̂ = axx̂. (25)

Es decir, la aceleración de la biblioteca es de magnitud g sinθ a lo largo de la
dirección positiva de X (es decir, la biblioteca sube por las escaleras).

Notemos que si hubiéramos usado el sistema de coordenadas de (a), entonces
la aceleración tendrı́a componentes X y Y. En ese caso hubiéramos tenido
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que hallar la componente X de la aceleración y la componente Y y con esas
componentes podrı́amos después hallar la aceleración total (como hicimos
en el problema 4.12). Esta es otra muestra de lo conveniente que es usar un
sistema de coordenadas inclinado en casos de planos inclinados.

(d) Si Camilo deja caer la biblioteca, entonces deja de hacer fuerza. Ası́ que la
ecuación (19) queda

−Wxx̂ =maxx̂. (26)

Ahora la única fuerza en X es la componente X del peso. Como Wx =W sinθ, y
W =mg, esto da:

−mg sinθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Wx

x̂ =maxx̂. (27)

Al simplificar la masa esto queda

− g sinθx̂ = axx̂. (28)

Notemos el signo negativo, el cual indica que la dirección de la aceleración
va en la dirección negativa del eje X, pues en esa dirección se va a resbalar
la biblioteca si se deja caer. Además, si el ángulo es cero la aceleración será
cero, como es de esperar, pues en ese caso la biblioteca no se va a resbalar. Y
si el ángulo es de 90 grados, la aceleración será máxima y su magnitud será g.
Esto también se puede intuir porque en ausencia de fricción, si el ángulo es 90
grados la biblioteca caerá como si estuviera cayendo libremente y los objetos
que caen libremente tienen aceleración de magnitud g.

Nota 4.17. Aceleración de un objeto cayendo en un plano inclinado
sin fricción

Un objeto que se desliza libremente sin fricción sobre un plano inclinado
con pendiente θ cae con una aceleración de magnitud g sinθ.
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Problema (teórico) 4.15.

Palabras clave: poleas, polea ideal, cuerda
ideal, fuerza normal en un ascensor.

En una construcción un obrero le va a pasar una caja de herramientas a su com-
pañero. Para hacerlo, pone la caja de herramientas sobre una plataforma que
está atada a una cuerda, y luego usa una polea con la que sube la plataforma,
como se indica en el dibujo. La polea y la cuerda son ideales. Suponga que la
plataforma tiene masa de 5 kilogramos y la caja de herramientas tiene masa de
7 kilogramos.

(a) Explique qué caracterı́sticas tiene una polea ideal, teniendo en cuenta
la relación entre las cuerdas ideales y las poleas ideales.

(b) Determine la magnitud de la fuerza normal sobre la caja de herra-
mientas si suponemos que la cuerda hala con una tensión de magnitud
de 150 newtons las manos del obrero. Para hallar la respuesta debe
analizar tanto lo que sucede con la caja de herramientas como lo que
sucede con la plataforma. Además, analice la relación entre la tensión
y la normal.

(c) Con base en lo hecho en la pregunta (b), diga cuándo la normal sobre
la caja de herramientas es cero y diga cuál es la aceleración de la caja
de herramientas y de la plataforma en ese caso.

PROBLEMA 4.15*
En una construcción un obrero le va a pasar una caja de herramientas a su compañero. Para 
hacerlo, pone la caja de herramientas sobre una plataforma que está atada a una cuerda, y 
luego usa una polea para subir la plataforma, como se indica en la figura. La polea y la cuer-
da son ideales. Suponga que la plataforma tiene masa de 5 kilogramos y la caja de herra-
mientas masa de 7 kilogramos. a) Explique qué características tiene una polea ideal tenien-
do en cuenta la relación entre las cuerdas ideales y las poleas ideales. b) Determine la mag-
nitud de la fuerza normal sobre la caja de herramientas si suponemos que la cuerda hala 
con una tensión de magnitud de 150 Newtons las manos del obrero. Para hallar la respuesta 
debe analizar tanto lo que sucede con la caja de herramientas como lo que sucede con la 
plataforma. c) Con base en lo hecho en el numeral b), diga cuándo la normal sobre la caja 
de herramientas es cero y diga cuál es la aceleración de la caja de herramientas y de la plata-
forma en ese caso.

¿Qué información nos dan?

La masa de la caja de herramientas es de 7 kilogramos y la masa  de la plataforma es 
de 5 kilogramos. Además, nos dicen que la polea y la cuerda son ideales. La magni-
tud de la fuerza de tensión que la cuerda le hace a las manos del obrero es de 150 
Newtons.

¿Qué debemos hallar?

a) Debemos explicar qué es una polea ideal.

b) Debemos encontrar la magnitud de la fuerza normal sobre la caja de herramientas.

c) Debemos decir cuándo la normal sobre la caja de herramientas es cero y decir cuál 
es la aceleración de la caja y de la plataforma en ese caso. 

SOLUCIÓN

a) Es sencillo explicar las características de una polea ideal si recordamos las de una cuer-
da ideal. Recordemos de la Nota  4.11  que una cuerda ideal cumple, entre otras cosas, 
estas dos condiciones: 1) los dos extremos de la cuerda se mueven con la misma rapidez 
o tienen la misma magnitud de la aceleración; 2) la magnitud de la tensión que la cuerda 
hace es la misma en ambos extremos. Una vez recordamos estas dos condiciones de las 
cuerdas ideales, podemos definir una polea ideal: una polea ideal es una polea que no 
afecta estas dos características de una cuerda ideal. Es decir, una polea ideal permite 
que la cuerda ideal realice la misma tensión en ambos extremos, y permite que los extre-
mos de la cuerda se muevan con la misma rapidez o con la misma magnitud de la acele-
ración. Si no tenemos una polea ideal entonces la cuerda que se pone sobre la polea, in-
cluso si inicialmente es una cuerda ideal, deja de ser ideal. Además, para que la polea 
ideal permita que la cuerda sea ideal, la polea ideal tiene que tener masa despreciable. 

Nota 4.14
Una polea ideal permite que una cuerda ideal que se pone sobre la polea mantenga sus 

características de cuerda ideal. Las poleas ideales tienen masa cero.

304



Fuerzas 467

Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b), (c) La masa de la caja de herramientas es de 7 kilogramos y la masa de la plataforma es
de 5 kilogramos. Además, nos dicen que la polea y la cuerda son ideales. La magnitud de la
fuerza de tensión que la cuerda le hace a las manos del obrero es de 150 newtons.

¿Qué nos piden?

(a) Debemos explicar qué es una polea ideal.

(b) Debemos encontrar la magnitud de la fuerza normal sobre la caja de herramientas y
discutir la relación entre la tensión y la normal.

(c) Debemos decir cuándo la normal sobre la caja de herramientas es cero y decir cuál es la
aceleración de la caja y de la plataforma en ese caso.

(a) Es sencillo explicar las caracterı́sticas de una polea ideal si recordamos
las de una cuerda ideal. Recordemos de la nota 4.14 que una cuerda ideal
cumple, entre otras cosas, estas dos condiciones: (1) los dos extremos de la
cuerda se mueven con la misma rapidez o tienen la misma magnitud de la
aceleración; (2) la magnitud de la tensión que la cuerda ejerce es la misma
en ambos extremos. Una vez recordamos estas dos condiciones de las cuerdas
ideales, podemos definir una polea ideal ası́: una polea ideal es aquella que no
afecta estas dos caracterı́sticas de una cuerda ideal. Si no tenemos una polea ideal
entonces la cuerda que se pone sobre la polea, incluso si inicialmente es una
cuerda ideal, deja de serlo.

Nota 4.18. Polea ideal

Una polea ideal permite que una cuerda ideal que se pone sobre la
polea mantenga las siguientes dos caracterı́sticas:

(1) Los dos extremos de la cuerda se mueven con la misma rapidez
o tienen la misma magnitud de la aceleración.

(2) La magnitud de la tensión que la cuerda ejerce es la misma en
ambos extremos.

(b) Para hallar la magnitud de la fuerza normal sobre la caja de herramientas
debemos analizar lo que sucede con la caja y con la plataforma, como nos dicen
en el enunciado. Ası́ que debemos realizar un diagrama de fuerzas de ambos
objetos. Usaremos un sistema de coordenadas con el eje Y apuntando hacia
arriba.
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b) Para hallar la magnitud de la fuerza normal sobre la caja de herramientas debemos anali-
zar lo que sucede con la caja y con la plataforma, como nos dicen en el enunciado. Así 
que debemos realizar un diagrama de fuerzas de ambos objetos. Usaremos un sistema de 
coordenadas con el eje Y apuntando hacia arriba.

⃗T 2 ⃗N h

⃗T1

⃗Wp

⃗Wh
⃗N p

Y

X

⃗T 2

Diagrama de fuerza 
de la plataforma.

⃗Wp

Diagrama de fuerza de la 
caja de herramientas.

Sobre la caja de herramientas actúan dos fuerzas (en azul), el peso de la caja de her-
ramientas que es ⃗Wh y la fuerza normal ⃗N h que la base de la plataforma ejerce sobre la 
caja. Por su parte, sobre la plataforma actúan tres fuerzas (en naranja): el peso de la 
plataforma que es ⃗Wp, la fuerza normal ⃗N p que la superficie inferior de la caja de her-
ramientas le hace a la plataforma, y la tensión ⃗T 2 que la cuerda le hace a la plata-
forma. Notemos que la cuerda le hace una tensión ⃗T 1 a las manos del obrero, y como 
es una cuerda ideal y polea ideal, la magnitud de esa tensión debe ser igual a la magni-
tud de ⃗T 2.

⃗N p

Y

X

⃗N h

⃗Wh

Cuidado: Es incorrecto decir que sobre la plataforma actúa el peso de la caja de herra-
mientas. Como explicamos en problemas anteriores, no debemos confundir el peso con 

la normal. De hecho, en este problema veremos que la normal que la caja le hace a la 
base de la plataforma no es igual en magnitud al peso de la caja de herramientas. 

Para hallar la magnitud de la fuerza normal sobre la caja de herramientas, empecemos por 
plantear las ecuaciones de fuerza sobre la caja de herramientas. Sobre la caja de herramien-
tas hay dos fuerzas, el peso y la normal. Como apreciamos del diagrama de fuerzas,  el pe-
so tiene dirección negativa en Y mientras que la normal tiene dirección positiva. Por lo tan-
to, la ecuación de fuerzas en Y para la caja de herramientas es

Nh ̂y − Wh ̂y = mhah ̂y   (1),

donde hemos llamado ah a la magnitud de la aceleración de la caja de herramientas (que no 
conocemos pero que suponemos que tiene dirección hacia arriba). Si aplicamos la regla de 
oro y usamos que Wh = mhg, obtenemos:

Nh − mhg = mhahy   (2)
Wh

En el enunciado nos piden despejar la magnitud de la fuerza normal sobre la caja de herra-
mientas, pero la ecuación (2) no nos permite despejar esa fuerza ya que desconocemos ah. 
Por lo tanto, necesitamos otras ecuaciones. Planteemos la ecuación de fuerzas sobre la pla-
taforma.

 Como se ve del diagrama de fuerzas, tanto  ⃗Wp como ⃗N p tienen dirección negativa en Y, 

mientras que ⃗T 2 apunta en la dirección positiva. Por lo tanto, la ecuación de fuerzas en Y 
de la plataforma es 

T2 ̂y − Wp ̂y − Np ̂y = mpap ̂y   (3),
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Sobre la caja de herramientas actúan dos fuerzas (en azul), el peso de la caja de
herramientas que es W⃗h y la fuerza normal N⃗h que la base de la plataforma ejerce
sobre la caja. Por su parte, sobre la plataforma actúan tres fuerzas (en naranja): el
peso de la plataforma que es W⃗p , la fuerza normal N⃗p que la superficie inferior de
la caja de herramientas le hace a la plataforma, y la tensión T⃗2 que la cuerda le
hace a la plataforma. Notemos que la cuerda le hace una tensión T⃗1 a las manos
del obrero, y como tenemos una cuerda ideal y una polea ideal, la magnitud de
esa tensión debe ser igual a la magnitud de T⃗2.

Cuidado: es incorrecto decir que sobre la plataforma actúa el peso de la caja de
herramientas. No debemos confundir el peso con la normal (nota 4.13).

Para hallar la magnitud de la fuerza normal sobre la caja de herramientas,
empecemos por plantear las ecuaciones de fuerza sobre la caja de herramientas.

Sobre la caja de herramientas hay dos fuerzas, el peso que tiene dirección
negativa de Y y la normal que tiene dirección positiva de Y. Por lo tanto, la
ecuación de fuerzas en Y para la caja de herramientas es

Nhŷ −Whŷ =mhahŷ, (1)

donde hemos llamado ah a la magnitud de la aceleración de la caja de he-
rramientas (que no conocemos pero que sabemos va hacia arriba porque la
plataforma sube). Si aplicamos la regla de oro y usamos que Wh =mhg, obtene-
mos

Nh −mhg
´¸¶
Wh

=mhah. (2)
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La ecuación (2) no nos permite despejar la normal ya que desconocemos ah.
Por lo tanto, necesitamos otras ecuaciones. Planteemos la ecuación de fuerzas
sobre la plataforma.

Como se ve del diagrama de fuerzas, tanto W⃗p como N⃗p tienen dirección
negativa en Y, mientras que T⃗2 apunta en la dirección positiva. Por lo tanto, la
ecuación de fuerzas en Y de la plataforma es

T2ŷ −Wpŷ −Npŷ =mpapŷ, (3)

donde hemos llamado ap a la aceleración de la plataforma (que no conocemos,
pero que sabemos va hacia arriba). Usando que Wp =mpg y aplicando la regla
de oro, obtenemos

T2 −mpg
´¸¶
Wp

−Np =mpap. (4)

A primera vista puede parecer que esta ecuación no nos sirve porque no
conocemos las nuevas variables T2, Np ni ap. Pero en realidad estas variables
se pueden relacionar con las variables de la ecuación (2), como se explicará a
continuación.

Para empezar, recordemos que la magnitud de la tensión de una cuerda ideal
es la misma en ambos extremos, ası́ que T1 = T2 y conocemos T1 que es la fuerza
con la que hala el obrero (esto no quiere decir que T⃗1 = T⃗2, pues las tensiones
no son iguales ya que no tienen la misma dirección). Ası́, tenemos

T1
´¸¶
T2

−mpg −Np =mpap. (5)

Además, notemos que la aceleración de la plataforma es la misma que la acele-
ración de la caja de herramientas, pues la caja está dentro de la plataforma; si la
plataforma sube con cierta aceleración, la caja sube con esa misma aceleración,
si la plataforma baja, la caja también baja, etc. Es decir, ah = ap y la ecuación (5)
da

T1 −mpg −Np =mp ah
´¸¶
ap

. (6)

Por último, notemos que por la tercera ley de Newton la magnitud de la
fuerza normal que le hace la caja de herramientas a la plataforma es la misma
que la magnitud de la fuerza normal que la plataforma le hace a la caja de
herramientas. Es decir, Np =Nh. Si usamos esto en la ecuación (6) obtenemos

T1 −mpg − Nh
´¸¶
Np

=mpah. (7)
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Esta ecuación ya está en términos de sólo dos variables desconocidas, ah y Nh, lo
cual es bueno porque la ecuación (2) está en términos de estas mismas variables.
Ası́ que de esta ecuación podemos despejar ah y luego usar el resultado en la
ecuación (2). Si dividimos por la masa de la plataforma podemos despejar ah:

T1 −mpg −Nh

mp
= ah. (8)

Ahora podemos usar este resultado en la ecuación (2):

Nh −mhg =mh(
T1 −mpg −Nh

mp

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ah

). (9)

Esta ecuación ya sólo tiene como variable desconocida Nh, que es lo que quere-
mos hallar. Multipliquemos por mp:

Nhmp −mhgmp =mhT1 −mhmpg −mhNh. (10)

Ahora movamos los términos que tienen Nh al lado izquierdo y los demás al
lado derecho de la igualdad:

Nhmp +mhNh =mhT1 −mhmpg +mhgmp. (11)

Saquemos factor común de Nh y tengamos en cuenta que −mhmpg se cancela
con mhgmp:

Nh(mp +mh) =mhT1. (12)

Finalmente, despejemos la magnitud de la normal dividiendo por la suma de
las masas:

Nh =
mhT1

(mp +mh)
. (13)

Ahora podemos reemplazar los valores numéricos de cada variable:

Nh =

mh

³¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹µ
(7 kg)

T1
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(150 kg)

(5 kg
´¸¶
mp

+7 kg
´¸¶
mh

) = 87.5 N. (14)

Note que este es un caso en el que la magnitud del peso y de la normal no son
iguales; la magnitud del peso de la caja de herramientas es 7 kg ×9.81 m/s2 =
68.67 N y la magnitud de la normal es 87.5 N.
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Debemos analizar la relación entre la tensión y la normal. Notemos en la
ecuación (13) que la magnitud de la fuerza normal sobre la caja de herramientas
es directamente proporcional a la magnitud de la tensión. ¿Por qué sucede
esto? Si la tensión aumenta, la aceleración de la plataforma aumenta también,
lo cual es obvio a partir de la ecuación (5). Y si la aceleración de la plataforma
aumenta, entonces la aceleración de la caja aumenta, ası́ que la fuerza neta
sobre la caja tiene que haber aumentado (recuerde que la fuerza y la aceleración
son directamente proporcionales). Sobre la caja de herramientas sólo hay dos
fuerzas: el peso y la normal. El peso es constante y además apunta hacia abajo,
ası́ que la fuerza que tiene que aumentar para que acelere más la caja es la
fuerza normal. Esto explica por qué la tensión y la normal sobre la caja son
directamente proporcionales.

Esto es muy similar a lo que sucede cuando estamos en un ascensor. Cuando el
ascensor comienza a subir, nosotros sentimos más fuerza sobre nuestras piernas
por un corto tiempo mientras el ascensor acelera. Esto sucede porque cuando
el ascensor acelera hacia arriba el piso del ascensor nos hace más fuerza normal
que cuando el ascensor está quieto, y esa fuerza normal adicional permite que
nosotros aceleremos junto con el ascensor.

(c) Según la ecuación (13), la magnitud de la normal sobre la caja de herramien-
tas sólo es cero si el numerador es cero. Para que el numerador sea cero, o la
masa de la caja es cero o la tensión es cero. Obviamente la caja de herramientas
tiene cierta masa, ası́ que la tensión tiene que ser cero. Esto implica que la
cuerda no produzca ninguna tensión sobre las manos del obrero tampoco, ası́
que el obrero no puede estar halando la cuerda. Es decir, para que no haya
fuerza normal sobre la caja, el obrero debe soltar la cuerda.

Ahora, ¿cuál es la aceleración de la caja cuando la normal sobre la caja es cero?
A partir de la ecuación (1) podemos ver qué pasa con la aceleración si la normal
sobre la caja es cero:

0ŷ
´¸¶
Nh

−mhgŷ =mhahŷ. (15)

Notemos que las masas en ambos lados se cancelan y obtenemos una expresión
para la aceleración:

− gŷ = ahŷ. (16)

En palabras, si la normal sobre la caja es cero entonces la aceleración de la caja
de herramientas tiene magnitud g y dirección negativa (apunta hacia el piso).
Es decir, si la normal es cero entonces la caja de herramientas cae libremente.
Esto no nos deberı́a sorprender porque si la normal es cero entonces sobre la
caja de herramientas sólo actúa el peso y recordemos que cuando sobre un
objeto sólo actúa el peso este cae con la aceleración de la gravedad. Esto es
coherente con lo que dijimos antes: para que la normal sea cero el obrero debe
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soltar la cuerda y si el obrero suelta la cuerda entonces la plataforma y la caja
comienzan a caer libremente.

En cuanto a la plataforma, ya habı́amos dicho que la tensión tenı́a que ser cero
para que la normal sobre la caja fuera cero. También es cero Np porque Np =Nh.
Ası́ que la ecuación (3) queda

0ŷ
´¸¶
T2

−mpgŷ − 0ŷ
´¸¶
Np

=mpapŷ. (17)

Ası́ que la aceleración de la plataforma también es la de la gravedad, pues la
única fuerza que actúa es el peso:

− gŷ = apŷ. (18)

Por último, notemos que si la plataforma y la caja caen de forma libre, entonces
el contacto entre la caja y la plataforma se pierde (la normal entre ellas es cero).
Es como si estuviéramos en un ascensor y el ascensor se descolgara o como
si estuviéramos en una montaña rusa y el carrito cayera por una parte muy
inclinada. Nuestros pies en el caso del ascensor pierden contacto con el piso y
sentimos como si flotáramos, y en el caso de la montaña rusa nuestra espalda y
cola se despegan de la silla y sentimos que flotamos. Lo mismo sucede con la
caja de herramientas; si la plataforma cae libremente, entonces la normal se
vuelve cero, lo que indica que la plataforma pierde el contacto con la caja de
herramientas.
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Problema 4.16.

Palabras clave: polea ideal, cuerda ideal, ten-
sión en sistema de poleas, segunda ley.

A continuación va a encontrar un extraño sistema de poleas y cuerdas ideales
en el que una persona sostiene con su mano una de las cuerdas de forma que
todo está en equilibrio (es decir, todo permanece con aceleración cero). Cada
cuerda ideal se identifica por un color diferente. Las poleas 1, 4 y 5 están
unidas a la pared, las demás están sólo sostenidas por las diferentes cuerdas.

(a) Realice un diagrama de fuerzas para todas las poleas en el que solamen-
te indique las fuerzas de tensión y explique, con base en su diagrama,
cuáles tensiones tienen la misma magnitud.

(b) Suponga que la persona suelta la cuerda. Describa lo que le pasarı́a
a las poleas en ese caso (no tiene que hacer cálculos, sólo describir la
situación).

En cuanto a la plataforma, ya habíamos dicho que la tensión tenía que ser cero para que la 
normal sobre la caja fuera cero. Pero no sólo la tensión es cero, también es cero la normal 
Np que la caja de herramientas ejerce sobre la plataforma, pues por la tercera ley de New-

ton, si la magnitud de la normal que la plataforma le hace a la caja es cero, entonces la mag-
nitud de la normal que la caja le hace a la plataforma es cero también. Y si la tensión y la 
normal sobre la plataforma son cero, la única fuerza que actúa sobre la plataforma es el pe-
so de la plataforma, así que la ecuación (3) queda así:

0 ̂y − mpg ̂y − 0 ̂y = mpap ̂y   (17)
T2 Np

Así que la aceleración de la plataforma también es la de la gravedad:

−g ̂y = ap ̂y   (18)

Esto también lo podíamos haber inferido simplemente usando que la aceleración de la plata-
forma tenía que ser la misma que la aceleración de la caja; si la de la caja es la aceleración 
de la gravedad, la de la plataforma también. Notemos que si la plataforma y la caja caen de 
forma libre, entonces la plataforma no le hace ninguna fuerza a la caja. El contacto entre la 
caja y la plataforma se pierde. Es como si estuviéramos en un ascensor y el ascensor  se 
descuelga o como si estuviéramos en una montaña rusa y el carrito cae por una parte muy 
inclinada. En esas situaciones nosotros nos descolgamos; nuestros pies en el caso del ascen-
sor pierden contacto con el piso y sentimos como si flotáramos, y en el caso de la montaña 
rusa nuestra espalda y cola se despegan de la silla y sentimos que flotamos. Lo mismo suce-
de con la caja de herramientas; si la plataforma cae libremente, entonces la normal como ya 
vimos se vuelve cero, lo que indica que la plataforma pierde el contacto con la caja de he-
rramientas.

PROBLEMA 4.16
A continuación va a encontrar un extraño sistema de poleas (que están numeradas) y cuer-
das ideales en el que una persona sostiene con su mano una de las cuerdas de forma que 
todo está en equilibrio (es decir, todo permanece con aceleración cero). Cada cuerda ideal 
se identifica por un color diferente. Las poleas 1, 4 y 5 están unidas a la pared, todas las 
demás están sostenidas por las diferentes cuerdas.  a) Realice un diagrama de fuerzas para 
todas las poleas (ignorando su peso) en el que solamente indique las fuerzas de tensión y 
explique, con base en su diagrama,  cuáles tensiones tienen la misma magnitud. b) Suponga 
que la  persona suelta la cuerda. Describa lo que le pasaría a las poleas en ese caso (no tie-
ne que hacer cálculos, sólo describir la situación). 

3
1

2

4 5

¿Qué información nos dan?

Nos muestran un sistema de poleas y cuerdas ideales en el que una persona sostiene 
una cuerda, de forma que todo está en equilibrio. Nos dicen que las poleas 1, 4 y 5 
están libres.
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Solución

¿Qué información nos dan?

Nos muestran un sistema de poleas y cuerdas ideales en el que una persona sostiene una cuerda
para que todo esté en equilibrio. Nos dicen que las poleas 1, 4 y 5 están fijadas a la pared.
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¿Qué nos piden?

(a) Debemos realizar un diagrama de fuerzas para todas las poleas en el que sólo consi-
deramos las tensiones. Además, debemos explicar cuáles tensiones tienen la misma
magnitud.

(b) Debemos decir qué pasarı́a con las diferentes poleas en el caso en que la persona liberara
la cuerda que está sosteniendo.

(a) Debemos realizar un diagrama de fuerzas de cada polea considerando
únicamente las fuerzas de tensión que las cuerdas le hacen a la polea; en cada
punto en que una cuerda toca una polea la cuerda le hace una fuerza de tensión
a la polea. Usemos ı́ndices superiores para indicar sobre qué polea actúa la
respectiva fuerza e ı́ndices inferiores para enumerar las tensiones. Por ejemplo,
T⃗ 5

13 se refiere a la tensión número 13 que actúa sobre la polea número 5. Usando
esta convención, el diagrama de fuerzas queda ası́:

¿Qué debemos hallar?

a) Debemos realizar un diagrama de fuerzas para todas las poleas en el que sólo consi-
deramos las tensiones. Además, debemos explicar cuáles tensiones tienen la misma 
magnitud.

b) Debemos decir qué pasaría con las diferentes poleas en el caso en que la persona 
liberara la cuerda que está sosteniendo. 

SOLUCIÓN

a) Debemos realizar un diagrama de fuerzas de cada polea considerando únicamente las 
fuerzas de tensión que las cuerdas le hacen a la polea; en cada punto en que una cuerda 
toca una polea, en ese punto la cuerda le hace una fuerza de tensión a la respectiva po-
lea. Teniendo en cuenta esto, el diagrama de fuerzas quedaría así (hemos usado indices 
superiores para indicar sobre qué polea actúa la respectiva fuerza, e indices inferiores 
para enumerar las tensiones, por ejemplo, ⃗T 5

13 se refiere a la tensión número 13 que ac-
túa sobre la polea número 5):
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Notemos que hemos usado los colores de cada vector de forma coherente con la respectiva  
cuerda. Como son cuerdas ideales, la magnitud de la tensión que la cuerda hace es la mis-
ma en todos los puntos. Así que los diferentes puntos sobre los cuales actúa la cuerda negra 
sienten todos la misma magnitud de la tensión debido a esta cuerda; ⃗T 1

1, ⃗T 1
2, ⃗T 2

5 , ⃗T 2
6, ⃗T 3

8, 
⃗T 3
9, ⃗T 4

11 todas tienen la misma magnitud (pero direcciones diferentes). Por su parte, ⃗T 1
3, 

⃗T 1
4, ⃗T 2

7 , ⃗T 5
13, ⃗T 5

14 todas tienen la misma magnitud. 

b) Si la persona suelta la cuerda, entonces lo primero que sucede es que la tensión ⃗T 1
1 se 

vuelve cero, y entonces  ⃗T 1
1, ⃗T 1

2, ⃗T 2
5 , ⃗T 2

6, ⃗T 3
8, ⃗T 3

9, ⃗T 4
11 todas se vuelven cero. Ahora, 

como las poleas 1, 4 y 5 están fijas a la pared, estas polea no se moverán sin importar lo 
que pase con las cuerdas. Pero las otras poleas, que no están fijas, si se verán afectadas. 

La polea 2 dejará de sentir la tensión ⃗T 2
5  y ⃗T 2

6, ambas que tienen componentes Y positi-
vos. Como antes estaba en equilibrio, es lógico que si dos fuerzas que apuntaban en direc-
ción positiva de Y dejan de actuar, entonces la polea va a dejar de estar en equilibrio y va a 
caer (si la fuerza en la dirección Y positiva disminuye, la aceleración en dirección Y negati-
va aumentará).  Por su parte, la polea 3 va a dejar de sentir las tensiones ⃗T 3

8  y ⃗T 3
9 .  Am-

bas tensiones tenían componentes Y negativas, así que ahora la fuerza en Y negativa dismi-
nuyó y la polea 3 va a tener que subir. 
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Notemos que hemos usado los colores de cada vector de forma coherente con
la respectiva cuerda. Como son cuerdas ideales, la magnitud de la tensión que
la cuerda hace es la misma en todos los puntos sobres los que actúa. Ası́ que los
diferentes puntos sobre los cuales actúa la cuerda negra sienten todos la misma
magnitud de la tensión; T⃗ 1

1 , T⃗ 1
2 , T⃗ 2

5 , T⃗ 2
6 , T⃗ 3

8 , T⃗ 3
9 , T⃗ 4

11 tienen la misma magnitud
(pero direcciones diferentes). Por su parte, T⃗ 1

3 , T⃗ 1
4 , T⃗ 2

7 , T⃗ 5
13, T⃗ 5

14 tienen la misma
magnitud.

(b) Si la persona suelta la cuerda, entonces lo primero que sucede es que la
tensión T⃗ 1

1 se vuelve cero, y entonces T⃗ 1
2 , T⃗ 2

5 , T⃗ 2
6 , T⃗ 3

8 , T⃗ 3
9 , T⃗ 4

11 se vuelven cero.
Ahora, como las poleas 1, 4 y 5 están fijas a la pared, estas polea no se moverán
sin importar lo que pase con las cuerdas. Pero las otras poleas que no están
fijas sı́ se verán afectadas.

La polea 2 dejará de sentir la tensión T⃗ 2
5 y T⃗ 2

6 , las cuales tienen componentes
Y positivos. Es lógico que si dos fuerzas que apuntan en dirección positiva
de Y dejan de actuar, entonces la polea va a dejar de estar en equilibrio y
va a caer. Por su parte, la polea 3 va a dejar de sentir las tensiones T⃗ 3

8 y T⃗ 3
9 .

Ambas tensiones tenı́an componentes Y negativas, ası́ que ahora la fuerza en Y
negativa disminuyó y la polea 3 va a subir.
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Problema 4.17.

Palabras clave: objeto suspendido de cuerdas
ideales, objeto en equilibrio, tensión.

El marco de un cuadro con una foto tiene masa m, y el marco yace en equilibrio
suspendido de dos hilos que se sostienen con unas puntillas, como se ilustra
en el dibujo. Suponga que los hilos funcionan como cuerdas ideales. Si nos
dicen que la magnitud de la tensión sobre el hilo izquierdo es T1 y conocemos
el ángulo φ,

(a) Escriba una expresión para el valor del ángulo θ, en términos de m, T1 y φ.
Con base en esta expresión, diga qué pasarı́a si T1 tendiera a cero.

(b) Con base en lo hecho antes y si la masa del marco es de 1 kilogramo, si φ es
de 30 grados y si T1 es 8 N, ¿cuál es la magnitud y dirección de la fuerza que
cada hilo hace sobre la respectiva puntilla en la que está cogido?

PROBLEMA 4.17*
El marco de un cuadro con una fototiene masa m , y el marco  yace en equilibrio (la acelera-
ción es cero) suspendido de dos hilos que se sostienen con unas puntillas, como se ilustra 
en la figura. Suponga que los hilos funcionan como cuerdas ideales. Si nos dicen que la 
magnitud de la tensión sobre el hilo izquierdo es T1 y conocemos el ángulo ϕ,  a) escriba 
una expresión para el valor del ángulo θ, en términos de m, T1 y ϕ. Con base en esta expre-
sión, diga qué pasaría si T1 tendiera a cero. b) Con base en lo hecho antes y si la masa del 
marco es de 1 kilogramo,  si ϕ es de 30 grados y si T1 es 8 N , ¿cuál es la magnitud y direc-
ción de la fuerza que cada hilo hace sobre la respectiva puntilla en la que está cogido? 

ϕ θ

¿Qué información nos dan?

a) Conocemos la masa m del marco, el ángulo ϕ y la magnitud de la tensión sobre 
el hilo izquierdo T1. Además, nos dicen que podemos tratar los hilos como cuer-
das ideales y nos dicen que el marco está en equilibrio.

b)  La masa del marco es de un kilogramo, ϕ es de 30 grados y T1 es 8 N.

¿Qué debemos hallar?

a) Debemos hallar una expresión para el ángulo θ en términos de m, T1 y ϕ. Con 
base en esta expresión debemos decir qué pasaría si T1 tendiera a cero.

b) Usando lo hecho en a) debemos hallar la magnitud y dirección de la fuerza que 
cada hilo hace sobre la respectiva puntilla en la que está cogido.

SOLUCIÓN

a) Comencemos por realizar el diagrama de fuerza usando un sistema de coordenadas con 
el eje Y apuntando hacia arriba:

ϕ θ

⃗T
1

⃗
T 2

⃗W

⃗T
1

⃗T 1x
⃗T 2x

⃗T 2y

⃗
T 2

θϕ

Y

X

Sobre el marco actúan tres fuerzas, las dos tensiones y el peso. Si usamos un 
sistema de coordenadas con el eje Y apuntando hacia arriba, entonces debe-
mos descomponer las dos tensiones pero el peso no lo debemos descomponer. 
Notemos que el ángulo que se forma entre ⃗T 2 y ⃗T 2x es igual a θ y el ángulo que 
se forma entre ⃗T 1 y ⃗T 1x  es igual a ϕ. Con la siguiente figura podemos entender 
por qué esto es así.
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a) Conocemos la masa m del marco, el ángulo φ y la magnitud de la tensión sobre el hilo
izquierdo T1. Además, nos dicen que podemos tratar los hilos como cuerdas ideales y nos dicen
que el marco está en equilibrio.
(b) La masa del marco es de un kilogramo, φ es de 30 grados y T1 es 8 N.

¿Qué nos piden?

(a) Debemos hallar una expresión para el ángulo θ en términos de m, T1 y φ. Con base en
esta expresión debemos decir qué pasarı́a si T1 tendiera a cero.

(b) Usando lo hecho en (a) debemos hallar la magnitud y dirección de la fuerza que cada
hilo hace sobre la respectiva puntilla en la que está cogido.
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(a) Comencemos por realizar el diagrama de fuerza usando un sistema de
coordenadas con el eje Y apuntando hacia arriba:

PROBLEMA 4.17*
El marco de un cuadro con una fototiene masa m , y el marco  yace en equilibrio (la acelera-
ción es cero) suspendido de dos hilos que se sostienen con unas puntillas, como se ilustra 
en la figura. Suponga que los hilos funcionan como cuerdas ideales. Si nos dicen que la 
magnitud de la tensión sobre el hilo izquierdo es T1 y conocemos el ángulo ϕ,  a) escriba 
una expresión para el valor del ángulo θ, en términos de m, T1 y ϕ. Con base en esta expre-
sión, diga qué pasaría si T1 tendiera a cero. b) Con base en lo hecho antes y si la masa del 
marco es de 1 kilogramo,  si ϕ es de 30 grados y si T1 es 8 N , ¿cuál es la magnitud y direc-
ción de la fuerza que cada hilo hace sobre la respectiva puntilla en la que está cogido? 

ϕ θ

¿Qué información nos dan?

a) Conocemos la masa m del marco, el ángulo ϕ y la magnitud de la tensión sobre 
el hilo izquierdo T1. Además, nos dicen que podemos tratar los hilos como cuer-
das ideales y nos dicen que el marco está en equilibrio.

b)  La masa del marco es de un kilogramo, ϕ es de 30 grados y T1 es 8 N.

¿Qué debemos hallar?

a) Debemos hallar una expresión para el ángulo θ en términos de m, T1 y ϕ. Con 
base en esta expresión debemos decir qué pasaría si T1 tendiera a cero.

b) Usando lo hecho en a) debemos hallar la magnitud y dirección de la fuerza que 
cada hilo hace sobre la respectiva puntilla en la que está cogido.

SOLUCIÓN

a) Comencemos por realizar el diagrama de fuerza usando un sistema de coordenadas con 
el eje Y apuntando hacia arriba:

ϕ θ

⃗T
1

⃗
T 2

⃗W

⃗T
1

⃗T 1x
⃗T 2x

⃗T 2y

⃗
T 2

θϕ

Y

X

Sobre el marco actúan tres fuerzas, las dos tensiones y el peso. Si usamos un 
sistema de coordenadas con el eje Y apuntando hacia arriba, entonces debe-
mos descomponer las dos tensiones pero el peso no lo debemos descomponer. 
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por qué esto es así.

310

Sobre el marco actúan tres fuerzas; las dos tensiones y el peso. Si usamos un
sistema de coordenadas con el eje Y apuntando hacia arriba, entonces debemos
descomponer las dos tensiones.

Notemos en el diagrama que el ángulo que se forma entre T⃗2 y T⃗2x es igual a θ
y el ángulo que se forma entre T⃗1 y T⃗1x es igual a φ. Esto se puede explicar con
la siguiente figura:

φ

φ2θ2

φ3 θ3

θ

Si trazamos una lı́nea paralela (en rojo) a la lı́nea negra superior, y extendemos
los hilos con otras lı́neas (morada y azul para el hilo izquierdo y el derecho
respectivamente), podemos notar que el ángulo θ2 que se forma entre la lı́nea roja
y la morada es igual a θ, y φ2 que se forma entre la lı́nea roja y la azul es igual a φ.
Una vez notamos esto, podemos ver que θ3 es un ángulo opuesto a θ2 y φ3 es un
ángulo opuesto a φ2, y los ángulos opuestos siempre son iguales. Por lo tanto, θ3 y
θ2 son iguales y φ2 y φ3 también son iguales, y como θ2 es igual a θ y φ2 es igual
a φ, entonces por transitividad φ = φ3 y θ = θ3, que es lo que querı́amos mostrar.

Ahora que tenemos el diagrama de fuerzas podemos plantear la segunda ley
de Newton para hallar una expresión para el ángulo θ. Nos dicen que el marco
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está en equilibrio, esto quiere decir que el marco permanece en reposo sin
aceleración, ası́ que la aceleración en X y Y tiene que ser cero.

Nota 4.19. Sistema en equilibrio

Cuando un objeto está en equilibrio su aceleración es cero. Esto implica
que todas las componentes de su aceleración son cero.

Comencemos por plantear las ecuaciones en X. En X tenemos dos fuerzas: T⃗1x
y T⃗2x. Como se ve en el diagrama de fuerzas, T⃗1x apunta en el sentido negativo
del eje X y T⃗2x en el positivo. Por lo tanto, según la segunda ley de Newton,
tenemos

T2xx̂−T1xx̂ =maxx̂. (1)

Como el marco está en equilibrio, la aceleración es cero, ası́ que esta ecuación
queda

T2xx̂−T1xx̂ = 0x̂. (2)

Aplicando la regla de oro y pasando T⃗1x al otro lado, obtenemos

T2x = T1x. (3)

Ahora notemos en el diagrama de fuerzas que T1x = T1 cosφ y T2x = T2 cosθ, ası́
que la ecuación (3) se puede escribir ası́:

T2 cosθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

T2x

= T1 cosφ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

T1x

. (4)

T2 y θ son variables desconocidas, ası́ que de esta ecuación no podemos despejar
θ. Busquemos más ecuaciones.

Analicemos lo que sucede en Y. En Y tenemos tres fuerzas: el peso y las com-
ponentes verticales de ambas tensiones. El peso tiene signo negativo según
nuestro sistema, mientras que T⃗1y y T⃗2y tienen signo positivo. Por la segunda
ley de Newton tenemos

T2y ŷ +T1y ŷ −Wŷ =may ŷ. (5)

Otra vez usamos que el sistema está en equilibrio, ası́ que esta ecuación queda

T2y ŷ +T1y ŷ −Wŷ = 0ŷ. (6)

Se puede ver en el diagrama de fuerzas que T1y = T1 sinφ y que T2y = T2 sinθ.
Además, W =mg. Ası́, podemos escribir la ecuación (6) del siguiente modo:

T2 sinθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

T2y

ŷ +T1 sinφ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

T1y

ŷ −mgŷ = 0. (7)
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Esta ecuación tiene dos incógnitas: T2 y θ. Pero ya tenı́amos otra ecuación con
esas mismas incógnitas, la ecuación (4). Ası́ que podemos usar la ecuación (4)
para despejar una de las incógnitas en términos de la otra incógnita, y usar el
resultado en la ecuación (7) para despejar la otra incógnita.

Si despejamos T2 de la ecuación (4), obtenemos

T2 =
T1 cosφ

cosθ
. (8)

Ahora podemos usar este resultado en la ecuación (7):

(T1 cosφ
cosθ

)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

T2

sinθŷ +T1 sinφŷ −mgŷ = 0. (9)

Esta ecuación sólo tiene una incógnita: θ. Para despejar θ, comencemos por
poner todos los términos que no tienen θ al otro lado, y apliquemos la regla de
oro:

(T1 cosφ
cosθ

)sinθ = −T1 sinφ+mg. (10)

Además, en el primer término tenemos sinθ sobre cosθ, y eso es igual a tanθ:

T1 cosφtanθ = −T1 sinφ+mg. (11)

Ahora podemos dividir por T1 cosφ para dejar tanθ sola:

tanθ = −T1 sinφ+mg

T1 cosφ
. (12)

Finalmente, si aplicamos arcotangente a ambos lados obtenemos la expresión
para θ:

θ = arctan(−T1 sinφ+mg

T1 cosφ
) . (13)

Con esta expresión debemos decir qué pasarı́a si T1 tendiera a cero. Notemos en
esta expresión que si T1 tiende a cero, la división tiende a infinito y arcotangente
de infinito tiende a 90 grados. Esto tiene sentido porque si T1 es cero, es como si
el marco sólo estuviera sostenido por el hilo derecho y entonces el hilo derecho
va a formar un ángulo de 90 grados, como se ilustra a continuación:
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T2y ̂y + T1y ̂y − W ̂y = 0 ̂y   (6)

Se puede ver del diagrama de fuerzas que T1y = T1 sin ϕ  y que T2y = T2 sin ϕ. Además, 

W = mg. Así, podemos escribir la ecuación (6) del siguiente modo:

T2 sin θ ̂y + T1 sin ϕ ̂y − mg ̂y = 0   (7)
T2y T1y

Esta ecuación tiene dos incógnitas, T2 y θ. Pero ya teníamos otra ecuación con esas mismas 
incógnitas, la ecuación (4). Así que podemos usar la ecuación (4) para despejar una de las 
incógnitas en términos de la otra incógnita, y usar el resultado en la ecuación (7) para des-
pejar la otra incógnita. Si despejamos T2 de la ecuación (4), obtenemos

T2 =
T1 cos ϕ

cos θ
   (8)

Ahora podemos usar este resultado en la ecuación (7):

( T1 cos ϕ
cos θ ) sin θ ̂y + T1 sin ϕ ̂y − mg ̂y = 0   (9)

T2

Esta ecuación sólo tiene una incógnita que es θ (las demás variables son conocidas) así que 
con esta ecuación podemos despejar θ. Para despejar θ, comencemos por poner todos los 
términos que no tienen θ al otro lado, y apliquemos la regla de oro:

( T1 cos ϕ
cos θ ) sin θ = − T1 sin ϕ + mg   (10)

Además, en el primer término tenemos sin θ sobre cos θ, y eso es igual a tan θ:

T1 cos ϕ tan θ = − T1 sin ϕ + mg   (11)

Ahora podemos dividir por T1 cos ϕ para dejar tan θ solo:

tan θ =
−T1 sin ϕ + mg

T1 cos ϕ
   (12)

Finalmente, si aplicamos arcotangente a ambos lados obtenemos la expresión para θ:

θ = arctan ( −T1 sin ϕ + mg
T1 cos ϕ )   (13)

Con esta expresión debemos decir qué pasaría si T1 tendiera a cero. Notemos de esta expre-
sión que si T1 tiende a cero, la división tiende a infinito (cuando el denominador tiende a 
cero, la fracción tiende a infinito a menos de que el numerador sea cero también) y arcotan-
gente de infinito tiende a 90 grados. Esto tiene sentido porque si T1 es cero, es como si el 
marco sólo estuviera sostenido por el hilo derecho y entonces el hilo derecho va a formar 
un ángulo de 90 grados, como se ilustra a continuación:

θ

Si la tensión T1 es cero es como si el 
hilo izquierdo no estuviera haci-
endo nada y todo el peso del marco 
quedara sobre el hilo derecho. En 
ese caso, la ecuación (13) nos dice 
que θ será de 90 grados, como se 
puede apreciar en este dibujo.

b) La fuerza que cada hilo ejerce sobre su respectiva puntilla no es otra que la fuerza de 
tensión que cada hilo le hace al marco. Esto es así porque nos dicen que los hilos funcio-
nan como cuerdas ideales así que la tensión que ejercen en un extremo debe ser igual a 
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Si la tensión T1 es cero es como si el hilo izquierdo no estuviera haciendo nada y
todo el peso del marco quedara sobre el hilo derecho. En ese caso, la ecuación (13)
nos dice que θ será de 90 grados, como se puede apreciar en este dibujo.

(b) La fuerza que cada hilo ejerce sobre su respectiva puntilla no es otra que la
fuerza de tensión que cada hilo le hace al marco. Esto es ası́ porque nos dicen
que los hilos funcionan como cuerdas ideales, ası́ que la tensión que ejercen en
un extremo debe ser igual a la tensión que ejercen en el otro extremo. Por lo
tanto, si nos dicen que la tensión 1 es de magnitud de 8 N, entonces ya sabemos
que el hilo izquierdo ejerce una fuerza de 8 N sobre la puntilla en la que está
sostenido. La dirección de esa fuerza es simplemente 30 grados con respecto a
la lı́nea punteada negra superior, pues ese es el valor de φ.

La fuerza que el otro hilo hace sobre su puntilla es la fuerza de tensión que
hace ese hilo. Para hallar la magnitud de esa fuerza de tensión podemos usar la
ecuación (8) pero para poder usar esta ecuación necesitamos conocer el valor
de θ.

A θ lo podemos hallar si usamos la ecuación (13), teniendo en cuenta que T1 es
8 N, que la masa es 1 kg y que φ es 30 grados:

θ = arctan
⎛
⎝
−

T1
³¹¹¹¹·¹¹¹µ
(8 N)sin

φ

³·µ
30○ +

m
³¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹µ
(1 kg)

g

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(9.81 m/s2)

(8 N)
´¹¹¹¹¸¹¹¹¶

T1

cos 30○
´¸¶
φ

⎞
⎠
= 39.98○. (14)

Ahora que conocemos θ podemos usar la ecuación (8) para hallar T2:

T2 =
(8 N)cos30○

cos39.98○
= 9.04 N. (15)

Ası́, el hilo derecho ejerce una fuerza de tensión de magnitud de 9.04 N en
dirección de 39.98 grados. En la siguiente figura ilustramos ambas fuerzas.
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la tensión que ejercen en el otro extremo. Por lo tanto, si nos dicen que la tensión 1 es de 
magnitud de 8 N, entonces ya sabemos que el hilo izquierdo ejerce una fuerza de 8 N 
sobre la puntilla en la que está sostenido. La dirección de esa fuerza es simplemente 30 
grados con respecto a la línea punteada negra superior, pues ese es el valor de ϕ. 

La fuerza que el otro hilo hace sobre su puntilla es la fuerza de tensión que hace ese hilo. 
Para hallar la magnitud de esa fuerza de tensión podemos usar la ecuación (8) pero para 
poder usar esta ecuación, necesitamos conocer θ. θ lo podemos hallar si usamos la ecua-
ción (13) teniendo en cuenta que T1 es 8 N, que la masa es 1 kg y que ϕ es 30 grados:

θ = arctan ( −(8 N)sin 30∘ + (1 kg)(9.81 m /s2)
(8 N)cos 30∘ ) = 39.98∘   (14)

T1

T1 m gϕ

ϕ

Ahora que conocemos θ, podemos usar la ecuación (8) para hallar T2:

T2 =
(8 N)cos 30∘

cos 39.98∘
= 9.04 N   (15)

Así, el hilo derecho ejerce una fuerza de tensión de magnitud de 9.04 N en dirección de 
39.98 grados. En la siguiente figura ilustramos ambas fuerzas.

8 N

30 ∘

9.0
4 N

39.98∘
Dibujamos la fuerza que cada hilo 
hace sobre su puntilla. Estas fuer-
zas no son más que la tensión que 
cada hilo ejerce sobre el marco y 
que es la misma que ejerce sobre la 
puntilla porque estamos suponi-
endo que los hilos funcionan como 
cuerdas ideales. La dirección de es-
tas fuerzas se indican con los ángu-
los que cada hilo marca con la línea 
superior.

PROBLEMA 4.18
Responda falso o verdadero y justifique su respuesta.

1) El peso siempre es igual a mg.

2) Cuando un objeto está en equilibrio, la suma neta de fuerzas sobre el objeto es cero.

3) La fuerza de fricción dinámica depende de la normal que la superficie le hace al objeto. 

4) Supongamos que una cuerda está cogida en su extremo izquierdo de un objeto A y en el 
extremo derecho de un objeto B. Suponga además que B hala de tal forma que la cuerda 
y A aceleran hacia la derecha.  Es verdad o es falso que la magnitud de la fuerza que A y 
B hacen sobre la cuerda es la misma.

5)  Si un carro acelera y arrastra al carro que tiene al frente, entonces sobre el carro de en 
frente hay dos fuerzas causadas por el carro de atrás, la fuerza del motor del carro de 
atrás sin la cual ninguno de los dos carros aceleraría y la normal en el punto de contacto 
entre ambos carros. 

SOLUCIÓN

1) Falso. Generalmente, para alturas no muy grandes en la Tierra, el peso es mg, pero para 
grandes alturas esto no es así, como estudiamos en el problema 4.4 (para grandes alturas 
debemos usar la ecuación de la atracción gravitacional para calcular la fuerza que la Tie-
rra ejerce sobre el objeto).

2)  Verdadero. Si un objeto está en equilibrio entonces su aceleración es cero, y para que 
esto ocurra la suma neta de fuerzas sobre el cuerpo debe ser cero.

3)  Verdadero. Recordemos que la fuerza de fricción dinámica está dada por μN , así que 
está fuerza depende de la magnitud de la normal que la superficie ejerce sobre el objeto.

4)  Es falso. Como se explicó en el último numeral del problema 4.12, si una cuerda tiene 
aceleración, entonces la magnitud de la fuerza que se le hace en un extremo debe ser di-
ferente a la magnitud de la fuerza que se le hace en el otro extremo, de forma que la fuer-
za neta sea diferente de cero (y entonces la cuerda va a acelerar). Podríamos confundir-
nos y creer que la fuerza que A y B hacen es igual en magnitud ya que la magnitud de la 
tensión que la cuerda hace en ambos extremos es la misma. Pero la confusión surge de 
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Dibujamos la fuerza que cada hilo hace sobre su puntilla. Estas fuerzas no son más
que la tensión que cada hilo ejerce sobre el marco porque estamos suponiendo que
los hilos funcionan como cuerdas ideales. La dirección de estas fuerzas se indica
con los ángulos que cada hilo marca con la lı́nea superior.
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Problema de repaso 4.18.

Palabras clave: magnitud del peso, objeto en
equilibrio, fuerza de fricción dinámica, ten-
sión, normal.

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta.

(1) La magnitud del peso siempre es igual a mg.

(2) Cuando un objeto está en equilibrio la suma neta de fuerzas sobre este
es cero.

(3) La fuerza de fricción dinámica depende de la normal que la superficie
le hace al objeto.

(4) Supongamos que una cuerda está cogida en su extremo izquierdo de
un objeto A y en el extremo derecho de un objeto B. Suponga además
que B hala de tal forma que la cuerda y A aceleran hacia la derecha.
¿Es verdadero o es falso que la magnitud de la fuerza que A y B hacen
sobre la cuerda es la misma?

(5) Si un carro acelera y arrastra al carro que tiene al frente, entonces sobre
el carro de enfrente hay dos fuerzas causadas por el carro de atrás: la
fuerza del motor del carro de atrás, sin la cual ninguno de los dos carros
acelerarı́a, y la normal en el punto de contacto entre ambos carros.

Solución
(1) Falso. Generalmente para alturas no muy grandes en la Tierra el peso es
mg, pero para grandes alturas debemos usar la ley de gravitación universal,
como estudiamos en el problema 4.4 (nota 4.10).

(2) Verdadero. Si un objeto está en equilibrio entonces su aceleración es cero, y
para que esto ocurra la suma neta de fuerzas sobre el cuerpo debe ser cero.

(3) Verdadero. Recordemos que la fuerza de fricción dinámica está dada por
µN , ası́ que esta fuerza depende de la magnitud de la normal que la superficie
ejerce sobre el objeto.

(4) Es falso. Como se explicó en la última pregunta del problema 4.11, si una
cuerda tiene aceleración entonces la magnitud de la fuerza que se le hace en
un extremo debe ser diferente a la magnitud de la fuerza que se le hace en el
otro extremo, de forma que la fuerza neta sea diferente de cero (y entonces
la cuerda acelere). Podrı́amos confundirnos y creer que la fuerza que A y B
hacen son iguales en magnitud ya que la magnitud de la tensión que la cuerda
hace en ambos extremos es la misma. Pero la confusión surge al creer que la
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magnitud de la tensión es igual a la magnitud de la fuerza que se hace en el
respectivo extremo. Eso sólo es verdad cuando la cuerda está en reposo o se
mueve con velocidad constante.

(5) Falso. Sobre el carro del frente sólo hay una fuerza causada por el carro
de atrás, que es la fuerza normal entre ambos carros (en el punto en que se
tocan los carros) y es esta la única fuerza que acelera al carro del frente. Es
fácil confundirse porque la fuerza del motor acelera al carro de atrás y, al
acelerar, este carro hace que acelere el de enfrente debido a que la normal entre
ambos aumenta.
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Problema 4.19.

Palabras clave: aceleración en X y Y, fuerza
de sustentación.

Mientras despega, un avión de masa m tiene una aceleración de magnitud a en
la dirección β ilustrada en el dibujo. Suponga que el avión se enfrenta a una
fuerza de fricción del viento de magnitud Fr que es completamente horizontal,
como se ve en el dibujo. Suponga además que hay una fuerza de sustentación
F⃗s (la que le permite volar) completamente vertical, como se indica en la figura,
y esta fuerza tiene magnitud desconocida.

(a) Escriba una expresión en términos de Fr , m y β para la fuerza que tienen
que hacer los motores del avión para mantener la aceleración mencio-
nada anteriormente. Tenga en cuenta que la fuerza de los motores
apunta en la dirección en que se mueve el avión.

(b) Con base en lo hallado en (a), escriba una expresión para la magnitud
de la fuerza de sustentación.

β

Fs
Fr

Solución

¿Qué información nos dan?

(a) y (b) El avión tiene masa m, tiene una aceleración de magnitud a en la dirección β ilustrada
en el dibujo y se enfrenta a una fuerza de fricción del viento que es completamente horizontal y
de magnitud Fr . Además, hay una fuerza de sustentación que es completamente vertical y de
magnitud desconocida.

¿Qué nos piden?

(a) Una expresión para la fuerza que hacen los motores. Esta expresión debe quedar en
términos de Fr , m y β.

(b) Una expresión para la magnitud de la fuerza de sustentación.
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(a) Como es costumbre, comenzamos por realizar el diagrama de fuerzas y por
escoger un sistema de coordenadas. Aunque este no es un problema de plano
inclinado, es muy similar a uno, pues tenemos un objeto que se mueve con
cierta inclinación con respecto al piso. Sin embargo, esta vez no serı́a buena
idea usar un sistema inclinado porque tenemos una fuerza que es horizontal (la
fricción del viento) y dos fuerzas verticales (el peso y la fuerza de sustentación),
y sólo tenemos una fuerza en la dirección inclinada (la fuerza de los motores).
Ası́ que es mejor usar un sistema de coordenadas no inclinado6:

Y

X

Fr

W

β

β

Fs

Fmx

Fmy
Fm

W

Fs

Fr

Fm

Sobre el avión actúan en total cuatro fuerzas: el peso hacia abajo, la fuerza de
sustentación hacia arriba, la fuerza de fricción en dirección negativa de X y la
fuerza de los motores que apunta en dirección β (hemos descompuesto esta fuerza).

Notemos que si hubiéramos usado un sistema inclinado, hubiéramos tenido
que descomponer el peso, la fuerza de sustentación y la fuerza de fricción.

Para hallar una expresión para la fuerza de los motores debemos hallar la
magnitud de la fuerza de los motores porque la dirección ya la conocemos (es
simplemente el ángulo β de inclinación del avión).

Ahora que tenemos nuestro diagrama de fuerzas, podemos plantear la segunda
ley de Newton para las fuerzas en X (como veremos, no es necesario en este
momento plantear las ecuaciones en Y). En X hay dos fuerzas: la componente X
de la fuerza de los motores, que no conocemos y llamaremos Fmxx̂, y la fricción
del viento, que sı́ conocemos y que es negativa en X. Además, la aceleración en
X es positiva, ası́ que la segunda ley de Newton en X queda ası́:

Fmxx̂−Fr x̂ =maxx̂. (1)

6 Por supuesto, el lector podrı́a usar un sistema inclinado y en ese caso deberı́a llegar a la
misma respuesta.
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No nos dan la aceleración en X pero sı́ sabemos la magnitud de la aceleración
total a y conocemos el ángulo β que marca la dirección de esta aceleración.
Con ese ángulo y con a podemos obtener una expresión para la magnitud de la
aceleración en X:

a

β
ay

ax

Podemos descomponer la magnitud de la aceleración que sı́ conocemos en sus
componentes X y Y que no conocemos. Es claro de esta figura que ax = acosβ y
que ay = asinβ.

Entonces podemos escribir la ecuación (1) ası́:

Fmxx̂−Fr x̂ =m(acosβ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ax

x̂. (2)

Ahora, lo que queremos averiguar es la magnitud de la fuerza de los motores,
que es Fm y no Fmx. Pero si atendemos el diagrama de fuerzas, podemos ver
que la magnitud de la fuerza de los motores en X es Fm cosβ, ası́ que podemos
reescribir la ecuación (2) ası́:

Fm cosβ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Fmx

x̂−Fr x̂ =m(acosβ)x̂. (3)

Esta ecuación relaciona Fm con la fuerza de fricción del viento, con la acelera-
ción del avión, con el ángulo β y con la masa del avión, todas estas variables
conocidas. Si pasamos la fuerza de fricción del viento al otro lado de la igualdad
y dividimos por coseno de β, obtenemos

Fmx̂ =
Fr x̂+m(acosβ)x̂

cosβ
. (4)

Finalmente, si aplicamos la regla de oro, esto queda

Fm = Fr +m(acosβ)
cosβ

. (5)

Esta expresión nos da la magnitud de la fuerza de los motores, y la dirección
de la fuerza está dada por el ángulo β como ya habı́amos dicho antes.
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Notemos que la expresión tiene sentido porque si la magnitud de la fuerza de
fricción aumenta, aumenta también la magnitud de la fuerza de los motores
para que el avión mantenga su aceleración. Además, esta fuerza es proporcional
a la masa del avión y a la aceleración, como es de esperar según la segunda ley
de Newton.

(b) Para hallar una expresión para la magnitud de la fuerza de sustentación
debemos considerar la segunda ley de Newton en Y. En Y hay tres fuerzas:
la fuerza de sustentación, la componente Y de la fuerza de los motores y el
peso. Además, la aceleración en Y es positiva porque el avión está subiendo. La
segunda ley de Newton en Y queda ası́:

Fmy ŷ +Fsŷ −Wŷ =may ŷ. (6)

Si usamos el hecho de que Fmy = Fm sinβ (como se ve del diagrama de fuerzas),
que la aceleración en Y es asinβ y que W =mg, esta ecuación queda

Fm sinβ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Fmy

ŷ +Fsŷ − mg
´¸¶
W

ŷ =m(asinβ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ay

ŷ. (7)

Si despejamos la fuerza de sustentación esto da

Fsŷ =mgŷ +m(asinβ)ŷ −Fm sinβŷ. (8)

Si usamos ahora la ecuación (5) que nos da la magnitud de la fuerza de los
motores, obtenemos

Fsŷ =mgŷ +m(asinβ)ŷ −(Fr +m(acosβ)
cosβ

)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Fm

sinβŷ. (9)

Finalmente podemos aplicar la regla de oro:

Fs =mg +m(asinβ)−(Fr +m(acosβ)
cosβ

)sinβ. (10)

Esta expresión nos da la magnitud de la fuerza de sustentación en términos de
la masa, el ángulo de inclinación, la aceleración y la fuerza de fricción, como
nos pedı́an.
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Problema 4.20.

Palabras clave: máquina de Atwood, polea
ideal.

En un parque, Daniela, de 60 kilogramos, y Carlos, de 70 kilogramos, se
encuentran con una rara y muy divertida atracción que consiste de una cuerda
que pasa por una polea grande (el nombre técnico de este sistema de una polea
con dos objetos es máquina de Atwood). Si suponemos que la polea es una
polea ideal y la cuerda también es ideal,

(a) Explique cómo se relaciona la aceleración de Carlos con la aceleración
de Daniela (no las tiene que calcular, sólo explicar la relación entre las
aceleraciones).

(b) Calcule la aceleración de Carlos y la aceleración de Daniela.

(c) Con base en lo hecho en (b), diga qué habrı́a tenido que pasar para que
la aceleraciones halladas tuvieran direcciones opuestas y qué habrı́a
tenido que pasar para que fueran cero.

Fs ̂y = mg ̂y + m(a sin α) ̂y − ( Fr + m(a cos α)
cos α ) sin α ̂y   (9)

Fm

Finalmente podemos aplicar la regla de oro:

Fs = mg + m(a sin α) − ( Fr + m(a cos α)
cos α ) sin α   (10)

Esta expresión nos da la magnitud de la fuerza de sustentación en términos de la masa, el 
ángulo de inclinación, la aceleración y la fuerza de fricción, tal como nos pedían. 

PROBLEMA 4.20*
En un parque, Daniela de de 60 kilogramos y Carlos de 70 kilogramos  se encuentran con 
una rara y divertida atracción que consiste de una cuerda que pasa por una polea grande. Si 
suponemos que la polea es una polea ideal y la cuerda también es ideal,  a) explique cómo 
se relaciona la aceleración de Carlos con la aceleración de Daniela (no las tiene que calcu-
lar, sólo explicar la relación entre las aceleraciones). b) Calcule la aceleración de Carlos y 
la aceleración de Daniela.  c) Con base en lo hecho en b), diga que habría tenido que pasar 
para que la aceleraciones halladas antes tuvieran direcciones opuestas, y qué habría tenido 
que pasar para que fueran cero. 

¿Qué información nos dan?

a), b) y c). La masa de Daniela es de 60 kilogramos y la de Carlos es de 70 kilogra-
mos. Sabemos que es una polea y una cuerda ideal.

317
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b) y (c). La masa de Daniela es de 60 kilogramos y la de Carlos es de 70 kilogramos. Sabemos
que la polea y la cuerda son ideales.

¿Qué nos piden?

(a) Explicar la relación entre la aceleración de Carlos y de Daniela.

(b) Calcular la aceleración de Carlos y de Daniela.

(c) Debemos explicar qué hubiera tenido que cumplirse para que las aceleraciones halladas
en (b) tuvieran dirección contraria a la que tuvieron, y qué habrı́a tenido que pasar para
que fueran cero.

(a) Notemos que si Carlos baja, entonces Daniela tiene que subir, o si Daniela
baja, entonces Carlos tiene que subir, pues ambos están sujetos de la misma
cuerda. Esto quiere decir que la dirección de la aceleración de Daniela es
opuesta a la dirección de la aceleración de Carlos. Además, como es una cuerda
ideal, la magnitud de la aceleración en un extremo es igual a la magnitud de la
aceleración en el otro extremo (nota 4.15). Ası́ que en resumen, si la aceleración
de Daniela es −aŷ, la de Carlos es aŷ (de igual magnitud pero signo opuesto)
o viceversa.

¿Qué debemos hallar?

a) Explicar la relación entre la aceleración de Carlos y de Daniela.

b)  Calcular la aceleración de Carlos y de Daniela. 

c) Debemos explicar qué se hubiera tenido que cumplir para que las aceleraciones 
halladas en b) tuvieran dirección contraria a la que tuvieron, y qué habría tenido que 
pasar para que fueran cero.

SOLUCIÓN

a) Para explicar cómo se relaciona la aceleración de Carlos y de Daniela, notemos que si 
Carlos baja, entonces Daniela tiene que subir, o si Daniela baja, entonces Carlos tiene 
que subir, pues ambos están sujetos de la misma cuerda. Esto quiere decir que la direc-
ción de la aceleración de Daniela es opuesta a la dirección de la aceleración de Carlos; 
si Daniela tiene aceleración en dirección positiva de Y (hacia arriba), entonces Carlos 
tendrá aceleración en dirección negativa de Y (hacia abajo). O si Carlos tiene acelera-
ción en dirección positiva en Y, entonces Daniela debe tener  aceleración en dirección 
negativa en Y. Además, como es una cuerda ideal, la magnitud de la aceleración en un 
extremo es igual a la magnitud de la aceleración en el otro extremo. Así que en resu-
men, la aceleración de Carlos y de Daniela tienen la misma magnitud y además, tienen 
direcciones opuestas:

⃗a d

⃗a c

La aceleración de Daniela ⃗a d tiene 
la misma magnitud que la acelera-
ción de Carlos, que es ⃗a c. Además, 
tienen direcciones opuestas (si una 
apunta hacia arriba, la otra apunta 
hacia abajo).

Podemos escribir la relación entre ambas aceleraciones de la siguiente forma:

−ad ̂y = ac ̂y   (1)

El signo menos indica que tienen direcciones opuestas y hemos llamado ad a la de Daniela 
y  ac a la de Carlos. Como la magnitud de las aceleraciones es la misma ad = ac.  Además, 
no importa en la ecuación (1) si la aceleración de Carlos o Daniela es −a ̂y  o a ̂y, en este 
momento simplemente no sabemos quién sube o baja. Lo único que es importante es que si 
usamos −a ̂y para la aceleración de Carlos, entonces debemos usar a ̂y para la aceleración 
de Daniela, o si usamos a ̂y para la aceleración de Carlos, entonces debemos usar −a ̂y para 
la aceleración de Daniela (lo importante es que no podemos usar a ̂y o −a ̂y para la acelera-
ción de ambos, pues como ya dijimos, tienen que tener direcciones opuestas).

b) Para calcular las aceleraciones, comencemos por plantear el diagrama de fuerzas:

⃗T d⃗T c

⃗Wc

⃗Wd

Y

X

Diagrama de fuerza de Daniela.

Y

X

⃗T d

⃗Wd

Diagrama de fuerza de Carlos.

Y

X

⃗T c

⃗Wc

Sobre Carlos y Daniela actúan dos fuerzas; una fuerza de tensión que la cuerda les hace a 
sus manos y el peso de cada uno. Hemos escogido un sistema de coordenadas con el eje 
Y apuntando hacia arriba y el eje X hacia la derecha. Notemos que ambas tensiones apun-
tan en la misma dirección (en la dirección positiva de Y).
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La aceleración de Daniela a⃗d tiene la misma magnitud que la aceleración de Carlos,
que es a⃗c . Además, tienen direcciones opuestas (si una apunta hacia arriba, la otra
apunta hacia abajo).

Note que en este momento no sabemos quién sube o baja, ası́ que no impor-
ta a quién le ponemos el signo negativo en la aceleración. Lo único que es
importante es que las aceleraciones tienen signos opuestos.
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(b) Para calcular las aceleraciones, comencemos por plantear el diagrama de
fuerzas:

¿Qué debemos hallar?

a) Explicar la relación entre la aceleración de Carlos y de Daniela.

b)  Calcular la aceleración de Carlos y de Daniela. 

c) Debemos explicar qué se hubiera tenido que cumplir para que las aceleraciones 
halladas en b) tuvieran dirección contraria a la que tuvieron, y qué habría tenido que 
pasar para que fueran cero.

SOLUCIÓN

a) Para explicar cómo se relaciona la aceleración de Carlos y de Daniela, notemos que si 
Carlos baja, entonces Daniela tiene que subir, o si Daniela baja, entonces Carlos tiene 
que subir, pues ambos están sujetos de la misma cuerda. Esto quiere decir que la direc-
ción de la aceleración de Daniela es opuesta a la dirección de la aceleración de Carlos; 
si Daniela tiene aceleración en dirección positiva de Y (hacia arriba), entonces Carlos 
tendrá aceleración en dirección negativa de Y (hacia abajo). O si Carlos tiene acelera-
ción en dirección positiva en Y, entonces Daniela debe tener  aceleración en dirección 
negativa en Y. Además, como es una cuerda ideal, la magnitud de la aceleración en un 
extremo es igual a la magnitud de la aceleración en el otro extremo. Así que en resu-
men, la aceleración de Carlos y de Daniela tienen la misma magnitud y además, tienen 
direcciones opuestas:

⃗a d

⃗a c

La aceleración de Daniela ⃗a d tiene 
la misma magnitud que la acelera-
ción de Carlos, que es ⃗a c. Además, 
tienen direcciones opuestas (si una 
apunta hacia arriba, la otra apunta 
hacia abajo).

Podemos escribir la relación entre ambas aceleraciones de la siguiente forma:

−ad ̂y = ac ̂y   (1)

El signo menos indica que tienen direcciones opuestas y hemos llamado ad a la de Daniela 
y  ac a la de Carlos. Como la magnitud de las aceleraciones es la misma ad = ac.  Además, 
no importa en la ecuación (1) si la aceleración de Carlos o Daniela es −a ̂y  o a ̂y, en este 
momento simplemente no sabemos quién sube o baja. Lo único que es importante es que si 
usamos −a ̂y para la aceleración de Carlos, entonces debemos usar a ̂y para la aceleración 
de Daniela, o si usamos a ̂y para la aceleración de Carlos, entonces debemos usar −a ̂y para 
la aceleración de Daniela (lo importante es que no podemos usar a ̂y o −a ̂y para la acelera-
ción de ambos, pues como ya dijimos, tienen que tener direcciones opuestas).

b) Para calcular las aceleraciones, comencemos por plantear el diagrama de fuerzas:

⃗T d⃗T c

⃗Wc

⃗Wd

Y

X

Diagrama de fuerza de Daniela.

Y

X

⃗T d

⃗Wd

Diagrama de fuerza de Carlos.

Y

X

⃗T c

⃗Wc

Sobre Carlos y Daniela actúan dos fuerzas; una fuerza de tensión que la cuerda les hace a 
sus manos y el peso de cada uno. Hemos escogido un sistema de coordenadas con el eje 
Y apuntando hacia arriba y el eje X hacia la derecha. Notemos que ambas tensiones apun-
tan en la misma dirección (en la dirección positiva de Y).
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Sobre Carlos y Daniela actúan dos fuerzas; una fuerza de tensión que la cuerda les
hace a sus manos y el peso de cada uno. Hemos escogido un sistema de coordenadas
con el eje Y apuntando hacia arriba y el eje X hacia la derecha. Notemos que ambas
tensiones apuntan en la misma dirección (en la dirección positiva de Y).

Sobre Carlos actúa una fuerza de tensión que apunta en el sentido positivo de
Y y el peso que tiene dirección negativa, ası́ que la ecuación de fuerzas en Y
para Carlos es

Tcŷ −Wcŷ =mcaŷ, (1)

donde hemos llamado mc a la masa de Carlos, Tc a la magnitud de la tensión
sobre Carlos y Wc a su peso. Además, hemos supuesto una aceleración positiva,
pero al final nos daremos cuenta si esta suposición es o no correcta. Si usamos
que Wc =mcg, la anterior ecuación queda

Tcŷ − mcg
´¸¶
Wc

ŷ =mcaŷ. (2)

La única variable que no conocemos, además de la aceleración, es la tensión.
Para hallar la tensión podemos usar la ecuación de fuerzas de Daniela. Sobre
Daniela también actúa una fuerza de tensión y el peso ası́ que su ecuación de
fuerzas es

Td ŷ −Wd ŷ =mdad ŷ, (3)

donde hemos llamado md a la masa de Daniela, Td a la magnitud de la tensión
sobre ella y Wd a su peso. En la ecuación (3) no hemos usado el hecho de que
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la aceleración de Daniela es igual en magnitud y opuesta en dirección a la de
Carlos. Si usamos eso y usamos el hecho de que Wd =mdg, esta ecuación queda

Td ŷ −mdg
´¸¶
Wd

ŷ = −mdaŷ, (4)

Además, como es una cuerda ideal, Td = Tc, ası́ que podemos escribir esta
ecuación ası́:

Tc
´¸¶
Tc

ŷ −mdgŷ = −mdaŷ, (5)

Si despejamos la tensión, esto nos da

Tcŷ =mdgŷ −mdaŷ. (6)

Si ahora usamos este resultado en la ecuación (2), obtenemos

mdgŷ −mdaŷ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Tc

−mcgŷ =mcaŷ. (7)

Si pasamos el término con aceleración al otro lado, y usamos el hecho de que
f ŷ + eŷ = (f + e)ŷ, llegamos a

(mdg −mcg)ŷ = (mca+mda)ŷ. (8)

Saquemos ahora factor común de a:

(mdg −mcg)ŷ = a(mc +md)ŷ. (9)

Finalmente, dividamos por la suma de las masas y saquemos factor común
de g:

g
(md −mc)
(mc +md)

ŷ = aŷ. (10)

Esta expresión nos dice la aceleración de Carlos en términos de las masas de
Carlos y Daniela (sabemos que es la aceleración de Carlos porque estamos
despejando la ecuación (2), que es acerca de Carlos). Si reemplazamos los
valores de las masas, esto nos da

(9.81 m/s2)(

md

³¹¹¹¹·¹¹¹µ
60 kg−

mc

³¹¹¹¹·¹¹¹µ
70 kg)

(60 kg
´¹¹¹¹¸¹¹¹¶
md

+70 kg
´¹¹¹¹¸¹¹¹¶
mc

) ŷ = −(0.75 m/s2)ŷ. (11)
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Es decir, Carlos tiene una aceleración de magnitud de 0.75 metros por segundo
cuadrado negativa. El signo negativo indica que Carlos está cayendo, ası́ que
nuestra suposición inicial acerca de su aceleración era incorrecta.

Como la aceleración de Daniela es de la misma magnitud pero en sentido
contrario, entonces su aceleración es

a⃗d = (0.75 m/s2)ŷ. (12)

(c) Con la ecuación (10) podemos decir qué se hubiera tenido que cumplir
para que la aceleración de Daniela y Carlos tuvieran dirección opuesta a la que
tienen. Notemos que en el numerador tenemos la resta de la masa de Daniela
con la de Carlos. Si esa resta es positiva, entonces todo el lado izquierdo
de la igualdad será positivo y la aceleración de Carlos será positiva, lo que
quiere decir que Carlos sube. Para que esta resta sea positiva, la masa de
Daniela tiene que ser mayor que la de Carlos. Es decir, para que Carlos tenga
aceleración positiva, Daniela tiene que tener más masa que Carlos, lo cual se
intuye fácilmente.

Por otro lado, note que si ambos tienen la misma masa la resta en el numerador
es cero y entonces la aceleración es cero. Esto tiene sentido porque si tienen la
misma masa esperamos que la polea permanezca en equilibrio7.

Nota 4.20. Dos objetos en una polea (máquina de Atwood)

Cuando tenemos problemas de poleas, debemos tener en cuenta que
la magnitud de la aceleración de todos los objetos que están unidos a
la cuerda que pasa por la polea es igual. Y además, si es una polea en
la que un objeto sube y el otro baja (no todas son ası́), debemos tener
en cuenta que la aceleración de un objeto tiene dirección contraria a la
del otro, ası́ que en la ecuación de fuerzas de un objeto debemos poner
una aceleración con signo negativo y en la ecuación del otro objeto una
aceleración positiva.

7 Esto no quiere decir que ni Daniela ni Carlos suben, sólo quiere decir que si alguno sube y el
otro baja lo hacen con velocidad constante (la velocidad de cada uno no tiene que ser cero si la
polea está en equilibrio).
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Problema 4.21.

Palabras clave: dirección de fricción dinámi-
ca, dirección de fricción estática, mı́nima fuer-
za para sostener a un objeto a punto de
deslizarse.

Suponga que en pleno vuelo Óscar decide cambiarse de silla. Óscar arrastra
su vieja maleta de ruedas por el corredor del avión, hacia la parte trasera del
avión, como se ilustra en el dibujo (la maleta es tan vieja que las ruedas ya no
giran). Suponga que Óscar arrastra la maleta con velocidad constante sobre
el corredor, y note el ángulo de 30○ de inclinación de la maleta. Considere
que hay un coeficiente de fricción dinámico entre el corredor y la maleta de
magnitud 0.4. Además, la maleta tiene masa de 5 kilogramos. El avión tiene
velocidad constante y vuela a poca altura, ası́ que podemos suponer que el
peso de los objetos es mg.

(a) Lina opina que la dirección de la fricción dinámica sobre la maleta
apunta en el sentido en que se mueve el avión porque la maleta se
mueve hacia la parte de atrás del avión. Por su parte, Mateo opina
que la fricción apunta en la dirección contraria a la que se mueve el
avión porque, según él, para alguien que estuviera afuera del avión,
por ejemplo en las montañas, la maleta se moverı́a junto con el avión
hacia adelante, ası́ que la fricción debe ir hacia atrás. ¿Quién y por qué
tiene razón?

(b) ¿Cuál es la magnitud de la fuerza con la que Óscar hala la maleta?

Suponga ahora que Óscar se detiene cuando siente que hay turbulencia.
Suponga que la turbulencia hace que el avión sufra una aceleración
negativa de magnitud de 30 m/s2. A pesar de la desaceleración, Óscar
hace la fuerza mı́nima necesaria para lograr sostener a la maleta donde
está.

(c) ¿Tiene o no tiene aceleración la maleta?

(d) Si el coeficiente de fricción estático entre la maleta y el corredor es
µe = 0.5, ¿de cuánto tendrı́a que ser la magnitud de la mı́nima fuerza
que tiene que hacer Óscar para sostener la maleta justo donde está
mientras el avión desacelera?
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PROBLEMA 4.21*
Suponga que en pleno vuelo Oscar decide cambiarse de silla. Oscar arrastra su maleta de rodachines por el corredor del avión, hacia la parte trasera del avión, como se ilustra en la figura. Su-
ponga que Oscar arrastra la maleta con velocidad constante sobre el corredor, y note el ángulo de 30∘ de inclinación de la maleta. Considere que hay un coeficiente de fricción dinámico entre el 
corredor y la maleta de magnitud μd = 0.4, además, considere que la maleta tiene masa de 5 kilogramos y que el avión tiene velocidad constante. a) Lina opina que la dirección de la fricción 
sobre la maleta apunta en el sentido en que se mueve el avión porque la maleta se mueve hacia la parte de atrás del avión. Por su parte Mateo opina que la fricción apunta en la dirección contra-
ria en la que se mueve el avión porque según él, para alguien que estuviera afuera del avión, por ejemplo en las montañas,  la maleta se movería junto con el avión en la dirección del avión, así 
que la fricción debe ir hacia atrás. ¿Quién y por qué tiene razón? b) ¿Cuánto es la magnitud de la fuerza con la que Oscar hala la maleta? Suponga ahora que Oscar se detiene cuando siente que 
hay turbulencia. Suponga que la turbulencia hace que el avión sufra una aceleración negativa de magnitud de 30 m /s2 (negativa porque está frenando). A pesar de la desaceleración, Oscar hace 
la fuerza justa para lograr sostener a la maleta donde está, no permite que la maleta se deslice ni un poco. c)  ¿Tiene o no tiene aceleración la maleta?  d) Si el coeficiente de fricción estático 
entre la maleta y el corredor es μe = 0.5,  ¿cuánto tendría que ser la magnitud de la fuerza que hace Oscar para lograr sostener a la maleta justo donde  está mientras el avión desacelera? 

Tiempo 1
Tiempo 2

    Zoom

30∘

321
Solución

¿Qué información nos dan?

(a) y (b) La maleta tiene masa de 5 kilogramos, el coeficiente de fricción dinámico es de 0.4, la
maleta se mueve con velocidad constante hacia la parte trasera del avión. Además, la maleta
está inclinada 30○ como se ve en el dibujo. El avión tiene velocidad constante y no vuela muy
alto ası́ que podemos decir que el peso es mg.

(c) y (d) El avión tiene una desaceleración de 30 m/s2 de magnitud. Óscar ejerce la mı́nima
fuerza suficiente para que la maleta no se deslice sobre el corredor. El coeficiente de fricción
estático es µe = 0.5.

¿Qué nos piden?

(a) Debemos decir si Lina o Mateo tiene razón sobre la dirección de la fuerza de fricción
dinámica.

(b) Debemos calcular la magnitud de la fuerza con la que Óscar hala la maleta.

(c) Debemos responder si la maleta tiene o no tiene aceleración mientras el avión desacelera.

(d) Debemos encontrar la magnitud de la mı́nima fuerza que Óscar le hace a la maleta.

(a) Debemos decir si Lina o Mateo tienen razón acerca de la dirección de la
fuerza de fricción dinámica de la maleta. Lina dice que, como la maleta es
arrastrada hacia la parte de atrás del avión, la dirección de la fricción debe ser
hacia adelante, en la dirección en que se mueve el avión. Mateo, en cambio, dice
que para alguien que estuviera por fuera del avión la dirección de la fricción
deberı́a ir hacia atrás porque la maleta, junto con el avión (y junto con todos
los objetos que hay adentro del avión), se mueve hacia adelante.

Lo que debemos tener en cuenta para determinar la dirección de la fricción
dinámica es hacia dónde se mueve el objeto con respecto a la superficie que
genera la fricción. Con respecto al corredor, que es la superficie sobre la que
está la maleta, la maleta se mueve hacia atrás del avión, ası́ que la fricción
dinámica debe ir hacia delante, como dice Lina. Con respecto a una persona
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que ve desde las montañas, la maleta se mueve hacia adelante, pero eso no tiene
importancia porque no son las montañas las que están ejerciendo la fricción
sobre la maleta. Ası́ que Lina tiene razón.

Nota 4.21. Dirección de la fuerza de fricción dinámica

La dirección de la fuerza de fricción que una superficie le hace a un
objeto sólo depende de la dirección en la que se mueve el objeto con
respecto a la superficie. No importa cómo se mueve el objeto o cómo se
mueve la superficie con respecto a otros objetos.

(b) Para calcular la magnitud de la fuerza con la que Óscar arrastra la maleta
empecemos, como es costumbre, por realizar un diagrama de fuerzas de la
maleta. Escogeremos un sistema de coordenadas con el eje Y apuntando hacia
arriba y el eje X apuntando en la dirección en la que se mueve el avión:

¿Qué información nos dan?

a) y b). La maleta tiene masa de 5 kilogramos, el coeficiente de fricción dinámico es 
μd = 0.4, la maleta se mueve con velocidad constante hacia la parte de atrás del 
avión. Además, la maleta está inclinada 30∘ como se ilustra en la figura.

c) y d) El avión tiene una desaceleración de magnitud de 30 m /s2. Oscar logra que la 
maleta no se deslice sobre el corredor. El coeficiente de fricción estático es μe = 0.5.

¿Qué debemos hallar?

a) Debemos decir si Lina o Mateo tiene razón sobre la dirección de la fuerza de fric-
ción.

b) Debemos calcular la magnitud de la fuerza con la que Oscar hala la maleta.

c) Debemos responder si la maleta tiene o no tiene aceleración mientras el avión 
desacelera.

d) Debemos encontrar la magnitud de la fuerza que Oscar le hace a la maleta.

SOLUCIÓN

a) Debemos decir si Lina o Mateo tienen razón acerca de la dirección de la fuerza de fric-
ción de la maleta. Lina dice que como la maleta es arrastrada hacia la parte de atrás del 
avión, entonces la dirección de la fricción debe ser hacia adelante, en la dirección en que 
se mueve el avión. Mateo en cambio dice que para alguien que estuviera por fuera del 
avión, la dirección de la fricción debería ir hacia atrás del avión porque la maleta junto 
con con el avión (y junto con todos los objetos que hay adentro del avión) se mueve ha-
cia adelante, en la dirección de movimiento del avión. Aunque es cierto que para alguien 
afuera del avión, que ve desde las montañas, la maleta se mueve en la dirección del 
avión, lo que debemos tener en cuenta para determinar la dirección de la fricción es ha-
cia dónde se mueve el objeto con respecto a la superficie que genera la fricción. 

Con respecto al corredor que es la superficie sobre la que está la maleta,  la maleta se mue-
ve hacia atrás del avión, y eso es lo único que nos interesa para determinar la dirección de 

la fricción que el corredor del avión le hace a la maleta. Con respecto a una persona que ve 
desde las montañas, la maleta se mueve hacia adelante, pero eso no tiene importancia para 
determinar la dirección de la fricción sobre la maleta, pues no son las montañas las que es-
tán ejerciendo la fricción sobre la maleta (el movimiento de la maleta con respecto a las 
montañas es irrelevante). Así que Lina tiene razón.

Nota 4.17
La dirección de la fuerza de fricción que una superficie le hace a un objeto sólo depen-
de de la dirección en la que se mueve el objeto con respecto a la superficie. No impor-
ta cómo se mueve el objeto o cómo se mueve la superficie con respecto a otros obje-

tos, sólo importa cómo se mueve el objeto con respecto a la superficie. 

b) Para calcular la magnitud de la fuerza con la que Oscar arrastra la maleta, empecemos 
como es costumbre, por realizar un diagrama de fuerzas de la maleta .Escogeremos un siste-
ma de coordenadas con el eje Y apuntando hacia arriba y el eje X apuntando en la dirección 
en la que se mueve el avión:

⃗W

⃗F r

⃗F y

⃗
F

⃗W

⃗F x

⃗N

⃗F r

30∘

Y

X

que hace Oscar y la fuerza de fricción. Notemos que como Oscar mueve la 
maleta en el sentido negativo de X, la fricción apunta en el sentido positivo 
de X. Con el sistema escogido debemos descomponer la fuerza de Oscar.

⃗N⃗F

30∘

En X hay dos fuerzas sobre la maleta, la componente X de la fuerza que hace Oscar y que 
apunta en el sentido negativo de X, y la fricción que le hace el corredor a la maleta y que 
apunta en el sentido positivo de X. Así, la segunda ley de Newton en X dice lo siguiente:

322

Sobre la maleta actúan cuatro fuerzas; la fuerza normal, el peso, la fuerza que hace
Óscar y la fuerza de fricción dinámica. Notemos que como Óscar mueve la maleta
en el sentido negativo de X, la fricción dinámica apunta en el sentido positivo de
X. Con el sistema escogido debemos descomponer la fuerza de Óscar.

En X hay dos fuerzas sobre la maleta: la componente X de la fuerza que hace
Óscar y que apunta en el sentido negativo de X, y la fricción dinámica, que le
hace el corredor a la maleta y que apunta en el sentido positivo de X. Ası́, la
segunda ley de Newton en X dice lo siguiente:

Fr x̂−Fxx̂ =maxx̂. (1)

Nos dicen que Óscar mueve la maleta con velocidad constante, ası́ que la
aceleración de la maleta debe ser cero:

Fr x̂−Fxx̂ = 0x̂. (2)

Ası́ que
Fr x̂ = Fxx̂. (3)
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Ahora, la magnitud de la fricción dinámica es µN y la componente X de la
fuerza que hace Óscar es F cos30○ como se aprecia en el diagrama de fuerzas.
Al usar esto en la ecuación (3) obtenemos

µN
´¸¶
Fr

x̂ = F cos30○
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Fx

x̂. (4)

El coeficiente de fricción lo conocemos pero la normal no, ası́ que sólo con esta
ecuación no podemos despejar F. Para buscar más ecuaciones analicemos lo
que sucede en Y.

En Y hay tres fuerzas: la componente Y de la fuerza que hace Óscar, la normal
y el peso. La segunda ley de Newton en Y queda ası́:

Nŷ +Fy ŷ −Wŷ =may ŷ. (5)

Ası́ como en X, en Y la maleta no tiene aceleración. Además, W = mg8 y la
fuerza en Y que hace Óscar es F sin30○, como se aprecia en el diagrama de
fuerzas. Por lo tanto, la ecuación (5) queda

Nŷ +F sin30○
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Fy

ŷ − mg
´¸¶
W

ŷ = 0ŷ. (6)

De esta ecuación podemos despejar la fuerza normal y luego podemos usar ese
resultado en la ecuación (4):

Nŷ = −F sin30○ŷ +mgŷ. (7)

Si aplicamos la regla de oro, esto queda

N = −F sin30○ +mg. (8)

Si usamos esto en la ecuación (4), obtenemos

µ(−F sin30○ +mg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

N

x̂ = F cos30○x̂. (9)

Esta ecuación ya sólo tiene una incógnita, que es F. Apliquemos la regla de oro
y dejemos los términos con F en el lado derecho:

µmg = F cos30○ +µF sin30○, (10)

8 Aquı́ podemos decir que el peso es mg porque el avión no vuela muy alto, pero si volara muy
alto tendrı́amos que usar la fuerza de gravitación universal (nota 4.10).
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donde distribuimos el primer paréntesis del lado izquierdo de la ecuación (9).
Si sacamos factor común de F al lado derecho, esto da

µmg = F(cos30○ +µsin30○). (11)

Finalmente, dividimos por el término que acompaña a F:

µmg

(cos30○ +µsin30○) = F. (12)

Esta ecuación nos da F en términos de variables conocidas. Sólo nos falta poner
el valor de estas variables. La masa es de 5 kilogramos y µ es de 0.4:

µ

³¹¹·¹µ
(0.4)(

m
³·µ
5 kg)(

g

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
9.81 m/s2)

(cos30○ +(0.4)
´¹¹¸¹¶
µ

sin30○) = 18.40 N = F. (13)

En palabras, la magnitud de la fuerza que hace Óscar es de 18.40 newtons.

(c) Ahora el avión desacelera pero Óscar logra sostener a la maleta para que
no se deslice. En esta sección debemos responder si la maleta tiene o no tiene
aceleración. Para responder esto, pensemos en las partes del avión. Las alas, las
ventanas, las sillas y todas las partes del avión se mueven de la misma forma
que se mueve el avión. Si el avión tiene rapidez de 800 kilómetros por hora,
entonces todas sus partes fijas tienen una rapidez de 800 kilómetros por hora;
si el avión tiene aceleración de magnitud de 10 m/s2, entonces todas sus partes
fijas tienen aceleración de magnitud de 10 m/s2, etc. De hecho, si las sillas
del avión tuvieran una aceleración diferente a la del avión, entonces las sillas
no se quedarı́an fijas en su puesto y montar en avión serı́a muy peligroso. Ası́
mismo, si Óscar logra que la maleta se quede en el mismo sitio del corredor
del avión, entonces podemos inferir que Óscar y la maleta tienen la misma
desaceleración que la del avión, que es 30 m/s2 (obviamente, la desaceleración
del corredor y del avión son la misma).

Nota 4.22. Un objeto A fijo sobre un objeto B cuando B acelera

Si un objeto A se queda fijo sobre un objeto B, entonces la aceleración
de A es igual a la aceleración de B. Si no fueran iguales, el objeto A se
deslizarı́a hacia atrás o hacia adelante del objeto B.

(d) Mientras el avión desacelera, sobre la maleta actúan el mismo número de
fuerzas que en (a): el peso, la normal, la fuerza que hace Óscar y una fuerza
de fricción. Sin embargo, esta fuerza de fricción es estática, no dinámica, pues
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la maleta no se desliza sobre el corredor. Además, esta fuerza de fricción es
máxima porque Óscar hace la mı́nima fuerza necesaria para sostenerla, lo
que quiere decir que la maleta está a punto de deslizarse (si Óscar hiciera un
poquito menos fuerza, la maleta se deslizarı́a). Como dice la nota 4.8, cuando
un objeto está a punto de deslizarse, la fricción estática es máxima. Además,
cuando el avión desacelera la maleta va a tender a irse hacia adelante, en el
sentido positivo de X, ası́ que la fricción estática sobre la maleta va a ser en el
sentido negativo de X. El nuevo diagrama de fuerzas de la maleta serı́a

⃗W

⃗F r

⃗F y

⃗
F

⃗W

⃗N

⃗F r

30∘

⃗F x

Y

X

fuerza de fricción estática en la dirección negativa de X.

⃗N⃗F

30∘

−Fr ̂x − Fx ̂x = − m(30 m /s2) ̂x   (14),
ax

donde el signo menos delante de la masa indica que la aceleración es negativa y donde he-
mos tenido en cuenta que la fricción es ahora negativa (pues como dijimos, la maleta va a 
tender a irse hacia adelante así que la fricción va a oponerse a esta tendencia). Si usamos 
que la magnitud de la fuerza de fricción estática es μeN (pues esta fuerza estatica es máxi-
ma, justo antes de que la maleta se deslice) y usamos que Fx cos 30∘, la ecuación (14) que-
da:

−μeN ̂x − F cos 30∘ ̂x = − m(30 m /s2) ̂x   (15)
FxFr

De esta ecuación no podemos despejar F porque no conocemos la normal. Sin embargo, el 
análisis en Y sigue siendo exactamente el mismo: el peso hacia abajo, la normal hacia arri-
ba, la fuerza Y de Oscar hacia arriba y la aceleración Y cero (la desaceleración sólo es en 
X). Por lo tanto, la ecuación (8) sigue siendo válida. Si usamos esa ecuación en la ecuación 
(15), obtenemos

−μe(−F sin 30∘ + mg) ̂x − F cos 30∘ ̂x = − m(30 m /s2) ̂x   (16)
N

Si distribuimos el primer paréntesis y aplicamos la regla de oro, esto queda

μeF sin 30∘ − μemg − F cos 30∘ = − m(30 m /s2)   (17)

Si sacamos factor común de F y pasamos el término con mg al otro lado, obtenemos

F(μe sin 30∘ − cos 30∘) = − m(30 m /s2) + μemg   (18)

Finalmente, si dividimos por el término que acompaña a F, esto da

F =
−m(30 m /s2) + μemg
(μe sin 30∘ − cos 30∘)

   (19)

Si reemplazamos los valores numéricos obtenemos la magnitud de la fuerza que tiene que 
hacer Oscar:

F =
−(5 kg)(30 m /s2) + (0.5)(5 kg)(9.81 m /s2)

((0.5)sin 30∘ − cos 30∘)
= 203.68 N   (20)

gm μe
ax

μe

Notemos que esta es una fuerza mucho mayor que la que tenía que hacer Oscar en a), de 
hecho, es casi diez veces la fuerza que hizo Oscar en a). ¿Por qué esta fuerza es mayor? 
Porque, para que la maleta no se deslice, Oscar tiene que darle a la maleta la misma acelera-
ción que la que tiene el avión, y la aceleración del avión es considerable.
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La única diferencia con el diagrama anterior es que ahora tenemos una fuerza de
fricción estática en la dirección negativa de X.

Adicionalmente, en este caso la aceleración es negativa como la del avión.
Teniendo en cuenta todo esto, la segunda ley de Newton en X para la maleta
queda ası́:

−Fr x̂−Fxx̂ = −m(30 m/s2)x̂, (14)

donde el signo menos delante de la masa indica que la aceleración es negativa
y donde hemos tenido en cuenta que la fricción es ahora negativa9. Si usamos
el hecho de que la magnitud de la fuerza de fricción estática cuando es máxima
es µeN y usamos que Fx cos30○, la ecuación (14) queda

− µeN
´¸¶
Fr

x̂−F cos30○
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Fx

x̂ = −m(30 m/s2)x̂. (15)

Con esta ecuación no podemos despejar F porque no conocemos la normal.
Sin embargo, el análisis en Y sigue siendo exactamente el mismo que antes: el
peso hacia abajo, la normal hacia arriba, la fuerza Y de Óscar hacia arriba y la

9 Si ambas fuerzas en X son negativas, ¿qué fuerza es la que empuja a la maleta en la dirección
positiva de X? ¡Ninguna! Esto debió quedar claro después de la nota 4.11.
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aceleración Y cero (la desaceleración sólo es en X). Por lo tanto, la ecuación (8)
sigue siendo válida. Si usamos esa ecuación en la ecuación (15), obtenemos

−µe (−F sin30○ +mg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

N

x̂−F cos30○x̂ = −m(30 m/s2)x̂. (16)

Si distribuimos el primer paréntesis y aplicamos la regla de oro, esto queda

µeF sin30○ −µemg −F cos30○ = −m(30 m/s2). (17)

Si sacamos factor común de F y pasamos el término con mg al otro lado,
obtenemos

F(µe sin30○ − cos30○) = −m(30 m/s2)+µemg. (18)

Finalmente, si dividimos por el término que acompaña a F, esto da

F = −m(30 m/s2)+µemg

(µe sin30○ − cos30○) . (19)

Si reemplazamos los valores numéricos obtenemos la magnitud de la mı́nima
fuerza que tiene que hacer Óscar:

F = −

m
³¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹µ
(5 kg)

ax
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(30 m/s2)+

µe

³¹¹·¹µ
(0.5)(5 kg)

g

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(9.81 m/s2)

((0.5)
´¹¹¸¹¶
µe

sin30○ − cos30○) = 203.68 N. (20)

Notemos que esta es una fuerza mucho mayor que la que tenı́a que hacer Óscar
en (a), de hecho, es aproximadamente once veces la fuerza que hizo Óscar en (a).
¿Por qué esta fuerza es mayor? Porque, para que la maleta no se deslice, Óscar
tiene que darle a la maleta la misma aceleración que del avión y la aceleración
del avión es considerable.
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Problema 4.22.

Palabras clave: normal cuando un objeto se
despega del piso, fuerza de fricción dinámica.

Verónica, quien tiene una cometa atada a la espalda (como un paracaı́das),
está surfeando mientras una lancha la impulsa (ver dibujo). Suponga que el
paracaı́das ejerce una fuerza de magnitud Fp, que el ángulo θ es conocido
y que la tensión de la cuerda con la que la lancha arrastra a Verónica es de
magnitud T . Además, suponga que la cuerda que une a Verónica con la lancha
es totalmente horizontal (paralela al eje X).

(a) Escriba una expresión en términos de T , Fp y θ para la fuerza de
fricción que ejerce el mar sobre los esquı́s de Verónica si suponemos
que Verónica va con velocidad constante.

(b) Suponga ahora que sólo conocemos θ y la masa m de Verónica, y no
sabemos si Verónica tiene aceleración o no. Explique qué condición
debe cumplir la magnitud de la fuerza F⃗p del paracaı́das para que
Verónica se comience a elevar sobre el mar.

(c) Responda (b) si la masa de Verónica es de 55 kilogramos y el ángulo θ
es de 40 grados.

PROBLEMA 4.22
Verónica, quien tiene una cometa atada a la espalda (como un paracaídas), está surfeando mientras una lancha la impulsa. Suponga que el paracaídas ejerce una fuerza de magnitud Fp, que el 

ángulo θ es conocido y que la tensión de la cuerda con la que la lancha arrastra a Verónica es de magnitud T (ver figura). Además, suponga que la cuerda que une a Verónica con la lancha es 
totalmente horizontal (es paralela al eje X). a) Escriba una expresión en términos de T,  Fp y θ para la fuerza de fricción que ejerce el mar sobre los skies de Verónica si suponemos que Veróni-

ca va con velocidad constante. b) Suponga ahora que sólo conocemos θ y la masa m de Verónica (ya no conocemos la tensión T ni sabemos si Verónica tiene aceleración o no). Explique qué 
condición debe cumplir la magnitud de la fuerza ⃗F p del paracaídas para que Verónica se comience a elevar sobre el mar. c) Responda b) si la masa de Veronica es de 55 kilogramos, y el ángulo 

θ es de 40 grados.

⃗F
p

θ

¿Qué información nos dan?

a)  La magnitud Fp de la fuerza que ejerce el paracaídas sobre Verónica, el ángulo θ de la fuerza del paracaídas, la tensión T de la cuerda que une a Verónica con la lancha y la condición 

de que Verónica anda con velocidad constante.

b) La masa m de Verónica y el ángulo θ de la fuerza del paracaídas (las otras variables dadas en a) son ahora desconocidas).

c) La masa de Veronica es de 55 kilogramos, y el ángulo θ es de 40 grados.
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a) Conocemos la magnitud Fp de la fuerza que ejerce el paracaı́das sobre Verónica, el ángulo θ
que hace la fuerza del paracaı́das, la tensión T de la cuerda que une a Verónica con la lancha y
la condición de que Verónica anda con velocidad constante.

(b) Conocemos la masa m de Verónica y el ángulo θ de la fuerza del paracaı́das (las otras
variables dadas en (a) son ahora desconocidas).

(c) La masa de Verónica es de 55 kilogramos y el ángulo θ es de 40 grados.
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¿Qué nos piden?

(a) Debemos hallar una expresión para la fuerza de fricción que ejerce el mar sobre los
esquı́s de Verónica en termino de Fp , T y θ.

(b) Debemos explicar la condición que tiene que cumplir Fp para que Verónica se comience
a elevar sobre el mar.

(c) Lo mismo que en (b) pero ahora con valores numéricos.

(a) Para hallar una expresión para la fuerza de fricción del mar empecemos,
como es común, por realizar el diagrama de fuerzas para Verónica. Usaremos
un sistema de coordenadas con el eje Y apuntando hacia arriba y el eje X
apuntando a la derecha:

¿Qué debemos hallar?

a) Debemos hallar una expresión para la fuerza de fricción que ejerce el mar sobre los skies de Verónica en termino de Fp, T y θ .

b) Debemos explicar la condición que tiene que cumplir Fp para que Verónica se comience a elevar sobre el mar.

c) Lo mismo que en b) pero ahora con valores numéricos. 

SOLUCIÓN

a) Para hallar una expresión para la fuerza de fricción del mar, empecemos, como es común, por realizar el diagrama de fuerzas para Veronica. Usaremos un sistema de coordenadas con el eje 
Y apuntando hacia arriba y el eje X apuntando a la derecha:

⃗T

⃗W

⃗F r

⃗N

⃗F
p

⃗F r

⃗F py

⃗F px⃗F
p

θ

Y

X

Y

X
⃗N

⃗W

⃗T

Sobre Veronica actúan cinco fuerzas. El peso, la normal, la tensión, la fuerza que hace el paracaídas y la fricción que se opone al movimiento. Notemos que 
hemos descompuesto la fuerza que hace el paracaídas.
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Sobre Verónica actúan cinco fuerzas. El peso, la normal, la tensión, la fuerza que
hace el paracaı́das y la fricción que se opone al movimiento. Notemos que hemos
descompuesto la fuerza que hace el paracaı́das.

Para hallar una expresión para la fuerza de fricción escribamos las ecuaciones
de fuerzas en X. Como se ve en el diagrama de fuerzas, en X hay tres fuerzas
sobre Verónica: la tensión, que es positiva, la fricción, que es negativa, y la
componente X de la fuerza que hace el paracaı́das, que es negativa también.
Teniendo en cuenta esto, la ecuación de fuerzas en X queda

T x̂−Fr x̂−Fpxx̂ =maxx̂. (1)

Como nos dicen que Verónica anda a velocidad constante, entonces su ecuación
de fuerzas en X es

T x̂−Fr x̂−Fpxx̂ = 0. (2)

De esta ecuación podemos despejar la fuerza de fricción:

T x̂−Fpxx̂ = Fr x̂. (3)
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De aquı́ conocemos T pero no Fpx. Notemos del diagrama de fuerzas que
Fpx = Fp cosθ, ası́ que la ecuación (3) queda:

T x̂−Fp cosθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Fpx

x̂ = Fr x̂. (4)

Finalmente, si aplicamos la regla de oro, obtenemos la magnitud de la fuerza
de fricción en términos de variables conocidas:

T −Fp cosθ = Fr . (5)

(b) Ahora debemos hallar la condición que debe cumplir Fp para que Verónica
se comience a elevar sobre el mar. Es claro que Verónica se eleva a lo largo del
eje Y, ası́ que debemos comenzar por plantear la ecuación de fuerzas en Y.

Según el diagrama de fuerzas, en Y hay tres fuerzas: la normal, el peso y la
componente Y de Fp. Sin embargo, en el instante justo en que Verónica se
comienza a elevar, los esquı́s pierden contacto con el mar. Esto quiere decir que
la fuerza normal que el mar ejerce sobre Verónica desaparece porque Verónica deja
de estar en contacto con la superficie del mar. Por la misma razón, la fuerza de
fricción desaparece. Por lo tanto, el diagrama de fuerzas modificado para el
caso en que Verónica se comienza a elevar por encima del mar es:

Para hallar una expresión para la fuerza de fricción, simplemente debemos escribir las ecua-
ciones de fuerzas en X de Verónica. Como se ve del diagrama de fuerzas, en X hay tres 
fuerzas sobre Verónica, la tensión que es positiva, la fricción que es negativa y la compo-
nente X de la fuerza que hace el paracaídas, que es negativa también.  Teniendo en cuenta 
esto, la ecuación de fuerzas en X queda:

T ̂x − Fr ̂x − Fpx ̂x = max ̂x   (1)

Como nos dicen que Verónica anda a velocidad constante, es decir, Verónica no tiene acele-
ración, entonces su ecuación de fuerzas en X es:

T ̂x − Fr ̂x − Fpx ̂x = 0   (2)

De esta ecuación podemos despejar la fuerza de fricción:

T ̂x − Fpx ̂x = Fr ̂x   (3)

Ahora, de aquí conocemos T pero no Fpx. Pero notemos del diagrama de fuerzas que 

Fpx = Fp cos θ, así que la ecuación (3) queda:

T ̂x − Fp cos θ ̂x = Fr ̂x   (4)
Fpx

Finalmente, si aplicamos la regla de oro, obtenemos la magnitud de la fuerza de fricción en 
término de variables conocidas:

T − Fp cos θ = Fr   (5)

b) Ahora debemos hallar la condición que debe cumplir Fp para que Verónica se comience 

a elevar sobre el mar. Es claro que Verónica se eleva a lo largo del eje Y, así que debe-

mos comenzar por plantear la ecuación de fuerzas en Y. Según el diagrama de fuerzas, 
en Y hay tres fuerzas; la normal, el peso y la componente Y de Fp. Sin embargo, en el 

instante en que Verónica se comienza a elevar, los skies pierden contacto con el mar. 
Esto quiere decir que la fuerza normal que el mar ejerce sobre Verónica desaparece por-
que Verónica deja de estar en contacto con la superficie del mar. Por la misma razón, la 
fuerza de fricción desaparece. Por lo tanto, el diagrama de fuerzas modificado para el 
caso en que Verónica se comienza a elevar por encima del mar es:

⃗T

⃗W
⃗F px

θ

⃗F
p

⃗F py
⃗F

p

Y

X

⃗W

⃗T

Así, en Y sólo tenemos dos fuerzas (ya no hay normal), ⃗F py que apunta en el sentido positi-

vo de Y, y ⃗W que apunta en el sentido negativo de Y. La ecuación de fuerzas en Y queda 
entonces:

Fpy ̂y − W ̂y = may ̂y   (6)

Para entender cuál es la condición que debe cumplir Fp para que Verónica se comience a 

elevar, podemos hacer el siguiente análisis: intuitivamente es claro que si el peso es mayor 
que Fpy, entonces Verónica no se va a elevar sino por el contrario, va a caer. Esto se puede 
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Ası́, en Y sólo tenemos dos fuerzas, F⃗py que apunta en el sentido positivo de Y,
y W⃗ que apunta en el sentido negativo de Y. La ecuación de fuerzas en Y queda
entonces
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Fpy ŷ −Wŷ =may ŷ. (6)

Para entender cuál es la condición que debe cumplir Fp para que Verónica
se comience a elevar, podemos hacer el siguiente análisis: es claro que si el
peso es mayor que Fpy , entonces Verónica no se va a elevar sino que va a caer.
Esto se puede ver también de la ecuación (6); si W es mayor que Fpy , entonces
Fpy ŷ −Wŷ da como resultado un vector negativo, lo cual quiere decir que ay ŷ
debe ser negativo, ası́ que Verónica está cayendo. Si W es igual a Fpy , entonces
Fpy ŷ −Wŷ da cero, lo cual indicarı́a, según la ecuación (6), que Verónica no
tendrı́a aceleración a lo largo de Y; ella ni caerı́a ni subirı́a. Por lo tanto, la
condición para que Verónica comience a elevarse es que Fpy sea mayor que W .
En tal caso, Fpy ŷ −Wŷ da un vector positivo, lo que implica, de acuerdo a la
ecuación (6), que Verónica tiene una aceleración en el sentido positivo del eje
Y.

Matemáticamente, decir que Fpy es mayor que W se puede escribir ası́:

Fpy >W. (7)

Ahora, la desigualdad (7) no está en términos de las variables conocidas, como
la masa y el ángulo θ. Pero sabemos que W =mg y además, en el diagrama de
fuerzas es claro que Fpy = Fp sinθ, por lo que la desigualdad (7) quedarı́a ası́:

Fp sinθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Fpy

>mg. (8)

Dividiendo todo por sinθ, obtenemos finalmente la condición que debe cum-
plir Fp para que Verónica se eleve:

Fp >
mg

sinθ
. (9)

Notemos que si sinθ es igual a cero, entonces la expresión (9) no está definida.
Esto es fácil de entender si tenemos en cuenta que sinθ es cero cuando θ es
igual a cero. Según el diagrama de fuerzas, si θ es cero entonces la dirección
de F⃗p serı́a solamente en el sentido negativo del eje X, es decir, no tendrı́a
componente Y. Pero si F⃗p no tiene componente Y, entonces no habrá ninguna
fuerza que pueda elevar a Verónica, lo cual contradice la suposición inicial
(según la cual el paracaı́das le permite elevarse).

(c) Ahora sólo debemos reemplazar en la ecuación (9) los valores numéricos
que nos dan. Nos dicen que la masa de Verónica es de 55 kilogramos y el ángulo
θ es de 40 grados. Ası́, obtenemos:



504 Fı́sica paso a paso. Más de 100 problemas resueltos

Fp >

m
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(55 kg)

g

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(9.81 m/s2)

sin 40○
´¸¶
θ

= 839.39 N. (10)

En palabras, para que Verónica se comience a elevar la magnitud de la fuerza
del paracaı́das debe ser mayor que 839.39 N.
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Problema 4.23.

Palabras clave: ángulo crı́tico en plano incli-
nado, fricción estática, tiempo de deslizamien-
to en plano inclinado, movimiento con acele-
ración uniforme.

Supongamos ahora que Camilo se tuvo que ir y dejó la biblioteca de masa m
sobre las escaleras.

(a) Si hay un coeficiente de fricción estático µe entre las escaleras y la
biblioteca, escriba una expresión para el máximo ángulo θ que puede
haber de forma que la biblioteca no se deslice. La expresión debe
quedar en términos de µe y m.

(b) Suponga ahora que la biblioteca se desliza y que hay un coeficiente
de fricción dinámico µd = 0.3. Además, suponga que el ángulo θ es
de 30 grados y que la masa de la biblioteca es de 20 kilogramos. Si
en el momento en que se comienza a deslizar la parte inferior de la
biblioteca está a 3 metros del piso (ver dibujo), ¿cuánto se demorará la
biblioteca en caer esos 3 metros?

PROBLEMA 4.23
Supongamos ahora que Camilo se tuvo que ir  y dejó la biblioteca de masa m sobre las esca-
leras.  a) Si hay un coeficiente de fricción estático μe entre las escaleras y la biblioteca, es-
criba una expresión para el máximo ángulo θ que puede haber de forma que la biblioteca 
no se deslice. La expresión debe quedar en términos de μe y m. b) Suponga ahora que la 
biblioteca se desliza y que hay un coeficiente de fricción dinámico μd = 0.3. Además, su-
ponga que el ángulo θ es de 30 grados y que la masa de la biblioteca es de 20 kilogramos. 
Si en el momento en que se comienza a deslizar, la parte inferior de la biblioteca está a 3 
metros del piso (ver figura),  ¿cuánto se demorará la biblioteca en caer esos 3 metros? 

θ

3 m

¿Qué información nos dan?

a) Tenemos la masa m de la biblioteca y el coeficiente de fricción estático μe. 

b) Nos dicen que la biblioteca se desliza. Además, la biblioteca tiene masa de 20 kg, 
hay un coeficiente de fricción dinámico de 0.3 y la parte inferior de la biblioteca 
está a 3 metros del piso. 

¿Qué debemos hallar?

a) Una expresión para el ángulo θ máximo que puede haber para que la biblioteca no 
se deslice. La expresión debe quedar en términos de μe y m.

b) El tiempo que se demorará la biblioteca en caer hasta el piso.

SOLUCIÓN

a) Como este es un problema con un plano inclinado, seguiremos la recomendación de la 
Nota 4.13 y usaremos un sistema de coordenadas inclinado. Si usamos un sistema así, el 
diagrama de fuerzas es el siguiente: 

θ

⃗W

⃗
F r

⃗
N

⃗
N ⃗

F r

W⃗ y

W⃗ x

⃗W

θ

Y

X

Sobre la biblioteca actúan tres fuerzas, el peso, la normal y la fuerza de fricción 
estática. Notemos que la fricción estática apunta hacia arriba, en el sentido 
positivo del eje X, porque está fuerza se opone a la dirección en la cual el ob-
jeto tiende a moverse. Es claro que la biblioteca tiende a moverse en la direc-
ción negativa de X, así que la fricción apunta en el sentido contrario.

330
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a) Tenemos la masa m de la biblioteca y el coeficiente de fricción estático µe .

(b) Nos dicen que la biblioteca se desliza. Además, la biblioteca tiene masa de 20 kg, hay un
coeficiente de fricción dinámico de 0.3 y la parte inferior de la biblioteca está a 3 metros del
piso. El ángulo θ es de 30 grados.

¿Qué nos piden?

(a) Una expresión para el ángulo θ máximo que puede haber para que la biblioteca no se
deslice. La expresión debe quedar en términos de µe y m.

(b) El tiempo que se demorará la biblioteca en caer hasta el piso.

(a) Como este es un problema con un plano inclinado, seguiremos la recomen-
dación de la nota 4.16 y usaremos un sistema de coordenadas inclinado. Si
usamos un sistema ası́, el diagrama de fuerzas es el siguiente:

PROBLEMA 4.23
Supongamos ahora que Camilo se tuvo que ir  y dejó la biblioteca de masa m sobre las esca-
leras.  a) Si hay un coeficiente de fricción estático μe entre las escaleras y la biblioteca, es-
criba una expresión para el máximo ángulo θ que puede haber de forma que la biblioteca 
no se deslice. La expresión debe quedar en términos de μe y m. b) Suponga ahora que la 
biblioteca se desliza y que hay un coeficiente de fricción dinámico μd = 0.3. Además, su-
ponga que el ángulo θ es de 30 grados y que la masa de la biblioteca es de 20 kilogramos. 
Si en el momento en que se comienza a deslizar, la parte inferior de la biblioteca está a 3 
metros del piso (ver figura),  ¿cuánto se demorará la biblioteca en caer esos 3 metros? 

θ

3 m

¿Qué información nos dan?

a) Tenemos la masa m de la biblioteca y el coeficiente de fricción estático μe. 

b) Nos dicen que la biblioteca se desliza. Además, la biblioteca tiene masa de 20 kg, 
hay un coeficiente de fricción dinámico de 0.3 y la parte inferior de la biblioteca 
está a 3 metros del piso. 

¿Qué debemos hallar?

a) Una expresión para el ángulo θ máximo que puede haber para que la biblioteca no 
se deslice. La expresión debe quedar en términos de μe y m.

b) El tiempo que se demorará la biblioteca en caer hasta el piso.

SOLUCIÓN

a) Como este es un problema con un plano inclinado, seguiremos la recomendación de la 
Nota 4.13 y usaremos un sistema de coordenadas inclinado. Si usamos un sistema así, el 
diagrama de fuerzas es el siguiente: 

θ

⃗W

⃗
F r

⃗
N

⃗
N ⃗

F r

W⃗ y

W⃗ x

⃗W

θ

Y

X

Sobre la biblioteca actúan tres fuerzas, el peso, la normal y la fuerza de fricción 
estática. Notemos que la fricción estática apunta hacia arriba, en el sentido 
positivo del eje X, porque está fuerza se opone a la dirección en la cual el ob-
jeto tiende a moverse. Es claro que la biblioteca tiende a moverse en la direc-
ción negativa de X, así que la fricción apunta en el sentido contrario.
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Sobre la biblioteca actúan tres fuerzas, el peso, la normal y la fuerza de fricción
estática. Notemos que la fricción estática apunta hacia arriba, en el sentido positivo
del eje X, porque está fuerza se opone a la dirección en la cual el objeto tiende a
moverse. Es claro que la biblioteca tiende a moverse en la dirección negativa de X,
ası́ que la fricción apunta en el sentido contrario.

Empecemos por notar que en el ángulo máximo de inclinación la biblioteca
está a punto de moverse (por eso es máximo, porque si lo incrementamos sólo
un poco más, la biblioteca caerá). Nosotros sabemos que cuando un objeto está
a punto de deslizarse, como en este caso, la fricción estática es máxima y su
magnitud es µeN (nota 4.8). Esto será importante en lo que sigue.

En X tenemos dos fuerzas: la fuerza de fricción Fr y la componente X del peso,
Wx. La fricción tiene dirección X positiva mientras que la componente Wx
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apunta en la dirección negativa. Por lo tanto, la ecuación de fuerzas en X es

Fr x̂−Wxx̂ =maxx̂. (1)

Como nos están pidiendo el ángulo máximo para que no se deslice la biblioteca,
debemos usar el hecho de que la aceleración es cero. Además, la magnitud de
la fuerza de fricción estática máxima es Fr = µeN ası́ que la ecuación (1) queda

µeN
´¸¶
Fr

x̂−Wxx̂ = 0. (2)

Aplicando la regla de oro y dejando un término a cada lado de la igualdad,
tenemos

µeN =Wx. (3)

Ahora podemos usar que Wx es igual a W sinθ, como se aprecia del diagrama
de fuerzas:

µeN =W sinθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Wx

. (4)

De aquı́ no podemos despejar el ángulo θ que buscamos porque no conocemos
la normal, ası́ que debemos buscar otras ecuaciones. Realicemos ahora el
análisis de fuerzas en Y.

En Y hay dos fuerzas, la fuerza normal que va en el sentido positivo del eje Y y
la componente Wy del peso, que va en el sentido negativo:

Nŷ −Wy ŷ =may ŷ. (5)

Como la biblioteca está en reposo, la aceleración Y es cero, ası́ que la ecuación
(5) queda de la siguiente manera:

Nŷ −Wy ŷ = 0ŷ. (6)

Si aplicamos la regla de oro y pasamos la componente Y del peso al otro lado,
llegamos a

N =Wy . (7)

Finalmente, usemos el hecho de que Wy =W cosθ (como se ve en el diagrama
de fuerzas):

N =W cosθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Wy

. (8)

Esta es una ecuación que también relaciona la magnitud de la normal con el
ángulo θ. Como ya tenemos dos ecuaciones con las mismas dos incógnitas,



508 Fı́sica paso a paso. Más de 100 problemas resueltos

podemos despejar una de las variables de una de las ecuaciones y luego usar
ese resultado en la otra ecuación. Por ejemplo, podemos usar la magnitud de la
normal que nos da la ecuación (8) en la ecuación (4):

µe(W cosθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

N

) =W sinθ. (9)

Si cancelamos W en ambos lados y dividimos por coseno obtenemos

µe =
sinθ
cosθ

. (10)

Esto es lo mismo que tangente del ángulo:

µe = tanθ. (11)

Finalmente, si aplicamos arcotangente a ambos lados, podemos obtener una
expresión para el ángulo θ:

arctanµe = θ. (12)

Notemos que el ángulo máximo depende del coeficiente de fricción estático.
Cuanto mayor sea este coeficiente, mayor es el ángulo máximo, como dice la
ecuación (11) (si θ está entre cero y noventa grados, cuanto mayor sea θ mayor
es tanθ). Esto se intuye, pues si la fricción es muy grande, el plano inclinado
puede tener un gran ángulo de inclinación sin que el objeto que está en el
plano se deslice. El ángulo máximo también se conoce como “ángulo crı́tico”.
Por supuesto, ese ángulo sólo es un lı́mite máximo, para cualquier otro ángulo
menor al dado por la expresión (12) la biblioteca no se va a deslizar.

El lector podrı́a preguntarse: ¿en qué momento en los cálculos usamos el hecho
de que ese ángulo fuera máximo? La respuesta es sencilla: cuando usamos el
hecho de que la magnitud de la fricción fuera máxima impusimos la condición
de que ese ángulo fuera máximo.

(b) Ahora la biblioteca se desliza ası́ que dejamos de tener un caso de fricción
estático y pasamos a tener un caso de fricción dinámico. El diagrama de fuerzas
es exactamente el mismo, sólo que ahora estamos considerando una fricción
dinámica y no estática. Notemos que la fricción dinámica apuntará en el mismo
sentido que la fricción estática, pues la biblioteca va a moverse a lo largo de
nuestro eje X negativo, ası́ que la fricción tendrá que ser a lo largo de nuestro
eje X positivo.

Para calcular el tiempo que se demora en caer la biblioteca debemos primero
determinar cuál es la aceleración de la biblioteca, y para determinar la acele-
ración necesitamos usar la segunda ley de Newton. La ecuación (1) nos dice



Fuerzas 509

la aceleración de la biblioteca en X (sólo que la fricción que aparece ahora es
dinámica y antes era estática):

Fr x̂−Wxx̂ =maxx̂. (13)

Ahora, como ya dijimos antes, Wx es igual a W sinθ, W es mg, ahora la magni-
tud de la fuerza de fricción dinámica es µdN y además, la aceleración en X es
negativa porque la biblioteca cae en el sentido negativo del eje X. Usando todo
esto, la ecuación (13) queda

µdN
´¸¶
Fr

x̂−mg sinθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Wx

x̂ = −maxx̂. (14)

Del lado izquierdo de esta ecuación lo único que no conocemos es la magnitud
de la normal. Esta magnitud es fácil de hallar usando la segunda ley de Newton
en Y.

Notemos que en Y la aceleración de la biblioteca es cero, pues la biblioteca sólo
se mueve a lo largo del eje X que nosotros escogimos. Ası́ que en Y la suma de
fuerzas nos da cero, como dice la ecuación (6). Como esa ecuación sigue siendo
válida, podemos usar la ecuación (8) que obtuvimos a partir de la ecuación (6).
Si usamos la ecuación (8) en la ecuación (14), obtenemos

µdW cosθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

N

x̂−mg sinθx̂ = −maxx̂. (15)

Si usamos el hecho de que W es mg, cancelamos todas las masas y aplicamos
la regla de oro, llegamos a

µdg cosθ − g sinθ = −ax. (16)

Esta ecuación nos da la aceleración en términos de variables conocidas (note-
mos que la aceleración no depende de la masa). Si reemplazamos los valores
numéricos para g, µd y θ, obtenemos:

0.3
´¸¶
µd

(9.81 m/s2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

g

cos 30○
´¸¶
θ

−(9.81 m/s2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

g

sin 30○
´¸¶
θ

= −(2.36 m/s2)x̂ = −ax. (17)

Los signos negativos a ambos lados se cancelan y finalmente vemos que la
aceleración es de magnitud de 2.36 metros por segundo al cuadrado.

Una vez conocemos la aceleración podemos hallar el tiempo que le toma a
la biblioteca llegar al suelo usando cinemática. Recordemos que la ecuación
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de movimiento de un objeto que se mueve con aceleración constante es de la
forma

x⃗f =
1
2
a⃗t2 + v⃗it + x⃗i . (18)

Aunque nosotros ya escogimos un sistema de coordenadas, debemos escoger
un origen para poder plantear la ecuación de movimiento de la biblioteca (para
hacer el diagrama de fuerzas no interesa cuál es el origen, sólo interesa escoger
la dirección de los ejes y es por eso que no habı́amos escogido un origen).
Pongamos el origen en el piso, donde comienzan las escaleras:

Esta ecuación nos da la aceleración en términos de variables conocidas (notemos que la 
aceleración no depende de la masa). Si reemplazamos los valores numéricos para g, μd y θ, 
obtenemos:

0.3(9.81 m /s2)cos 30∘ ̂x − (9.81 m /s2)sin 30∘ ̂x = − (2.36 m /s2) ̂x = ax ̂x (17)
g g θθμd

En palabras, esta ecuación nos dice que la aceleración es de magnitud de 2.35 metros por 
segundo al cuadrado en la dirección negativa del eje X que escogimos. 

Una vez conocemos la aceleración, podemos hallar el tiempo que le toma a la biblioteca 
llegar al suelo, usando cinemática. Recordemos que la ecuación de movimiento de un obje-
to que se mueve con aceleración constante es de la forma

⃗x f =
1
2

⃗a t2 + ⃗v it + ⃗x i   (18)

Aunque nosotros ya escogimos un sistema de coordenadas, en realidad no hemos dicho cu-
ál es el origen del sistema (para hacer el diagrama de fuerzas no interesa cuál es el origen 
sólo interesa escoger la dirección de los ejes). Debemos escoger un origen (pero debemos 
seguir usando un sistema con la misma dirección de los ejes, pues fue con ese sistema que 
calculamos la aceleración) para poder plantear la ecuación de movimiento de la biblioteca. 
Pongamos el origen en el piso, donde comienzan las escaleras:

θ

XY
3 m -

-

es. Hemos escogido un origen en el piso, de modo 
que la parte inferior de la biblioteca esté inicialmente 
a tres metros de distancia del origen.

Según el origen que escogimos, la posición inicial de la parte inferior de la biblioteca se 
puede escribir como (3 m) ̂x, pues esa parte de la biblioteca está a 3 metros en la dirección 
positiva de X. Además, la rapidez inicial es cero porque la biblioteca se desliza desde el 
reposo. Teniendo en cuenta esto, y que la aceleración está dada por la ecuación (17), la 
ecuación de movimiento queda así:

⃗x f = −
1
2

(2.36 m /s2)t2 ̂x + (3 m) ̂x   (19),
ax ⃗x i

donde la aceleración es negativa como ya habíamos encontrado antes. Ahora, cuando la 
biblioteca llega al piso la posición final de la biblioteca es cero, así que si usamos esta infor-
mación podemos encontrar el tiempo tc de caída:

0 ̂x = −
1
2

(2.36 m /s2)t2
c ̂x + (3 m) ̂x   (20)

Si aplicamos la regla de oro y pasamos el término con el tiempo al lado izquierdo, obtene-
mos
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Aunque ya habı́amos escogido un sistema de coordenadas, no habı́amos decidido
el origen del mismo. Para los diagramas de fuerza no es muy relevante cuál es el
origen del sistema (por eso nunca lo especificamos) pero para los problemas de
cinemática sı́ lo es. Hemos escogido un origen en el piso, de modo que la parte
inferior de la biblioteca esté inicialmente a tres metros de distancia del origen.

Según el origen que escogimos, la posición inicial de la parte inferior de la
biblioteca es (3 m)x̂. Además, la rapidez inicial es cero porque la biblioteca se
desliza desde el reposo. Teniendo en cuenta esto y que la aceleración es negativa
y su magnitud está dada por la ecuación (17), la ecuación de movimiento queda
ası́:

x⃗f = −
1
2
(2.36 m/s2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ax

t2x̂+(3 m)x̂
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

x⃗i

. (19)

Cuando la biblioteca llega al piso la posición final de la biblioteca es cero, ası́
que si usamos esta información podemos encontrar el tiempo tc de caı́da:

0x̂ = −1
2
(2.36 m/s2)t2

c x̂+(3 m)x̂. (20)
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Si aplicamos la regla de oro y pasamos el término con el tiempo al lado izquier-
do, obtenemos

1
2
(2.36 m/s2)t2

c = (3 m). (21)

Si multiplicamos por 2 en ambos lados y dividimos por 2.36 metros por segun-
do cuadrado en ambos lados, obtenemos

t2
c =

2(3 m)
(2.36 m/s2)

= 2.54 s2. (22)

Ası́ que el tiempo de caı́da es la raı́z cuadrada del resultado anterior:

tc =
√

2.54 s2 = 1.59 s. (23)
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Problema 4.24.

Palabras clave: objeto en una mesa halando
dos objetos que cuelgan, aceleración en X y
en Y.

Alejandro, que tiene una masa de 54 kilogramos, se puso a jugar con dos de sus
maletas en el barco en el que viaja. Alejandro tomó con sus manos dos cuerdas
(ideales) y las amarró a cada una de las maletas, como se ve en el dibujo. Entre
las cuerdas y las barandas del barco no hay fricción pero entre los zapatos de
Alejandro y el barco hay un coeficiente de fricción dinámico de 0.1. La maleta
verde tiene una masa de 22 kilogramos y la roja tiene una masa desconocida.

(a) Si la aceleración de Alejandro es de 1 metro por segundo cuadrado
hacia su frente (hacia la derecha de la página), ¿cuál es la masa de la
maleta roja?

(b) ¿Cuál es la magnitud de la tensión hecha por cada cuerda?

Solución

¿Qué información nos dan?

(a) y (b) Alejandro tiene una masa de 54 kilogramos y la maleta verde tiene una masa de 22
kilogramos. Hay un coeficiente de fricción dinámico de 0.1 entre los zapatos y el barco. La
aceleración de Alejandro es de 1 metro por segundo cuadrado hacia su frente. Las cuerdas son
ideales y las barandas del barco no generan ninguna fricción.



Fuerzas 513

¿Qué nos piden?

(a) Debemos encontrar la masa de la maleta roja.

(b) Debemos hallar la magnitud de la tensión hecha por cada cuerda.

(a) Para hallar la masa de la maleta roja empecemos por realizar un diagrama
de fuerzas. Notemos que no sólo necesitamos un diagrama de la maleta roja,
sino también de Alejandro y de la maleta verde, pues necesitamos usar toda la
información que nos dan en el enunciado. Usaremos un sistema de coordenadas
con el eje Y apuntando hacia arriba y el eje X apuntando hacia la derecha (con
un sistema ası́ no debemos descomponer ninguna de las fuerzas):

¿Qué información nos dan?

a) y b) Alejandro tiene masa de 54 kilogramos y la maleta roja tiene masa de 5 kilo-
gramos. Hay un coeficiente de fricción de 0.1 entre los patines y el barco.  La 
aceleración de Alejandro es de 1 metro por segundo cuadrado hacia su frente. Las 
cuerdas son ideales y las barandas del barco no generan ninguna fricción.

¿Qué debemos hallar?

a) Debemos encontrar la masa de la maleta roja.

b) Debemos hallar la magnitud de la tensión hecha por cada cuerda.

SOLUCIÓN

a) Para hallar la masa de la maleta roja empecemos por realizar un diagrama de fuerzas. 
Notemos que no sólo necesitamos un diagrama de la maleta roja, sino también de Alejan-
dro y de la maleta verde, pues necesitamos relacionar la información que nos dan en el 
enunciado, como la aceleración de Alejandro o la masa de la maleta verde. Usaremos un 
sistema de coordenadas con el eje Y apuntando hacia arriba y el eje X apuntando hacia 
la derecha, pues con un sistema así no debemos descomponer ninguna de las fuerzas, 
como se ilustra a continuación:

Y
⃗N

⃗Wa

⃗T 2

⃗T 1
⃗F r

⃗N

⃗Wa

⃗T 2 ⃗T 1

⃗F r

AlejandroMaleta roja

Y

X

⃗T r

⃗Wr

Maleta verde

Y

X

⃗T v

⃗Wv

⃗Wv

⃗T vY

X

Sobre la maleta roja y sobre la maleta verde actúan sólo dos fuerzas, la 
tensión sobre cada una ( ⃗T r y  ⃗T v respectivamente) que apunta en la di-
rección positiva de Y y el peso que apunta hacia abajo. Sobre Alejandro 
actúan cinco fuerzas; el peso, la normal, la fuerza de fricción dinámica 
que apunta en la dirección negativa de X y dos tensiones. La tensión ⃗T 1 
apunta en la dirección positiva de X y la tensión ⃗T 2 que apunta en la di-
rección negativa de X.

⃗T r

⃗Wr

Ahora que conocemos el diagrama de fuerzas podemos plantear la segunda ley de Newton 
para los diferentes objetos. Como queremos hallar la masa de la maleta roja, comencemos 
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Sobre la maleta roja y sobre la maleta verde actúan sólo dos fuerzas, la tensión
sobre cada una (T⃗r y T⃗v respectivamente) que apunta en la dirección positiva de Y
y el peso que apunta hacia abajo. Sobre Alejandro actúan cinco fuerzas: el peso, la
normal, la fuerza de fricción dinámica que apunta en la dirección negativa de X y
dos tensiones. La tensión T⃗1 apunta en la dirección positiva de X y la tensión T⃗2
que apunta en la dirección negativa de X.

Ahora que conocemos el diagrama de fuerzas podemos plantear la segunda
ley de Newton para los diferentes objetos. Antes de hacer esto, es importante
tener clara la dirección en que se mueven los diferentes objetos. Nos dicen
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que Alejandro se mueve hacia la derecha, en la dirección positiva de X según
nuestro sistema. Esto implica que la maleta roja tiene que subir y la maleta
verde tiene que bajar, ası́ que la aceleración de la maleta roja es en Y positivo y
la de la maleta verde es en Y negativo (notemos que las maletas se comportan
de forma similar a dos objetos en una máquina de Atwood, como se explicó
en la nota 4.20). Una vez entendemos esto, podemos escribir las diferentes
ecuaciones de fuerzas.

Como queremos hallar la masa de la maleta roja, comencemos por la ecuación
de fuerzas de esta maleta. En X no hay fuerzas y en Y hay dos, el peso y la
tensión, y la aceleración es positiva en Y;

Tr ŷ −Wr ŷ =mrayr ŷ. (1)

Si escribimos el peso de la maleta roja como mrg, la anterior ecuación queda

Tr ŷ − mrg
´¸¶
Wr

ŷ =mrayr ŷ. (2)

De esta ecuación no podemos todavı́a despejar mr porque no conocemos ni la
aceleración Y de la maleta roja ni la tensión en la cuerda. Sin embargo, notemos
que como están unidos con cuerdas ideales, la magnitud de la aceleración de la
maleta roja tiene que ser igual que la magnitud de la aceleración de Alejandro
que sı́ conocemos (la dirección de la aceleración es diferente pues Alejandro se
mueve en X y la maleta roja en Y). Ası́ que podemos cambiar ayr por aa que es
la magnitud de la aceleración de Alejandro;

Tr ŷ −mrgŷ =mraaŷ. (3)

De esta manera la única variable que nos falta para determinar la masa de
la maleta roja es la magnitud de la tensión, y para hallarla debemos buscar
nuevas ecuaciones. Planteemos ahora las ecuaciones de fuerza de Alejandro.

En X sobre Alejandro actúan tres fuerzas: la tensión T⃗2, que es negativa en
X, la tensión T⃗1, positiva en X, y la fricción F⃗r , que también es negativa en X.
Además, la aceleración de Alejandro es positiva en X. Por lo tanto, la ecuación
de fuerzas en X para Alejandro queda

T1x̂−T2x̂−Fr x̂ =maaax̂. (4)

Si despejamos T2x̂ y luego aplicamos la regla de oro, esta ecuación se convierte
en

T2 = T1 −Fr −maaa. (5)

Esta ecuación nos da T2, que es igual a Tr (la magnitud de la tensión de la maleta
roja), pero en términos de otras variables desconocidas: T1 y Fr . Empecemos
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por hallar Fr . La magnitud de la fricción dinámica es µN ;

T2 = T1 − µN
´¸¶
Fr

−maaa. (6)

Para hallar la magnitud de la normal planteemos las ecuaciones de Alejandro
en Y. En Y hay dos fuerzas: el peso y la normal. Además, la aceleración Y de
Alejandro es cero:

Nŷ −Waŷ = 0ŷ. (7)

Si aplicamos la regla de oro y usamos que Wa = mag, podemos despejar la
magnitud de la normal:

N =mag. (8)

Si usamos esto en la ecuación (6), obtenemos

T2 = T1 −µmag
´¸¶
N

−maaa. (9)

Sólo nos falta despejar T1. Ya no hay más ecuaciones de fuerza para Alejandro,
ası́ que para hallar nuevas ecuaciones debemos analizar la maleta verde.

La ecuación de fuerza de esta maleta es como la ecuación de la maleta roja,
pues sobre esta maleta sólo actúan el peso y la tensión (ambas fuerzas en Y).
Sin embargo, la aceleración de la maleta verde es negativa como se explicó al
comienzo, ası́ que obtenemos

Tv ŷ −Wv ŷ = −mvayv ŷ. (10)

Además, notemos dos cosas: Tv tiene que ser igual a T1 porque es la misma
cuerda, ası́ que la magnitud de la tensión realizada por los extremos es la misma.
Y además, ayv tiene que ser igual a aa, pues la magnitud de la aceleración de
Alejandro debe ser igual a la de la maleta verde ya que están unidos por una
cuerda ideal. Teniendo en cuenta esto, y que Wv =mvg, la ecuación (10) queda

T1
´¸¶
Tv

ŷ −mvg
´¸¶
Wv

ŷ = −mv aa
´¸¶
ayv

ŷ. (11)

Si aplicamos la regla de oro y despejamos T1, esta ecuación queda

T1 = −mvaa +mvg. (12)

Finalmente hemos encontrado una ecuación que nos da T1 en términos de
variables conocidas. Podemos usar este resultado en la ecuación (9) para ası́
hallar T2:
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T2 = −mvaa +mvg
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

T1

−µmag −maaa. (13)

Antes de usar este resultado en la ecuación (3), podemos simplificarlo un poco
si sacamos factor común de g y de aa:

T2 = g(mv −µma)− aa(mv +ma). (14)

Ahora sı́ usemos esto en la ecuación (3) (recuerde que Tr = T2 porque es la
misma cuerda):

(g(mv −µma)− aa(mv +ma))
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

T2

ŷ −mrgŷ =mraaŷ. (15)

Si aplicamos la regla de oro y pasamos los términos con la masa de la maleta
roja al lado derecho de la igualdad, esto nos queda

g(mv −µma)− aa(mv +ma) =mraa +mrg. (16)

Ahora saquemos factor común de mr :

g(mv −µma)− aa(mv +ma) =mr(aa + g). (17)

Finalmente, dividamos por aa + g:

g(mv −µma)− aa(mv +ma)
aa + g

=mr . (18)

Esta ecuación nos da la masa de la maleta roja en términos de variables conoci-
das. Sólo nos queda reemplazar los valores de cada variable:

9.81 m/s2(

mv

³¹¹¹¹·¹¹¹µ
22 kg−

µ

³¹¹·¹µ
(0.1)

ma

³¹¹¹¹·¹¹¹µ
54 kg)−

aa
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹µ
1 m/s2(

mv

³¹¹¹¹·¹¹¹µ
22 kg+

ma

³¹¹¹¹·¹¹¹µ
54 kg)

1 m/s2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶
aa

+9.81 m/s2 = 8.03 kg. (19)

Notemos que tiene sentido que la masa de la maleta roja sea menor que la
masa de la maleta verde, pues la maleta roja está subiendo mientras que la
verde cayendo, ası́ que la verde debe pesar más que la roja, y es suficiente para
arrastrar a Alejandro hacia al frente.
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(b) Para hallar la magnitud de la tensión en cada cuerda podemos usar la
ecuación (12), que nos da T1, y podemos usar la ecuación (14), que nos da T2.
Si reemplazamos los valores de las variables en dichas ecuaciones obtenemos

T1 = −22 kg
´¹¹¹¹¸¹¹¹¶
mv

(1 m/s2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

aa

+(22 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

mv

(9.81 m/s2) = 193.82 N (20)

y

T2 = (9.81 m/s2)(22 kg
´¹¹¹¹¸¹¹¹¶
mv

−(0.1)
´¹¹¸¹¶
µ

(54 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ma

)− (1 m/s2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

aa

(22 kg
´¹¹¹¹¸¹¹¹¶
mv

+54 kg
´¹¹¹¹¸¹¹¹¶
ma

)

= 86.85 N,

(21)

respectivamente.
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Problema 4.25.

Palabras clave: fuerza de fricción entre tres
objetos (uno encima del otro), tercera ley de
Newton, dirección de la fuerza de fricción.

Considere las dos situaciones ilustradas en el dibujo. Para ambas situaciones,
entre la pecera y el mueble hay un coeficiente de fricción µd1 dinámico. En
la primera situación Manuel empuja hacia adelante el mueble sobre el que se
apoya la pecera, y la pecera se desliza un poco hacia atrás (a pesar de esto, con
respecto al piso la pecera se mueve hacia delante también). En este caso entre
el mueble y el piso hay un coeficiente de fricción dinámico µd2. En la segunda
situación Manuel hala la pecera y mientras hace esto el mueble permanece
fijo, ası́ que en este caso el coeficiente de fricción entre el mueble y el piso es
estático y es µe.

(a) Dibuje un diagrama de fuerzas para el mueble en la primera situación.

(b) Usando lo hecho en (a) y usando la tercera ley de Newton, realice un
diagrama de fuerzas para la pecera en la primera situación.

(c) Realice un diagrama de fuerzas para la pecera en la segunda situación
y después, usando la tercera ley de Newton, realice el diagrama de
fuerzas para el mueble en esa misma situación.

g(mv − μma) − aa(mv + ma)
aa + g

= mr   (19)

Esta ecuación nos da la masa de la maleta roja en términos de variables conocidas. Sólo 
nos queda reemplazar los valores de cada variable:

9.81 m /s2(22 kg − (0.1)54 kg) − 1 m /s2(22 kg + 54 kg)
1 m /s2 + 9.81 m /s2

= 8.03 kg  (20)

aa

mv mv mamaμ aa

Notemos que tiene sentido que la masa de la maleta roja sea menor que la masa de la male-
ta verde, pues la maleta roja está subiendo mientras que la verde cayendo, así que la verde 
debe pesar más que la roja y es por eso que arrastra a Alejandro hacia al frente.

b) Para hallar la magnitud de la tensión en cada cuerda podemos usar la ecuación (13) que 
nos da T1 y podemos usar la ecuación (15) que nos da T2. Si reemplazamos los valores de 
las variables en dichas ecuaciones obtenemos

T1 = − 22 kg(1 m /s2) + (22 kg)(9.81 m /s2) = 193.82 N   (21)
mvaamv

y

respectivamente.  

PROBLEMA 4.25*
Considere las dos situaciones ilustradas en la figura. Para ambas situaciones, entre la pece-
ra y el mueble hay un coeficiente de fricción μd1 dinámico. En la primera situación Manuel 
empuja hacia adelante el mueble sobre el que se apoya la pecera, y la pecera se desliza un 
poco (hacia atrás) mientras Manuel mueve el mueble. En este caso entre el mueble y el pi-
so hay un coeficiente de fricción dinámico μd2. En la segunda situación Manuel hala la pe-
cera y mientras hace esto el mueble permanece fijo, así que en este caso el coeficiente de 
fricción entre el mueble y el piso es estático y es μe. a) Dibuje un diagrama de fuerzas para 
el mueble en la primera situación. b) Usando lo hecho en el numeral a) y usando la tercera 
ley de Newton, realice un diagrama de fuerzas para la pecera en la primera situación. c) 
Realice un diagrama de fuerzas para la pecera en la segunda situación y después, usando la 
tercera ley de Newton, realice el diagrama de fuerzas para el mueble en esa misma situa-
ción. 

Manuel empuja el mueble hacia 
adelante. El mueble se mueve y 
la pecera se desliza hacia atrás.

Situación 1

Manuel hala la pecera hacia atrás. La pecera 
se mueve pero el mueble permanece fijo.

Situación 2
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T2 = (9.81 m /s2)(22 kg − (0.1)(54 kg)) − (1 m /s2)(22 kg + 54 kg) = 86.85 N (22)
aa mv mamamv μ

Manuel empuja el mueve hacia delante.
El mueble se mueve y la pecera se desliza
hacia atrás.

Manuel hala la pecera hacia atrás. La pe-
cera se mueve pero el mueble permanece
fijo.

Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b) y (c) Entre la pecera y el mueble hay un coeficiente de fricción µd1 dinámico. En la
primera situación la pecera se mueve hacia delante pero se alcanza a deslizar sobre el mueble.
En la primera situación, entre el mueble y el piso hay un coeficiente de fricción dinámico µd2.
En la segunda situación, entre el mueble y el piso hay un coeficiente de fricción estático µe . En
esta situación la mesa permanece fija con respecto al piso.
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¿Qué nos piden?

(a) Dibujar un diagrama de fuerzas para el mueble en la primera situación.

(b) Usando lo hecho en (a), y usando la tercera ley de Newton debemos realizar un diagrama
de fuerzas para la pecera en la primera situación.

(c) Debemos hacer un diagrama de fuerzas para la pecera en la segunda situación y después,
usando la tercera ley de Newton, un diagrama de fuerzas para el mueble.

(a) Para realizar un diagrama de fuerzas para el mueble en la primera situación
necesitamos identificar qué fuerzas actúan sobre el mueble. Primero, es claro
que sobre el mueble actúa el peso, que apunta hacia el piso, y la fuerza normal
que el piso le hace al mueble, que apunta hacia arriba. Sobre el mueble también
actúa la fuerza normal que la parte inferior de la pecera le hace, y esa fuerza
normal apunta hacia abajo. Además, como el mueble se mueve hacia delante,
el piso le hace una fuerza de fricción hacia atrás. Sobre el mueble también
actúa la fuerza de fricción que la pecera le hace. Esta fuerza también apunta
hacia atrás, pues el mueble se mueve hacia delante de la pecera10. Teniendo en
cuenta esto, el diagrama de fuerzas para el mueble es ası́:¿Qué información nos dan?

a) ,b) y c): entre la pecera y el mueble hay un coeficiente de fricción μd1 dinámico. 
En la primera situación, entre el mueble y el piso hay un coeficiente de fricción 
dinámico μd2. En la segunda situación, entre el mueble y el piso hay un coeficiente 
de fricción estático μe.

¿Qué debemos hallar?

a) Dibuje un diagrama de fuerzas para el mueble en la primera situación. 

b) Usando lo hecho en el numeral a), y usando la tercera ley de Newton, debe-
mos realizar un diagrama de fuerzas para la pecera en la primera situación.

c) Realice un diagrama de fuerzas para la pecera en la segunda situación y des-
pués, usando la tercera ley de Newton, realice el diagrama de fuerzas para el 
mueble.

SOLUCIÓN

a) Para realizar un diagrama de fuerzas para el mueble en la primera situación, necesitamos 
identificar qué fuerzas actúan sobre el mueble. Primero, es claro que sobre el mueble 
actúa el peso, que siempre apunta hacia el piso, y la fuerza normal que el piso le hace a 
la mesa, y esta fuerza apunta desde el piso hacia arriba. Sobre el mueble también hay 
otra fuerza normal, que es la que la parte inferior de la pecera le hace a la mesa, y esa 
fuerza normal apunta hacia abajo. Además, sobre el mueble actúan dos fuerzas de fric-
ción, ambas dinámicas (pues el mueble se mueve hacia adelante y la pecera se mueve 
sobre el mueble). Como Manuel empuja hacia adelante la mesa, el piso le hace una fuer-
za de fricción hacia atrás, contraria al movimiento del mueble. Además de la fricción 
que produce el piso, sobre el mueble también actúa  otra fuerza de fricción, que es la 
fuerza que la pecera le hace al mueble. Esta fuerza también apunta hacia atrás, pues la 
superficie inferior de la pecera hace que sea aún más difícil para Manuel mover el mue-
ble. Por ejemplo, si la pecera pesara una tonelada, sería muy difícil mover el mueble; la 
fricción que la pecera le hace al mueble tiene que oponerse al movimiento del mismo. 

Así, tanto la pecera como el piso le hacen una fricción hacia atrás al mueble, y ambas 
son dinámicas. Teniendo en cuenta esto, el diagrama de fuerzas para el mueble será así:

⃗N 1

⃗Wm

⃗N 2

⃗F r1

⃗F m

⃗F r2

Sobre el mueble actúan en total 6 fuerzas. La fuerza ⃗F m que ejerce Manuel.  El 
peso ⃗Wm del mueble que apunta hacia abajo. La fuerza normal ⃗N 1 que el piso le 
hace al mueble y la fuerza normal ⃗N 2 que la pecera le hace al mueble. Y dos fuer-
zas de fricción hacia atrás, ⃗F r1 que es la fricción que el piso le hace al mueble y 

⃗F r2 que es la fricción que la superficie de la pecera le hace al mueble.

Situación 1

Y

X

⃗N 1

⃗Wm⃗N 2

⃗F r2

⃗F r1

⃗F m

b) Ahora debemos hacer un diagrama de fuerzas para la pecera en la primera situación. Es 
claro que sobre la pecera actúa el peso y la fuerza normal que el mueble le hace a la pe-
cera (y por la tercera ley de Newton, esta fuerza normal es igual en magnitud pero con-
traria en dirección a la fuerza normal ⃗N 2 que la pecera le hacía al mueble). Pero también 
hay una fuerza de fricción dinámica que actúa sobre la pecera, pues la pecera se desliza 
sobre el mueble y entre el mueble y la pecera hay un coeficiente de fricción dinámico. 
¿Hacía dónde apunta esta fuerza de fricción que el mueble le hace a la pecera? Podría-
mos estar tentados a decir que apunta hacia atrás, tal como la fuerza de fricción que la 
pecera le hace al mueble. Pero eso sería un error. Según la tercera ley de Newton, si un 
cuerpo A le hace una fuerza a un cuerpo B, entonces B le hace una fuerza de la misma 
magnitud y en sentido contrario al cuerpo A. Así que si la pecera le hacía una fuerza de 
fricción hacia atrás al mueble, entonces el mueble le debe hacer una fuerza de fricción 
hacia adelante a la pecera. 
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Sobre el mueble actúan en total 6 fuerzas. La fuerza F⃗m que ejerce Manuel. El peso
W⃗m del mueble que apunta hacia abajo. La fuerza normal N⃗1 que el piso le hace
al mueble y la fuerza normal N⃗2 que la pecera le hace al mueble. Y dos fuerzas de
fricción hacia atrás, F⃗r1 que es la fricción que el piso le hace al mueble y F⃗r1 que
es la fricción que la superficie de la pecera le hace al mueble.

(b) Ahora debemos hacer un diagrama de fuerzas para la pecera en la primera
situación. Es claro que sobre la pecera actúa el peso y la fuerza normal que el
mueble le hace a la pecera. Por la tercera ley de Newton, esta fuerza normal
es igual en magnitud pero contraria en dirección a la fuerza normal N⃗2 que la
pecera le hace al mueble. Pero también hay una fuerza de fricción dinámica
que actúa sobre la pecera, pues la pecera se desliza sobre el mueble. ¿Hacia
dónde apunta esta fuerza de fricción que el mueble le hace a la pecera?

10 Esto se intuye con facilidad; la superficie inferior de la pecera hace que sea aún más difı́cil
para Manuel mover el mueble hacia delante.
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Podrı́amos estar tentados a decir que apunta hacia atrás como la fuerza de
fricción que la pecera le hace al mueble, pero eso serı́a un error según la tercera
ley de Newton. Si la pecera le hace una fuerza de fricción hacia atrás al mueble,
entonces el mueble le debe hacer una fuerza de fricción hacia delante a la
pecera (y de igual magnitud). De hecho, como la única fuerza en X sobre la
pecera es la fricción, si la pecera se mueve un poco hacia delante (con respecto
al piso) mientras Manuel empuja el mueble tiene que ser porque la fricción
apunta hacia delante.

El lector puede estar confundido: si la pecera se mueve hacia delante, ¿la fric-
ción no deberı́a ir hacia atrás? No, porque lo que nos interesa para determinar
la dirección de la fuerza de fricción es el movimiento del objeto con respecto a
la superficie que le produce fricción y en este caso esa superficie es el mueble y
no el piso (nota 4.21). Mientras el mueble avanza hacia adelante la pecera se
desliza un poco hacia atrás del mueble ası́ que la fricción que le hace el mueble
es hacia adelante11.

Una vez entendemos la dirección de la fricción que el mueble le hace a la
pecera, podemos hacer el diagrama de fuerzas de la pecera:Así, la fricción que el mueble le hace a la pecera apunta hacia adelante y no hacia atrás co-

mo podríamos haber llegado a pensar inicialmente. De hecho, la pecera va a moverse hacia 
adelante cuando Manuel empuja el mueble, y esto sucede porque la fricción que le hace el 
mueble arrastra la pecera hacia adelante (como no hay nada más que le esté haciendo una 
fuerza hacia adelante a la pecera, si la pecera se mueve hacia adelante tiene que ser por la 
fricción que sería la única fuerza que podría estar moviendo a la pecera).

 El lector puede estar confundido porque en la Nota 4.6 decíamos que la fricción es contra-
ria al movimiento en que el objeto se mueve. Si la pecera se mueve hacia adelante, ¿la fric-
ción no debería ir hacia atrás? No, porque lo que nos interesa para determinar la dirección 
de la fuerza de fricción es el movimiento del objeto con respecto a la superficie que le pro-
duce fricción, tal como dice la Nota 4.17 y tal como estudiamos en el Problema 4.21. Es 
cierto que la pecera se mueve hacia adelante del piso pero el piso no es la superficie que le 
produce fricción a la pecera, así que el movimiento de la pecera con respecto al piso no nos 
interesa. Lo que nos interesa es el movimiento de la pecera con respecto al mueble, pues la 
pecera está sobre el mueble. Mientras el mueble avanza hacia adelante, la pecera también 
avanza hacia adelante, pero avanza más lentamente, pues se desliza sobre la superficie del 
mueble. Así que con respecto al mueble, la pecera se está moviendo hacia atrás (“se está 
quedando rezagada”). De hecho, si Manuel sigue empujando el mueble, va a llegar un mo-
mento en el cual la pecera se va a caer por la parte de atrás del mueble, lo que muestra que 
la pecera se mueve hacia atrás del mueble. Por lo tanto, la fricción que le hace el mueble a 
la pecera tiene que ser hacia adelante, ya que es contraria al movimiento de la pecera sobre 
el mueble, que es hacia atrás. 

Nota al pie: Notemos que esto es un caso similar al del Problema 4.21 en el que alguien arrastra 
hacia la parte de atrás del avión una maleta; con respecto a la tierra, la maleta se está moviendo ha-
cia adelante porque el avión se está moviendo hacia adelante. Sin embargo, de eso no se sigue que 
la fricción sobre la maleta sea hacia atrás. De hecho, la fricción es hacia adelante porque la maleta 
se mueve hacia atrás del corredor, y es el movimiento de la maleta con respecto al corredor el que 
es importante para determinar la dirección de la fricción. Lo mismo aquí; la pecera se mueve hacia 
adelante del piso mientras Manuel empuja el mueble, pero la fricción sobre la maleta no es hacia 
atrás porque no nos interesa que la pecera se mueva hacia adelante del piso sino que nos interesa 
que la maleta se mueve (se desliza) hacia atrás del mueble.  

Una vez entendemos la dirección de la fricción que el mueble le hace a la pecera, podemos 
hacer el diagrama de fuerzas de la pecera:

⃗N 3

⃗Wp

⃗F r3

Sobre la pecera actúan en total tres fuerzas. ⃗Wp que es el peso de la pe-
cera. La fuerza normal ⃗N 3 que el mueble le hace a la pecera. Y la fuerza 
de fricción ⃗F r3 que el mueble le hace a la pecera. Por la tercera ley de 
Newton, esta fuerza es de la misma magnitud y de dirección contraria a 
la fuerza de fricción ⃗F r2 que la pecera le hacía al mueble (esa iba hacia 
atrás así que esta fuerza de fricción va hacia adelante).

Situación 1

Y

X

⃗N 3

⃗Wp

⃗F r3
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Sobre la pecera actúan en total tres fuerzas. W⃗p que es el peso de la pecera. La
fuerza normal N⃗3 que el mueble le hace a la pecera y la fuerza de fricción F⃗r3 que
el mueble le hace a la pecera. Por la tercera ley de Newton, esta fuerza es de la
misma magnitud y de dirección contraria a la fuerza de fricción F⃗r2 que la pecera
le hacı́a al mueble (esa apuntaba hacia atrás).

11 Notemos que este es un caso similar al del problema 4.20 en el que alguien arrastra hacia
la parte de atrás del avión una maleta; con respecto a la Tierra, la maleta se está moviendo hacia
adelante porque el avión se está moviendo hacia adelante. Sin embargo, la fricción es hacia adelante
porque la maleta se mueve hacia atrás del corredor del avión, y es el movimiento de la maleta con
respecto al corredor el que es importante para determinar la dirección de la fricción. Lo mismo
sucede aquı́; la pecera se mueve hacia adelante del piso pero lo importante es que la maleta se
mueve hacia atrás del mueble.
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Nota 4.23. Dos formas de encontrar la dirección de la fricción que A
le hace a B

Hay dos formas de determinar la dirección de la fuerza de fricción que
un objeto A le hace a un objeto B:

(1) Si conocemos la dirección de la fuerza de fricción que B le hace a A,
entonces según la tercera ley de Newton la fricción que A le hace a B
tiene dirección opuesta.

(2) Como dice la nota 4.21, podemos analizar el movimiento de B con
respecto a A; si B se mueve hacia adelante de A, entonces A le hace una
fricción hacia atrás, y si B se mueve hacia atrás de A, entonces A le hace
una fricción hacia adelante a B.

Esto mismo aplica para casos de fricción estática. En estos casos, lo que
nos debemos preguntar es hacia dónde tiende a moverse B con respecto
a la superficie de A.

(c) En la segunda situación Manuel hala la pecera. En este caso, Manuel le hace
una fuerza hacia atrás a la pecera. Sobre la pecera también actúan el peso y la
normal que le hace el mueble. Y otra vez tenemos una fuerza de fricción entre
la pecera y el mueble. Cuando Manuel hala la pecera, la arrastra hacia la parte
de atrás del mueble ası́ que la fricción que el mueble le hace es hacia adelante.
Teniendo en cuenta esto, el diagrama de fuerzas para la pecera es

Nota 4.19
Hay dos formas de determinar la dirección de la fuerza de fricción que un objeto A le 

hace a un objeto B:

1) Si sabemos la dirección de la fuerza de fricción que B le hace a A, entonces pode-
mos aplicar la tercera ley de Newton: Si un objeto B le hace una fuerza de fricción 

⃗F r1 a un objeto A, entonces por la tercera ley de Newton sabemos que la fuerza de 
fricción que A le hace a B es igual en magnitud y con dirección contraria a ⃗F r1. 

2) Como dice la Nota 4.17, podemos analizar el movimiento de B con respecto a A. 
No importa hacia dónde se mueve B con respecto al piso o con respecto a otra refe-
rencia, sólo nos importa hacía dónde se mueve el objeto B con respecto a la superfi-

cie de A. 

Nota: Esto mismo aplica para casos de fricción estática. En estos casos, lo que nos 
debemos preguntar no es hacia dónde se mueve B con respecto a la superficie de A, 

sino más bien hacia dónde tiende a moverse B con respecto a la superficie de A. 

c) En la segunda situación Manuel hala la pecera. En este caso, Manuel le hace una fuerza 
hacia atrás a la pecera. Sobre la pecera también actúan el peso y la normal que le hace el 
mueble. Y otra vez tenemos una fuerza de fricción entre la pecera y el mueble. ¿Hacía 
dónde apunta esta fuerza de fricción? Recordemos que lo único que nos interesa para 
determinar la dirección de la fricción es  el movimiento del objeto con respecto a la su-
perficie que le produce la fricción. En este caso nos interesa el movimiento de la pecera 
con respecto al mueble. Cuando Manuel hala la pecera, la arrastra hacia la parte de atrás 
del mueble, así que la pecera se mueve hacia la parte de atrás del mueble. Así que la fric-
ción que el mueble le hace es hacia adelante. Teniendo en cuenta esto, el diagrama de 
fuerzas para la pecera es:

Situación 2 ⃗N mp

⃗Wp

⃗F rp
⃗F m

Sobre la pecera actúan en total cuatro fuerzas. ⃗Wp que es el peso de la pecera. 
La fuerza normal ⃗N mp que el mueble le hace a la pecera (usamos “mp” para 
recordar que es la fuerza normal del mueble sobre la pecera). La fuerza de 
fricción ⃗F rp que el mueble le hace a la pecera (que es hacia adelante). Y la 
fuerza ⃗F m que le hace Manuel a la pecera.

Y

X

⃗N mp

⃗Wp

⃗F m
⃗F rp

Ahora debemos hacer el diagrama de fuerzas sobre el mueble teniendo en cuenta el diagra-
ma de la pecera y la tercera ley de Newton. Sobre el mueble tenemos el peso del mueble, la 
normal que el piso le hace al mueble, la normal que la pecera le hace al mueble, la fricción 
que la pecera le hace al mueble y la fricción que el piso le hace al mueble. Por la tercera 
ley de Newton, la fricción que la pecera le hace el mueble debe apuntar hacia atrás, pues la 
fricción que el mueble le hacía a la pecera apuntaba hacia adelante. Por otra parte, la fric-
ción que el piso le hace al mueble es estática porque en la Situación 2 el mueble no se mue-
ve. ¿Hacía dónde apunta esta fricción estática? En el eje X sólo hay dos fuerzas sobre el 
mueble, la fricción que la pecera le hace al mueble y la fricción que el piso le hace al mue-
ble. Ya dijimos que la fricción que la pecera le hace al mueble es hacia atrás, así que tiene 
que ser que la fricción que el piso le hace al mueble sea hacia adelante, pues necesitamos 
que las fuerzas se cancelen para que el mueble permanezca en reposo (sin aceleración).

 Otra forma simple de entender la dirección de la fricción del piso es esta: cuando Manuel 
hala la pecera hacia atrás, la pecera trata de mover el mueble hacia atrás (a través de la fric-
ción), pero el piso trata de oponerse a este movimiento hacia atrás, produciendo una fuerza 
hacia adelante. El diagrama de fuerzas del mueble queda así:
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Sobre la pecera actúan en total cuatro fuerzas; W⃗p que es el peso de la pecera; la
fuerza normal N⃗mp que el mueble le hace a la pecera; la fuerza de fricción F⃗rp
que el mueble le hace a la pecera (que es hacia adelante); la fuerza F⃗m que le hace
Manuel a la pecera.

Ahora debemos hacer el diagrama de fuerzas sobre el mueble. Sobre el mueble
tenemos el peso del mueble, que va hacia abajo, la normal que el piso le hace al
mueble, que apunta hacia arriba, la normal que la pecera le hace al mueble, que
apunta hacia abajo (hasta aquı́ todo es igual que antes), la fricción que la pecera
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le hace al mueble y la fricción que el piso le hace al mueble. Por la tercera ley
de Newton, la fricción que la pecera le hace el mueble debe apuntar hacia atrás,
pues ya vimos que la fricción que el mueble le hace a la pecera apunta hacia
adelante. Por otra parte, la fricción que el piso le hace al mueble es estática
porque en la situación 2 el mueble no se mueve. ¿Hacia dónde apunta esta
fricción estática?

Ya dijimos que la fricción que la pecera le hace al mueble es hacia atrás, ası́ que
la fricción que el piso le hace al mueble es hacia adelante, pues necesitamos
que las fuerzas en X se cancelen para que el mueble permanezca en reposo (sin
aceleración). Otra forma simple de entender la dirección de la fricción del piso
es esta: cuando Manuel hala la pecera hacia atrás, la pecera trata de mover el
mueble hacia atrás a través de la fricción, pero el piso trata de oponerse a este
movimiento hacia atrás y produce una fuerza hacia adelante.

El diagrama de fuerzas del mueble queda ası́:

Situación 2

Sobre el mueble actúan en total cinco fuerzas. ⃗Wm que es el peso del 
mueble. La fuerza normal ⃗N 1 que la pecera le hace al mueble (esta 
fuerza es contraria en dirección y tiene la misma magnitud que ⃗N mp). ⃗N 2 
que es la fuerza normal que el piso le hace al mueble. La fuerza de fric-
ción ⃗F rm1 que la pecera le hace al mueble (esta fuerza tiene la misma 
magnitud y dirección contraria que ⃗F rp). Y la fuerza de fricción estática 

⃗F rm2 que el piso le hace al mueble.

⃗Wm

⃗N 1

⃗F rm2

⃗F rm1

⃗N 2 Y

X

⃗N 2

⃗Wm⃗N 1

⃗F rm1

⃗F rm2

PROBLEMA 4.26
Un pequeño camión que tiene aceleración de magnitud de 5 m /s2 lleva una caja de masa de 
50 kilogramos sobre un soporte en su parte delantera, como se indica en la figura. Entre la 
caja y el soporte del camión hay un coeficiente de fricción estático de 0.4  y un coeficiente 
de fricción dinámico de 0.2. a) ¿Se desliza o no se desliza la caja? b)  Con base en a), ¿cuál 
es la aceleración de la caja? c) ¿Cuál es la magnitud y dirección de la fuerza total que la 
caja ejerce sobre el soporte del camión?

¿Qué información nos dan?

a), b) y c). La masa de la caja es de 50 kilogramos, el coeficiente de fricción estático 
es 0.4, el coeficiente de fricción estático es 0.2 y la aceleración del camión es 
5 m /s2.

¿Qué debemos hallar?

a) Debemos decir si se desliza o no se desliza la caja.

b) Debemos determinar la aceleración de la caja.

c) Debemos hallar la magnitud y dirección de la fuerza total que la caja ejerce so-
bre el soporte del camión.
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Sobre el mueble actúan en total cinco fuerzas. W⃗m que es el peso del mueble. La
fuerza normal N⃗1 que la pecera le hace al mueble (esta fuerza es contraria en
dirección y tiene la misma magnitud que N⃗mp). N⃗2 que es la fuerza normal que el
piso le hace al mueble. La fuerza de fricción F⃗rm1 que la pecera le hace al mueble
(esta fuerza tiene la misma magnitud y dirección contraria que F⃗rp). Y la fuerza
de fricción estática F⃗rm2 que el piso le hace al mueble.
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Problema 4.26.

Palabras clave: determinar si un objeto se des-
liza o no, fuerza total que un objeto ejerce so-
bre el que está debajo.

Un pequeño camión que tiene aceleración de magnitud de 5 m/s2 lleva una
caja de 50 kilogramos de masa sobre un soporte en su parte delantera, como
se ve en el dibujo. Entre la caja y el soporte del camión hay un coeficiente de
fricción estático de 0.4 y un coeficiente de fricción dinámico de 0.2.

(a) ¿Se desliza o no se desliza la caja?

(b) Con base en (a), ¿cuál es la aceleración de la caja?

(c) ¿Cuál es la magnitud y dirección de la fuerza total que la caja ejerce
sobre el soporte del camión?

Situación 2

Sobre el mueble actúan en total cinco fuerzas. ⃗Wm que es el peso del 
mueble. La fuerza normal ⃗N 1 que la pecera le hace al mueble (esta 
fuerza es contraria en dirección y tiene la misma magnitud que ⃗N mp). ⃗N 2 
que es la fuerza normal que el piso le hace al mueble. La fuerza de fric-
ción ⃗F rm1 que la pecera le hace al mueble (esta fuerza tiene la misma 
magnitud y dirección contraria que ⃗F rp). Y la fuerza de fricción estática 

⃗F rm2 que el piso le hace al mueble.

⃗Wm

⃗N 1

⃗F rm2

⃗F rm1

⃗N 2 Y

X

⃗N 2

⃗Wm⃗N 1

⃗F rm1

⃗F rm2

PROBLEMA 4.26
Un pequeño camión que tiene aceleración de magnitud de 5 m /s2 lleva una caja de masa de 
50 kilogramos sobre un soporte en su parte delantera, como se indica en la figura. Entre la 
caja y el soporte del camión hay un coeficiente de fricción estático de 0.4  y un coeficiente 
de fricción dinámico de 0.2. a) ¿Se desliza o no se desliza la caja? b)  Con base en a), ¿cuál 
es la aceleración de la caja? c) ¿Cuál es la magnitud y dirección de la fuerza total que la 
caja ejerce sobre el soporte del camión?

¿Qué información nos dan?

a), b) y c). La masa de la caja es de 50 kilogramos, el coeficiente de fricción estático 
es 0.4, el coeficiente de fricción estático es 0.2 y la aceleración del camión es 
5 m /s2.

¿Qué debemos hallar?

a) Debemos decir si se desliza o no se desliza la caja.

b) Debemos determinar la aceleración de la caja.

c) Debemos hallar la magnitud y dirección de la fuerza total que la caja ejerce so-
bre el soporte del camión.
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b) y (c) La masa de la caja es de 50 kilogramos, el coeficiente de fricción estático es 0.4, el
coeficiente de fricción dinámico es 0.2 y la magnitud de la aceleración del camión es de 5 m/s2.

¿Qué nos piden?

(a) Decir si se desliza o no se desliza la caja.

(b) Determinar la aceleración de la caja.

(c) Hallar la magnitud y dirección de la fuerza total que la caja ejerce sobre el soporte del
camión.
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(a) Para saber si la caja se desliza podemos razonar de la siguiente forma: si
no se desliza, entonces inferimos que entre el soporte y la caja hay una fuerza
de fricción estática y que esa fuerza de fricción estática tiene que ser capaz de
darle a la caja la misma aceleración que tiene el camión. Si la aceleración de
la caja es menor que la aceleración del camión la caja se desliza. Ası́ que para
saber si esta se desliza sólo debemos calcular la aceleración que la fuerza de
fricción estática le da a la caja y ver si esa aceleración es igual a la del camión.
Si vemos que esa fuerza no le da la aceleración suficiente a la caja, entonces
podemos inferir que la caja se desliza y la fuerza de fricción es dinámica.

Realicemos un diagrama de fuerzas de la caja. Sobre la caja actúa el peso de
la caja, la normal que le hace el soporte y la fricción que por ahora vamos a
suponer que es estática. Mientras el camión acelera, la caja tiende a deslizarse,
es decir, tiende a moverse hacia la parte de atrás del soporte (si nosotros
fuéramos la caja, tenderı́amos a caernos hacia atrás). Como la dirección de la
fricción estática es opuesta a la dirección en la que el objeto tiende a deslizarse,
podemos inferir que la fricción estática apunta hacia adelante. De hecho, la
única fuerza en X sobre la caja es esta fricción ası́ que la única forma de que la
caja acelere igual que el camión es si esta fricción apunta hacia adelante:

SOLUCIÓN

a) Para saber si la caja se desliza podemos razonar de la siguiente forma: si no se desliza, 
entonces inferimos que entre el soporte y la caja hay una fuerza de fricción estática 
(pues la caja permanece estática con respecto al soporte). Y si no se desliza, esa fuerza 
de fricción estática tiene que ser capaz de darle a la caja la misma aceleración que tiene 
el camión, pues si la aceleración de la caja es menor que la aceleración del camión, en-
tonces la caja se desliza (la caja se movería más lento que el camión). Así que para saber 
si se desliza sólo debemos calcular la aceleración que la fuerza de fricción estática le da 
a la caja y ver si esa aceleración es igual a la del camión. Si vemos que esa fuerza no le 
da la aceleración suficiente, entonces podemos inferir que la caja se desliza y además, 
podemos inferir que la fuerza de fricción es dinámica (pues la caja se desliza). 

Realicemos un diagrama de fuerzas de la caja. Sobre la caja actúa el peso de la caja, la nor-
mal que le hace el soporte y la fricción (que por ahora vamos a suponer que es estática, y si 
la aceleración de la caja nos da menor que la del camión, entonces sabremos que la fuerza 
de fricción era dinámica). Para determinar la dirección de la fricción estática debemos anali-
zar el movimiento de la caja con respecto al soporte. Mientras el camión acelera, la caja 
tiende a deslizarse, es decir, tiende a moverse hacia la parte de atrás del soporte (si nosotros 
fuéramos la caja, tenderíamos a caernos hacia atrás). Como la dirección de la fricción estáti-
ca es opuesta a la dirección en la que el objeto tiende a deslizarse, podemos inferir que la 
fricción estática apunta hacia adelante. De hecho, la única fuerza en X sobre la caja es está 
fricción, así que la única  forma de que la caja acelere igual que el camión es si esta fric-
ción apunta hacia adelante:

⃗N

⃗F r⃗W

Y

X

⃗N

⃗W

⃗F r

Sobre la caja actúa el peso, la normal que le hace el soporte, y la fricción que le 
hace el soporte, la cual apunta hacia adelante (por ahora suponemos que esta 
fricción es estática).

En X sólo actúa una fuerza sobre la caja, a saber, la fricción estática que le hace el soporte. 
Así que en X la ecuación de fuerza de la caja es

Fr ̂x = max ̂x   (1)

Como ya dijimos, para saber si la caja se desliza, debemos hallar la magnitud de la acelera-
ción en X de la caja y compararla con la aceleración del camión.  Si aplicamos la regla de 
oro y dividimos por la masa, la ecuación (1) queda así:

Fr

m
= ax   (2)

Queremos hallar la máxima aceleración que la fricción le hace a la caja para saber si es sufi-
ciente para que la caja acelere igual que el camión. Como es la máxima aceleración, la fric-
ción estática debe ser máxima. Y ya sabemos que cuando la fuerza de fricción estática es 
máxima, la magnitud de esta fuerza es igual a la magnitud de la normal por el coeficiente 
de fricción estático:

μeN
m

= ax   (3)

Fr

De la anterior ecuación no conocemos la magnitud de la normal. Para hallar la magnitud de 
la normal debemos usar la ecuación de fuerzas en Y. En Y hay dos fuerzas, el peso y la nor-
mal:

N ̂y − W ̂y = may ̂y   (4)

Como W = mg, y como en Y la caja no tiene aceleración, esta ecuación queda

N ̂y − mg ̂y = 0 ̂y   (5)

343

Sobre la caja actúa el peso, la normal que le hace el soporte y la fricción que le hace
el soporte, la cual apunta hacia adelante (por ahora suponemos que esta fricción
es estática).

En X sólo actúa una fuerza sobre la caja, a saber, la fricción estática que le hace
el soporte. Además, la aceleración en X es positiva, ası́ que en X la ecuación de
fuerza de la caja es

Fr x̂ =maxx̂. (1)

Si aplicamos la regla de oro y dividimos por la masa la ecuación (1) queda ası́:

Fr
m

= ax. (2)

Queremos hallar la máxima aceleración que la fricción le hace a la caja para
saber si es suficiente para que la caja acelere igual que el camión. Como es la
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máxima aceleración, la fricción estática debe ser máxima, ası́ que la magnitud
de esta fuerza es µeN :

µeN

m
= ax. (3)

De la anterior ecuación no conocemos la normal N . Para hallar N debemos
usar la ecuación de fuerzas en Y. En Y hay dos fuerzas, el peso y la normal:

Nŷ −Wŷ =may ŷ. (4)

Como W =mg, y como en Y la caja no tiene aceleración, esta ecuación queda

Nŷ −mgŷ = 0ŷ. (5)

Si aplicamos la regla de oro y despejamos la normal, obtenemos

N =mg. (6)

Finalmente, usamos este resultado en la ecuación (3):

µe

N
³¹¹·¹µ
(mg)
m

= ax. (7)

Si cancelamos las masas obtenemos finalmente una expresión para la acelera-
ción de la caja:

µeg = ax. (8)

Usemos ahora el valor de las variables:

µe

³¹¹·¹µ
(0.4)(9.81 m/s2) = 3.92 m/s2 = ax. (9)

Como la aceleración máxima que la fuerza de fricción estática le da a la caja es
menor que la del camión, que es 5 m/s2, podemos inferir que la caja se desliza.

(b) Podrı́amos creer que la aceleración de la caja es la calculada en la sección
anterior con la ecuación (9). Sin embargo, la aceleración dada por la ecuación
(9) fue calculada suponiendo que la fricción es estática y ya sabemos que la caja
se desliza, ası́ que la fricción no es estática. Pero la única diferencia que surge
en las ecuaciones de la pregunta (a) en el caso en que la fricción es dinámica es
que el coeficiente de fricción es dinámico y este coeficiente es 0.2. Note que la
dirección de la fricción dinámica es igual que la estática, pues al deslizarse la
caja se mueve hacia la parte de atrás del soporte, ası́ que el soporte le hace una
fuerza de fricción hacia adelante.
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Como el diagrama de fuerzas no cambia con respecto al numeral anterior, po-
demos volver a usar la ecuación (9), sólo que ahora debemos usar el coeficiente
de fricción dinámico:

µd

³¹¹·¹µ
(0.2)(9.81 m/s2) = 1.96 m/s2 = ax. (10)

Notemos que la aceleración de la caja es bastante menor que la aceleración del
camión.

(c) Para hallar la magnitud de la fuerza total que la caja ejerce sobre el soporte
del camión podemos usar la tercera ley de Newton. Como el soporte le hace
una fuerza normal a la caja, por la tercera ley de Newton la caja le hace una
fuerza normal al soporte de igual magnitud pero dirección contraria. Además,
como el soporte le hace una fuerza de fricción dinámica a la caja que apunta
hacia adelante, la caja le hace una fuerza de fricción dinámica al soporte que
apunta hacia atrás, y que tiene la misma magnitud:

Si aplicamos la regla de oro y despejamos la normal, obtenemos

N = mg   (6)

Finalmente, usamos este resultado en la ecuación (3):

μe(mg)
m

= ax   (7)

N

Si cancelamos las masas obtenemos finalmente una expresión para la aceleración de la ca-
ja:

μeg = ax   (8)

Usemos ahora el valor de las variables:

(0.4)(9.81 m /s2) = 3.92 m /s2 = ax   (9)
μe

Nos decían que el camión tenía aceleración de magnitud de 5 m /s2 , pero acabamos de ver 
que la aceleración máxima que la fuerza de fricción estática le da a la caja es de 3.92 m /s2. 
Así que la caja se desliza, pues la aceleración de la caja es menor que la del camión. 

b) Podríamos creer que la aceleración de la caja es la recién calculada en el numeral ante-
rior. Sin embargo, eso sería un error porque la aceleración dada por la ecuación (9) fue 
calculada suponiendo que la fricción es estática y ya sabemos que la caja se desliza así 
que la fricción no es estática. La única diferencia que surgiría en las ecuaciones en el 
caso en que la fricción es dinámica es que el coeficiente de fricción es dinámico, y este 
coeficiente es 0.2 (todo lo demás es igual, incluyendo la dirección de la fricción, pues al 
deslizarse, la caja se mueve hacia la parte de atrás del soporte así que el soporte le debe 
hacer una fuerza de fricción hacia adelante, tal como sucedía con la fricción estática). 
Así que podemos volver a usar la ecuación (9), porque el análisis es el mismo, sólo que 

ahora debemos usar el coeficiente de fricción dinámico:

(0.2)(9.81 m /s2) = 1.96 m /s2 = ax   (10)
μd

Notemos que la aceleración de la caja es bastante menor que la aceleración del camión.

c) Para hallar la magnitud de la fuerza total que la caja ejerce sobre el camión podemos 
usar la tercera ley de Newton. Como el soporte le hace una fuerza normal a la caja, por la 
tercera ley de Newton la caja le hace una fuerza normal al soporte, y esta fuerza es igual en 
magnitud pero en dirección contraria a la normal sobre la caja. Además, como el soporte le 
hace una fuerza de fricción dinámica a la caja, la caja le hace una fuerza de fricción dinámi-
ca al soporte, con la misma magnitud pero con dirección contraria (como la fricción sobre 
la caja apuntaba en la dirección positiva de X, entonces la dirección de la fricción sobre el 
soporte debe apuntar en la dirección negativa de X). Así que la caja le hace dos fuerzas al 
soporte, una normal que apunta hacia abajo y una fricción dinámica que apunta hacia atrás:

⃗F rs

⃗N s

-

-
-

zas sobre la caja).

La magnitud de la normal que la caja le hace al soporte está dada por la ecuación  (6), pues 
como ya dijimos, es la misma magnitud que la normal que el soporte le hace a la caja. Si 
usamos que la masa de la caja es de 50 kilogramos, esta magnitud de la normal nos da

N = (50 kg)(9.81 m /s2) = 490.5 N   (11)
m
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La caja ejerce dos fuerzas sobre el soporte; una fuerza de fricción que apunta hacia
atrás y una fuerza normal que apunta hacia abajo. Notemos que les hemos puesto
un subı́ndice “s” a las fuerzas para distinguirlas de las fuerzas sobre la caja. Tenga
en cuenta que este no es un diagrama de fuerzas completo del soporte.

La magnitud de la normal que la caja le hace al soporte es la misma que el
soporte le hace a la caja, la cual está dada por la ecuación (6). Si usamos el
hecho de que la masa de la caja es de 50 kilogramos, esta magnitud de la
normal nos da

N = (50 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

(9.81 m/s2) = 490.5 N. (11)

La fricción que la caja le hace al soporte es de la misma magnitud que la
fricción que el soporte le hace a la caja y se calcula usando:

Fr = µdN = (0.2)(490.5 N) = 98.1 N. (12)
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Notemos que la fuerza normal es en Y y la de fricción es en X, ası́ que la fuerza
total que la caja ejerce sobre el soporte se puede calcular usando el teorema de
Pitágoras:

Y la fricción que la caja le hace al soporte es de la misma magnitud que la fricción que el 
soporte le hace a la caja, y se calcula usando:

Fr = μd N = (0.2)(490.5 N) = 98.1 N   (12)
Nμd

Notemos que la fuerza normal es en Y y la de fricción es en X, así que la fuerza total que la 
caja ejerce sobre el soporte se puede calcular usando Pitágoras, pues conocemos la compo

⃗F rs

⃗N s

X

Y

Primero, pusimos las dos fuerzas que hace la caja sobre el soporte en el 
origen del sistema de coordenadas. Después, trazamos el vector de la 
fuerza total (en rojo), donde se puede ver claramente que las fuerza de fric-
ción es la componente X y la fuerza normal es la componente Y de esta 
fuerza total. Además, el ángulo α nos servirá para indicar la dirección de la 
fuerza. Finalmente, indicamos la magnitud de cada una de estas fuerzas.

⃗F rs X

Y

⃗
F T

⃗N s

α
X

Y

98.1 N
α

490.5 N

nente X 
(que es la fricción) y la componente Y (que es la normal):

Como se puede apreciar de la figura anterior, la magnitud de la fuerza total que la caja hace 
sobre el soporte es

∥ ⃗F T∥ = (98.1 N)2 + (490.5 N)2 = 500.21 N   (13)
Fr N

Finalmente, la dirección de esta fuerza se puede dar en términos del ángulo α. Notemos 
que el cateto opuesto es de 98.1 N y el cateto adyacente es de 490.5 N así que la tangente 
de alfa nos da:

tan α =
490.5 N
98.1 N

= 5   (14)

Fr

N

Así que α es igual a

α = arctan 5 = 78.69∘   (15)

Es decir, la dirección de la fuerza total que la caja ejerce sobre el soporte tiene dirección de 
11.3 grados en el sentido contrario de las manecillas del reloj, con respecto a la parte negati-
va del eje X, como se aprecia en la figura. Y la magnitud de esta fuerza es de 500.21 New-
tons.
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Primero pusimos las dos fuerzas que hace la caja sobre el soporte en el origen del
sistema de coordenadas. Después trazamos el vector de la fuerza total (en rojo),
donde se puede ver claramente que la fuerza de fricción es la componente X y la
fuerza normal es la componente Y de esta fuerza total. Además, el ángulo α nos
servirá para indicar la dirección de la fuerza. Finalmente, indicamos la magnitud
de cada una de estas fuerzas.

Como se puede apreciar de la figura anterior, la magnitud de la fuerza total
que la caja hace sobre el soporte es

∥F⃗T ∥ =
√
(98.1 N
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

Frs

)2 +(490.5 N
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

N

)2 = 500.21 N. (13)

Finalmente, la dirección de esta fuerza se puede dar en términos del ángulo α.
Notemos que el cateto opuesto es de 490.5 N y el cateto adyacente es de 98.1 N
ası́ que la tangente de α nos da

tanα =

N
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
490.5 N
98.1 N
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

Fr

= 5. (14)

Ası́ que α es igual a
α = arctan5 = 78.69○. (15)

Es decir, la fuerza total que la caja ejerce sobre el soporte tiene dirección de
78.69 grados en el sentido contrario de las manecillas del reloj con respecto a
la parte negativa del eje X. La magnitud de esta fuerza es de 500.21 newtons.
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Problema de repaso 4.27.

Palabras clave: cuerda ideal, máquina de At-
wood, dirección de la fuerza de fricción entre
varios objetos, aceleración relativa.

Responda falso o verdadero y justifique respuesta:

(1) Si dos objetos están sujetos de los extremos de la misma cuerda ideal
(que está templada), entonces podemos estar seguros de que sus acele-
raciones son la misma.

(2) Si en un caso de poleas un objeto sube y el otro baja, entonces debemos
indicar en la ecuación de fuerzas que la aceleración de un objeto tiene
el signo opuesto de la aceleración del otro objeto.

(3) Si A está encima de B y B está encima de C, la dirección de la fuerza de
fricción que B le hace a A depende del movimiento de A con respecto a
C.

(4) Si A está encima de B y se queda en el mismo punto de B mientras B
acelera, entonces A tiene la misma aceleración que B.

(5) Incluso si conocemos la fuerza de fricción que A le hace a B, no podemos
con esa información determinar la fuerza de fricción que B le hace a A.

Solución
(1) Falso. Podemos estar seguros de que la magnitud de la aceleración de dos
objetos sujetos de la misma cuerda es la misma, pero no podemos estar seguros
de que la dirección sea la misma.

(2) Verdadero. Si un objeto sube y el otro baja debemos indicarlo con el signo de
la aceleración de los objetos (somos libres de escoger el sistema de coordenadas
que deseemos, pero una aceleración tiene que tener el signo positivo y el otro
negativo, como dice la nota 4.20).

(3) Falso. La dirección de la fricción que B le hace a A depende del movimiento
de A con respecto a B, pero no depende del movimiento de A con respecto a C
(ver notas 4.21 y 4.23).

(4) Verdadero. Si A está encima de B y se queda en el mismo punto, entonces
podemos inferir que A tiene exactamente la misma aceleración que B, de lo
contrario A se deslizarı́a (nota 4.22).

(5) Falso. Si conocemos la fuerza de fricción que A le hace a B, con la tercera
ley de Newton podemos determinar la fuerza que B le hace a A (nota 4.23).
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Problema 4.28.

Palabras clave: comportamiento de la tensión
de cuatro objetos unidos por cuerdas ideales.

Un tren de juguete tiene tres vagones, como se puede ver en el dibujo. Los
vagones están unidos con cuerdas ideales. La masa de la locomotora es ml , la
masa del vagón rojo es mr , la masa del vagón amarillo es ma y la masa del
vagón verde es mv . Además, el tren tiene una aceleración de magnitud a.

(a) Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique la
respuesta: (1) La fuerza de tensión que la cuerda roja le hace a la locomotora
es igual a la fuerza de tensión que la cuerda roja le hace al vagón rojo. (2) La
magnitud de la tensión que la cuerda naranja le hace al vagón amarillo es la
misma que la magnitud de la tensión que la cuerda naranja le hace al vagón
rojo. (3) Como todas son cuerdas ideales, podemos inferir que la magnitud de
la tensión que la cuerda verde ejerce sobre el vagón amarillo y sobre el vagón
verde es la misma que la magnitud de la tensión que la cuerda naranja ejerce
sobre el vagón amarillo y el rojo. (4) Si la aceleración del vagón verde fuera
cero, la magnitud de la tensión producida por todas las cuerdas serı́a cero.

(b) Escriba una expresión para la magnitud de la tensión que cada cuerda hace
en términos de la masa de los vagones y la aceleración del tren.

(c) Escriba una expresión para la magnitud de la fuerza que hace el motor de
la locomotora en términos de la masa de los vagones y la aceleración del tren.

(d) Con base en (b) y si el tren tuviera 10 vagones, todos con masa conocida
(que puede llamar como quiera), dé una expresión para la magnitud de la
tensión que la primera cuerda producirı́a en términos de todas las masas y
de la aceleración del tren. También dé una expresión para la magnitud de
la tensión que la quinta cuerda (contada desde la locomotora hacia atrás)
producirı́a. Para resolver este problema apóyese en lo realizado en (b).

PROBLEMA 4.27
Responda falso o verdadero y justifique respuesta:

1) Si dos objetos están sujetos de los extremos de la misma cuerda ideal, entonces podemos 
estar seguros de que sus aceleraciones son la misma

2) Si en un caso de poleas un objeto sube y el otro baja, entonces debemos indicar en la 
ecuación de fuerzas que la aceleración de un objeto tiene el signo opuesto de la acelera-
ción del otro objeto.

3) Si A está encima de B y B está encima de C, la dirección de la fuerza de fricción que B 
le hace a A depende del movimiento de A con respecto a C.

4) Si A está encima de B y se queda en el mismo punto de B mientras B acelera, entonces A 
tiene la misma aceleración que B. 

5) Incluso si conocemos la fuerza de fricción que A le hace a B, no podemos con esa infor-
mación determinar con precisión la fuerza de fricción que B le hace a A.

SOLUCIÓN:
1) Falso. Podemos estar seguros de que la magnitud de la aceleración de dos objetos suje-

tos de la misma cuerda es la misma, pero no podemos estar seguros de que la acelera-
ción es la misma.

2) Verdadero. Si un objeto sube y el otro baja, debemos indicar eso con el signo de la acele-
ración de los objetos (somos libres de escoger el sistema de coordenadas que deseemos, 
pero eso no quiere decir que no debamos indicar cuál aceleración tiene el signo positivo 
y cuál negativo, ambas no pueden tener el mismo signo si un objeto sube y el otro baja). 
Ver el Problema 4.17.

3) Falso. La dirección de la fricción que B le hace a A depende del movimiento de A con 
respecto a B, pero no depende del movimiento de A con respecto a C (ver Nota 4.19).

4) Verdadero. Si A está encima de B y se queda en el mismo punto, entonces podemos infe-
rir que A tiene exactamente la misma aceleración que B, pues de lo contrario, A se desli-
zaría (ver Nota 4.18).

5) Falso. Si conocemos la fuerza de fricción que A le hace a B, por la tercera ley de New-
ton podemos determinar la fuerza que B le hace a A (no necesitamos más información).

PROBLEMA 4.28

Un tren de juguete tiene tres vagones, como se puede ver en la figura. Los vagones están 
unidos con cuerdas ideales. La masa de la locomotora es ml , la masa del vagón rojo es mr , 
la masa del vagón amarillo es ma y la masa del vagón verde es mv. Además, el tren tiene 
una aceleración de magnitud a. a) Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdade-
ras y justifique la respuesta: (1) La fuerza de tensión que la cuerda roja le hace a la locomo-
tora es igual a la fuerza de tensión que la cuerda roja le hace al vagón rojo. (2) La magnitud 
que la tensión de la cuerda naranja le hace al vagón amarillo es la misma que la magnitud 
que la tensión de la cuerda naranja le hace al vagón rojo.  (3) Como todas son cuerdas idea-
les, podemos inferir que la magnitud de la tensión que todas las cuerdas hacen son iguales; 
la magnitud de la tensión que la cuerda verde ejerce sobre el vagón amarillo y sobre el va-
gón verde es la misma que la magnitud de la tensión que la cuerda naranja ejerce sobre el 
vagón amarillo y rojo, y es la misma que la magnitud de la tensión que la cuerda roja ejerce 
sobre el vagón rojo y la locomotora. (4) Si la aceleración del tren fuera cero, la magnitud 
de la tensión producida por todas las cuerdas sería cero. b) Escriba una expresión para la 
magnitud de la tensión que cada cuerda hace, en términos de la masa de los vagones y la 
aceleración del tren. c) Escriba una expresión para la magnitud de la fuerza que hace el mo-
tor de la locomotora, en términos de la masa de los vagones y la aceleración del tren. d) 
Con base en b) y si el tren tuviera 10 vagones todos con masa conocida, dé una expresión 
para la magnitud de la tensión que la primera cuerda produciría en términos de todas las 
masas y de la aceleración del tren. También dé una expresión para la magnitud de la ten-
sión que la quinta cuerda (contada desde la locomotora hacia atrás) produciría. Para respon-
der este numeral apóyese en lo realizado en los numerales anteriores.
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b) y (c) Un tren con aceleración de magnitud a tiene tres vagones. La masa de la locomotora
es ml , la masa del vagón rojo es mr , la masa del vagón amarillo es ma y la masa del vagón verde
es mv . Todas las cuerdas son ideales.

(d) Suponemos que el tren tiene 10 vagones con masas conocidas.
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¿Qué nos piden?

(a) Decir si las afirmaciones (1) a (4) son verdaderas o falsas, y justificar la respuesta.

(b) Hallar una expresión para la magnitud de la tensión que cada cuerda hace en términos
de la masa de los vagones y la aceleración del tren.

(c) Hallar una expresión para la magnitud de la fuerza que hace el motor de la locomotora
en términos de la masa de los vagones y la aceleración del tren.

(d) Debemos encontrar una expresión para la magnitud de la tensión que la primera cuerda
producirı́a si el tren tuviera 10 vagones, y esta expresión debe estar en términos de la
aceleración y las masas de los vagones. Debemos hacer lo mismo para la magnitud de
la tensión de la quinta cuerda. Para hacer esto debemos apoyarnos en lo hecho en los
numerales anteriores.

(a) Antes de determinar si las afirmaciones son verdaderas o falsas es útil
comenzar por hacer el diagrama de fuerzas. Vamos a hacer un diagrama para
los diferentes vagones ya que en algunos numerales debemos determinar las
diferentes tensiones.

¿Qué información nos dan?

a) , b) y c): un tren con aceleración de magnitud a tiene tres vagones. La masa de la 
locomotora es ml , la masa del vagón rojo es mr , la masa del vagón amarillo es ma 
y la masa del vagón verde es mv . Todas las cuerdas son ideales.

d) Suponemos que el tren tiene 10 vagones con masas conocidas y tiene la misma 
aceleración que en a).

¿Qué debemos hallar?

a) Decir si las afirmaciones (1) a (4) son verdaderas o falsas, y justificar la respues-
ta.

b) Hallar una expresión para la magnitud de la tensión que cada cuerda hace en tér-
minos de la masa de los vagones y la aceleración del tren.

c) Hallar una expresión para la magnitud de la fuerza que hace el motor de la loco-
motora en términos de la masa de los vagones y la aceleración del tren.

d) Debemos encontrar una expresión para la magnitud de la tensión que la primera 
cuerda produciría si el tren tuviera 10 vagones. Y hacer lo mismo para la magni-
tud de la tensión de la quinta cuerda. Para hacer esto debemos apoyarnos en lo 
hecho en los numerales anteriores.

SOLUCIÓN

a). Antes de determinar si las afirmaciones son verdaderas o falsas puede ser útil comenzar 
por hacer el diagrama de fuerzas y por escoger un sistema de coordenadas. Vamos a hacer 
un diagrama para los diferentes vagones ya que en algunos numerales debemos determinar 
las diferentes tensiones.

⃗N v
⃗N a

⃗N r
⃗N l

⃗F m

⃗Wl
⃗Wr

⃗Wa
⃗Wv

⃗T l
⃗T 1

⃗T 2
⃗T 3

⃗T 4
⃗T 5

⃗Wv

⃗T 5

⃗N v

X

Y

⃗Wa

⃗T 3
⃗T 4

⃗N a

Y

X
⃗Wr

⃗T 1
⃗T 2

⃗N r

Y

X
⃗Wl

⃗F m
⃗T l

⃗N l

Y

X

Vagón verde Vagón amarillo Vagón rojo Locomotora

Debemos realizar un diagrama de fuerzas sobre cada vagón y sobre la locomo-
tora. Sobre la locomotora actúa la fuerza del motor ⃗F m , la fuerza normal, el 
peso y una fuerza de tensión. Sobre el vagón rojo y el vagón amarillo actúan 
cuatro fuerzas; dos fuerzas de tensión, el peso de cada vagón y la normal de 
cada vagón. Finalmente, sobre el vagón verde actúa el peso, la normal y una 
fuerza de tensión. Notemos que con el sistema de coordenadas usado no es 
necesario descomponer ninguna fuerza (todas están sobre el eje X o el eje Y).

Ahora que tenemos el diagrama de fuerzas, vamos a decir si las afirmaciones son verdade-
ras o falsas:

(1) La fuerza de tensión que la cuerda roja le hace a la locomotora es igual a la fuerza de 
tensión que la cuerda roja le hace al vagón rojo.”

Esta afirmación es falsa. La fuerza de tensión que la cuerda roja le hace a la locomotora no 
es igual a la fuerza de tensión que la cuerda roja le hace al vagón rojo. En otras palabras, 

⃗T l no es igual a  ⃗T 1 (por eso las hemos llamado diferente). Lo que sí es cierto es que la 
magnitud de la tensión es la misma para la locomotora y para el vagón rojo, pues es una 
cuerda ideal. Es decir, es cierto que ∥ ⃗T l∥ es igual a ∥ ⃗T 1∥. Pero una fuerza de tensión, co-
mo cualquier fuerza, tiene dirección además de magnitud y la dirección de la fuerza que la 
cuerda roja le hace a la locomotora es diferente a la dirección de la tensión que la cuerda 
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Hacemos un diagrama de fuerzas sobre cada vagón y sobre la locomotora. Sobre la
locomotora actúa la fuerza del motor F⃗m, la fuerza normal, el peso y una fuerza de
tensión. Sobre el vagón rojo y el vagón amarillo actúan cuatro fuerzas; dos fuerzas
de tensión, el peso de cada vagón y la normal de cada vagón. Finalmente, sobre el
vagón verde actúa el peso, la normal y una fuerza de tensión. Notemos que con el
sistema de coordenadas usado no es necesario descomponer ninguna fuerza.

Ahora que tenemos el diagrama de fuerzas, vamos a decir si las afirmaciones
son verdaderas o falsas:

(1) La fuerza de tensión que la cuerda roja le hace a la locomotora es igual a la
fuerza de tensión que la cuerda roja le hace al vagón rojo.

Esta afirmación es falsa. T⃗l no es igual a T⃗1 porque tienen direcciones opuestas.
Lo que sı́ es cierto es que ∥T⃗l∥ es igual a ∥T⃗1∥.
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(2) La magnitud que la tensión de la cuerda naranja le hace al vagón amarillo
es la misma que la magnitud que la tensión de la cuerda naranja le hace al
vagón rojo.

Esto es verdad porque la cuerda naranja es ideal, ası́ que la magnitud de la
tensión que hace en sus dos extremos es la misma. Es decir, según nuestro
diagrama, ∥T⃗3∥ y ∥T⃗2∥ son iguales.

(3) Como todas son cuerdas ideales, podemos inferir que la magnitud de la
tensión que la cuerda verde ejerce sobre el vagón amarillo y sobre el vagón
verde es la misma que la magnitud de la tensión que la cuerda naranja ejerce
sobre el vagón amarillo y el rojo.

Esta afirmación es falsa. Que todas sean cuerdas ideales no quiere decir que la
magnitud de la tensión que una cuerda hace sea la misma que la magnitud de
la tensión que otra cuerda diferente hace. Que sean cuerdas ideales sólo implica
que la magnitud de la tensión que cada extremo de cada cuerda hace es la
misma, pero no podemos comparar diferentes cuerdas.

(4) Si la aceleración del vagón verde fuera cero, la magnitud de la tensión
producida por todas las cuerdas serı́a cero.

Esta afirmación es verdadera. Sobre el vagón verde sólo hay una fuerza en X
que mueve al vagón, a saber, la fuerza de tensión T⃗5. Por lo tanto, la única forma
de que este vagón no tenga aceleración en X es si ∥T⃗5∥ es cero. Pero si ∥T⃗5∥ es
cero, entonces ∥T⃗4∥ tiene que ser cero, porque ambas tensiones son producidas
por la misma cuerda (la cuerda verde). Ahora, el vagón amarillo está unido al
verde por una cuerda ideal, ası́ que la magnitud de sus aceleraciones tiene que
ser la misma (nota 4.15). Como el vagón verde no tiene aceleración, el amarillo
tampoco. Sobre el vagón amarillo actúan dos fuerzas en X, T⃗4 y T⃗3. Como ∥T⃗4∥
es cero, ∥T⃗3∥ tiene que ser cero para que este vagón no tenga aceleración en X.
Como la cuerda naranja es ideal, entonces podemos inferir que ∥T⃗2∥ también
es cero. Finalmente, aplicamos el mismo análisis para el vagón rojo. Este no
puede acelerar porque está unido al amarillo, ası́ que T⃗2 + T⃗1 tiene que ser
cero para este vagón. Como ∥T⃗2∥ es cero, inferimos que ∥T⃗1∥ es cero, y como la
cuerda roja es ideal, entonces inferimos que ∥T⃗l∥ también es cero.

(b) Ahora debemos hallar una expresión para la magnitud de la tensión de
todas las cuerdas. Para hacer esto debemos plantear la segunda ley de Newton
para cada uno de los vagones y también para la locomotora. Comencemos por
la locomotora.

Sobre la locomotora actúan dos fuerzas en X: la fuerza del motor, que apunta en
la dirección positiva de X, y la fuerza de tensión T⃗l , que apunta en la dirección
negativa de X. Además, la aceleración de la locomotora es positiva en X. Por lo
tanto, la segunda ley de Newton en X para la locomotora queda

Fmx̂−Tl x̂ =mlax̂, (1)
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donde a es la magnitud de la aceleración de la locomotora. Con esta ecuación
no podemos despejar Tl porque no conocemos la fuerza del motor. Ası́ que
necesitamos otras ecuaciones.

Analicemos el vagón rojo. Sobre este vagón actúan dos fuerzas de tensión: T⃗1,
que apunta en la dirección positiva de X, y T⃗2, que apunta en la dirección
negativa. Además, el vagón se mueve en la dirección positiva de X, ası́ que la
segunda ley de Newton para este vagón queda

T1x̂−T2x̂ =mrar x̂, (2)

donde hemos llamado “ar” a la magnitud de la aceleración del vagón rojo.
Ahora tengamos en cuenta que, como todos los vagones están unidos por
cuerdas ideales, la magnitud de la aceleración de cada vagón y de la locomotora
son la misma, ası́ que de ahora en adelante vamos a llamar a a todas las
aceleraciones. Además, como la cuerda roja es ideal, Tl tiene que ser igual a T1
ası́ que podemos escribir la ecuación (2) ası́:

Tl
´¸¶
T1

x̂−T2x̂ =mr a
´¸¶
ar

x̂. (3)

De aquı́ no podemos despejar Tl porque no conocemos T2 y tampoco podemos
usar la ecuación (1) porque no conocemos Fm. Ası́ que debemos seguir buscando
ecuaciones.

Analicemos ahora el vagón amarillo. El análisis es muy similar al del vagón
rojo; hay dos fuerzas de tensión actuando sobre el vagón amarillo, T⃗3 y T⃗4. T⃗3
es positiva y T⃗4 es negativa, ası́ que en X la segunda ley de Newton para el
vagón amarillo queda ası́:

T3x̂−T4x̂ =maax̂. (4)

Notemos que como la cuerda naranja es ideal, T3 tiene que ser igual a T2, ası́
que podemos escribir la ecuación (4) ası́:

T2
´¸¶
T3

x̂−T4x̂ =maax̂. (5)

No podemos despejar T2 aquı́ porque no conocemos T4 (notemos que cada que
escribimos la ecuación de un nuevo vagón, aparece una nueva incógnita).

Sólo nos falta analizar el vagón verde. Sobre el vagón verde sólo actúa una
fuerza en X, a saber, T⃗5. Esta fuerza tiene dirección positiva de X ası́ que, según
la segunda ley de Newton, para este vagón tenemos

T5x̂ =mvax̂. (6)
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Pero como la cuerda es ideal, podemos usar el hecho de que T5 es igual a T4:

T4
´¸¶
T5

x̂ =mvax̂. (7)

Esta ecuación nos permite despejar T4, la magnitud de la tensión en la cuerda
verde, porque conocemos la masa del vagón y su aceleración. Si aplicamos la
regla de oro, obtenemos

T4 =mva. (8)

Ahora sı́, con esta ecuación podemos usar las otras ecuaciones que tenı́amos.
Por ejemplo, si usamos la ecuación (8) en la ecuación (5), obtenemos

T2x̂−(mva)
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

T4

x̂ =maax̂. (9)

Si aplicamos la regla de oro y pasamos el término con mv al otro lado, obtene-
mos

T2 = (mva)+maa. (10)

Si sacamos factor común de a esto nos da la magnitud de la tensión de la cuerda
naranja:

T2 = a(mv +ma). (11)

Finalmente, si usamos este resultado en la ecuación (3) podemos obtener una
expresión para Tl , la magnitud de la tensión en la cuerda roja:

Tl x̂−(a(mv +ma))
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

T2

x̂ =mrax̂. (12)

Si aplicamos la regla de oro y pasamos el término con la masa del vagón verde
y el vagón amarillo al otro lado, obtenemos

Tl = a(mv +ma)+mra. (13)

Si sacamos factor común de a, esto queda

Tl = a(mv +ma +mr). (14)

Notemos que la tensión de esta cuerda depende de la masa de los tres vagones,
lo cual es intuitivo porque esta cuerda tiene que halar el vagón rojo que está
unido al amarillo y al verde. En cambio, la tensión de la cuerda sobre el
vagón verde, dada por la ecuación (8), sólo tiene que halar al vagón verde y
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sólo depende de la masa de ese vagón. Esto corrobora nuestra respuesta a la
afirmación (3): la tensión que las diferentes cuerdas ideales producen no es
la misma.

(c) Ahora debemos hallar una expresión para la magnitud de la fuerza produci-
da por el motor. Esto es fácil si usamos el resultado de la ecuación (14) en la
ecuación (1):

Fmx̂−(a(mv +ma +mr))x̂ =mlax̂. (15)

Si aplicamos la regla de oro y pasamos el término con a del lado izquierdo al
derecho, esto queda:

Fm = a(mv +ma +mr)+mla. (16)

Finalmente, si factorizamos a obtenemos

Fm = a(mv +ma +mr +ml). (17)

Notemos que se puede llegar al resultado intuitivamente, pues nos dice que la
fuerza que hace el motor es igual a la magnitud de la aceleración multiplicada
por la masa total del tren. Cuantos más vagones tenga, mayor fuerza tendrá
que tener la locomotora para acelerar.

(d) Suponemos ahora que el tren tiene 10 vagones y debemos hallar la magnitud
de la tensión de la primera cuerda y de la quinta cuerda. Para hacer esto
nos basamos en lo que hicimos en (b). Notemos en la ecuación (14) que la
magnitud de la tensión de la primera cuerda es simplemente la magnitud de la
aceleración multiplicada por la suma de las masas de los tres vagones. Ası́ que
si el tren tuviera 10 vagones, podemos inferir que la magnitud de la tensión
de la primera cuerda serı́a la magnitud de la aceleración multiplicada por la
suma de la masa de los diez vagones:

T1 = a(m1 +m2 +m3 +m4 +m5 +m6 +m7 +m8 +m9 +m10). (18)

Esto mismo se puede escribir de forma mucho más compacta ası́:

T1 = a
⎛
⎝
i=10
∑
i=1

mi
⎞
⎠
, (19)

donde i = 1 e i = 10 indican que sumamos las masas desde la primera masa
hasta la masa número 10.

Para determinar la magnitud de la tensión que la cuerda número 5 harı́a
podemos volver a apoyarnos en lo hecho en (b). Notemos el siguiente patrón:
la cuerda roja tiene tres vagones atrás y la magnitud de la tensión producida
es igual a a por la suma de las masas de los tres vagones —ecuación (14)—; la
cuerda naranja tiene dos vagones atrás y la magnitud de la tensión que produce
es a por la suma de las masas de esos dos vagones —ecuación (11)—; la cuerda
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verde tiene un vagón atrás y la magnitud de la tensión que produce es a por la
masa del vagón.

Sigamos dicho patrón. Si el tren tuviera diez vagones la primera cuerda tendrı́a
una tensión que dependerı́a de la suma de las masas de los 10 vagones, como
mostramos con la ecuación (19). La segunda cuerda tendrı́a 9 vagones atrás, la
tercera cuerda tendrı́a 8 vagones atrás, la cuarta cuerda tendrı́a 7 vagones atrás
y la quinta cuerda tendrı́a 6 vagones atrás. Ası́ que la magnitud de la tensión
que la quinta cuerda harı́a serı́a la suma de las masas de esos 6 vagones:

T5 = a(m5 +m6 +m7 +m8 +m9 +m10). (20)

Usando la notación explicada antes, esto se podrı́a escribir ası́:

T5 = a
⎛
⎝
i=10
∑
i=5

mi
⎞
⎠
. (21)
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Problema 4.29.

Palabras clave: máxima aceleración de un ob-
jeto para que otro objeto que está encima no
se resbale, velocidad después de un tiempo.

John tiene una masa de 70 kilogramos y está cantando en la cubierta de un
submarino amarillo de 30 000 kilogramos de masa, como se ilustra en el dibujo.
Suponga que el agua produce una fuerza de fricción dinámica de 2000 N de
magnitud sobre el submarino (esta fuerza es completamente horizontal y se
opone al movimiento del submarino). El agua también produce una fuerza de
empuje que es completamente vertical. Además, suponga que entre los pies de
John y la cubierta del submarino hay un coeficiente de fricción estático de 0.5.

(a) Calcule la máxima fuerza con la que los motores pueden impulsar al
submarino para que John no se resbale sobre la cubierta.

(b) Si la rapidez del submarino es de 5 metros por segundo en cierto ins-
tante, ¿cuánto será la rapidez después de seis segundos si el submarino
mantiene la aceleración máxima que permite que John no se resbale?

por la suma de todas las masas de los vagones. La magnitud de la tensión de la segunda 
cuerda (cuerda naranja) era a por la suma de las masas del vagón amarillo y verde (ecua-
ción (11)). La magnitud de la tensión de la última cuerda era sólo a por la masa del último 
vagón. Notemos el patrón: la magnitud de la tensión que cierta cuerda produce depende de 
la suma de las masas de los vagones que están atrás de esa cuerda. La cuerda roja tenía tres 
vagones atrás y la magnitud de esa tensión era a por la suma de las masas de estos tres va-
gones. La cuerda naranja tenía dos vagones atrás y la magnitud de la tensión que produce 
dependía de la suma de las masas de esos dos vagones y así sucesivamente. 

Siguiendo el anterior patrón, si el tren tuviera diez vagones la primera cuerda tendría una 
tensión que dependería de la suma de las masas de los 10 vagones, como mostramos con la 
ecuación (19). La segunda cuerda tendría 9 vagones atrás, así que la magnitud de la tensión 
dependería de la suma de las masas de esos 9 vagones. La cuerda tres tendría 8 vagones 
atrás, la cuerda cuatro tendría 7 vagones atrás y la cuerda cinco  tendría 6 vagones atrás. 
Así que la magnitud de la tensión que la cuerda cinco haría  sería la suma de las masas de 
esos 6 vagones que estarían atrás:

T5 = a(m5 + m6 + m7 + m8 + m9 + m10)   (20)

Usando la notación explicada antes, esto se podría escribir así:

T5 = a(
i=10

∑
i=5

mi)   (21)

PROBLEMA 4.29
John con masa de 70 kilogramos está cantando en la cubierta de un submarino amarillo de 
masa de 30000 kilogramos, como se ilustra en la figura. Suponga que el agua produce una 
fuerza de fricción dinámica de magnitud de 2000 N sobre el submarino (esta fuerza es com-
pletamente horizontal y se opone al movimiento del submarino). Además,  suponga que 
entre los pies de John y la cubierta del submarino hay un coeficiente de fricción estático de 
0.2. a) Calcule la máxima fuerza con la que los motores pueden impulsar al submarino de 
forma que John no se resbale sobre la cubierta. b) Si la rapidez del submarino es de 5 me-
tros por segundo en cierto instante de tiempo, ¿cuánto será la rapidez al cabo de seis segun-
dos si el submarino mantiene la aceleración máxima que permite que John no se resbale?
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a) La masa de John es de 70 kilogramos, la del submarino es de 30 000 kilogramos. Además, el
agua produce una fuerza de fricción dinámica de magnitud de 2000 N. El coeficiente de fricción
estático entre la cubierta del submarino y los pies de John es de 0.5.

(b) En cierto instante el submarino tiene una rapidez de 5 metros por segundo.
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¿Qué nos piden?

(a) Debemos calcular la máxima fuerza con la que los motores pueden impulsar al subma-
rino sin que John se resbale sobre la cubierta.

(b) Debemos hallar la rapidez del submarino al cabo de seis segundos a partir del instante
en que tenı́a rapidez de 5 metros por segundo.

(a) Comencemos, como siempre, por realizar el diagrama de fuerzas. Debemos
hacer un diagrama de fuerzas para John y uno para el submarino, pues debemos
analizar a John y al submarino. La fuerza de fricción estática que el submarino
ejerce sobre John apunta en la dirección en que se mueve el submarino, pues
cuando el submarino avanza, John tiende a deslizarse hacia la parte de atrás
del mismo. Por lo tanto, la fricción debe ir hacia delante. Según la tercera ley
de Newton, los pies de John le hacen una fuerza de fricción al submarino de
dirección opuesta. Además, como el submarino ejerce una fuerza normal sobre
John, según la tercera ley de Newton John debe ejercer una fuerza normal
sobre el submarino con dirección contraria y con la misma magnitud. Sobre el
submarino también tenemos una fuerza de los motores, una fuerza de fricción
del agua, una fuerza de empuje que es la fuerza que el mar le hace al submarino
(que serı́a similar a una fuerza normal que el mar le hace al submarino) y el
peso. Teniendo en cuenta esto, el diagrama de fuerzas para John y para el
submarino queda ası́:

⃗F ra⃗F m

⃗W ⃗F r
⃗F rj

⃗N

⃗N s

⃗Ws

⃗F e

X

Y

X

⃗F rj

⃗F ra

⃗F m

⃗N s ⃗Ws

⃗F e⃗F r

⃗N

⃗W
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Notemos que en negro se han pintado las fuerzas sobre el submarino y en rojo las
fuerzas sobre John. F⃗m es la fuerza que los motores le transmiten al submarino y
F⃗ra es la fuerza de fricción debido al agua que siente el submarino. Además, F⃗e es
la fuerza de empuje que el mar le hace al submarino. F⃗r es la fuerza de fricción que
el submarino le hace a John y apunta hacia adelante. F⃗rj es la fuerza de fricción
que el submarino siente debido a los pies de John (es opuesta en dirección y de
la misma magnitud que F⃗r ). N⃗ es la normal que el submarino ejerce sobre John
mientras que N⃗s es la normal que John ejerce sobre el submarino (ambas normales
tienen la misma magnitud pero dirección opuesta). Finalmente, W⃗ es el peso de
John y W⃗s es el peso del submarino.

Nos piden hallar la máxima fuerza con la que los motores pueden impulsar
al submarino para que John no se resbale sobre la cubierta. Para empezar,
tratemos de entender la pregunta. Si los motores ejercen una fuerza muy
grande, entonces el submarino va a acelerar mucho. Y si el submarino acelera
mucho es más fácil que John se resbale. La pregunta por la máxima fuerza que
pueden hacer los motores es entonces una pregunta por la máxima aceleración
que puede tener el submarino sin que John se resbale.

Recordemos de la nota 4.22 que si un objeto A se queda en la misma posición
de un objeto B, entonces A y B deben tener la misma aceleración. En este caso,
para que John no se resbale sobre el submarino la aceleración de John y del
submarino deben ser iguales.

En X hay tres fuerzas sobre el submarino; F⃗ra y F⃗rj (la fricción del agua y de
John respectivamente), que apuntan en el sentido negativo de X, y F⃗m (la fuerza
de los motores), que apunta en el sentido positivo. Por lo tanto, la ecuación de
fuerzas del submarino en X es

Fmx̂−Frax̂−Frj x̂ =maasx̂, (1)

donde hemos llamado as a la magnitud de la aceleración del submarino (la
aceleración es positiva). Queremos encontrar Fm pero no conocemos as ni Frj
ası́ que debemos buscar nuevas ecuaciones.

Planteemos la ecuación de fuerzas en X para John. En X hay sólo una fuerza
sobre John, F⃗r , la cual tiene signo positivo. Por lo tanto, la ecuación de fuerzas
en X de John es

Fr x̂ =mjaj x̂, (2)

donde hemos llamado aj a la magnitud de la aceleración de John. Para que
John no se resbale el submarino y John deben tener la misma aceleración ası́
que podemos escribir la ecuación (2) ası́:

Fr x̂ =mj as
´¸¶
aj

x̂. (3)

Aquı́ no sale en ninguna parte la fuerza de los motores, pero sı́ sale as que
desconocı́amos en la ecuación (1). Vamos entonces a tratar de encontrar as y Fr
a partir de la ecuación (3), y luego podemos volver a usar la ecuación (1).
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A nosotros nos interesa el caso en que el submarino tiene la máxima aceleración
posible para que John no se resbale. Notemos que la única fuerza que le da a
John aceleración es la fuerza de fricción estática Fr . Por lo tanto, la máxima
aceleración posible para John requiere que sobre él actúe la máxima fuerza
de fricción estática posible. Como ya sabemos, la máxima fuerza de fricción
estática posible tiene magnitud Fr = µeN . Si usamos el hecho de que Fr = µeN
en la ecuación (3), obtenemos

µeN
´¸¶
Fr

x̂ =mjasx̂. (4)

De aquı́ podemos despejar as en términos de la normal, la masa y µe:

µeN

mj
x̂ = asx̂. (5)

Esta ecuación nos permite escribir la aceleración en términos de una sola
variable desconocida, que es N . A N la podemos encontrar con la ecuación de
fuerzas en Y para John.

En Y hay dos fuerzas sobre John: el peso que tiene dirección negativa en Y
y la fuerza normal que tiene dirección positiva en Y. Además, John no tiene
aceleración en Y. Por lo tanto, su ecuación de fuerzas en Y es

−Wŷ +Nŷ = 0. (6)

Usando el hecho de que W =mjg y aplicando la regla de oro, la ecuación (6) se
puede escribir ası́:

N =mjg. (7)

Ahora que conocemos la magnitud de la normal podemos escribir la ecuación
(5) ası́:

µe

N
³·µ
mjg

mj
x̂ = µegx̂ = asx̂, (8)

donde hemos usado el hecho de que la masa de John se cancela porque está
en el numerador y en el denominador. Ahora que tenemos la aceleración en
término de variables conocidas, podemos usar este resultado en la ecuación
(1):

Fmx̂−Frax̂−Frj x̂ =ms

as x̂
³¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹µ
(µegx̂) . (9)

Ahora usemos algo que no hemos tenido en cuenta y es que Frj (la magnitud
de la fricción que John le hace al submarino) es igual a Fr (la magnitud de la
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fricción que el submarino le hace a John). Si usamos en la ecuación (9) que
Fr = Frj , que Fr = µeN y que N =mjg, obtenemos

Fmx̂−Frax̂−

Frj
³¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹µ
µemjg x̂ =ms(µegx̂). (10)

Si aplicamos la regla de oro y dejamos al lado izquierdo sólo la fuerza del
motor, obtenemos

Fm =msµeg +Fra +µemjg. (11)

Podemos simplificar un poco la ecuación si factorizamos µeg:

Fm = µeg(ms +mj)+Fra. (12)

Finalmente, si usamos los valores de las variables, podemos calcular la magni-
tud de la fuerza que buscamos:

Fm = (0.5)
´¹¹¸¹¶
µe

(9.81 m/s2)(30000 kg
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ms

+70 kg
´¹¹¹¹¸¹¹¹¶

mj

)+2000 N
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Fra

= 149493.35 N. (13)

Nota 4.24. Máxima aceleración de A para que B no se resbale

Suponga que un objeto B está sobre un objeto A. Cuando nos piden
hallar la máxima aceleración que A puede tener de forma que B no se
deslice, nos están pidiendo dos cosas:

(1) Que la aceleración de A y B sean la misma.

(2) Que la fuerza de fricción estática que A le hace a B sea máxima,
ası́ que Fr = µeN .

(b) Para hallar la rapidez del submarino seis segundos después de que tenı́a
rapidez de 5 metros por segundo, usemos la siguiente ecuación de cinemática:

v⃗f = a⃗t + v⃗i . (14)

Si tenemos en cuenta que la rapidez inicial, la rapidez final y la aceleración
tienen dirección positiva de X, podemos escribir esta misma ecuación ası́:

vf x̂ = atx̂+vi x̂. (15)

El tiempo que nos interesa es de 6 segundos y la rapidez inicial es de 5 metros
por segundo. Sólo debemos calcular la magnitud de la aceleración y para hacer
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eso podemos usar la ecuación (8). Si usamos esa ecuación en la ecuación (15),
obtenemos

vf x̂ = µeg
´¸¶

a

tx̂+vi x̂. (16)

Apliquemos la regla de oro y reemplacemos los valores de las variables:

v⃗f = (0.5)
´¹¹¸¹¶
µe

(9.81 m/s2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

a

(6 s)
´¸¶

t

+5 m/s
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

vi

= 34.43 m/s. (17)
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Problema 4.30.

Palabras clave: fricción requerida por una pa-
red para evitar que un objeto caiga.

El pequeño camión del problema 4.25 ahora está cargando dos cajas. En cierto
momento una de las cajas se desacomodó y quedó enfrente de la caja grande,
como se ve en el dibujo. Suponga que la caja grande no se resbala sobre los
soportes del camión (está fija) y que entre ambas cajas hay un coeficiente de
fricción estático µe. Además, la caja pequeña tiene masa m.

(a) Escriba una expresión para la magnitud de la aceleración del camión
para que la caja pequeña no se resbale, es decir, para que no se caiga
sino que se mantenga en la posición en que se ve en el dibujo. Escriba
esta expresión en términos de la masa de la caja pequeña y de µe.

(b) Demuestre usando lo hecho en (a) que de ninguna manera la masa
pequeña puede subir.

vf ̂x = (μeg)t ̂x + vi ̂x   (16)
a

Apliquemos la regla de oro y reemplacemos los valores de las variables:

vf = (0.5)(9.81 m /s2)(6 s) + 5 m /s = 34.43 m /s   (17)
a t viμe

PROBLEMA 4.30

El pequeño camión del problema 4.23 ahora está cargando dos cajas. En cierto momento 
una de las cajas se desacomodó  y quedó al frente de la caja grande, como se ve en la figu-
ra. Suponga que la caja grande no se resbala sobre los soportes del camión y que entre am-
bas cajas hay un coeficiente de fricción estático μe. Además, la caja pequeña tiene masa m. 
a) Escriba una expresión para la magnitud de la aceleración del camión para que la caja 
pequeña no se resbale, es decir, para que no se caiga sino que se mantenga en la posición 
en que se ve en la figura. Escriba esta expresión en términos de la masa de la caja pequeña 
y de μe. b) Demuestre usando lo hecho en a) que de ninguna manera la masa pequeña pue-
de subir. 

¿Qué información nos dan?

a) y b) Tenemos la masa m de la caja pequeña y el coeficiente de fricción estático μe 
entre ambas cajas. Además, la caja grande no se desliza.

¿Qué debemos hallar?

a) Una expresión para la magnitud del camión en X para que la caja pequeña no se 
resbale (no se caiga).

b) Debemos demostrar que la caja pequeña no puede subir.
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a) y (b) Tenemos la masa m de la caja pequeña y el coeficiente de fricción estático µe entre
ambas cajas. Además, la caja grande no se desliza.

¿Qué nos piden?

(a) Una expresión para la magnitud de la aceleración del camión en X para que la caja
pequeña no se resbale (no se caiga).

(b) Debemos demostrar que la caja pequeña no puede subir.

(a) Comencemos por realizar el diagrama de fuerzas para la caja pequeña, que
es la queremos analizar:
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SOLUCIÓN

a) Comencemos por realizar el diagrama de fuerzas para la caja pequeña, que es la quere-
mos analizar:

Y

X

⃗F r

⃗W

⃗N

⃗F r

⃗W

⃗N

Notemos que la caja grande le hace una fuerza normal a la caja pequeña que apunta en la 
dirección positiva de X. Esta es la única fuerza en X que actúa sobre la caja pequeña, así 
que esta fuerza es la responsable de que la caja pequeña acelere en X; si el camión acelera, 
la caja grande, que está fija en los soportes del camión, también acelera, y le transmite esta 
aceleración a la caja pequeña a través de la fuerza normal que se da entre ambas cajas. Por 
otra parte, notemos que la fuerza de fricción estática trata de oponerse al movimiento en Y 
de la caja pequeña. Como es claro, la caja pequeña va a tender a caer, por lo que la fricción 
se encarga de resistirse a esa caída y apuntará en el sentido positivo de Y (desde el punto de 
vista de la caja grande, la caja pequeña tiende a moverse hacia abajo, así que la fricción 
debe apuntar hacia arriba). Por supuesto, esta fuerza de fricción debe ser lo suficientemente 
grande como para que la caja no se resbale.  

Como ya se explicó, en X sólo hay una fuerza sobre la caja pequeña, la normal que la caja 
grande le hace. Como es claro del diagrama de fuerzas, la normal apunta en la dirección 
positiva de X. Por lo tanto, la ecuación de fuerzas en X para esta caja es:

N ̂x = max ̂x   (1)

Como en X la caja grande empuja a la pequeña, la caja pequeña se mueve con la misma 
aceleración en X que la que tiene la caja grande y la aceleración de la caja grande es la mis-
ma que la del camión (pues la caja grande no se desliza sino que está fija sobre el soporte 
del camión). Por lo tanto, ax en la ecuación (1) es la magnitud de la aceleración del camión, 
de la caja grande y de la caja pequeña. De la ecuación (1) todavía no podemos decir cuánto 
es la aceleración del camión para que la caja no se deslice, pues no conocemos la normal. 
Para hallar una expresión para la normal, usemos la suma de fuerzas en Y.

En Y hay dos fuerzas, la fricción que apunta en el sentido positivo de Y y el peso que apun-
ta en el sentido negativo de Y. 

Fr ̂y − W ̂y = may ̂y   (2)

Ahora, recordemos que nos piden la aceleración del camión para que la caja pequeña no se 
resbale. Como la caja no se puede resbalar, su aceleración ay debe ser cero:

Fr ̂y − W ̂y = 0   (3)

Podemos despejar la magnitud de la fricción de la anterior ecuación si pasamos el peso al 
otro lado y usamos la regla de oro:

Fr = W   (4)

En el punto preciso en que la caja está a punto de resbalar, a punto de caer, la magnitud de 
la fuerza de fricción estática es máxima, y cuando eso sucede la magnitud de tal fuerza es 
Fr = μeN. Si usamos esto y que W = mg , la ecuación (4) queda:
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Sobre la caja pequeña actúan tres fuerzas; una fuerza de fricción estática que
apunta hacia arriba (pues la caja tiende a caer), el peso que apunta hacia el piso, y
la normal que la caja grande le hace a la caja pequeña (esa normal apunta hacia
adelante).

Notemos que la caja grande le hace una fuerza normal a la caja pequeña que
apunta en la dirección positiva de X. Esta es la única fuerza en X que actúa
sobre la caja pequeña, ası́ que esta fuerza es la responsable de que la caja
pequeña acelere en la dirección positiva de X. Por otra parte, notemos que
la fuerza de fricción estática trata de oponerse al movimiento en Y de la caja
pequeña. Como es claro, la caja pequeña va a tender a caerse, por lo que la
fricción se encarga de resistirse a esa caı́da y apuntará en el sentido positivo de
Y. Esta fuerza de fricción debe ser lo suficientemente grande como para que la
caja no se resbale.

Como la aceleración en X es positiva, la ecuación de fuerzas en X para la caja
pequeña es

Nx̂ =maxx̂. (1)

Como en X la caja grande empuja a la pequeña, la caja pequeña se mueve con
la misma aceleración en X que la que tiene la caja grande y la aceleración de la
caja grande es la misma que la del camión (pues la caja grande está fija sobre
el soporte del camión). Por lo tanto, en la ecuación (1) ax es la magnitud de la
aceleración del camión, de la caja grande y de la caja pequeña.

Con la ecuación (1) todavı́a no podemos decir de cuánto es la aceleración del
camión para que la caja no se deslice porque no conocemos la normal. Para
hallar una expresión para la normal, usemos la suma de fuerzas en Y.
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En Y hay dos fuerzas: la fricción que apunta en el sentido positivo de Y y el
peso que apunta en el sentido negativo de Y;

Fr ŷ −Wŷ =may ŷ. (2)

Recordemos que nos piden la aceleración del camión para que la caja pequeña
no se resbale, ası́ que su aceleración ay debe ser cero:

Fr ŷ −Wŷ = 0. (3)

Podemos despejar la magnitud de la fricción de la anterior ecuación si pasamos
el peso al otro lado y usamos la regla de oro:

Fr =W. (4)

En el punto preciso en que la caja está a punto de resbalar y caerse, la magnitud
de la fuerza de fricción estática es máxima y cuando eso sucede la magnitud
de tal fuerza es Fr = µeN . Si usamos esto y el hecho de que W =mg, la ecuación
(4) queda

µeN
´¸¶
Fr

= mg
´¸¶
W

. (5)

Con esta ecuación podemos despejar la magnitud de la fuerza normal dividien-
do por µe:

N = mg

µe
. (6)

Ahora podemos usar la magnitud de la normal hallada en la ecuación anterior
en la ecuación (1):

mg

µe
´¸¶
N

x̂ =maxx̂. (7)

Si aplicamos la regla de oro y cancelamos la masa en ambos lados obtenemos

g

µe
= ax. (8)

Esta es la (mı́nima) magnitud de la aceleración de la caja, que es la misma que
la del camión, para que la masa pequeña no se deslice. Notemos que según
esta ecuación, la aceleración ax es inversamente proporcional al coeficiente
de fricción estático µe. Esto tiene sentido porque muestra que cuanto mayor
sea el coeficiente de fricción, menos aceleración es requerida para que la caja
pequeña no se resbale. Y al revés: cuanto menor sea el coeficiente de fricción,
mayor tiene que ser la aceleración del camión.
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Esto es similar a lo que sucede en un carro. Si el carro acelera mucho, nuestra
espalda se va a pegar fuertemente contra el respaldar de la silla y nuestra
espalda sólo se deslizara si el coeficiente de fricción es pequeño. Si por el
contrario la aceleración del carro es muy pequeña, entonces nuestra espalda no
se va a pegar tan fuerte contra el respaldar y se va a deslizar a menos de que
haya un coeficiente de fricción grande.

(b) Según la ecuación (2), la única forma de que la masa suba es si la fuerza
de fricción es mayor que el peso, pues en ese caso Fr ŷ − W⃗ ŷ dará positivo. Esta
condición se puede escribir ası́:

Fr ŷ >Wŷ. (9)

Si usamos el hecho de que la magnitud de la fricción es µeN y que la magnitud
del peso es mg, y si aplicamos la regla de oro, la desigualdad (9) queda ası́:

µeN
´¸¶
Fr

>mg. (10)

Finalmente, si usamos la ecuación (6) que nos dice la magnitud de la normal
obtenemos

µe(
mg

µe
´¸¶
Fr

) >mg. (11)

De aquı́ todo se cancela y nos queda que uno es mayor que uno:

1 > 1. (12)

¡Pero la ecuación (12) es una contradicción, pues 1 no puede ser mayor que 1!
Esto implica que no hay forma alguna de que la caja pequeña pueda comenzar
a subir y entonces la desigualdad (9) contiene un error, lo cual se intuye
fácilmente; ¿qué fuerza harı́a que la caja comenzara a subir? La fricción no
puede ganarle a las otras fuerzas que tratan de mover al objeto, la fricción sólo
se puede oponer a estas fuerzas pero no superarlas.
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Problema 4.31.

Palabras clave: objetos en plano inclinado
unidos a un objeto cayendo verticalmente.

Después de un fuerte temblor dos de las patas de una mesa en la que estaba
un televisor, un reproductor de dvd y un Xbox se quebraron, y por lo tanto la
mesa quedó inclinada sobre el piso con un ángulo θ. Tanto el televisor como el
Xbox quedaron sujetados al reproductor de dvd por cables, como se ve en el
dibujo. El reproductor de dvd tiene masa md y el Xbox tiene masa mB.

(a) Si no se considera ninguna fuerza de fricción, consideramos que los
cables que sujetan al televisor y al Xbox actúan como cuerdas ideales y
suponemos que el televisor cae con aceleración de la décima parte de
la aceleración de la gravedad, escriba una expresión para la masa del
televisor en términos de la masa del Xbox, del dvd, de θ y de g.

(b) Con base en la expresión del problema anterior, ¿cuál serı́a el ángulo θ
para el que la masa del televisor serı́a máxima?

(c) Usando lo realizado en a), calcule la masa del televisor y la magnitud
de la tensión de la cuerda que une al dvd con el Xbox suponiendo que
θ es de 68.21 grados, que la masa del Xbox es de 5 kilogramos y que el
dvd tiene masa de 2 kilogramos.

PROBLEMA 4.31
Después de un fuerte temblor dos de las patas de una mesa en la que estaba un televisor, un 
reproductor de DVD y un xbox se quebraron, y por lo tanto la mesa quedó inclinada sobre 
el piso con un ángulo θ. Tanto el televisor como el xbox quedaron sujetados al reproductor 
de DVD por cables, como se ilustra en la figura. El reproductor de DVD tiene masa md y el 
xbox tiene masa mB. a) Si no se considera ninguna fuerza de fricción, si consideramos que 
los cables que sujetan al televisor y al xbox actúan como cuerdas ideales, y si suponemos 
que el televisor cae con aceleración de 0.1 veces g (es decir, la décima parte de la acelera-
ción de la gravedad), escriba una expresión para la masa del televisor en términos de la ma-
sa del xbox, del DVD y de la aceleración con la que cae el televisor. b) Con base en la ex-
presión del numeral anterior, ¿cuál sería el ángulo θ para el que la masa del televisor sería 
máxima? c) Usando lo realizado en a), calcule la magnitud de la tensión de la cuerda que 
une al DVD con el xbox teniendo suponiendo que θ es de 68.21 grados, que la masa del 
xbox es de 5 kilogramos y que el DVD tiene masa de 2 kilogramos.

θ

¿Qué información nos dan?

a) y b) Nos dicen que la masa  del reproductor de DVD es md, la masa del xbox es 
mB, la inclinación de la mesa es θ y la aceleración del televisor al caer es de un 
décimo g. Los cables funcionan como cuerdas ideales y no hay fricción.

c) y d) θ es de 68.21 grados, la masa del xbox es de 5 kilogramos y la del DVD es 
de 2 kilogramos.

¿Qué debemos hallar?

a) Debemos escribir una expresión para la masa del televisor en término de  la ma-
sa del xbox, del DVD y de la aceleración con la que cae el televisor

b) Debemos encontrar el ángulo para el que la masa del televisor sería máxima.

c) Nos piden calcular la masa del televisor.

d) Debemos calcular la magnitud de la tensión del cable que conecta al xbox con 
el DVD.

SOLUCIÓN

a) Para hallar una expresión para la masa del televisor necesitamos plantear las diferentes 
ecuaciones de fuerza para los diferentes cuerpos. Comencemos por realizar un diagrama de 
fuerzas de todos los cuerpos.  Antes de continuar, recordemos que en casos de planos incli-
nados es mucho más sencillo usar un sistema de coordenadas inclinado, con el eje X parale-
lo a la mesa y el eje Y perpendicular a la mesa. Si usamos un sistema así, el diagrama de 
fuerzas para los diferentes cuerpos queda de la siguiente manera:
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a) y (b) Nos dicen que la masa del reproductor de dvd es md , la masa del Xbox es mB, la
inclinación de la mesa es θ y la aceleración del televisor al caer es de un décimo g. Los cables
funcionan como cuerdas ideales y no hay fricción.

(c) y (d) θ es de 68.21 grados, la masa del Xbox es de 5 kilogramos y la del reproductor de dvd
es de 2 kilogramos.
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¿Qué nos piden?

(a) Escribir una expresión para la masa del televisor en término de la masa del Xbox, del
reproductor de dvd, de θ y de g.

(b) Encontrar el ángulo para el que la masa del televisor serı́a máxima.

(c) Calcular la masa del televisor y la magnitud de la tensión del cable que conecta al Xbox
con el dvd.

(a) Comencemos por realizar un diagrama de fuerzas de todos los cuerpos.
Antes de continuar, recordemos que en casos de planos inclinados es mucho
más sencillo usar un sistema de coordenadas inclinado, con el eje X paralelo a
la mesa y el eje Y perpendicular a la mesa (nota 4.16). Si usamos un sistema
ası́, el diagrama de fuerzas para los diferentes cuerpos queda de la siguiente
manera:

Y X

⃗WD

⃗WB

N⃗ D

⃗
N B

⃗WT

⃗
T 3

⃗
T 1

⃗
T 2

⃗T 4
X

Y

W⃗ Dx

⃗WD

N⃗ D ⃗
T 3

⃗
T 2

 θ
W⃗ Dy

Diagrama de fuerzas 
del DVD.

XY

W⃗ Bx

W⃗ By
 θ

⃗WB

⃗
N B ⃗

T 1

Diagrama de fuerzas 
del xbox.

X
Y

 θ

 θ

⃗WT
W⃗ Tx

⃗T 4
⃗

T 4x

⃗
T 4y

W⃗ Ty

Diagrama de fuerzas 
del televisor.

Hemos descompuesto las diferentes fuerzas de los diferentes objetos usando un sistema de coordenadas inclinado. Las fuerzas con subíndice “B” se refieren 
al xbox, las fuerzas con subíndice “D” al DVD y la única con subíndice “T” se refiere al televisor (las tensiones las hemos enumerado). Notemos que al usar 
este sistema, también debemos descomponer la tensión que actúa sobre el televisor y el peso del televisor, pues estas fuerzas no están alineadas con ninguno 
de los ejes del sistema de coordenadas escogido.

Ahora, en el diagrama nos ha tocado descomponer las fuerzas sobre el televisor porque usamos un sistema inclinado. Ahora que tenemos los diagramas de fuerzas podemos escribir las diferen-
tes ecuaciones de fuerzas para los diferentes objetos. Empecemos precisamente con las ecuaciones del televisor ya que lo que queremos buscar es una expresión para su masa. Antes de conti-
nuar, tengamos presente  que la aceleración del televisor tiene componentes X y Y según el sistema elegido, como se ilustra a continuación (el lector podría creer que el televisor sólo tiene ace-
leración en Y porque el televisor cae de forma vertical, pero creer eso es incorrecto porque no estamos usando un sistema de coordenadas con el eje Y vertical):

Según el sistema usado, la aceleración 
del televisor tiene componentes X y Y. 
Notemos que según este sistema, tanto 
la componente X como la componente 
Y son negativas.

XY

⃗a

⃗a y
θ

⃗a x
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Hemos descompuesto las fuerzas de los diferentes objetos usando un sistema
de coordenadas inclinado. Las fuerzas con subı́ndice “B” se refieren al Xbox, las
fuerzas con subı́ndice “D” al dvd y la única con subı́ndice “T ” se refiere al televisor
(hemos enumerado a las tensiones). Notemos que al usar este sistema debemos
descomponer la tensión que actúa sobre el televisor y el peso del televisor.

Ahora que tenemos los diagramas de fuerzas podemos escribir las diferentes
ecuaciones de fuerzas para los diferentes objetos. Empecemos precisamente
con las ecuaciones del televisor ya que lo que queremos buscar es una expresión
para su masa. Antes de continuar, tengamos presente que la aceleración del
televisor tiene componentes X y Y según el sistema elegido, como se ilustra a
continuación12:

12 El lector podrı́a creer que el televisor sólo tiene aceleración en Y porque cae de forma vertical,
pero notemos que no estamos usando un sistema de coordenadas con el eje Y vertical. Es común
encontrar fı́sicos que usan un sistema de coordenadas inclinado para los objetos en el plano y uno
vertical (no inclinado) para los objetos que no están en el plano, como el televisor. Al hacer eso
no hay que descomponer las fuerzas sobre el objeto que no está en el plano, y la respuesta va a
ser igual porque al final sólo nos interesan las magnitudes. Sin embargo, conceptualmente es más
claro y consistente usar un solo sistema de coordenadas para todos los objetos de un mismo sistema
fı́sico (o de una misma situación fı́sica). Si usamos diferentes sistemas para diferentes objetos,
estamos implı́citamente aplicando transformaciones de coordenadas y eso requiere conceptos más
avanzados que los aprendidos en primer semestre de universidad o en últimos años de bachillerato.
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Y X

⃗WD

⃗WB

N⃗ D

⃗
N B

⃗WT

⃗
T 3

⃗
T 1

⃗
T 2

⃗T 4
X

Y

W⃗ Dx

⃗WD

N⃗ D ⃗
T 3

⃗
T 2

 θ
W⃗ Dy

Diagrama de fuerzas 
del DVD.

XY

W⃗ Bx

W⃗ By
 θ

⃗WB

⃗
N B ⃗

T 1

Diagrama de fuerzas 
del xbox.

X
Y

 θ

 θ

⃗WT
W⃗ Tx

⃗T 4
⃗

T 4x

⃗
T 4y

W⃗ Ty

Diagrama de fuerzas 
del televisor.

Hemos descompuesto las diferentes fuerzas de los diferentes objetos usando un sistema de coordenadas inclinado. Las fuerzas con subíndice “B” se refieren 
al xbox, las fuerzas con subíndice “D” al DVD y la única con subíndice “T” se refiere al televisor (las tensiones las hemos enumerado). Notemos que al usar 
este sistema, también debemos descomponer la tensión que actúa sobre el televisor y el peso del televisor, pues estas fuerzas no están alineadas con ninguno 
de los ejes del sistema de coordenadas escogido.

Ahora, en el diagrama nos ha tocado descomponer las fuerzas sobre el televisor porque usamos un sistema inclinado. Ahora que tenemos los diagramas de fuerzas podemos escribir las diferen-
tes ecuaciones de fuerzas para los diferentes objetos. Empecemos precisamente con las ecuaciones del televisor ya que lo que queremos buscar es una expresión para su masa. Antes de conti-
nuar, tengamos presente  que la aceleración del televisor tiene componentes X y Y según el sistema elegido, como se ilustra a continuación (el lector podría creer que el televisor sólo tiene ace-
leración en Y porque el televisor cae de forma vertical, pero creer eso es incorrecto porque no estamos usando un sistema de coordenadas con el eje Y vertical):

Según el sistema usado, la aceleración 
del televisor tiene componentes X y Y. 
Notemos que según este sistema, tanto 
la componente X como la componente 
Y son negativas.

XY

⃗a

⃗a y
θ

⃗a x
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Según el sistema usado, la aceleración del televisor tiene componentes X y Y.
Notemos que según este sistema, tanto la componente X como la componente Y
son negativas.

En Y tenemos dos fuerzas sobre el televisor: la componente T⃗4y de la tensión,
que es positiva, y la componente W⃗T y del peso, que es negativa. Además, como
explicamos en la figura previa, la aceleración en Y es negativa. Teniendo en
cuenta esto, la ecuación de fuerzas en Y queda

−WT y ŷ +T4y ŷ = −mT aT y ŷ. (1)

Ahora, en el diagrama de fuerzas podemos ver que WT y es igual a WT cosθ y T4y
es igual a T4 cosθ. Además, de la figura anterior se aprecia que aT y = aT cosθ.
Teniendo en cuenta todo esto, la ecuación (1) queda:

−WT cosθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

WT y

ŷ +T4 cosθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

T4y

ŷ = −mT aT cosθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

aT y

ŷ. (2)

Notemos que cosθ aparece en todos los términos, ası́ que podemos simplificarlo.
Además, usemos de una vez que WT es igual a mT g:

−mT gŷ +T4ŷ = −mT aT ŷ. (3)

Con esta ecuación no podrı́amos despejar mT todavı́a porque no conocemos
T4 (la magnitud de la aceleración sı́ la conocemos, es 0.1g). Debemos entonces
buscar otras ecuaciones.

El lector puede comprobar que si escribe las ecuaciones en X del televisor ob-
tiene otra vez la ecuación (3), ası́ que no habremos avanzado nada. Escribamos
las ecuaciones del reproductor de dvd.

En X hay tres fuerzas sobre el dvd: W⃗Dx, que es la componente X del peso, la
tensión T⃗2 y la tensión T⃗3. Según nuestro sistema, W⃗Dx y T⃗2 van en la dirección
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negativa del eje X, por lo que sus signos serán negativos. Por el contrario, T⃗3 va
en sentido opuesto. Además, según el sistema inclinado, el reproductor de dvd
se mueve en el sentido positivo de X porque el dvd sube por la mesa mientras
el televisor cae. Ası́ que la aceleración debe tener dirección positiva. Por la
segunda ley de Newton tenemos que

−T2x̂− W⃗Dxx̂+T3x̂ =mDaDxx̂, (4)

donde hemos llamado aDx a la aceleración del reproductor de dvd. Usando
que W⃗Dx =WD sinθ (esto se aprecia del diagrama de fuerzas) y que W =mg,
esta ecuación queda

−T2x̂−mDg sinθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

W⃗Dx

x̂+T3x̂ =mDaDxx̂. (5)

Aunque aquı́ nos aparecen nuevas variables desconocidas, no hemos usado el
hecho de que los cables funcionan como cuerdas ideales. Como el cable que
conecta el dvd al televisor es una cuerda ideal, la magnitud de la tensión que
cada extremo del cable produce es igual. Esto quiere decir que T4 es igual a
T3. Además, cuando tenemos cuerdas ideales la magnitud de la aceleración de
cada extremo es igual. Por lo tanto, aDx es igual a aT :

−T2x̂−mDg sinθx̂+ T4
´¸¶
T3

x̂ =mD aT
´¸¶
aDx

x̂, (6)

De aquı́ podrı́amos despejar T4 pero el problema es que no conocemos T2.
Ası́ que primero necesitamos encontrar una expresión para T2 y después sı́
podemos usar ese resultado en la ecuación (7) para despejar T4.

Para buscar una nueva ecuación que contenga a T2 debemos usar la ecuación de
fuerzas en X del Xbox. En X hay dos fuerzas sobre el Xbox: la componente X del
peso W⃗Bx y la tensión T⃗1. Según nuestro sistema, W⃗Bx va en la dirección negativa
del eje X y T⃗1 va en sentido positivo. Ası́ como pasaba con la aceleración del
reproductor dvd, la aceleración del Xbox es positiva según el sistema elegido.
La ecuación de fuerzas en X para el dvd queda ası́:

−WBxx̂+T1x̂ =mBaBxx̂. (7)

Del diagrama de fuerzas se puede notar que W⃗Bx = WB sinθ y sabemos que
WB =mBg:

−mBg sinθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

WBx

x̂+T1x̂ =mBaBxx̂. (8)

Como el cable que conecta el reproductor de dvd con el Xbox es una cuerda
ideal, entonces podemos usar el hecho de que T1 es igual a T2. Además, la
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aceleración del Xbox tiene la misma magnitud que la aceleración del dvd (que
es la misma que la del televisor) pues el Xbox está conectado con una cuerda
ideal al dvd. Ası́ que la ecuación (8) queda ası́:

−mBg sinθx̂+ T2
´¸¶
T1

x̂ =mB aT
´¸¶
aBx

x̂. (9)

Si aplicamos la regla de oro y despejamos T2, obtenemos;

T2 =mBg sinθ +mBaT . (10)

Ahora podemos usar este resultado en la ecuación (6):

−(mBg sinθ +mBaT )
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

T2

x̂−mDg sinθx̂+T4x̂ =mDaT x̂. (11)

Si aplicamos la regla de oro y dejamos T4 sólo al lado izquierdo, obtenemos

T4 =mDaT +mBg sinθ +mBaT +mDg sinθ. (12)

A este resultado lo podemos simplificar más si factorizamos g sinθ y aT al lado
derecho:

T4 = g sinθ(mB +mD)+ aT (mB +mD). (13)

Y esto lo podemos simplificar aún más si factorizamos mB+mD al lado derecho:

T4 = (mB +mD)(g sinθ + aT ). (14)

Ahora que ya tenemos una expresión para T4 podemos usar la ecuación (3)
para despejar mT :

−mT gŷ +(mB +mD)(g sinθ + aT )
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

T4

ŷ = −mT aT ŷ. (15)

Si aplicamos la regla de oro y pasamos el término −mT g al otro lado, obtenemos

(mB +mD)(g sinθ + aT ) = −mT aT +mT g. (16)

Saquemos factor común de mT :

(mB +mD)(g sinθ + aT ) =mT (g − aT ). (17)

Dividamos por g − aT :

(mB +mD)(g sinθ + aT )
(g − aT )

=mT . (18)
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Sólo nos queda faltando usar el hecho de que aT es un décimo de g, es decir,
que aT = 0.1 g:

(mB +mD)(g sinθ +0.1g)
(g −0.1 g) =mT . (19)

Si sacamos factor común de g arriba y abajo las g se cancelan y llegamos a

(mB +mD)g(sinθ +0.1g)
g(1−0.1) = (mB +mD)(sinθ +0.1g)

0.9
=mT . (20)

(b) Según la ecuación (20), cuanto mayor sea sinθ, mayor será la masa mT
porque sinθ está en el numerador. Y sinθ es máximo cuando θ es noventa
grados (en ese caso es igual a 1). Es decir, si θ fuera de noventa grados, la masa
del televisor serı́a máxima. Pero, ¿por qué la masa del televisor serı́a máxima
en ese caso?

Recordemos que el televisor cae con aceleración fija de 0.1 g. Si la pendiente de
la mesa es mayor, es más difı́cil para el televisor halar el reproductor de dvd y
el Xbox, pues los tiene que hacer subir por una pendiente mayor. Para que el
televisor pueda hacer subir a los objetos sobre la mesa con esa aceleración y
con una inclinación de 90 grados, el televisor tendrı́a que tener la mayor masa
posible. Por eso, cuando θ es noventa grados la masa del televisor tiene que ser
máxima.

(c) Para calcular la masa del televisor sólo hace falta aplicar la ecuación (20)
que obtuvimos en a) y reemplazar los valores de cada variable:

(

mB

³·µ
5 kg+

mD

³·µ
2 kg)(sin

θ

³¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹µ
68.21○+0.1)

0.9
= 8 kg. (21)

Para calcular la tensión sobre la cuerda que une al Xbox con el dvd podemos
usar la ecuación (12):

(5 kg
´¸¶
mB

)(9.81 m/s2)(sin68.21○
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

θ

)+ (5 kg
´¸¶
mB

)(0.1)(9.81 m/s2) = 50.45 N. (22)
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4.1 Notas del capı́tulo

Nota 4.1: Primera ley de Newton.

Un cuerpo que tiene velocidad constante va a seguir teniéndola a menos que
una fuerza actúe sobre él.

Nota 4.2: La masa mide la resistencia para cambiar la velocidad.

La masa es una medida de la resistencia que ejerce un cuerpo para cambiar
su velocidad (ya sea para cambiar la magnitud de la velocidad o la dirección).
Cuanto mayor sea la masa, más difı́cil es cambiar la velocidad del objeto.

Nota 4.3: Tercera ley de Newton.

La fuerza F⃗a que le hace un objeto A a un objeto B es igual en magnitud, pero
tiene sentido contrario, a la fuerza F⃗b de reacción que le hace el objeto B al
objeto A: F⃗a = −F⃗b.

Nota 4.4: Segunda ley de Newton.

La segunda ley de Newton dice que la sumatoria total de fuerzas (la fuerza
neta) sobre un cuerpo es igual a la masa por la aceleración del cuerpo:∑ F⃗ =ma⃗.

La segunda ley de Newton se puede escribir en términos de las componentes
X y Y de las fuerzas y de la aceleración. Esta ley dice que la suma de fuerzas
en X es igual a la masa por la aceleración X: ∑ F⃗x =ma⃗x. Y dice que la suma de
fuerzas en Y es igual a la masa por la aceleración en Y: ∑ F⃗y =ma⃗y .

Nota 4.5: La aceleración de un objeto no depende de las fuerzas que hace el
objeto.

La aceleración de un objeto sólo depende de las fuerzas que actúan sobre ese
objeto. En nada afecta la aceleración del objeto las fuerzas que este hace.

Nota 4.6: Peso y masa.

El peso es la fuerza que la Tierra le hace a los objetos y es consecuencia de la
atracción gravitacional. Esta fuerza apunta en dirección del centro de la Tierra
y tiene magnitud de mg, donde m es la masa del objeto y g es la aceleración
gravitacional.

La masa no es lo mismo que el peso. La masa es una medida de la resistencia a
cambiar el estado de movimiento y es una cantidad escalar, no vectorial como
el peso.

Nota 4.7: Fuerza normal.

Cuando un objeto está en contacto con una superficie, la superficie le ejerce una
fuerza normal al objeto. Esta fuerza es perpendicular a la superficie y apunta
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desde esta hacia el objeto. Si un objeto A le hace una fuerza normal a un objeto
B, entonces según la tercera ley de Newton el objeto B le hace una fuerza
normal al objeto A. Ambas fuerzas normales tienen la misma magnitud pero
direcciones opuestas.

Nota 4.8: Fuerza de fricción dinámica y estática.

Cuando un objeto está en contacto con una superficie se da una fuerza de
fricción entre la superficie y el objeto. Si el objeto se está moviendo sobre la
superficie entonces la fuerza de fricción es dinámica y apunta en la dirección
contraria al movimiento del objeto sobre la superficie.

La magnitud de la fuerza de fricción dinámica es Fr = µdN , donde N es la
magnitud de la fuerza normal que le hace la superficie al objeto y µd es el
coeficiente de fricción dinámico (que depende de los materiales).

Si el objeto está en reposo sobre la superficie y otras fuerzas intentan moverlo,
aparece una fuerza de fricción estática que apunta en la dirección contraria a
la dirección en la que las fuerzas intentan mover el objeto.

Esta fuerza es variable; cuanto mayor sea la magnitud de las fuerzas que
intentan mover el objeto, mayor será la fuerza de fricción estática oponiéndose
a las fuerzas. En el caso en que la fuerza de fricción estática es máxima (cuando
las otras fuerzas ya están a punto de mover al objeto), la magnitud de la fuerza
de fricción estática es

Fr = µeN,

donde µe es el coeficiente de fricción estático (que depende de los materiales).

Nota 4.9: Todos los objetos tienen la misma aceleración gravitacional.

Si sobre dos objetos actúa sólo la fuerza de gravedad, y ambos están a la misma
altura, los objetos tienen la misma aceleración, sin importar su masa.

Nota 4.10: Dependencia de g y mg de la altura sobre el nivel del mar.

Para los casos en que la altura a la que está un objeto sobre el nivel del mar
no es muy grande (por ejemplo, no es más de 5000 metros), está justificado
usar el hecho que la magnitud de la fuerza con la que la Tierra atrae al objeto
es el peso mg. Además, la aceleración del objeto, si sólo actúa la atracción de
la Tierra sobre él, es g, que tiene un valor aproximado de 9.81 m/s2 y apunta
hacia el centro de la Tierra.

En casos en los que la altura del objeto es muy considerable (como 30 000
metros), no debemos aproximar el peso a mg, sino que debemos usar

∥F⃗g∥ =G
momT

(RT +h)2
,

donde h es la altura del objeto con respecto al nivel del mar. De forma similar,
para alturas muy grandes no debemos usar el hecho que la aceleración es g
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sino que debemos calcular la aceleración usando

G
mT

(RT +h)2
r̂ = a⃗.

En este libro, a menos que se diga lo contrario, siempre estará justificado usar
el hecho que el peso es mg y la aceleración producida por la Tierra sobre un
objeto es g⃗.

Nota 4.11: ¿Por qué nos vamos hacia adelante o hacia atrás cuando un vehı́cu-
lo frena o acelera?

Cuando estamos dentro de un vehı́culo y este frena, tendemos a movernos hacia
adelante o nos movemos hacia adelante como si nos estuvieran empujando.
Esto no sucede como resultado de una fuerza que nos empuje sino porque
según la primera ley de Newton todo objeto tiende a seguir moviéndose con
la velocidad que tiene. De forma similar, cuando el vehı́culo acelera, sentimos
que nos vamos hacia atrás o, de hecho, nos vamos hacia atrás. De nuevo, no
hay ninguna fuerza que nos empuje hacia atrás sino que, según la primera
ley, tendemos a seguir con nuestra velocidad inicial que era menor a la que el
vehı́culo tiene después.

Nota 4.12: Pasos para realizar un diagrama de fuerzas.

(1) Dibujamos las fuerzas que actúan sobre este objeto sin tener en cuenta
las fuerzas que el objeto hace (esas no las dibujamos).

(2) Volvemos a dibujar esas fuerzas pero sobre el sistema de coordenadas
que hemos elegido, y en ese mismo sistema las descomponemos.

Nota 4.13: Diferencias entre el peso y la fuerza normal.

Aunque muchas veces la magnitud del peso y de la normal son iguales (mg),
el peso no es igual a la normal. Hay tres diferencias fundamentales:

• El peso siempre apunta hacia el centro de la Tierra mientras que la
normal, salvo en casos muy especiales, no lo hace. De hecho, cuando
tienen la misma magnitud la normal suele tener dirección contraria
al peso.

• La fuerza normal resulta de la interacción de dos superficies y proviene de
la fuerza electromagnética, mientras que el peso resulta de la interacción
del objeto con la Tierra y proviene de la fuerza de gravedad.

• Un objeto A puede ejercer una fuerza normal sobre un objeto B, pero
A nunca podrá ejercer su peso sobre B porque el peso de A sólo actúa
sobre A.
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Nota 4.14: Fuerza de tensión y cuerdas ideales.

La fuerza de tensión es la fuerza con la cual una cuerda hala a los objetos que
la están halando de los extremos.

(1) Los dos extremos de una cuerda ideal generan una fuerza de tensión
con la misma magnitud, y estas fuerzas tienen sentido contrario a la
fuerza que se le hace a la cuerda en cada extremo.

(2) La longitud de las cuerdas ideales permanece constante.

(3) Cuando la cuerda está templada, ambos extremos de la cuerda y todos
los puntos de la cuerda se mueven con la misma rapidez y con la misma
magnitud de la aceleración.

(4) La masa de las cuerdas ideales se desprecia.

Nota 4.15: Movimiento de los objetos sujetados de los extremos de una cuer-
da ideal.

Si un objeto A está sujetado de uno de los extremos de una cuerda ideal y
un objeto B está sujetado del otro extremo de la cuerda, y si la cuerda está
templada, entonces la magnitud de la velocidad y la magnitud de la aceleración
de ambos objetos es igual (esto es una consecuencia del punto 3 de la nota
4.14).

Nota 4.16: Sistema de coordenadas en planos inclinados.

Cuando tenemos un problema con objetos sobre planos inclinados es muy
conveniente usar un sistema de coordenadas inclinado, que tenga uno de los
ejes alineado con la superficie del plano inclinado.

Nota 4.17: Aceleración de un objeto cayendo en un plano inclinado sin
fricción.

Un objeto que se desliza libremente sin fricción sobre un plano inclinado con
pendiente θ cae con una aceleración de magnitud g sinθ.

Nota 4.18: Polea ideal.

Una polea ideal permite que una cuerda ideal que se pone sobre la polea
mantenga las siguientes dos caracterı́sticas:

(1) Los dos extremos de la cuerda se mueven con la misma rapidez o tienen
la misma magnitud de la aceleración.

(2) La magnitud de la tensión que la cuerda ejerce es la misma en ambos
extremos.
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Nota 4.19: Sistema en equilibrio.

Cuando un objeto está en equilibrio, su aceleración es cero. Esto implica que
todas las componentes de su aceleración son cero.

Nota 4.20: Dos objetos en una polea (máquina de Atwood).

Cuando tenemos problemas de poleas, debemos tener en cuenta que la mag-
nitud de la aceleración de todos los objetos que están unidos a la cuerda que
pasa por la polea es igual. Y además, si es una polea en la que un objeto sube
y el otro baja (no todas son ası́), debemos tener en cuenta que la aceleración
de un objeto tiene dirección contraria a la del otro, ası́ que en la ecuación de
fuerzas de un objeto debemos poner una aceleración con signo negativo y en la
ecuación del otro objeto una aceleración positiva.

Nota 4.21: Dirección de la fuerza de fricción dinámica.

La dirección de la fuerza de fricción que una superficie le hace a un objeto
sólo depende de la dirección en la que se mueve el objeto con respecto a la
superficie. No importa cómo se mueve el objeto o cómo se mueve la superficie
con respecto a otros objetos.

Nota 4.22: Un objeto A fijo sobre un objeto B cuando B acelera.

Si un objeto A se queda fijo sobre un objeto B, entonces la aceleración de A es
igual a la aceleración de B. Si no fueran iguales, el objeto A se deslizarı́a hacia
atrás o hacia adelante del objeto B.

Nota 4.23: Dos formas de encontrar la dirección de la fricción que A le hace
a B.

Hay dos formas de determinar la dirección de la fuerza de fricción que un
objeto A le hace a un objeto B:

(1) Si conocemos la dirección de la fuerza de fricción que B le hace a A,
entonces según la tercera ley de Newton la fricción que A le hace a B
tiene dirección opuesta.

(2) Como dice la nota 4.21, podemos analizar el movimiento de B con
respecto a A; si B se mueve hacia adelante de A, entonces A le hace
una fricción hacia atrás, y si B se mueve hacia atrás de A, entonces A le
hace una fricción hacia adelante a B.

Esto mismo aplica para casos de fricción estática. En estos casos, lo que nos de-
bemos preguntar es hacia dónde tiende a moverse B con respecto a la superficie
de A.
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Nota 4.24: Máxima aceleración de A para que B no se resbale.

Suponga que un objeto B está sobre un objeto A. Cuando nos piden hallar la
máxima aceleración que A puede tener de forma que B no se deslice, nos están
pidiendo dos cosas:

(1) Que la aceleración de A y B sean la misma.

(2) Que la fuerza de fricción estática que A le hace a B sea máxima, ası́ que
Fr = µeN .
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4.2 Problemas sin solucionar

1.

(a) Halle la razón entre la magnitud de la fuerza gravitacional que le hace
la Tierra a la Luna sobre la magnitud de la fuerza gravitacional que le
hace la Tierra al Sol. La masa del Sol es 1.989×1030 kg, la distancia
media del Sol a la Tierra es 149597870700 m, la distancia media de la
Luna a la Tierra es 384 400 000 m, y la masa de la Luna es 7.349×1022

kg. Además, recuerde que G = 6.67384×10−11 Nm2/kg2.

(b) ¿Cuál es la aceleración que sentirı́a un astronauta al saltar en la super-
ficie de la Luna si el diámetro de la Luna es 3 474 000 m? Compare esta
aceleración con g.

Problemas similares: 4.3, 4.4.

2. Responda falso o verdadero y justifique su respuesta.

(a) Si un cuerpo se mueve con velocidad constante, no hay fuerzas actuan-
do sobre él.

(b) Si un objeto A se mueve con una rapidez de 100 kilómetros por hora y
un objeto B se mueve con una rapidez de 50 kilómetros por hora, las
fuerzas sobre A tienen que ser mayores que las fuerzas sobre B.

(c) Si un cuerpo A le hace una fuerza F⃗ a un cuerpo B, entonces B le hace
una fuerza F⃗ al cuerpo A.

(d) Incluso si no hay fuerzas actuando sobre un objeto, el objeto va a ir
disminuyendo su rapidez con el paso del tiempo hasta que se detenga
por completo.

(e) Si la fuerza que le hace un cuerpo A a un cuerpo B se duplica y si la
masa de A se duplica, la aceleración de B permanece constante.

Problema similar: 4.2.

3. Helena y Hernán están dentro de un camión cuyo piso interior es de hielo.
El camión frena de repente. Suponiendo que la fricción es cero,

(a) Explique si Helena y Hernán mantienen su velocidad, o si no.

(b) ¿Cambiarı́a en algo su respuesta en (a) si Helena y Hernán tuvieran
masas diferentes?
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(c) Suponga ahora que la fricción es pequeña pero no cero, y suponga que
Helena tiene menos masa que Hernán. Explique quién tendrá mayor
magnitud de la aceleración al frenar; ¿el camión, Hernán o Helena?

Problema similar: 4.5.

4. Dos personas en el Ártico están tratando de empujar una carreta. Suponga
que entre la carreta y el hielo no hay fricción. La magnitud de la aceleración de
la carreta es de 5 m/s2, y la fuerza total ejercida por las personas es de 300 N
en total.

(a) ¿Cuál es la masa de la carreta?

(b) Suponga ahora que a la carreta le ponen un bulto de 5 kilogramos, y
que las personas siguen haciendo la misma fuerza, ¿cuál será la razón
entre la nueva aceleración y la aceleración original?

a=5 m/s2

Problema similar: 4.7.

5. Una persona reposa plácidamente sobre una silla cargando un libro en su
estomago, como se indica en el dibujo.

(a) Realice un diagrama de fuerzas de la silla.
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(b) Realice un diagrama de fuerzas de la persona. En ambos casos ignore
la fricción.

(c) Si hubiera fricción entre persona y el libro, ¿hacia dónde apuntarı́a en
el caso del libro?

Problemas similares: 4.3, 4.6, 4.8.

6. Considere la caja marcada “delicado” que está rodeada por seis cajas en un
camión de trasteo (ver dibujo).

(a) Realice un diagrama de fuerzas sobre la caja (ignore la fricción).

(b) Si el camión acelera hacia el frente, ¿qué fuerzas normales sobre la caja
serán mayores en magnitud que las otras?

(c) Escriba una expresión para la aceleración de la caja en términos de las
fuerzas que contribuyen a esa aceleración (puede llamar a las fuerzas
como quiera).

(c) Vuelva a responder (a) y (b) pero mientras el camión frena.

DELICADO



Fuerzas 561

Problemas similares: 4.6, 4.8.

7. Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(a) La fuerza normal nunca es igual al peso.

(b) La fuerza de fricción estática puede variar.

(c) Si un objeto A está encima de un objeto B, debemos indicar el peso de
A en el diagrama de fuerzas de B.

(c) En los diagramas de fuerza debemos indicar las fuerzas que hace el
objeto.

(e) Si un tren frena y una persona se cae hacia adelante, podemos decir
que la fuerza neta sobre la persona apunta hacia adelante.

Problema similar: 4.10.

8. Carla empuja la cama con una fuerza de 300 N. La cama tiene una aceleración
de 2 m/s2, y un peso de 600 N.

(a) ¿Cuál es el coeficiente de fricción dinámico entre la cama y el suelo?

(b) Si el coeficiente fuera el doble del hallado en (a), ¿cuál serı́a la nueva
aceleración de la cama?

a=2 m/s2

Problema similar: 4.9.

9. Dos pequeños barcos arrastran a un gran buque de masa mb, como se ilustra
en el dibujo. La fuerza de la corriente entre el agua y el buque es de magnitud
Fr , y marca un ángulo α con respecto a la lı́nea indicada en la figura. El buque
se mueve con una aceleración de magnitud ab, marcando un ángulo ω. Además,
conocemos los ángulo β y z marcados por las cuerdas usadas que arrastran al
buque. La tensión que ejerce la cuerda derecha (en el dibujo) es 1.2 veces la
tensión que ejerce la cuerda izquierda. Con base en esto, escriba una expre-
sión para la tensión ejercida por cada una de las cuerdas en términos de las
variables conocidas.
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ω

β z
ab

α

Fr

Problemas similares: 4.10, 4.12.

10. Carolina lleva a su perra, Dina, a caminar. En un momento Dina se quiere
quedar oliendo un arbusto y no se deja mover a pesar de que Carolina la hala
con fuerza con el lazo (el lazo es una cuerda ideal). El coeficiente de fricción
estático entre el prado y las patas de Dina es µe, la fuerza con la que Carolina
hala el lazo es de magnitud Fc, y la masa de Dina es md .

(a) ¿ Está relacionada la fuerza con la que el perro hala el collar con la
fuerza de fricción sobre el perro? Explique.

(b) Escriba una expresión para el ángulo θ indicado en la figura, que se
forma entre el lazo y el prado. Suponga que la fuerza de fricción estática
es máxima. Para resolver esto, discuta si debe tener en cuenta en el
diagrama de fuerzas de Dina la fuerza con la que Carolina hala el lazo.
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(c) Suponga que Carolina logra arrastrar a Dina, con una aceleración ad .
Usando lo encontrado en (b), escriba una expresión para el coeficiente
de fricción dinámico entre el prado y las patas de Dina.

θ

Problemas similares: 4.11, 4.12, 4.18.

11. Considere el ascensor del siguiente dibujo, que funciona con una polea
ideal y una cuerda ideal que está conectada a unas pesas, cada una de 200 kilos.
Dos personas, una de 60 kilogramos y la otra de 75 kilogramos, entran en el
ascensor que, vacı́o, tiene masa de 200 kilogramos.

(a) Si el ascensor sube con una aceleración de 6 m/s2 con las dos personas,
¿cuántas pesas están conectadas al ascensor?

(b) ¿Cuál es la tensión realizada por la cuerda en ambos extremos?

(c) ¿Cuál es fuerza normal que siente cada una de las personas? ¿Es mayor
o menor que el peso?

(c) Suponga que sólo la persona de 60 kilogramos se queda, y el ascensor
baja con una aceleración de 4 m/s2. ¿Cuál es la normal sobre la persona
ahora?
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23

Problema similar: 4.14.

12. En un zoológico se ha diseñado un sistema de poleas (ideales) para que
los micos se diviertan, como se aprecia en el dibujo. Realice un diagrama de
fuerzas para cada una de las poleas, indicando solamente las fuerzas de tensión
sobre cada polea (sobre algunas poleas puede haber más de una cuerda, como
se indica con el color).
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Problemas similares: 4.14, 4.15.

13. Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(a) La aceleración gravitacional a alturas muy grandes o muy pequeñas es
siempre g.

(b) Si la suma neta de fuerzas sobre el objeto es constante, el objeto está en
equilibrio.

(c) La máxima fuerza de fricción estática depende de la normal que la
superficie le hace al objeto.

(c) La aceleración del extremo de una cuerda ideal que está templada es
igual a la aceleración en el otro extremo.

(e) Cuanto mayor sea la fuerza normal que A le hace a B, mayor es el peso
de B.

Problema similar: 4.17.

14. Juliana, de masa de 55 kilogramos, se desliza en un tobogán de pendiente
de 20 grados, como se ve en la figura. El coeficiente de fricción dinámico es 0.2.

(a) ¿Cuál es la aceleración de Juliana?

(b) ¿Cuál es la velocidad de Juliana al cabo de dos segundos?

(c) Si la pendiente fuera el doble, ¿cuál serı́a la razón entre la nueva
velocidad al cabo de dos segundos y la velocidad hallada en (a)?

20
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Problemas similares: 4.13, 4.22.

15. Un elefante se desliza por una ladera de tierra, como se ve en el dibujo.
Suponga que el coeficiente de fricción dinámico entre las patas del elefante y la
ladera es de 0.4, y suponga que el elefante tiene una masa de 800 kilogramos.
Además, la inclinación de la ladera es de 30 grados.

(a) ¿En cuánto tiempo el elefante se desliza 10 metros?

(b) Ahora suponga que el papá elefante usa su trompa para ayudar al hijo
a deslizar con la mitad de la aceleración que tenı́a antes (ver la segunda
figura). Entre la trompa y la ladera hay ángulo de 10 grados, como se
ilustra en el dibujo. En este caso, ¿cuál es la fuerza con la que papá
elefante hala al hijo?

(Figura 1) (Figura 2)

30° 30°

10°

Problema similar: 4.22.

16. Un hombre loco que se cree el Hombre Araña, de masa de 65 kilogramos,
yace en reposo colgado con tres cuerdas, como se aprecia en la figura. Teniendo
en cuenta los ángulos, y las tensiones indicadas en el dibujo, halle el ángulo
φ que no conoce. Tenga en cuenta que todas las cuerdas están sobre el mismo
plano.



Fuerzas 567

 

25°60°

Φ

150 N 200 N
? 

Problema similar: 4.16.

17. Considere una atracción en un parque de diversiones, en la que una polea
ideal gigante conecta una cuerda, que sostiene a dos plataformas. El siste-
ma parte desde el reposo, pero justo después la plataforma roja tiene una
aceleración hacia abajo de la mitad de la gravedad.

(a) ¿Cuál es la razón entre la masa de la plataforma roja, y la masa de la
plataforma azul?

(b) ¿Cuál es la velocidad de la plataforma roja cuando ha bajado 5 metros?
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Problemas similares: 4.14, 4.19.

18. Un avión de carga está despegando, como se ve en el dibujo. La masa del
avión es de 100 000 kilogramos. El aire ejerce una fuerza de sustentación de
40 000 N, marcando un ángulo de 20 grados con respecto a la pista. Suponga
que la fuerza de la turbina marca un ángulo de 30 grados con respecto a la
pista, como se ve en el dibujo.

(a) ¿Cuál tiene que ser la magnitud de la mı́nima fuerza ejercida por la
turbina para que el avión se comience a elevar?

(b) Si hay una falla técnica y la turbina disminuye la fuerza hallada en
(a) por la mitad, y por lo tanto el avión no puede elevarse, ¿cuál es la
fuerza normal entre la pista y el avión?

Fa

FT

20°

30°

Problema similar: 4.21

19. Juan Pablo viaja en un globo, como se ilustra en el dibujo. La base cuadrada
del globo es soportada por dos cuerdas, una en cada lado (tenga en cuenta que
son cuerdas ideales). Además, hay una fuerza de viento de magnitud de 200 N
en la dirección X indicada en el dibujo (esta fuerza actúa sobre el globo y la
canasta por igual). El globo sube con aceleración vertical de magnitud 1 m/s2,
se mueve con aceleración de magnitud 5 m/s2 en la dirección positiva de X, la
masa de Juan Pablo es de 70 kilogramos y la masa de la base del globo es de 10
kilogramos. Además, el ángulo θ1 es de 12 grados, y la tensión realizada por la
cuerda derecha es de 5000 N. ¿Cuál es la tensión realizada por la otra cuerda?
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y

x

ax=5 m/s2

ay=1 m/s2

Fv

θ2 θ1

Problemas similares: 4.12, 4.14, 4.16.

20. Responda falso o verdadero y justifique respuesta:

(a) Si dos objetos están sujetos de los extremos de la misma cuerda ideal,
entonces podemos estar seguros de que sus rapideces son la misma.

(b) Si en un caso de poleas un objeto sube y el otro baja, entonces no es
necesario indicar en la ecuación de fuerzas que la aceleración de un
objeto tiene el signo opuesto de la aceleración del otro objeto.

(c) Suponga que un tanque de guerra está dentro de un avión militar, y
el avión militar se mueve sobre la pista. ¿Es falso o verdadero que la
dirección de la fricción entre el tanque de guerra y el piso del avión
depende de la dirección en la que el avión se mueve con respecto a la
pista?

(d) Suponga que un cuaderno está en una mesa, y al mover la mesa con
cierta aceleración, el cuaderno se desliza un poco. ¿Es falso o verdadero
que la aceleración de la mesa es diferente a la del cuaderno?

(e) La tercera ley de Newton nos permite hallar la fuerza de fricción que A
le hace a B si conocemos la fricción que B le hace a A.

Problema similar: 4.26

21. Gabriela está sosteniendo un televisor de 10 kilogramos dentro de un
camión de mudanza, como se aprecia en el dibujo. El televisor está apoyado
sobre un escritorio de 50 kilogramos de masa, y entre el escritorio y el televisor
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hay un coeficiente de fricción estático de 0.5 y de fricción dinámico de 0.3. Por
su parte, entre el escritorio y el piso del camión hay un coeficiente de fricción
estático de 0.4, y dinámico de 0.2. Primero, suponga que el camión acelera
con aceleración de 10 m/s2 y Gabriela hace la mı́nima fuerza necesaria para
mantener el televisor sin que se resbale sobre el escritorio.

(a) Realice un diagrama de fuerzas para el televisor.

(b) ¿Qué podemos inferir de la fuerza de fricción estática si sabemos que
Gabriela hace la mı́nima fuerza posible?

(c) Halle la fuerza ejercida por Gabriela.

(c) Realice un diagrama de fuerzas del televisor. Ahora suponga que el
camión frena de repente, el televisor se desliza con una aceleración
negativa de 4 m/s2 (es decir, con una desaceleración), y el escritorio se
desliza sobre el piso del camión con una aceleración desconocida.

(e) Encuentre la fuerza que Gabriela hace sobre el televisor para tratar de
retenerlo.

(f) Encuentre la aceleración del televisor.

Problemas similares: 4.24, 4.28.

22. Un borrador de tablero yace sobre una cartulina. El coeficiente de fricción
estático entre la cartulina y el borrador es de 0.6, y el dinámico es de 0.2.
Camilo hala la cartulina y esta adquiere una aceleración de magnitud de 4
m/s2.

(a) ¿Se desliza el borrador?

(b) ¿Cuál es la dirección y la magnitud de la fuerza total ejercida sobre el
borrador?
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Problema similar: 4.25.

23. Teresa, de masa de 60 kilogramos, estuvo a punto de caer en un precipicio,
pero por fortuna se pudo agarrar de una cuerda. La cuerda está sostenida por
un mico, y el mico está sostenido de una de sus patas por otra cuerda sostenida
por un elefante, como se aprecia en el dibujo (suponga que estas cuerdas son
ideales). Note que la inclinación de la ladera donde están el mico y el elefante es
de 16 grados. Entre el mico y el elefante le logran dar una aceleración vertical
hacia arriba a Teresa de 2 m/s2. La masa del elefante es de 800 kilogramos.
Además, hay un coeficiente de fricción dinámico entre el mico y el piso, y entre
el elefante y el piso, de 0.25. Suponga que en todo momento las cuerdas se
mantienen templadas mientras Teresa sube. ¿Cuál es la masa del mico?

16°

Problema similar: 4.31.
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Problema (teórico) 5.1.

Palabras clave: energı́a potencial gravitacio-
nal, escogencia del sistema de referencia, cam-
bio de energı́a potencial gravitacional.

(a) Explique de qué variables depende la energı́a potencial gravitacional y
cuál es la ecuación de este tipo de energı́a cerca de la superficie de la
Tierra.

(b) Una pelota de masa m se deja caer desde una altura inicial hi . En el
tiempo final la pelota está a una altura hf (ver dibujo) con respecto
al piso. Escriba, para los tres casos que se ilustran en el dibujo, la
energı́a potencial gravitacional tanto para el tiempo inicial como para
el tiempo final (note que en cada caso el sistema de coordenadas está
en una altura diferente). Además, para cada caso, diga si la energı́a
potencial gravitacional final es mayor o menor que la inicial.

(c) Teniendo en cuenta lo realizado en (b), escriba la diferencia entre la
energı́a potencial gravitacional del tiempo final y la del tiempo inicial,
para los tres casos. Compare los resultados.

Tiempo final

hi

hf

Tiempo inicial
1

hi

hf

Y

X
hf

hi

Y

X

Tiempo inicial Tiempo inicial

Tiempo final
Tiempo final

2 3

Y

X

Solución

¿Qué información nos dan?

(a) Es una pregunta teórica.

(b) Conocemos la masa m de la pelota, la altura hi del tiempo inicial y la altura hf del
tiempo final. Además, en el dibujo nos muestran los sistemas de coordenadas que
debemos usar.

(c) Conocemos lo mismo que en (b) y además debemos usar lo hallado en (b).



576 Fı́sica paso a paso. Más de 100 problemas resueltos

¿Qué nos piden?

(a) Responder la pregunta teórica.

(b) Para los tres casos de la figura, debemos hallar la energı́a potencial gravitacional para el
tiempo inicial y para el tiempo final. Debemos decir, para los tres casos, si la energı́a
potencial gravitacional final es mayor o menor que la inicial.

(c) Debemos decir la diferencia entre la energı́a potencial gravitacional final y la inicial
para los tres casos y comparar los resultados.

(a) La energı́a potencial gravitacional depende de la altura del objeto con
respecto a un nivel de referencia arbitrario (generalmente se escoge el piso), la
masa del objeto y la constante gravitacional g. Aunque la altura casi siempre
la medimos con referencia al piso, somos libres de escoger un sistema de
referencia cualquiera para medir esta altura, ası́ como ocurrı́a en los problemas
de lanzamiento vertical en los cuales éramos libres de escoger el sistema de
coordenadas. La energı́a potencial gravitacional será representada en este libro
como Ug . La fórmula matemática de esta energı́a cuando el objeto está cerca
de la superficie de la Tierra1 es

Ug =mgh, (1)

donde h es la altura del objeto. El nombre energı́a potencial gravitacional indica
que es una energı́a asociada con la gravedad (más adelante veremos que ese
nombre indica que la Tierra tiene la capacidad de realizar un trabajo sobre los
objetos que tienen energı́a potencial gravitacional).

La energı́a potencial gravitacional, como cualquier energı́a, es una cantidad
escalar. Las unidades de la energı́a son joules.

(b) Vamos a dividir el análisis para los tres casos de la figura.

Caso 1

Como se aprecia de la figura del caso 1, en el tiempo inicial la altura del objeto
con respecto al sistema de coordenadas es hi . Por lo tanto, según la ecuación
(1) su energı́a potencial gravitacional es

Ugi =mghi . (2)

Notemos que el subı́ndice “i” que aparece en Ugi sirve para indicar que es el
tiempo inicial. En el tiempo final la altura del objeto es hf ası́ que su energı́a
potencial será

Ugf =mghf . (3)

1 Cuando el objeto no está cerca de la superficie de la Tierra no podemos usar el hecho de que
el peso es mg, sino que debemos usar la magnitud de la fuerza de atracción gravitacional (nota
4.10). Esto modifica la ecuación (1). En este capı́tulo no nos vamos a preocupar por alturas en las
que debemos modificar mg.



Energı́a 577

Caso 2

Notemos que en el segundo caso el sistema de coordenadas no está situado en
el piso sino que está a una altura hf . Por lo tanto, para este nuevo sistema, la
altura de la pelota, tanto en el tiempo inicial como en el final, es una altura
diferente, como se explica a continuación:

hf

Tiempo inicial

hi

hi − hf

Tiempo final

2

Y

X

Notemos que la longitud de la lı́nea roja, que es la altura inicial para el nuevo
sistema de coordenadas, es igual a hi −hf . Además, la altura final de la pelota para
el nuevo sistema de coordenadas es cero porque la pelota está en el origen de Y.

Como la altura en el tiempo inicial es hi − hf , entonces la energı́a potencial
gravitacional de la pelota inicialmente es

Ugi =mg (hi −hf )
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

La altura
inicial para

el caso 2

. (4)

Notemos que esta no es la misma energı́a potencial gravitacional que en el caso
1, lo que sugiere que la energı́a potencial gravitacional es una cantidad relativa
porque depende del sistema de coordenadas usado.

La altura final de la pelota es cero, como se explicó en la figura anterior, porque
en ese tiempo la pelota está en el origen del eje Y según este nuevo sistema.
Como la altura es cero, la energı́a potencial gravitacional es cero:

Ugf = 0. (5)

Caso 3

Ahora vamos a usar otro sistema de coordenadas, esta vez uno que está a una
altura hi con respecto al piso. Como en el caso previo, la altura inicial y final
de la pelota es distinta porque nuestra forma de medir esta altura cambia:
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hf

Tiempo inicial

hi

hfn

Tiempo final

3
Y

X

Para este sistema de coordenadas la altura inicial es cero porque la pelota está en
el origen del eje Y. La nueva altura final la hemos llamado hf n.

Como la altura de la pelota para el tiempo inicial es cero (la pelota está en el
origen en Y), la energı́a potencial gravitacional para el tiempo inicial es cero:

Ugi = 0. (6)

La posición final de la pelota está a una distancia de hi −hf del origen (la lı́nea
roja de la figura anterior), y además, en el sentido negativo del eje Y. Es decir,
la posición final de la pelota es y⃗i = −(hi − hf )ŷ (hi − hf es la magnitud de la
posición y el signo menos indica la dirección negativa de esta posición). Como
la altura final del objeto es una “altura negativa”, entonces debemos poner un
signo menos:

hf n = −(hi −hf ). (7)

Por lo tanto, la energı́a potencial gravitacional para el tiempo final del caso 3
es

Ugf = −mg(hi −hf ). (8)

Nota 5.1. Un sistema de coordenadas conveniente para la energı́a po-
tencial gravitacional

Es conveniente usar, cuando sea posible, un sistema de coordenadas
para el cual la energı́a potencial gravitacional inicial o final sea cero. Al
hacer esto podemos simplificar un poco los cálculos.

Notemos que aunque la energı́a potencial gravitacional nos dio diferente de
acuerdo a los diferentes sistemas de coordenadas usados, en todos los casos
la energı́a potencial gravitacional del tiempo inicial fue mayor que la energı́a
potencial gravitacional del tiempo final. Por ejemplo, en el caso 1 la energı́a
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potencial gravitacional inicial era mghi —ecuación (2)—, mientras que la final
era mg(hi −hf )—ecuación (3)—. Claramente, mg(hi −hf ) es menor que mghi .
En el caso 2, es evidente que mg(hi − hf ) (la energı́a potencial gravitacional
inicial) es mayor que cero (energı́a en el tiempo final), ası́ que de nuevo, la
energı́a potencial gravitacional para el tiempo final fue menor que la del
tiempo inicial. Por último, la energı́a potencial gravitacional final del caso 3
era −mg(hi −hf ), que es un número negativo, mientras que la energı́a potencial
gravitacional inicial era cero. De nuevo, esta energı́a es menor en el tiempo
final que en el tiempo inicial.

Lo anterior revela algo fundamental de este tipo de energı́a: si un objeto se
acerca al centro de la Tierra su energı́a potencial gravitacional disminuye. En el
problema estudiado, la pelota en el tiempo final estaba más cerca del piso
que la pelota en el tiempo inicial y, por lo tanto, más cerca del centro de la
Tierra. Por ello su energı́a potencial gravitacional era menor a la que tenı́a en
el tiempo inicial cuando estaba más alejada del piso (más alejada del centro de
la Tierra). Eso lo comprobamos en todos los casos, sin importar el sistema de
coordenadas usado2.

(c) Ahora debemos realizar la resta entre la energı́a potencial gravitacional del
tiempo final y la del tiempo inicial para los tres casos anteriores:

Caso 1

A la ecuación (3) le debemos restar la ecuación (2):

∆Ug =mghf
´¹¹¹¸¹¹¹¶
Ugf

−mghi
´¹¸¹¶
Ugi

=mg(hf −hi), (9)

donde ∆Ug significa “cambio” o “diferencia” de la energı́a potencial (∆Ug =
Ugf −Ugi).
Notemos que hemos sacado factor común del término mg.

Caso 2

Ahora, a la ecuación (5) le debemos restar la (4):

∆Ug = 0
´¸¶
Ugf

−mg(hi −hf )
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Ugi

= −mg(hi −hf ). (10)

2 Alguien podrı́a usar un sistema con el eje Y apuntando hacia abajo, y en ese caso sucederı́a
lo contrario; cuanto más se acerque el objeto al centro de la Tierra, mayor será su energı́a. Sin
embargo, lo normal en estos problemas es usar un sistema de coordenadas con Y apuntando hacia
arriba.
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Caso 3

En este caso, debemos restarle la ecuación (6) a la (8):

∆Ug = −mg(hi −hf )−0 = −mg(hi −hf ). (11)

Si el lector presta atención a los resultados obtenidos, notará que el cambio
de energı́a potencial gravitacional es exactamente el mismo en los tres casos:
−mg(hi −hf )—en la ecuación (9) obtuvimos mg(hf −hi) que es lo mismo que
−mg(hi −hf )—. Por lo tanto, a pesar de que la energı́a potencial gravitacional
depende del sistema de coordenadas usado, el cambio de energı́a potencial
gravitacional no depende del sistema de coordenadas usado.

Además, notemos que −mg(hi−hf ) es una cantidad negativa porque el término
“hi −hf ” es un número positivo. Esto tiene sentido porque, como vimos en la
sección (b), la energı́a potencial gravitacional final del objeto es menor que
la inicial ası́ que si restamos la final con la inicial debemos de obtener un
número negativo. Como el cambio de energı́a potencial gravitacional nos dio
negativo, podemos decir que entre el tiempo inicial y final la pelota pierde
energı́a potencial gravitacional. Si en cambio la pelota hubiera subido (no
caı́do), hubiera aumentado su energı́a potencial gravitacional y el cambio de
su energı́a potencial gravitacional nos hubiera dado positivo.

Nota 5.2. Energı́a potencial gravitacional

La energı́a potencial gravitacional de un objeto está dada por mgh,
donde h es la altura a la que está el objeto según nuestro sistema de
coordenadas. Como la altura cambia de acuerdo al sistema elegido,
la energı́a potencial gravitacional va a depender de la escogencia del
sistema. Además, la altura puede ser negativa si la posición final del
objeto apunta en la dirección negativa de Y.

El cambio de energı́a potencial gravitacional no depende del sistema de
coordenadas y siempre está dado por mg(hf −hi) que es lo mismo que
−mg(hi −hf ).
Si un objeto se acerca al centro de la Tierra, su energı́a potencial gravi-
tacional disminuye y, si se aleja, aumenta.



Energı́a 581

Problema (teórico) 5.2.

Palabras clave: energı́a cinética, cambio de
energı́a cinética, energı́a mecánica, conserva-
ción de energı́a mecánica.

Consideremos la misma pelota de masa m del problema anterior, que en el
tiempo inicial se suelta desde el reposo y desde una altura hi y en el tiempo
final está a una altura hf .

(a) Explique brevemente qué es la energı́a cinética.

(b) Escriba una expresión en términos de la masa, la altura y g para el cam-
bio de energı́a cinética de la pelota entre el tiempo final e inicial usando
ecuaciones de caı́da libre (use el sistema de coordenadas indicado en el
dibujo).

(c) Compare este cambio de energı́a cinética con el cambio de energı́a
potencial gravitacional hallado en la sección (c) del problema anterior
y comente.

(d) Explique qué es la energı́a mecánica de un objeto.

(e) Escriba una expresión para la energı́a mecánica para el tiempo inicial
y para el tiempo final, usando los resultados de este problema y del
problema anterior. Explique cuándo esta energı́a se conserva.

hf

Tiempo inicial

hi

Tiempo final

Y

X
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a) Es una pregunta teórica.

(b) Conocemos la masa m de la pelota, su altura hi en el tiempo inicial y la altura hf en el
tiempo final. La pelota se suelta desde el reposo. El sistema de coordenadas que debemos usar
se indica en el dibujo. Debemos usar ecuaciones de cinemática.

(c) Debemos usar el resultado (b) y el cambio de energı́a potencial gravitacional hallado en la
sección (c) del problema anterior.

(d) y (e) Conocemos toda la información anterior y, además, los resultados hallados tanto en la
sección (b) del presente problema como los de la sección (b) del problema anterior.

¿Qué nos piden?

(a) Responder la pregunta teórica.

(b) Escribir una expresión para la diferencia entre la energı́a cinética final y la inicial, en
términos de la masa, las alturas y g.

(c) Comparar el resultado hallado en (b) con el cambio de energı́a potencial gravitacional
hallado en la sección (c) del problema anterior.

(d) Explicar qué es la energı́a mecánica de un objeto.

(e) Dar una expresión para la energı́a mecánica inicial y final de la pelota. Decir cuándo
esta energı́a se conserva.

(a) La energı́a cinética es una energı́a que se asocia con el movimiento de
los objetos; cuando un objeto se mueve este tiene cierta energı́a cinética que
depende de la rapidez con que se mueva. Más precisamente, esta energı́a
depende de la masa y de la rapidez del objeto. El sı́mbolo que vamos a usar
para referirnos a esta energı́a es K (K se refiere a “cinética”, que en inglés se
dice kinetic. Otro sı́mbolo para esta energı́a es Ek). La fórmula de la energı́a
cinética es

k = 1
2
mv2. (1)

En la fórmula anterior se ve claramente que esta energı́a es directamente
proporcional a la masa m y es directamente proporcional a v2, el cuadrado de
la rapidez. Cuidado, v no es la velocidad sino la rapidez. La energı́a cinética,
como cualquier energı́a, es una cantidad escalar. Recordemos que las unidades
de la energı́a son joules.

Nota 5.3. Energı́a cinética

La energı́a cinética de un objeto es una energı́a que depende de la masa
y de la rapidez al cuadrado del objeto:

k = 1
2
mv2.
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(b) La energı́a cinética de la pelota en el tiempo inicial es cero porque la rapidez
inicial de la pelota es cero (nos dicen que es liberada desde el reposo);

ki = 0, (2)

donde el subı́ndice “i” sirve para indicar que esta es la energı́a cinética en el
tiempo inicial.

Para escribir la energı́a cinética en el tiempo final debemos calcular la rapidez
de la pelota (que no nos dan) cuando ha caı́do desde la posición inicial hasta la
final y para ello necesitamos usar cinemática. Recordemos del capı́tulo “Caı́da
libre, lanzamiento vertical y lanzamiento parabólico” que cuando un objeto
cae libremente su rapidez final es

vf =
√

2g(hi −hf ). (3)

Ahora que conocemos la rapidez en el tiempo final en términos de las alturas y
de g, podemos usar la ecuación (1) para hallar una expresión para la energı́a
cinética final:

kf =
1
2
m(
√

2g(hi −hf )
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

v

)
2
. (4)

La raı́z cuadrada desaparece porque está elevada al cuadrado;

Kf =
1
2
m(2g(hi −hf )). (5)

El 2 se cancela, ası́ que al final obtenemos

Kf =mg(hi −hf ). (6)

Ahora que conocemos la energı́a cinética inicial y final en términos de variables
conocidas, podemos calcular el cambio de energı́a cinética con

∆K =mg(hi −hf )
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Kf

− 0
´¸¶
Ki

=mg(hi −hf ), (7)

donde ∆K representa el cambio de energı́a cinética (∆K =Kf −Ki).
(c) Comparemos este resultado con el cambio de energı́a potencial gravitacio-
nal hallado en la sección (c) del problema anterior. El cambio de la energı́a
potencial gravitacional habı́a dado

∆Ug = −mg(hi −hf ). (8)
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¡Este es exactamente el cambio de energı́a cinética hallado con la ecuación (7)
pero con un signo negativo! Matemáticamente, podemos escribir la relación
entre estos cambios de energı́a ası́:

−∆Ug =∆K. (9)

En palabras, esta ecuación dice que el cambio de la energı́a potencial gravita-
cional es el mismo cambio, con un signo negativo, de la energı́a cinética3. El
signo negativo indica que la energı́a cinética que gana el objeto es exactamente
igual a la energı́a potencial gravitacional que pierde. Por ejemplo, si la energı́a
potencial gravitacional aumentó 12J(∆Ug = 12J), entonces la energı́a cinética
disminuyó exactamente 12J(∆K = −12J).
(d) La energı́a mecánica de un objeto es la suma de la energı́a potencial con la
energı́a cinética. Como veremos más adelante, un objeto puede tener diferentes
energı́as potenciales (gravitacional, elástica, eléctrica). La energı́a mecánica
es la suma de las diferentes energı́as potenciales con la energı́a cinética. Por
ahora, ya que sólo consideramos la energı́a potencial gravitacional, la energı́a
mecánica es simplemente

Em =K +Ug , (10)

donde representamos esta energı́a con el sı́mbolo Em.

(e) En el tiempo inicial la pelota no tiene energı́a cinética porque su rapidez es
cero —ecuación (2)—. La energı́a potencial gravitacional inicial es mghi porque
la pelota se encuentra a una altura hi con respecto al sistema de coordenadas
usado. Por lo tanto, la energı́a mecánica inicial es

Emi =Ki +Ugi = 0
´¸¶
Ki

+mghi
´¹¸¹¶
Ugi

=mghi . (11)

En el tiempo final la pelota tiene una energı́a cinética de mg(hi − hf ) como
indica la ecuación (6). Además, la energı́a potencial gravitacional de la pelota
en el tiempo final es mghf , porque la pelota se encuentra a una altura hf según
el sistema de coordenadas. Ası́, la energı́a mecánica final es

Emf =Kf +Ugf =mg(hi −hf )
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Kf

+mghf
´¹¹¹¸¹¹¹¶
Ugf

=mghi . (12)

Notemos que el término mghf se canceló y sólo quedó mghi . Si comparamos
esta energı́a mecánica con la del tiempo inicial —ecuación (11)—, nos damos

3 Esto es sólo cierto cuando sobre el objeto actúan fuerzas conservativas, como en el caso de la
pelota que cae libremente. Más adelante se explicarán qué son estas fuerzas.
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cuenta de que son iguales. Esto quiere decir que la energı́a mecánica de la pelota
se conservó entre ambos tiempos.

Cuidado: La energı́a cinética cambió, como ya habı́amos explicado en la sección
(c), porque en el tiempo inicial la pelota no tenı́a energı́a cinética y en el final
sı́. Lo que no cambió fue la energı́a mecánica, que es la suma de la energı́a
cinética con la potencial.

Que la energı́a mecánica no haya cambiado mientras la pelota caı́a no es
coincidencia sino que es algo que todos los objetos que están en caı́da libre,
en un lanzamiento vertical o en un movimiento parabólico, cumplen (más
adelante veremos por qué). Los objetos que están en caı́da libre, lanzamiento
vertical o movimiento parabólico tienen en común que la única fuerza que
actúa sobre ellos es el peso. Por lo tanto, podemos decir que la energı́a mecánica
se conserva siempre que la única fuerza que actúe sobre un objeto sea el peso.

Nota 5.4. Energı́a mecánica

La energı́a mecánica de un objeto es la suma de la energı́a potencial con
la energı́a cinética. En el caso en el que la única energı́a potencial es la
gravitacional, la energı́a mecánica se puede escribir ası́: Em =K +Ug .

Cuando sobre un objeto la única fuerza que actúa es el peso, la energı́a
mecánica del objeto se conserva; Em1 = Em2 . Esto quiere decir que la
suma de la energı́a cinética con la potencial gravitacional del objeto en
un tiempo t1 es igual a la suma de ambas energı́as en otro tiempo t2:
K1 +Ug1 =K2 +Ug2, donde el subı́ndice “1” se refiere al tiempo t1 y el
subı́ndice “2” al tiempo t2.
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Problema de repaso 5.3.

Palabras clave: energı́a cinética, cambio de
energı́a cinética, energı́a mecánica, conserva-
ción de la energı́a mecánica.

Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique su
respuesta:

(1) La energı́a mecánica siempre se conserva.

(2) Si la energı́a mecánica de un objeto se conserva, entonces la energı́a
cinética del objeto no aumenta.

(3) El cambio de energı́a potencial gravitacional no depende del sistema
de coordenadas elegido.

(4) Si la energı́a potencial gravitacional de un objeto aumenta (y esta es la
única energı́a potencial del objeto) y la energı́a cinética de ese objeto
también aumenta, entonces la energı́a mecánica no se conserva.

(5) Si sobre un objeto sólo actúa el peso, y nos dicen que la energı́a poten-
cial aumenta, entonces la energı́a cinética del objeto disminuye.

Solución
(1) Falso. Como dice la nota 5.4, la energı́a mecánica se conserva si sobre el
objeto actúa sólo el peso, pero no dice que esta energı́a siempre se conserve
(como veremos después, hay muchas fuerzas que no conservan esta energı́a).

(2) Falso. Si la energı́a mecánica se conserva, entonces sabemos que la suma
de la energı́a potencial con la cinética es constante, pero eso no quiere decir
que la cinética no puede aumentar (la cinética puede aumentar y la potencial
disminuir, por ejemplo).

(3) Verdadero. Como vimos en el problema 5.1, el cambio de energı́a potencial
gravitacional no depende del sistema elegido.

(4) Verdadero. Si la energı́a cinética y la potencial gravitacional aumentan y si
esa es la única energı́a potencial, entonces la suma de ambas energı́as tiene que
aumentar. Y como la suma de ambas energı́as es igual a la energı́a mecánica,
entonces esto quiere decir que la energı́a mecánica tiene que aumentar y
entonces no se conserva.

(5) Verdadero. Si sobre el objeto sólo actúa el peso, la energı́a mecánica se
conserva, es decir, la suma de la energı́a potencial con la energı́a cinética
permanece constante. Si la energı́a potencial gravitacional aumenta, la única
forma de que la suma de esta energı́a con la cinética se conserve es si la cinética
disminuye.



Energı́a 587

Problema 5.4.

Palabras clave: conservación de energı́a
mecánica, movimiento parábolico, altura
máxima, energı́a cinética.

Caterine Ibargüen, con una masa de 70 kg, realiza un salto como se muestra en
el dibujo. Suponga que su rapidez inicial al comenzar el salto es de 10 m/s y
suponga que el salto describe un movimiento parabólico.

(a) Si la rapidez en el punto de altura máxima es de 8 m/s, ¿cuál es la
altura máxima?

(b) ¿Cuál es la energı́a cinética de Caterine cuando ha pasado medio segun-
do? (Para responder esta pregunta debe usar ecuaciones de cinemática).

Solución

¿Qué información nos dan?

(a) y (b) Caterine Ibargüen tiene masa de 70 kg, su rapidez inicial al comenzar el salto es de 10
m/s y el salto describe un movimiento parabólico. La rapidez en el punto de altura máxima es
de 8 m/s. Debemos usar ecuaciones de cinemática para el punto (b).

¿Qué nos piden?

(a) Hallar la altura máxima.

(b) Encontrar la energı́a cinética cuando ha pasado medio segundo.

(a) Primero, démonos cuenta de que la única fuerza que actúa sobre Caterine
es el peso (si no fuera ası́ no seguirı́a un movimiento parabólico). Por lo tanto,
la energı́a mecánica de Caterine se conserva (nota 5.3). Para hallar la altura
máxima no podemos usar ecuaciones de movimiento parabólico porque no
conocemos el ángulo inicial, ası́ que no conocemos la rapidez en Y. Pero como
la energı́a mecánica depende de la energı́a potencial, y esta última depende de
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la altura, podemos hallar la altura usando el hecho que la energı́a mecánica se
conserva.

Notemos que nos dicen la rapidez inicial del salto y la rapidez en el punto de
altura máxima. Ası́ que podemos hallar la energı́a cinética inicial y la energı́a
cinética en el punto de altura máxima. Además, como somos libres de elegir el
sistema de coordenadas, vamos a poner uno cuyo origen esté en el piso para
que la altura inicial de Caterine sea cero:

X

Y

Como conocemos la energı́a cinética inicial y la potencial gravitacional inicial
(que es cero porque la altura inicial es cero), conocemos la energı́a mecánica
inicial:

Emi =
1
2
mv2

i . (1)

En el punto de altura máxima también conocemos la energı́a cinética porque
conocemos la rapidez en ese punto, pero no conocemos la altura (eso es lo que
debemos hallar). Por lo tanto, la energı́a mecánica en ese punto es

Emf =
1
2
mv2

f +mgh, (2)

donde lo único que no conocemos es h. Como la energı́a mecánica se conserva,
podemos igualar la energı́a mecánica inicial con la final (nota 5.3):

1
2
mv2

i

´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶
Emi

= 1
2
mv2

f +mgh

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Emf

. (3)

De esta ecuación podemos despejar h. Primero, dividamos por la masa en todas
partes:

1
2
v2
i =

1
2
v2
f + gh. (4)
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Ahora pasemos el término con la rapidez final al otro lado y dividamos por g:

1
2g

v2
i −

1
2g

v2
f = h. (5)

Finalmente, podemos sacar factor común de 1/2g:

1
2g
(v2

i −v2
f ) = h. (6)

Si reemplazamos los valores numéricos, esto da

1

2(9.81 m/s2)
((10 m/s)2 −(8 m/s)2) = 1.83 m = h. (7)

Es útil anotar que en los problemas de movimiento parabólico es necesario
conocer el ángulo inicial del trayecto o la velocidad inicial en Y para determinar
la altura del objeto. Al usar la conservación de la energı́a mecánica no es
necesario conocer dicho ángulo, pero necesitamos conocer la rapidez total (no
en Y) en dos puntos y una de las dos alturas.

(b) Para hallar la energı́a cinética de Caterine cuando ha pasado medio segundo
debemos averiguar la rapidez de Caterine cuando ha pasado este tiempo. Pero
con ecuaciones de conservación de energı́a no podemos hallar esa rapidez
porque en estas ecuaciones no aparece el tiempo. Por lo tanto, necesitamos
usar ecuaciones de cinemática.

Empecemos por anotar que conocemos la rapidez en X porque conocemos la
rapidez de Caterine en su punto de altura máxima y en este punto la única
rapidez que hay es la rapidez en X. Además, la rapidez en X siempre es la
misma en un movimiento parabólico ası́ que también sabemos la rapidez X
después de medio segundo. Lo único que nos falta para hallar la rapidez total
en 0.5 segundos es encontrar la rapidez en Y en ese tiempo.

Recordemos que la rapidez en Y en un movimiento parabólico está dada por

vy = −gt +viy , (8)

donde viy es la rapidez inicial en Y. Para poder usar esta ecuación necesitamos
encontrar precisamente viy . A esta rapidez inicial en Y la podemos hallar con
la altura máxima usando la siguiente ecuación4:

ymáx = yi +
v2
iy

2g
. (9)

4 En el capı́tulo 3 esta ecuación fue presentada usando hm en vez de ymáx y hi en vez de yi .
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Como la altura inicial es cero y la altura máxima es h —que hallamos con la
ecuación (7)—, esta ecuación queda

h =
v2
iy

2g
. (10)

Finalmente, si multiplicamos por 2g y sacamos raı́z cuadrada, obtenemos la
rapidez inicial en Y: √

2gh = viy . (11)

Si usamos esto en la ecuación (8), obtenemos

vy = −gt +
√

2gh
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

viy

. (12)

Si reemplazamos los valores conocidos, esto nos da

vy = −(9.81 m/s2)(0.5 s)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶

t

+
√

2(9.81 m/s2)(1.83 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

h

= 1.09 m/s. (13)

Ahora que conocemos la rapidez en Y y en X podemos calcular la rapidez total.
Esta rapidez se puede calcular usando el teorema de Pitágoras:

vt =
√
(8 m/s
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

vx

)2 +(1.09 m/s
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vy

)2 = 8.07 m/s. (14)

Finalmente, la energı́a cinética después de medio segundo será

K
(0.5 s) =

1
2
(70 kg
´¹¹¹¹¸¹¹¹¶

m

)(8.07 m/s
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vt

)2 = 2279.37 J. (15)
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Problema 5.5.

Palabras clave: energı́a mecánica, altura ini-
cial, rapidez en cierta altura, uso de distintos
sistemas de coordenadas.

El clavadista caleño Orlando Duque se lanzó desde una plataforma de altura
desconocida como se muestra en el dibujo. Suponga que se lanzó desde el
reposo, que cae libremente y que cuando tocó el agua su rapidez fue de 23
metros por segundo.

(a) ¿Cuál era la altura de la plataforma?

(b) ¿Cuál fue su rapidez cuando estaba a 10 metros del agua?

(c) Vuelva a hacer (a) y (b) pero usando un sistema de coordenadas cuyo
origen esté a 5 metros sobre el nivel de agua.

(d) Demuestre con el principio de la conservación de la energı́a que si
Orlando se hubiera lanzado con cierta rapidez inicial distinta de cero,
su rapidez al tocar el agua hubiera sido mayor.
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a) y (b) Orlando se lanza desde el reposo. Su rapidez al tocar el agua es de 23 metros por
segundo.

(c) Debemos usar un sistema cuyo origen esté a 5 metros del agua.

(d) Orlando se lanza con cierta rapidez inicial.

¿Qué nos piden?

(a) La altura de la plataforma desde la que se lanzó Orlando.

(b) La rapidez de Orlando cuando está a 10 metros del agua.

(c) Debemos responder (a) y (b) con un sistema de coordenadas cuyo origen esté a 5 metros
del piso.

(d) Demostrar con la conservación de energı́a que si Orlando se hubiera lanzado con cierta
rapidez inicial, su rapidez al tocar el agua hubiera sido mayor.

(a) Para hallar la altura de la plataforma desde la que se lanzó Orlando sólo
debemos aplicar la conservación de la energı́a mecánica. Notemos que sobre
Orlando sólo actúa el peso ası́ que su energı́a mecánica se conserva (nota 5.3).
Pondremos un sistema de coordenadas en el nivel del mar y llamáremos hi a la
altura de la plataforma:

X

Y

hi
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Al poner el sistema en ese punto, la altura de Orlando al llegar al mar será cero,
ası́ que su energı́a potencial gravitacional en ese momento será cero. Como
Orlando se lanza desde el reposo, su energı́a cinética inicial es cero ası́ que su
energı́a mecánica inicial sólo es energı́a potencial gravitacional:

Emi =mghi . (1)

Notemos que no conocemos hi ni la masa de Orlando. Cuando Orlando lle-
ga al agua su energı́a mecánica es sólo cinética porque su energı́a potencial
gravitacional en ese momento es cero porque su altura es cero:

Emf =
1
2
mv2

f . (2)

En esta ecuación conocemos la rapidez de Orlando cuando llega al agua pero
no conocemos la masa. Ahora, como la energı́a mecánica se conserva, la energı́a
mecánica inicial debe ser igual a la energı́a mecánica final:

mghi
´¹¸¹¶
Emi

= 1
2
mv2

f

´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶
Emif

. (3)

Finalmente podemos despejar hi . Primero, notemos que la masa se cancela en
ambos lados. Si dividimos por g obtenemos una expresión para hi :

hi =
1

2g
v2
f . (4)

Si ahora reemplazamos los valores conocidos, esta ecuación da

hi =
1

2(9.81 m/s2)
(23 m/s
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vf

)2 = 26.96 m. (5)

(b) Para hallar la rapidez de Orlando cuando está a 10 metros del agua po-
demos otra vez usar la conservación de energı́a. Cuando está a 10 metros del
agua Orlando tiene energı́a potencial gravitacional y energı́a cinética, ası́ que
podemos escribir su energı́a mecánica en ese momento de la siguiente forma:

Emb =
1
2
mv2

b +mghb, (6)

donde hemos llamado Emb a la energı́a mecánica a los 10 metros de altura, vb a
la rapidez en ese punto y donde hb es 10 metros —la “b” es porque este es el
punto (b)—. En esta ecuación no conocemos la rapidez (que es lo que buscamos)
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ni la masa. Como la energı́a mecánica se conserva, la energı́a mecánica a los 10
metros debe ser igual a la energı́a mecánica en cualquier otro punto, ası́ que
podemos igualar la energı́a mecánica a los 10 metros con la energı́a mecánica
inicial:

mghi
´¹¸¹¶
Emi

= 1
2
mv2

b +mghb

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Emb

. (7)

Si pasamos el término con la energı́a potencial gravitacional a los 10 metros al
otro lado de la igualdad, y cancelamos las masas, obtenemos

ghi − ghb =
1
2
v2
b . (8)

Si multiplicamos por 2 y sacamos factor común de g, esto da

2g(hi −hb) = v2
b . (9)

Si aplicamos raı́z cuadrada obtenemos
√

2g(hi −hb) = vb. (10)

Ahora sólo debemos reemplazar los valores numéricos:

¿
ÁÁÁÀ

2(9.81 m/s2)(26.96 m
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

hi

−10 m
´¹¹¸¹¶
hb

) = 18.24 m/s = vb. (11)

(c) Si usamos un sistema de coordenadas cuyo origen esté a 5 metros de altura,
entonces la altura inicial de Orlando es diferente a la hallada en (a). De hecho,
la nueva altura de Orlando comparada con hi será

hin = hi −5 m, (12)

como se aprecia de la siguiente figura:
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hi

X5 m

Y

hin

Como se aprecia de esta figura, si ponemos el sistema de coordenadas a cinco
metros sobre el nivel del mar, la nueva altura inicial de Orlando es de hin = hi−5 m.

Por lo tanto, la nueva energı́a mecánica inicial (que sólo es potencial) es

Emi =mg(hi −5 m). (13)

Por su parte, cuando Orlando llega al agua tiene energı́a cinética pero también
tiene energı́a potencial gravitacional porque su altura en ese punto con respecto
al sistema de coordenadas no es cero como ocurrı́a en (a) y (b). De hecho, cuando
llega al agua Orlando tendrá una altura negativa de 5 metros, ası́ que la energı́a
mecánica de Orlando en ese punto es

Emf =
1
2
mv2

f −mg(5 m). (14)

Si aplicamos la conservación de la energı́a mecánica entre el momento inicial y
final, obtenemos

mg(hi −5 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Emi

= 1
2
mv2

f −mg(5 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Emf

. (15)

Si distribuimos el paréntesis de la izquierda esto da

mghi −mg5 m = 1
2
mv2

f −mg(5 m). (16)
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Si cancelamos el término mg(5 m) en ambos lados, obtenemos

mghi =
1
2
mv2

f . (17)

Notemos que esto es exactamente igual a la ecuación (3). Por lo tanto, volve-
remos a obtener el mismo resultado que obtuvimos en (a) para la altura de la
plataforma con respecto al agua (26.96 m). ¡Esto es lo que esperamos porque la
altura de la plataforma hi con respecto al mar no va a cambiar si cambiamos el
sistema de coordenadas!

Ahora debemos responder (b) con el nuevo sistema de coordenadas. Cuando
Orlando está a 10 metros del agua, está a 5 metros de altura con respecto al
sistema de coordenadas usado. Ası́ que su energı́a potencial gravitacional en
ese punto será mg(5 m). Por lo tanto, su energı́a mecánica en ese momento será

Emb =
1
2
mv2

b +mg(5 m). (18)

Como la energı́a mecánica se conserva, podemos igualar esta energı́a con la
energı́a mecánica inicial de Orlando:

mg(hi −5 m) = 1
2
mv2

b +mg(5 m). (19)

Si distribuimos el paréntesis izquierdo esto da

mghi −mg(5 m) = 1
2
mv2

b +mg(5 m). (20)

Si pasamos el término mg(5 m) del lado derecho de la igualdad al otro lado,
esto da

mghi −mg(5 m)−mg(5 m) = 1
2
mv2

b . (21)

Si sumamos, dividimos por m y sacamos factor común de g obtenemos

g(hi −10 m) = 1
2
v2
b . (22)

Esta es igual a la ecuación (8) (sólo que aquı́ escribimos explı́citamente hb),
ası́ que los resultados que obtendremos ahora serán los mismos que antes;
volveremos a llegar a la ecuación (11) y la rapidez nos volverá a dar 18.24
metros por segundo. Esto no nos sorprende porque la rapidez es la magnitud
de un vector y no deberı́a depender del sistema de coordenadas (como vimos
varias veces en el capı́tulo 2).
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Hemos comprobado que la respuesta a los problemas de energı́a no varı́an
según el sistema, ası́ que podemos siempre escoger un sistema que simplifique
los cálculos, como el escogido en (a) y (b) (nota 5.1).

(d) Encontremos una expresión para la rapidez final de Orlando en caso de que
se hubiera lanzado con cierta rapidez inicial, y con ella digamos si la rapidez
al tocar el agua hubiera sido mayor que cuando se lanza sin rapidez inicial.
Como antes, usaremos la conservación de la energı́a mecánica.

Si Orlando se hubiera lanzado con rapidez inicial, su energı́a mecánica inicial
serı́a potencial y cinética:

Emi =
1
2
mv2

i +mghi . (23)

Si volvemos a usar el sistema de coordenadas usado en (a) y en (b), la energı́a
mecánica de Orlando cuando llega al agua serı́a sólo cinética:

Emf =
1
2
mv2

f . (24)

Si igualamos esta energı́a con la energı́a dada por la ecuación (23), obtenemos

1
2
mv2

f

´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶
Emf

= 1
2
mv2

i +mghi

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Emi

. (25)

Si multiplicamos por 2 y dividimos por las masas, esto nos da

v2
f = v

2
i +2ghi . (26)

Si sacamos la raı́z cuadrada, esto nos da

vf =
√

v2
i +2ghi . (27)

Notemos que cuanto mayor sea la rapidez inicial, mayor será el término dentro
de la raı́z cuadrada y entonces mayor será la rapidez final. Es decir, la rapidez
final es proporcional a la rapidez inicial, ası́ que si Orlando se hubiera lanzado
con cierta rapidez inicial (mayor que cero), la rapidez final hubiera sido mayor
que si no se hubiera lanzado con rapidez inicial.
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Problema (teórico) 5.6.

Palabras clave: energı́a potencial elástica, re-
sorte ideal, sistema resorte-objeto.

(a) Explique qué es un resorte ideal.

(b) Explique cuál es la energı́a potencial elástica de un resorte ideal.

(c) Explique qué pasa con la energı́a mecánica de un objeto que interactúa
con un resorte ideal.

Solución
(a) Un resorte ideal es aquel que al ser comprimido o elongado una distancia
x realiza una fuerza que es directamente proporcional a la distancia que fue
elongado o comprimido. Es decir, la fuerza realizada por un resorte ideal es
de la forma F ∝ x (el sı́mbolo ∝ indica “proporcional”). La proporcionalidad
que hay entre la fuerza y x dependerá de una constante k caracterı́stica del
resorte (puede cambiar de acuerdo al resorte). En términos de esta constante,
la magnitud de la fuerza ejercida por un resorte ideal es F = kx.

Las unidades de k tienen que ser de kilogramo sobre segundo cuadrado para
que k multiplicada por una distancia x (que está en metros) nos dé unidades
de newtons. Además, esta fuerza tiene dirección contraria a la dirección de
estiramiento o compresión; si lo comprimimos el resorte trata de estirase, y si
lo estiramos el resorte trata de comprimirse.

La masa del resorte ideal es cero (lo cual es una buena aproximación si la masa
de los demás objetos que estamos analizando es mucho mayor que la masa del
resorte). La razón por la cual necesitamos que la masa del resorte ideal sea cero
será clara pronto.

(b) Además de la energı́a potencial gravitacional existe otro tipo de energı́a
potencial que es la energı́a que un objeto almacena cuando se deforma. Es-
ta energı́a depende de cuánto se haya deformado el objeto y se denomina
energı́a potencial elástica. La energı́a potencial elástica para un resorte ideal de
constante k es

Ue =
1
2
kx2, (1)

donde Ue es el sı́mbolo usado para representar la energı́a potencial elástica y x
es cuánto se ha comprimido o elongado el resorte.

Es importante entender que la energı́a potencial elástica del resorte se calcula
de igual manera si se comprime el resorte o si se estira, lo único que importa es
que el resorte se deforme. Más precisamente, cuando el resorte no está sujeto
a ninguna fuerza, entonces su extremo libre (el extremo que podemos estirar
o comprimir) está en su posición de equilibrio, que podemos llamar x⃗o. Si
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después estiramos el resorte hasta una posición x⃗e, la x será la distancia que
hay entre el punto de equilibrio x⃗o y x⃗e, como se ilustra en la siguiente figura:

PROBLEMA 5.6*
a) Explique qué es un resorte ideal. b) Explique cuál es la energía potencial elástica de un 

resorte ideal. c) Explique qué pasa con la energía mecánica de un objeto que interactúa 
con un resorte ideal. d) Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justi-
fique su respuesta: 

SOLUCIÓN

a) Un resorte ideal es aquél que al ser comprimido o elongado una distancia x, realiza una 
fuerza que es proporcional a la distancia que fue elongado o comprimido. Es decir, la 
fuerza realizada por un resorte ideal es de la forma F ∝ x (el símbolo  ∝ indica “propor-
cional”) . Dependiendo del resorte, la fuerza que hará será diferente, y por eso la propor-
cionalidad que hay entre la fuerza y x dependerá de una constante k característica del 
resorte (depende del resorte). En términos de esta constante, la magnitud de la fuerza 
ejercida por un resorte ideal es  F = k x.  Notemos que las unidades de k tienen que ser 
de kilogramo sobre segundo cuadrado, para que  k multiplicada por una distancia x (que 
está en metros) nos de unidades de Newtons.  Además, esta fuerza tiene dirección contra-
ria al desplazamiento x; si comprimimos el resorte, el resorte trata de resistir y le hace 
una fuerza contraria a nuestras manos, y si estiramos el resorte, el resorte hace una fuer-
za contraria de forma que atrae a nuestra mano hacia el resorte. Es decir, si lo comprimi-
mos el resorte trata de estirase, y si lo estiramos el resorte trata de comprimirse. 

La masa del resorte ideal es cero (lo cual es una buena aproximación si la masa de los de-
más objetos que estamos analizando en cierto problema es mucho mayor que la masa del 
resorte). La razón por la cual necesitamos que la masa del resorte ideal sea cero será clara 
pronto. 

b) En adición a la energía potencial gravitacional existe otro tipo de energía potencial que 
es una energía que un objeto almacena cuando el objeto se deforma. Esta energía depende 
de cuánto se haya deformado el objeto y se denomina energía potencial elástica. La ener-
gía potencial elástica para un resorte ideal de constante k es:

Ue =
1
2

k x2    (1),

donde Ue es el símbolo usado para representar la energía potencial elástica y x es cuánto se 
ha comprimido o elongado el resorte. Es importante entender que esta energía potencial 
elástica del resorte se calcula igual si se comprime el resorte o si se estira, lo único que im-
porta es que el resorte se deforme. Más precisamente, cuando el resorte no está sujeto a nin-
guna fuerza, entonces el extremo del resorte que nos interesa (el extremo libre, el extremo 
que podemos estirar o comprimir) está en su posición de equilibrio que podemos llamar 

⃗x o. Si después estiramos el resorte, la x será la distancia que hay entre el punto de equili-
brio xo y el nuevo punto en el que está el extremo del resorte, como se ilustra en la siguien-
te figura:

⃗x o ⃗x e

x
⃗x o ⃗x c

x
⃗x o

Resorte en su posición 
de equilibrio

Resorte estirado hasta 
una posición ⃗x e

Resorte comprimido 
hasta una posición ⃗x c

Si estiramos o comprimimos el resorte, estamos moviendo el extremo libre 
del resorte a una posición diferente a su posición de equilibrio ⃗x o. x es la dis-
tancia a la que está el extremo del resorte de su posición de equilibrio, y no 
interesa si esa distancia se debe a que comprimimos o estiramos el resorte.

Por ejemplo, si la constante del resorte es de 2 kilogramos sobre segundo cuadrado y si 
comprimimos el resorte 0.1 metros, entonces la energía potencial elástica del resorte será 

1
2

(2 k /s2)(0.1 m)2 = 0.01 J    (2)
k x

Si en vez de comprimir el resorte lo hubiéramos estirado 0.1 centímetros, entonces nada 
habría cambiado en la anterior ecuación, pues esa x es simplemente una distancia que no 
tiene en cuenta si el resorte es estirado o comprimido (en otras palabras, un resorte almace-
na la misma energía potencial si lo estiramos o si lo comprimimos).

c) Una característica muy importante de los resortes ideales es que si un objeto interactúa 
con un resorte de estos, entonces la energía mecánica del objeto se convierte en energía 
potencial elástica del resorte, y la energía potencial elástica del resorte se convierte en 
energía mecánica del objeto. Y esta transformación de una energía del objeto en energía 
elástica del resorte (y viceversa) es perfecta, de forma que la energía mecánica total del 

392

Si estiramos o comprimimos el resorte, estamos moviendo el extremo libre del
resorte de su posición de equilibrio x⃗o a una posición diferente. x es la distancia a
la que está el extremo del resorte de su posición de equilibrio (no interesa si esa
distancia se debe a que comprimimos o estiramos el resorte).

Por ejemplo, si la constante del resorte es de 2 kilogramos sobre segundo
cuadrado y si comprimimos el resorte 0.1 metros, entonces la energı́a potencial
elástica del resorte será

1
2
(2 kg/s2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k

(0.1 m
´¹¹¹¹¸¹¹¹¶

x

)2 = 0.01 J. (2)

Si en cambio hubiéramos estirado el resorte 0.1 centı́metros, nada habrı́a
cambiado en la anterior ecuación, pues x es una distancia que no tiene en
cuenta la dirección de deformación.

(c) Una caracterı́stica muy importante de los resortes ideales es que si un objeto
interactúa con un resorte de estos, entonces la energı́a mecánica del objeto se
convierte en energı́a potencial elástica del resorte y la energı́a potencial elástica
del resorte se convierte en energı́a mecánica del objeto. Esta transformación de
una energı́a del objeto en energı́a elástica del resorte ideal es perfecta, de forma
que la energı́a mecánica total del sistema (del objeto más el resorte) siempre se
conserva.

Notemos que es importante suponer que la masa del resorte es cero para que el
resorte no tenga energı́a cinética en ningún momento y tampoco tenga energı́a
potencial gravitacional. Como la masa es cero, la única energı́a mecánica que
puede tener el resorte es la potencial elástica.

Por ejemplo, si una pelota que inicialmente tiene energı́a mecánica E1 choca
contra un resorte, la pelota va a perder parte de su energı́a mecánica inicial.
Supongamos que su energı́a mecánica después de chocar con el resorte es E2.
La energı́a que perdió se transfiere al resorte en forma de energı́a potencial
elástica, de manera que la suma de la nueva energı́a potencial del resorte más
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la energı́a mecánica E2 nos dé igual a la energı́a mecánica inicial5 que era E1:
E1 = E2 +Ue. En otras palabras, la energı́a mecánica perdida por la pelota, que
es igual a E1 −E2, debe ser igual a la energı́a ganada por el resorte, que es Ue.

Antes habı́amos dicho que si el peso era la única fuerza que actuaba sobre un
objeto entonces la energı́a mecánica del objeto se conservaba. Ahora podemos
extender ese principio y decir que si sobre el objeto actúa el peso y la fuerza
de un resorte ideal, entonces la energı́a mecánica total del sistema (donde el
sistema incluye el objeto y el resorte) se conserva.

Nota 5.5. Energı́a mecánica del sistema objeto-resorte

La energı́a mecánica de un sistema compuesto por un objeto y un
resorte ideal es la suma de la energı́a mecánica del objeto con la energı́a
mecánica del resorte. La energı́a mecánica del objeto es la suma de la
energı́a cinética del objeto con la energı́a potencial gravitacional del
objeto, mientras que la energı́a mecánica del resorte es igual a la energı́a
potencial elástica del resorte. Por lo tanto, la energı́a mecánica total del
sistema es Emsistema = Emobjeto +Emresorte =K +Ug +Ue = 1

2mv2 +mgh+ 1
2kx

2.

Cuando sobre un objeto las únicas fuerzas que actúan son el peso y la
fuerza de un resorte ideal, entonces la energı́a mecánica del sistema
total se conserva: Em1 = Em2 . Esto quiere decir que la suma de la energı́a
cinética con la potencial gravitacional y la potencial elástica en un
tiempo t1 es igual a la suma de estas energı́as en otro tiempo t2: K1 +
Ug1+Ue1 =K2+Ug2+Ue2, donde el subı́ndice “1” se refiere al tiempo t1
y el subı́ndice “2” al tiempo t2.

5 En muchos libros y en las clases de fı́sica no se suele distinguir la energı́a del resorte de la
energı́a del objeto, sino que se habla sólo de la energı́a del sistema objeto-resorte. Sin embargo,
es importante entender que el objeto no tiene energı́a potencial elástica (a menos que nos digan
eso), es sólo el resorte el que tiene esa energı́a. Ası́ mismo, el resorte no tiene energı́a cinética y
potencial gravitacional, mientras que el objeto sı́. Es por esto que es recomendable distinguir las
energı́as del resorte de las del objeto aunque la energı́a mecánica del sistema total sea la suma de
ambas energı́as.



Energı́a 601

Problema de repaso 5.7.

Palabras clave: energı́a potencial elástica, re-
sorte ideal, sistema resorte-objeto, energı́a
mecánica.

Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique su
respuesta:

(1) Si tenemos un objeto que interactúa con un resorte ideal, y si sobre el
objeto actúa el peso además de la fuerza del resorte, entonces la energı́a
mecánica del objeto se conserva.

(2) Si un resorte ideal interactúa con un objeto y se deforma, entonces la
energı́a mecánica del resorte no se conserva.

(3) Si Pedro hala un resorte de constante k una distancia d, y si Marı́a
comprime un resorte con el doble de k una distancia 0.5 d, entonces la
energı́a elástica de ambos resortes es la misma.

(4) Si la energı́a elástica de un resorte ideal disminuye mientras empuja
a un objeto, y si la altura del objeto permanece constante, entonces la
rapidez del objeto debe aumentar.

Solución
(1) Falso. La energı́a mecánica total (la suma de la energı́a mecánica del resorte
y del objeto) se conserva, pero no necesariamente la energı́a mecánica del
objeto.

(2) Verdadero. Si el resorte se comprime o se estira entonces su energı́a potencial
elástica cambia, y esa es la única energı́a del resorte. Ası́, la energı́a mecánica
del resorte cambia.

(3) Falso. La energı́a potencial elástica del resorte que hala Pedro se puede
escribir ası́: 1

2kd
2. Si la constante del resorte de Marı́a es el doble y la distancia

d es la mitad, entonces la energı́a potencial elástica del resorte de Marı́a será
1
2(2k)(0.5d)

2 = kd2

4 , que no es igual a 1
2kd

2.

(4) Verdadero. Si la energı́a elástica disminuye mientras el resorte empuja un
objeto, como la energı́a mecánica total se debe conservar, entonces alguna
energı́a del objeto debe aumentar. Pero la única energı́a del objeto que puede
aumentar es la cinética porque la potencial permanece fija ya que la altura
permanece fija. Y para que aumente la energı́a cinética, la rapidez del objeto
debe aumentar.
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Problema 5.8.

Palabras clave: energı́a potencial elástica, sis-
tema resorte-objeto, gráfica de energı́a en fun-
ción del tiempo.

Considere que el arco que sostiene Alejandra (ver dibujo) funciona como un
resorte ideal y que le podemos asociar una constante k de valor de 1681.6 kg/s2.
La flecha tiene masa de 0.05 kilogramos. Suponga que Alejandra logra que la
flecha llegue a la manzana y que el estiramiento máximo del arco es de 0.3
metros. Cuando la flecha alcanza la manzana su energı́a cinética es de 75.46
joules. Además, la altura de la flecha con respecto al piso justo cuando el arco
está estirado a su máximo es de 1.4 metros y la altura de la flecha justo cuando
sale disparada es de 1.5 metros.

(a) Determine la rapidez con la que va a salir disparada la flecha. Tenga
en cuenta que cuando la flecha sale disparada, el arco deja de estar
estirado.

(b) ¿Cuál es la altura de la manzana con respecto al piso?

(c) Si Alejandra hubiera estirado el arco el doble de lo que lo hizo inicial-
mente, ¿cuánto habrı́a aumentado la rapidez de la flecha cuando salió
disparada?

(d) Realice un gráfico como el indicado en el dibujo, en el cual la barra azul
indique la energı́a cinética, la barra verde indique la energı́a potencial
gravitacional y la barra amarilla indique la energı́a potencial elástica.
Tenga en cuenta que debe completar esta gráfica para tres momentos:
el momento 1 es cuando el arco está estirado, el momento 2 es cuando
la flecha sale disparada, y el momento 3 es cuando la flecha llega a la
manzana. Comente el gráfico obtenido.

PROBLEMA 5.8
Considere que el arco que sostiene Alejandra  funciona como un resorte ideal y que le pode-
mos asociar una constante k de valor de 1681.6 kilogramos sobre segundo cuadrado. La 
flecha tiene masa de 0.05 kilogramos. Suponga que Alejandra logra que la flecha llegue a 
la manzana y que el estiramiento máximo del arco es de 0.3 metros. Cuando la flecha alcan-
za la manzana su energía cinética es de 75.46 Joules. Además, la altura de la flecha con res-
pecto al piso justo cuando el arco está estirado a su máximo es de 1.4 metros, y la altura de 
la flecha justo cuando sale disparada es de 1.5 metros. a) Determine la rapidez con la que 
va a salir disparada la flecha. Tenga en cuenta que cuando la flecha sale disparara, el arco 
deja de estar estirado.  b)  ¿Cuál es la altura de la manzana con respecto al piso? c) Si Ale-
jandra hubiera estirado el arco el doble de lo que lo comprimió, ¿cuánto habría aumentado 
la rapidez de la flecha cuando sale disparada? d) Realice un gráfico como el indicado en la 
figura, en el cual la barra azul indique la energía cinética,  la barra verde indique la energía 
potencial gravitacional y la barra amarilla indique  la energía potencial elástica. Tenga en 
cuenta que debe completar esta gráfica para tres momentos: el momento 1 es cuando el ar-
co está estirado, el momento 2 es cuando la flecha sale disparada (cuando se separa del ar-
co), y el momento 3 es cuando la flecha llega a la manzana. Comente el gráfico obtenido.
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¿Qué información nos dan?

a), b) y c). El arco funciona como un resorte ideal de constante k igual a 1681.6 
kilogramos sobre segundo cuadrado. La masa de la flecha es de 0.05 kilogramos. 
El estiramiento del arco es de 0.3 metros. La altura de la flecha cuando el arco está 
estirado es de 1.4 metros y su altura justo cuando sale disparada es de 1.5 metros. 
Cuando la flecha alcanza la manzana su energía cinética es de 75.46 Joules. Debe-
mos tener en cuenta que cuando la flecha sale disparada, el arco deja de estar estira-
do.

d) Nos dan un un gráfico de energía que debemos completar para tres momentos 
diferentes; cuando está estirado el arco, cuando sale disparada la flecha y cuando la 
flecha llega a la manzana.

¿Qué debemos hallar?

a) Debemos hallar la rapidez con la que sale disparada la flecha.

b) Debemos decir cuál es la altura de la manzana con respecto al piso.

c) Debemos decir cuánto hubiera aumentado la rapidez de la flecha al salir dispara-
da si el estiramiento hubiera sido el doble.

d) Debemos completar el gráfico de energías de la figura y comentar.

SOLUCIÓN

a) Dado que las únicas fuerzas que actúan sobre la flecha en este caso son el peso y la fuer-
za elástica, la energía mecánica total del sistema (el sistema es la flecha y el arco) se con-
serva. Para determinar la rapidez de la flecha cuando sale disparada podemos usar con-
servación de energía para hallar la energía cinética de la flecha en ese punto, y con la 
energía cinética podemos hallar la rapidez.

 Empecemos por poner un sistema de coordenadas desde el cual podemos medir la altura 
(para medir la energía potencial gravitacional). Si medimos la altura desde el punto en el 
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b) y (c) El arco funciona como un resorte ideal de constante k igual a 1681.6 kg/s2. La
masa de la flecha es de 0.05 kilogramos. El estiramiento del arco es de 0.3 metros. La altura de
la flecha cuando el arco está estirado es de 1.4 metros y su altura justo cuando sale disparada
es de 1.5 metros. Cuando la flecha alcanza la manzana su energı́a cinética es de 75.46 joules.
Debemos tener en cuenta que cuando la flecha sale disparada, el arco deja de estar estirado.

(d) Nos dan un gráfico de energı́a que debemos completar para tres momentos diferentes:
cuando está estirado el arco, cuando sale disparada la flecha y cuando la flecha llega a la
manzana.

¿Qué nos piden?

(a) Hallar la rapidez con la que sale disparada la flecha.

(b) Decir cuál es la altura de la manzana con respecto al piso.

(c) Decir cuánto hubiera aumentado la rapidez de la flecha al salir disparada si el estira-
miento hubiera sido el doble.

(d) Completar el gráfico de energı́as de la figura y comentar.

(a) Dado que las únicas fuerzas que actúan sobre la flecha en este caso son el
peso y la fuerza elástica, la energı́a mecánica total del sistema flecha-arco se
conserva. Podemos usar la conservación de la energı́a para hallar la energı́a
cinética de la flecha cuando sale disparada, y con la energı́a cinética podemos
hallar la rapidez.

Empecemos por poner un sistema de coordenadas desde el cual podamos medir
la altura. Si medimos la altura desde el punto en el que el arco está comprimido
al máximo, entonces la energı́a potencial gravitacional inicial será cero, como
se ilustra a continuación:

que el arco está comprimido al máximo, entonces la energía potencial gravitacional inicial 
será cero (pues la altura de la flecha será cero según el sistema escogido), como se ilustra a 
continuación:

Y h2

X
h1

1.4 m
1.5 m

Escogemos un sistema de coordenadas con el origen a la altura inicial de la flecha 
(a 1.4 metros del piso). Con este sistema la altura inicial de la flecha es cero y la 
altura de la manzana la podemos llamar h2 (es desconocida). Además, la altura de 
la flecha cuando sale disparada la podemos llamar h1 (la flecha disparada está en 
gris), y se puede ver de la figura que h1 = 1.5 m − 1.4 m = 0.1 m.

Como en el momento inicial el arco está comprimido, en ese momento el arco tiene una 
energía potencial elástica. Además, en ese momento la flecha está en reposo así que no tie-
ne energía cinética y tampoco tiene energía potencial gravitacional debido al sistema que 
hemos elegido (esta es la ventaja de elegir este sistema; con un sistema en el piso hubie-
rámos tenido que poner una energía potencial gravitacional inicial distinta de cero). Por lo 
tanto, la energía mecánica inicial del sistema será sólo la energía potencial elástica del ar-
co:

Em1 =
1
2

k x2    (1)

x es el estiramiento del arco que es conocido, pero no vamos a reemplazar su valor sino 
hasta el final. Nos dicen que en el punto en el que la flecha sale disparada, el arco no está 
estirado,  así que la energía potencial elástica es cero. Además, en ese momento la energía 
potencial gravitacional es mgh1, donde h1 es la altura que hay entre el punto en que la fle-

cha sale disparada y el sistema de referencia usado, como se aprecia en la figura anterior. 
Como se explica en la figura, h1 es de 0.1 metros. Además, en ese momento, cuando sale 

disparada, la flecha tiene una energía cinética de 
1
2

mv2
1 , donde v1 es la rapidez de la flecha 

que queremos averiguar. Así, la energía mecánica total del sistema en ese momento será

Em2 =
1
2

mv2
1 + mgh1    (2)

Como la energía mecánica  se conserva, podemos igualar esta energía con la energía mecá-
nica inicial, que era sólo potencial elástica:

1
2

k x2 =
1
2

mv2
1 + mgh1    (3)

Em2Em1

De aquí conocemos todas las variables excepto la rapidez v1 de la flecha. Podemos despejar 
esa rapidez si primero pasamos la energía potencial gravitacional al otro lado:

1
2

k x2 − mgh1 =
1
2

mv2
1     (4)

Y ahora multiplicamos todos los términos por 2/m:

1
m

k x2 − 2gh1 = v2
1     (5)

Finalmente, sacamos raíz cuadrada:

1
m

k x2 − 2gh1 = v1    (6)
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Escogemos un sistema de coordenadas con el origen a la altura inicial de la flecha
(a 1.4 metros del piso). Con este sistema la altura inicial de la flecha es cero y la
altura de la manzana la podemos llamar h2 (es desconocida). Además, la altura de
la flecha cuando sale disparada la podemos llamar h1 (la flecha disparada está en
gris), y se puede ver de la figura que h1 = 1.5 m−1.4 m = 0.1 m.
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En el momento inicial el arco está comprimido ası́ que tiene energı́a potencial
elástica. Además, en ese momento la flecha está en reposo ası́ que no tiene
energı́a cinética y tampoco tiene energı́a potencial gravitacional debido al
sistema que hemos elegido. Por lo tanto, la energı́a mecánica inicial del sistema
será sólo la energı́a potencial elástica del arco:

Em1 =
1
2
kx2, (1)

donde x es el estiramiento del arco que es conocido. Nos dicen que en el
punto en el que la flecha sale disparada el arco no está estirado, ası́ que la
energı́a potencial elástica es cero. Además, en ese momento la energı́a potencial
gravitacional es mgh1, donde h1 es 0.1 metros (como se explica en la última
figura). Además, en ese momento la flecha tiene una energı́a cinética de 1

2mv2
1 ,

donde v1 es la rapidez de la flecha que queremos averiguar. Ası́, la energı́a
mecánica total del sistema en ese momento será

Em2 =
1
2
mv2

1 +mgh1. (2)

Como la energı́a mecánica se conserva, podemos igualar esta energı́a con la
energı́a mecánica inicial, que era sólo potencial elástica:

1
2
kx2

´¹¹¸¹¹¶
Em1

= 1
2
mv2

1 +mgh1

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Em2

. (3)

Aquı́ conocemos todas las variables excepto la rapidez v1 de la flecha. Podemos
despejar esa rapidez si primero pasamos la energı́a potencial gravitacional al
otro lado:

1
2
kx2 −mgh1 =

1
2
mv2

1 . (4)

Y ahora multiplicamos todos los términos por 2/m:

1
m
kx2 −2gh1 = v2

1 . (5)

Finalmente, sacamos raı́z cuadrada:
√

1
m
kx2 −2gh1 = v1. (6)

Si reemplazamos los valores numéricos, obtenemos la rapidez:
√

1
(0.05 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

(1681.6 kg/s2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k

(0.3 m
´¹¹¹¹¸¹¹¹¶

x

)2 −2(9.81 m/s2)(0.1 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

h1

= 55.00 m/s

= v1.

(7)
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(b) Para determinar la altura de la manzana podemos usar de nuevo la con-
servación de la energı́a mecánica. Para hallar la altura necesitamos conocer la
energı́a potencial gravitacional de la flecha cuando alcanza la manzana.

Cuando la flecha alcanza la manzana, la flecha tiene energı́a cinética y potencial
gravitacional y el arco no tiene energı́a potencial elástica (no está estirado ni
comprimido). Ası́, la energı́a mecánica del sistema en ese momento es

Em3 =
1
2
mv2

2 +mgh2, (8)

donde h2 es la altura que deseamos averiguar. Como la energı́a mecánica se
conserva, la energı́a Em3 es igual a la energı́a Em2 e igual a la energı́a Em1. Ası́
que podemos igualar la ecuación (8) con la ecuación (1) o con la ecuación (2).
Como Em1 es más sencilla que Em2, es más conveniente igualar Em3 con Em1:

1
m
kx2

´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶
Em1

= 1
2
mv2

2 +mgh2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Em3

. (9)

Ahora, si pasamos la energı́a cinética al otro lado, obtenemos

1
2
kx2 − 1

2
mv2

2 =mgh2, (10)

Y si dividimos entre mg esto nos da

1
mg
(1

2
kx2 − 1

2
mv2

2) = h2. (11)

Si usamos los valores conocidos, entre ellos el valor de la energı́a cinética de la
flecha cuando llega a la manzana, que es de 75.46 joules, obtenemos

1

(0.05 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

(9.81 m/s2)
(1

2
(1681.6 kg/s2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k

(0.3 m
´¹¹¹¹¸¹¹¹¶

x

)2 −75.46 J
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

K2

) = 0.43 m

= h2.

(12)

La anterior es la altura de la manzana con respecto al sistema usado, que está
1.4 metros sobre el piso. Por lo tanto, la altura de la manzana con respecto al
piso es 0.43 m + 1.4 m = 1.83 m.

(c) Como todo es igual salvo que el estiramiento del arco cambia, podemos
usar de nuevo la ecuación (6) para hallar la rapidez de la flecha cuando sale
disparada. En vez de usar x debemos usar 2x:

√
1
m
k(2x)2 −2gh1 = v1. (13)
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Si reemplazamos los valores, notamos que la rapidez ahora es
√

1
(0.05 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

(1681.6 kg/s2
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

k

(2×0.3 m
´¹¹¹¸¹¹¹¶

x

)
2
−2(9.81 m/s2

)(0.1 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

h1

= 110.03 m/s. (14)

Es decir, la rapidez aumentó casi el doble, pues pasó de 55 a 110.03 metros por
segundo.

(d) Ahora debemos completar el gráfico de energı́as indicado en la figura inicial.
Para hacer el gráfico debemos calcular las diferentes energı́as en cada punto.

Cuando el arco está estirado la energı́a potencial gravitacional y la energı́a
cinética son cero, y la energı́a potencial elástica está dada por la ecuación (1):

Uk1 =
1
2
kx2 = 1

2
(1681.6 kg/s2)(0.3 m)2 = 75.672 J. (15)

Cuando la flecha sale disparada, la energı́a potencial gravitacional es

Uk2 =mgh1 = (0.05 kg)(9.81 m/s2)(0.1 m) = 0.049 J. (16)

Además, la energı́a cinética es

K2 =
1
2
mv2

1 =
1
2
(0.05 kg)(55.00 m/s2) = 75.63 J, (17)

donde hemos usado el valor de v1 que calculamos con la ecuación (7).

Finalmente, cuando la flecha alcanza la manzana, la energı́a potencial elástica
sigue siendo cero. La energı́a potencial gravitacional es

Ug3 =mgh2 = (0.05 kg)(9.81 m/s2)(0.43 m) = 0.21 J, (18)

donde hemos usado la altura calculada con la ecuación (12). Además, la energı́a
cinética es de 75.46 joules. Ahora que conocemos estos valores, podemos
completar la gráfica. Como la energı́a potencial gravitacional es tan pequeña
comparada con las otras, hacemos una gráfica aparte para esta energı́a:
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Notemos primero que la energı́a potencial gravitacional es tan pequeña en los
diferentes momentos que no alcanza a aparecer en la primera gráfica. Además,
en el primer momento sólo tenemos energı́a potencial elástica mientras que
en el segundo toda esa energı́a se convirtió en energı́a cinética (y un poco se
convirtió en energı́a potencial gravitacional). Después, hasta el tercer momento,
casi toda esa energı́a cinética permanece constante. Si sumamos la altura de
las barras en cada momento obtenemos siempre el mismo valor, 75.67, lo cual
significa que la energı́a mecánica del sistema se conserva, como esperamos en
un caso en el cual sólo actúa la fuerza de gravedad y la fuerza elástica6.

6 En realidad este valor no es siempre exactamente 75.67 porque hay decimales en algunos
cálculos que hemos omitido.
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Problema 5.9.

Palabras clave: objeto que cae sobre un resor-
te, máxima compresión, máxima altura alcan-
zada debido a un resorte.

Suponga que Camilo cae en un brinca-brinca. Suponga que el brinca-brinca se
puede modelar como un resorte ideal que se comprime o se estira y que tiene
constante k. Camilo salta sobre el brinca-brinca y lo comprime hasta que este
le da un impulso suficiente para que alcance una altura máxima hm. Cuando
Camilo comprime el brinca-brinca, se encuentra a una altura h1 del piso (ver
dibujo).

(a) Escriba una expresión para la máxima compresión del brinca-brinca.

(b) Escriba una expresión para la rapidez de Camilo justo cuando sus pies
se despegan del brinca-brinca (antes de que se eleve).

(c) Cuando cae por segunda vez sobre el brinca-brinca, ¿Camilo va a
comprimir más o menos el brinca-brinca que lo que lo comprimió en
el primer salto? Y con el impulso que le dará el brinca-brinca en este
segundo salto, ¿Camilo va a alcanzar más o menos altura que en el
primero?

PROBLEMA 5.9
Suponga que Camilo cae en un brinca-brinca. Suponga que el brinca-brinca se puede mode-
lar como un resorte ideal que se comprime o se estira y que tiene constante k. Camilo salta 
sobre el brinca-brinca y comprime el brinca-brinca, hasta que este le da un impulso sufi-
ciente  a Camilo para que alcance una altura máxima hm. Cuando Camilo comprime el brin-
ca-brinca, Camilo se encuentra a una altura h1 del piso (ver figura). a) Escriba una expre-
sión para la máxima compresión del brinca-brinca. b) Escriba una expresión para la rapidez 
de Camilo justo cuando sus pies se despegan del brinca-brinca (antes de que se eleve). c)  
Cuando cae por segunda vez sobre el brinca-brinca, ¿Camilo va a comprimir más o menos 
el brinca-brinca que lo que lo comprimió en el primer salto? ¿Y con el impulso que le dará 
el brinca-brinca en este segundo salto, Camilo va a alcanzar más o menos altura que en el 
primero?

h1

hm

¿Qué información nos dan?

a) b) y c). El brinca-brinca se puede modelar como un resorte ideal de constante k. 
Después de que salta, el brinca-brinca le da un impulso a Camilo suficiente para 
llegar a una altura máxima hm. Cuando Camilo comprime el brinca-brinca, se 
encuentra a una altura h1 del piso.

¿Qué debemos hallar?

a) Debemos escribir una expresión para la máxima compresión del brinca-brinca.

b) Debemos escribir una expresión para la rapidez de Camilo justo cuando sus pies 
se despegan del brinca-brinca.

c) Debemos decir si en el segundo salto sobre el brinca-brinca, el brinca-brinca se 
comprime más o menos y decir si Camilo va a alcanzar más altura o menos altu-
ra después de que salte esa segunda vez.

SOLUCIÓN

a) Para escribir una expresión para la máxima compresión del brinca-brinca debemos en-
contrar la energía potencial elástica del brinca-brinca en el momento de su máxima compre-
sión. Para encontrar esa energía potencial elástica, tengamos en cuenta que como sobre Ca-
milo sólo actúan el peso y la fuerza del brinca-brinca (que se modela como un resorte 
ideal), entonces la energía mecánica del sistema que incluye a Camilo y al brinca-brinca se 
conserva. Por lo tanto, con conservación de energía mecánica podemos hallar la energía 
potencial elástica y así hallar la compresión máxima. 

Ahora, para plantear las ecuaciones de energía mecánica debemos escoger un sistema de 
coordenadas que nos permita medir la altura de Camilo en diferentes momentos para medir 
la energía potencial gravitacional. Escojamos un sistema cuyo origen esté en el piso (de 
esta forma podemos usar directamente la altura máxima hm y la altura h1 que están medida 
con respecto al piso):
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b) y (c) El brinca-brinca se puede modelar como un resorte ideal de constante k. Después
de que salta, el brinca-brinca le da un impulso a Camilo suficiente para llegar a una altura
máxima hm. Cuando Camilo comprime el brinca-brinca, se encuentra a una altura h1 del piso.
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¿Qué nos piden?

(a) Escribir una expresión para la máxima compresión del brinca-brinca.

(b) Escribir una expresión para la rapidez de Camilo justo cuando sus pies se despegan del
brinca-brinca.

(c) Decir si en el segundo salto sobre el brinca-brinca, este se comprime más o menos y
decir si Camilo va a alcanzar más o menos altura después de que salte esa segunda vez.

Solución
(a) Para escribir una expresión para la máxima compresión del brinca-brinca
debemos encontrar la energı́a potencial elástica del brinca-brinca en el momen-
to de su máxima compresión. Tengamos en cuenta que como sobre Camilo sólo
actúan el peso y la fuerza del brinca-brinca (que se modela como un resorte
ideal), entonces la energı́a mecánica del sistema conformado por Camilo y el
brinca-brinca se conserva.

Ahora, para plantear las ecuaciones de la energı́a mecánica debemos escoger
un sistema de coordenadas que nos permita medir la altura de Camilo en dife-
rentes momentos para medir la energı́a potencial gravitacional. Escojamos un
sistema cuyo origen esté en el piso (de esta forma podemos usar directamente
la altura máxima hm y la altura h1 que están medidas con respecto al piso):

Y

h1

hm

h2

X

Escogemos un sistema de coordenadas con el origen en el piso. Con este sistema 
podemos medir las diferentes alturas que nos interesan en el problema; la altura 
h1 que es cuando Camilo comprime el brinca-brinca (y es conocida); la altura h2 
que es justo cuando Camilo se despega del brinca-brinca en su salto (descono-
cida); y la altura hm que es la máxima altura que alcanza Camilo después de saltar 
(esta es conocida).

Con el sistema anterior podemos escribir la conservación de energía mecánica del sistema. 
La energía mecánica en el punto de máxima compresión es energía potencial elástica del 
brinca-brinca y energía potencial gravitacional de Camilo, y Camilo no tiene energía cinéti-
ca en ese momento debido a que no se está moviendo (en el instante en que Camilo está en 
el punto más bajo, Camilo no tiene rapidez). Si llamamos x a la compresión del brinca-brin-
ca en ese punto, entonces podemos escribir la energía mecánica en ese punto así:

Em1 =
1
2

k x2 + mgh1    (1)

Ahora, para despejar x debemos usar la conservación de energía, así que debemos usar la 
energía mecánica en otro momento. Como conocemos la altura máxima del salto de Cami-
lo, podemos usar la energía en ese momento; en ese punto la energía mecánica es sólo ener-
gía potencial gravitacional (el brinca-brinca no está estirado así que no tiene energía poten-
cial elástica, y Camilo no se está moviendo porque la rapidez en el punto más alto es cero, 
así que su energía cinética es cero):

Em2 = mghm    (2)

Si aplicamos la conservación de la energía mecánica entre el punto anterior y el punto 2, 
obtenemos:

1
2

k x2 + mgh1 = mghm    (3)

Em1
Em2

Si despejamos la energía cinética, esto nos da

1
2

k x2 = mghm − mgh1    (4)

Si multiplicamos por 2 y dividimos por k, lo anterior da

x2 =
2
k

(mghm − mgh1)    (5)

Si sacamos factor común de mg y sacamos la raíz cuadrada, obtenemos

x =
2mg

k
(hm − h1)    (6)

Esta es la expresión para la compresión del brinca-brinca que debíamos hallar. Notemos 
dos cosas: entre mayor sea la diferencia entre la altura máxima y h1, mayor es x. Esto tiene 
sentido porque entre mayor sea la diferencia de alturas más se tiene que comprimir el resor-
te para que pueda elevar a Camilo hasta una altura mayor. Por ejemplo, si queremos que 
Camilo alcance una altura de 10 metros necesitamos una mayor compresión que si quere-
mos que Camilo alcance 5 metros, pues mayor compresión significa mayor energía poten-
cial elástica y entonces más energía le puede transmitir el brinca-brinca a Camilo. Por otro 
lado, notemos que entre mayor sea k menor es la compresión, y esto tiene sentido porque si 
k es muy grande, más fuerza hace el resorte (el brinca-brinca en este caso) y entonces es 
mas difícil estirarlo o comprimirlo.

399

Escogemos un sistema de coordenadas con el origen en el piso. La altura h1 cuando
Camilo comprime el brinca-brinca es conocida; la altura h2 justo cuando Camilo
se despega del brinca-brinca en su salto es desconocida; y la altura hm que es la
máxima altura que alcanza Camilo después de saltar es conocida.

La energı́a mecánica en el punto de máxima compresión es energı́a potencial
elástica del brinca-brinca y energı́a potencial gravitacional de Camilo, pues
Camilo no tiene energı́a cinética en ese momento (en el instante en que Camilo
está en el punto más bajo, no tiene rapidez). Si llamamos x a la compresión del
brinca-brinca en ese punto, entonces podemos escribir la energı́a mecánica en
ese punto ası́:

Em1 =
1
2
kx2 +mgh1. (1)
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Para despejar x debemos usar la conservación de la energı́a, ası́ que debemos
usar la energı́a mecánica en otro momento. Como conocemos la altura máxima
del salto de Camilo, podemos usar la energı́a en ese momento; en ese punto
la energı́a mecánica es sólo energı́a potencial gravitacional (el brinca-brinca
no está comprimido ası́ que no tiene energı́a potencial elástica, y Camilo no se
está moviendo porque la rapidez en el punto más alto es cero):

Em2 =mghm. (2)

Si aplicamos la conservación de la energı́a mecánica entre el punto de máxima
compresión y el punto de máxima altura, obtenemos

1
2
kx2 +mgh1

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Em1

=mghm
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶
Em2

. (3)

Si despejamos la energı́a potencial elástica, esto nos da

1
2
kx2 =mghm −mgh1. (4)

Si multiplicamos por 2 y dividimos por k, lo anterior da

x2 = 2
k
(mghm −mgh1). (5)

Si sacamos factor común de mg y sacamos la raı́z cuadrada, obtenemos

x =
√

2mg

k
(hm −h1). (6)

Esta es la expresión para la compresión del brinca-brinca que debı́amos hallar.
Notemos dos cosas: cuanto mayor es la diferencia entre la altura máxima y h1,
mayor es x. Esto tiene sentido porque el resorte se tiene que comprimir más
para que pueda elevar a Camilo hasta una altura mayor. Mayor compresión
significa mayor energı́a potencial elástica y por ende más energı́a le puede
transmitir el brinca-brinca a Camilo. Por otro lado, notemos que cuanto mayor
es k menor es la compresión, y esto tiene sentido porque si k es muy grande, el
brinca-brinca hace más fuerza y entonces es mas difı́cil estirarlo o comprimirlo.

(b) Para hallar la rapidez de Camilo justo cuando se despega del brinca-brinca
debemos encontrar la energı́a cinética de Camilo justo en ese momento (y con
esa energı́a podemos despejar la rapidez). Y para encontrar la energı́a cinética
debemos aplicar de nuevo la conservación de la energı́a mecánica.

Cuando Camilo está en el momento en que se despega, tenemos dos tipos
de energı́a: energı́a cinética y energı́a potencial gravitacional (en ese instante
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no hay energı́a potencial elástica porque el brinca-brinca no está estirado ni
comprimido):

Emb =
1
2
mv2 +mgh2. (7)

Ahora, no conocemos h2 pero podemos usar x (que ya conocemos por el nu-
meral anterior) y h1 para determinar h2. Notemos de la figura anterior que
h1 +x = h2, ası́ que la ecuación (7) se puede escribir como

Emb =
1
2
mv2 +mg (x+h1)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
h2

. (8)

(Todavı́a no reemplazamos x para no complicar las ecuaciones innecesaria-
mente). Ahora podemos volver a usar la conservación de la energı́a mecánica.
Igualamos la energı́a Emb con la energı́a Em2:

1
2
mv2 +mg(x+h1)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Emb

=mghm
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶
Em2

. (9)

Si ahora despejamos la energı́a cinética, obtenemos

1
2
mv2 =mghm −mg(x+h1). (10)

Ahora podemos simplificar m, multiplicar por 2 y sacar factor común de g en
el lado derecho:

v2 = 2g(hm −x−h1). (11)

Si ahora usamos la ecuación (6) para x y sacamos la raı́z cuadrada, obtenemos

v =

¿
ÁÁÁÀ2g

⎛
⎝
hm −h1 −

√
2mg

k
(hm −h1)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
x

⎞
⎠
. (12)

(c) Después de que Camilo llega a la altura máxima hm, vuelve a caer en el
brinca-brinca. Es sencillo notar que la compresión va a ser la misma que antes
porque las ecuaciones que vamos a usar son exactamente las mismas; para
hallar la compresión máxima debemos usar la ecuación (1). Además, para
usar la conservación de la energı́a somos libres de usar cualesquier puntos del
movimiento y resulta que la altura final de Camilo después de la primera vez
que salta es la altura inicial para el segundo salto. Es decir, la energı́a mecánica
inicial para el segundo salto es precisamente la energı́a mecánica final del
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primer salto, la cual está dada por la ecuación (2). Por lo tanto, vamos a volver
a igualar la ecuación (1) con la (2) (sólo que está vez la ecuación (2) corresponde
al punto inicial del movimiento), y ası́ obtendremos la misma compresión del
resorte.

Ası́ como la compresión es la misma, la altura final después del segundo salto
es la misma. Si la compresión es la misma, la energı́a potencial elástica también
lo es y entonces, por conservación de energı́a, la energı́a mecánica final en
la altura máxima del segundo salto debe ser igual a esa energı́a en la altura
máxima del primer salto. Si Camilo alcanzara más o menos altura, entonces
su energı́a mecánica habrı́a cambiado comparada con el primer caso, pero no
puede cambiar porque la energı́a mecánica se conserva7.

7 La única forma de que la altura del segundo salto cambie es si tenemos en cuenta la fricción
del aire o si usamos un resorte no ideal. En ese caso se perderı́a energı́a, ası́ que Camilo cada vez
alcanzarı́a una altura menor (pronto veremos casos en los que la energı́a no se conserva).
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Problema 5.10.

Palabras clave: sistema resorte-objeto, máxi-
ma compresión, máximo estiramiento, máxi-
ma y mı́nima rapidez, gráfica de energı́a.

Un objeto de masa m está unido a un resorte ideal que se puede estirar o
comprimir de forma completamente vertical. Considere los cuatro momentos
indicados en la figura y tenga en cuenta que en el momento 2 el resorte no está
estirado ni comprimido, el momento 4 es el de máximo estiramiento del resorte
y el momento 1 es el de mayor compresión. Considere las diferentes gráficas
de energı́a indicadas en la parte inferior, puestas en desorden con respecto a
los momentos.

(a) Diga cuál gráfica de energı́a corresponde a qué momento y explique
qué sistema de referencia se está usando para medir la altura del objeto.

(b) Diga en qué momento la rapidez del objeto es mayor y en qué momento
es menor.

(c) Con base en lo hecho en (a), ¿es igual cuánto se comprime el resorte en
su punto de máxima compresión que lo que se estira en su punto de
máximo estiramiento?

(d) Si la masa del objeto es de 1 kilogramo, ¿de cuánto fue la máxima
compresión? ¿De cuánto fue el máximo estiramiento del resorte y
cuánto es la constante del resorte?

(e) ¿Cuál es la aceleración del objeto cuando el resorte está estirado
0.1 metros?

PROBLEMA 5.10
Un objeto de masa m está unido a un resorte ideal que se puede estirar o comprimir de forma completamente vertical.  Considere los cuatro momentos indicados en la figura y tenga en cuenta 
que en el “momento 2” el resorte no está estirado ni comprimido. Considere las diferentes gráficas de energía indicadas en la parte inferior (están en desorden). a) Diga cuál gráfica de energía 
corresponde a qué momento y explique qué sistema de referencia se está usando para medir la altura del objeto.  b)  Diga en qué momento la rapidez del objeto es mayor y en qué momento es 
menor.  c) Con base a lo hecho en a), ¿lo que se comprime el resorte en su punto de máxima compresión (en el “momento 1”) es lo mismo que lo que se estira en su punto de máximo estira-
miento (en el “momento 4”)? d) Si la masa del objeto es de 1 kilogramo, ¿cuánto fue la máxima compresión, cuánto fue el máximo estiramiento del resorte y cuánto es la constante del resorte? 
e) ¿Cuál es la aceleración del objeto cuando el resorte está estirado 0.1 metros?
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¿Qué información nos dan?

a), b) y c). Un objeto de masa m está atado a un resorte ideal. Nos muestran diferentes momentos y nos dicen que en el “momento 2” el resorte no está estirado ni comprimido. Las gráfi-
cas de energía están en desorden.

d) La masa del objeto es de 1 kilogramo.

401
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b) y (c) Un objeto de masa m está atado a un resorte ideal. Nos muestran diferentes
momentos y nos dicen que en el momento 2 el resorte no está estirado ni comprimido, en
el momento 4 el resorte está en su máximo estiramiento y en el momento 1 en su máxima
compresión. Las gráficas de energı́a están en desorden.

(d) y (e) La masa del objeto es de 1 kilogramo.

¿Qué nos piden?

(a) Decir cuáles gráficas de energı́a corresponden a cada momento.

(b) Decir en qué momento la rapidez del objeto es mayor y en cuál es menor.

(c) Decir si la máxima compresión del resorte es igual al máximo estiramiento.

(d) Hallar el valor de la máxima compresión, el máximo estiramiento y la constante k del
resorte.

(e) Hallar la aceleración del objeto cuando el resorte está estirado 0.1 metros.

(a) Como sobre el objeto sólo actúan el peso y la fuerza de un resorte ideal,
entonces la energı́a mecánica del sistema objeto-resorte se debe conservar (la
suma de la energı́a mecánica del resorte con la del objeto se conserva). Para
determinar qué gráfica de energı́a corresponde a qué momento, empecemos por
tener en cuenta que en el momento 2 el resorte no está estirado ni comprimido,
ası́ que en ese momento el resorte no tiene energı́a potencial elástica. Por lo
tanto, debemos buscar una gráfica que no tenga energı́a potencial elástica. La
única gráfica que no tiene energı́a potencial elástica es la 1, ası́ que esa gráfica
debe corresponder al momento 2. Notemos que en ese momento la energı́a
potencial gravitacional también es cero, lo cual indica que se ha usado un nivel
de referencia en el punto en el cual el resorte está en equilibrio:

¿Qué debemos hallar?

a) Debemos decir cuáles gráficas de energía corresponden a los diferentes momen-
tos.

b) Debemos decir en qué momento la rapidez del objeto es mayor y en cuál es me-
nor.

c) Debemos decir si la máxima compresión del resorte es igual al máximo estira-
miento.

d) Debemos hallar el valor de la máxima compresión, el máximo estiramiento y la 
constante k del resorte.

e) Debemos hallar la aceleración del objeto cuando el resorte está estirado 0.1 me-
tros.

SOLUCIÓN

a) Empecemos por notar que como sobre la masa sólo actúan el l peso y la fuerza de un 
resorte ideal, entonces la energía mecánica del sistema se debe conservar (la suma de la 
energía mecánica del resorte y de la masa se conserva). Para determinar qué gráfica de 
energía corresponde a qué momento, empecemos por tener en cuenta que en el “momen-
to 2” el resorte no está estirado ni comprimido, así que en ese momento el resorte no tie-
ne energía potencial elástica. Por lo tanto, debemos buscar una gráfica que no tiene ener-
gía potencial elástica. La única gráfica que no tiene energía potencial elástica es la “gráfi-
ca 1”, así que esa gráfica debe corresponder al “momento 2”. Notemos que en ese mo-
mento la energía potencial gravitacional también es cero, lo cual indica que se ha usado 

un nivel de referencia en el punto en el cual el resorte está en equilibrio: 

Momento 2

X

Y
Como la energía potencial gravita-
cional es cero en el “momento 2”, 
entonces podemos inferir que se 
está usando un nivel de referencia 
en el extremo superior del resorte 
(la altura del objeto según ese nivel 
es cero).

Ahora, determinar cuáles otras gráficas corresponden con los otros momentos es sencillo si 
nos damos cuenta de que cuando el resorte está lo más estirado posible, entonces el objeto 
tiene la mayor altura posible y entonces la energía potencial gravitacional es la mayor posi-
ble. Además, en ese punto de máximo estiramiento el objeto no se está moviendo, está jus-
to en el instante en que llegó a arriba y va a comenzar a caer, así que su energía cinética es 
cero. La gráfica de energía que coincide con estas características (en la que la energía poten-
cial gravitacional es máxima y la cinética es cero) es la gráfica 2. Así que la gráfica 2 coin-
cide con el “momento 4” que es cuando el objeto está lo más arriba posible y el resorte está 
lo más estirado posible. Ahora, “el momento 1” es cuando el resorte está lo más comprimi-
do posible. En ese punto la masa está lo más abajo posible así que su energía potencial gra-
vitacional es la menor posible y además, en ese punto el objeto no se está moviendo (está 
en el instante en que terminó de bajar y va a empezar a subir), así que la energía cinética 
debe ser cero. Por lo tanto, el “momento 1” debe corresponder con la gráfica 3 que es la 
que tiene energía potencial gravitacional mínima (de hecho, la energía potencial gravitacio-
nal es negativa en ese punto porque está debajo del nivel de referencia) y tiene energía ciné-
tica cero. Finalmente, la única gráfica que queda es la 4, así que esa gráfica debe correspon-
der al “momento 3”.

b) La rapidez del objeto es mayor cuando la energía cinética es mayor, y esto ocurre en la 
“gráfica 1” que corresponde al “momento 2”. Por su parte, la rapidez es menor cuando 
la rapidez es cero, y eso ocurre en dos momentos; cuando el resorte está comprimido a 
su máximo y cuando el resorte está estirado de forma máxima, en ambos casos la ener-
gía cinética es cero y entonces la rapidez es cero. Eso ocurre en la gráfica 3 que corres-
ponde al “momento 1” y en la gráfica 2 que corresponde al “momento 4”.

c) Para saber si la compresión máxima es igual al estiramiento máximo, podemos analizar 
las gráficas de energía. En el “momento 1”, cuando está en su compresión máxima,  la 
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Como la energı́a potencial gravitacional es cero en el momento 2, entonces pode-
mos inferir que se está usando un nivel de referencia en el extremo superior del
resorte, para que la altura del objeto sea cero.

Cuando el resorte está lo más estirado posible, el objeto tiene la mayor altura
posible y entonces la energı́a potencial gravitacional es la más grande. Además,
en ese punto de máximo estiramiento el objeto no se está moviendo, está justo
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en el instante en que llegó arriba y va a comenzar a caer, ası́ que su energı́a
cinética es cero. La gráfica de energı́a que coincide con estas caracterı́sticas es
la gráfica 2. Ası́ que la gráfica 2 coincide con el momento 4.

Ahora bien, en el momento 1 el resorte está lo más comprimido que puede estar.
En ese punto el objeto está lo más abajo posible ası́ que su energı́a potencial
gravitacional es la más pequeña y, además, en ese punto el objeto no se está
moviendo (está en el instante en que terminó de bajar y va a empezar a subir),
ası́ que la energı́a cinética debe ser cero. Por lo tanto, el momento 1 debe corres-
ponder con la gráfica 3 (note que la energı́a potencial gravitacional es negativa
en ese punto porque el objeto está debajo del nivel de referencia). Finalmente,
la única gráfica que queda es la 4, ası́ que esa gráfica debe corresponder al
momento 3.

(b) La rapidez del objeto es mayor cuando la energı́a cinética es mayor, y esto
ocurre en la gráfica 1, que corresponde al momento 2. Por su parte, la rapidez
es menor cuando es cero y eso ocurre en dos momentos: cuando el resorte está
comprimido a su máximo y cuando el resorte está estirado hasta el máximo
(en ambos casos la energı́a cinética es cero). Eso ocurre en la gráfica 3, que
corresponde al momento 1, y en la gráfica 2, que corresponde al momento 4.

(c) Para saber si la compresión máxima es igual al estiramiento máximo, po-
demos analizar las gráficas de energı́a. En el momento 1, cuando está en su
compresión máxima, la energı́a potencial elástica es de 18.8 joules, como lo
indica la gráfica 3. Por otra parte, en el momento 4, cuando el resorte está
completamente estirado, la energı́a potencial elástica es de 12 joules como
muestra la gráfica 2. Es claro entonces que la energı́a potencial elástica en el
momento 1 es mayor que la energı́a potencial elástica en el momento 4. Si la
energı́a potencial elástica cuando se comprime es mayor que cuando se estira
lo que se comprime el resorte tiene que ser más de lo que se estira. Esto puede
entenderse intuitivamente porque el peso facilita que el objeto comprima más
el resorte e impide que el resorte se estire completamente.

Otro método: hay otra forma sencilla de explicar por qué lo que se comprime
el resorte debe ser diferente a lo que se estira. La energı́a cinética, cuando el
resorte se ha comprimido del todo o cuando se ha estirado del todo, es cero.
Como la energı́a mecánica se conserva, entonces la suma de la energı́a potencial
elástica con la energı́a potencial gravitacional debe ser la misma en el punto de
máxima compresión y en el punto de máximo estiramiento. Pero en el punto
más alto la energı́a potencial gravitacional es mayor que en el punto más bajo,
entonces la energı́a potencial elástica tiene que ser menor arriba (de forma que
la energı́a mecánica total permanezca constante). Por lo tanto, lo que se estira
el resorte tiene que ser menor que lo que se comprime.

(d) Para determinar la máxima compresión y el máximo estiramiento del resorte
debemos usar los valores de las energı́as en el momento 1 y el momento 4.
Pero notemos que con los valores de la energı́a potencial elástica no podemos
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obtener la compresión (que llamaremos xc) o el estiramiento (que llamaremos
xe) porque no conocemos la constante del resorte.

Sin embargo, hay otra forma con la que podemos encontrar la compresión y
el estiramiento: usando la energı́a potencial gravitacional. Como el nivel de
referencia es el indicado en la última figura, xc no sólo es la compresión sino
también la altura (que es negativa) del objeto, ası́ que la energı́a potencial
gravitacional en el momento 1 se puede escribir como −mgxc. De forma similar,
la energı́a potencial gravitacional en el momento 4 se puede escribir como
mgxe porque xe coincide con la altura del objeto en ese momento:

energía potencial elástica es de 18.8 Joules, como lo indica la gráfica 3 (recordemos que 
la gráfica 3 corresponde al “momento 1”). Por otra parte, en el “momento  4” cuando el 
resorte está completamente estirado, la energía potencial elástica es de 12 Joules como 
muestra la gráfica 2. Es claro entonces que la energía potencial elástica en el “momento 
1” es mayor que la energía potencial elástica en el “momento 4”. Por lo tanto, si la ener-
gía potencial elástica cuando se comprime es mayor que cuando se estira, lo que se com-
prime el resorte tiene que ser más que lo que se estira. Esto puede ser intuitivo porque el 
peso facilita que el objeto comprima más el resorte, y ayuda a que el resorte no se pueda 
estirar completamente cuando se estire. 

Hay otra forma sencilla de explicar por qué lo que se comprime el resorte debe ser diferen-
te a lo que se estira; la energía cinética cuando se ha comprimido del todo o cuando se ha 
estirado del todo es cero, pues la masa permanece en reposo en esos momentos. Como la 
energía mecánica se conserva, entonces la suma de la energía potencial elástica con la ener-
gía potencial gravitacional debe ser la misma en el punto de máxima compresión y en el 
punto de máximo estiramiento. Sin embargo, es claro que la energía potencial gravitacional 
no puede ser la misma en ambos puntos porque la masa está subiendo. De hecho, en el pun-
to más alto la energía potencial gravitacional tiene que ser mayor que en el punto más bajo 
y como la energía mecánica se conserva, entonces la energía potencial elástica tiene que ser 
menor arriba (de forma que si la energía potencial gravitacional aumenta, la energía mecáni-
ca total permanezca constante). Por lo tanto, lo que se estira el resorte tiene que ser menor 
que lo que se comprime.

d) Para determinar la máxima compresión y el máximo estiramiento del resorte debemos 
usar los valores de las energías en el “momento 1” y el “momento 4”. Pero notemos que 
con los valores de la energía potencial elástica no podemos obtener la compresión (que 
llamaremos “xc”) o el estiramiento (que llamaremos “xe”) porque no conocemos la cons-
tante del resorte (de hecho, también debemos hallar la constante del resorte). Sin embar-
go, hay otra forma con la que podemos encontrar la compresión y el estiramiento, usan-
do la energía potencial gravitacional. Como el nivel de referencia es el indicado en la 
figura 2, xc no sólo es la compresión sino también la altura (que es negativa) del objeto, 
así que la energía potencial gravitacional en el “momento 1” se puede escribir como 
−mgxc. De forma similar,  la energía potencial gravitacional en el “momento 4” se pue-

de escribir como mgxe porque xe coincide con la altura del objeto en ese momento: 

Momento 2

X

Y

Momento 1
xe

xc

Momento 4

Según el sistema usado, la máxima compresión que llamamos xc coin-
cide con la altura (que es negativa) del objeto en el “momento 1”, y el 
máximo estiramiento que hemos llamado xe coincide con la altura del 
objeto en el momento  “4”.

Como conocemos la masa del objeto y el valor de la energía potencial gravitacional en to-
dos los momentos, podemos determinar xc:

Ug1 = − mgxc    (1)

Si dividimos por −mg podemos obtener xc en términos de variables conocidas:

−
Ug1

mg
= xc    (2)

Si usamos que la masa es de 1 kilogramo y la energía potencial gravitacional en este punto 
es de menos 3.8 Joules:

−
(−3.8 J)

(1 kg)(9.81 m /s2)
= 0.39 m = xc    (3)

m

Ug1
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Según el sistema usado, la máxima compresión que llamamos xc coincide con la
altura (que es negativa) del objeto en el momento 1, y el máximo estiramiento que
hemos llamado xe coincide con la altura del objeto en el momento 4.

Como conocemos la masa del objeto y el valor de la energı́a potencial gravita-
cional en todos los momentos, podemos determinar xc:

Ug1 = −mgxc. (1)

Si dividimos por −mg obtenemos

−
Ug1

mg
= xc. (2)

Si usamos el hecho de que la masa es de 1 kilogramo y la energı́a potencial
gravitacional en este punto es de −3.8 joules, llegamos a

−

Ug1

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(−3.8 J)

(1 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶

m

(9.81 m/s2)
= 0.39 m = xc. (3)

De forma similar, podemos encontrar el máximo estiramiento usando el valor
de la energı́a potencial gravitacional en el momento 4.
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En el punto de máximo estiramiento, el estiramiento xe coincide con la altura
máxima, que es positiva. Ası́, podemos volver a usar la ecuación (2) pero esta
vez teniendo en cuenta que consideramos la energı́a potencial gravitacional en
el momento 4:

Ug4

mg
= xe. (4)

Si usamos los valores de cada variable, obtenemos

Ug4

³·µ
(3 J)

(1 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶

m

(9.81 m/s2)
= 0.31 m = xe. (5)

Ası́, hemos corroborado que lo que se comprime el resorte es mayor que lo que
se estira.

Con xe o con xc y con la información de la energı́a potencial elástica podemos
determinar la constante k del resorte. Por ejemplo, en el momento 1 la gráfica
3 dice que la energı́a potencial elástica es de 18.8 joules. Además, en ese
momento la compresión es de 0.39 metros, como acabamos de ver. Ası́, usando
el hecho de que la energı́a potencial elástica es 1

2kx
2, podemos despejar k:

Uk1 =
1
2
kx2

c . (6)

Multiplicando por 2 y dividiendo por x2
c , obtenemos

2Uk1

x2
c

= k. (7)

Si reemplazamos los valores conocidos, obtenemos

2(

Uk1

³¹¹¹¹·¹¹¹µ
18.8 J)

(0.39 m
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

xc

)2 = 247.21 kg/s2 = k. (8)

(e) Para hallar la aceleración del objeto cuando el resorte está estirado 0.1
metros necesitamos hacer un análisis de fuerzas (note que con la energı́a no
podemos hallar las aceleraciones). Empecemos por realizar un diagrama de
fuerzas del objeto:
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De forma similar, el máximo estiramiento lo podemos encontrar usando el valor de la ener-
gía potencial gravitacional en el “momento 2”. En el punto de máximo estiramiento, el esti-
ramiento xe coincide con la altura máxima, que es positiva. Así podemos volver a usar la 
ecuación (2) pero esta vez teniendo en cuenta que consideramos la energía potencial gravi-
tacional en el “momento 4” y además teniendo en cuenta que xe es positivo así que no nos 
aparece un signo menos:

Ug4

mg
= xe    (4)

Si usamos los valores de cada variable, obtenemos:

(3 J)
(1 kg)(9.81 m /s2)

= 0.31 m = xe    (5)

m

Ug4

Acabamos de comprobar lo que habíamos dicho en el numeral c); lo que se comprime el 
resorte es mayor que lo que se estira (se comprime 0.38 metros y se estira 0.30 metros).

Con xe o con xc y con la información de la energía potencial elástica podemos determinar la 
constante k del resorte. Por ejemplo, en el “momento 1” la gráfica 3 dice que la energía po-
tencial elástica es de 18.8 Joules. Además, en ese momento la compresión es de 0.38 me-

tros como recién hallamos. Así, usando que la energía potencial elástica es 
1
2

k x2 , pode-

mos despejar k:

Uk1
=

1
2

k x2
c     (6)

Multiplicando por 2 y dividiendo por x2
c , obtenemos

2Uk1

x2
c

= k    (7)

Si reemplazamos los valores conocidos, obtenemos

2(18.8 J)
(0.39 m)2

= 247.21 kg /s2 = k    (8)

xc

Uk1

d) Para hallar la aceleración de la masa cuando el resorte está estirado 0.1 metros necesita-
mos hacer un análisis de fuerzas (con energía no podemos hallar aceleraciones). Empece-
mos por realizar un diagrama de fuerzas del objeto: 

Diagrama de fuerzas

0.1
X

Y

⃗F r

⃗W

Cuando el objeto estira el resorte, el 
resorte produce una fuerza en direc-
ción contraria al estiramiento. 
Además de esta fuerza que apunta 
hacia abajo (en dirección contraria 
al estiramiento), sobre el objeto 
actúa el peso.

Notemos que tenemos dos fuerzas en dirección negativa de Y, así que por la segunda ley de 
Newton, la aceleración en Y de la masa es:

−W ̂y − Fr ̂y = − ma ̂y    (9),

donde hemos usado que la aceleración es negativa (pues ambas fuerzas son en el sentido 
negativo de Y). Ahora, la magnitud del peso es mg y la magnitud de la fuerza del resorte es 
k x, donde x es el estiramiento:
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Cuando el objeto estira el resorte, el resorte produce una fuerza en dirección
contraria al estiramiento (es decir, hacia abajo). Además de esta fuerza que apunta
hacia abajo, sobre el objeto actúa el peso.

Como el peso y la fuerza producida por el resorte son negativas en Y, la
aceleración tiene que ser negativa en Y8. Según la segunda ley de Newton
obtenemos

−Wŷ −Fr ŷ = −maŷ. (9)

Ahora, la magnitud del peso es mg y la magnitud de la fuerza del resorte es kx,
donde x es el estiramiento:

−mgŷ − kxŷ = −maŷ. (10)

Si aplicamos la regla de oro y dividimos por la masa, obtenemos la magnitud
de la aceleración:

g + k

m
x = a. (11)

Si reemplazamos los valores conocidos, la magnitud de esta aceleración nos da

9.81 m/s2 +

k
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(247.21 kg/s2)

1 kg
´¸¶
m

(0.1 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

x

= 34.53 m/s2 = a. (12)

Ası́ que la aceleración del objeto es de magnitud 34.53 metros sobre segundo
cuadrado y apunta en dirección negativa de Y.

8 La aceleración es negativa sin importar si el objeto está subiendo, ası́ como en los casos de
lanzamiento vertical.
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Problema de repaso 5.11.

Palabras clave: energı́a mecánica, energı́a po-
tencial elástica, energı́a cinética, movimiento
parábolico.

Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique su
respuesta:

(1) Si la energı́a mecánica de un objeto A es mayor que la de un objeto B,
entonces la energı́a cinética de B tiene que ser menor que la energı́a
cinética de A.

(2) Si sobre un objeto actúa el peso y un resorte ideal, y si entre el tiempo
inicial y el tiempo final la energı́a potencial del sistema aumentó 8 J,
entonces la energı́a cinética disminuyó 8 J.

(3) Si la energı́a cinética de un objeto se redujo cuatro veces y la masa del
objeto permaneció constante, entonces la rapidez del objeto se redujo
por cuatro.

(4) La energı́a potencial elástica es la misma para cualquier sistema de
coordenadas.

(5) Si un objeto sigue un movimiento parabólico completo, su energı́a
cinética disminuye hasta que es cero en el punto más alto y después
comienza a aumentar.

Solución
(1) Falso. Puede suceder que la energı́a cinética de B sea mayor que la cinética
de A pero que la energı́a potencial de A sea mayor que la de B de tal forma que
la energı́a mecánica de A sea mayor que la de B.

(2) Verdadero. Como sólo actúa el peso y la fuerza de un resorte ideal, sabemos
que la energı́a mecánica total se conserva. Si la energı́a potencial (que incluye
la gravitacional y la elástica) del sistema aumentó 8 J, la energı́a cinética del
objeto tuvo que disminuir 8 J.

(3) Falso. Si la energı́a cinética se reduce en cuatro y la masa permanece
constante, la rapidez se tiene que haber reducido por dos, no por cuatro. Esto
se aprecia en la ecuación de energı́a cinética: K = (1/2)mv2. Si dividimos la
rapidez por cuatro, obtenemos K = (1/2)m(v/4)2 = (1/2)m(v2/16). Este último
resultado es la energı́a cinética inicial dividida por 16, no por 4 como dice la
afirmación.

(4) Verdadero. La energı́a potencial elástica sólo depende de la distancia de
compresión o estiramiento y de la constante k, y ninguna de estas variables
depende del sistema de coordenadas.
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(5) Falso. En un movimiento parabólico la rapidez nunca llega a ser cero porque
la velocidad en X siempre permanece constante y es mayor que cero. Como la
rapidez nunca llega a ser cero, la energı́a cinética no puede llegar a ser cero
(pero sı́ es verdad que la energı́a cinética disminuye mientras el objeto alcanza
la altura máxima).
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Problema (teórico) 5.12.

Palabras clave: trabajo, trabajo en términos
de componentes.

(a) Explique qué es el trabajo.

(b) Escriba y explique la ecuación que nos permite calcular el trabajo y,
con base en esa ecuación, diga cómo se calcula el trabajo de una fuerza
que es antiparalela al desplazamiento y de una fuerza que es paralela
al desplazamiento.

(c) Explique qué es el trabajo neto.

(d) Teniendo en cuenta que el trabajo hecho por una fuerza es la suma
del trabajo hecho por sus componentes, y teniendo en cuenta lo hecho
en (b), escriba una expresión del trabajo hecho por una fuerza que
tiene componentes X y Y si el desplazamiento del objeto también tiene
componentes X y Y.

Solución
(a) El trabajo es un concepto que relaciona la fuerza que actúa sobre un objeto
con el desplazamiento del objeto. Para que una fuerza realice trabajo sobre un
objeto, esta debe ir en la dirección del desplazamiento del objeto o en dirección
contraria al desplazamiento del objeto. En los casos en los que la fuerza y
el desplazamiento son paralelos, la fuerza ejerce un trabajo positivo. En los
casos en los que la fuerza es contraria al desplazamiento (es antiparalela al
desplazamiento), la fuerza ejerce un trabajo negativo.

Por ejemplo, si empujamos una nevera una cierta distancia, nuestras manos le
han hecho trabajo positivo a la nevera porque la fuerza con que nuestras manos
la empujan apunta en la misma dirección en la cual la nevera se mueve. Por
el contrario, cuando los frenos de un carro hacen que el carro se detenga, los
frenos le han hecho trabajo negativo al carro porque han ejercido una fuerza
contraria al movimiento del carro.

Ahora, ¿qué pasa si la fuerza no es ni paralela ni antiparalela al desplazamiento?
En un caso ası́ debemos determinar si hay alguna componente de la fuerza que
sea paralela o anti-paralela. Si esa fuerza tiene alguna componente paralela
o antiparalela al desplazamiento entonces dicha componente hará trabajo
positivo o negativo respectivamente. De la única forma en la que una fuerza no
hace ningún trabajo es si esa fuerza es perpendicular al desplazamiento, pues
en ese caso la fuerza no tendrá ninguna componente paralela o antiparalela al
desplazamiento.
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Nota 5.6. ¿Cuándo una fuerza realiza trabajo?

Una fuerza realiza trabajo sobre un objeto si alguna de las siguientes
dos condiciones se cumple:

1. La fuerza es paralela al desplazamiento o tiene alguna compo-
nente paralela al desplazamiento. En este caso la fuerza (o su
componente) realiza trabajo positivo sobre el objeto.

2. La fuerza es antiparalela al desplazamiento o tiene alguna com-
ponente anti-paralela al desplazamiento. En este caso, la fuerza
(o su componente) realiza trabajo negativo.

Finalmente, debemos decir que el sı́mbolo del trabajo que usaremos es W
(por work en inglés), que el trabajo es una cantidad escalar y que tiene las
dimensiones de energı́a (joules). Esto sugiere, como veremos pronto, que hay
una relación estrecha entre el trabajo que una fuerza le hace a un objeto y la
energı́a del objeto.

(b) El trabajo que una fuerza F⃗ hace se puede calcular con la siguiente ecuación:

F⃗ ⋅ d⃗ =W, (1)

donde d⃗ es el desplazamiento del objeto y F⃗ es la fuerza. La anterior ecuación
es la de un producto punto entre la fuerza y el desplazamiento. El producto
punto entre dos vectores se define como la multiplicación entre la magnitud
de ambos vectores por el coseno del ángulo entre los vectores. Ası́ que podemos
escribir la ecuación anterior ası́:

∥F⃗∥∥d⃗∥cosθ =W, (2)

donde θ es el ángulo entre la fuerza y el desplazamiento del objeto.

Como se explicó en la sección anterior, si una fuerza es perpendicular al des-
plazamiento, no realiza trabajo. Esto es precisamente lo que refleja el producto
punto; si la fuerza es perpendicular al desplazamiento, el ángulo entre la fuerza
y el desplazamiento es de noventa grados y cos90○ = 0, ası́ que (2) nos da cero.

Además, si la fuerza es antiparalela, el trabajo es negativo y esto es también
cierto de acuerdo al producto punto. El trabajo realizado por una fuerza anti-
paralela al desplazamiento es

F⃗ ⋅ d⃗ = ∥F⃗∥∥d⃗∥cos180○ = −∥F⃗∥∥d⃗∥ , (3)

pues cuando los vectores son antiparalelos el ángulo que forman entre sı́ es
de 180 grados y cos180○ = −1. Ası́ que cuando la fuerza y el desplazamiento
son antiparalelos, calcular el producto punto es muy fácil: sólo multiplicamos
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la magnitud de la fuerza por la magnitud del desplazamiento y ponemos un
signo negativo.

Por otro lado, si la fuerza es paralela al desplazamiento, el ángulo que forman
entre sı́ ambos vectores es cero y cos0○ = 1, ası́ que en ese caso el trabajo es
positivo:

F⃗ ⋅ d⃗ = ∥F⃗∥∥d⃗∥cos0○ = ∥F⃗∥∥d⃗∥ . (4)

Antes de continuar, debemos hacer una aclaración: la ecuación (1) para calcular
el trabajo requiere que la fuerza sea constante durante el desplazamiento del
objeto. En el caso en que la fuerza va variando mientras el objeto se desplaza,
el desplazamiento que debemos usar en la ecuación (1) es un desplazamiento
infinitesimal. En un caso ası́, para hallar el trabajo total debemos sumar los
trabajos infinitesimales de cada instante de tiempo. En este libro no debemos
calcular trabajos infinitesimales.

(c) El trabajo neto sobre un objeto es la suma de todos los trabajos que hacen
todas las fuerzas sobre el objeto. Lo podemos representar matemáticamente
ası́:

Wn =∑
i
Wi =∑

i

(F⃗i ⋅ d⃗) , (5)

donde la suma se hace sobre todos los trabajos. Notemos que la suma va sobre
todas las fuerzas (por eso el subı́ndice i), pero el desplazamiento es uno solo
porque el objeto sólo sufre un desplazamiento (por eso no tiene subı́ndice)9.

(d) Nos dicen que el trabajo hecho por una fuerza es igual a la suma del trabajo
hecho por cada componente de la fuerza. Cada componente de la fuerza hace
un trabajo que depende de la respectiva componente del desplazamiento.
Por ejemplo, la componente X de la fuerza hace un trabajo que depende del
desplazamiento X del objeto y la componente Y de la fuerza hace un trabajo
que depende del desplazamiento Y del objeto. Por supuesto, la componente X
de la fuerza no hace trabajo con la componente Y del desplazamiento, pues la
fuerza en X es perpendicular al desplazamiento en Y.

Como la componente X de la fuerza sólo puede ser paralela o antiparalela a
la componente X del desplazamiento (pues ambas están en X), entonces la
componente X de la fuerza hará un trabajo igual a ∥F⃗x∥∥D⃗x∥ si son paralelas,
o igual a −∥F⃗x∥∥D⃗x∥ si son antiparalelas. Por su parte, la componente Y de
la fuerza hará un trabajo igual a ∥F⃗y∥∥D⃗y∥ si la fuerza en Y es paralela al
desplazamiento en Y, o igual a −∥F⃗y∥∥D⃗y∥ si son antiparalelas.

En resumen, el trabajo hecho por la componente X de la fuerza es ±∥F⃗x∥∥D⃗x∥,
donde el signo dependerá de si la componente X de la fuerza y del despla-
zamiento son paralelas o antiparalelas. Ası́ mismo, el trabajo hecho por la

9 Por supuesto, el desplazamiento se puede analizar en X y Y, pero en esta ecuación estamos
refiriéndonos al desplazamiento total.
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componente Y será ±∥F⃗y∥∥D⃗y∥. El trabajo total hecho por la fuerza es la
suma del trabajo de cada componente (debemos respetar los signos): W =
±∥F⃗x∥∥D⃗x∥±∥F⃗y∥∥D⃗y∥.

Nota 5.7. Trabajo

• En general el trabajo que una fuerza F⃗ realiza sobre un objeto
se calcula usando la siguiente ecuación: W = F⃗ ⋅ d⃗ = ∥F⃗∥∥d⃗∥cosθ,
donde d⃗ es el desplazamiento del objeto y θ es el ángulo que se
forma entre la fuerza y el desplazamiento.

• Si la fuerza es paralela al desplazamiento, el trabajo es positivo
y es igual a la multiplicación de la magnitud de la fuerza y el
desplazamiento: W = ∥F⃗∥∥d⃗∥.

• Si la fuerza es antiparalela al desplazamiento, el trabajo es la
multiplicación de la magnitud de los vectores con un signo menos:
W = −∥F⃗∥∥d⃗∥.

• Si la fuerza es perpendicular al desplazamiento el trabajo es cero.

• También podemos calcular el trabajo si conocemos las compo-
nentes de la fuerza y el desplazamiento, usando la ecuación
W = ±∥F⃗x∥∥D⃗x∥±∥F⃗y∥∥D⃗y∥, donde los signos dependen de si cada
componente de la fuerza es paralela o antiparalela a la respectiva
componente del desplazamiento.
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Problema 5.13.

Palabras clave: trabajo, trabajo neto, trabajo
de la fricción.

Un bus de Transmilenio de 25 000 kilogramos de masa aplica sus frenos, pero
hay aceite en el piso y Hércules tiene que ayudarlo a parar. Suponga que el bus
recorre 20 metros antes de que Hércules lo detenga por completo y suponga
que la fuerza que le hace Hércules al bus es constante y de magnitud de 5000
N y se opone al desplazamiento del bus. Además, entre el piso y las llantas del
bus hay un coeficiente de fricción dinámico de 0.25.

(a) ¿Cuál es el trabajo que Hércules le hace al bus para detenerlo?

(b) ¿Cuál es el trabajo que el bus le hace a Hércules en ese transcurso?

(c) ¿Cuál es el trabajo neto sobre el bus?

Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b) y (c) El bus tiene masa de 25 000 kilogramos, el coeficiente de fricción dinámico entre las
llantas y el piso es de 0.25, y el bus recorre 20 metros antes de detenerse por completo. Además,
Hércules ejerce una fuerza de magnitud de 5000 N, que se opone al desplazamiento del bus.

¿Qué nos piden?

(a) El trabajo que Hércules realiza sobre el bus.

(b) El trabajo que el bus le hace a Hércules.

(c) El trabajo neto sobre el bus.

(a) En los problemas de trabajo, ası́ como en los de fuerza, es importante rea-
lizar un diagrama de fuerzas o, al menos, un diagrama en el que se ilustre la
fuerza a la que le vamos a calcular el trabajo. Además, en los diagramas para
problemas de trabajo debemos indicar el vector de desplazamiento, pues el tra-
bajo depende del ángulo entre este vector y el vector de la fuerza. Llamaremos
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a estos diagramas en los que aparecen las fuerzas y aparece el desplazamiento
diagramas de trabajo. Como en el punto (c) nos piden el trabajo neto, realicemos
de una vez un diagrama para todas las fuerzas que actúan sobre el bus:

N

W W

N

Fr

D

Y

X

Diagrama de trabajo del 
Transmilenio.

Fs

Fs

Fs

Sobre el bus actúan cuatro fuerzas: el peso, la normal, la fricción y la fuerza
que hace Hércules que hemos llamado F⃗s (esta fuerza apunta en la dirección
negativa del eje X que hemos usado). Además, el desplazamiento del bus, que
hemos llamado D⃗ (en rojo), apunta en la dirección positiva del eje X del sistema
de coordenadas que hemos elegido.

Nota 5.8. Diagrama de trabajo

En los problemas de trabajo es conveniente realizar un diagrama de
trabajo. Este diagrama no es más que un diagrama de fuerzas en el que
además de las fuerzas indicamos el desplazamiento del objeto.

El trabajo que Hércules le hace al bus se puede calcular teniendo en cuenta que
la fuerza que hace Hércules es antiparalela al desplazamiento. El trabajo que
hace una fuerza que es antiparalela al desplazamiento es simplemente (nota
5.7).

W = F⃗ ⋅ d⃗ = −∥F⃗∥∥d⃗∥ . (1)

Nos dicen que la magnitud de la fuerza que hace Hércules es de 5000 N y la
magnitud del desplazamiento (la distancia recorrida) es de 20 metros, ası́ que
el trabajo realizado por Hércules es

Ws = F⃗s ⋅ D⃗ = −(5000 N)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∥F⃗s∥

(20 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∥D⃗∥

= −100000 J. (2)

(b) El trabajo que el bus le hace a Hércules es muy fácil de calcular si tenemos
en cuenta la tercera ley de Newton. Según esta ley, la fuerza que el bus le hace
a Hércules tiene la misma magnitud pero dirección contraria a la fuerza que
Hércules le hace al bus. Ası́ que el bus le debe de hacer una fuerza de magnitud
de 5000 N en dirección positiva de X (llamemos a esta fuerza F⃗T ). Además,
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notemos que el desplazamiento de Hércules tiene que ser el mismo que el del
bus, pues él es arrastrado mientras el bus se detiene.

Como el desplazamiento de Hércules tiene dirección positiva de X y la fuerza
que ejerce el bus tiene también dirección positiva de X, entonces la fuerza y el
desplazamiento son paralelos, ası́ que el trabajo es simplemente la multipli-
cación de la magnitud de la fuerza por la magnitud del desplazamiento (nota
5.7):

W = F⃗ ⋅ d⃗ = ∥F⃗∥∥d⃗∥ . (3)

En este caso, como la fuerza tiene magnitud de 5000 N y el desplazamiento
magnitud de 20 metros, obtenemos

WT = F⃗T ⋅ D⃗ = (5000 N)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∥F⃗T ∥

(20 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∥D⃗∥

= 100000 J. (4)

Notemos que este es exactamente el mismo trabajo hecho por Hércules pero
con un signo positivo. Esto no es coincidencia sino un resultado general: el
trabajo que un cuerpo A le hace a B y el que B le hace a A son iguales salvo por
un signo menos. Esto es resultado de la tercera ley de Newton; la fuerza que A
le hace a B tiene signo contrario a la fuerza que B le hace a A, ası́ que una de
estas fuerzas hará un trabajo positivo y la otra uno negativo.

Nota 5.9. Relación entre el trabajo que A le hace B y el que B le hace
a A

El trabajo que A le hace a B es igual, salvo por un signo contrario, al
trabajo que B le hace a A; WA = −WB.

(c) Para calcular el trabajo neto sobre el bus hay que hallar el trabajo que cada
fuerza hace y sumarlos. Ya hallamos el trabajo que Hércules hace, pero sobre
el bus hay tres fuerzas más: el peso, la normal y la fricción. El trabajo hecho
por el peso es cero porque el peso es perpendicular al desplazamiento (nota
5.7), como se aprecia en el diagrama de trabajo. El trabajo hecho por la normal
también es cero porque la normal también es perpendicular al desplazamiento.
Ası́ que el único trabajo que nos queda por calcular es el trabajo de la fricción.

Notemos en el diagrama de trabajo que la fricción es antiparalela al despla-
zamiento, ası́ que el trabajo realizado por ella está dado por la ecuación (1).
La magnitud de la fuerza de fricción dinámica es µdN , ası́ que la ecuación (1)
quedarı́a ası́:

Wf r = F⃗r ⋅ d⃗ = −∥F⃗f r∥∥d⃗∥ = −µdNd, (5)
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donde d es la distancia recorrida. En este problema es claro que N =mg porque
el bus no tiene aceleración en Y, ası́ que la ecuación (5) se puede escribir ası́:

Wf r = −µd mg
´¸¶
N

d. (6)

Si reemplazamos los valores conocidos, el trabajo realizado por la fricción nos
da

Wf r = −(0.25)
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
µd

(25000 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

(9.81 m/s2)(20 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

d

= −1226250 J. (7)

Por lo tanto, el trabajo neto es la suma del trabajo de la fricción más el trabajo
de Hércules:

Wn = 100000 J
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Ws

−1226250 J
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Wf r

= −1126250 J. (8)
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Problema 5.14.

Palabras clave: definición de trabajo, cálculo
de la fuerza a partir del trabajo, cálculo del
ángulo entre la fuerza y el desplazamiento.

Considere las tres situaciones indicadas en el dibujo. En la primera situación,
José levanta su maletı́n y lo pone sobre una mesa. En la segunda situación, José
arrastra el maletı́n sobre la mesa. En la tercera situación, José baja de la mesa
su maletı́n.

(a) Suponga que la magnitud de la fuerza que hace José para levantar la
maleta en la primera situación es de 50 N y suponga que esa fuerza
es constante. Además, el trabajo que hace José sobre la maleta es de
25 joules y la magnitud del desplazamiento es de 1 metro. ¿Cuál es el
ángulo θ indicado en el dibujo?

(b) Suponga, para la segunda situación, que el coeficiente de fricción
dinámico entre la mesa y el maletı́n es de 0.25 y suponga que el trabajo
hecho por la fricción es de −18.75 joules. Además, tenga en cuenta que
la fuerza de José es completamente paralela a la superficie de la mesa y
que él arrastra la maleta 0.5 metros. ¿Cuál es la masa de la maleta?

(c) Finalmente, para la tercera situación, suponga que la magnitud del
desplazamiento es de 0.65 metros, y José realiza un trabajo de −30
joules (preste atención al ángulo de 40 grados indicado en el dibujo).
¿Cuál es la magnitud de la fuerza hecha por José en esta situación si la
dirección de la fuerza es completamente vertical?

40o

0.65m

t5 t6

D
0.5m

t3 t4

F

F

θ

θ
D

1 m

t1 t2
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a) José ejerce una fuerza de 50 N de magnitud constante, y el trabajo que esa fuerza hace es de
25 joules. Además, la magnitud del desplazamiento es de 1 metro.

(b) El coeficiente de fricción dinámico entre la mesa y la maleta es de 0.25 y el trabajo hecho
por la fricción es de −18.75 joules. En este tramo, la fuerza de José es completamente paralela
al desplazamiento que tiene magnitud de 0.5 metros.

(c) La magnitud del desplazamiento es de 0.65 metros, formando un ángulo de 40○ con respecto
a una lı́nea horizontal (como se ilustra en el dibujo). Además, José realiza un trabajo de −30
joules y la fuerza que ejerce es completamente vertical

¿Qué nos piden?

(a) Hallar el ángulo θ indicado en la figura de la primera situación.

(b) Hallar la masa de la maleta.

(c) Determinar la magnitud de la fuerza que hace José en la tercera situación.

(a) Para la primera situación ya tenemos el diagrama de trabajo de la maleta,
pues nos indican la fuerza que hace José, que es la única fuerza que nos
interesa en esa situación, y nos indican el desplazamiento. Para hallar el ángulo
θ tengamos presente que el trabajo que una fuerza hace está dado por

W = ∥F⃗∥∥D⃗∥cosθ. (1)

El ángulo θ de la anterior ecuación es precisamente el ángulo que se forma
entre la fuerza y el desplazamiento y ese es el ángulo que deseamos determinar.
Podemos despejar cosθ si dividimos por la magnitud de la fuerza y la magnitud
del desplazamiento:

W

∥F⃗∥∥D⃗∥
= cosθ. (2)

Si aplicamos arcoseno a ambos lados podemos despejar θ en términos de las
variables conocidas:

arccos
⎛
⎝

W

∥F⃗∥∥D⃗∥
⎞
⎠
= θ. (3)

Si reemplazamos los valores conocidos, obtenemos

arccos(

W
³¹¹¹¹¹·¹¹¹¹µ
(25 J)

(50 N)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∥F⃗∥

(1 m)
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶
∥D⃗∥

) = 60○ = θ. (4)



Energı́a 631

(b) Como nos dicen el trabajo hecho por la fricción y el coeficiente de fricción, y
como la fricción está relacionada con la masa (a través de la normal), podemos
hallar la masa de la maleta. Empecemos por realizar el diagrama de trabajo de
la maleta en esta situación, teniendo en cuenta que hay cuatro fuerzas: el peso,
la fricción, la normal y la fuerza que hace José:

W

N

D

F

Fr 0.5m

Y

X

Diagrama de trabajo de la 
maleta en la segunda situación

D

W

Fr

N

F
0.5m

Como la fricción es antiparalela al desplazamiento, el trabajo hecho por la
fricción (que llamaremos Wr ) es la multiplicación de la magnitud de la fricción
con la magnitud del desplazamiento y con un signo menos:

Wr = −∥F⃗r∥∥D⃗∥ . (5)

Ahora usemos el hecho de que la magnitud de la fricción es µN . La maleta
no tiene aceleración en Y ası́ que la magnitud de la normal se puede hallar
teniendo en cuenta que N⃗ − W⃗ = 0 (las únicas fuerzas en Y son el peso y la
normal). Por lo tanto, N =mg. Teniendo en cuenta esto, podemos escribir ası́ a
la ecuación (5):

Wr = −µmg
´¸¶
∥F⃗r∥

∥D⃗∥ . (6)

Ahora podemos despejar la masa de la anterior ecuación en términos de varia-
bles conocidas:

Wr

−µg ∥D⃗∥
=m. (7)

Si usamos los valores de cada variable, obtenemos la masa:
Wr

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
−18.75 J

−(0.25)
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶

µ

(9.81 m/s2)(0.5 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∥D⃗∥

= 15.29 kg =m. (8)
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¡Es un maletı́n pesado!

(c) Para la última situación debemos hallar la magnitud de la fuerza hecha
por José. Empecemos por realizar el diagrama de trabajo teniendo en cuenta
que la única fuerza que nos interesa es la fuerza que hace José y que esta es
completamente vertical:

Ahora recordemos que la magnitud de la fricción es μN. Debemos escribir N en términos 
de la masa para después averiguar la masa. La maleta no tiene aceleración en Y así que la 
magnitud de la normal se puede hallar teniendo en cuenta que ⃗N − ⃗W = 0  (las únicas fuer-
zas en Y son el peso y la normal). Por lo tanto, N = mg. Teniendo en cuenta esto, la ecua-
ción (5) la podemos escribir así:

Wr = − μmg∥ ⃗D∥   (6)

∥ ⃗F r∥

Como conocemos la magnitud del desplazamiento, el trabajo hecho por la fricción y cono-
cemos el coeficiente de fricción dinámico, podemos despejar la masa de la anterior ecua-
ción en términos de variables conocidas:

Wr

−μg∥ ⃗d ∥
= m   (7)

Si usamos los valores de cada variable, obtenemos la masa:

−18.75 J
−(0.25)(9.81 m /s2)(0.5 m)

= 15.29 kg = m   (8)

μ ∥ ⃗D∥

Wr

¡Es un maletín pesado!

c) Para la última situación debemos hallar la magnitud de la fuerza hecha por Jose. Empece-
mos por realizar el diagrama de trabajo teniendo en cuenta que la única fuerza que nos 
interesa es la fuerza que hace  Jose y es completamente vertical:

⃗F

⃗D

40∘
0.65 m

Y

X

Diagrama de trabajo de la 
maleta en la tercera situación

⃗F

⃗F

⃗D

40∘

0.65 m

Para hallar la magnitud de la fuerza podemos usar la ecuación (1), pero esta vez debemos 
despejar la magnitud de la fuerza y no el ángulo como ocurría en la primera situación. Si 
dividimos por ∥ ⃗d ∥ cos θ en ambos lados de la ecuación (1), obtenemos

W

∥ ⃗D∥ cos θ
= ∥ ⃗F ∥   (9)

Notemos antes de reemplazar los valores que el ángulo que nos interesa es el marcado en-
tre la fuerza y el desplazamiento, y ese ángulo no es 40 grados como podríamos pensar ini-
cialmente (40 grados es el ángulo entre la línea punteada y el desplazamiento, pero no entre 
el desplazamiento y la fuerza). De hecho, del diagrama de trabajo se ve que el ángulo entre 
la fuerza y el desplazamiento es de 40 grados más 90 grados, es decir, es de 130 grados. 
Por lo tanto, la ecuación (9) queda así:

−30 J
0.65 m cos 130∘

= 71.80 N = ∥ ⃗F ∥   (10)

∥ ⃗D∥

W

El trabajo es negativo porque la fuerza apunta hacia arriba mientras que la maleta está des-
cendiendo.

413

Para hallar la magnitud de la fuerza podemos usar la ecuación (1). Si dividimos
por ∥D⃗∥cosθ en ambos lados de la ecuación (1), obtenemos

W

∥D⃗∥cosθ
= ∥F⃗∥ . (9)

Notemos antes de reemplazar los valores que el ángulo que nos interesa es
el marcado entre la fuerza y el desplazamiento, y ese ángulo no es 40 grados
como podrı́amos pensar inicialmente. De hecho, en el diagrama de trabajo se
ve que el ángulo entre la fuerza y el desplazamiento es de 40 grados más 90
grados, es decir, es de 130 grados. Por lo tanto, la ecuación (9) queda ası́:

W
³¹¹·¹¹µ
−30 J

0.65 m
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∥D⃗∥

cos130○
= 71.80 N = ∥F⃗∥ . (10)
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Problema (teórico) 5.15.

Palabras clave: trabajo en diferentes sistemas
de coordenadas, selección de sistema de coor-
denadas para simplificar cálculos de trabajo,
trabajo hecho por el peso.

Suponga que un helicóptero realiza un desplazamiento de magnitud ∥D⃗∥, como
se muestra en el dibujo. Desde el tiempo 1 hasta el tiempo 2 la fuerza del motor
es constante de magnitud ∥F⃗m∥ y es completamente vertical, mientras que el
desplazamiento marca un ángulo θ con respecto a una lı́nea horizontal.

(a) Escriba en términos de ∥F⃗m∥ y θ las componentes de la fuerza del motor
en ambos sistemas de coordenadas (el rojo y el verde). Ayuda: para
este punto es útil considerar las siguientes identidades trigonométricas:
cos(90○ −x) = sinx y sin(90○ −x) = cosx.

(b) Escriba en términos de ∥D⃗∥ y θ las componentes del desplazamiento
en ambos sistemas de coordenadas.

(c) Escriba una expresión para el trabajo realizado por el motor teniendo en
cuenta que W = ±∥F⃗x∥∥D⃗x∥±∥F⃗y∥∥D⃗y∥. Haga esto para las componentes
de los vectores en el sistema verde y en el rojo, y compare.

(d) Con base en (c) y usando el sistema de coordenadas rojo, escriba una
expresión para el trabajo realizado por el peso en términos de la masa
del helicóptero y ∥D⃗y∥. Además, explique qué cambiarı́a si en lugar de
subir el helicóptero hubiera descendido.

(e) Vuelva a escribir la expresión del trabajo hecho por el peso pero ahora
en vez de usar ∥D⃗y∥ use el hecho de que el cambio de altura de un
objeto es hf −hi .

(f) Compare el cambio de energı́a potencial gravitacional con el trabajo
hecho por el peso calculado en el punto anterior.
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Tiempo 1
⃗D⃗Fm

θ

Tiempo 2

X

YY X

Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b) y (c) Un helicóptero realiza un desplazamiento de magnitud ∥D⃗∥ que marca un ángulo θ
con una lı́nea horizontal. El motor ejerce una fuerza de magnitud ∥F⃗m∥ que es completamente
vertical. Nos recuerdan la ecuación W = ±∥F⃗x∥∥D⃗x∥±∥F⃗y∥∥D⃗y∥ y además nos dan dos sistemas
de coordenadas.

(d) Debemos usar el sistema de coordenadas rojo y los resultados de (c).

(e) y (f) El cambio de altura de un objeto es hf −hi .

¿Qué nos piden?

(a) Escribir las componentes de la fuerza del motor en ambos sistemas de coordenadas (el
rojo y el verde) en términos de ∥F⃗m∥ y θ.

(b) Escribir las componentes del desplazamiento en ambos sistemas de coordenadas en
términos de ∥D⃗∥ y θ.

(c) Escribir una expresión para el trabajo realizado por el motor según ambos sistemas de
coordenadas.

(d) Escribir una expresión para el trabajo realizado por el peso en términos de la masa del
helicóptero y ∥D⃗y∥.

(e) Escribir la expresión hallada en (d) teniendo en cuenta que el cambio de altura de un
objeto es hf −hi .

(f) Comparar la expresión hallada en (e) con el cambio de energı́a potencial gravitacional.

(a) Empecemos por descomponer la fuerza del motor en el sistema rojo. En ese
sistema, la fuerza es paralela al eje Y ası́ que no hay que descomponerla:
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¿Qué información nos dan?

a) , b) y c)  Un helicóptero realiza un desplazamiento de magnitud ∥ ⃗D∥ que marca 
un ángulo θ con una línea horizontal. El moto ejerce una fuerza de magnitud 
∥ ⃗F m∥ que es completamente vertical. Nos recuerdan la ecuación 
W = ±∥ ⃗F x∥∥ ⃗Dx∥ ± ∥ ⃗F y∥∥ ⃗Dy∥ y además nos dan dos sistemas de coordena-

das.

d) Debemos usar el sistema de coordenadas rojo y los resultados de c).

e) El cambio de altura de un objeto es hf − hi.

f) ΔUg = mg(hf − hi) es el cambio de energía potencial gravitacional.

¿Qué debemos hallar?

a) Debemos escribir las componentes de la fuerza del motor en ambos sistemas de 
coordenadas (el rojo y el verde) en términos de ∥ ⃗F m∥  y θ  .

b) Debemos escribir las componentes del desplazamiento en ambos sistemas de 
coordenadas (el rojo y el verde) en términos de  ∥ ⃗D∥  y θ  .

c) Debemos escribir una expresión para el  trabajo realizado por el motor según 
ambos sistemas de coordenadas.

d) Debemos escribir una expresión para el trabajo realizado por el peso en térmi-
nos de la masa del helicóptero y ∥ ⃗Dy∥ (la magnitud de la componente Y del des-

plazamiento). 

e) Debemos escribir la expresión hallada en d) teniendo en cuenta que el cambio 
de altura de un objeto es hf − hi.

f) Debemos comparar la expresión hallada en e) con el cambio de energía poten-
cial gravitacional.

SOLUCIÓN

a)  Empecemos por descomponer la fuerza del motor en el sistema rojo. En ese sistema, la 
fuerza es paralela al eje Y así que no hay que descomponerla:

X

Y
⃗F m

Así, en este sistema la magnitud de la componente X es cero y la magnitud de la componen-
te Y es ∥ ⃗F m∥:

∥ ⃗F mx∥ = 0   (1)

∥ ⃗F my∥ = ∥ ⃗F m∥   (2)

En el sistema verde sí habría que descomponer la fuerza:

Y X
θ

⃗
F my

⃗
F mxα

⃗F m

Notemos del dibujo que la magnitud de la componente Y es ∥ ⃗F m∥ sin α mientras que la 
magnitud de la componente X es ∥ ⃗F m∥ cos α . Sin embargo, nos piden que expresemos es-
tas componentes en términos del ángulo θ. Para hacer eso, notemos que el vector ⃗F m de la 
fuerza del motor es perpendicular a la línea punteada, así que el ángulo formado entre esta 
línea y el vector es 90 grados. Pero este ángulo de noventa grados debe ser igual a la suma 
de α y de θ, como se aprecia en el dibujo. Así que α + θ = 90∘ . Es decir, α = 90∘ − θ. Te-

415

Ası́, en este sistema la magnitud de la componente X es cero y la magnitud de
la componente Y es ∥F⃗m∥:

∥F⃗mx∥ = 0, (1)

∥F⃗my∥ = ∥F⃗m∥ . (2)

En el sistema verde sı́ habrı́a que descomponer la fuerza:

¿Qué información nos dan?

a) , b) y c)  Un helicóptero realiza un desplazamiento de magnitud ∥ ⃗D∥ que marca 
un ángulo θ con una línea horizontal. El moto ejerce una fuerza de magnitud 
∥ ⃗F m∥ que es completamente vertical. Nos recuerdan la ecuación 
W = ±∥ ⃗F x∥∥ ⃗Dx∥ ± ∥ ⃗F y∥∥ ⃗Dy∥ y además nos dan dos sistemas de coordena-

das.

d) Debemos usar el sistema de coordenadas rojo y los resultados de c).

e) El cambio de altura de un objeto es hf − hi.

f) ΔUg = mg(hf − hi) es el cambio de energía potencial gravitacional.

¿Qué debemos hallar?

a) Debemos escribir las componentes de la fuerza del motor en ambos sistemas de 
coordenadas (el rojo y el verde) en términos de ∥ ⃗F m∥  y θ  .

b) Debemos escribir las componentes del desplazamiento en ambos sistemas de 
coordenadas (el rojo y el verde) en términos de  ∥ ⃗D∥  y θ  .

c) Debemos escribir una expresión para el  trabajo realizado por el motor según 
ambos sistemas de coordenadas.

d) Debemos escribir una expresión para el trabajo realizado por el peso en térmi-
nos de la masa del helicóptero y ∥ ⃗Dy∥ (la magnitud de la componente Y del des-

plazamiento). 

e) Debemos escribir la expresión hallada en d) teniendo en cuenta que el cambio 
de altura de un objeto es hf − hi.

f) Debemos comparar la expresión hallada en e) con el cambio de energía poten-
cial gravitacional.

SOLUCIÓN

a)  Empecemos por descomponer la fuerza del motor en el sistema rojo. En ese sistema, la 
fuerza es paralela al eje Y así que no hay que descomponerla:

X

Y
⃗F m

Así, en este sistema la magnitud de la componente X es cero y la magnitud de la componen-
te Y es ∥ ⃗F m∥:

∥ ⃗F mx∥ = 0   (1)

∥ ⃗F my∥ = ∥ ⃗F m∥   (2)

En el sistema verde sí habría que descomponer la fuerza:

Y X
θ

⃗
F my

⃗
F mxα

⃗F m

Notemos del dibujo que la magnitud de la componente Y es ∥ ⃗F m∥ sin α mientras que la 
magnitud de la componente X es ∥ ⃗F m∥ cos α . Sin embargo, nos piden que expresemos es-
tas componentes en términos del ángulo θ. Para hacer eso, notemos que el vector ⃗F m de la 
fuerza del motor es perpendicular a la línea punteada, así que el ángulo formado entre esta 
línea y el vector es 90 grados. Pero este ángulo de noventa grados debe ser igual a la suma 
de α y de θ, como se aprecia en el dibujo. Así que α + θ = 90∘ . Es decir, α = 90∘ − θ. Te-

415

Notemos en el dibujo que la magnitud de la componente Y es = ∥F⃗m∥sinα
mientras que la magnitud de la componente X es = ∥F⃗m∥cosα. Sin embargo,
nos piden que expresemos estas componentes en términos del ángulo θ. Para
hacer eso, notemos que el vector ∥F⃗m∥ de la fuerza del motor es perpendicular
a la lı́nea negra punteada, ası́ que el ángulo formado entre esta lı́nea y el vector
es 90 grados. Como se aprecia en el dibujo α+θ = 90○. Es decir, α = 90○ −θ.
Teniendo en cuenta esto, podemos escribir la magnitud de las componentes de
la fuerza de la siguiente manera:

∥F⃗mx∥ = ∥F⃗m∥cosα = ∥F⃗m∥cos(90○ −θ), (3)

∥F⃗my∥ = ∥F⃗m∥sinα = ∥F⃗m∥sin(90○ −θ). (4)

Además, si usamos que cos(90○ − x) = sinx y que sin(90○ − x) = cosx esto nos
da

∥F⃗mx∥ = ∥F⃗m∥sinθ, (5)

∥F⃗my∥ = ∥F⃗m∥cosθ. (6)
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(b) Ahora descompondremos el desplazamiento en los dos sistemas de coorde-
nadas. En el sistema rojo el desplazamiento se descompondrı́a ası́:

niendo en cuenta esto, podemos escribir la magnitud de las componentes de la fuerza de la 
siguiente manera:

∥ ⃗F mx∥ = ∥ ⃗F m∥ cos α = ∥ ⃗F m∥ cos(90∘ − θ )   (3)

∥ ⃗F my∥ = ∥ ⃗F m∥ sin α = ∥ ⃗F m∥ sin(90∘ − θ )   (4)

Además, si usamos que cos(90∘ − x) = sin x  y  sin(90∘ − x) = cos x, esto nos da

∥ ⃗F mx∥ = ∥ ⃗F m∥ sin θ   (5)

∥ ⃗F my∥ = ∥ ⃗F m∥ cos θ   (6)

b) Ahora descompondremos el desplazamiento en los dos sistemas de coordenadas. En el 
sistema rojo el desplazamiento se descompondría así:

X

Y

θ

⃗D
⃗Dy

⃗Dx

De acuerdo a este dibujo, la componente X del desplazamiento es ∥ ⃗D∥ cos θ y la compo-
nente Y es ∥ ⃗D∥ sin θ:

∥ ⃗Dx∥ = ∥ ⃗D∥ cos θ   (7)

∥ ⃗Dy∥ = ∥ ⃗D∥ sin θ   (8)

En el otro sistema el desplazamiento está alineado con el eje X, así que no hay que descom-
ponerlo (su componente Y es cero y su componente X es ∥ ⃗D∥):

Y
⃗

D

θ

X

∥ ⃗Dx∥ = ∥ ⃗D∥   (9)

∥ ⃗Dy∥ = 0   (10)

c) Ahora que conocemos las componentes de la fuerza y del desplazamiento en cada siste-
ma, podemos calcular el trabajo usando la ecuación

W = ±∥ ⃗F x∥∥ ⃗Dx∥ ± ∥ ⃗F y∥∥ ⃗Dy∥   (11)

En el sistema rojo, la magnitud de la componente X de la fuerza es cero y la magnitud de la 
componente Y es ∥ ⃗F m∥. Además, la magnitud de la componente X del desplazamiento es 
∥ ⃗D∥ cos θ y la magnitud de la componente Y es ∥ ⃗D∥ sin θ (ver ecuaciones (7) y (8)): 

W = (0)(∥ ⃗D∥ cos θ ) + ∥ ⃗F m∥∥ ⃗D∥ sin θ = ∥ ⃗F m∥∥ ⃗D∥ sin θ   (12)

∥ ⃗F my∥∥ ⃗F mx∥ ∥ ⃗Dy∥∥ ⃗Dx∥

En el sistema verde, la magnitud de la componente X de la fuerza es ∥ ⃗F mx∥ = ∥ ⃗F m∥ sin θ 
y la magnitud de la componente Y es ∥ ⃗F my∥ = ∥ ⃗F m∥ cos θ (ecuaciones (5) y (6)). Además, 
la magnitud de la componente X del desplazamiento en este sistema es ∥ ⃗D∥ y la magnitud 
de la componente Y es cero:
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Según este dibujo, la componente X del desplazamiento es ∥D⃗∥cosθ y la com-
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∥D⃗y∥ = ∥D⃗∥sinθ. (8)
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niendo en cuenta esto, podemos escribir la magnitud de las componentes de la fuerza de la 
siguiente manera:
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∥ ⃗F mx∥ = ∥ ⃗F m∥ sin θ   (5)

∥ ⃗F my∥ = ∥ ⃗F m∥ cos θ   (6)
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ma, podemos calcular el trabajo usando la ecuación

W = ±∥ ⃗F x∥∥ ⃗Dx∥ ± ∥ ⃗F y∥∥ ⃗Dy∥   (11)

En el sistema rojo, la magnitud de la componente X de la fuerza es cero y la magnitud de la 
componente Y es ∥ ⃗F m∥. Además, la magnitud de la componente X del desplazamiento es 
∥ ⃗D∥ cos θ y la magnitud de la componente Y es ∥ ⃗D∥ sin θ (ver ecuaciones (7) y (8)): 

W = (0)(∥ ⃗D∥ cos θ ) + ∥ ⃗F m∥∥ ⃗D∥ sin θ = ∥ ⃗F m∥∥ ⃗D∥ sin θ   (12)

∥ ⃗F my∥∥ ⃗F mx∥ ∥ ⃗Dy∥∥ ⃗Dx∥

En el sistema verde, la magnitud de la componente X de la fuerza es ∥ ⃗F mx∥ = ∥ ⃗F m∥ sin θ 
y la magnitud de la componente Y es ∥ ⃗F my∥ = ∥ ⃗F m∥ cos θ (ecuaciones (5) y (6)). Además, 
la magnitud de la componente X del desplazamiento en este sistema es ∥ ⃗D∥ y la magnitud 
de la componente Y es cero:
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∥D⃗x∥ = ∥D⃗∥ , (9)

∥D⃗y∥ = 0. (10)

(c) Ahora que conocemos las componentes de la fuerza y del desplazamiento
en cada sistema podemos calcular el trabajo usando la ecuación

W = ±∥F⃗x∥∥D⃗x∥±∥F⃗y∥∥D⃗y∥ , (11)

donde los signos dependen de si la componente de la fuerza es o no paralela
a la del desplazamiento. En el sistema rojo, la magnitud de la componente X
de la fuerza es cero y la magnitud de la componente Y es ∥F⃗m∥. Además, la
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magnitud de la componente X del desplazamiento es ∥D⃗∥cosθ y la magnitud
de la componente Y es ∥D⃗∥sinθ —ver ecuaciones (7) y (8)—:

W = (0)
´¸¶
∥F⃗mx∥

(∥D⃗∥cosθ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∥D⃗x∥

+∥F⃗m∥
´¹¸¶
∥F⃗my∥

∥D⃗∥sinθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∥D⃗y∥

= ∥F⃗m∥∥D⃗∥sinθ. (12)

En el sistema verde, la magnitud de la componente X de la fuerza es ∥F⃗mx∥ =
∥F⃗m∥sinθ y la magnitud de la componente Y es ∥F⃗my∥ = ∥F⃗m∥cosθ —ecuaciones
(5) y (6)—. Además, la magnitud de la componente X del desplazamiento en
este sistema es ∥D⃗∥ y la magnitud de la componente Y es cero:

W = (∥F⃗m∥sinθ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∥F⃗mx∥

∥D⃗∥
´¸¶
∥D⃗x∥

+(∥F⃗m∥cosθ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∥F⃗my∥

(0)
´¸¶
∥D⃗y∥

= (∥F⃗m∥sinθ)∥D⃗∥ . (13)

Notemos que este es exactamente el mismo resultado que hemos obtenido
anteriormente con la ecuación (12) (el orden de los factores está cambiado).
Ası́, hemos comprobado que el trabajo realizado por una fuerza no depende del
sistema de coordenadas usado10.

Por otro lado, debe ser claro que para aprovechar la ecuación (11) podemos
buscar un sistema que tenga un eje alineado con la fuerza (como el sistema
rojo) o con el desplazamiento (como el sistema verde). Si hacemos esto, sólo
nos quedará uno de los dos términos de esa ecuación, pues el otro será cero.

Nota 5.10. Sistema de coordenadas conveniente para calcular el
trabajo

Para calcular el trabajo usando la ecuación W = ±∥F⃗x∥∥D⃗x∥±∥F⃗y∥∥D⃗y∥
es muy conveniente usar un sistema de coordenadas según el cual
la fuerza o el desplazamiento se alineen con alguno de los ejes. Si
alineamos un eje con la fuerza o con el desplazamiento, el trabajo será
la multiplicación de la fuerza en ese eje con el desplazamiento en ese
mismo eje y nos podemos olvidar de todo lo que pase en el otro eje. Si,
por ejemplo, alineamos el desplazamiento con el eje Y, el trabajo será
sólo FyDy porque el otro término será cero (Dx serı́a cero).

(d) Teniendo en cuenta lo anterior, el trabajo realizado por el peso es fácil
de calcular. Si escogemos el sistema rojo, el peso estará alineado con el eje
Y. Ası́ que para calcular el trabajo sólo nos interesará la componente Y del
desplazamiento:

10 Esto es válido para sistemas que no se mueven entre sı́, si los sistemas se mueven la magnitud
del desplazamiento puede cambiar y entonces el trabajo puede cambiar.
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W = (∥ ⃗F m∥ sin θ )∥ ⃗D∥ + ∥ ⃗F m∥ cos θ∥(0) = (∥ ⃗F m∥ sin θ )∥ ⃗D∥   (13)

∥ ⃗F my∥∥ ⃗F mx∥ ∥ ⃗Dy∥∥ ⃗Dx∥

Notemos que este es exactamente el mismo resultado que el obtenido anteriormente, con la 
ecuación (12) (el orden de los factores está cambiado). Como los resultados son el mismo, 
hemos comprobado que el trabajo realizado por una fuerza no depende del sistema de coor-
denadas usado. 

Por otro lado, debe ser claro que siempre podemos usar un sistema de coordenadas según el 
cual la fuerza o el desplazamiento estén alineados con alguno de los ejes (el sistema rojo 
tenía el eje Y alineado con la fuerza, y el sistema verde tenía el desplazamiento alineado 
con el eje X). Si hacemos esto, el trabajo se calcula muy fácilmente; cuando alineamos el 
eje Y con la fuerza, el trabajo era la magnitud de la fuerza por la magnitud Y del desplaza-
miento, y la componente X del desplazamiento no importaba porque esta se multiplicaría 
con cero ya que la fuerza no tendría componente X (como se ve en la ecuación (1)). O cuan-
do alineamos el desplazamiento con la componente X, el trabajo fue la multiplicación de la 
magnitud de la componente X de la fuerza con la magnitud del desplazamiento (y esta vez 
la componente Y de la fuerza no importó porque el desplazamiento no tenía componente 
X). En resumen, para aprovechar la ecuación (11), podemos buscar un sistema que tenga 
un eje alineado o con la fuerza o con el desplazamiento, y si hacemos esto, sólo nos queda-
rá uno de los dos términos de esa ecuación (el otro término será cero porque o la fuerza o el 
desplazamiento no tendrá alguna componente). 

Nota 5.10
Para calcular el trabajo usando la ecuación W = ±∥ ⃗F x∥∥ ⃗Dx∥ ± ∥ ⃗F y∥∥ ⃗Dy∥, es muy 

conveniente si usamos un sistema de coordenadas según el cual o la fuerza o el despla-
zamiento se alinean con alguno de los ejes. Si por ejemplo alineamos el desplazamien-
to con el eje Y, el trabajo será sólo FyDy porque el otro término sería cero (Dx sería ce-

ro). O si por ejemplo alineamos la fuerza con el eje X, el trabajo será FxDx (Fy sería 

cero). En resumen, si alineamos un eje con la fuerza o con el desplazamiento, el trabajo 
será la multiplicación de la fuerza en ese eje con el desplazamiento en ese mismo eje y 

nos podemos olvidar de todo lo que pase en el otro eje.

 

d) Teniendo en cuenta lo anterior, el trabajo realizado por el peso es fácil de calcular. Si 
escogemos el sistema rojo, el peso estará alineado con el eje Y. Así que para calcular el tra-
bajo sólo nos interesará la componente Y del desplazamiento (como dice en la Nota 5.9, 
todo lo que pase en el otro eje no importa, pues en el otro eje el peso no tendrá componen-
tes y entonces no habrá trabajo):

X

Y

θ

⃗D
⃗Dy

⃗Dx

⃗W

Usamos un sistema en el cual el 
peso está alineado con uno de 
los ejes (el eje Y).

En este caso la componente Y del desplazamiento es anti-paralela al peso, así que el trabajo 
realizado por el peso es simplemente

Ww = −∥ ⃗W∥∥ ⃗Dy∥ = − mg∥ ⃗Dy∥   (14),

donde el signo menos aparece porque los vectores son anti-paralelos (la ecuación (11) tiene 
en cuenta los signos de las componentes) y donde hemos usado que la magnitud del peso es 
mg.

Si el helicóptero descendiera en vez de subir, el análisis para el trabajo del peso sería igual 
sólo que la componente Y del desplazamiento apuntaría hacia abajo, paralela al peso:

X

Y

⃗D
⃗Dy

⃗Dx

⃗W

Si el helicóptero descendiera enton-
ces la componente Y del despla-
zamiento sería paralela al peso.
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Usamos un sistema en el cual el peso está alineado con el eje Y.

En este caso la componente Y del desplazamiento es antiparalela al peso, ası́
que el trabajo realizado por el peso es simplemente

Ww = −∥W⃗ ∥∥D⃗y∥ = −mg ∥D⃗y∥ , (14)

donde el signo menos aparece porque los vectores son antiparalelos y donde
hemos usado el hecho de que la magnitud del peso es mg.

Si el helicóptero descendiera en lugar de subir, el análisis para el trabajo del
peso serı́a igual, sólo que la componente Y del desplazamiento apuntarı́a hacia
abajo, paralela al peso:

W = (∥ ⃗F m∥ sin θ )∥ ⃗D∥ + ∥ ⃗F m∥ cos θ∥(0) = (∥ ⃗F m∥ sin θ )∥ ⃗D∥   (13)

∥ ⃗F my∥∥ ⃗F mx∥ ∥ ⃗Dy∥∥ ⃗Dx∥

Notemos que este es exactamente el mismo resultado que el obtenido anteriormente, con la 
ecuación (12) (el orden de los factores está cambiado). Como los resultados son el mismo, 
hemos comprobado que el trabajo realizado por una fuerza no depende del sistema de coor-
denadas usado. 

Por otro lado, debe ser claro que siempre podemos usar un sistema de coordenadas según el 
cual la fuerza o el desplazamiento estén alineados con alguno de los ejes (el sistema rojo 
tenía el eje Y alineado con la fuerza, y el sistema verde tenía el desplazamiento alineado 
con el eje X). Si hacemos esto, el trabajo se calcula muy fácilmente; cuando alineamos el 
eje Y con la fuerza, el trabajo era la magnitud de la fuerza por la magnitud Y del desplaza-
miento, y la componente X del desplazamiento no importaba porque esta se multiplicaría 
con cero ya que la fuerza no tendría componente X (como se ve en la ecuación (1)). O cuan-
do alineamos el desplazamiento con la componente X, el trabajo fue la multiplicación de la 
magnitud de la componente X de la fuerza con la magnitud del desplazamiento (y esta vez 
la componente Y de la fuerza no importó porque el desplazamiento no tenía componente 
X). En resumen, para aprovechar la ecuación (11), podemos buscar un sistema que tenga 
un eje alineado o con la fuerza o con el desplazamiento, y si hacemos esto, sólo nos queda-
rá uno de los dos términos de esa ecuación (el otro término será cero porque o la fuerza o el 
desplazamiento no tendrá alguna componente). 

Nota 5.10
Para calcular el trabajo usando la ecuación W = ±∥ ⃗F x∥∥ ⃗Dx∥ ± ∥ ⃗F y∥∥ ⃗Dy∥, es muy 

conveniente si usamos un sistema de coordenadas según el cual o la fuerza o el despla-
zamiento se alinean con alguno de los ejes. Si por ejemplo alineamos el desplazamien-
to con el eje Y, el trabajo será sólo FyDy porque el otro término sería cero (Dx sería ce-

ro). O si por ejemplo alineamos la fuerza con el eje X, el trabajo será FxDx (Fy sería 

cero). En resumen, si alineamos un eje con la fuerza o con el desplazamiento, el trabajo 
será la multiplicación de la fuerza en ese eje con el desplazamiento en ese mismo eje y 

nos podemos olvidar de todo lo que pase en el otro eje.

 

d) Teniendo en cuenta lo anterior, el trabajo realizado por el peso es fácil de calcular. Si 
escogemos el sistema rojo, el peso estará alineado con el eje Y. Así que para calcular el tra-
bajo sólo nos interesará la componente Y del desplazamiento (como dice en la Nota 5.9, 
todo lo que pase en el otro eje no importa, pues en el otro eje el peso no tendrá componen-
tes y entonces no habrá trabajo):
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Usamos un sistema en el cual el 
peso está alineado con uno de 
los ejes (el eje Y).

En este caso la componente Y del desplazamiento es anti-paralela al peso, así que el trabajo 
realizado por el peso es simplemente

Ww = −∥ ⃗W∥∥ ⃗Dy∥ = − mg∥ ⃗Dy∥   (14),

donde el signo menos aparece porque los vectores son anti-paralelos (la ecuación (11) tiene 
en cuenta los signos de las componentes) y donde hemos usado que la magnitud del peso es 
mg.

Si el helicóptero descendiera en vez de subir, el análisis para el trabajo del peso sería igual 
sólo que la componente Y del desplazamiento apuntaría hacia abajo, paralela al peso:

X
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⃗D
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⃗Dx

⃗W

Si el helicóptero descendiera enton-
ces la componente Y del despla-
zamiento sería paralela al peso.
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Si el helicóptero descendiera la componente Y del desplazamiento serı́a paralela
al peso.

En este caso el trabajo realizado por el peso es positivo porque el peso es
paralelo a la componente Y del desplazamiento, y el trabajo está dado por

Ww = ∥W⃗ ∥∥D⃗y∥ =mg ∥D⃗y∥ . (15)

Lo mejor de todo es que, como vimos en el punto anterior, el trabajo no depende
del sistema de coordenadas ası́ que las ecuaciones (14) y (15) son válidas sin
importar el sistema que usemos. Como muestran estas ecuaciones, para calcular el
trabajo hecho por el peso sólo nos va a importar cuánto subió el objeto o cuánto
bajó (es decir, la magnitud de la componente vertical del desplazamiento).

(e) Podemos escribir lo que sube o lo que baja el objeto como la diferencia de
altura hf −hi en vez de como ∥D⃗y∥. Como vimos en el numeral anterior, si un
objeto sube podemos escribir el trabajo hecho por el peso como −mg ∥D⃗y∥, ası́
que si ∥D⃗y∥ es igual a hf −hi , esto es lo mismo que −mg(hf −hi).
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Ahora, notemos que si el objeto desciende hf −hi será negativo, pues la altura
final será menor que la inicial. Pero ∥D⃗y∥ es siempre positivo porque es la
magnitud de un vector, ası́ que cuando el objeto baja no podemos reemplazar
∥D⃗y∥ usando hf −hi . Pero podemos arreglar esto si ponemos un signo negativo:
−(hf −hi) (el signo negativo de afuera cancela el que sale de la resta hf −hi). Ası́
que cuando el objeto baja podemos reemplazar ∥D⃗y∥ con −(hf −hi) y entonces
la ecuación mg ∥D⃗y∥ se puede escribir como −mg(hf − hi). Se puede ver que
−mg(hf −hi) es exactamente la misma fórmula que habı́amos escrito cuando
el objeto subı́a. Ası́ que si sube o si baja, el trabajo hecho por el peso se calcula
igual, con

Ww = −mg(hf −hi). (16)

Esta ecuación para el trabajo hecho por el peso es completamente general
porque, como ya mostramos, el trabajo no depende del sistema de coordenadas
usado.

(f) Finalmente, debemos comparar el resultado anterior para el trabajo rea-
lizado por el peso con el cambio de energı́a potencial gravitacional, que es
∆Ug =mg(hf −hi) (nota 5.2). Note que el trabajo realizado por el peso dado por
la ecuación (16) es precisamente el cambio de energı́a potencial gravitacional
pero con un signo negativo. Es decir, el trabajo que hace el peso es igual al
negativo del cambio de energı́a potencial gravitacional. Por ejemplo, si el peso
realiza un trabajo de 100 joules, la energı́a potencial gravitacional disminuye
100 joules.

Nota 5.11. Trabajo hecho por el peso

El trabajo realizado por el peso sólo depende del desplazamiento verti-
cal del objeto, es decir, sólo depende de hf −hi . El trabajo hecho por el
peso se calcula usando la ecuación Ww = −mg(hf −hi).
Notemos que si el objeto sube esta ecuación nos da negativa y entonces
el trabajo hecho por el peso es negativo, lo cual tiene sentido porque si
el objeto sube el desplazamiento vertical del objeto será “hacia arriba”
mientras que el peso siempre apunta hacia abajo. Por el contrario, si el
objeto desciende, esta ecuación es positiva porque hf −hi será negativo.
Esto tiene sentido porque en ese caso el desplazamiento vertical será
hacia abajo, en la misma dirección del peso.

Además, el trabajo hecho por el peso es igual al negativo del cambio de
energı́a potencial gravitacional: Ww = −∆Ug .

No sobra resaltar que para el trabajo hecho por el peso son irrelevantes
las otras componentes del desplazamiento; sólo importa el cambio
de altura porque el peso no tiene componentes en otras direcciones
diferentes a la dirección vertical.
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Problema de repaso 5.16.

Palabras clave: trabajo en diferentes sistemas
de coordenadas, selección de sistema de coor-
denadas para simplificar cálculos de trabajo,
trabajo hecho por el peso.

Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique su
respuesta:

(1) El trabajo que una fuerza hace sobre un objeto se puede calcular consi-
derando únicamente la componente del desplazamiento que es paralela
o antiparalela a dicha fuerza y podemos ignorar todas las demás com-
ponentes.

(2) Si sólo conocemos las componentes de la fuerza y del desplazamiento,
la forma más sencilla de calcular el trabajo es usando la ecuación
W = ∥F⃗∥∥d⃗∥cosθ.

(3) Si un camión de masa m desciende desde un pueblo en la montaña
hasta el nivel del mar, y un helicóptero de masa m desciende desde el
mismo pueblo hasta el nivel del mar, entonces el trabajo hecho por el
peso será mayor para el camión porque recorrió una ruta más larga.

(4) El trabajo nunca depende de la distancia total recorrida por el objeto,
sino sólo del cambio de altura.

(5) El trabajo que A le hace a B es el mismo que el negativo del trabajo que
B le hace a A.

Solución
(1) Verdadero. Si alineamos uno de los ejes con la fuerza, entonces la única
componente del desplazamiento que nos interesa para calcular el trabajo es
aquella que esté alineada con ese mismo eje, es decir, aquella que sea paralela
o antiparalela a la fuerza. Las otras componentes del desplazamiento serán
perpendiculares y entonces no harán trabajo.

(2) Falso. Si sólo conocemos las componentes de la fuerza y del desplazamiento
la forma más simple de calcular el trabajo no es usando la ecuación W =
∥F⃗∥∥d⃗∥cosθ porque nos tocarı́a hallar el ángulo y la magnitud de la fuerza.
La forma más sencilla para calcular el trabajo en este caso es con la ecuación
W = ±∥F⃗x∥∥D⃗x∥±∥F⃗y∥∥D⃗y∥.
(3) Falso. El trabajo hecho por el peso no depende de la distancia total recorrida
sino del cambio de altura; −mg(hf −hi). En este caso la masa y el cambio de
altura son iguales ası́ que el trabajo del peso sobre el helicóptero es igual al
trabajo del peso sobre el camión.
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(4) Falso. La gran mayorı́a de las veces el trabajo sı́ depende de la distancia
recorrida, sólo en casos especiales, como con el peso, el trabajo no depende de
la distancia recorrida.

(5) Verdadero. Como se explicó en la nota 5.9, el trabajo que A le hace a B es
igual al trabajo que B le hace a A con un signo negativo (esto viene de aplicar
la tercera ley de Newton).
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Problema 5.17.

Palabras clave: trabajo del peso, trabajo de la
normal, trabajo de fuerzas no conservativas,
relación entre la fuerza y la energı́a cinética.

Considere las dos cabinas de teleférico ilustradas en el siguiente dibujo. En la
primera está Leonardo y en la segunda está Ricardo. Suponga que la masa de
Leonardo y de Ricardo es la misma: 70 kilogramos. Y suponga que la masa de
las cabinas también es la misma: 300 kilogramos (sin incluir a los pasajeros).
Suponga que ambos teleféricos subieron desde 1000 metros sobre el nivel del
mar hasta 1600 metros sobre el nivel del mar.

(a) ¿Cuál fue el trabajo hecho por el peso para cada cabina (considere a los
pasajeros como parte de la cabina)?

(b) ¿Cuál fue el trabajo hecho por la fuerza normal sobre Leonardo y
sobre Ricardo, suponiendo que ambas cabinas suben con velocidad
constante?

(c) Si la magnitud de la fuerza que hace el mecanismo del teleférico (la
parte amarilla que va sobre la cuerda) para subir es igual en ambos
casos y apunta en dirección de la cuerda, ¿en cuál caso ese mecanismo
hace más trabajo? ¿El trabajo hecho por el mecanismo de las cabinas
depende de la distancia recorrida?

(d) Mientras suben las cabinas, ¿la energı́a mecánica de estas permanece
constante o no?

(e) ¿Qué pasarı́a con la energı́a cinética de las cabinas si suponemos que
todo sigue igual pero la fuerza que hace el mecanismo de las cabinas
aumenta?

PROBLEMA 5.17
Considere las dos cabinas de teleférico ilustradas en la figura. En la primera está Leonardo 
y en la segunda está Ricardo. Suponga que la masa de Leonardo y de Ricardo es la misma, 
70 kilogramos. Y suponga que la masa de las cabinas también es la misma, 300 kilogramos 
(sin incluir a los pasajeros). Suponga que ambos teleféricos subieron desde 1000 metros 
sobre el nivel del mar hasta 1600 metros sobre el nivel del mar. a)  ¿Cuál fue el trabajo he-
cho por el peso para cada cabina (incluyendo los pasajeros)? b) ¿Cuál fue el trabajo hecho 
por la fuerza normal sobre Leonardo y sobre Ricardo suponiendo que ambas cabinas suben 
con velocidad constante? c) Si la magnitud de la fuerza que hace el mecanismo del teleféri-
co (la parte amarilla que va sobre la cuerda) para subir los teleféricos es igual en ambos 
casos y apunta en dirección de la cuerda, y si la cuerda no ejerce fricción, ¿en cuál caso ese 
mecanismo hace más trabajo? ¿ El trabajo hecho por el mecanismo de las cabinas depende 
de la distancia recorrida? d) Mientras suben las cabinas, ¿la energía mecánica de las cabi-
nas permanece constante o no? e) ¿Qué pasaría con la energía cinética de las cabinas si su-
ponemos que todo sigue igual pero la fuerza que hace el mecanismo de las cabinas aumen-
ta?

75∘ 40∘

¿Qué información nos dan?

Ambas cabinas tienen masa de 300 kilogramos. Leonardo y Ricardo tienen masa 
de 70 kilogramos. Ambas cabinas subieron con velocidad constante desde 1000 
metros hasta 1600 metros. La fuerza que hace el mecanismo de las cabinas para 
subir las cabinas tiene la misma magnitud.

¿Qué debemos hallar?

a) Debemos calcular el trabajo hecho por el peso para cada cabina (debemos tener 
en cuenta a los pasajeros).

b) Debemos calcular el trabajo hecho por la fuerza normal para Ricardo y para Leo-
nardo .

c) Debemos decir en qué caso el mecanismo que sube a las cabinas hace más traba-
jo, si en el caso de Leonardo o el de Ricardo. Con base en esto debemos decir si 
el trabajo del mecanismo de las cabinas depende de la distancia recorrida.

d) Debemos decir si la energía mecánica de las cabinas permanece o no constante 
mientras las cabinas suben.

e) Debemos decir qué pasaría con la energía cinética de las cabinas si los mecanis-
mos de cada cabina hicieran una fuerza de mayor magnitud.

SOLUCIÓN

a). Para resolver esta pregunta no es necesario ni siquiera realizar el diagrama de trabajo de 
las cabinas ni de sus ocupantes. Recordemos que el trabajo realizado por el peso sólo depen-
de del cambio de altura del objeto y de la masa (Nota 5.11):

Ww = − mg(hf − hi)   (1)

420
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b), (c), (d) y (e) Ambas cabinas tienen una masa de 300 kilogramos. Leonardo y Ricardo
tienen masa de 70 kilogramos. Ambas cabinas subieron con velocidad constante desde los 1000
metros hasta los 1600 metros. La fuerza que hace el mecanismo de las cabinas para subirlas
tiene la misma magnitud.

¿Qué nos piden?

(a) Calcular el trabajo hecho por el peso para cada cabina (debemos tener en cuenta los
pasajeros).

(b) Calcular el trabajo hecho por la fuerza normal para Ricardo y para Leonardo.

(c) Decir en qué caso el mecanismo que sube a las cabinas hace más trabajo, en el de
Leonardo o en el de Ricardo. Con base en esto debemos decir si el trabajo del mecanismo
de las cabinas depende de la distancia recorrida.

(d) Debemos decir si la energı́a mecánica de las cabinas permanece o no constante mientras
las cabinas suben.

(e) Debemos decir qué pasarı́a con la energı́a cinética de las cabinas si los mecanismos de
cada cabina hicieran una fuerza de mayor magnitud.

(a) Para resolver esta pregunta no es necesario ni siquiera realizar el diagrama
de trabajo de las cabinas ni de sus ocupantes. Recordemos que el trabajo
realizado por el peso sólo depende del cambio de altura del objeto y de la masa
(nota 5.11):

Ww = −mg(hf −hi). (1)

El ángulo que marcan las cuerdas con la lı́nea punteada vertical no nos interesa,
porque, como acabamos de decir, lo único que importa para el trabajo realizado
por el peso es la masa y el cambio de altura. En ambos casos el cambio de altura
es de 600 metros. Y como la masa total de cada cabina es de 300 kilogramos
más 70 kilogramos (el peso de los ocupantes), entonces el trabajo hecho por el
peso es

Ww = −(370 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

(9.81 m/s2)(1600 m−1000 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

hf −hi

= −2177820 J. (2)

Que el trabajo haya sido negativo indica que las cabinas subieron.

Por supuesto, el desplazamiento total de cada cabina no fue el mismo porque la
dirección de este desplazamiento fue distinto en cada caso, pero, como hemos
repetido, al trabajo hecho por el peso no le interesa el desplazamiento total del
objeto, sólo el desplazamiento vertical.

(b) Para hallar el trabajo ejercido por la fuerza normal en cada caso debemos
realizar un diagrama de trabajo para Leonardo y Ricardo. Empecemos por
Leonardo.
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El ángulo que marcan las cuerdas con la línea punteada vertical no interesa, porque, como recién dijimos, lo único que importa para el trabajo realizado por el peso es la masa y el cambio de 
altura. En ambos casos el cambio de altura es de 600 metros (pues ambas cabinas pasan de estar a 1000 metros a estar a 1600 metros). Y como la masa total de cada cabina es de 300 kilogra-
mos más 70 kilogramos (este último es el peso de los ocupantes), entonces el trabajo hecho por el peso es

Ww = − (370 kg)(9.81 m /s2)(1600 m − 1000 m) = − 2177820 J   (2)
hf − him

Que el trabajo haya sido negativo indica que las cabinas subieron (es decir, el desplazamiento en Y fue 
anti-paralelo al peso). Por supuesto el desplazamiento total de cada cabina no fue el mismo porque la dirección de este desplazamiento fue distinto en cada caso, pero como hemos repetido, al 
trabajo hecho por el peso no le interesa el desplazamiento total del objeto, sólo el desplazamiento vertical (lo que sube o lo que baja).

b) Para hallar el trabajo ejercido por la fuerza normal en cada caso, debemos realizar un diagrama de trabajo para Leonardo y para Ricardo teniendo en cuenta que el desplazamiento en cada 
caso es diferente (pues la dirección de este desplazamiento es distinta). 

40∘

⃗Dr
⃗N r

40∘

X

⃗Dr

⃗Drx
⃗Dry

⃗N r

40∘

Diagrama de trabajo de Ricardo

La fuerza que nos interesa en este numeral es la normal sobre los pasa-
jeros (en este caso sobre Ricardo). La normal es perpendicular al piso de 
la cabina, así que apunta de forma vertical y forma un ángulo de 40 gra-
dos con el desplazamiento de Ricardo. Hemos usado un sistema en el 
cual la normal es paralela al eje Y.

75∘

X

Y

⃗Dl

⃗Dlx ⃗Dly

⃗N l

75∘

La fuerza que nos interesa en este numeral es la normal sobre los pasa-
jeros (en este caso sobre Leonardo). La normal es perpendicular al piso 
de la cabina, así que apunta de forma vertical y forma un ángulo de 75 
grados con el desplazamiento de Leonardo. Hemos usado un sistema en 
el cual la normal es paralela al eje Y.

Diagrama de trabajo de Leonardo
⃗N l⃗Dl

75∘

Ahora que te-
nemos los diagramas de trabajo podemos determinar el trabajo realizado por la fuerza normal. Notemos que como hemos usado un sistema de coordenadas en el que el eje Y es paralelo a la 
normal, no es necesario considerar la componente X del desplazamiento (pues esta es perpendicular a la normal así que no es relevante para el trabajo), sólo debemos considerar la compo-
nente Y del desplazamiento. Como la componente Y del desplazamiento es paralela a la normal, el trabajo producido por la normal será:

Wnl = ∥ ⃗N l∥∥ ⃗Dly∥   (3)

421

La fuerza que nos interesa en este numeral es la normal sobre los pasajeros. La
normal es perpendicular al piso de la cabina, ası́ que apunta de forma vertical y
forma un ángulo de 75 grados con el desplazamiento de Leonardo. Hemos usado
un sistema en el cual la normal es paralela al eje Y.

Ahora que tenemos el diagrama de trabajo de Leonardo podemos determinar
el trabajo realizado por la fuerza normal. Notemos que como hemos usado
un sistema de coordenadas en el que el eje Y es paralelo a la normal, no es
necesario considerar la componente X del desplazamiento.

Como la componente Y del desplazamiento es paralela a la normal, el trabajo
producido por la normal será

Wnl = ∥N⃗l∥∥D⃗ly∥ . (3)

Tanto para Leonardo como para Ricardo la magnitud de la fuerza normal
debe ser igual a la magnitud del peso, pues las cabinas suben con velocidad
constante, ası́ que sus ocupantes también tienen velocidad constante y según
la segunda ley de Newton N⃗ − W⃗ = 0 (las únicas fuerzas en Y son el peso y
la normal). Por lo tanto, el trabajo realizado por la normal para el caso de
Leonardo es

Wnl = mg
´¸¶
∥N⃗l∥

∥D⃗ly∥ . (4)

Sólo nos falta determinar ∥D⃗ly∥. Pero ya conocemos ∥D⃗ly∥, pues la magnitud
del desplazamiento en Y es igual a la altura subida por las cabinas, la cual es,
en ambos casos, 600 metros. Ası́ que el trabajo realizado por la normal para
Leonardo es

Wnl = (70 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

(9.81 m/s2)(600 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∥D⃗ly∥

= 412020 J. (5)
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Este trabajo de la normal tiene que ser igual al trabajo realizado por la normal
sobre Ricardo, pues la magnitud del desplazamiento en Y es el mismo y la
masa de Ricardo y Leonardo son la misma. Ası́ que no tenemos que hacer el
diagrama de trabajo de Ricardo.

Notemos que también hubiéramos podido calcular el trabajo usando la ecua-
ción W = F⃗ ⋅ d⃗ = ∥F⃗∥∥D⃗∥cosθ, pero en ese caso habrı́amos tenido que calcular
∥D⃗∥. A veces, como hicimos aquı́, es mucho más sencillo hallar el trabajo pen-
sando sólo en qué componente del desplazamiento es paralela o antiparalela a
la fuerza.

(c) Para determinar qué motor de qué cabina realiza mayor trabajo, empecemos
por realizar el diagrama de trabajo de cada cabina:

X

Y

⃗F l

75∘

⃗Dl

⃗ ⃗

Diagrama de trabajo de la cabina 
de Leonardo

⃗F l
⃗Dl

75∘

51

⃗Dr ⃗F r

40∘

Diagrama de trabajo de 
la cabina de Ricardo

X

Y
⃗F r

40∘

⃗Dr

La fuerza que nos interesa en este numeral es la fuerza que hace el motor de
cada cabina. Hemos llamado F⃗l a la fuerza de la cabina de Leonardo y F⃗lr a la de
la cabina de Ricardo. Esta fuerza es paralela al desplazamiento (es paralela a la
cuerda) y su magnitud es la misma en la cabina de Leonardo y en la de Ricardo.

Como se ve en el diagrama de trabajo, en ambos casos la fuerza que hace el
motor es paralela al desplazamiento de la respectiva cabina. Ası́ que en ambos
casos el trabajo estará dado por la multiplicación de la magnitud de la fuerza
por la magnitud del desplazamiento:

Wn = ∥F⃗∥∥D⃗∥ . (6)

En ambos casos la magnitud de la fuerza del motor es la misma ası́ que la
única diferencia que puede haber entre los trabajos es la magnitud del despla-
zamiento. Como el ángulo con el que sube la cabina de Leonardo es menos
inclinado que el de la cabina de Ricardo, entonces la cabina de Leonardo tiene
que recorrer mayor distancia para subir los mismos 600 metros.

Otra forma de ver que la distancia recorrida por la cabina de Leonardo es
mayor es ası́: notemos en el último dibujo que ∥D⃗l∥cos75○ = 600 m. Por otra
parte, ∥D⃗r∥cos40○ = 600 m. Como cos40○ es mayor que cos75○ y como ambas
ecuaciones nos dan 600 metros, entonces ∥D⃗r∥ tiene que ser menor que ∥D⃗l∥.
Como la cabina de Leonardo recorre más distancia y como la fuerza es la
misma, entonces el trabajo ejercido por el motor de la cabina de Leonardo fue
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mayor que el de la cabina de Ricardo. Ası́ que, a diferencia del peso, el trabajo
ejercido por el motor de la cabina depende de la distancia total recorrida.

Cuando el trabajo hecho por una fuerza depende de la distancia recorrida,
decimos que esa fuerza es no conservativa. Ası́, la fuerza hecha por el motor
de las cabinas no es conservativa (esto será explicado con más detalle en los
siguientes problemas).

(d) Para determinar si la energı́a mecánica de las cabinas cambia mientras
suben debemos determinar si la suma de la energı́a cinética con la potencial
gravitacional cambia o permanece constante. Es claro que la energı́a potencial
gravitacional de cada cabina está aumentando porque las cabinas están su-
biendo. Por otra parte, la energı́a cinética de las cabinas permanece constante
porque las cabinas suben con rapidez constante; (1/2)mv2 permanece constan-
te. Como la energı́a mecánica es la suma de ambas energı́as y como la cinética
permanece constante pero la potencial gravitacional aumenta, entonces la
energı́a mecánica de las cabinas aumenta mientras suben.

Que la energı́a mecánica no permanezca constante no nos deberı́a sorprender
si tenemos en cuenta que la conservación de la energı́a mecánica sólo aplica en
los casos en los que un objeto está sujeto al peso y a la fuerza elástica de un
resorte ideal. En este problema, además del peso, tenemos la fuerza que hace
el mecanismo de las cabinas.

(e) Si la fuerza de los mecanismos de las cabinas aumenta, entonces según
la segunda ley de Newton la aceleración de las cabinas aumenta, ası́ que la
velocidad aumenta. Y como en este caso la dirección de la velocidad apunta en
el sentido de la fuerza, al aumentar la velocidad aumentará la rapidez (si la
velocidad inicial fuera en sentido contrario de las fuerzas, entonces al aumentar
la velocidad no necesariamente aumentará la rapidez). Y si aumenta la rapidez
entonces aumentará la energı́a cinética de las cabinas. En resumen, si aumenta
la fuerza que hacen las cabinas aumenta la energı́a cinética de las cabinas.

Lo dicho aquı́ no sólo aplica para estas cabinas. Pronto veremos que hay una
relación fundamental ente el trabajo que hace una fuerza y el cambio de energı́a
cinética de un objeto.
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Problema 5.18.

Palabras clave: trabajo del peso, trabajo de la
fricción, trabajo de fuerzas no conservativas,
trabajo neto a través de dos rutas distintas.

Un buzo de masa de 65 kilogramos quiere investigar un cofre que yace en el
fondo del mar y después quiere investigar un ancla que está cerca del cofre,
como se ilustra en el dibujo. El buzo parte del punto 1 y planea ir al punto 2
donde está el cofre, después al punto 3 donde está el ancla y después regresará
al punto 1. El punto 2 está a 1 metro de altura con respecto al fondo del mar
mientras que el punto 3 está precisamente en el fondo del mar, como se indica
en el dibujo. Un compañero del buzo sugiere dos rutas diferentes para que
el buzo realice su recorrido: una pintada en amarillo y la otra pintada en
blanco. La distancia total del recorrido de la ruta amarilla es Da y la distancia
total del recorrido de la ruta blanca es Db (note que la ruta blanca es más
larga). Suponga que en todo el recorrido el agua ejerce una fuerza de fricción
constante de magnitud Fr que siempre se opone al desplazamiento del buzo y
suponga que las únicas fuerzas que actúan sobre el buzo son esta fricción y el
peso.

(a) Entre el punto 2 y 3 calcule el trabajo realizado por el peso. ¿Este
trabajo depende de la ruta?

(b) Para ambas rutas, escriba una expresión para el trabajo neto sobre el
buzo desde que parte de 1 hasta que regresa a 1. Esta expresión debe
quedar en términos de Fr y de la distancia total del recorrido de cada
ruta.

(c) Con base en (b), diga en qué ruta el trabajo neto sobre el buzo es mayor.

cabina de Ricardo. Así que el trabajo ejercido por el motor de la cabina sí depende de la 
distancia total recorrida. Notemos que esto es diferente a lo que pasa con el trabajo realiza-
do por el peso al que no le importa la distancia total recorrida sino sólo el cambio de altura. 

d) Para determinar si la energía mecánica de las cabinas cambia debemos determinar si la 
energía cinética cambia y si la potencial gravitacional cambia. Es claro que la energía poten-
cial gravitacional sí cambia porque las cabinas están subiendo; la energía potencial gravita-
cional  de cada cabina está aumentando. Por otra parte, la energía cinética de las cabinas 
permanece constante porque las cabinas suben con rapidez constante (recordemos que la 
energía cinética es (1/2)mv2). Como la energía mecánica es la suma de la energía cinética 
y potencial gravitacional y como la cinética permanece constante pero la potencial gravita-
cional aumenta, entonces la energía mecánica aumentará mientras las cabinas suben. Esto 
no nos debería sorprender si tenemos en cuenta que la conservación de la energía mecánica 
sólo aplica en los casos en los que un objeto está sujeto al peso y a la fuerza elástica de un 
resorte ideal; en este caso, además del peso, tenemos la fuerza que hace el mecanismo de 
las cabinas así que la energía mecánica no debería conservarse.

e) Si la fuerza de los mecanismos de las cabinas aumenta, entonces por la segunda ley de 
Newton la aceleración de las cabinas aumenta, así que la velocidad aumenta. Y como la 
dirección de la velocidad apunta en el sentido de la fuerza, entonces al aumentar la veloci-
dad aumentará la rapidez (si la velocidad fuera en sentido contrario de las fuerzas, entonces 
al aumentar la velocidad no necesariamente aumentará la rapidez). Y si aumenta la rapidez 
entonces aumentará la energía cinética de las cabinas. De esto se sigue que hay una rela-
ción entre las fuerzas que actúan sobre un objeto y la energía cinética, lo cual es intuitivo 
porque la fuerza afecta la rapidez y la energía cinética depende de la rapidez. Luego vere-
mos que esto sugiere que hay una relación estrecha ente el trabajo que hace una fuerza y el 
cambio de energía cinética de un objeto.  

PROBLEMA 5.18*
a) Un buzo de masa de 65 kilogramos quiere investigar un cofre que yace en el fondo del 

mar y después quiere investigar un ancla que está cerca del cofre, como se ilustra en la 
figura. El buzo parte del punto 1 y planea ir al punto 2 donde está el cofre, después al 
punto 3 donde está el ancla y después regresará al punto 1 inicial. El punto 2 está a 1 
metros de altura con respecto al fondo del mar mientras que el punto 3 está precisamente 
en el fondo del mar, como se indica en la figura. Un compañero del buzo sugiere dos 
rutas diferentes para que el buzo realice su recorrido, una pintada en amarillo y la otra 
pintada en blanco. La distancia total del recorrido de la ruta amarilla es Da y la distancia 
total del recorrido de la ruta blanca es  Db (la ruta blanca es más larga). Suponga que en 
todo el recorrido el agua ejerce una fuerza de fricción constante de magnitud Fr que 
siempre se opone al desplazamiento del buzo y suponga que las únicas fuerzas que ac-
túan sobre el buzo son esta fricción y el peso.  a) Entre el punto 1 y 2 calcular el trabajo 
realizado por el peso. ¿Este trabajo depende de la ruta? b) Para ambas rutas, escriba una 
expresión para el trabajo neto sobre el buzo desde que parte de 1 hasta que regresa a 1. 
Esta expresión debe quedar en términos de Fr  y de la distancia total del recorrido de ca-
da ruta. c) Con base en b), diga en qué ruta el trabajo neto sobre el buzo es mayor. 

1

2

3

1 m

423



648 Fı́sica paso a paso. Más de 100 problemas resueltos

Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b) y (c) Un buzo de masa de 65 kilogramos parte del punto 1, va a ir al punto 2, después
al punto 3 y finalmente regresará al punto 1. El punto 2 está a un metro del fondo del mar,
mientras que el punto 3 está en el fondo del mar. La distancia total de la ruta amarilla es Da y
la distancia total de la ruta blanca es Db . El agua ejerce una fricción constante de magnitud Fr
que siempre se opone al desplazamiento del buzo. Las únicas fuerzas que actúan sobre el buzo
son la fricción y el peso.

¿Qué nos piden?

(a) Calcular el trabajo hecho por el peso desde el punto 2 hasta el 3 y explicar si este trabajo
depende de la ruta.

(b) Para cada ruta debemos escribir una expresión para el trabajo neto sobre el buzo en
términos de la fricción del agua y de la distancia de cada ruta.

(c) Decir en cuál ruta el trabajo neto sobre el buzo es mayor.

(a) El trabajo realizado por el peso es muy fácil de calcular si conocemos la
altura final y la altura inicial (nota 5.11):

Ww = −mg(hf −hi). (1)

Si ponemos nuestro nivel de referencia para medir la altura en el fondo del
mar, entonces la altura del cofre será de 1 metro y la altura del ancla de cero
metros. Si además tenemos en cuenta que la masa del buzo es de 65 kilogramos,
la ecuación (1) queda

Ww = −(65 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

(9.81 m/s2)(0 m
´¸¶
hf

− 1 m
´¸¶
hi

) = 637.65 J. (2)

El trabajo del peso nos da positivo porque desde el punto 2 hasta el 3 el buzo
está descendiendo y entonces el desplazamiento vertical es paralelo al peso.

Como la altura final e inicial son las mismas para ambas rutas, no importa la
ruta que escoja el buzo, el trabajo realizado por el peso será igual.

(b) Ahora debemos escribir una expresión para el trabajo neto de cada ruta. El
trabajo neto sobre el buzo para todo el recorrido es la suma de los trabajos que
todas las fuerzas realizan sobre él. Las únicas fuerzas son el peso y la fricción
del agua. Ası́, debemos calcular el trabajo total que el peso realiza sobre el
buzo y sumarlo con el trabajo total que la fricción realiza y hacer esto para
ambas rutas.

Empecemos por el trabajo total del peso. Es fácil ver que el trabajo total
realizado por el peso es cero para cualquiera de las dos rutas, pues la altura
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inicial y la altura final son iguales (el buzo regresa al punto inicial, ası́ que su
cambio de altura es cero):

Ww = −mg(h1 −h1) = 0, (3)

donde hemos llamado h1 a la altura del punto 1. También hubiéramos podido
calcular el trabajo realizado por el peso entre 1 y 2, entre 2 y 3 y entre 3 y 1 y
sumarlos (es un buen ejercicio para el lector comprobar que eso también darı́a
cero). Ası́ que el peso no contribuye al trabajo neto sobre el buzo.

El trabajo neto realizado por la fricción no es tan simple porque debemos
calcularlo para los desplazamiento entre los puntos 1 y 2, entre 2 y 3 y entre 3
y 1 y sumarlos (para el trabajo hecho por la fricción no hay una ecuación como
(3) en la que sólo debemos considerar el punto inicial y final).

Ruta amarilla:

Debemos tener en cuenta que en el enunciado nos dicen que la fricción siempre
se opone al desplazamiento del buzo. Como la fricción es antiparalela al
desplazamiento, entonces el trabajo hecho por esta fuerza es simplemente

Wr = −∥F⃗r∥∥d⃗∥ (4)

en cada tramo. El trabajo de la fricción entre 1 y 2 está dado por

Wr12 = −Fr ∥d⃗12∥ , (5)

donde d⃗12 es el desplazamiento entre los puntos 1 y 2 según la ruta amarilla
(no conocemos este desplazamiento). Si hacemos esto mismo para el desplaza-
miento d⃗23 entre 2 y 3, teniendo en cuenta que la magnitud de la fricción es la
misma siempre, obtenemos

Wr23 = −Fr ∥d⃗23∥ . (6)

Finalmente, aplicamos la misma ecuación para el desplazamiento d⃗31 entre 3
y 1:

Wr31 = −Fr ∥d⃗31∥ . (7)

Si sumamos todos los trabajos de la fricción para hallar el trabajo total de la
fricción para la ruta amarilla, obtenemos

Wr12 +Wr23 +Wr31 = −Fr ∥d⃗12∥−Fr ∥d⃗23∥−Fr ∥d⃗31∥ . (8)

Si sacamos factor común de Fr , esto nos da:

WT ra = −Fr (∥d⃗12∥+∥d⃗23∥+∥d⃗31∥) . (9)

Notemos que esta expresión no puede ser la respuesta final porque no conoce-
mos las diferentes distancias que aquı́ aparecen. Pero note que la suma que está
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entre paréntesis no es más que la distancia total recorrida por el buzo en la ruta
amarilla porque la magnitud de cada desplazamiento es la distancia de ese des-
plazamiento, ası́ que la suma de las magnitudes de todos los desplazamientos
es la distancia total. Ası́, la ecuación (9) es igual a

WT ra = −FrDa. (10)

Note que este es el trabajo neto hecho por la fricción pero también es el trabajo
neto sobre el buzo en la ruta amarilla porque el peso no hizo trabajo.

Ruta blanca:

Ahora, el lector puede sospechar correctamente que el análisis para hallar el
trabajo de la fricción para la ruta blanca es exactamente igual, sólo que esta
vez los distintos desplazamientos intermedios serán otros (la magnitud de la
fricción es la misma, Fr ). Esta vez los podemos llamar D⃗12, D⃗23 y D⃗32, donde
usamos la D mayúscula para diferenciar estos desplazamientos de los de la
ruta amarilla.

Como el análisis es el mismo, podemos aplicar directamente la ecuación (9)
pero con los nuevos desplazamientos:

WT rb = −Fr (∥D⃗12∥+∥D⃗23∥+∥D⃗31∥) . (11)

La suma entre paréntesis es la distancia total del recorrido de la ruta blanca:

WT rb = −FrD⃗b. (12)

Como antes, este es el trabajo neto sobre el buzo en la ruta blanca porque el
peso no hizo trabajo.

(c) Debemos comparar el trabajo total de la fricción de la ruta blanca con el de
la ruta amarilla. Notemos a partir de las ecuaciones (10) y (12) que el trabajo de
la fricción depende de la distancia total. Como la fuerza de fricción es la misma
en ambas rutas, entre mayor sea la distancia, más negativo será el trabajo. Del
dibujo inicial es claro que la ruta blanca es más larga, ası́ que en esa ruta el
trabajo de la fricción será más negativo. Por lo tanto, el trabajo neto sobre el
buzo es mayor en la ruta amarilla, pues es menos negativo.

Nota 5.12. Trabajo hecho por la fuerza de fricción dinámica

El trabajo realizado por una fuerza de fricción dinámica depende de
la distancia total del recorrido. Cuanto mayor sea esta distancia, más
trabajo negativo realiza la fricción dinámica.
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Problema (teórico) 5.19.

Palabras clave: fuerza conservativa, fuerza no
conservativa, comportamiento de la energı́a
mecánica cuando fuerzas no conservativas ha-
cen trabajo.

(a) Explique la relación entre las fuerzas conservativas y la energı́a mecáni-
ca de un sistema, y entre las fuerzas no conservativas y la energı́a
mecánica del sistema.

(b) Explique la relación entre el trabajo hecho por una fuerza conservativa
y el desplazamiento del objeto, y entre el trabajo hecho por una fuerza
conservativa y la distancia total recorrida por el objeto. Explique esto
mismo pero para el caso de fuerzas no conservativas.

(c) Explique cuál es la relación entre el trabajo hecho por una fuerza
conservativa y el cambio de energı́a potencial.

(d) Suponga que una fuerza no conservativa hace un trabajo positivo W1
sobre un sistema. Después, otra fuerza no conservativa hace un trabajo
negativo W2 sobre el mismo sistema. Si la energı́a mecánica inicial del
sistema antes de que la primera fuerza conservativa actuara era Emi ,
escriba una expresión en términos de Emi , W1 y W2 para la energı́a
mecánica del sistema después de que ambas fuerzas no conservativas
actuaron. ¿Cambiarı́a su respuesta si las dos fuerzas hubieran actuado
simultáneamente, o si la segunda fuerza hubiera actuado antes de la
primera?

(e) Con base en el punto (d), escriba una expresión para la energı́a mecáni-
ca final de un sistema si la energı́a mecánica inicial del sistema es
Emi y si hay N fuerzas no conservativas actuando sobre el sistema.
¿Cambiarı́a su respuesta si hubiera, además de las N fuerzas no conser-
vativas, algunas fuerzas conservativas?

Solución
(a) Una forma de explicar la relación entre la energı́a mecánica y las fuerzas
conservativas es considerando lo que dijimos en la nota 5.5: “Cuando sobre un
objeto las únicas fuerzas que actúan son el peso y la fuerza de un resorte ideal,
entonces la energı́a mecánica del sistema se conserva”. Resulta que una fuerza
conservativa es precisamente una fuerza que conserva la energı́a mecánica de
un sistema y por eso se llama ası́; el peso es una fuerza conservativa porque
conserva la energı́a mecánica de los objetos; la fuerza que hace un resorte ideal
es conservativa porque conserva la energı́a mecánica del sistema objeto-resorte.
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Por el contrario, una fuerza no conservativa es una fuerza que puede alterar
la energı́a mecánica del sistema. Si una fuerza no conservativa hace cierto
trabajo W sobre cierto sistema, entonces la energı́a mecánica inicial del sistema
cambia por la cantidad W . El trabajo realizado por las fuerzas no conservativas
aumenta la energı́a mecánica del sistema si el trabajo es positivo, o la disminuye
si el trabajo es negativo. Por ejemplo, si una fuerza no conservativa le hace un
trabajo de 50 joules a un sistema, entonces la energı́a mecánica del sistema
aumenta en 50 joules.

Ejemplos clásicos de fuerzas conservativas son el peso, la fuerza de un resorte
ideal, la fuerza eléctrica. Ejemplos de fuerzas no conservativas son la normal,
la fricción o la fuerza que hace un motor.

(b) El trabajo realizado por una fuerza conservativa no depende de la distancia
total recorrida por el objeto sino sólo de cuál es el punto inicial y cuál es el
punto final del recorrido. En otras palabras, para el trabajo de las fuerzas
conservativas sólo importa el desplazamiento neto. Por ejemplo, si un objeto
comienza en un punto X⃗1 y termina en un punto X⃗2, el trabajo realizado por las
fuerzas conservativas sobre el sistema no depende de cuál exactamente haya
sido el camino que tomó el objeto sino del desplazamiento neto, que es dado
por X⃗2 − X⃗1. De este principio se sigue que si un objeto realiza un recorrido y
termina en el mismo punto en el que inicia, entonces el trabajo realizado por
la fuerza conservativa es cero, pues X⃗1 − X⃗1 = 0⃗.

Por su parte, las fuerzas no conservativas cumplen caracterı́sticas opuestas a las
mencionadas antes; el trabajo realizado por una fuerza no conservativa depende
de la distancia total recorrida por el objeto, y no depende del desplazamiento
neto. Si un objeto se mueve de X⃗1 a X⃗2, el trabajo realizado por la fuerza
conservativa sobre el objeto depende de cuál haya sido el camino para ir de un
punto al otro; si un camino es más largo o más corto, entonces la fuerza podrá
hacer más trabajo o menos trabajo. De esto se sigue que si un objeto realiza un
recorrido y regresa al mismo punto del que partió, el trabajo realizado por la
fuerza no conservativa no será cero11.

(c) Podemos explicar la relación entre el trabajo realizado por una fuerza con-
servativa y el cambio de energı́a potencial recordando que el trabajo realizado
por el peso es igual al cambio de energı́a potencial gravitacional pero con un
signo negativo, recordemos que el trabajo realizado por el peso es −mg(hf −hi)
y el cambio de energı́a potencial es mg(hf −hi). Esto que sucede para el peso
sucede, en general, para cualquier fuerza conservativa. A cada fuerza con-
servativa se le puede asociar una energı́a potencial: al peso se le asocia una
energı́a potencial gravitacional (que es mgh), a la fuerza elástica se le asocia

11 Como comprobamos en el problema 5.18, el trabajo de la fuerza de fricción es diferente para
cada recorrido, mientras que el trabajo neto del peso fue cero porque el punto final e inicial fue el
mismo.
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una energı́a potencial elástica (que es (1/2)kx2), a la fuerza eléctrica se le asocia
una energı́a potencial eléctrica, etc.

En cada uno de estos casos, el negativo del cambio de energı́a potencial es
igual al trabajo realizado por la respectiva fuerza; el negativo del cambio de
energı́a potencial elástica es igual al trabajo de la fuerza elástica, el negativo
del cambio de la energı́a potencial eléctrica es igual al trabajo de la fuerza
eléctrica, y el negativo del cambio de energı́a potencial gravitacional es igual
al trabajo de la fuerza de gravedad (el peso).

En contraste, no podemos asociar ninguna energı́a potencial a las fuerzas no
conservativas. Por lo tanto, no hay ninguna relación interesante entre el trabajo
de una fuerza no conservativa y algún potencial.

Nota 5.13. Comparación entre fuerzas conservativas y fuerzas no
conservativas

Fuerza
conservativa

Fuerza no
conservativa

Conserva la energı́a mecánica
del sistema.

SÍ NO

El trabajo realizado no depende
de la distancia sino de la posición
inicial y final.

SÍ NO

Si el punto inicial y final del re-
corrido es el mismo, el trabajo de
la fuerza es cero.

SÍ NO

Podemos asociar una energı́a po-
tencial a la fuerza.

SÍ NO

El trabajo realizado por la fuerza
es el negativo del cambio de la
energı́a potencial asociada a la
fuerza.

SÍ No aplica

(d) Como dijimos en el punto (a), si una fuerza no conservativa ejerce un trabajo
positivo W1, entonces la energı́a mecánica inicial Emi va a aumentar por una
cantidad de W1. Es decir, la nueva energı́a mecánica después de que ha actuado
la primera fuerza no conservativa será

Emf 1 = Emi +W1. (1)
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Pero en el enunciado no nos piden la energı́a mecánica después de que la
primera fuerza actúa, sino que nos piden la energı́a mecánica después de que
las dos fuerzas no conservativas han actuado.

Ahora bien, si una fuerza no conservativa hace trabajo W2 negativo, entonces
esa fuerza le quita energı́a mecánica al objeto. Ası́ que podrı́amos creer que
la nueva energı́a mecánica debido a esta segunda fuerza no conservativa será
igual a la resta entre Emf 1 y el trabajo hecho por la nueva fuerza:

Emf 2 = Emf 1 −W2 ¿?, (2)

donde “¿?” señala que no estamos seguros de si esta ecuación es correcta.

Sin embargo, la ecuación (2) tiene un error, pues W2 ya es negativo. Al escribir
Emf = Emf 1 −W2 es como si estuviéramos sumándole una energı́a a la energı́a
mecánica inicial, pues restar un número negativo es como sumar un número
positivo. Ası́ que si el trabajo W2 es negativo simplemente debemos sumar ese
trabajo, y al hacer eso la energı́a mecánica disminuye, como debe ser:

Emf 2 = Emf 1 +W2. (3)

No debemos escribir la energı́a mecánica final en términos de Emf 1 como está
en la ecuación (3). Si tenemos en cuenta la ecuación (1), podemos escribir la
ecuación (3) ası́:

Emf 2 = Emi +W1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Emf 1

+W2. (4)

Si una fuerza hubiera actuado antes que la otra, o si hubieran actuado al mismo
tiempo, nada habrı́a cambiado, pues el orden temporal de los trabajos no
aparece en la anterior ecuación en ninguna parte. Lo único que importa es que
al comienzo hay una energı́a mecánica inicial y que como resultado de algunas
fuerzas no conservativas, al final tenemos una energı́a mecánica diferente.

(e) En el punto anterior vimos que si dos fuerzas no conservativas actúan
sobre un sistema, la energı́a mecánica inicial del sistema se puede escribir
como Emf = Emi +W1 +W2 (los trabajos se suman pero al sumarlos debemos
tener en cuenta si son positivos o negativos). Si sobre el sistema actuaran tres
fuerzas no conservativas, entonces la ecuación quedarı́a ası́: Emf = Emi +W1 +
W2 +W3. Si fueran cuatro fuerzas no conservativas haciendo trabajo, entonces
la energı́a mecánica final serı́a Emf = Emi +W1 +W2 +W3 +W4. De acuerdo a
este razonamiento, si fueran N fuerzas no conservativas, entonces la energı́a
mecánica final serı́a

Emf = Emi +W1 +W2 +W3 +W4 +⋯WN , (5)
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donde la suma va hasta la enésima fuerza. Usando el sı́mbolo de sumatoria,
esto se podrı́a escribir ası́:

Emf = Emi +
n

∑
i
Wi . (6)

En palabras, la energı́a mecánica final es igual a la energı́a mecánica inicial
más la suma del trabajo realizado por las N fuerzas no conservativas.

Si hubiera algunas fuerzas conservativas la expresión (6) que hallamos para la
energı́a mecánica final no cambiarı́a en nada porque las fuerzas conservativas
no alteran la energı́a mecánica de los objetos. El trabajo realizado por una
fuerza conservativa podrı́a transformar algún tipo de energı́a del sistema en
otro tipo de energı́a (por ejemplo cinética en potencial gravitacional), pero no
podrı́a alterar la energı́a mecánica del sistema.

Nota 5.14. Energı́a mecánica final según el trabajo realizado por
fuerzas no conservativas

Si sobre un sistema con energı́a mecánica inicial Emi actúan varias
fuerzas no conservativas que hacen trabajo, la energı́a mecánica final
del sistema será Emf = Emi +∑iWi , donde la suma se hace sobre todos
los trabajos de las fuerzas no conservativas.
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Problema 5.20.

Palabras clave: energı́a en montaña rusa,
energı́a mecánica cuando hay fuerzas no con-
servativas, condiciones para que la normal ha-
ga trabajo, trabajo realizado por la fricción.

Considere la montaña rusa del dibujo. El carrito de la montaña rusa tiene una
masa de 1000 kilogramos, incluidos los pasajeros, y parte su recorrido desde
el reposo. La bandera amarilla está a 25 metros del piso, la azul a 20 metros y
la roja está a 10 metros. Suponga que desde el punto inicial hasta la bandera
amarilla la fricción realiza un trabajo de −950 joules y el trabajo de la fricción
desde la bandera amarilla hasta la azul es de −4950 joules. Además, la rapidez
del carrito cuando alcanza la bandera amarilla es de 6 metros por segundo y
cuando alcanza la bandera roja es de 17 metros por segundo.

(a) Explique por qué la fuerza normal no realiza trabajo sobre el carrito en
ninguna parte del trayecto. Además, diga cuándo la normal sı́ podrı́a
hacer trabajo.

(b) ¿Cuál es la altura inicial desde la que parte el carrito?

(c) ¿Cuál es la rapidez del carrito cuando alcanza la bandera azul?

(d) ¿Cuál es el trabajo realizado por la fricción en todo el recorrido?

PROBLEMA 5.20*
Considere la montaña rusa de la figura. El carrito de la montaña rusa tiene una masa de 
1000 kilogramos incluidos los pasajeros y parte su recorrido desde el reposo. La bandera 
amarilla está a 25 metros del piso, la azul a 20 metros y la roja está a 10 metros. Suponga 
que desde el punto inicial hasta la bandera amarilla la fricción realiza un trabajo de -950 
Joules y el trabajo de la fricción desde la bandera amarilla hasta la azul es de -4950 Joules. 
Además, la rapidez del carrito cuando alcanza la bandera amarilla es de 6 metros por segun-
do y cuando alcanza la bandera roja el carrito lleva una rapidez de 22 metros por segundo. 
a) Explique si la fuerza normal realiza o no trabajo sobre el carrito en alguna parte del tra-
yecto. Con base en su respuesta, diga cuándo la normal podría hacer trabajo. b) ¿Cuál es la 
altura inicial desde la que parte el carrito? c) ¿Cuál es la rapidez del carrito cuando alcanza 
la bandera azul? d) ¿Cuál es el trabajo realizado por la fricción en todo el recorrido (desde 
que parte hasta que llega a la bandera roja)?

25 m 20 m

10 m

¿Qué información nos dan?

Un carrito de montaña rusa tiene masa de 1000 kilogramos y comienza su recorri-
do desde el reposo. Cuando llega a la bandera amarilla de la figura, su rapidez es 
de 6 metros por segundo, su altura es de 25 metros y la fricción ha hecho un trabajo 
de -950 Joules. Cuando llega a la bandera azul la altura del carrito es de 20 metros 
y el trabajo realizado por la fricción desde la bandera amarilla hasta la azul es de 
-4950 Joules.  Cuando llega a la bandera roja el carrito tiene una altura de 10 me-
tros y una rapidez de 22 metros por segundo.

¿Qué debemos hallar?

a) Debemos explicar si la fuerza normal realiza trabajo sobre el carrito en algún 
momento de la trayectoria y debemos explicar cuándo la normal realiza trabajo.

b) Debemos averiguar la altura inicial de la que parte el carrito.

c) Debemos hallar la rapidez del carrito cuando llega a la bandera azul.

d) Debemos encontrar el trabajo realizado por la fricción en todo el recorrido.

SOLUCIÓN

a) Para explicar si la fuerza normal hace o no trabajo en alguna parte del trayecto, debemos 
determinar si la fuerza normal es siempre perpendicular al desplazamiento. Si la normal es 
siempre perpendicular al desplazamiento, entonces la normal no hace trabajo. Pero si resul-
ta que en algunos puntos la normal no es perpendicular al desplazamiento, entonces en esos 
puntos la normal sí hará trabajo. Ahora, hay una forma sencilla de explicar que cuando un 
objeto se mueve sobre una superficie, la normal no hace trabajo. Recordemos que por defi-
nición, la fuerza normal siempre es perpendicular a la superficie sobre la que está el objeto 
(por eso se llama “normal”). Ahora, si un objeto se mueve sobre la superficie, entonces el 
objeto se está moviendo de manera paralela a la superficie. Por lo tanto, si un objeto se 
mueve sobre una superficie, la fuerza normal será perpendicular al desplazamiento del obje-
to, pues la normal es perpendicular a la superficie y el desplazamiento es paralelo a la su-
perficie. No importa si la superficie es irregular, o muy complicada, si tiene altibajos o si es 

430

Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b), (c) y (d) Un carrito de montaña rusa tiene masa de 1000 kilogramos y comienza su
recorrido desde el reposo. Cuando llega a la bandera amarilla de la figura, su rapidez es de 6
metros por segundo, su altura es de 25 metros y la fricción ha hecho un trabajo de −950 joules.
Cuando llega a la bandera azul la altura del carrito es de 20 metros y el trabajo realizado por la
fricción desde la bandera amarilla hasta la azul es de −4950 joules. Cuando llega a la bandera
roja el carrito tiene una altura de 10 metros y una rapidez de 17 metros por segundo.
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¿Qué nos piden?

(a) Explicar por qué la fuerza normal no realiza trabajo sobre el carrito en ningún punto de
la trayectoria, y con base en esto explicar cuándo la normal sı́ realiza trabajo.

(b) Averiguar la altura inicial de la que parte el carrito.

(c) Hallar la rapidez del carrito cuando llega a la bandera azul.

(d) Encontrar el trabajo realizado por la fricción en todo el recorrido.

(a) Para explicar si la fuerza normal hace o no trabajo en alguna parte del
trayecto, debemos determinar si la fuerza normal es siempre perpendicular
al desplazamiento. Si la normal es siempre perpendicular al desplazamiento,
entonces la normal no hace trabajo.

Hay una forma sencilla de explicar que cuando un objeto se mueve sobre
una superficie, la normal no hace trabajo. Recordemos que, por definición, la
fuerza normal siempre es perpendicular a la superficie sobre la que está el
objeto. Si un objeto se mueve sobre la superficie, entonces el objeto se está
moviendo de manera paralela a la superficie. Por lo tanto, si un objeto se mueve
sobre una superficie la fuerza normal será perpendicular al desplazamiento del
objeto, pues es perpendicular a la superficie. Por lo tanto, mientras el carrito
se desliza por la montaña rusa la normal nunca hará trabajo. Esto se ilustra a
continuación:

plana; lo único que importa es que si el objeto se mueve sobre la superficie, su movimiento 
será perpendicular a la normal en cada instante de tiempo. Por lo tanto, mientras el carrito 
se desliza por la montaña rusa, la normal nunca hará trabajo, pues la normal será siempre 
perpendicular al desplazamiento. Esto se ilustra a continuación:

Notemos que en cualquier punto de la trayectoria el desplazamiento (vector 
azul) es perpendicular a la fuerza normal (vector rojo). De lo anterior se sigue 
que en todos los instantes del movimiento del carrito, el trabajo realizado por la 
normal es cero (el producto punto entre dos vectores perpendiculares es cero).

Ahora, de lo explicado antes no se sigue que la normal nunca hace trabajo, pues hay casos 
en los que la normal y el desplazamiento del objeto no son perpendiculares (como ocurría 
en el Problema 5.17). Por ejemplo, en un ascensor la normal apunta hacia arriba y el despla-
zamiento del objeto tiene una componente hacia arriba o hacia abajo (si el ascensor sube o 
baja respectivamente). De hecho, el piso del ascensor, a través de la fuerza normal, hace 
que el objeto suba o baje. Pero es diferente cuando un objeto se desliza sobre una superfi-
cie a cuando la superficie misma se mueve y empuja al objeto. Si la superficie está quieta y 
el objeto simplemente se mueve sobre ella, entonces la normal y el desplazamiento serán 
perpendiculares. Pero si la superficie se mueve y empuja al objeto, entonces habrá algunas 
componentes del desplazamiento que no serán perpendiculares a la normal. En el primer 
caso el trabajo de la normal será cero, pero en el segundo será diferente de cero. Si por 
ejemplo pusierámos la montaña rusa sobre una nave gigante que empieza a elevarse, enton-
ces la normal hará trabajo sobre el carrito porque los rieles empujarán al carrito mientras el 
carrito anda sobre ellos. 

Nota 5.15
Si un objeto se mueve sobre una superficie, la normal no hace trabajo porque es perpen-
dicular al movimiento del objeto. Pero si la superficie también se mueve de forma que 

empuja al objeto, la normal sí hace trabajo.

b) Para hallar la altura inicial de la que parte el carrito debemos encontrar la energía poten-
cial gravitacional inicial del carrito (con esta energía y sabiendo la masa podemos determi-
nar la altura inicial). Y para hallar la energía potencial gravitacional inicial, debemos tener 
en cuenta que hay dos fuerzas no conservativas sobre el carrito; la fuerza de fricción y la 
fuerza normal. Como hay fuerzas no conservativas, la ecuación de la conservación de la 
energía mecánica es la siguiente (ver Nota 5.14): 

Emf = Emi + ∑
i

Wi    (1)

Antes de continuar, debemos tener en cuenta que estamos suponiendo un sistema de coorde-
nadas cuyo origen esté en el piso, de forma que las diferentes alturas que nos dan en el 
enunciado sean medidas con respecto a este sistema de coordenadas:

25 m 20 m

10 m

Estamos usando un sistema de coordenadas cuyo origen esté en el piso, de 
forma que todas las alturas que nos dieron apliquen también para nuestro 
sistema de coordenadas.

X

Y

Ahora, vamos a usar la ecuación (1) para determinar la energía potencial gravitacional ini-
cial. Para usar la anterior ecuación  necesitamos conocer la energía mecánica en algún otro 
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Notemos que en cualquier punto de la trayectoria el desplazamiento (vector azul)
es perpendicular a la fuerza normal (vector rojo). De lo anterior se sigue que en
todos los instantes del movimiento del carrito, el trabajo realizado por la normal
es cero (el producto punto entre dos vectores perpendiculares es cero).

De lo explicado hasta aquı́ no se sigue que la normal nunca hace trabajo,
pues hay casos en los que la normal y el desplazamiento del objeto no son
perpendiculares (como ocurrı́a en el problema 5.17). Por ejemplo, en un as-
censor la normal apunta hacia arriba y el desplazamiento del objeto tiene una
componente hacia arriba o hacia abajo. Si la superficie está quieta y el objeto
simplemente se mueve sobre ella, entonces la normal y el desplazamiento serán
perpendiculares y el trabajo será cero. Pero si la superficie se mueve y empuja
al objeto, entonces habrá algunas componentes del desplazamiento que no
serán perpendiculares a la normal y el trabajo no será cero. ¡Si pusierámos
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la montaña rusa sobre una nave gigante que empieza a elevarse, entonces la
normal hará trabajo sobre el carrito!

Nota 5.15. ¿Cuándo la normal hace trabajo?

Si un objeto se mueve sobre una superficie la normal no hace trabajo
porque es perpendicular al desplazamiento del objeto. Pero si la super-
ficie también se mueve de forma que empuja al objeto, la normal sı́ hace
trabajo.

(b) Para hallar la altura inicial de la que parte el carrito debemos encontrar la
energı́a potencial gravitacional inicial del carrito; con esta energı́a y sabiendo
la masa podemos determinar la altura inicial. Para hallar la energı́a potencial
gravitacional inicial debemos tener en cuenta que hay dos fuerzas no conserva-
tivas sobre el carrito: la fuerza de fricción y la fuerza normal. Como hay fuerzas
no conservativas, la ecuación de la energı́a mecánica final es (nota 5.14):

Emf = Emi +∑
i
Wi . (1)

Usemos un sistema de coordenadas cuyo origen esté en el piso para que las
diferentes alturas que nos dan en el enunciado sean medidas con respecto a
este sistema de coordenadas:

plana; lo único que importa es que si el objeto se mueve sobre la superficie, su movimiento 
será perpendicular a la normal en cada instante de tiempo. Por lo tanto, mientras el carrito 
se desliza por la montaña rusa, la normal nunca hará trabajo, pues la normal será siempre 
perpendicular al desplazamiento. Esto se ilustra a continuación:

Notemos que en cualquier punto de la trayectoria el desplazamiento (vector 
azul) es perpendicular a la fuerza normal (vector rojo). De lo anterior se sigue 
que en todos los instantes del movimiento del carrito, el trabajo realizado por la 
normal es cero (el producto punto entre dos vectores perpendiculares es cero).

Ahora, de lo explicado antes no se sigue que la normal nunca hace trabajo, pues hay casos 
en los que la normal y el desplazamiento del objeto no son perpendiculares (como ocurría 
en el Problema 5.17). Por ejemplo, en un ascensor la normal apunta hacia arriba y el despla-
zamiento del objeto tiene una componente hacia arriba o hacia abajo (si el ascensor sube o 
baja respectivamente). De hecho, el piso del ascensor, a través de la fuerza normal, hace 
que el objeto suba o baje. Pero es diferente cuando un objeto se desliza sobre una superfi-
cie a cuando la superficie misma se mueve y empuja al objeto. Si la superficie está quieta y 
el objeto simplemente se mueve sobre ella, entonces la normal y el desplazamiento serán 
perpendiculares. Pero si la superficie se mueve y empuja al objeto, entonces habrá algunas 
componentes del desplazamiento que no serán perpendiculares a la normal. En el primer 
caso el trabajo de la normal será cero, pero en el segundo será diferente de cero. Si por 
ejemplo pusierámos la montaña rusa sobre una nave gigante que empieza a elevarse, enton-
ces la normal hará trabajo sobre el carrito porque los rieles empujarán al carrito mientras el 
carrito anda sobre ellos. 

Nota 5.15
Si un objeto se mueve sobre una superficie, la normal no hace trabajo porque es perpen-
dicular al movimiento del objeto. Pero si la superficie también se mueve de forma que 

empuja al objeto, la normal sí hace trabajo.

b) Para hallar la altura inicial de la que parte el carrito debemos encontrar la energía poten-
cial gravitacional inicial del carrito (con esta energía y sabiendo la masa podemos determi-
nar la altura inicial). Y para hallar la energía potencial gravitacional inicial, debemos tener 
en cuenta que hay dos fuerzas no conservativas sobre el carrito; la fuerza de fricción y la 
fuerza normal. Como hay fuerzas no conservativas, la ecuación de la conservación de la 
energía mecánica es la siguiente (ver Nota 5.14): 

Emf = Emi + ∑
i

Wi    (1)

Antes de continuar, debemos tener en cuenta que estamos suponiendo un sistema de coorde-
nadas cuyo origen esté en el piso, de forma que las diferentes alturas que nos dan en el 
enunciado sean medidas con respecto a este sistema de coordenadas:

25 m 20 m

10 m

Estamos usando un sistema de coordenadas cuyo origen esté en el piso, de 
forma que todas las alturas que nos dieron apliquen también para nuestro 
sistema de coordenadas.

X

Y

Ahora, vamos a usar la ecuación (1) para determinar la energía potencial gravitacional ini-
cial. Para usar la anterior ecuación  necesitamos conocer la energía mecánica en algún otro 
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Estamos usando un sistema de coordenadas cuyo origen esté en el piso, de forma
que todas las alturas que nos dieron apliquen también para nuestro sistema de
coordenadas.

Para usar la ecuación (1) necesitamos conocer la energı́a mecánica en algún
otro punto del trayecto. Podemos escoger el momento en que el carrito llega
a la bandera amarilla porque conocemos la altura de esa bandera y sabe-
mos la rapidez. Note que el problema de escoger como referencia la bandera
roja es que en la ecuación (1) hay que tener en cuenta el trabajo realizado
por la fricción y no conocemos ese trabajo desde el punto inicial hasta la
bandera roja.

La energı́a mecánica inicial es sólo potencial gravitacional porque el carrito
parte desde el reposo y la energı́a mecánica en el punto de la bandera amarilla
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es tanto potencial gravitacional como cinética. Además, como la fuerza normal
no realiza trabajo, la única fuerza no conservativa que debemos considerar es
la fricción. Teniendo en cuenta esto, podemos escribir la ecuación (1) ası́:

mgha +
1
2
mv2

a

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Emf

=mgh1 +Wf

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Emi

, (2)

donde hemos llamado h1 a la altura inicial, ha a la altura del carrito cuando
llega a la bandera amarilla, va a la rapidez del carrito cuando llega a bandera
amarilla y Wf al trabajo realizado por la fricción.

Si pasamos a restar Wf , obtenemos

mgha +
1
2
mv2

a −Wf =mgh1. (3)

Si dividimos por mg podemos obtener h1:

mgha + 1
2mv2

a −Wf

mg
= h1. (4)

Finalmente, si usamos los valores numéricos de las diferentes variables,
obtenemos

h1 =
((

m
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
1000 kg)(9.81 m/s2)(

ha
³¹¹·¹µ
25 m)+ 1

2(

m
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
1000 kg)(

va
³¹¹¹¹¹·¹¹¹¹µ
6 m/s)2 −(

Wf

³¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹µ
−950 J))

(1000 kg
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

)(9.81 m/s2)

= 26.93 m.

(5)

(c) Para hallar la rapidez del carrito cuando alcanza la bandera azul debemos
encontrar la energı́a cinética en ese momento. Y para hallar la energı́a cinética
debemos volver a usar la ecuación (1), sólo que esta vez debemos usar esta
ecuación entre la bandera amarilla y la bandera azul (no usamos la ecuación
entre el punto de partida y la bandera azul porque desconocemos el trabajo
realizado por la fricción en ese trayecto).

La energı́a mecánica inicial de la ecuación (1) será la energı́a mecánica del
carrito cuando está en la bandera amarilla, mientras que la energı́a mecánica
final ahora será la energı́a del carrito cuando alcanza la bandera azul. Teniendo
en cuenta que tanto en la bandera azul como en la amarilla el carrito tiene



660 Fı́sica paso a paso. Más de 100 problemas resueltos

energı́a potencial gravitacional y cinética, y que la fricción hace trabajo, la
ecuación (1) se puede escribir ası́:

mghz +
1
2
mv2

z

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Emf

=mgha +
1
2
mv2

a

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Emi

+Wf z, (6)

donde hemos llamado hz a la altura del carrito en la bandera azul, vz a la
rapidez del carrito cuando llega a bandera azul y Wf z al trabajo realizado por
la fricción entre la bandera amarilla y la azul (las variables con subı́ndice a
corresponden a la bandera amarilla).

Si pasamos a restar la energı́a potencial gravitacional en la bandera azul,
obtenemos

1
2
mv2

z =mgha +
1
2
mv2

a +Wf z −mghz. (7)

Si multiplicamos por 2 y dividimos por m, obtenemos

v2
z = 2gha +v2

a +2
Wf z

m
−2ghz. (8)

Si sacamos raı́z cuadrada, llegamos a

vz =
√

2gha +v2
a +2

Wf z

m
−2ghz. (9)

Finalmente, si reemplazamos los valores numéricos de cada variable podemos
hallar la rapidez del carrito cuando alcanza la bandera azul
¿
ÁÁÁÁÁÁÀ2(9.81 m/s2)(25 m

´¹¹¸¹¶
ha

)+ (6 m/s)2
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

va

+2
(

Wf z

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
−4950 J)
(1000 kg
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

) −2(9.81 m/s2)(20 m
´¹¹¸¹¶
hz

)

= 11.14 m/s (10)

(d) Para hallar el trabajo de la fricción en todo el recorrido podemos hacer dos
cosas. Podemos buscar el trabajo de la fricción desde la bandera azul hasta
la bandera roja. El trabajo de todo el recorrido será la suma de ese trabajo
con el trabajo de la fricción desde el punto inicial hasta la bandera amarilla
y con el trabajo desde la bandera amarilla hasta la bandera azul (ambos son
conocidos). O podemos hallar directamente el trabajo desde el punto inicial
hasta la bandera roja. De cualquier forma debemos aplicar la ecuación (1)12.

12 Podrı́amos pensar que hay una tercera forma de hallar el trabajo realizado por la fricción, a
saber, calcular directamente el trabajo a partir del producto punto entre la fuerza de fricción y
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Hay una ventaja en calcular el trabajo de la fricción desde el punto inicial
hasta la bandera roja de forma directa y es que inicialmente el carrito no tiene
energı́a cinética, ası́ que la ecuación de la energı́a mecánica inicial es más
simple que en el caso de la bandera azul. Por esta simple razón vamos a aplicar
la ecuación (1) desde el punto inicial hasta la bandera roja;

mghr +
1
2
mv2

r

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Emf

=mgh1
´¹¹¹¸¹¹¶
Emi

+Wf r . (11)

Las variables con subı́ndice r indican el momento en que el carro llega a la
bandera roja.

Cuidado: Wf r es el trabajo de la fricción desde el momento inicial hasta la
bandera roja, no es el trabajo desde la bandera azul hasta la roja.

Si pasamos a restar la energı́a potencial gravitacional inicial, obtenemos

mghr +
1
2
mv2

r −mgh1 =Wf r . (12)

Finalmente, si usamos los valores conocidos —entre ellos la altura inicial
hallada en el punto (b)—, obtenemos

(1000 kg
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

)(9.81 m/s2)(10 m
´¹¹¸¹¶
hr

)+ 1
2
(1000 kg
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

)(17 m/s
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

vr

)2

−(1000 kg
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

)(9.81 m/s2)(26.93 m
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

h1

) = −21583.3 J. (13)

el desplazamiento. Sin embargo, no podemos hacer esto porque no conocemos el coeficiente de
fricción y, además, calcular el trabajo con el producto punto en un caso ası́, en el que la fuerza y el
desplazamiento van variando, exige métodos más avanzados que los estudiados en este libro.
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Problema de repaso 5.21.

Palabras clave: caı́da libre combinada con
caı́da con velocidad constante, tiempo de
caı́da, gráfica velocidad contra tiempo, gráfica
de posición contra tiempo.

Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique su
respuesta:

(1) Nunca se conserva la energı́a mecánica de un objeto cuando una fuerza
no conservativa actúa sobre el objeto.

(2) El trabajo realizado por la fricción dinámica es más negativo cuanto
mayor sea la distancia recorrida por el objeto.

(3) Si el trabajo realizado por las fuerzas no conservativas sobre un sistema
es positivo, entonces la energı́a mecánica de dicho sistema aumenta.

(4) Si un carro de mercado se desliza sobre la superficie de un ascensor
que está subiendo, entonces la normal no hace trabajo.

(5) Si el cambio de energı́a potencial de una fuerza conservativa es 70 J,
entonces el trabajo hecho por dicha fuerza es −70 J.

Solución
(1) Falso. Si la fuerza no conservativa es perpendicular al desplazamiento del
objeto, entonces el trabajo que hace es cero y no altera la energı́a mecánica del
objeto (por ejemplo, la fuerza normal no es conservativa pero en la mayorı́a de
los casos no hace trabajo).

(2) Verdadero. Cuanto mayor sea la distancia recorrida, más negativo es el
trabajo hecho por la fricción dinámica, como vimos en la nota 5.12.

(3) Verdadero. De la ecuación Emf = Emi +∑Wi vemos que si ∑Wi es positivo,
entonces a la energı́a mecánica inicial se le suma una cantidad positiva. Por lo
tanto, la energı́a mecánica final será mayor que Emi .

(4) Falso. En la nota 5.15 dice que si la superficie empuja al objeto, entonces la
superficie hace trabajo sobre el objeto. Si el carro sólo se desliza entonces la
normal no hace trabajo, pero mientras el carro se desliza el ascensor lo empuja,
ası́ que la normal sobre el carrito sı́ hace trabajo (la componente vertical del
desplazamiento del carro es paralela a la normal).

(5) Verdadero. Como se explica en la nota 5.13, el trabajo hecho por una fuerza
conservativa es igual al negativo del cambio de energı́a potencial asociado con
la fuerza. Ası́ que, en este caso, si el cambio de energı́a potencial es 70 J, el
trabajo es −70 J.
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Problema 5.22.

Palabras clave: trabajo realizado por la fric-
ción, rapidez final, trabajo neto, relación entre
cambio de energı́a cinética y el trabajo neto.

Suponga que un esquiador con masa de 55 kilogramos está esquiando sobre
una montaña como se indica en el dibujo. Entre los esquı́s y el hielo hay un
coeficiente de fricción dinámico de 0.1. El esquiador parte desde el reposo
desde una altura de 250 metros con respecto a la bandera verde, y cuando llega
a la bandera roja tiene una rapidez de 14 m/s. La bandera roja está a 50 metros
de altura de la bandera verde. Suponga que cuando llega a la bandera verde el
esquiador se detiene por completo.

(a) Halle el trabajo realizado por la fricción hasta la bandera roja.

(b) Con base en el trabajo calculado en el numeral anterior, ¿cuál habrı́a
sido la rapidez del esquiador al llegar a la bandera roja si no hubiera
habido fricción?

(c) Halle el trabajo neto sobre el esquiador desde el punto inicial hasta que
pasa la bandera roja y halle el trabajo neto sobre el esquiador desde el
punto inicial hasta que pasa la bandera verde.

(d) Compare el trabajo neto hallado entre el punto inicial y la bandera roja
con el cambio de energı́a cinética entre ambos puntos, y compare el
trabajo neto entre el punto inicial y la bandera verde con el cambio de
energı́a cinética entre ambos puntos.

PROBLEMA 5.22
Suponga que un esquiador de masa de 55 kilogramos  está esquiando sobre una una monta-
ña como se indica en la figura. Entre los esquís y el hielo hay un coeficiente de fricción 
dinámico de 0.1. El esquiador parte desde el reposo desde una altura de 250 metros con 
respecto a la bandera verde, y cuando llega a la bandera roja tiene una rapidez de 80 km/h.  
La bandera roja está a 50 metros de altura de la bandera verde. Suponga que cuando llega a 
la bandera verde el esquiador se detiene por completo. a)  Hallar el trabajo realizado por la 
fricción hasta la bandera roja. b) Con base en el trabajo calculado en el numeral anterior, 
¿cuál habría sido la rapidez del esquiador al llegar a la bandera roja  si no hubiera habido 
fricción? c) Hallar el trabajo neto sobre el esquiador desde el punto inicial hasta que pasa la 
bandera roja y hallar el trabajo neto sobre el esquiador desde el punto inicial hasta que pasa 
la bandera verde.  d) Compare el trabajo neto hallado  entre el punto inicial y la bandera 
roja con el cambio de energía cinética entre ambos puntos, y compare el trabajo neto entre 
el punto inicial y la bandera verde con el cambio de energía cinética entre el punto inicial y 
la bandera verde.

250 m

50 m

¿Qué información nos dan?

Un esquiador de masa de 55 kilogramos parte desde el reposo a una altura de 250 
metros con respecto a la bandera verde (ver figura). Hay un coeficiente de fricción 
dinámico de 0.1 entre los esquís y la nieve. Cuando llega a la bandera roja el esquia-
dor tiene una rapidez de 80 km/h y está a 50 metros de altura con respecto a la ban-
dera verde. Cuando llega a la bandera verde el esquiador se detiene por completo.

¿Qué debemos hallar?

a) Debemos hallar el trabajo realizado por la fricción hasta la bandera roja.

b) Con base en a) debemos calcular la rapidez del esquiador al llegar a la bandera 
roja si no hubiera habido fricción.

c) Debemos hallar el trabajo neto sobre el esquiador desde que arranca hasta que 
llega a la bandera roja y desde que arranca hasta que llega a la bandera verde. 

d) Debemos comparar el trabajo neto hallado entre el punto inicial y la bandera 
roja con el cambio de energía cinética entre el punto inicial y la bandera roja. 
Debemos hacer lo mismo pero para el trayecto entre el punto inicial y la bande-
ra verde.

SOLUCIÓN

a) Podemos usar la Nota 5.14  para hallar el trabajo realizado por la fricción hasta la bande-
ra roja, pues conocemos la energía mecánica inicial y la energía mecánica en el punto de la 
bandera roja. La Nota 5.14  nos dice que la energía mecánica final es igual a la inicial más 
los trabajos de todas las fuerzas no conservativas:

Emf = Emi + ∑
i

Wi    (1)
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b) (c) y (d) Un esquiador con masa de 55 kilogramos parte desde el reposo a una altura
de 250 metros con respecto a la bandera verde (ver dibujo). Hay un coeficiente de fricción
dinámico de 0.1 entre los esquı́s y la nieve. Cuando llega a la bandera roja el esquiador tiene
una rapidez de 14 m/s y está a 50 metros de altura con respecto a la bandera verde. Cuando
llega a la bandera verde el esquiador se detiene por completo.

¿Qué nos piden?

(a) Hallar el trabajo realizado por la fricción hasta la bandera roja.

(b) Con base en (a) debemos calcular la rapidez del esquiador al llegar a la bandera roja si
no hubiera habido fricción.

(c) Hallar el trabajo neto sobre el esquiador desde que arranca hasta que llega a la bandera
roja y desde que arranca hasta que llega a la bandera verde.

(d) Comparar el trabajo neto hallado entre el punto inicial y la bandera roja con el cambio
de energı́a cinética entre el punto inicial y la bandera roja. Debemos hacer lo mismo
para el trayecto entre el punto inicial y la bandera verde.

(a) Podemos usar la nota 5.14 para hallar el trabajo realizado por la fricción
hasta la bandera roja, pues conocemos la energı́a mecánica inicial y la energı́a
mecánica en el punto de la bandera roja. La energı́a mecánica final es igual a la
inicial más los trabajos de todas las fuerzas no conservativas:

Emf = Emi +∑Wi . (1)

En este caso hay dos fuerzas no conservativas: la fricción y la normal. Pero la
normal no hace trabajo porque el esquiador se desliza sobre la superficie (nota
5.15). Si aplicamos la ecuación (1) y llamamos Wr al trabajo realizado por la
fricción en este tramo, obtenemos

Emf = Emi +Wr . (2)

Si pasamos a restar la energı́a mecánica inicial, podemos escribir el trabajo de
la fricción en términos de las energı́as mecánicas inicial y final:

Emf −Emi =Wr . (3)

Ahora, la energı́a mecánica final se compone de la energı́a cinética y de la po-
tencial gravitacional, mientras que la energı́a mecánica inicial sólo es potencial
porque el esquiador parte desde el reposo:

mgh2 +
1
2
mv2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Emf

−mgh1
´¹¹¹¸¹¹¶
Emi

=Wr . (4)

Antes de continuar, necesitamos escoger un sistema de coordenadas que nos
permita medir las alturas en los diferentes puntos. Escojamos uno cuyo origen
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esté a la altura de la bandera verde, de forma que la altura a la que está la
bandera roja sea de 50 metros y la altura de la posición inicial sea de 250
metros, como se indica en el dibujo:

En este caso hay dos fuerzas no conservativas, la fricción y la normal. Pero la normal no 
hace trabajo (su trabajo es cero) porque el esquiador se desliza sobre la superficie (Nota 
5.15), así que la única fuerza no conservativa que hace trabajo es la fricción. Si aplicamos 
la ecuación (1) y llamamos Wr al trabajo realizado por la fricción, obtenemos

Emf = Emi + Wr    (2)

Si pasamos a restar la energía mecánica inicial, podemos escribir el trabajo de la fricción 
en términos de las energías mecánicas inicial y final

Emf − Emi = Wr    (3)

Ahora, la energía mecánica final se compone de la energía cinética y de la potencial gravita-
cional, mientras que la energía mecánica inicial no tiene cinética (porque parte desde el re-
poso) pero sí tiene potencial gravitacional;

mgh2 +
1
2

mv2 − mgh1 = Wr    (4)

Emf
Emi

Para reemplazar los valores numéricos y así hallar el trabajo de la fricción, primero necesi-
tamos escoger un sistema de coordenadas que nos permita medir las alturas en los diferen-
tes puntos. Escojamos uno cuya origen esté a la altura de la bandera verde, de forma que la 
altura de la bandera roja sea de 50 metros y la altura de la posición inicial sea de 250 me-
tros, como se indica en la figura:

250 m

50 m

X

Y

-

-

-

Con este sistema ya podemos escribir los valores numéricos de la ecuación (4):

Notemos que el trabajo de la fricción nos dio negativo, como era de esperar porque la fric-
ción se opone al desplazamiento del esquiador. Este valor de -102520 Joules es precisamen-
te la energía mecánica que perdió el esquiador por culpa de la fricción. 

Es interesante notar que la ecuación (1) nos permitió calcular el trabajo de la fricción sin 
necesidad de tener que usar la definición de trabajo (el producto punto entre la fuerza y el 
desplazamiento). De hecho, ni siquiera tuvimos que averiguar cuál fue la fuerza de fricción 
ni cuál fue el desplazamiento. Lo único que aplicamos fue la información de la energía me-
cánica inicial y final, nada más. Así que si debemos averiguar el trabajo realizado por una 
fuerza no conservativa y conocemos la energía mecánica inicial y final, y conocemos los 
otros trabajos de las fuerzas no conservativas que hay sobre el objeto (en este caso no había 
más trabajos de fuerzas no conservativas), no debemos usar el producto punto sino sólo la 
ecuación (1), que es muy fácil de usar. Por supuesto, si no conocemos la energía mecánica 
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(55 kg)(9.81 m /s2)(50 m) +
1
2

(55 kg)(14 m /s)2 − (55 kg)(9.81 m /s2)(250 m) = − 102520 J = Wr (5)
m m m h1h2

Si usamos un sistema de coordenadas cuyo origen esté a la altura de la bandera
verde, entonces la altura a la que está la bandera roja es de 50 metros y la altura
inicial a la que está el esquiador es de 250 metros.

Con este sistema ya podemos escribir los valores numéricos de la ecuación (4):

(55 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

(9.81 m/s2)(50 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

h2

+1
2
(55 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

(14 m/s)2
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

v

−(55 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

(9.81 m/s2)(250 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

h1

= −102520 J =Wr . (5)

Notemos que el trabajo de la fricción nos dio negativo, como era de esperar
porque la fricción se opone al desplazamiento del esquiador. Este valor de
−102 520 joules es precisamente la energı́a mecánica que perdió el esquiador
por culpa de la fricción.

Es interesante comprobar que la ecuación (1) nos permitió calcular el trabajo de
la fricción sin necesidad de tener que usar la definición de trabajo (el producto
punto entre la fuerza y el desplazamiento). De hecho, ni siquiera tuvimos que
averiguar cuál fue la fuerza de fricción ni cuál fue el desplazamiento. Lo único
que aplicamos aquı́ para calcular el trabajo fue la información de la energı́a
mecánica inicial y final.

(b) Con base en lo calculado en el numeral anterior, debemos decir cuál habrı́a
sido la rapidez del esquiador al llegar a la bandera roja si no hubiera habido
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fricción. Si no hubiera habido fricción, el esquiador no habrı́a perdido esos
102 520 joules que recién calculamos. Ası́ que la energı́a mecánica en el punto
de la bandera roja habrı́a sido 102 520 joules mayor de lo que fue. En este
problema la energı́a mecánica es cinética más potencial gravitacional, pero la
potencial gravitacional en el punto de la bandera roja no depende o no cambia
si hay o no hay fricción, pues esa energı́a sólo depende de la altura y de la
masa. Por lo tanto, los 102 520 joules que se perdieron se hubieran sumado a la
energı́a cinética en el caso en que no hubiera habido fricción:

K2sinf r =K2conf r +102520 J. (6)

(Hemos llamado K2sinf r a la energı́a cinética en el caso en que no hay fricción
y K2conf r a la energı́a cinética en el caso en que sı́ hay fricción). Si usamos los
valores numéricos para la energı́a cinética con fricción en la bandera roja, y
usamos que la rapidez es de 14 metros por segundo, obtenemos

K2sinf r =
1
2
(55 kg)(14 m/s)2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
K2conf r

+102520 J = 107910 J. (7)

Ahora que conocemos la energı́a cinética si no hubiera habido fricción, pode-
mos, usando la definición de energı́a cinética, calcular la rapidez del esquiador
si no hubiera habido fricción:

107910 J
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

K2sinf r

= 1
2
(55 kg)(v2sinf r)2. (8)

Si multiplicamos por dos y dividimos por la masa, obtenemos

3924 m2/s2 = (vsinf r)2. (9)

Finalmente, si sacamos raı́z cuadrada obtenemos la rapidez que buscamos:

62.64 m/s = vsinf r . (10)

Como era de esperar, esta rapidez nos dio mucho más que la rapidez que tenı́a
el esquiador cuando habı́a llegado a la bandera roja en el caso en que habı́a
fricción (que era 14 m/s).

(c) Ahora debemos calcular el trabajo neto desde el punto inicial hasta la
bandera roja y desde el punto inicial hasta la bandera verde. El trabajo neto
sobre el esquiador es la suma de todos los trabajos que hay. Ya dijimos que la
normal no hace trabajo y la fricción sı́, pero la fricción no es la única fuerza
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que hace trabajo. El peso también hace trabajo porque el esquiador cambia de
altura en su recorrido.

Empecemos por calcular el trabajo neto hasta la bandera roja. La ecuación
(5) nos da el trabajo de la fricción hasta la bandera roja. El trabajo total del
peso desde el punto inicial hasta la bandera roja es fácil de calcular usando la
ecuación

Ww = −mg(hf −hi). (11)

Si usamos los valores numéricos de estas variables, obtenemos

Ww = −(55 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

(9.81 m/s2)(50 m
´¹¹¸¹¶
hf

−250 m
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶

hi

) = 107910 J. (12)

El trabajo neto sobre el esquiador es la suma del trabajo de la fricción con el
del peso:

WNbandera roja =Ww +Wr = 107910 J−102520 J = 5390 J. (13)

Ahora debemos hallar el trabajo neto desde el punto inicial hasta la bandera
verde. Como las fuerzas que actúan sobre el esquiador en todo momento son
siempre las mismas (el peso, la normal y la fricción), el trabajo de la fricción
desde el punto inicial hasta la bandera verde se calcula de la misma forma que
calculamos el trabajo de la fricción hasta la bandera roja, usando la ecuación
(4). Aunque la energı́a mecánica inicial es la misma, la energı́a mecánica final
ahora es cero porque cuando el esquiador alcanza la bandera verde la altura es
cero (ası́ que la energı́a potencial es cero) y además la energı́a cinética es cero
porque el esquiador llega al reposo.

Si reemplazamos los valores de las variables de la ecuación (4) teniendo en
cuenta que la energı́a cinética final y potencial final son cero obtenemos que el
trabajo de la fricción desde el inicio hasta la bandera verde es

Wr = −(55 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

(9.81 m/s2)(250 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

h1

= −134887.5 J. (14)

El trabajo de la fricción desde el punto inicial hasta la bandera verde es clara-
mente más negativo que el trabajo de la fricción hasta la bandera roja porque
la distancia hasta la bandera verde es mayor, y recordemos que cuanta más
distancia más negativo es el trabajo de la fricción (nota 5.12).

Nos queda hallar el trabajo del peso hasta la bandera verde. Para hallar el
trabajo del peso usaremos la ecuación (11) teniendo en cuenta ahora que la
altura final es cero y la inicial sigue siendo 250 metros:

Ww = −(55 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

(9.81 m/s2)((0 m
´¹¸¶
hf

−(250 m
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶

h1

) = 134887.5 J. (15)
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El trabajo neto sobre el esquiador es la suma del trabajo de la fricción con el
del peso:

Wkbandera verde =Ww +Wr = 134887.5 J−134887.5 J = 0 J. (16)

El trabajo neto desde el principio hasta la bandera verde es cero.

(d) Ahora debemos comparar los resultados del numeral anterior con los cam-
bios de energı́a cinética. El cambio de energı́a cinética desde el punto inicial
hasta la bandera roja se puede expresar como

∆K =Kbandera roja −Ki . (17)

Ahora, la energı́a cinética inicial es cero porque el esquiador parte desde
el reposo, mientras que a la energı́a cinética en la bandera roja la podemos
calcular porque conocemos la masa y la rapidez:

∆K = 1
2
(55 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

(14 m/s
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

v

)2 −0 J = 5390 J. (18)

Si comparamos este resultado con el trabajo neto sobre el esquiador hasta la
bandera roja —ecuación (13)—, podemos comprobar que son exactamente
iguales.

Ahora analicemos el cambio de energı́a cinética desde el inicio hasta la bandera
verde:

∆K =Kbandera verde −Ki . (19)

Esto es cero porque el esquiador parte desde el reposo y en la bandera verde
llega al reposo, ası́ que ambas energı́as cinéticas son cero:

∆K =Kbandera verde −Ki = 0 J. (20)

Esto coincide con el resultado de la ecuación (16).

Hemos visto que el trabajo neto sobre el esquiador desde un punto hasta otro punto
de su trayectoria es exactamente igual al cambio de energı́a cinética entre ambos
puntos. Esto es el corazón de un resultado muy importante que examinaremos
pronto.
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Problema 5.23.

Palabras clave: salto de objeto en plano incli-
nado, energı́a potencial elástica, trabajo de un
resorte ideal, fuerzas no conservativas.

Marı́a Cecilia arrastra con una cuerda su camión mostruo de masa m desde el
reposo, como se ve en el dibujo. Entre las llantas y el piso hay un coeficiente de
fricción dinámico µ (las llantas del camión son decorativas, no pueden giran).
En el tiempo t2 Marı́a Cecilia suelta la cuerda y hace saltar al camión desde
la rampa con altura h1. El camión tiene cuatro amortiguadores idénticos que
funcionan como resortes ideales, cada uno de constante k (a diferencia de las
llantas, los amortiguadores sı́ cumplen su función). El ángulo de inclinación
de la rampa es β. Además, la tensión de la cuerda realiza un trabajo Wm sobre
el camión desde el inicio hasta que el camión salta. Hasta este momento los
amortiguadores no están comprimidos. En el instante t3 el camión cae en la
segunda rampa y sus amortiguadores se comprimen al máximo una distancia
c, y en ese instante el camión queda en reposo absoluto.

(a) Escriba una expresión para la rapidez que tiene el camión justo cuando
salta desde la primera rampa en términos de m, µ, Wm, β y h1.

(b) Usando resultados del punto anterior escriba una expresión para la
altura a la que cae el camión en la segunda rampa cuando sus amorti-
guadores están completamente comprimidos, y esta expresión escrı́bala
en términos de m, µ, Wm, β, h1, c y k.

(c) Teniendo en cuenta que la fuerza de los amortiguadores es la de un
resorte ideal, y esta fuerza es conservativa, escriba una expresión para
el trabajo total realizado por los amortiguadores desde el instante en
que el camión toca la segunda rampa hasta que los amortiguadores se
comprimen del todo.

PROBLEMA 5.23*
Maria Cecilia arrastra su camión Monster de masa m desde el reposo con una cuerda ideal, como se ve en la figura. Las llantas del pobre camión están tan dañadas que ya no giran. En el tiem-
po t2 Maria Cecilia suelta la cuerda y hace saltar al camión desde una rampa con altura h1. El camión tiene cuatro amortiguadores idénticos que funcionan como resortes ideales, cada uno de 
constante k (los amortiguadores no están dañados). El ángulo de inclinación de la rampa es β. Además, la tensión de la cuerda realiza un trabajo Wm desde el inicio hasta que el camión salta.  
En el instante t3 el camión cae en la segunda rampa y sus amortiguadores se comprimen al máximo una distancia c, y en ese instante el camión queda en reposo absoluto. a) Escriba una expre-
sión para la rapidez que tiene el camión justo cuando salta desde la primera rampa en términos de m, μ, Wm , β y h1 . b) Usando resultados del numeral anterior escriba una expresión para la 
altura a la que cae el camión en la segunda rampa cuando sus amortiguadores están completamente comprimidos, y esta expresión escríbala en términos de  m, μ, Wm, β, h1, c y k. c) Teniendo 
en cuenta que la fuerza de los amortiguadores es la de un resorte ideal, y esta fuerza es conservativa, escriba una expresión para el trabajo total realizado por los amortiguadores desde el instan-
te en que el camión toca la segunda rampa hasta que los amortiguadores se comprimen del todo. 

h1

t1

t2

t3

β

¿Qué información nos dan?

El camión tiene masa m y cuatro amortiguadores que funcionan como resortes ideales y tienen constante k. El camión arranca desde el reposo y salta por una rampa de inclinación β y de 
altura h1. Además, hay un coeficiente de fricción dinámico μ entre las llantas y la rampa. Durante la subida en la primera rampa el motor del camión hace un trabajo Wm. Cuando el ca-
mión cae en la segunda rampa, sus amortiguadores se comprimen una distancia c y el camión queda en reposo absoluto. Nos recuerdan que la fuerza elástica es conservativa.

440
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Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b), y (c) El camión tiene masa m y cuatro amortiguadores que funcionan como resortes
ideales y tienen constante k. El camión inicia en el reposo y luego salta por una rampa de
inclinación β y de altura h1. Además, hay un coeficiente de fricción dinámico µ entre las llantas
y la rampa. Durante la subida en la primera rampa la tensión de la cuerda hace un trabajo Wm.
Cuando el camión cae en la segunda rampa sus amortiguadores se comprimen una distancia c
(antes no estaban comprimidos) y el camión queda en reposo absoluto. Nos recuerdan que la
fuerza elástica es conservativa.

¿Qué nos piden?

(a) Escribir una expresión para la rapidez que tiene el camión justo cuando salta desde la
primera rampa. La expresión debe quedar en términos de m, µ, Wm, β y h1.

(b) Escribir una expresión para la altura a la que cae el camión en la segunda rampa cuando
sus amortiguadores están comprimidos. Esta expresión debe quedar en términos de m,
µ, β, h1, c, Wm y k.

(c) Debemos escribir una expresión para el trabajo total realizado por los amortiguadores
desde el instante en que el camión toca la segunda rampa hasta que los amortiguadores
se comprimen del todo.

(a) Debemos escribir una expresión para la rapidez del camión cuando se
despega de la primera rampa. Para hallar la rapidez debemos hallar la energı́a
cinética del camión justo cuando se despega de la rampa. Para hallar la energı́a
cinética del camión cuando se despega de la rampa, empecemos por notar
que la energı́a mecánica del camión desde que arranca hasta que parte de
la rampa no se conserva porque hay dos fuerzas no conservativas haciendo
trabajo; la fricción entre las llantas y la rampa, y la fuerza de tensión. Por lo
tanto, debemos usar la ecuación

Emf = Emi +∑
i
Wi . (1)

Sabemos que la rapidez inicial es cero, ası́ que la energı́a cinética inicial es
cero. Si usamos un sistema de coordenadas cuyo origen está en el punto inicial,
entonces la energı́a potencial gravitacional inicial también será cero.

Cuando salta el camión tiene energı́a potencial gravitacional y cinética. Por lo
tanto, la ecuación (1) se puede escribir como

1
2
mv2

1 +mgh1 = 0+Wf +Wm, (2)

donde hemos llamado v1 a la rapidez del camión al saltar de la rampa (esto es
lo que buscamos) y Wf al trabajo realizado por la fricción. De aquı́ podrı́amos
intentar despejar la energı́a cinética pero el problema es que no conocemos Wf .
Ası́ que antes de seguir debemos encontrar una expresión para Wf .

Hagamos el diagrama de trabajo del camión.
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¿Qué debemos hallar?

a) Debemos escribir una expresión para la rapidez que tiene el camión justo cuan-
do salta desde la primera rampa. La expresión debe quedar en términos de m, μ,  
Wm β y h1.

b) Nos piden escribir una expresión para la altura a la que cae el camión en la se-
gunda rampa cuando sus amortiguadores están comprimidos. Esta expresión 
debe quedar en términos de m, μ , β, h1, c y k.

c) Debemos escribir una expresión para el trabajo total realizado por los amortigua-
dores desde el instante en que el camión toca la segunda rampa hasta que los 
amortiguadores se comprimen del todo. 

SOLUCIÓN

a)  Debemos escribir una expresión para la rapidez del camión cuando se despega de la pri-
mera rampa. Para hallar la rapidez debemos hallar la energía cinética del camión justo cuan-
do se despega de la rampa (como tenemos la masa, hallando esta energía podemos despejar 
la rapidez). Para hallar la energía cinética del camión cuando se despega de la rampa, empe-
cemos por notar que la energía mecánica del camión desde que arranca hasta que parte de 
la rampa no se conserva porque hay dos fuerzas no conservativas haciendo trabajo; la fric-
ción entre las llantas y la rampa, y la fuerza del motor. Por lo tanto, debemos usar la ecua-
ción

Emf = Emi + ∑
i

Wi    (1)

Sabemos que la rapidez inicial es cero, así que la energía cinética inicial es cero. Si usamos 
un sistema de coordenadas cuyo origen está en el punto inicial, entonces  la energía poten-
cial gravitacional inicial también será cero porque la altura inicial lo es. Por otro lado, cono-
cemos la altura final (cuando salta) y la masa por lo que podemos determinar la energía 
potencial gravitacional final. No conocemos la energía cinética final, eso es lo queremos 
hallar. Si escribimos la ecuación (1) en términos de estas energías que conocemos, y si tene-
mos en cuenta que hay dos fuerzas no conservativas haciendo trabajo (la fuerza del motor y 
la fricción), obtenemos 

1
2

mv2
1 + mgh1 = 0 + Wf + Wm    (2),

Emf
Emi

donde hemos llamado v1 a la rapidez del camión al saltar de la rampa (esto es lo que busca-
mos) y Wf al trabajo realizado por la fricción.  De aquí podríamos intentar despejar la ener-

gía cinética pero el problema es que no conocemos Wf . Así que antes de seguir debemos 

encontrar una expresión para Wf . 

Para calcular el trabajo realizado por la fricción en la primera rampa debemos calcular el 
producto punto entre esta fuerza y el desplazamiento del camión en la primera rampa. El 
diagrama de trabajo del camión en la primera rampa sería:

h1

t1

β

⃗
N

⃗W

⃗
T

⃗f r

⃗W
W⃗ y

W⃗ x

β

⃗
N

⃗f r

⃗
T

D⃗

XY

-

-
sión porque no conocemos el ángulo que forma con 
el eje X.

Diagrama de trabajo del camión
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Sobre el camión actúan cuatro fuerzas; la normal, el peso, la tensión y la fuerza
de fricción. Notemos que usamos un sistema de coordenadas inclinado. La fuerza
de fricción es anti-paralela al desplazamiento, el cual es paralelo al eje X. No
descompusimos la tensión porque no conocemos el ángulo que forma con el eje X
o el Y.

Del diagrama anterior se ve que la fricción dinámica es antiparalela al despla-
zamiento, ası́ que el trabajo por la fricción es simplemente

Wf = −frd, (3)

donde d es la distancia que recorre el camión en la primera rampa y fr es la
magnitud de la fricción (ambas variables son desconocidas). Recordemos que
la magnitud de la fricción es µN , ası́ que la ecuación (3) queda

Wf = − µN
´¸¶
fr

d. (4)

En este problema la magnitud de la normal debe ser igual a la magnitud de
W⃗y porque el camión no tiene aceleración en la dirección del eje Y que hemos
usado. Como se ve en el dibujo, la magnitud de la componente Y del peso es
W cosβ y como W =mg, la ecuación (4) queda

Wf = −µ(mg cosβ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

N

)d. (5)

Por otro lado, podemos escribir la distancia d en términos del ángulo β y la
altura h1. Notemos que la primera rampa forma un triángulo rectángulo, donde
d es la hipotenusa y h1 el cateto opuesto al ángulo β:
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Del diagrama anterior se ve que la fricción es anti-paralela al desplazamiento, así que el 
trabajo por la fricción es simplemente 

Wf = − frd    (3),

donde d es la distancia que recorre el camión en la primera rampa y fr es la magnitud de la 
fricción.  Ahora, todavía no conocemos ni la distancia ni la magnitud de la fricción. Recor-
demos que la magnitud de la fricción es μN, así que la ecuación (3) queda

Wf = − μNd    (4)
fr

En este problema la magnitud de la normal debe ser igual a la magnitud de ⃗Wy (la compo-

nente Y del peso) porque el camión no tiene aceleración en la dirección del eje Y que he-
mos usado. Como se ve de la figura, la magnitud de la componente Y del peso es W cos β, y 
como W = mg, la ecuación (4) queda

Wf = − μ(mg cos β )d    (5)
N

Por otro lado, podemos escribir la distancia d en términos del ángulo β y la altura h1. Note-
mos que la primera rampa forma un triángulo rectángulo, donde  d es la hipotenusa y h1 el 
cateto opuesto al ángulo β:

d h1

β

Así que la tangente del ángulo β es:

h1

d
= tan β    (6)

   Por lo tanto, d es igual a

h1

tan β
= d    (7)

  

Ahora podemos reemplazar esta distancia en la ecuación (5):

Wf = − μmg cos β
h1

tan β
    (8)

fr d

Si tenemos en cuenta la definición de tangente, nos queda un cos2 β en el numerador y sin β 
en el denominador :

Wf = − μmg cos β
h1

sin β
cos β

= − μmgh1
cos2 β
sin β

    (9)

Si usamos este resultado en la ecuación (2), obtenemos

1
2

mv2
1 + mgh1 = − μmgh1

cos2 β
sin β

+ Wm    (10)

Wf

Esta ecuación ya está  en términos de variables conocidas. Si pasamos la energía potencial 
gravitacional al otro lado, obtenemos

442

Ası́ que el seno del ángulo β es

h1

d
= sinβ. (6)

Por lo tanto, d es igual a
h1

sinβ
= d. (7)

Ahora podemos reemplazar esta distancia en la ecuación (5):

Wf = −µmg cosβ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

fr

h1

sinβ
´¹¸¶

d

. (8)

Si tenemos en cuenta que cosβ
sinβ =

1
tanβ , obtenemos

Wf = −µmg
h1

tanβ
. (9)

Si usamos este resultado en la ecuación (2), obtenemos

1
2
mv2

1 +mgh1 = −
µmgh1

tanβ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Wf

+Wm. (10)

Esta ecuación ya está en términos de variables conocidas. Si pasamos la energı́a
potencial gravitacional al otro lado, obtenemos

1
2
mv2

1 = −
µmgh1

tanβ
+Wm −mgh1. (11)

Si multiplicamos por dos y dividimos por la masa, la anterior ecuación queda

v2
1 = −2

µgh1

tanβ
+2

Wm

m
−2gh1. (12)
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Finalmente, para hallar la rapidez que buscamos sacamos raı́z cuadrada:

v1 =
¿
ÁÁÀ−2

µgh1

tanβ
+2

Wm

m
−2gh1. (13)

(b) Para hallar la altura a la que cae el camión en la segunda rampa debemos
hallar la energı́a potencial gravitacional del camión en ese momento. Notemos
que desde que el camión salta hasta que queda en reposo en la segunda rampa
la energı́a mecánica se conserva, pues sólo hay fuerzas conservativas en este
trayecto (el peso y la fuerza de los amortiguadores que funcionan como resortes
ideales son fuerzas conservativas). Por lo tanto, podemos escribir

Emi = Emf . (14)

Ahora, la energı́a mecánica inicial es potencial gravitacional y cinética (no hay
potencial elástica porque inicialmente los resortes no están comprimidos). Esta
energı́a mecánica inicial es conocida porque la ecuación (11) nos da la energı́a
cinética en términos de variables conocidas, y la energı́a potencial gravitacional
en ese punto es simplemente mgh1 (todas estas son variables conocidas).

La energı́a mecánica final es potencial elástica y potencial gravitacional (no
hay cinética porque el camión queda en reposo). Podemos hallar la energı́a
potencial elástica final porque conocemos la compresión de los amortiguadores
y la constante de los mismos.

Como son resortes ideales, la energı́a potencial asociada a los amortiguadores
es la energı́a potencial elástica de un resorte ideal, que es (1/2)kx2. La compre-
sión de cada amortiguador es c, ası́ que la energı́a potencial elástica de cada
amortiguador cuando se comprime al máximo es

WR =
1
2
kc2. (15)

Como son cuatro amortiguadores iguales, la energı́a potencial elástica total es
cuatro veces lo anterior:

WTR = 4(1
2
kc2) = 2kc2. (16)

Si escribimos la ecuación (14) en términos de la energı́a cinética inicial, la
energı́a potencial gravitacional inicial, la energı́a potencial gravitacional final
(que no conocemos porque no conocemos la altura) y la energı́a potencial
elástica final recién hallada, obtenemos

1
2
mv2

1 +mgh1

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Emi

=mghf +2kc2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Emf

, (17)
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donde todavı́a no hemos usado la ecuación (11) para escribir la energı́a cinética
inicial. Si pasamos la energı́a potencial elástica al otro lado, la anterior ecuación
queda

1
2
mv2

1 +mgh1 −2kc2 =mghf . (18)

Si dividimos por mg, obtenemos

1
mg
(1

2
mv2

1 +mgh1 −2kc2) = hf . (19)

Ahora sı́ usamos la ecuación (11) para escribir la energı́a cinética cuando el
camión sale de la rampa

1
mg

⎛
⎝
(−µmgh1

tanβ
+Wm −mgh1)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
K1

+mgh1 −2kc2⎞
⎠
= hf . (20)

Finalmente, se pueden sumar los términos mgh1 que se cancelan:

1
mg
(−µmgh1

tanβ
+Wm −2kc2) = hf . (21)

(c) Ahora debemos hallar el trabajo total realizado por los amortiguadores.
Recordemos de la nota 5.13 que el trabajo de una fuerza conservativa es igual
al menos cambio de energı́a potencial. Empecemos por escribir el cambio de
energı́a potencial elástica de un amortiguador:

∆Ue =Uef −Uei , (22)

donde Uef es la energı́a elástica final y Uei la inicial. La energı́a potencial
elástica final de cada amortiguador es (1/2)kc2 porque la compresión final es c,
y la energı́a potencial elástica inicial de cada amortiguador es cero porque ini-
cialmente los amortiguadores no están comprimidos. Por lo tanto, la ecuación
anterior queda

∆Ue = (
1
2
kc2

´¹¸¹¶
Uef

− 0
´¸¶
Uei

) = 1
2
kc2. (23)

El trabajo realizado por un amortiguador es el menos cambio de energı́a
potencial elástica, es decir, es

Wa = −
1
2
kc2. (24)
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El anterior es el trabajo realizado por un solo amortiguador, pero el camión
tiene cuatro amortiguadores iguales ası́ que el trabajo total de los cuatro
amortiguadores es cuatro veces lo anterior:

WT a = 4(−1
2
kc2) = −2kc2. (25)

Nota 5.16. Trabajo realizado por un resorte

El trabajo realizado por un resorte ideal es igual al menos cambio de
energı́a potencial elástica. Si xi es el estiramiento o la compresión inicial
del resorte y xf es la final, entonces el trabajo realizado por el resorte es

igual a Wr = −(1
2kx

2
f −

1
2kx

2
i ) = −

1
2k(x

2
f −x

2
i ).
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Problema (teórico) 5.24.

Palabras clave: teorema de trabajo y energı́a,
trabajo de fuerzas no conservativas.

Suponga que sobre un sistema compuesto por un objeto de masa m y un resorte
ideal actúan n fuerzas no conservativas. Suponga que inicialmente el objeto
tiene altura hi con respecto al piso, rapidez vi y el resorte está comprimido
una distancia xi . Después de que las fuerzas no conservativas actúan, el objeto
queda con rapidez vf a una altura hf del piso, y el resorte queda estirado una
distancia xf .

(a) Escriba una expresión para el cambio de energı́a cinética del sistema
desde el momento inicial hasta el final, en términos de m, hf , hi , xi , xf
y en términos del trabajo de las n fuerzas no conservativas.

(b) Con base en el resultado anterior y teniendo en cuenta que el trabajo de
una fuerza conservativa es igual al menos cambio de energı́a potencial,
muestre que el cambio de energı́a cinética del sistema es igual al trabajo
neto de todas las fuerzas que actúan sobre el sistema (tanto fuerzas
conservativas como no conservativas).

(c) Tenga en cuenta la siguiente ecuación de cinemática: v2
f = v2

i + 2ad.
Vuelva a escribir esta ecuación pero en el lado derecho no escriba la
aceleración sino que despeje la aceleración en término de la suma
de la fuerza neta y de la masa. Teniendo en cuenta que el trabajo
neto es igual a Wn =∑iWi =∑i(Fid), muestre de nuevo que el trabajo
neto es igual al cambio de energı́a cinética del objeto. Al resolver este
último punto suponga que las fuerzas son paralelas o antiparalelas al
desplazamiento.

Solución
(a) Si hay un número n de fuerzas no conservativas, podemos escribir la energı́a
mecánica final ası́:

Emf = Emi +
n

∑
i
Wi , (1)

donde, como ya sabemos, la sumatoria incluye todas las fuerzas no conser-
vativas. Ahora bien, si el sistema está compuesto por un objeto y un resorte
ideal, entonces la energı́a mecánica inicial y final está conformada por energı́a
potencial gravitacional, por energı́a potencial elástica y por energı́a cinética.
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Por lo tanto, podemos escribir la ecuación (1) en términos de las diferentes
energı́as, ası́:

1
2
mv2

f +mghf +
1
2
kx2

f

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Emf

= 1
2
mv2

i +mghi +
1
2
kx2

i

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Emi

+
n

∑
i
Wi . (2)

Como buscamos una expresión para el cambio de energı́a cinética, pasemos
la energı́a cinética inicial al lado izquierdo y pasemos la energı́a potencial
gravitacional final y potencial elástica final al lado derecho:

1
2
mv2

f −
1
2
mv2

i = −mghf −
1
2
kx2

f +mghi +
1
2
kx2

i +
n

∑
i
Wi . (3)

A la izquierda tenemos precisamente el cambio de energı́a cinética, todo está
en término de las diferentes variables que nos piden. La anterior ecuación se
puede escribir ası́:

∆K = −mghf −
1
2
kx2

f +mghi +
1
2
kx2

i +
n

∑
i
Wi , (4)

donde ∆K =Kf −Ki .

(b) Ahora debemos mostrar con la anterior ecuación que el cambio de energı́a
cinética es igual al trabajo neto. Para hacer esto, empecemos por factorizar mg
y (1/2)k en los términos de la derecha:

∆K =mg(−hf +hi)+
1
2
k(−x2

f +x
2
i )+

n

∑
i
Wi . (5)

Ahora notemos que mg(−hf +hi) es lo mismo que −mg(hf −hi), que es el trabajo
realizado por el peso. Además, 1

2k(−x
2
f +x

2
i ) es lo mismo que −1

2k(x
2
f −x

2
i ), que

es el trabajo realizado por un resorte ideal (nota 5.16). Por lo tanto, la anterior
ecuación queda ası́:

∆K =Wg +Wr +
n

∑
i
Wi , (6)

donde Wr es el trabajo realizado por el resorte y Wg es el trabajo realizado
por el peso. Finalmente, Wg +Wr +∑n

i Wi es el trabajo neto, pues incluye el
trabajo de todas las fuerzas conservativas y no conservativas del caso, ası́ que
la ecuación (6) es igual a

∆K =Wn, (7)

donde Wn es el trabajo neto. Es decir, acabamos de mostrar que el trabajo neto
es igual al cambio de energı́a cinética. Este resultado se conoce como el teorema
de trabajo y energı́a.



678 Fı́sica paso a paso. Más de 100 problemas resueltos

El teorema de trabajo y energı́a se puede interpretar de forma sencilla: si el
trabajo que hace una fuerza es positivo es porque esa fuerza va en la misma
dirección en la que se desplaza el objeto, ası́ que esa fuerza contribuye a que el
objeto acelere y aumente su rapidez. Si la rapidez aumenta, la energı́a cinética
aumenta. Por su parte, si una fuerza realiza trabajo negativo, entonces esta
fuerza va en dirección contraria al desplazamiento del objeto, ası́ que lo frena
y le disminuye su energı́a cinética. El cambio de energı́a cinética depende del
trabajo neto porque el trabajo neto depende de la fuerza neta, y la fuerza neta
determina si el objeto aumenta, conserva o pierde rapidez, lo que a su vez
determina si el objeto aumenta, mantiene o disminuye su energı́a cinética.

Todo lo que podamos resolver con la ecuación Emf = Emi +∑Wi lo podemos
resolver también con el teorema de trabajo y energı́a. Esto es ası́ porque la
ecuación Emf = Emi +∑Wi no es mas que una forma diferente de escribir el
teorema de trabajo y energı́a. También es útil decir que todos los problemas de
este capı́tulo, incluidos los primeros de caı́da libre y movimiento parabólico,
se podrı́an haber resuelto usando el teorema de trabajo y energı́a (es un buen
ejercicio resolverlos usando el teorema).

(c) Según la segunda ley de Newton, la aceleración de un objeto es

1
m
∑
i
Fi = a (8)

(hemos escrito la segunda ley de Newton aplicando la regla de oro para evi-
tar los vectores). Por lo tanto, la ecuación de cinemática que nos dan en el
enunciado se puede escribir ası́:

v2
f = v

2
i +2( 1

m
∑
i
Fi)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
a

d. (9)

Cuidado: esto sólo se puede hacer si asumimos, como nos dicen en el enunciado,
que la distancia recorrida por el objeto es paralela o antiparalela a las fuerzas.

Notemos que podemos meter la distancia d dentro de los paréntesis, esto es la
regla distributiva, por ejemplo (F1 +F2 +F3)d = (F1d +F2d +F3d):

v2
f = v

2
i +2( 1

m
∑
i
Fid) . (10)

Tengamos en cuenta que Fid es el trabajo realizado por la fuerza i: Fid =Wi (de
nuevo, esto funciona porque asumimos que la fuerza es paralela o antiparalela
al desplazamiento). Por lo tanto, la anterior ecuación queda ası́:

v2
f −v

2
i = 2( 1

m
∑
i
Wi) . (11)
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Como ∑iWi es el trabajo neto, entonces podemos escribir la anterior ecuación
ası́:

v2
f −v

2
i = 2( 1

m
Wn) . (12)

Si ahora multiplicamos por la masa y dividimos por 2 para despejar Wn, obte-
nemos (13):

1
2
mv2

f −
1
2
mv2

i =Wn. (13)

Es decir, hemos mostrado otra vez que el trabajo neto (que incluye el trabajo
de todas las fuerzas conservativas y no conservativas) es igual al cambio de
energı́a cinética.

Nota 5.17. Teorema de trabajo y energı́a

El teorema de trabajo y energı́a dice que el cambio de energı́a cinética
de un sistema es igual al trabajo neto (a la suma de todos los trabajos
que hay) sobre el sistema: ∆K =Wn.
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Problema 5.25.

Palabras clave: teorema de trabajo y energı́a,
trabajo de la fricción estática, trabajo de la
normal, trabajo del peso, trabajo neto.

Una grúa levanta desde el piso una plataforma que tiene un material de
construcción. En el instante t1 la plataforma está en reposo en el piso. Desde
ese momento la grúa levanta de forma vertical la plataforma, hasta que en el
instante t2 la plataforma queda a una altura de 20 metros y tiene una rapidez
de 2 metros por segundo. Justo después la grúa se detiene por completo, de
forma que todo está en reposo de nuevo. Luego, la grúa mueve la plataforma
de forma horizontal una distancia desconocida, hasta el instante t3 en el cual
tiene rapidez de 4 metros por segundo. Finalmente, la grúa baja la plataforma
hasta una altura desconocida y en el instante t4 se detiene por completo. En
este último trayecto la fuerza normal sobre el material hace un trabajo de
−17 659.5 J. Puede asumir que la cuerda permanece de forma vertical en todo
su recorrido13. Use el teorema de trabajo y energı́a para responder los puntos
desde (a) hasta (d).

(a) Si la plataforma, incluido el material, tiene masa de 500 kilogramos,
diga cuál es el trabajo realizado por la tensión de la cuerda de la grúa
(la cuerda vertical que es la más gruesa) entre el instante t1 y el instante
t2.

(b) Si el material tiene masa de 300 kilogramos y si entre el material y
la base de la plataforma hay un coeficiente de fricción estático de 0.4,
halle la distancia horizontal recorrida por el material desde que se
detuvo por completo a los 20 metros de altura hasta el tiempo t3. Tenga
en cuenta que el material nunca se desliza sobre la plataforma y que la
fricción estática es máxima.

(c) Halle la altura final del material en el momento t4.

(d) Halle el trabajo total que el material ejerce sobre la plataforma en todo
el recorrido, si tenemos en cuenta que la cuerda de la grúa ejerce un
trabajo de 200 000 joules sobre la plataforma en todo el recorrido.

(e) Vuelva a responder (a) y (c) pero sin usar el teorema de trabajo y energı́a
sino usando la ecuación Emf = Emi +∑Wi .

13 Por supuesto esto es una aproximación; la cuerda se va a inclinar un poco pero asumiremos
que se inclina tan poco que podemos ignorarlo.
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t1 t2 t3 t4

Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b), (c), (d) y (e) Una grúa levanta una plataforma con un material de construcción. Primero,
la grúa levanta desde el reposo la plataforma y la sube de forma vertical hasta que en el instante
t2 la plataforma tiene una rapidez de 2 metros por segundo y una altura de 20 metros. Justo
después la grúa se detiene por completo. Luego de eso la plataforma mueve el material de
forma horizontal hasta que en t3 tiene una rapidez de 4 metros por segundo. Finalmente la grúa
baja el material hasta una altura desconocida y en el instante t4 queda en reposo. La normal
sobre el material hace un trabajo de −17 659.5 J en este último trayecto. La plataforma con
el material tiene una masa de 500 kilogramos mientras que el material solo tiene una masa
de 300 kilogramos. Entre el material y la base de la plataforma hay un coeficiente de fricción
estático de 0.4 y el material nunca se desliza (además, la fricción estática es máxima). En todo
el recorrido, la tensión de la cuerda principal de la grúa hace un trabajo de 200 000 J sobre la
plataforma. La cuerda permanece vertical.

¿Qué nos piden?

Usando el teorema de trabajo y energı́a debemos:

(a) Calcular el trabajo realizado por la tensión de la cuerda de la grúa sobre la plataforma
entre t1 y t2.

(b) Hallar la distancia horizontal recorrida por el material entre el momento en que se
detuvo la grúa después de t2 y el tiempo t3.

(c) Encontrar la altura del material en el instante t4.

(d) Hallar el trabajo que el material ejerce sobre la plataforma en todo el recorrido (desde
t1 hasta t4).

Usando Emf = Emi +∑Wi debemos:

(e) Responder (a) y (c).

(a) Debemos hallar el trabajo realizado por la tensión de la cuerda de la grúa
desde el instante t1 hasta el instante t2. El teorema de trabajo y energı́a nos
dice que el cambio de energı́a cinética es igual al trabajo neto sobre el sistema:

∆K =Wn. (1)

El sistema que nos interesa en este punto es la plataforma junto con el mate-
rial. Sobre este sistema actúan dos fuerzas que hacen trabajo: la tensión que
queremos hallar y el peso total de la plataforma.
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Cuidado: la normal que la plataforma le hace al material o la que el material le
hace a la plataforma son fuerzas que no nos interesan en este numeral porque
no actúan sobre el sistema sino que actúan sobre objetos dentro del sistema. Algo
similar ocurre cuando analizamos el movimiento de un carro; no nos interesa
la fuerza que los pasajeros le hacen a la silla, o la fuerza que los pulmones
del conductor hacen al respirar; todas esas son fuerzas que actúan dentro del
sistema pero no son fuerzas que actúan sobre el sistema.

Por lo tanto, podemos escribir el teorema de trabajo y energı́a ası́:

∆K =Wp +Wt , (2)

donde Wt es el trabajo de la tensión y Wp es el trabajo del peso. Podemos hallar
el cambio de energı́a cinética porque conocemos la rapidez inicial y final, y
además podemos calcular el trabajo del peso ya que conocemos la altura inicial
y final. Recordemos que el trabajo realizado por el peso es

Wp = −mg(hf −hi). (3)

Para aplicar la ecuación (3) debemos escoger un sistema de coordenadas que
nos permita medir las alturas. Usemos un sistema de coordenadas cuyo origen
esté en el piso, de forma que la altura inicial sea cero y la final sea de 20 metros:

 El sistema que nos interesa en este numeral es la plataforma junto con el material. Sobre 
este sistema actúan dos fuerzas que hacen trabajo, la tensión que queremos hallar y el peso 
total de la plataforma. 

Cuidado: la normal que la plataforma le hace al material o la que el material le hace a la 
plataforma son fuerzas que no nos interesan en este numeral porque no actúan sobre el sis-
tema sino que actúan sobre objetos dentro del sistema. Algo similar ocurre cuando analiza-
mos el movimiento de un carro; no nos interesa la fuerza que los pasajeros le hacen a la 
silla, o la fuerza que los pulmones del conductor hacen al respirar, todas esas son fuerzas 
que actúan dentro del sistema, no son fuerzas que actúan sobre el sistema total como ocurre 
con el peso o con la fricción que la calle le hace al carro. En este caso, la plataforma es co-
mo nuestro carro, todas las fuerzas que ocurren adentro no nos interesan.

 Por lo tanto, podemos escribir el teorema de trabajo y energía así:

ΔK = Wp + Wt    (2),

donde Wt es el trabajo de la tensión en la cuerda que queremos hallar y Wp es el trabajo del 

peso. Ahora, de esta ecuación podemos determinar Wt porque podemos hallar el cambio de 
energía cinética debido a que conocemos la rapidez inicial y final, y además podemos calcu-
lar el trabajo del peso ya que conocemos la altura inicial y final. Recordemos que el trabajo 
realizado por el peso es 

Wp = − mg(hf − hi)    (3)

Para aplicar la ecuación (3) debemos escoger un sistema de coordenadas que nos permita 
medir las alturas. Usemos un sistema de coordenadas cuyo origen esté en el piso, de forma 
que la altura inicial sea cero y la final sea de 20 metros:

X

Y 20 m

Con el sistema anterior, la ecuación (3) se puede escribir así

Wp = − mgh    (4),

donde h es 20 metros pero  no vamos a reemplazar los valores de las variables sino hasta el 
final. Si escribimos la ecuación (2) teniendo en cuenta este trabajo, obtenemos

ΔK = Wt − mgh    (5)
Wp

Ahora escribamos explícitamente el cambio de energía cinética en términos de la rapidez 
inicial y final:

1
2

mv2
f −

1
2

mv2
i = Wt − mgh    (6)

ΔK

Como la plataforma empieza desde el reposo, la rapidez inicial es cero y entonces podemos 
escribir la ecuación (6) así:

449

Con el sistema anterior, la ecuación (3) se puede escribir ası́:

Wp = −mgh, (4)

donde h es 20 metros, pero no vamos a reemplazar los valores de las variables
aún. Si escribimos la ecuación (2) teniendo en cuenta este trabajo, obtenemos

∆K =Wt−mgh
´¹¹¹¹¸¹¹¹¶
Wp

. (5)
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Ahora escribamos explı́citamente el cambio de energı́a cinética en términos de
la rapidez inicial y final:

1
2
mv2

f −
1
2
mv2

i

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∆K

=Wt −mgh. (6)

Como la plataforma empieza desde el reposo, la rapidez inicial es cero y
podemos escribir la ecuación (6) ası́:

1
2
mv2

f =Wt −mgh. (7)

Finalmente, para despejar Wt pasamos el trabajo realizado por el peso al otro
lado:

1
2
mv2

f +mgh =Wt . (8)

Si reemplazamos los valores numéricos, esto da

1
2
(500 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

(2 m/s
´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶

vf

)2 +(500 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

(9.81 m/s2)(20 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

h

= 99100 J. (9)

(b) Para hallar la distancia recorrida por el material entre el momento en que la
grúa se detiene después de t2 y el tiempo t3 debemos encontrar una ecuación
que relacione esta distancia con la información que nos dan. Nos dicen el
coeficiente de fricción, la rapidez inicial (que es cero) y la final de este trayecto.
Con la rapidez inicial y final podemos hallar el cambio de energı́a cinético y
sabemos por el teorema de trabajo y energı́a que este cambio es igual al trabajo
neto. Además, en el trabajo neto sobre el material se incluye el trabajo que hace
la fricción, y el trabajo de la fricción depende de la distancia recorrida. Ası́ que
calculando una expresión para el trabajo de la fricción y el cambio de energı́a
cinética podemos encontrar una expresión para la distancia.

Cuidado: esta vez no estamos analizando la plataforma completa sino que
estamos analizando el material, ası́ que es importante tener en cuenta la fricción
y la fuerza normal que la base de la plataforma le hace al material.

Sobre el material actúan tres fuerzas: la normal, el peso y la fricción. Antes
de continuar realicemos el diagrama de trabajo del material. Notemos que
la fricción es estática porque el material no se desliza sobre la base de la
plataforma y es paralela al desplazamiento; es precisamente por la fricción
estática que el material se mueve de forma horizontal hacia la derecha (no hay
otras fuerzas en X sobre el material)14:

14 La fricción debe ir hacia la derecha porque el material se tiende a mover hacia la izquierda
de la plataforma (se tiende a deslizar).
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1
2

mv2
f = Wt − mgh    (7)

Finalmente, pasamos el trabajo realizado por el peso al otro lado para despejar Wt :

1
2

mv2
f + mgh = Wt    (8)

Si reemplazamos los valores numéricos, esto da:

b) Para hallar la distancia recorrida por el material entre t2 y t3 debemos encontrar una ecua-
ción que relacione esta distancia con la información que nos dan. Nos dicen el coeficien-
te de fricción y la rapidez inicial y final de este trayecto. Con la rapidez inicial y final 
podemos hallar el cambio de energía cinético y sabemos por el teorema de trabajo y ener-
gía que este cambio es igual al trabajo neto. Además, en el trabajo neto se incluye el tra-
bajo que hace la fricción. Y como el trabajo de la fricción depende de la distancia recorri-
da, entonces hallando una ecuación que relacione este trabajo con las demás variables 
conocidas podemos finalmente hallar una ecuación para la distancia recorrida.  Notemos 
que esta vez no estamos analizando la plataforma en su totalidad como en el numeral 
anterior sino que estamos analizando el material, así que esta vez sí es importante tener 
en cuenta la fricción y la fuerza normal que la base de la plataforma le hace al material.

Empecemos entonces por escribir el teorema de trabajo y energía para el material en este 
trayecto. Sobre el material actúan tres fuerzas; la normal, el peso y la fricción. Ahora, es 
importante entender que la fricción es estática porque el material no se desliza sobre la ba-
se de la plataforma (recordemos que lo único que interesa para saber si la fricción es diná-
mica o estática es si el objeto se desliza o no sobre la superficie en la que está apoyado; en 
este caso el material no se desliza sobre la base de la plataforma). Además, es importante 
tener presente que en este caso la fricción no es contraria al desplazamiento sino paralela; 

es precisamente por la fricción estática que el material se mueve de forma horizontal hacia 
la derecha, si no fuera por esta fricción, como no hay otras fuerzas en X, entonces el mate-
rial no se movería hacia la derecha sino que se quedaría en reposo y se deslizaría hasta ca-
er. Como la fricción estática se opone al sentido en que se tiende a mover un objeto, la fric-
ción debe ir hacia la derecha porque el material se tiende a mover hacia la izquierda de la 
plataforma (si el lector está un poco confundido puede repasar los problemas de fricción 
del capítulo de fuerzas). Antes de plantear el teorema de trabajo y energía, es ilustrativo 
realizar el diagrama de trabajo del material:

X

Y

⃗f r

⃗W

⃗N ⃗D

Diagrama de trabajo

Sobre el material actúan tres fuerzas, la normal que le hace la base de la 
plataforma, el peso y la fricción estática. Esta fricción apunta en el sen-
tido del desplazamiento, pues es la fricción estática la que se encarga de 
que el material se mueva en la dirección en que se mueve la plataforma 
(si no hubiera fricción, entonces el material se deslizaría y se caería).

⃗f r

⃗W

⃗N ⃗D

Como se aprecia del anterior diagrama, la normal y el peso son perpendiculares al desplaza-
miento así que no hacen trabajo. La única fuerza que hace trabajo es la fricción, por lo que 
el teorema de trabajo y energía quedaría así:

ΔK = Wf    (10)

De la ecuación (10) podemos hallar el cambio de energía cinética porque conocemos la ra-
pidez inicial y final, pero en esta ecuación no aparece explícitamente la distancia, que es lo 
que queremos hallar. Sin embargo, la distancia está incluida en el trabajo realizado por la 
fricción; como la fricción es paralela al desplazamiento, el trabajo realizado por la fricción 
es simplemente

450

1
2

(500 kg)(2 m /s)2 + (500 kg)(9.81 m /s2)(20 m) = 99100 J    (9)
vf mm h

Sobre el material actúan tres fuerzas, la normal que le hace la base de la plataforma,
el peso y la fricción estática. Esta fricción apunta en el sentido del desplazamiento,
como se explicó antes.

Como se aprecia en el anterior diagrama, la normal y el peso son perpendicu-
lares al desplazamiento, ası́ que no hacen trabajo. La única fuerza que hace
trabajo es la fricción, por lo que el teorema de trabajo y energı́a quedarı́a ası́:

∆K =Wf . (10)

Como la fricción es paralela al desplazamiento, el trabajo realizado por la
fricción es simplemente

Wf = frd, (11)

donde fr es la magnitud de la fricción (que no conocemos) y d la distancia. Si
usamos esto en la ecuación (10), obtenemos

∆K = frd
´¸¶
Wf

. (12)

Para despejar la distancia de la anterior ecuación necesitamos encontrar fr .
Como la fricción estática es máxima, la magnitud de la fricción es fr = µN .
Además, la magnitud de la normal en este caso es igual al peso porque el
material no tiene aceleración en Y (N =mg). Ası́:

fr = µ mg
´¸¶
N

. (13)

Si usamos esto en la ecuación (12), obtenemos

∆K = (µmg
´¸¶
fr

)d. (14)

De aquı́ podemos despejar d en términos de variables conocidas:

∆K

µmg
= d. (15)
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Si escribimos el cambio de energı́a cinética explı́citamente, esto da

∆K
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
1
2
mv2

f −0

µmg
= d. (16)

Ahora sólo nos queda reemplazar los valores de cada variable:

1
2

m
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(300 kg)(

vf
³¹¹¹¹¹·¹¹¹¹µ
4 m/s)2

(0.4)
´¹¹¸¹¶
µ

(300 kg
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

)(9.81 m/s2)
= 2.04 m. (17)

(c) La altura final del material se puede hallar con el teorema de trabajo y
energı́a, pues con este podemos relacionar el trabajo del peso y de las demás
fuerzas con el cambio de energı́a cinética (que conocemos). Como ya sabemos,
el trabajo del peso depende del cambio de altura.

Entre t3 y t4 la normal y el peso son las únicas fuerzas que hacen trabajo sobre
el material (la fricción no hace trabajo porque el desplazamiento es vertical en
este trayecto), ası́ que el teorema de trabajo y energı́a para este trayecto queda

∆K =Wpm +WN , (18)

donde WN es el trabajo de la normal sobre el material que conocemos, y Wpm

es el trabajo del peso sobre el material. Si pasamos el trabajo de la normal al
otro lado para despejar el trabajo del peso, esto queda

∆K −WN =Wp. (19)

Ahora el trabajo del peso es simplemente −mg(hf −hi), donde hf serı́a la altura
final del recorrido (que no conocemos) y hi la altura inicial (que es de 20
metros). Ası́ que la ecuación (19) se puede escribir como

∆K −WN = −mg(hf −hi)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Wp

. (20)

Si pasamos a dividir por −mg esto nos da

∆K −WN

−mg
= hf −hi . (21)
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Finalmente, si pasamos la altura inicial al otro lado, llegamos a

∆K −WN

−mg
+hi = hf . (22)

Para reemplazar los valores numéricos primero escribamos de forma explicita
el cambio de energı́a cinética teniendo en cuenta que la rapidez final es cero:

∆K
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
−1

2
mv2

i −WN

−mg
+hi = hf . (23)

Ahora sı́ reemplazamos los valores:

−1
2(

m
³¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹µ
300 kg)(

vi
³¹¹¹¹¹·¹¹¹¹µ
4 m/s)2 −

WN

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(−17659.5 J)

−(300 kg
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

)(9.81 m/s2)
+20 m
´¹¹¸¹¶

hi

= 14.81 m. (24)

Notemos que el trabajo de la normal es negativo porque el material desciende
mientras que la normal apunta hacia arriba.

(d) Debemos hallar el trabajo neto que el material ejerce sobre la plataforma
para todo el recorrido, es decir, desde t1 hasta t4. Para hacer esto nos piden
que apliquemos el teorema de trabajo y energı́a para todo el recorrido (otra
forma de resolver esto hubiera sido hallando el trabajo de cada fuerza en los
diferentes tramos y luego sumarı́amos).

Sobre la plataforma actúan cuatro fuerzas: la fricción, el peso, la normal del
material y la tensión de la grúa. Ası́ que el trabajo neto sobre la plataforma
es la suma del trabajo que el material ejerce (a través de la fricción y de la
normal) más el trabajo que la tensión de la grúa realiza, más el trabajo que el
peso ejerce. Como el material ejerce dos fuerzas, podemos escribir el teorema
de trabajo y energı́a ası́:

∆K =Wt +Wp +Wnm +Wf m, (25)

donde Wnm es el trabajo que la normal del material ejerce, Wf n es el trabajo
que la fricción del material realiza, Wp es el trabajo del peso de la plataforma y
Wt es el trabajo que la tensión de la grúa realiza.

Podemos hallar el trabajo total del peso porque conocemos la altura inicial que
es cero y la altura final (hallada en el punto anterior). Además, el cambio de
energı́a cinética es cero porque todo comienza y termina en reposo. Además,
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conocemos el trabajo de la tensión de la grúa. Teniendo en cuenta esto, la
ecuación (25) queda

0 =Wp +Wt +Wnm +Wf m. (26)

Si pasamos el trabajo de la tensión y del peso al otro lado, obtenemos

−Wt −Wp =Wnm +Wf m. (27)

Si llamamos WmT a la suma de los dos trabajos que hace el material, que es el
trabajo neto realizado por el material, entonces obtenemos

−Wt −Wp = WmT
´¹¸¶

Wmn+Wf m

. (28)

Si escribimos el trabajo del peso de forma explicita, esto nos da

−Wt −(−mg(hf −hi)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Wp

) =WmT . (29)

Si reemplazamos los valores de cada variable, teniendo en cuenta que la altura
final es 14.81 metros y la altura inicial es cero, esto nos da

−(200000 J)− (−(300 kg)(9.81 m/s2)(14 m−20 m)) = −215274.17 J. (30)

(e) Ahora calculemos (a) pero usando la ecuación Emf = Emi +∑Wi . Recorde-
mos que con esta ecuación la sumatoria del trabajo se hace sobre fuerzas no
conservativas, y en este caso la única fuerza no conservativa que hace trabajo
es la tensión:

Emf = Emi +Wt . (31)

Ahora, la energı́a mecánica inicial es cero porque la rapidez inicial es cero y
porque la altura inicial es cero según el sistema usado, mientras que la energı́a
mecánica final es tanto potencial gravitacional como cinética:

mgh+ 1
2
mv2

f

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Emf

= 0
´¸¶
Emi

+Wt . (32)

Notemos que esta es exactamente la misma ecuación que (8), ası́ que como era
de esperar, al reemplazar los valores vamos a obtener el mismo resultado que antes
—ecuación (9)—.

Ahora respondamos (c) usando este mismo método. Entre t3 y t4 hay dos
fuerzas no conservativas sobre el material, la fricción y la normal que la base
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de la plataforma hace. Sin embargo, la fricción no hace trabajo en este trayecto
como ya explicamos antes (es paralela a X mientras que el desplazamiento es
en Y). Ası́ que la única fuerza no conservativa en este trayecto es la normal:

Emf = Emi +WN . (33)

Si escribimos explı́citamente la energı́a mecánica inicial y la final teniendo
en cuenta que la cinética final es cero (porque la rapidez es cero), la anterior
ecuación queda

mghf
´¹¹¹¸¹¹¹¶
Emf

=mghi +
1
2
mv2

i

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Emi

+WN . (34)

Finalmente, dividimos por mg:

hf = hi +
1
2mv2

i +WN

mg
. (35)

El lector puede comprobar que este es exactamente el mismo resultado dado
por la ecuación (23), ası́ que al reemplazar los valores de las variables vamos a
obtener la misma altura final (14.81 metros).

Ası́ hemos comprobado que ambos métodos son equivalentes, lo cual era
esperable ya que para derivar el teorema de trabajo y energı́a partimos de
Emf = Emi +∑Wi (problema 5.25). La diferencia entre los métodos reside en
la forma como plantemos el problema: con el teorema de trabajo y energı́a
debemos escribir los trabajos de todas las fuerzas, sean conservativas o no,
mientras que con la ecuación Emf = Emi +∑Wi debemos escribir los trabajos
de las fuerzas no conservativas y escribir la energı́a mecánica inicial y final
del sistema.
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Problema 5.26.

Palabras clave: trabajo de fuerzas no conser-
vativas, plano inclinado, gráfica de energı́a,
trabajo de la fricción, rapidez final.

Atenea empuja con rapidez constante un gran cofre con masa de 18 000 kg a
través de una ladera de inclinación θ, como se ve en el dibujo. Atenea realiza
sobre el cofre un trabajo de 7 281 102 joules en una distancia de 80 metros
que se mide desde el punto inicial hasta el árbol. Además, la fricción sobre el
bloque hace un trabajo de −217 902 joules. La fuerza de Atenea sobre el cofre
es paralela a la ladera.

(a) Usando el teorema de trabajo y energı́a, calcule el ángulo θ.

(b) Con base en la respuesta anterior, encuentre el coeficiente de fricción
entre el cofre y la ladera (suponga que es el mismo para todos los
puntos de la ladera).

(c) Corrija la gráfica de energı́as para el cofre que está justo debajo del
dibujo teniendo en cuenta la siguiente convención: la barra azul in-
dica la energı́a cinética inicial, la barra naranja la energı́a potencial
gravitacional final, la barra amarilla la energı́a cinética final y la barra
gris indica el trabajo de todas las fuerzas no conservativas. Lo que
debe hacer es corregir la barra amarilla y la gris (sus valores están mal)
suponiendo que la barra azul y la naranja están bien. Tenga en cuenta
que los valores son a escala, es decir, no representan directamente la
energı́a del cofre en cada momento.

(d) Si todo hubiera sido exactamente igual, a excepción de que no hubiera
fricción, ¿cuál habrı́a sido la rapidez del cofre al llegar al árbol si la
rapidez inicial era de 10 metros por segundo?
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d

θ

 

Solución

¿Qué información nos dan?

(a), (b), (c) y (d) El cofre tiene una masa de 18 000 kilogramos y es subido por una pendiente
con rapidez constante. Desde el punto inicial hasta el árbol, la distancia de la pendiente es de
80 metros. En ese tramo la fricción realiza un trabajo de −217 902 joules sobre el cofre y Atenea
hace un trabajo de 7 281 102 joules sobre el cofre. La fuerza de Atenea es paralela a la ladera.
Las barras azul y naranja de la gráfica de energı́a están bien, pero la amarilla y la gris no.

¿Qué nos piden?

(a) Encontrar θ usando el teorema de trabajo y energı́a.

(b) Hallar el coeficiente de fricción entre el cofre y la ladera.

(c) Corregir una gráfica de energı́as que nos muestran.

(d) Encontrar la rapidez del cofre al llegar al árbol si no hubiera habido fricción.

(a) Para hallar θ debemos buscar una ecuación que relacione la pendiente de
la ladera con la información que nos dan. Primero, notemos que se forma un
triángulo rectángulo entre la distancia recorrida, la altura subida h y una lı́nea
horizontal, como se aprecia a continuación:
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d
h

θ

De la figura anterior se ve que

sinθ = h

d
. (1)

De aquı́ no conocemos h, pero la podemos encontrar hallando la energı́a
potencial gravitacional final del cofre. El teorema de trabajo y energı́a dice que
el cambio de energı́a cinética es igual al trabajo neto sobre el sistema:

∆K =Wn. (2)

En este caso, hay cuatro fuerzas sobre el cofre: la fuerza de Atenea, la fuerza
de fricción, el peso y la fuerza normal. Sin embargo, la fuerza normal no hace
trabajo porque es perpendicular al desplazamiento del cofre (nota 5.16). Si
llamamos Wm al trabajo de Atenea, Wf al de la fricción y Wp al del peso, la
anterior ecuación queda ası́:

∆K =Wm +Wf +Wp. (3)

Ahora, el cambio de energı́a cinética es cero porque el cofre sube con rapidez
constante (ası́ que la energı́a cinética final es igual a la inicial). Por lo tanto, la
ecuación (3) queda

0
´¸¶
∆K

=Wm +Wf +Wp. (4)

La única variable que no conocemos aquı́ es el trabajo realizado por el peso, ası́
que despejemos este trabajo:

−Wm −Wf =Wp. (5)

Como el trabajo realizado por el peso es −mg(hf − hi), podemos escribir la
ecuación (5) ası́:

−Wm −Wf = −mg(hf −hi)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Wp

. (6)
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Si usamos un sistema de coordenadas con el origen en el punto inicial del
recorrido, entonces la altura inicial será cero y la altura final es h, que es la
altura subida por el cofre:

d
h

X

Y

θ

Estamos usando un sistema de coordenadas cuyo origen esté en el punto inicial
del cofre en la ladera de forma que la altura inicial sea cero y la altura final
sea simplemente h. Hemos usado un sistema inclinado, con el eje X paralelo al
desplazamiento del cofre.

Si tenemos en cuenta que hi es igual a cero, h es hf y si dividimos por −mg, la
ecuación (6) queda

−Wm −Wf

−mg
= h. (7)

Si simplificamos los signos negativos, obtenemos

Wm +Wf

mg
= h. (8)

Ahora que tenemos una expresión para h, podemos usar la ecuación (1):

sinθ =

h
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
Wm+Wf

mg

d
=
Wm +Wf

mgd
. (9)

Si aplicamos seno inverso, obtenemos finalmente

θ = arcsin(
Wm +Wf

mgd
) . (10)



Energı́a 693

Sólo nos queda reemplazar los valores numéricos de cada variable:

θ = arcsin
⎛
⎝

Wm

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
7281102 J−

Wf

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
217902 J

(18000 kg)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

(9.81 m/s2)(80 m)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

d

⎞
⎠
= 30○. (11)

(b) Para hallar el coeficiente de fricción entre el cofre y la ladera podemos usar
la información del trabajo realizado por la fricción, pues la magnitud de la
fricción es fr = µN . Ahora bien, la fricción es antiparalela al desplazamiento
del cofre, como podemos apreciar claramente a partir del diagrama de trabajo
del cofre:

d
h

Y
N

fr

W

Fm
D

X

Y

N

fr

Wx

W Wy

θ

Fm

D

Diagrama de Trabajo

θ

Sobre el cofre actúan cuatro fuerzas; el peso, la normal, la fuerza de Atenea y la
fuerza de fricción. La fricción es anti-paralela al desplazamiento.

Como la fricción es antiparalela al desplazamiento, el trabajo de la fricción es

Wf = − µN
´¸¶
fr

d. (12)

Aquı́ no conocemos la magnitud de la normal ni el coeficiente de fricción. Para
hallar la normal notemos del diagrama de trabajo que la normal debe ser igual
a la componente Y del peso porque la aceleración Y del cofre es cero. Según el
diagrama de trabajo, Wy =W cosθ, ası́ que

N =mg cosθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Wy

. (13)
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Ahora podemos aplicar la ecuación (12) para obtener el coeficiente de fricción:

Wf = −µ(mg cosθ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

N

)d. (14)

Si dividimos por todo lo que acompaña a µ, obtenemos

−
Wf

(mg cosθ)d = µ. (15)

Finalmente, reemplazamos los valores de las diferentes variables:

−

Wf

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
−217902 J

(18000 kg
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

)(9.81 m/s2)(cos 30○
´¸¶
θ

)(80 m
´¹¹¸¹¶

d

)
= 0.02. (16)

(c) Debemos corregir la gráfica de energı́as. Para hacerlo debemos tener presen-
te que la barra azul y la naranja están bien, y la amarilla y la gris
están mal.

Empecemos por ver cuál es el problema con la barra amarilla. Esa barra indica
la energı́a cinética final del cofre y tiene un valor entre 5 y 8 joules. No es difı́cil
saber por qué está mal esa barra: el cofre sube con rapidez constante, ası́ que
su energı́a cinética siempre debe ser la misma. Si la barra azul nos dice que la
energı́a cinética inicial es de 10 joules, entonces la barra amarilla que también
representa a la energı́a cinética debe indicar 10 joules.

El problema con la barra gris es más sutil. ¿Cómo podemos saber qué valor
deberı́a indicar el trabajo realizado por las fuerzas no conservativas? Una forma
es usando la ecuación Emf = Emi +∑Wi . Conocemos la energı́a mecánica inicial
que es de 10 joules (sólo es cinética) y conocemos la energı́a mecánica final que
es de 25 joules (10 joules de la cinética más 15 joules de la potencial). Ası́ que
la anterior ecuación quedarı́a ası́:

25 J
´¸¶
Emf

= 10 J
´¸¶
Emi

+∑W. (17)

De la anterior ecuación se sigue que el trabajo total de todas las fuerzas no
conservativas debe ser

15 J =∑W. (18)

Ası́, la barra gris debe indicar un valor de 15 joules.
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Otro método: otra forma de obtener este resultado es usando la ecuación (5)
que obtuvimos al aplicar el teorema de trabajo y energı́a. Según la ecuación
(5) el trabajo del peso es igual al menos trabajo de la fuerza de Atenea y de la
fuerza de fricción. Si nos dicen en la gráfica de energı́a que la energı́a potencial
final es de 15 joules y la inicial es de 0 joules, entonces podemos inferir que
el trabajo del peso es de −(15 J − 0 J) = −15 J, porque el trabajo del peso es
el menos cambio de energı́a potencial gravitacional. Ası́ que por la ecuación
(5), el trabajo de las otras fuerzas no conservativas debe ser igual a 15 J. Si
realizamos la gráfica de energı́a con estas correcciones, obtenemos:

cinética) y conocemos la energía mecánica final que es de 25 (10 de la cinética más 15 de la potencial). Así que la anterior ecuación quedaría así;

25 J = 10 J + ∑ W    (19)
Emf Emi

De la anterior ecuación se sigue que el trabajo total de todas las fuerzas no conservativas debe ser:

15 J = ∑ W    (20)

Así, la barra gris debe indicar un valor de 15. Otra forma de obtener este resultado es usando la ecuación (7) que obtuvimos al aplicar el teorema de trabajo y energía. Según la ecuación (7), el 
trabajo del peso es igual al menos trabajo de la fuerza del motor y de la fuerza de fricción. Si nos dicen en la gráfica de energía que la energía potencial final es de 15 y la inicial es de 0, enton-
ces podemos inferir que el trabajo del peso es de −(15 − 0) = − 15 (el menos cambio de energía potencial gravitacional). Así que por la ecuación (7), el trabajo de las otras fuerzas no conserva-
tivas debe ser igual a 15.   Si realizamos la gráfica de energía con estas correcciones, obtenemos:
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Esta gráfica nos muestra claramente que si hay fuerzas no conservativas actuando sobre el sistema, entonces la energía mecánica del sistema no se conserva (como ya dijimos, la inicial es 10 y 
la final es 25). De hecho, la energía mecánica aumentó precisamente en 15, por culpa del trabajo de las fuerzas no conservativas. Lo que aumentó la energía mecánica entre el momento inicial 
y final es exactamente igual al trabajo que las fuerzas no conservativas hicieron.

d) Debemos calcular la rapidez del Transmilenio cuando llega al árbol suponiendo esta vez que no hay fricción. Para hacer esto podemos usar el teorema de trabajo y energía, pues con este 
teorema podemos determinar el cambio de energía cinética y conociendo este cambio y conociendo la rapidez inicial podemos determinar la rapidez final. 

Volvemos a escribir la ecuación (5) pero esta vez teniendo en cuenta que la fricción no hace trabajo:

459

Esta gráfica nos muestra claramente que si hay fuerzas no conservativas actuan-
do sobre el sistema, entonces la energı́a mecánica del sistema no se conserva
(la energı́a mecánica inicial es de 10 joules y la final es de 25 joules). De hecho,
lo que aumentó la energı́a mecánica entre el momento inicial y final es exactamente
igual al trabajo que las fuerzas no conservativas hicieron (15 joules).

(d) Debemos calcular la rapidez del cofre cuando llega al árbol suponiendo esta
vez que no hay fricción. Para hacer esto podemos usar el teorema de trabajo y
energı́a.

Volvemos a escribir la ecuación (3) pero esta vez teniendo en cuenta que la
fricción no hace trabajo:

∆K =Wm +Wp + 0
´¸¶
Wf

. (19)

El trabajo que hace Atenea lo conocemos y el trabajo del peso lo podemos cal-
cular porque conocemos la pendiente y la distancia. Empecemos por encontrar
una expresión para el trabajo del peso:

Wp = −mg(hf −hi). (20)

Según el sistema elegido, la altura inicial es cero y la altura final es h, ası́ que
la ecuación (20) queda

Wp = −mgh. (21)
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Ahora podemos escribir la altura h en términos de la pendiente y la distancia,
usando la ecuación (1):

Wp = −mg (d sinθ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

h

. (22)

Ahora usamos esta expresión en la ecuación (19):

∆K =Wm−mg(d sinθ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Wp

. (23)

Para hallar la rapidez final debemos escribir el cambio de energı́a cinética
explı́citamente, en términos de la rapidez inicial y final:

1
2
mv2

f −
1
2
mv2

i

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∆K

=Wm −mg(d sinθ). (24)

Si pasamos la energı́a cinética inicial al otro lado, esto queda

1
2
mv2

f =Wm −mg(d sinθ)+ 1
2
mv2

i . (25)

Multipliquemos por 2 y dividamos por la masa:

v2
f =

2(Wm −mg(d sinθ)+ 1
2mv2

i )
m

. (26)

Finalmente, sacamos raı́z cuadrada para obtener una expresión de la rapidez
final

vf =

¿
ÁÁÀ2(Wm −mg(d sinθ)+ 1

2mv2
i )

m
. (27)

Si reemplazamos los valores numéricos, la rapidez final nos da

vf =

¿

Á
Á
Á
Á
Á
Á
ÁÀ

2(

Wm
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

(7281102)−(

m
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

18000 kg)(9.81 m/s2
)((

d
³¹¹·¹¹µ

80 m)sin

θ

³·µ

30○ )+ 1
2 (

m
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

18000 kg)(

vi
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ

10 m/s)2)

(18000 kg
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

m

)

= 11.15 m/s.

(28)
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Problema 5.27.

Palabras clave: teorema de trabajo y energı́a,
trabajo de la fricción dinámica, definición de
trabajo, trabajo de un resorte ideal.

Como las pistas de los portaviones son mucho más cortas que la pista de un
aeropuerto normal, los portaviones usan una especie de caucho que sirve para
ayudar a frenar los aviones de combate cuando aterrizan. Suponga que un
avión de masa m aterriza sobre el portaviones indicado en el siguiente dibujo.
En el instante t1 el avión tiene una rapidez v1 y está a una altura h1 de la pista
del portaviones. En el instante t2 el avión hace contacto con la pista y en el
instante t3 se detiene por completo. Entre la pista y las llantas del avión hay
un coeficiente de fricción dinámico µd . Además, desde t1 hasta t2, el avión
realiza un desplazamiento D⃗a de magnitud Da. Mientras el avión realiza el
desplazamiento anterior, el aire genera una fuerza de sustentación de magnitud
fa que forma un ángulo β con respecto al vector D⃗a, como se indica en el dibujo.
Suponga que el caucho que ayuda a frenar al avión se puede modelar como
un resorte ideal de constante k y suponga que cuando el avión se detiene por
completo, el estiramiento es l, como se ve en el dibujo. Escriba una expresión
en términos de m, v1, µd , fa, β, Da, k, l y h1 para la distancia que recorre el
avión desde t2 hasta el instante en que el avión hace contacto con el caucho.

β

fa

Da

l

t1

t2 t3
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Solución

¿Qué información nos dan?

El avión de masa m tiene una rapidez v1 cuando está a una altura h1. Mientras aterriza, realiza
un desplazamiento D⃗a de magnitud Da, que marca un ángulo β con respecto a la fuerza de
sustentación que tiene magnitud fa. El coeficiente de fricción dinámico entre la pista y el avión
es µd . El caucho que ayuda a frenar se puede considerar como un resorte ideal, de constante k
que se estira l hasta que el avión se detiene por completo.

¿Qué nos piden?

Encontrar la distancia que recorre el avión en la pista desde que la toca por primera vez hasta
que hace contacto con el caucho.

Para encontrar la distancia que recorre el avión en la pista antes de entrar
en contacto con el caucho podemos aplicar el teorema de trabajo y energı́a.
Notemos que la distancia que buscamos influye en el trabajo que la fricción de
la pista hace sobre el avión. En realidad, el trabajo total que hace la fricción
de la pista se compone de dos tramos: el trabajo que hace la fricción en la
distancia que buscamos y el trabajo que hace la fricción desde que el avión
toca el caucho hasta que se frena.

La distancia que recorre el avión desde que hace contacto con el caucho es l,
que es el estiramiento del caucho. Esto se ilustra a continuación:

¿Qué debemos hallar?

Debemos encontrar la distancia que recorre el avión en la pista desde que toca la 
pista por primera vez hasta que se detiene por completo.

SOLUCIÓN
Para encontrar la distancia que recorre el avión en la pista antes de entrar en contacto con 
el caucho podemos aplicar el teorema de trabajo y energía. Notemos que la distancia que 
buscamos influye en el trabajo que la fricción de la pista hace sobre el avión. En realidad, 
el trabajo total que hace la fricción de la pista se compone de dos tramos; el trabajo que 
hace la fricción en la distancia que buscamos y el trabajo que hace la fricción desde que el 
avión toca el caucho hasta que se frena. La distancia que recorre el avión desde que hace 
contacto con el caucho es l, que es el estiramiento del caucho. Esto se ilustra a continua-

ción:

Por lo explicado justo arriba, podemos dividir el trabajo de la fricción en dos; el trabajo de 
la fricción en la distancia l que conocemos y el trabajo de la fricción en la distancia d? que 
no conocemos. El trabajo total de la fricción de la pista sería la suma de ambos trabajos:

Wl + Wd? = Wfr    (1),

donde Wl es el trabajo de la fricción durante la distancia l,  Wd? el trabajo en la distancia 
desconocida y Wfr el trabajo total de la fricción.

Nuestro objetivo es entonces hallar una expresión para Wd? y con ella poder encontrar des-
pués una expresión para d?. Para hallar una expresión para Wd? podemos comenzar por apli-
car el teorema de trabajo y energía. Tenemos dos opciones; aplicar este teorema para dife-
rentes tramos (desde t1 hasta que el avión toca la pista, desde que toca la pista hasta que el 
avión toca el caucho, desde que toca el caucho hasta que  el avión se detiene por completo) 
o aplicarlo de una vez para todo el recorrido del avión desde t1 hasta t3. Si lo aplicamos pa-
ra cada tramo entonces debemos tener en cuenta el trabajo de cada tramo y el cambio de 
energía cinética de cada tramo, lo cual requeriría hallar la rapidez en cada uno de estos tra-
mos, y esto puede hacer el problema un poco más extenso. En cambio, si lo aplicamos para 
todo el recorrido, el cambio de energía cinética lo conocemos porque nos dicen la rapidez 
en t1 y en t3 (en t3 es cero porque el avión se detiene). Así que para no extendernos innecesa-
riamente, vamos a aplicar el teorema para todo el recorrido (si el lector desea practicar, pue-
de intentar aplicarlo para cada uno de los tramos).

En todo el recorrido hay en total cinco fuerzas sobre el avión; la fuerza de sustentación del 
aire, la fricción con la pista, la fuerza elástica del caucho que ayuda a detener al avión y la 
fuerza normal que la pista le hace al avión. De estas fuerzas la única que no hace trabajo es 
la normal de la pista porque esta es perpendicular al movimiento del avión sobre la pista. Si 
llamamos Wa al trabajo que hace la fuerza de sustentación del aire, Wfr al trabajo que hace 

la fricción de la pista, Wc al trabajo que hace el caucho y Wp al trabajo que hace el peso, el 

teorema de trabajo y energía queda así:

ΔK = Wp + Wa + Wfr + Wc    (2)

Ahora, antes habíamos dicho que queríamos dividir el trabajo de la fricción de la pista en 
dos, en Wl y en Wd?. Si usamos la ecuación (1) en (2), obtenemos

ΔK = Wp + Wa + Wl + Wd? + Wc    (3)
Wfr

462

La fricción de la pista hace trabajo a lo largo de toda la distancia que recorre 
el avión en la pista. Es decir, desde que el avión toca la pista en t2 hasta que se 
detiene en t3. Notemos que esta distancia total se puede escribir como una 
suma; la distancia desconocida que buscamos y que hemos llamado d? su-
mada con l que es la distancia que recorre el avión mientras estira el caucho.

d?
 l

La fricción de la pista hace trabajo a lo largo de toda la distancia que recorre
el avión en la pista. Es decir, desde que el avión toca la pista en t2 hasta que
se detiene en t3. Notemos que esta distancia total se puede escribir como la
distancia desconocida que buscamos y que hemos llamado d? sumada con l que es
la distancia que recorre el avión mientras estira el caucho.

Por lo explicado arriba, podemos dividir el trabajo de la fricción en dos: el
trabajo de la fricción en la distancia l que conocemos y el trabajo de la fricción
en la distancia d? que no conocemos. El trabajo total de la fricción de la pista
es la suma de ambos trabajos:

Wl +Wd? =Wf r , (1)

donde Wl es el trabajo de la fricción en la distancia l, Wd? es el trabajo en la
distancia desconocida y Wf r es el trabajo total de la fricción.
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Nuestro objetivo es hallar una expresión para Wd? y con ella poder encontrar
después una expresión para d?. Para hallar una expresión para Wd? podemos
comenzar por aplicar el teorema de trabajo y energı́a. Tenemos dos opciones:
aplicar este teorema para diferentes tramos o aplicarlo de una vez para todo el
recorrido del avión desde t1 hasta t3. Para no extendernos innecesariamente
vamos a aplicar el teorema para todo el recorrido (si el lector desea practicar,
puede intentar aplicarlo para cada uno de los tramos).

En todo el recorrido hay en total cuatro fuerzas sobre el avión: la fuerza de
sustentación del aire, la fricción con la pista, la fuerza elástica del caucho que
ayuda a detener al avión y la fuerza normal que la pista le hace al avión. De
estas fuerzas la única que no hace trabajo es la normal de la pista porque esta
es perpendicular al movimiento del avión sobre la pista. Si llamamos Wa al
trabajo que hace la fuerza de sustentación del aire, Wf r al trabajo que hace la
fricción de la pista, Wc al trabajo que hace el caucho y Wp al trabajo que hace
el peso, el teorema de trabajo y energı́a queda ası́:

∆K =Wp +Wa +Wf r +Wc. (2)

Si usamos la ecuación (1) en la (2), obtenemos

∆K =Wp +Wa +Wl +Wd?
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Wf r

+Wc. (3)

Para despejar Wd? debemos primero encontrar las otras variables que aparecen
en la ecuación anterior. Empecemos por el trabajo hecho por el peso, que
siempre es −mg(hf − hi). Si ponemos nuestro sistema de coordenadas en la
pista del portaviones, entonces la altura final será cero y la altura inicial será
h1, que es conocida. Ası́ que el trabajo hecho por el peso será

Wp = −mg( 0
´¸¶
hf

− h1
´¸¶
hi

) =mgh1. (4)

Ahora encontremos una expresión para el trabajo de la fuerza de sustentación
del aire. Nos dicen la magnitud de esta fuerza, la magnitud del desplazamiento
del avión en el tramo en que siente esta fuerza y el ángulo que forman el
desplazamiento y la fuerza. Con estos elementos podemos encontrar una
expresión para el trabajo que hace la fuerza de sustentación del aire usando la
definición de trabajo:

Wa = F⃗a ⋅ D⃗a = ∥F⃗a∥∥D⃗a∥cosθ (5)

donde F⃗a es la fuerza de sustentación del aire y D⃗a es el desplazamiento del
avión. En el enunciado nos dicen que la magnitud de la fuerza de sustentación
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del aire es fa, la magnitud del desplazamiento es Da y el ángulo entre ambos
vectores es β, ası́ que podemos escribir la anterior ecuación de esta forma:

Wa = fa
´¸¶
∥F⃗a∥

Da
´¸¶
∥D⃗a∥

cosβ. (6)

Ahora busquemos una expresión para el trabajo Wl hecho por la fricción en el
tramo en que el avión se frena con el caucho. Como la fuerza de fricción de la
pista es opuesta al desplazamiento del avión sobre la pista, el trabajo hecho
por la fricción es

Wf r = −frd. (7)

Para aplicar la anterior ecuación, recordemos que la magnitud de la fricción
dinámica que una superficie realiza es fr = µdN . En este caso N =mg porque en
la pista el avión no tiene aceleración vertical (en Y). Por lo tanto, la magnitud
de la fuerza de fricción de la pista es

fr = µd mg
´¸¶
N

. (8)

Si usamos esto en la ecuación (7), obtenemos

Wf r = −µdmg
´¹¹¹¸¹¹¹¶

fr

d. (9)

Ahora, la distancia que a nosotros nos interesa aquı́ es l porque estamos anali-
zando la fricción sólo en ese trayecto, ası́ que podemos escribir la ecuación (9)
ası́:

Wf r = −µdmg l
´¸¶

d

. (10)

Finalmente, busquemos una expresión para el trabajo realizado por el caucho.
Nos dicen que el caucho se puede modelar como un resorte ideal y recordemos
de la nota 5.16 que el trabajo de un resorte ideal es −1

2k(x
2
f −x

2
i ), donde xf es

el estiramiento final y xi el inicial. En este caso el estiramiento inicial es cero
porque inicialmente el caucho no está estirado, y el estiramiento final es l. Ası́
que el trabajo hecho por el caucho es

Wc = −
1
2
k(l2 −0) = −1

2
kl2. (11)
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Si usamos los resultados de la ecuación (4), ecuación (6), ecuación (10) y
ecuación (11) en la ecuación (3), obtenemos

∆K =mgh1
´¹¹¹¸¹¹¶
Wp

+faDa cosβ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Wa

−µdmgl
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Wf r

−1
2
kl2

´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¶
Wc

+Wd?. (12)

Si dejamos el término Wd? solo al otro lado, llegamos a

∆K −mgh1 − faDa cosβ+µdmgl + 1
2
kl2 =Wd?. (13)

Nos falta escribir el cambio de energı́a cinética de forma explı́cita. Como la
rapidez final es cero y la inicial es v1, este cambio es

∆K = 0
´¸¶
Kf

− 1
2
mv2

i

´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶
Ki

= −1
2
mv2

1 . (14)

Si usamos esto en la ecuación (13), tenemos

−1
2
mv2

i

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∆K

−mgh1 − faDa cosβ+µdmgl + 1
2
kl2 =Wd?. (15)

Ası́ hemos encontrado una ecuación para Wd? en término de variables conoci-
das. Sin embargo, lo que en realidad queremos es una expresión para d?. Para
hallarla teniendo Wd? sólo necesitamos recordar que el trabajo de la fricción de
la pista está dado por la ecuación (9). Podemos usar esa ecuación pero teniendo
en cuenta que la distancia que nos interesa ahora es d?:

− 1
2
mv2

i −mgh1 − faDa cosβ+µdmgl + 1
2
kl2 = −µmgd?

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Wd?

. (16)

Si pasamos a dividir todo por −µdmg, obtenemos finalmente una expresión
para la distancia que nos piden:

−1
2mv2

i −mgh1 − faDa cosβ+µdmgl + 1
2kl

2

−µmg
= d?. (17)
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Problema de repaso 5.28.

Palabras clave: teorema de trabajo y energı́a,
trabajo de la fricción, trabajo de fuerzas no
conservativas.

Responda falso o verdadero y justifique su respuesta:

(1) El teorema de trabajo y energı́a no sirve para casos de caı́da libre.

(2) La fuerza de fricción siempre realiza trabajo negativo sobre un objeto.

(3) Si el trabajo total de las fuerzas no conservativas sobre un sistema es
cero, entonces la energı́a mecánica del sistema se conserva.

(4) Si la rapidez final del objeto es menor que la inicial, entonces el trabajo
neto sobre el sistema es negativo.

(5) Si la energı́a cinética permanece constante, podemos inferir que no hay
fuerzas que hagan trabajo.

Solución

(1) Falso. El teorema de trabajo y energı́a sirve para cualquier tipo de casos,
incluido por supuesto casos de caı́da libre.

(2) Falso. Cuando el objeto se desliza sobre una superficie, la fricción dinámica
se opone al desplazamiento y entonces realiza un trabajo negativo. Pero tam-
bién existe la fricción estática y esta puede ir en la dirección en que se mueve
el objeto, como ocurrı́a, por ejemplo, en el problema 5.25.

(3) Verdadero. Si el trabajo realizado por todas las fuerzas no conservativas es
cero, entonces la energı́a mecánica se debe conservar. Esto se ve claramente
en la ecuación Emf = Emf +∑Wi , donde la suma es sobre los trabajos de las
fuerzas no conservativas.

(4) Verdadero. Por el teorema de trabajo y energı́a, el trabajo neto es igual al
cambio de energı́a cinética. Si la rapidez final es menor, entonces el cambio de
energı́a cinética es negativo; si este cambio es negativo entonces el trabajo neto
tiene que ser negativo.

(5) Falso. Si la energı́a cinética permanece constante entonces el cambio de
energı́a cinética es cero y, por el teorema de trabajo y energı́a, el trabajo neto
es cero. Pero que el trabajo neto sea cero no quiere decir que no haya fuerzas
haciendo trabajo; puede ser que una fuerza haga trabajo positivo y otra haga
negativo de forma que se cancelen ambos y el total sea cero.



Energı́a 703

5.1 Notas del capı́tulo

Nota 5.1: Un sistema de coordenadas conveniente para la energı́a potencial
gravitacional.

Es conveniente usar, cuando sea posible, un sistema de coordenadas para el
cual la energı́a potencial gravitacional inicial o final sea cero. Al hacer esto
podemos simplificar un poco los cálculos.

Nota 5.2: Energı́a potencial gravitacional.

La energı́a potencial gravitacional de un objeto está dada por mgh, donde h es
la altura a la que está el objeto con respecto a nuestro sistema de coordenadas.
Como la altura cambia de acuerdo al sistema elegido, la energı́a potencial
gravitacional va a depender de la escogencia del sistema. Además, la altura
puede ser negativa si la posición final del objeto apunta en la dirección negativa
de Y.

El cambio de energı́a potencial gravitacional no depende del sistema de coorde-
nadas y siempre está dado por mg(hf −hi) que es lo mismo que −mg(hi −hf ).
Si un objeto se acerca al centro de la Tierra, su energı́a potencial gravitacional
disminuye, y si se aleja, aumenta.

Nota 5.3: Energı́a cinética

La energı́a cinética de un objeto es una energı́a que depende de la masa y de la
rapidez al cuadrado del objeto: k = 1

2mv2.

Nota 5.4: Energı́a mecánica.

La energı́a mecánica de un objeto es la suma de la energı́a potencial con la
energı́a cinética. En el caso en el que la única energı́a potencial es la gravitacio-
nal, la energı́a mecánica se puede escribir ası́: Em =K +Ug .

Cuando sobre un objeto la única fuerza que actúa es el peso, la energı́a mecánica
del objeto se conserva: Em1 = Em2. Esto quiere decir que la suma de la energı́a
cinética con la potencial gravitacional del objeto en un tiempo t1 es igual a
la suma de ambas energı́as en otro tiempo t2: K1 +Ug1 = K2 +Ug2, donde el
subı́ndice 1 se refiere al tiempo t1 y el subı́ndice 2 al tiempo t2.

Nota 5.5: Energı́a mecánica de sistema objeto-resorte.

La energı́a mecánica de un sistema compuesto por un objeto y un resorte ideal
es la suma de la energı́a mecánica del objeto con la energı́a mecánica del resorte.
La energı́a mecánica del objeto es la suma de la energı́a cinética del objeto con
la energı́a potencial gravitacional del objeto, mientras que la energı́a mecánica
del resorte es igual a la energı́a potencial elástica del resorte. Por lo tanto, la
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energı́a mecánica total del sistema es Emsistema = Emobjeto +Emresorte =K +Ug +Ue =
1
2mv2 +mgh+ 1

2kx
2.

Cuando sobre un objeto las únicas fuerzas que actúan son el peso y la fuerza
de un resorte ideal, entonces la energı́a mecánica del sistema total se conserva:
Em1 = Em2. Esto quiere decir que la suma de la energı́a cinética con la potencial
gravitacional y la potencial elástica en un tiempo t1 es igual a la suma de estas
energı́as en otro tiempo t2: K1 +Ug1 +Ue1 =K2 +Ug2 +Ue2, donde el subı́ndice
1 se refiere al tiempo t1 y el subı́ndice 2 al tiempo t2.

Nota 5.6: ¿Cuándo una fuerza realiza trabajo?

Una fuerza realiza trabajo sobre un objeto si alguna de las siguientes dos
condiciones se cumple:

1. La fuerza es paralela al desplazamiento o tiene alguna componente
paralela al desplazamiento. En este caso la fuerza (o su componente)
realiza trabajo positivo sobre el objeto.

2. La fuerza es antiparalela al desplazamiento o tiene alguna componente
antiparalela al desplazamiento. En este caso la fuerza (o su componen-
te) realiza trabajo negativo.

Nota 5.7: Trabajo.

• En general, el trabajo que una fuerza F⃗ realiza sobre un objeto se calcula
usando la siguiente ecuación: W = F⃗ ⋅ d⃗ = ∥F⃗∥∥d⃗∥cosθ, donde d⃗ es el
desplazamiento del objeto y θ es el ángulo que se forma entre la fuerza y
el desplazamiento.

• Si la fuerza es paralela al desplazamiento, el trabajo es positivo y es igual
a la multiplicación de la magnitud de la fuerza y el desplazamiento:
W = ∥F⃗∥∥d⃗∥.

• Si la fuerza es antiparalela al desplazamiento, el trabajo es la multiplica-
ción de la magnitud de los vectores con un signo menos: W = −∥F⃗∥∥d⃗∥.

• Si la fuerza es perpendicular al desplazamiento el trabajo es cero.

• También podemos calcular el trabajo si conocemos las componentes de
la fuerza y el desplazamiento, usando la ecuación: W = ±∥F⃗x∥∥D⃗x∥ ±
∥F⃗y∥∥D⃗y∥, donde los signos dependen de si cada componente es paralela
o antiparalela a la respectiva componente del desplazamiento.



Energı́a 705

Nota 5.8: Diagrama de trabajo.

En los problemas de trabajo es conveniente realizar un diagrama de trabajo.
Este diagrama no es más que un diagrama de fuerzas en el que además de estas
indicamos el desplazamiento del objeto.

Nota 5.9: Relación entre el trabajo que A le hace a B y el que B le hace a A.

El trabajo que A le hace a B es igual, salvo por un signo contrario, al trabajo
que B le hace a A; WA = −WB.

Nota 5.10: Sistema de coordenadas conveniente para calcular el trabajo.

Para calcular el trabajo usando la ecuación W = ±∥F⃗x∥∥D⃗x∥±∥F⃗y∥∥D⃗y∥ es muy
conveniente si usamos un sistema de coordenadas según el cual la fuerza o el
desplazamiento se alineen con alguno de los ejes. Si alineamos un eje con la
fuerza o con el desplazamiento, el trabajo será la multiplicación de la fuerza en
ese eje por el desplazamiento en ese mismo eje y nos podemos olvidar de todo
lo que pase en el otro eje. Si, por ejemplo, alineamos el desplazamiento con el
eje Y, el trabajo será sólo FyDy porque el otro término serı́a cero (Dx serı́a cero).

Nota 5.11: Trabajo hecho por el peso.

El trabajo realizado por el peso sólo depende del desplazamiento vertical del
objeto, es decir, sólo depende de hf −hi . El trabajo hecho por el peso se calcula
usando la ecuación Ww = −mg(hf −hi).
Notemos que si el objeto sube esta ecuación nos da negativa y entonces el
trabajo hecho por el peso es negativo, lo cual tiene sentido, porque si el objeto
sube su desplazamiento vertical será hacia arriba, mientras que el peso siempre
apunta hacia abajo. Por el contrario, si el objeto desciende, esta ecuación es
positiva porque hf −hi será negativo. Esto tiene sentido porque en ese caso el
desplazamiento vertical será hacia abajo, en la misma dirección del peso.

Además, el trabajo hecho por el peso es igual al negativo del cambio de energı́a
potencial gravitacional: Ww = −∆Ug .

No sobra resaltar que para el trabajo hecho por el peso son irrelevantes las otras
componentes del desplazamiento; sólo importa el cambio de altura (la razón
de esto es que el peso no tiene componentes en otras direcciones diferentes a la
dirección vertical).

Nota 5.12: Trabajo hecho por la fuerza de fricción dinámica.

El trabajo realizado por una fuerza de fricción dinámica depende de la distancia
total del recorrido. Cuanto mayor sea esta distancia, más trabajo negativo
realiza la fricción dinámica.



706 Fı́sica paso a paso. Más de 100 problemas resueltos

Nota 5.13. Comparación entre fuerzas conservativas y fuerzas no
conservativas

Fuerza
conservativa

Fuerza no
conservativa

Conserva la energı́a mecánica
del sistema.

SÍ NO

El trabajo realizado no depende
de la distancia sino de la posición
inicial y final.

SÍ NO

Si el punto inicial y final del re-
corrido es el mismo, el trabajo de
la fuerza es cero.

SÍ NO

Podemos asociar una energı́a po-
tencial a la fuerza.

SÍ NO

El trabajo realizado por la fuerza
es el negativo del cambio de la
energı́a potencial asociada a la
fuerza.

SÍ No aplica

Nota 5.14: Energı́a mecánica final según el trabajo realizado por fuerzas no
conservativas.

Si sobre un sistema con energı́a mecánica inicial Emi actúan varias fuerzas no
conservativas que hacen trabajo sobre el sistema, la energı́a mecánica final del
sistema será Emf = Emi +∑iWi , donde la suma se hace sobre todos los trabajos
de las fuerzas no conservativas.

Nota 5.15: ¿Cuándo la normal hace trabajo?

Si un objeto se mueve sobre una superficie, la normal no hace trabajo porque
es perpendicular al desplazamiento del objeto. Pero si la superficie también se
mueve y empuja al objeto, la normal sı́ hace trabajo.

Nota 5.16: Trabajo realizado por un resorte.

El trabajo realizado por un resorte ideal es igual al menos cambio de energı́a
potencial elástica. Si xi es el estiramiento o la compresión inicial del resorte
y xf es la final, entonces el trabajo realizado por el resorte es igual a Wr =
−(1

2kx
2
f −

1
2kx

2
i ) = −

1
2k(x

2
f −x

2
i ).
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Nota 5.17: Teorema de trabajo y energı́a.

El teorema de trabajo y energı́a dice que el cambio de energı́a cinética de un
objeto es igual al trabajo neto (a la suma de todos los trabajos que hay) sobre el
sistema: ∆K =Wn.
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5.2 Problemas sin solucionar

1. Un teléfono celular se cae del bolsillo de Ernesto, el cual está a 105 centı́me-
tros sobre el suelo. Cuando el celular está a 5 centı́metros de tocar el piso, su
rapidez es de 5 metros por segundo.

(a) ¿Era cero la rapidez inicial del celular? Si no lo era, ¿cuál era?

(b) Ernesto tiene mala suerte y el celular no cae en el suelo sino en un
hueco de alcantarilla, que tiene una profundidad de 2 metros. Con
base en lo encontrado en (a), ¿cuál es la rapidez del celular al tocar el
fondo de la alcantarilla?

105 cm

Problemas similares: 5.2, 5.4, 5.5.

2. Mariana Pajón realiza un salto en su bicicleta. Si la rapidez en el punto final
del salto es de 10 metros por segundo y la rapidez inicial es de 8 metros por
segundo,

(a) ¿A qué altura con respecto al punto final está el punto inicial del salto?

(b) ¿Cuál es la energı́a mecánica de Mariana con su bicicleta en cualquier
punto del vuelo si la masa de ella junto con la de la bicicleta es de 65
kilogramos?
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Punto 
inicial

Punto 
final

Problemas similares: 5.4, 5.5.

3. Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique su
respuesta:

(a) La energı́a mecánica de A se conserva si la única fuerza sobre A es el
peso.

(b) Si la energı́a mecánica de un objeto no se conserva, entonces la energı́a
cinética del objeto aumenta.

(c) El cambio de energı́a cinética depende del sistema de coordenadas
elegido.

(d) Si la energı́a potencial gravitacional de un objeto aumenta una cantidad
X (y esta es la única energı́a potencial del objeto) y la energı́a cinética
de ese objeto disminuye una cantidad X, entonces la energı́a mecánica
se conserva.

(e) Si la rapidez disminuye, y la única fuerza actuando sobre el objeto es
el peso, entonces la altura del objeto aumenta.

Problemas similares: 5.3.

4. Matilda pone un objeto de 4 kilogramos sobre un resorte, y deja que el
objeto comprima el resorte. En el punto de máxima compresión el objeto está
en equilibrio, a una altura de 2 metros sobre el suelo. La energı́a mecánica
del sistema total en ese momento es de 200 joules (esta energı́a se mide con
respecto a un sistema de coordenadas en el piso). Tenga en cuenta que la
fuerza ejercida por el resorte sobre el objeto es de magnitud kx, donde x es la
compresión y k la constante del resorte.

(a) ¿Cuál es la compresión del resorte?
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(b) Si Matilda pusiera un objeto de 6 kilogramos, ¿cuál serı́a la energı́a
mecánica total del sistema?

Punto de máxima compresión

2 m

Problemas similares: 5.6, 5.8.

5. La siguiente es una gráfica de las energı́as de un sistema que incluye un
resorte ideal y otro objeto. Con base en la gráfica, explique qué está pasando
con el objeto; ¿sube, baja, se mantiene a la misma altura o aumenta su rapidez?
Explique qué pasa con el resorte; ¿se comprime más o menos?
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Momento 1 Momento 2 Momento 3

Energía Cinética Energía Potencial Gravitacional Energía Potencial Elástica

Problemas similares: 5.8, 5.10.
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6. Cecilia salta desde una altura de 10 metros medidos con respecto al piso,
para caer en una plataforma inflable que se puede modelar como un resorte
ideal. Cuando Cecilia cae sobre ella y la comprime, Cecilia está a 0.5 metros
del piso. Suponga que la energı́a elástica de la plataforma cuando Cecilia la
comprime al máximo es de 1000 J, y que la constante k de la plataforma es de
8 kg/s2.

(a) ¿Cuál es la compresión de la plataforma?

(b) ¿Cuál es la energı́a mecánica total del sistema en el momento justo
cuando Cecilia ha comprimido la plataforma la mitad de la compresión
hallada en (a)?

10 m

0,5 m

Problema similar: 5.9.

7. Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique su
respuesta:

(a) Si tenemos un objeto que interactúa con un resorte ideal, y si sobre el
objeto actúa el peso, la fuerza del resorte y otra fuerzas, entonces la
energı́a mecánica del objeto no se conserva.

(b) La energı́a mecánica de un resorte ideal cambia si el resorte se
comprime.

(c) Si Pedro hala un resorte de constante k una distancia 4d, y si Marı́a
comprime un resorte con el doble de k una distancia d/4, entonces la
energı́a elástica de ambos resortes es la misma.

(d) Cuanto mayor sea la energı́a elástica de un resorte, mayor es la energı́a
mecánica que se pierde para un sistema compuesto por el resorte y un
objeto.
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(e) Si la energı́a cinética de un objeto que interactúa con un resorte ideal
disminuye a la mitad, la energı́a potencial elástica tiene que aumentar
el doble.

Problemas similares: 5.7, 5.11.

8. Dos rinocerontes están peleando. El rinoceronte más pequeño tiene masa de
300 kilogramos y tiene más fuerza, ası́ que logra arrastrar 5 metros al rinoce-
ronte más grande, el cual tiene masa de 600 kilogramos. Hay un coeficiente
de fricción dinámico de 0.25 entre el piso y las patas de los rinocerontes. El
trabajo hecho por el rinoceronte más grande sobre el rinoceronte más pequeño
es de −30 000 J (note el signo negativo). Ambos rinocerontes ejercen una fuerza
constante.

(a) ¿Cuál es el trabajo hecho por el rinoceronte pequeño sobre el grande?

(b) ¿Cuál es la fuerza que el rinoceronte pequeño ejerce sobre el grande?

(c) ¿Cuál es el trabajo neto sobre el rinoceronte grande?

(d) ¿Cuál es el trabajo neto sobre el rinoceronte pequeño?

Nota: como en casi todos los problemas de trabajo, empiece por realizar un
diagrama de trabajo.

Problemas similares: 5.12, 5.13.

9. Stacy saca a su cerdito, llamado Abner, a caminar. Primero Stacy y Abner
caminan sobre un sendero plano una distancia de 200 metros, pero después
caminan 40 metros por una pendiente de inclinación de 60 grados. En la
primera parte del trayecto, Stacy hala a Abner con una fuerza constante de 30
N, marcando un ángulo de 120 grados con el suelo, como se ve en el dibujo.
En la segunda parte del trayecto, Stacy ejerce una fuerza constante de 50 N,
marcando un ángulo de 30 grados con respecto a una lı́nea horizontal, como se
indica en el dibujo.

(a) Halle el trabajo total que Stacy ejerce sobre Abner durante todo el
recorrido.
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(b) Halle el trabajo realizado por el peso sobre Abner en todo el recorrido,
usando directamente la definición de trabajo, F⃗ ⋅ d⃗ —es decir, no use el
hecho de que el trabajo hecho por el peso es −mg(hf −hi)—.

30˚

40˚

120˚

Problemas similares: 5.12, 5.14.

10. Una grúa lleva a un carro de masa de 1000 kilogramos que tuvo un pro-
blema y el freno se le quedó activado (de forma que las llantas no giran). La
calle sobre la que anda la grúa tiene pendiente de 10 grados. La distancia que
recorre la grúa por esa calle es de 500 metros, y el trabajo total que realiza el
cable de la grúa sobre el carro es de 40 000 J. Además, la tensión realizada por
el cable que arrastra el carro es de magnitud de 5000 N. Usando la ecuación
W = ±∥F⃗x∥∥D⃗x∥±∥F⃗y∥∥D⃗y∥,

(a) Halle el ángulo α que se forma entre el cable y la calle.

(b) Halle el trabajo realizado por el peso durante los 500 metros.

(c) Si el trabajo hecho por la fricción dinámica sobre el carro es de −20 000
J, ¿cuál es el coeficiente de fricción?

(d) ¿Cambiarı́a el trabajo realizado por el peso y por la fricción si el carro
hubiera sido arrastrado por una calle más larga pero de menor pen-
diente, de forma que al final el carro llegara a la misma altura que en
el caso original?

10°

α
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Problemas similares: 5.15, 5.18.

11. Inicialmente un ovni de 25 000 kilogramos tiene una rapidez de 100 metros
por segundo, y está a una altura de 50 000 metros. El ovni desciende 1000
metros, y disminuye su rapidez a la mitad. La energı́a mecánica final de la nave
es de 250 000 J.

(a) ¿Cuál es el trabajo total hecho por las fuerzas no conservativas?

(b) Suponga que el ovni sigue descendiendo, aterriza y se detiene por
completo. La fuerza de fricción del aire ejerce un trabajo total de
−20 000 J, y la fuerza de fricción entre las llantas y la pista ejerce un
trabajo de −30 000 J. Si la única otra fuerza no conservativa es la fuerza
de los motores, ¿qué trabajo realizan los motores?

1000 m

  
t1 t2

Problemas similares: 5.19, 5.20.

12. Considere el circuito de carritos de masa mc con los que juega Lina. El
punto de partida está a una altura h1, hay un bucle de radio R que termina a
una altura h2, donde hay un resorte de constante k que amortigua a los carros.
Además, en la única parte donde hay fricción es en el túnel, que tiene una
distancia d.

(a) Escriba una expresión para el coeficiente de fricción en el túnel de
forma tal que el carrito tenga la mitad de la energı́a cinética que tendrı́a
en el máximo punto del bucle si no hubiera fricción. Esta expresión
debe quedar en términos de h1, R, d y g.

(b) Con base en lo hallado en (a), escriba una expresión para la compresión
máxima del resorte cuando el carrito se detiene por completo.
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(c) Escriba una expresión para el trabajo neto sobre el carrito en todo el
recorrido.

h1

h2

d
R

Problemas similares: 5.19, 5.20, 5.22, 5.23.

13. Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique su
respuesta:

(a) El trabajo que una fuerza hace sobre un objeto no se puede calcular
considerando únicamente la componente del desplazamiento que es
paralela o antiparalela a dicha fuerza (pues debemos hallar las demás
componentes del desplazamiento).

(b) Si conocemos las magnitudes de la fuerza y del desplazamiento, y el
ángulo entre ambos, la forma más sencilla de calcular el trabajo es
usando la ecuación W = ∥F⃗∥∥d⃗∥cosθ.

(c) Dos escaladores de la misma masa escalan el monte Everest. Si un
escalador siguió una ruta mucho más corta que el otro, el trabajo hecho
por el peso sobre este escalador fue mucho menor que el trabajo hecho
por el peso sobre el otro escalador.

(d) Cuanto mayor sea la altura inicial de un objeto, mayor será el trabajo
que haga el peso sobre ese objeto, independientemente de cuál sea la
altura final.

(e) El trabajo que A le hace a B es el mismo que el trabajo que B le hace a
A.

Problema similar: 5.16.

14. En una parte de la penúltima etapa del Tour de Francia, Nairo sube por
una pendiente de 10 grados. En cierto momento Nairo tiene una rapidez de
5 metros por segundo, y en ese mismo momento su rival, Froome, tiene una
rapidez de 4 metros por segundo. Froome se mantiene con esa rapidez después
de recorrer 20 metros, pero Nairo disminuye su velocidad a 3 metros por
segundo después de esos 20 metros.
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(a) Halle la razón entre el trabajo realizado por las fuerzas no conservativas
de Froome sobre el trabajo realizado por las fuerzas no conservativas
de Nairo, y comente su resultado.

(b) En los siguientes 30 metros, Nairo y Froome mantienen su velocidad,
y suponga que el trabajo realizado por las fuerzas no conservativas
sobre cada uno es el mismo que el hallado en (a). ¿Cuál es la pendiente
durante estos 30 metros?

10

(Nairo)

(Froome)

Problemas similares: 5.24, 5.26.

15. En una lı́nea de producción de carros, un robot levanta una distancia de 2
metros el chasis de los autos. El robot agarra el chasis cuando este se mueve
sobre una banda de ensamblaje, con rapidez de 1 metro por segundo. Cuando
el robot levanta el chasis hasta los 2 metros, lo deja por unos segundos en
reposo, y luego lo mueve a otra banda de ensamblaje que se mueve con rapidez
de 2 metros por segundo, y que está a una altura de 1 metro por debajo de la
banda inicial. Para evitar daños, justo antes de poner el chasis en la banda final
el robot le da al chasis la misma rapidez que tiene esa banda.

(a) ¿Cuál es el trabajo realizado por la fuerza con la que el robot sujeta
el chasis cuando lo levanta de la primera lı́nea de ensamblaje hasta la
altura de 2 metros y lo deja en reposo?

(b) ¿Cuál es el trabajo neto ejercido sobre el chasis desde la primera banda
hasta que se pone en la segunda?

(c) ¿Cuánto tendrı́a que ser la rapidez de la banda final para que el trabajo
realizado por el robot desde la primera banda hasta la segunda hubiera
sido el doble de lo que en realidad fue?
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2m

1 m/s
1m

2 m/s

Problemas similares: 5.24, 5.25.

16. Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique su
respuesta:

(a) La energı́a mecánica de un objeto cuando una fuerza no conservativa
actúa sobre él se puede llegar a conservar en algunos casos incluso si el
trabajo hecho por esa fuerza no es cero.

(b) El trabajo realizado por la fricción es mayor entre mayor sea la distancia
recorrida por el objeto.

(c) Si el trabajo realizado por las fuerzas no conservativas sobre un sistema
es negativo, entonces la energı́a mecánica de dicho sistema disminuye.

(d) La normal de las sillas de pasajeros de un avión hace trabajo sobre el
pasajero mientras el avión asciende.

(e) Si el cambio de energı́a potencial de una fuerza conservativa es −5 J,
entonces el trabajo hecho por dicha fuerza es −5 J.

Problemas similares: 5.21.

17. Un motociclista de masa m salta de una rampa y en su punto de máxima
altura tiene una rapidez vm. La moto tiene dos amortiguadores ideales de
constante K , uno en cada llanta. La compresión máxima de los amortiguadores
cuando el motociclista cae y se detiene por completo es xm. Además, durante
toda la caı́da el viento ejerce una fuerza de magnitud Fv que marca un ángulo
φ con respecto a una lı́nea vertical, como se indica en el dibujo. Escriba una
expresión para la altura del motociclista justo cuando las llantas tocan el suelo
(antes de que los amortiguadores se compriman). La expresión debe quedar en
términos de m, vm, K , xm, Fv , φ.



718 Fı́sica paso a paso. Más de 100 problemas resueltos

Φ

Vm

Fv

Problemas similares: 5.23, 5.27.

18. Resuelva los problemas 9, 10 y 11 (de la sección de problemas sin resolver)
aplicando el teorema de trabajo y energı́a en lugar de utilizar la ecuación Emf =
Emi +∑iWi (y si usó directamente el teorema de trabajo y energı́a, entonces
resuélvalos usando Emf = Emi +∑iWi).

Problema similar: 5.25.

19. Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas y justifique su
respuesta:

(a) El teorema de trabajo y energı́a sirve para casos de movimiento
parabólico.

(b) La fuerza de fricción puede realizar trabajo positivo sobre un objeto.

(c) Si el trabajo total de las fuerzas conservativas sobre un sistema es cero,
entonces la energı́a mecánica del sistema se conserva.

(d) Si la rapidez final del objeto es mayor que la inicial, entonces el trabajo
neto sobre el sistema es positivo.

(e) Si la energı́a cinética permanece constante, podemos inferir que no hay
fuerzas no conservativas que hagan trabajo.

Problema similar: 5.28.
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