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«Generalmente todos pueden aprender
la geometria y comprenderla;

pero no sucede lo mismo con el dlgebra
y el cdlculo integral y diferencial».

Simén Bolivar

Pueblo de la Magdalena,
cerca de Lima, afio de 1825






Una vez presentida, la cosa inminente
se vuelve cosa prevista; tan extrano.
Y lo descubierto se hace evidente

A la sola luz de lo que ya se padecié.
El Séptimo Cielo no es madas, tal vez,
Que la verdad completa tras el sexto sentido.

Seamus Heaney
Squaring XLVIII, 1991
Version al espariol
Joe Broderick
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PRESENTACION

res universidades del pais y la regién, y movida por ese sueno

posible ha trazado su prospectiva, su proyecto colectivo de
refundacién, que busca superar sus bajos desempefios académicos, su ais-
lamiento nacional e internacional, su divorcio con el Magdalena y la Re-
gi6én Caribe, el limitado desarrollo de la investigacién y la baja frecuencia
de sus publicaciones. Empefo que intensificaremos con la Reforma Acadé-
mica elaborada durante varios meses por sus profesores, estudiantes y di-
rectivos.

I a universidad del Magdalena tiene un suefo: ser una de las mejo-

En esa perspectiva, el apoyo a la creacién cientifica y literaria es una
prioridad que estamos atendiendo y atenderemos en la medida de nues-
tros aun limitados recursos.

Es una prioridad porque no puede haber excelencia académica y un es-
calamiento de la investigacién en una universidad si el pensamiento no
plasma sus hallazgos, sus conquistas, sus perplejidades y sus dudas, a tra-
vés de libros, revistas y periddicos. Una universidad sin publicaciones se-
ria, por tanto, un campus estéril, una caricatura de universidad.

Nos hemos esmerado y nos seguiremos esmerando en publicar textos
(Libros y revistas) respaldados s6lo por sus méritos y su calidad; esa segui-
ra siendo nuestra inflexible e inalterable directriz en materia editorial.

Eso explica la publicacién del libro del doctor Kemel George Gonzalez,
Ph.D en Ciencias con especialidad en matematicas del Centro de Estudios
Avanzados de México, quien ha sido profesor de post-grado de la Univer-
sidad Nacional y profesor titular de la Universidad Distrital de Bogotd «Fran-
cisco José de Caldas» durante varios anos; y en la actualidad profesor
visitante de nuestra universidad para el fortalecimiento del médulo de cal-
culo diferencial e integral. El doctor George Gonzalez no sélo es un acadé-



mico de destacada inteligencia y meritorios titulos, sino también un
magdalenense oriundo de Salamina.

Con el libro «Cdlculo con infinitesimales», la Universidad del Magdale-
na inaugura, promisoriamente, su linea de investigacién en matematicas, y
ratifica su apoyo a una especialidad en la que nuestra institucién tiene
talentosos y creativos cultores, cuyos puntajes han sido los més altos en los
post-grados realizados por otras universidades; eso significa que en Santa
Marta y el Magdalena tenemos un fértil semillero de matematicos que de-
bemos cultivar con particular atencién.

Con su libro, el profesor Kemel George Gonzalez le entrega al mundo
universitario, a sus profesores y estudiantes de matematicas, una impor-
tante herramienta didéctica para el estudio del cédlculo, que enriquecera
las referencias bibliogréficas de los programas oficiales sobre la materia.

Nos complace presentar al mundo académico nacional el libro de este
brillante profesor de sangre caribe y con sélidas raices en el Magdalena, a
cuya iniciativa de Senador de la Republica le debemos, en buena parte, la
Estampilla que nos permitird construir la Ciudadela Universitaria, demos-
trando que desde la politica —el pasatiempo favorito del docente Kemel
George Gonzalez- se pueden hacer también loables gestiones en favor de
la educacién y la cultura, sin mediar otro tipo de céalculo.

Carros Epvarpo Caicepo OMAR

Rector

Fonpo EpitoriaL UniveRsiDAD DEL MAGDALENA



PROLOGO

«Sélo tomando unidades infinitamente pequenas para
la observacién (la diferencial de la historia,

esto es, las tendencias individuales de los hombres)

y accediendo al arte de integrarlas

(esto es, encontrando la suma de estos infinitesimales)
podemos esperar llegar a las leyes de la historia».

Leon Tolstoy
La Guerra y la Paz. Tercer libro, tercera parte, capitulo I.

"§ urante muchos anos ensené andlisis de Fourier a los ingenieros
$ electrénicos y de sistemas. Me consideraba un experto en la
materia. Exponia, una y otra vez, como es usual en este oficio,

las series de Fourier, la transformada integral de Fourier y la transformada
discreta de Fourier, asi como sus propiedades, relaciones y aplicaciones.
Con el tiempo, comencé a sentirme enormemente molesto porque los cur-
sos se convertian en la «repeticiéon de la repetidera» ya que los resultados
de los tres temas eran muy parecidos, casi los mismos, aunque se trataran
en tres capitulos distintos. Naci6é en mi la conviccién de que las tres entida-
des —transformada discreta, serie y transformada integral- eran una mis-
ma cosa, pero mis esfuerzos por cambiar creiblemente una transformada
en otra resultaban infructuosos. Asi estaban las cosas cuando tuve la opor-
tunidad de tratar el asunto con el doctor Carlos Imaz Jancke, quien inves-
tigaba modelos de calculo con infinitesimales. «2En vez de cambiar de
transformada, no has pensado cambiar de modelo de calculo?» — me dijo. A
partir de alli, incursioné con Imaz en la aventura del analisis no estandar y
los modelos infinitesimales de cédlculo, lo que nos llevé a’ inventar nuestro
propio modelo numérico y de célculo con infinitesimales. Asi, hemos podi-
do demostrar el caracter unificado de la teoria de Fourier y la intima rela-
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ci6n entre el discreto y el continuo, relacién que deja de ser imperceptible
una vez que se utilice la escala infinitesimal. Asi mismo, hemos encontra-
do que la teorfa discreta y continua de la reconstruccién de senales es una
sola, como podré verificarse con nuestros resultados sobre el teorema del
muestreo de Shannon. No puedo dejar de mencionar la deuda de gratitud
con el doctor Luis Moreno Armella, quien me animé a llevar este estudio
hasta sus ultimas consecuencias, y con el Rector de la Universidad del
Magdalena, Carlos Eduardo Caicedo Omar, quien hizo posible la edicién
del libro. Esperamos que nuestro método, que hemos bautizado como
MicroCélculo, sea una herramienta apropiada para la ensefanza y el apren-
dizaje del célculo en el aula de clase y una toma de posicién ante un viejo
mito, porque aqui, el discreto y el continuo estdn unidos por un vinculo
inseparable.

Fonoo EpitoriaL UNIVERSIDAD DEL MAGDALENA



INTRODUCCION

«Tenemos que abandonar este hdbito de pensamiento.

No hemos de admitir la posibilidad de la observacién continua.
Las observaciones se han de considerar como acontecimientos
discretos, ‘desconectados’.

Entre ellos hay huecos que no pueden llenarse».

Erwin Schrédinger
Causalidad y mecdnica ondulatoria.

1 MicroCalculo! es el estudio de los fenémenos del célculo, a es-

cala infinitesimal. Pero no de cualquier fenémeno, sino de aque-

llos representados en el continuo que, en realidad, se originan en
el discreto y que, mediante nuestro modelo de célculo, hacen el transito al
continuo, que es el escenario donde aparentemente se observan. De alli
que el MicroCalculo sea una especie de cdlculo discreto infinitesimal, con-
cepto equivalente que consideramos muy adecuado. La idea primaria de
este libro es la conversion del calculo tradicional que se ensefa en el aula
de clase, en lo que fue su origen: las sumas y las restas. En otras palabras,
nos proponemos convertir la accién de integrar y diferenciar en una accién

de adicionar y sustraer, sélo que lo haremos a escala infinita e infinitesi-
mal.

Esta idea, original de Leibniz, rein6 en la matemdtica durante casi dos-
cientos afos. Luego de su auge, entré en desgracia, y fue dejada de lado
hace un siglo, imponiéndose una doctrina oficial que es la que se basa en el
concepto de limite, tal y como se ensena en el aula de clase.

1 MicroCdlculo es el logosimbolo del modelo de Célculo con Infinitesimales inventado por
Kemel George y Carlos Imaz Jancke, Cinvestav, México, 2000.
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Nosotros hemos retomado la construccién inicial en condiciones moder-
nas, volviendo a considerar los elementos organizadores que le dieron vida
al célculo (en su orden: la variable, la diferencial, 1a funcién, la derivada y
la integral), inmersos en modelos infinitesimales, que son construcciones
cuyo pariente més cercano es el andlisis no estdndar. Asi, el MicroCalculo
deviene en el estudio de tales elementos, de sus relaciones y distinciones,
su alcance teérico y sus aplicaciones, postulando al célculo discreto infini-
tesimal como un estado intermedio entre el continuo tradicional y el discre-
to moderno. Para usar una metéfora, nuestro célculo es el eslabén perdido
entre el discreto y el continuo.

Pero hemos ido maés alla. Nos interesa develar el origen discreto de fené-
menos cuya observacién aparente es de dominio continuo, reformulando-
los bajo el modelo infinitesimal que aqui presentamos y convirtiéndolos al
continuo mediante una transicién que cumple todos los requisitos del rigor
y conserva un sabor didactico. El apoyo practico de este cdlculo en el aula
de clase, es el computador, que brinda un contexto aproximativo para las
cantidades numéricas infinitas e infinitesimales, cuya organizacion repre-
senta fenémenos, sean estos acusticos, mecanicos, épticos y electromagné-
ticos, voz, imagen, sonido, texto escrito, o simplemente estructuras de datos.
Ademés, como mostraremos en varias oportunidades en el libro, hemos
creado un modelo explicativo, esto es, no es sélo un modelo de cdlculo para
calcular, sino que esta hecho para producir la conversion del discreto al
continuo y asi explicar los fenémenos que el modelo tradicional no puede
siquiera detectar?.

Si se ojea cualquier texto de un primer curso de calculo, se verifica que
entre sus objetivos y aplicaciones se encuentra el estudio de las sucesiones,
limites y funciones, las reglas de derivacién e integracion de funciones, la
obtencién de méaximos y minimos, el célculo de longitudes, areas, superfi-
cies y volimenes, y otros topicos familiares, como el calculo de varias va-
riables. En ese terreno, el MicroCélculo no puede competir con el cdlculo
tradicional, a quien le reconocemos la primacia. En cambio, tratamos de
crear alternativas para su ensefanza penetrando la naturaleza misma del
sistema numérico y de los elementos constituyentes del calculo diferencial
e integral, lo que nos coloca en condiciones de explicar satisfactoriamente

2 C.Imaz, Una alternativa tedrica al célculo, Didactica, Investigaciones en Matematica Educa-
tiva, Grupo Editorial Iberoamérica, 1996.

Fonpo EpitoriaL UNIVERSIDAD DEL MAGDALENA



un area de profundo interés entre los ingenieros, los fisicos y los docentes
matematicos: la delta de Dirac como funcién, el analisis de Fourier, las so-
luciones de ciertas ecuaciones diferenciales, el teorema del muestreo, en-
tre otros.

Construiremos un modelo de andlisis de Fourier unificado, en donde el
transito del dominio discreto al dominio continuo produce la conversién de
la transformada discreta en serie de Fourier, y de ésta en transformada inte-
gral, mostrando asi el cardcter unitario de la teoria de Fourier. Con ello,
esperamos mostrar que el MicroCalculo provee al docente de un modelo
integrado como herramienta apropiada para la ensefianza y el aprendizaje
del andlisis de Fourier en el aula de clase, donde se representa por igual, la
transformada discreta, las series y la transformada integral, ya que en dicho
modelo, el discreto y el continuo estdn unidos por un vinculo inseparable.

Al lograr esta construccién logramos resolver el problema -hasta ahora
insoluble- del transito del discreto al continuo en el andlisis de Fourier y
también explicar con entera satisfaccién la delta de Dirac como funcién y
sus aplicaciones. Como una primicia, revelaremos el origen discreto del
teorema del muestreo Shannon y su conversiéon en teorema de muestreo de
dominio continuo. Una aplicacién practica de fundamental importancia es
el modelo matematico de voz humana, que nos permite una explicacién de
la relacion profunda entre el continuo y su reconstruccién por medios dis-
cretos, y que ocupara también una buena parte de nuestra investigacion.

Detras de la diversidad de resultados, como puede verificarse, hay un
hilo conductor: el modelo de cédlculo infinitesimal secuencial cuya base es
el concepto de diferencial. En una dimensién, por supuesto, lo que signifi-
ca que se abre la expectativa de otro libro, para el MicroCélculo en dos y
tres dimensiones. El enfoque que sigue mostrard, en la medida de nuestras
posibilidades y pese a las inevitables tensiones entre lo clasico y lo moder-
no, un vinculo solidario entre el célculo tal y como convencionalmente se
ensena en el aula de clase, y el que es originario de sus fundadores, a la luz
de los recursos que nos proveen las nuevas teorias matematicas y las cien-
cias computacionales.
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" Capitulo 1

Origen, destierro y renacimiento
de los infinitesimales

Hace unos trescientos anos el cdlculo infinitesimal, o mas exactamente,
el calculo con infinitamente grandes e infinitamente pequeiios, reiné en la
matemadtica durante casi dos siglos. Después de tal periodo de esplendor,
entré en desgracia, y fue desterrado a fines del siglo pasado, imponiéndose
una nueva doctrina oficial, que es la que se basa en el concepto de limite,
tal y como se ensena en el aula de clase.

Pero los infinitesimales fueron expulsados vivos y rondaron a los matema-
ticos como fantasmas, durante su destierro. Hace pocas décadas, cumpliendo
todos los estandares del rigor, el cdlculo con infinitesimales ha renacido y
cobra vigor en el aula de clase, compitiendo con el cdlculo convencional y
mostrando que también tiene futuro. Lo que sigue es sélo un fragmento de su
grandiosa historia. Describiremos apenas tres episodios —surgimiento, crisis
y esperanzas— de lo que se ha considerado como una de las més grandes
conquistas de la humanidad. Como en toda historia, no han faltado las
incompresiones, las deslealtades y las traiciones. Nos interesa mantener la
vista fija en un aspecto fundamental: la actualidad del cdlculo infinitesimal,
con el sabor que inicialmente le dieron sus fundadores.

¢ QUE ES EL CALcuLO?

Si abrimos un diccionario elemental de mateméticas podemos leer defi-
niciones como las siguientes: «Calculo. Una rama de las matematicas que
usa la idea de limite, y generalmente dividida en dos partes: calculo inte-
gral y diferencial»'. En una seccién de Internet, encontramos la siguiente

1 J. Daitith, R. D. Nelson, Dictionary of Mathematics, Penguin Books, 1989.
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definicién: «C4lculo es, en cierto sentido, el estudio de las funciones. Usted
aprende c6mo hacer toda clase de cosas bien hechas con las funciones,
llamadas diferenciacién, integracién y cosas como esas»?. Algunos ven en
el calculo un vinculo y un intercambio que se establece entre lo continuo y
lo discreto®.

Cuando no se encuentran palabras para definirlo, se acude a su rol como
herramienta en el desarrollo de la sociedad humana, como lo muestra la
siguiente cita: «Es mas facil decir lo que hace el calculo que lo que es el
calculo. Practicamente, todo desarrollo importante en la ciencia y en la
matematica desde 1600 hasta 1900 estuvo conectado de alguna forma u otra
con los métodos diferenciales e integrales. El cdlculo infinitesimal ha sido
la principal herramienta en la explotacién de los recursos terrestres, en la
elaboracion de las cartas de los cielos y en la construccién de la tecnologia
modema. Sus aplicaciones ocurren en donde hayan fenémenos medibles:
gravitacién, calor, luz, sonido, electricidad, magnetismo y ondas de radio»*.

Halmos, una autoridad en la materia, en vez de lograr algun tipo de sim-
plificacién conceptual, le agrega todo tipo de ingredientes, hasta hacerlo
indefinible: «Los profesores de matematicas elementales de los EU fre-
cuentemente se quejan de que todos los libros de calculo son malos. Este es
el punto a tratar. Los libros de céalculo son malos porque no hay un sujeto tal
como calculo; no es un sujeto porque es muchos sujetos. Lo que llamamos
calculo en nuestros dias es la unién de un retoque de légica y teoria de con-
juntos, alguna teoria axiomatica de campos ordenados completos, geometria
analitica y topologia, ésta viltima en el sentido «general» (limites y funciones
continuas) y en sentido algebraico (orientacién); teoria de la variable real
propiamente asi llamada (diferenciacién); la manipulacién simbélica com-
binatoria llamada integracién formal; los primeros pasos de teoria de la
medida en bajas dimensiones, alguna geometria diferencial; los primeros
pasos del analisis clasico de las funciones trigonométricas, exponenciales
y logaritmicas, y, dependiendo del espacio disponible y la inclinacién per-
sonal del autor, algun libro de ecuaciones diferenciales de cocina, mecani-

2 The Math Forum, Ask Dr. Math, Internet, 1996.

3 R. M. Young, Excursions in Calculus, An Interplay of the Continuous and the Discrete. The
Mathermatical Assotiation od America, 1992.

4 M. E. Baron, The Origins of the Infinitesimal Calculus, Dover Publications, Inc., New York,
1969.
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ca elemental y un pequeno surtido de matematicas aplicadas. Con cual-
quiera de éstos, es muy duro escribir un buen libro; la mezcla es imposi-
ble»®. A proposito, entonces, surge la pregunta: éque es el calculo?

CALCULO E INFINITUD

La respuesta apropiada sélo la obtendremos si viajamos directamente al
origen, ya que élla se encuentra en las fuentes originales y en los propios
titulos de las obras de los primeros autores. Wallis, contempordneo a Newton,
en 1665, titula su libro: Arithmetica infinitorum. Diez anos mas tarde, hacia
1665, Newton escribe el breve compendio: De Analysi per Aecuationes
Numero Terminorun Infinitas. Y Leibniz, en 1686, titula su ensayo: De
geometria recondita et analysi indivisibilium atque infinitorum... La fa-
mosa publicacién de 1'Hopital, que data de 1696, se llama: Analyse des
infiniment petits, pour I'intelligence des lignes courbes. Euler denominé su
libro magistral: Infroductio in Analysin Infinitorum, publicado en 1748, que
aparece en dos tomos, en su monumental Opera Omnia. Hubo que esperar
hasta 1755 para que Euler publicara Instiiutiones Calculi Differentialis. Y
hubo que esperar mucho mas, hasta 1770, cuando dié a conocer sus tres
tomos denominados Institutiones Calculi Integralis.

¢Qué observamos de todos estos titulos? Una palabra curiosa, enigma-
tica, comun a todos éllos: la palabra infinito. O mas exactamente, infinito-
rum. En realidad, la varias veces citada palabra latina infinitorum es plural,
lo que, por ejemplo, llevaria a traducir el titulo de Euler como «Introduc-
cion al analisis de los infinitos». ¢Qué querria decir Euler al usar el plu-
ral? Seguramente sin saber que eludia un problema profundo, el autor de
la traduccién de Euler al inglés colocé el titulo «Introduction to Analysis
of the Infinite»® aclarando que la palabra «infinities» era incémoda. De
acuerdo a la observacién de un estudioso del tema’, el uso del plural se
debe a que en el origen del cdlculo hay varios infinitos: series infinitas,
productos infinitos y fracciones continuas. Pero esto no aclara el hecho de
que en el texto también hay capitulos donde Euler maneja igualmente los
infinitesimales. Tantos, que la traduccién francesa se pasa al extremo opues-

5 P R. Halmos, «How to write mathematics», L Enseignement Mathématique, Vol. 16, 1970.
6 L. Euler, Introduction to Analysis of the Infinite, Book I, Springer-Verlag, New York Inc., 1988
7 R. M. Young, Op. Cit.
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to, y traduce el libro de Euler como «Introduction a 1'analyse infinitesimale»®.
Queda entonces la duda de si con Infinitorum no se referia Euler a dos tipos
de infinitos, tanto a los niimeros infinitamente grandes como a los infinita-
mente pequenos.

Nosotros nos inclinamos por esta hipétesis. El calculo, como lo entendie-
ron sus fundadores, no es otra cosa que el célculo de infinitos, los infinita-
mente grandes y los infinitamente pequenos. El propio Euler distingue
claramente el cdlculo, en general, del célculo diferencial e integral. Asi,
queda claramente establecido que hay una gran distincién entre algebra y
calculo, ya que aquella no necesariamente apela al infinito, mientras que al
calculo el infinito le es esencial. Para que sirva de ilustracién, podriamos
establecer la igualdad: célculo = dlgebra + el infinito.

De todo ésto, hay que retener una idea suprema: la intima relaciéon que
existe entre calculo e infinitud, sea esta infinitud de escala infinita o infini-
tesimal.

Los ORIGENES

Hay unanimidad entre diversos autores en que el calculo moderno, tal y
como se entiende en todo el mundo, sea éste denominado cédlculo de infini-
tos, célculo infinitesimal, cdlculo diferencial e integral o de cualquier otro
modo, tuvo su origen en Leibniz (1646-1716) y Newton (1642-1727), aun-
que sus raices mas remotas se encuentran en Eudoxo, Arquimedes, Cavalieri,
Pascal, Fermat, Descartes, Kepler, Wallis, Barrow y muchos mas. La utiliza-
cién de enteros infinitos se remonta al siglo XVII, con Pascal’, quien calcu-
16 el area bajo la parabola asumiendo que ésta podia encerrarse en un
numero infinito de rectangulos, al dividir un segmento por un entero infi-
nito. A los contemporaneos, que le criticaron que estos usos violaban el
sentido comun, Pascal les respondié que cuando las cosas no estan claras,
interviene el corazén'®. Sobre estos aspectos la bibliografia abunda, desde
compendios populares' hasta investigaciones mas profundas.

8 L. Euler, Introduction a I'analyse infinitesimale, Tome Premier, I'Ecole Polytecnique, 1835.

9 R. M Young, Excursions in Calculus, The Mathematical association of America, 1992.

10 C. Boyer, The History of the Calculus and its Conceptual Development, Dover, New York, 1959.
11 M. Perero, Historia e historias de las matemdticas, Grupo Editorial Iberoamérica, 1994.

12 C. B. Boyer, The History of the Calculus and ils Conceptual Development, Dover Publications,
Inc., New York, 1959.
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La siguiente es una frase muy citada de uno de los dos fundadores, un
par de anos antes de su muerte: «Una de las invenciones mas nobles de
nuestro tiempo ha sido una nueva clase de andlisis matematico, conocido
como el calculo diferencial; pero, mientras que su sustancia ha sido ade-
cuadamente explicada, su fuente y motivacién original no ha sido hecha
publica. Hace casi cuarenta afnos que yo lo inventé...»".

Esto no fue aceptado por los ingleses, quienes le atribuyeron la verdade-
ra invencion del célculo, no a Leibniz, sino a Newton, lo que produjo una
polémica cuyas consecuencias han sido siempre calificadas de deplora-
bles'*. El juicio de la historia ha dado, con criterio unéanime, el titulo de
fundadores del cdlculo a ambos.

LAS CONTROVERSIAS

Hasta aqui llega la unanimidad. En lo que al cdlculo infinitesimal se
refiere, por lo visto, ni siquiera la combinacién de las dos palabras calculo
e infinitesimal indica a qué cuestion nos referimos exactamente cuando las
pronunciamos. Ya hemos indicado que los fundadores del célculo, para ti-
tular sus obras, utilizaban indistintamente las palabras infinito e infini-
tesimal. En la actualidad, como puede verse en las bibliotecas y en las
librerias, la mayoria de los textos escolares lo utilizan en su sentido literal,
refiriéndose a la forma como lo denominaron sus inventores, teniendo cui-
dado en aclarar que a lo que se refieren es el calculo diferencial e integral,
ya que, segun estos textos, los infinitesimales no existen.

Bertrand Russell, critico implacable de los infinitesimales, ofrece la si-
guiente version de lo que es el cdlculo: «Calculo infinitesimal es el nombre
tradicional que recibe el conjunto del Calculo diferencial e integral, y como
tal lo conservo; pero como veremos en breve, no existe alusién ni implica-
cién a lo infinitesimal en parte alguna de esta rama de la matematica»'s,

Se pueden encontrar muchos textos de matematicas aplicadas donde los
infinitesimales se utilizan abundantemente para resolver los problemas
planteados; sus autores aclaran que ayudan a la intuicién, pero que cuando

13 G. W. Leibniz, Historia et Origo Calculi Differentialis, 1714.
14 E. T. Bell, Hisloria de las matemdticas, Fondo de Cultura Econémica, México, 1949.
15 B. Russell, Los principios de la matemdtica, (3a.Ed.), Espasa-Calpe, Madrid, 1977.
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hablan de infinitesimales no estin hablando en serio. Este modo fraudu-
lento de utilizacién de un concepto no se limita a los libros de texto. Tam-
bién afecta a los especialistas en materia educativa. Recientemente, se
realiz6 un evento muy importante en Sevilla, Espafia, el VIII Congreso
Internacional de Educacién Matematica ICMES8. Una de sus comisiones se
denominé «El Futuro del Calculo Infinitesimal», pero no hubo una séla
referencia al calculo con infinitesimales.

La aparente ambigiiedad en la utilizacién del doble término «calculo
infinitesimal» no obedece tanto a una confusién o un malentendido. Ella
encierra el secreto de los cambios que se produjeron en el proceso de desa-
rrollo del célculo, en el que los infinitesimales y los infinitamente grandes,
su esencia intima desde el origen, fueron posteriormente desterrados como
alternativa, y se impusieron otras construcciones matematicas que impe-
ran en los curriculos oficiales y que, pese a los problemas cognitivos que
conlleva, han reinando durante los ultimos cien afos con éxito.

EL CALCULO LEIBNIZIANO

Importantes investigaciones modermnas arrojan luz sobre el calculo, como
en un principio lo manejaron sus fundadores, desde Leibniz a Euler. Uno
de los mas destacados estudios es el de Bos'®, quien aclara muchos
interrogantes, como veremos a continuacién. De acuerdo a este investiga-
dor, el concepto fundamental del célculo leibniziano es el de diferencial. El
andlisis Cartesiano se caracteriza como el estudio de las curvas mediante
métodos algebraicos. Esto es denominado por Leibniz y 1'Hépital calculo
ordinario. En cambio, el célculo infinitesimal es aquél cuya principal he-
rmamienta de andlisis es 1a diferencial

El concepto de derivada, como modernamente lo denominamos, presu-
pone el de funcién, y por tanto no se utilizé6 como tal durante varias déca-
das, hasta que se produjo la separacion entre la geometria y el analisis, lo
que hizo posible la emergencia de la funcién de una variable. La funcién,
como actualmente se la conoce, emerge décadas después de la fundaciéon

16 H. J. M. Bos, «Differentials, Higher-Order Differentials and the Derivative in the Leibnizian
Calculus,» Archive for Hislory of Exact Sciences, Vol 14, 1974/75.
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del calculo. Contra toda evidencia, la derivada de una funcién no pudo existir
en la fase geométrica del célculo infinitesimal.

El calculo leibniziano, en sus inicios, concierne al analisis de las curvas y
las relaciones entre variables de cantidades geométricas involucradas en las
curvas, tales como sus ordenadas y abcisas, la longitud de arco, radio, arco
polar, subtangente, normal, tangente, areas entre curvas y los ejes, rectan-
gulo circunscrito, centros de gravedad de los arcos y sélidos de revolucion.
Este calculo acepta las cantidades infinitas e infinitesimales como genui-
nas entidades matematicas. La variable opera en un rango como sucesion
ordenada de valores. La diferencial es la diferencia infinitesimal entre dos
valores sucesivos de la variable.

La etapa primaria de este calculo es la teoria de sucesiones numéricas, de
diferencias de sucesiones y de sumas de sucesiones. En su desarrollo ulte-
rior y como una extrapolacion infinitesimal, una curva sera una linea poligonal
constituida por segmentos infinitesimales de rectas. Las abcisas y ordenadas
de estas curvas son variables continuas s6lo en el sentido de que actian
como sucesiones de valores separados infinitesimalmente.

Un NUEVO METODO

Leibniz publica en Acta Eruditorum, 1684 su breve ensayo titulado: «Nova
methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas
nec irrationales quantitates moratur, et singulare pro illis calculi genus»'.
Dado que hay diversas opiniones sobre élla,'® es necesario volver a esta
obra, ya que su estudio arroja luz sobre el nuevo método que Leibniz comu-
nica, aunque sin mayores explicaciones: el calculo de diferencias y de su-
mas, a escala infinitesimal. Esta es la esencia del célculo, desde su origen.

Para Leibniz —desde nuestro punto de vista y siguiendo a Bos— una varia-
ble x actia como sucesiéon ordenada de valores, por lo que es perfectamente
posible definir su diferencial como la nueva variable dx que es la diferencia
infinitesimal entre dos valores sucesivos de la variable x. Esto explica que,

17 G. W. Leibniz, Andlisis Infinitesimal, Un nuevo método para los maximos y los minimos, asi
como para las tangentes, que no se detiene ante las cantidades fraccionarias o irracionales, y
es un singular género de cdlculo para estos problemas, Editorial Tecnos, S. A., 1987.

18 J. De Lorenzo, Estudio Preliminar, Andlisis Infinitesimal, Editorial Tecnos, S. A., 1987.
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con toda naturalidad, Leibniz establezca sin mayores rodeos las siguientes
reglas del célculo (la cita es textual):

«Si a es una cantidad constante dada, serd da = 0 y d(ax) = ad(x)».
«Siy = vserd dy = dv »
«Adicién y sustraccién:
siesz-y+wx=v,serddz-y+w+x) =dv=dz-dy +dw + dx».
«Multiplicacién:

dxv) =xdv + vdx
6 poniendo y = xv, sera

dy = x dv + v dx»

«Divisién: (poniendo z=v/y)

«Es arbitrario poner la férmula como «xv» o abreviadamente una letra
en su lugar, como «y». Ha de notarse en este célculo que «x» y «dx» han de
ser tratados del mismo modo que «y» y «dy» o cualquier otra letra determi-
nada con su diferencial»*.

De estas reglas, Leibniz deduce las propiedades mas conocidas de la
diferencial de las potencias y las raices:

«Potencias:

dx® = ax*'dx.etc., »

«Raices:

Funsg a =
d”\,*x“ =deb Hxa b » etc"zo

19 Un nuevo mélodo..., pégina 5.
20 Un nuevo método... pagina 7.
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El alcance de esta nueva herramienta teérica salta a la vista: «Del cono-
cimiento de este Algoritmo, asi lo llamo, o de este cdlculo, que llamo dife-
rencial, pueden obtenerse todas las otras ecuaciones diferenciales por medio
del algebra comun, y los méximos y minimos, asi como pueden obtenerse
las tangentes, de tal forma que no sea necesario separar las fracciones o los
irracionales u otros vinculos, como, sin embargo, debia hacerse segun los
métodos hasta ahora publicados»?!.

Hay un concepto completamente nuevo para el calculo de la tangente:
«En esta situacién se consigue, para encontrar la tangente, trazar la recta
que una dos puntos de una curva que estén a una distancia infinitamente
pequena o el lado prolongado de un poligono de infinitos &ngulos, que
para nosotros equivale a la curva. Esa distancia infinitamente pequeria siem-
pre puede ser expresada por alguna diferencial conocida, como «dv», o por
una relacién con la misma, esto es, a través de alguna tangente conocida»?2,

En pocas lineas, Leibniz resuelve el problema de la ley de refraccién,
que ha costado a otros, varios afios de esfuerzos: «Y se tiene asi la demos-
tracion por el célculo, realizada por nosotros en otra parte de estas mismas
Actas, cuando exponiamos el fundamento general de la Optica, Catoptrica
y Dioptrica. Lo que otros doctisimos varones han investigado con muchas
dificultades, el conocedor de este Célculo lo ha obtenido en tres lineas»®.

Luego de resolver problemas diversos, incluidos algunos de logaritmos,
mediante su tridangulo caracteristico, Leibniz concluye: «Y ciertamente es-
tos puntos son los inicios de una Geometria muy sublime que también se
extiende a los dificilisimos y hermosos problemas de la Matemadtica mixta
que sin nuestro cédlculo diferencial o semejante nadie podra tratar con pa-
recida facilidad»*. Estas ideas claves van a ser registradas y ampliadas
posteriormente en otro ensayo magistral, dos afios mas tarde.

21 Ibid, pagina 8.
22 Tbid, pagina 9.
23 Ibid, pagina 13.
24 Tbid, pagina 14.
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ToDO SE REDUCE A UN JUEGO

El sequndo ensayo: «De Geometria recondita et Analysi indivisibilium
atque infinitorum», lo publica Leibniz en el Acta Eruditorum, en 1686%.
Polemiza con algunos matematicos y afiade ricas ideas a las del Nuevo
Método: «Comprendiendo que algunas cosas que publiqué en estas Actas
para el avance de la Geometria no han sido suficientemente entendidas
por algunos hombres doctos y mas ain han sido cambiadas en su uso y
algunas no han sido suficientemente comprendidas bien por error del que
escribe bien por otra causa, pensé que seria de gran valor anadir en este
lugar lo que puede ilustrar los asuntos anteriores»?.

El andlisis leibniziano es diferente al cartesiano, porque penetra el infi-
nito mismo, mientras que el segundo es considerado geometria vulgar: «Pues
de este modo los teoremas y problemas, que eran dignos de admiracion, se
desarrollan con tal facilidad que ya no es necesario aprenderlos y tenerlos
en cuenta sino como son estudiados la mayor parte de los teoremas y pro-
blemas de la Geometria vulgar por quien la tiene por elemental»®.

Hace un reconocimiento a los que han contribuido a la fundacién del
calculo, por lo que transcribimos enteramente tan valiosa cita: «Falta, para
que no parezca que me atribuyo demasiado a mi mismo o que menosprecio
a los demds, que diga en pocas palabras lo que en mi férmula se debe
especialmente a los insignes matematicos de nuestro siglo en este género
de Geometria. Los primeros, Galileo y Cavalieri, empezaron a descubrir
las oscurisimas artes de Conon y Arquimedes. Pero la Geometria de los
indivisibles de Cavalieri fue solamente la infancia de una ciencia renaciente.
Mejores soluciones aportaron tres hombres célebres: Fermat, encontrando
el método de méximos y minimos; Descartes, mostrando la razén de expre-
sar por ecuaciones las lineas de la Geometria comun (pero excluyo6 las tras-
cendentes), y Gregorio de San Vicente, hallando muchas cosas valiosas ... Y
sin embargo, nada quita de elogio merecidisimo de los descubrimientos.
Siguen a éstos el escocés James Gregorio y el inglés Isaac Barrow, que
enriquecieron admirablemente este tipo de ciencia con grandes teoremas.

25 G.W. Leibniz, Anélisis Infinitesimal, Sobre una geometria altamente oculta y el anélisis de los
indivisibles e infinitos, Editorial Tecnos, S. A., 1987.

26 Ibid., pagina 17.
27 Ibid., p4gina 19.
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Ademas, Nicolds Mercator, de Holstein, matemaético e ilustrisimo, que fue
el primero, que yo sepa, que dio una cuadratura por serie infinita. Y no sélo
realizé el mismo descubrimiento independientemente, sino que también
lo perfeccioné con una razén universal un geémetra de profundisimo inge-
nio, Isaac Newton, que si diera a conocer sus pensamientos, los que entien-
do que tiene, nos proporcionaria sin duda nuevos caminos para extraordinarios
aumentos y tratados de la ciencia»®.

El triangulo caracteristico aparece como una gran luz, y el analisis se
convierte en un juego o una broma: «Me correspondié a mi, entonces prin-
cipiante en estos estudios, que desde un inico aspecto de una demostracién
sobre la magnitud de la superficie esférica se me apareciera de repente la
gran luz ... Hasta que finalmente encontré el verdadero suplemento del
Algebra para las trascendentes, es decir, mi cdlculo de los infinitamente
pequenos, o diferencial o sumatorio o de cuadraturas, y, si no me engano,
es lo que llamo acertadamente Analisis de los indivisibles y de los infini-
tos, que, una vez encontrado, todo lo que antes me causaba admiraciéon en
este campo me parece un juego y una broma»?®.

Esta es la idea central que queremos fijar de una vez y para siempre: el
cdlculo diferencial e integral, considerado como algebra de diferencias y
de sumas a escala infinita e infinitesimal, hace que el ejercicio del calculo
se reduzca a un juego o a una broma.

LA REGLA DEL PRODUCTO

Para colocar un sélo ejemplo, el siguiente es uno de los més simples y
brillantes resultados del método leibniziano. Tomemos dos variables x y y
asi como sus correspondientes diferenciales, dx, dy.Tanto el producto xy como
las adiciones x+ dx y y + dy son auténticas variables, por lo que podemos
calcular la diferencial de la variable xy calculando literalmente las diferen-
cias del 'siguiente elemento menos el anterior':

d(xy) = (x+dx)(y+dy)—xy = xdy + ydx + dxdy

28 Sobre una geomeltria altamente oculta..., padgina 26.
29 Ibid., pagina 27.
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Leibniz descarta la variable dxdy, dado que su contribucién es despre-
ciable, obteniendo la famosa regla del producto:

d(xy) = xdy + ydx

La cita textual de Leibniz es la siguiente: «d(xy) es la diferencia entre los
valores adyascentes de xy, el cual hacemos uno xy y el otro (x + dx)(y + dy).
Entonces, d(ydx xy) = (x + dx)(y + dy) - Xy, 6 xdy + ydx + dxdy, y esto es
igual a xdy + si la cantidad dxdy se omite, la cual es infinitamente pequena
con respecto a las otras cantidades, porque dx y dy se suponen infinitamen-
te pequeiias (es decir, si el término de la sucesién representa lineas que
aumentan o decrecen hasta el minimo)®.

Este nivel de claridad y simplicidad —-dejando de lado el aspecto polémi-
co del uso de infinitesimales— no ha podido ni podra ser alcanzado por el
calculo convencional, basado en el concepto de limite. El anterior modo de
obtencién de la regla del producto ha sido desvirtuado y hasta ridiculizado,
dada la utilizacién del lenguaje infinitesimalista en el procedimiento. Pero
es lamentable que los detractores no reconozcan siquiera que la regla es
rigurosamente cierta, bajo una determinada relacién de equivalencia, como
en su momento veremos.

EL ESPLENDOR Y LA GLORIA

En el periodo que va desde el tltimo tercio del siglo diez y siete, hasta
mediados del siglo diez y nueve, el calculo basado en el andlisis de los infi-
nitamente pequenos e infinitamente grandes, logré cohabitar con las princi-
pales teorias matematicas de la época, a las que sirvi6 de paradigma. Es el
reinado de Leibniz, Newton, los Bernouilli, Euler, Lagrange, d'Alambert,
Fourier, Gauss y Cauchy, entre tantos.

Los principales fenémenos fisicos o quimicos, de diversos tipos, mecéani-
cos, calorificos, eléctricos, magnéticos o gravitacionales, entre otros, fueron
analizados y explicados o nuevamente abordados y modelados matemati-
camente a la luz del calculo infinitesimal. Esto permitié que las relaciones
esenciales de la naturaleza, estudiadas durante cientos de afnos, con la nueva
herramienta matemaética, se tradujeran en ecuaciones diferenciales.

30 H.J. M. Bos, «Differentials, ....» Pégina 16.
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El advenimiento del cédlculo es mucho més que un hecho matematico: el
calculo estd impreso en la cultura de Occidente. Hay una intima relacién
entre el desarrollo del calculo diferencial e integral y la precisién del reloj
de péndulo, el complejo movimiento de la maquina de vapor y la locomoto-
ra, la armonia musical, la perfeccién de las armas de fuego, la navegacién y
la imprenta, el dominio de los fluidos, la inferencia estadistica.

El célculo con infinitesimales asocia lo finito con lo infinito, vincula lo
discreto con lo continuo, emparenta lo algebraico con lo analitico y acerca la
teoria al mundo de la experiencia. En el area estrictamente teérica, los fun-
dadores del calculo resolvieron la totalidad de los problemas de &reas, volu-
menes, longitudes de curvas, centroides, momentos de inercia, asi como de
maximos y minimos, ratas de cambio, velocidades, tangentes, arcos de cur-
vas, curvaturas de superficies, y desarrollos de funciones en series infinitas y
productos infinitos, tal y como se estudian en la actualidad en el aula de
clase.

La base conceptual de este calculo siempre fue el sistema numérico
constituido por cantidades finitas, infinitesimales e infinitas, como puede
verificarse por la observaciéon simple en los ensayos, textos, libros y litera-
tura de la época. Desde fines del siglo XIX en adelante, el calculo como
sistema y sus principales teorias y resultados y aplicaciones, permanecie-
ron intactos pero, como veremos a continuacién, su base conceptual fue
drasticamente modificada.

INCONSISTENCIAS DEL CALCULO CON INFINITESIMALES

Desde su mismo nacimiento, el calculo infinitesimal puso en evidencia
una serie de ambiguedades, inconsistencias légicas e incertidumbres pro-
pias de la naturaleza de su objeto, que es lo concerniente a la infinitud, sea
ésta infinita o infinitesimal. Veamos como explicaba Newton su método
(Method of Fluxions, 1736), tomando un ejemplo prestado de un conocido
autor®. Las fluentes son variables X, y, z, ... que dependen del tiempo. Las
fluxiones designan la velocidad, y se simbolizan con un punto sobre las va-
riables, o sea, x, y, z,, Los momentos de fluxiones son representados por

xo, ):)0, Zo, siendo o una cantidad de tiempo inifinitamente pequeiia, por lo

31 D. J. Struik, A Concise History of Mathematics, Dover Publications, Inc., 1948, 1967.



CALCULD LU NRFITR T Eoliiles

que su producto con la velocidad representa un desplazamiento espacial in-
finitamente pequefio. Newton procede de la siguiente forma. Supongamos
dada una ecuacién:

£ —axt+axy—-y’ =0

Producimos un desplazamiento infinitesimal, x +X0 y+ yo. Al substituir
en la ecuacién original, obtenemos

X’ +3x2 %0+ 3xt0%0+ X°0° —ax’ — 2axxo — axoxo+ axy +
ayxo +axoyo +axyo—y’ —3y*yo—3yyoyo—y’°0’ =0

Recordemos que la ecuacion inicial es identicamente cero. Se cancela en
el lado izquierdo y se dividen los términos restantes por cero,

3x2%—2axt +ayx +axy —3y*y+3xtxo — axxo
+axyo-3yyyo+x’00—y’00=0

Newton prosigue de la siguiente forma. Los tltimos seis términos que
2stan multiplicados por cero son casi nada en comparacion al resto. Enton-
ces se desprecian y queda la nueva ecuacion,

3x’x—2axt+ayx+axy—3y*y=0

El lector reconocera en esta ecuacién el resultado de calcular la derivada
de las variables x, y respecto al tiempo. El problema reside en que se ha
dividido por o suponiendo que esta cantidad no es cero, y al final, se ha
evanecido la cantidad cero, como si ella lo fuera. Este enfoque, iniciado
primeramente por Fermat y utilizado recurrentemente por Newton, Leibniz
y sus seguidores, tenia que afectar los fundamentos del cdlculo. De ahi que
la pregunta: ¢Una cantidad infinitesimal es cero o distinta de cero? Y mas
generalmente: ¢Existen los infinitesimales? fue el escenario de las mas
encendidas y agrias disputas que durante décadas ennegrecié el incues-
tionable progreso que habia constituido el cédlculo infinitesimal.

d A Fonoo EoitoriaL UNIVERSIDAD DEL MAGDALENA
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EL oBisPO BERKELEY CONTRAATACA

La mas importante y vigorosa exposicién de las inconsistencias del na-
ciente célculo surgié por el lado filoséfico, con el ensayo titulado The Analyst,
or A Discourse Addresed to an Infidel Mathematician, escrito por George
Berkeley (1656-1753), calificado por Cajori como «el punto de partida de
toda la discusion filoséfica de la nueva matemaética, en Inglaterra, durante
el siglo dieciocho». Hay una profusa bibliografia al respecto, de las cuales
destacamos la de Young® y la de Struik,*® aunque nosotros haremos uso
del extenso ensayo filos6fico de Robles®.

Hacia 1734 Berkeley redacta y publica The Analyst, que es un ensayo
considerado como «el catalizador que inicia el movimiento hacia la bus-
queda de los fundamentos 1égicos, sélidos y rigurosos del célculo. Berkeley
siente la obligacion, pues un amigo suyo le comunica que un amigo comun,
el dr. Samuel Garth, ha muerto sin recibir los ultimos auxilios espirituales
y esto debido a la intervencién de un matematico, quien convencié al mori-
bundo de que la religién estaba plagada de misterios y sofismas, por lo que
no era de confiar. Se asegura que el matematico en cuestién fué Edmund
Halley (1656-1742)».%°

Berkeley se pregunta si los fundamentos de la matematica son mas fir-
mes que los de la religion: «Aquel que pueda digerir una segunda o una
tercera fluxion, o una segunda o tercera diferencia, no necesita, de veras,
sentir pudor de cualquier asunto sobre la divinidad». Y anade: «Uno muy
bien puede preguntarse si no sucedera que asi como a otros hombres en
otras investigaciones, con frecuencia los enganan las palabras o los térmi-
nos, de igual manera ellos (los matemaéticos) resultan maravillosamente
enganados y persuadidos por sus propios y peculiares signos, simbolos o
variables. Nada es mas facil que idear expresiones o notaciones para las
fluxiones y para los infinitesimales de 6rdenes primero, segundo, tercero,
cuarto y subsiguientes procediendo de la misma manera regular sin fin o
limite: etc., o bien, dx, ddx, dddx, etc.»

32 R. M. Young, Op. Cit.

33 D. J. Struik, A Source Book in Mathematics 1200-1800, Princeton University Press, Princeton,
New Yersey, 1969.

34 J. A. Robles, Las ideas matemdticas de George Berkeley, obispo de Cloyne, Universidad Nacio-
nal Auténoma de México, México 1993.

35 J. A. Robles, Op. Cit.
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Igualmente, sefiala inconsistencias en la misma posicion de Newton: «Pues
suponer una cantidad disminuida infinitamente y rechazarla por tanto es, en
efecto, rechazar un infinitesimal; y, ciertamente, se requiere tener una mara-
villosa agudeza de discernimiento para que seamos capaces de distinguir
entre incrementos evanescentes y diferencias infinitesimales. Quizas podria
decirse que la cantidad que se esta disminuyendo infinitamente se hace nada
y (asi) nada se rechaza. Pero conforme a los principios aceptados es evidente
que ninguna cantidad geométrica puede, por mas divisiones o subdivisiones
que sea, agotarse o reducirse a nada. Considerando las diversas artes y
argucias (devices) que empleé el gran autor del método fluxionario, bajo
cudn diversas luces situé sus fluxiones y por cuan diversas formas intento
demostrar lo mismo, uno estaria tentado a creer que él mismo sospechaba
de la precisién de sus propias demostraciones y que ninguna nocién le
agradaba tanto como para apegarse constantemente a ella?»

En uno de sus mas célebres pasajes, después de analizar uno a uno los
razonamientos matematicos de Newton, Berkeley concluye con el siguien-
te demoledor argumento: «Y, en verdad, hay razén para considerar que to-
dos los intentos por establecer sobre un fundamento correcto la abstrusa y
fina geometria y evitar la doctrina de las velocidades, momentos, etc., se
hallaran impracticables hasta el tiempo en que se comprendan mejor que
lo que hasta hoy parecen serlo, el objeto y la finalidad de la geometria. El
gran autor del método de las fluxiones sinti6 esta dificultad y, por tanto, se
permiti6 esas buenas abstracciones y metafisica geométrica sin las que vio
que nada podia hacerse conforme a los principios aceptados [?] Ciertamen-
te hay que reconocer que us6 las fluxiones como el andamiaje de un edifi-
cio, como cosas que habfa que hacer de lado o eliminar tan pronto como se
encontrasen lineas finitas que les fuesen proporcionales. Pero entonces,
estos exponentes finitos se encuentran con ayuda de las fluxiones. Por tan-
to, cualquier cosa que se obtenga mediante tales exponentes y proporcio-
nes hay que adscribirlo a las fluxiones las que, por tanto, deben entenderse
previamente. Y, 2qué son estas fluxiones; las velocidades de incrementos
evanescentes? No son ni cantidades finitas, ni cantidades infinitesimales,
ni tampoco nada. ¢No podriamos denominarlos los espiritus de cantidades
difuntas?»

Lo que Berkeley critica es la carencia de un fundamento 16gico riguroso
al célculo de la época. El acepta las conclusiones verdaderas de los mate-
maticos y, aunque no ofrece alternativas ante la situacién problemética plan-
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teada, brinda algunas explicaciones sobre la eficacia del procedimiento.
Berkeley no acepta el procedimiento del calculo que consiste, primero, en
introducir los infinitesimales como algo existente, y luego, al final, elimi-
narlos como si no fueran nada: «Si con vistas a demostrar cualquier propo-
sicién se supone algo por medio de lo cual se alcanzan algunas otras cosas
y si, posteriormente, lo que supuso se destruye o se rechaza mediante un
supuesto contrario, en tal caso, todo lo que se alcanzé con el primer supues-
to y fué consecuencia del mismo, debe también destruirse y rechazarse de tal

manera que, de ese punto en adelante, no se le suponga mas o se aplique en
la demostracién».

Su explicacion de la eficacia del procedimiento, que de todos modos lle-
ga a un resultado verdadero, es debido a que se cometen errores por exceso
y por defecto. El procedimiento no es muy cientifico, aunque es util: «Si
so6lo hubieses cometido un error, no habrias llegado a la solucién verdadera
del problema. Pero, por virtud de un doble error llegas, si no a la ciencia, si
a la verdad. Pues no puede hablarse de ciencia cuando procedes a ciegas y
llegas a la verdad sin saber cémo o por qué medios».

UNA ETAPA DE VANAS JUSTIFICACIONES

Las certeras criticas de Berkeley tuvieron tan hondas repercusiones, que
varios grandes matematicos de la época escribieron tratados de célculo con
el proposito de eliminar las inconsistencias, entre ellos Maclaurin y d'Alem-
bert. Lagrange, otro de los grandes, intenté en su obra eliminar toda refe-
rencia a las diferenciales y a los infinitesimales, haciendo uso de las series
de potencias.

Colin Maclaurin, en 1742, escribio un libro en dos voliimenes, A Treatise
of Fluxions, en cuyo prefacio se siente el impacto producido por la critica de
Berkeley: «Una carta publicada en el ano 1734 bajo el titulo de El Analyst
fue lo que originé el siguiente Tratado y varias razones concurrieron para
inducirme a escribir tan prolijamente sobre este Tema. El autor de ese texto
habia representado el Método de Fluxiones como si estuviera fundado en
Razonamiento falso y lleno de Misterios. Sus Objecciones parecieron ha-
ber sido ocasionadas, en gran medida, por la Manera concisa en la que los
Elementos de ese Método se habian descrito usualmente; y que una Perso-
na de sus Habilidades los haya malentendido tanto me parecié una Prueba
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suficiente de que se requeria una mayor Explicacién de sus Fundamen-
tos»’,

El eminente matematico suizo, Leonhard Euler (1707-1783), quien en-
contr6 los més espectaculares resultados haciendo uso libre de cantidades
infinitas e infinitesimales, no alcanza a explicar satisfactoriamente el mé-
todo empleado. Esto escribe en su libro Institutiones calculi differentialis:
«A quienes preguntan qué es en la matematica la cantidad infinitamente
pequefia, les respondemos que realmente es = 0. Por tanto, no hay tantos
misterios ocultos en este concepto, tal como usualmente se cree que los
hay ...» «A fin de mostrar que la cantidad infinitamente pequena es real-
mente cero, debemos primero responder la siguiente objecién: Zpor qué
no caracterizamos siempre las cantidades infinitamente pequenas median-
te el mismo signo, 0, en lugar de usar simbolos particulares para designar-
las?» «Es verdad que dos ceros cualesquiera son iguales, de tal forma que
su diferencia es cero; sin embargo, puesto que hay dos métodos de compa-
racién, uno aritmético y geométrico el otro, vemos esta diferencia entre
ellos (dependiendo del origen de las cantidades que se comparan): la ra-
z6n aritmética entre dos ceros arbitrarios es la igualdad, pero no asi la
razén geométrica. Esto puede entenderse mejor a partir de la proporcién
geométrica 2:1 = 0:0 en la que el cuarto término = 0 asi como el tercero [?]
«De aqui que si introducimos en el calculo infinitesimal un simbolismo en
el que denotemos mediante dx una cantidad infinitamente pequena, en-
tonces dx = 0, asi como adx = 0 (siendo a una cantidad arbitraria finita). A
pesar de esto, la razén geométrica adx : dx seré finita, a saber, a:1 y ésta es
la razén por la que estas cantidades infinitamente pequefas dx y adx (aun
cuando ambas = 0) no pueden confundirse una con la otra cuando lo que
se investiga es su razoén [?] «De esto se sigue la regla, aceptada por la
mayoria de la gente, de que las cantidades infinitamente pequenas se des-
vanecen en comparacion con las finitas y, asi, pueden rechazarse en lo que
concierne a tales cantidades finitas».

Euler concluye asi esta extensa cita que dejamos a la comprensién del
lector: «La objecién de que el analisis de los infinitos olvida el rigor mate-
matico desaparece, pues, de manera automatica, ya que nada de lo que se
rechaza es otra cosa que nada. De aqui podemos, con buena razén, afirmar

36 Citado por Robles.
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que en esta exaltada ciencia es posible mantener el mas elevado rigor ma-
tematico, tal como el que encontramos en los libros antiguos»*.

Lagrange, en su Théorie des fonctions analytiques (1797), retoma la tesis
de la compensacién de errores: «Por ejemplo, al ver una curva como un
poligono de un nimero infinito de lados infinitamente pequeiios cada uno
de ellos y cuya prolongacién es la tangente de la curva, se estd claramente
haciendo una suposicién falsa; pero el error se verd corregido en el célculo
por la omisién que alli se hace de las cantidades infinitamente pequeias.
Esto se puede hacer ver facilmente en ejemplos, pero dar de ello una de-
mostracion general, tal vez seria dificil»®®.

Ya vimos que el mismo Leibniz, que ademds era filésofo, se preocupé
profundamente por estudiar los fundamentos de su invencién y procedié6 a
independizar la posible existencia de las entidades infinitesimales de la
propia justificacion y validez del célculo. La denominada ley de continui-
dad, que Leibniz enarbol6 para explicar el paso de las magnitudes finitas
a las infinitesimales, la sostuvo como doctrina hasta su muerte®.

No deja de resultar paradégico que, pasando por encima de sus inconsis-
tencias y de las vanas justificaciones, el calculo con cantidades infinitesima-
les e infinitas se desarrollara y convirtiera en la principal herramienta
computacional estandarizada del siglo pasado.

EXPULSION DE LOS INFINITESIMALES

Nos hemos concentrado en mostrar que uno de los factores que llevaron
a los matematicos a dejar de lado los infinitesimales atafie a algunas de sus
inconsistencias. Pero no es el unico factor y posiblemente, no sea el mas
importante. Discernir los factores que produjeron el giro histérico requiere
comprender la matematica como empresa humana. En dltimas, esto es lo
que mas nos interesa mostrar: la matematica es una construccién humana,
como todas y cada una de las cosas que construimos, incluyendo la socie-
dad en que vivimos. Y como en todos los proyectos que la comunidad mate-

37 Citado por Robles.
38 Citado por Robles.
39 C. B. Boyer, Op. Cit.
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mética ha emprendido, la construccién del célculo, desde el punto de vista
histérico, ha atravezado perfodos exitosos, cada uno con su propio rigor,
tomando atajos y enrutdndose por otras alternativas histdricas; y por su-
puesto, no estando exenta de crisis y de errores. Esto ocurre con mucha
frecuencia en la construcién de modelos. El célculo de Leibniz es un mode-
lo de célculo. Otro es el de Newton. Y el actual célculo que se ensefa en el
aula de clases, que muchos creen que es el del verdadero rigor, también es
otro modelo o mucho mejor, otro paradigma.

¢Cuales fueron las causas que llevaron a los matemdaticos de la época a
cambiar de paradigma? Hay una bibliografia abundante sobre el cambio
del modelo infinitesimal a la época actual de la teoria de limites, en lo que
ha sido denominado por algunos autores, la época del rigor*’. De manera
muy resumida, queremos relievar el que, a mediados del siglo pasado, gran-
des pensadores matematicos se inclinaron paulatinamente por el método de
los limites, para darle una base l6gica al problema de la continuidad, sin
apelar —aparentemente- a las infinitudes. Y en las postrimerias de dicho si-
glo, una combinacién de circunstancias y de tensiones entre tendencias opues-
tas produjeron una crisis de los fundamentos de las matematicas, que afect6
a la totalidad del sistema.

En la lucha de tendencias, predominaron nuevas teorias —como la Teoria
de Conjuntos, de Cantor- se presentaron nuevas construcciones aritméti-
cas —como la Recta Real de Dedekind- y también se acordaron nuevos
estandares de rigor, como los que impusieron Bolzano y Weierstrass.

LA EPOCA DEL «RIGOR»

Un conjunto de circunstancias se conbinaron y produjeron un giro histo-
rico en la construccién del cédlculo, que ha sido denominado «época del
rigon*, lo que ha merecido la atencién de eminentes historiadores de la
matematica, como Morris Kline*2. Después de un par de décadas de profun-

40 C. B. Boyer, Op. Cit.

41 Y. Grattan-Guinness, The development of the foundations of mathematical analysis from Euler
to Riemann, The MIT Press, 1970.

42 M. Kline, Mathematical Though!, from Ancient to Modern Times, Tres Volimenes, Oxford
University Press, 1972.

= mp=_  ______ aa



ORIGEN, DESTIERRO Y RENACIMIENTO DE LOS INFINITESIMALES

das repercusiones de la obra de Fourier*, se erigi6 el concepto de funcién,
como nuevo paradigma. De acuerdo con Euler, una funcién es una variable
determinada por una expresion analitica o férmula de sumas, productos, raices
y demas combinaciones algebraicas o trascendentes —exponenciales, loga-
ritmicas, trigonométricas— de otra variable. «Una funcién de una cantidad
variable es una expresion analitica compuesta, de la manera que se quiera,
de la cantidad variable y nimeros o cantidades constantes»**, establece
Euler, y concluye: «De aqui que una funcién de una cantidad variable, asi
misma, serd una cantidad variable». Y coloca la variable

az+b \Ja*-7*

como ejemplo de una expresion analitica, o sea, de una funcién. En cam-
bio, la aparentemente inofensiva asignacién que aparece en los libros de
texto

) 0 -1<x<0
x)=
1 0<x<l1

no podria ser considerada asi por Euler, quien describia una funcién como
«la curva que se dibuja sin levantar la mano».

Esta situacién cambiara radicalmente a partir de los estudios sobre el
calor, que adelanta Fourier”, quien demuestra que por mas arbitraria que
parezca la asignaciéon funcional, siempre se puede expresar como serie
trignonomeétrica cuyos valores convergen a los valores asignados por dicha
funcion. De alli que, Fourier exprese una idea verdaderamente revolucio-
naria: «En general la funcion f(x) representa una sucesion de valores u
ordenadas cada uno de los cuales es arbitrario ... Nosotros no suponemos
que estas ordenadas estan sujetas a una ley comun; éllos se suceden unos a
otros de cualquier manera que sea ...». El desarrollo en serie fue expuesto
por Fourier con los estandares de rigor de la época, ya que, como posterior-
mente fue aclarado, la asignacién no puede ser demasiado arbitraria. En la
actualidad, el resultado obtenido por Fourier se expresa matematicamente

43 J. B. Fourier, Théorie Analytique de la Chaleur, 1822. Traducido por A. Freeman, Cambridge,
1878. The Analytical Theory of Heal, Dover Publications, Inc., New York, 1955.

44 L. Euler, Introduction to Analysis of the Infinite, Book I, Springer—Verlag, New York Inc., 1988

45 J. B. Fourier, Théorie Analytique de la Chaleur, 1822. Traducido por A. Freeman, Cambridge,
1878. The Analytical Theory of Heat, Dover Publications, Inc., New York, 1955.
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asi: dada x(t) cualquier asignacién de valores en el intervalo [-T, T], entonces,
a dicha funcién se le asocia la serie,

a = k = k
x(t) = —2“= + Z a, 005[2.1:1‘ 5T ]+ g;bksen[Zﬂ:t 5T ]

k=1

donde

1T k

a, = ? Jl_'r X(I) COS[ZTE: '2—T }f "
17 k

b, = ¥J’_T x(r)ser{bﬂ o7 }ir )

La serie asociada se denomina serie real de Fourier de x(t), y a se deno-
minan coeficientes reales de Fourier*s. Fourier llegé a pensar que la serie
siempre convergia a dicha funcién, lo que pronto fue refutado por Dirichlet?’,
quien precis6 con gran rigor que se requieren algunos criterios para que la
igualdad pueda establecerse. Aun hoy, es un problema formidable dar una
condicién sobre x(t) para que la serie asociada sea convergente a dicha
funciéon. Cuando ello se garantiza, se dice que la funcién periédica x(t) se
desarrolla en serie real de Fourier. En 1829 Dirichlet dio la version definiti-
va de lo que se conoce hoy en dia como funcién: y es una funcién de x
cuando a cada valor de x en un intervalo dado le corresponde un tnico
valor de y. Colocé como ejemplo de asignacién arbitraria, lo que hoy se
conoce como «Funcion de Dirichlet» que le asigna 1 a los racionales y 0 a
los irracionales‘®.

La transicién entre los dos conceptos de funcién también esta asociada a
dos eminentes matematicos. Cauchy y Riemann. Este tiltimo exhibié fun-
ciones con infinitos maximos y minimos, que ni siquiera son integrables,
entendiéndose integrables en el sentido de lo que hoy se conoce como la
Integral de Cauchy Riemann. En sus lecturas, Riemann dio un ejemplo de

46 H. P Hsu, Analisis de Fourier, Fondo Educativo Interamericano,1970.
47 C. Lanczos, Discourse on Fourier Series, Hafner Pub. Co., 1966.

48 M. Kline, Mathemaltical Thought, from Ancient to Modern Times, Tres Volimenes, Oxford
University Press, 1972.
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funcién continua que no es diferenciable en ninguno de sus puntos, lo que
su momento se consideré6 una verdadera patologia.

Cauchy, ademaés de sus grandes contribuciones a la matematica aplicada
y al anadlisis de la variable compleja, logré penetrar de manera profunda en
la naturaleza de la relacién funcional y el calculo con infinitesimales. En su
Andlisis Algebraico, que es la Primera Parte de su Curso de Andlisis*,
Cauchy comienza su texto al igual que Euler y su Introductio in Analysin
Infinitorum, con las consideraciones generales sobre las variables y fun-
ciones. Asi, «Se llama cantidad variable a aquella que recibe sucesivamen-
te varios valores diferentes los unos de los otros», y concluye: «Cuando los
valores sucesivos atribuidos a una misma variable se aproximan indefini-
damente a un valor fijo, de tal manera que acabara por diferir de éste tan
poco como se quiera, este ultimo se llamara el limite de todos los demas».
De modo que, para Cauchy, al concepto de variable estd asociado el de
sucesion y de limite. Y también, al concepto de funcidn, estd asociado el de
asignacion: «Para que una funcién de una sola variable esté completamen-
te determinada, es necesario y suficiente que de cada valor particular atri-
buido a la variable se pueda deducir el valor correspondiente de la funcién».
Cauchy llama simples a aquellas consideradas por Euler expresiones «ana-
liticas» generalizando el concepto de funcion.

En relacion al uso de infinitesimales, Cauchy introduce una modifica-
cién fundamental al enfoque leibniziano: «Decimos que una cantidad va-
riable deviene infinitamente pequena cuando su valor numérico decrece
indefinidamente de manera a converger hacia el limite cero». Cauchy dis-
tingue las cantidades infinitamente pequenas por sus érdenes, lo que tiene
una enorme aplicacién, como veremos en su momento. A partir de estos
conceptos, Cauchy define continuidad local de funciones, y luego, deriva-
das e integrales, en la Segunda Parte del Curso de Andlisis denominada
Lecciones sobre el calculo infinitesimal.

En resumen, con las pruebas rigurosas sobre la convergencia de las se-
ries de Fourier adelantadas por Dirichlet, se logra una comprensién pro-
funda de la naturaleza de la funcién. Y en efecto, la definicién clasica de
Euler fue sustituida —no sin una ardua polémica— por el nuevo concepto de
funcién como asignacion arbitraria de valores del dominio en valores del

49 A. L. Cauchy, Curso de Andlisis, [1821], Mathema, Facultad de Ciencias, UNAM, 1994.
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rango, sobre lo que abunda la bibliografia®. Este proceso de aritmetizaciéon
del calculo, o sea, de reduccién de los principios del andlisis a los mas
simples conceptos aritméticos, que separa a la matematica clasica de la
matematica moderna, iniciado por Bolzano y luego Cantor, alcanza su maxi-
ma expresién en la fundamentacién rigurosa del concepto de continuidad
y de limite, con Dedekind y Weierstrass, entre otros.

CONTINUIDAD Y LIMITE

Bolzano®' introduce, por primera vez, una concepcion sobre el infinito
que rompe una tradicién milenaria, que ha sido la de reconocer el infinito
como un atributo potencial de las magnitudes: siempre que se de una can-
tidad, hay otra cantidad mayor que la primera. Este infinito potencial fue
sostenido asi desde Euclides: hay més nimeros primos que cualquier co-
leccién de nimeros primos dada. El propio Gauss, en una carta a Schu-
macher®, escrita en 1831, muestra el tono de la época: «Debo protestar muy
vehementemente contra tu uso del infinito como algo consumado, porque
esto jamas estd permitido en la matematica. El infinito no es sino una figura
del lenguaje ...». Ahora, con las investigaciones de Bolzano, el infinito ad-
quiere estatus de infinito actual, o sea, como propiedad de los conjuntos o
agregados: existen conjuntos infinitos. Para ello, Bolzano introduce la re-
volucionaria idea de que un conjunto es infinito, si se puede poner en co-
rrespondencia biunivoca con alguna de sus partes. Asi, por ejemplo, el
conjunto N de los nimeros naturales constituyen un agregado infinito, ya
que pueden ponerse en correspondencia biunivoca con el conjunto de los
numeros pares, que es un subconjunto propio de N. Este ejemplo de un
conjunto que puede ponerse en correspondencia con una de sus partes se
remonta a Galileo, quien en boca de Salviati le demostr6é a Simplicio que
«hay tantos nimeros cuadrados como numeros, ya que son tantos como sus
raices, y raices son todo los nimeros»*. Bolzano colocé las ideas germina-

50 A. E Monna, «The concept of Function in the 19th and 20th Centuries, in Particular with
Regard to the Discussions between Baire, Borel and Lebesgue», Archive for History of Exact
Sciences, Vol. 9, No. 1-5, 1972/73.

51 B. Bolzano, Paradoxien Des Unendlichten, 1851, Las paradojas del Infinito, Mathema, Facul-
tad de Ciencias, UNAM, 1991.

52 T Dantzig, Number, The Language of Science, The Free Press, The Macmillan Pub., Co., Inc.,
New York, 1954.

53 G. Galilei, Consideraciones y demostraciones matemdticas sobre dos nuevas ciencias, [1636],
Editora Nacional, Madrid, Espana, 1981.
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les para la construccién de una Teoria de Conjuntos por Georg Cantor*,
calificada por el historiador Bell como «la Unica matemaética genuina desde
los griegos»®®.

Como es universalmente conocido, es de la autoria de Cantor los nimeros
transfinitos, con sus cardinales y ordinales, la no numerabilidad de la recta
real y la hipétesis del continuo, entre otros. Es menos conocida la profunda
transformacién que la teoria de Cantor produjo al introducirse y crecer en
los principales campos de la matematica, modificando el desarrollo de las
estructuras abstractas del algebra, la l6gica, los espacios, y posteriormente,
la topologia. Y es mucho menos familiar al lector lo paradégico que resulta
la posicién de Cantor ante los infinitesimales, los que le parecian franca-
mente aberrantes y por tanto, inaceptables. Cantor, quien dio vida a los nu-
meros transfinitos, no permitia siquiera que se hablara en broma de los
numeros infinitamente pequenos. Ante la pregunta: itienen existencia ac-
tual los infinitesimales? Eminentes matematicos, contemporaneos a Cantor,
como Paul du Bois-Reymond, respondian afirmativamente, e intentaron dar-
les un estatuto teérico, similar al de los nimeros transfinitos®® los que, a su
juicio, justificaban intrinsecamente la existencia de lo infinitamente pe-
queno y lo infinitamente grande. Para el formalismo de Cantor, que soste-
nia la hipétesis del continuo —el primer cardinal no numerable- en una
recta real donde sélo caben racionales e irracionales, introducir nuevos ele-
mentos de 6rden infinitesimal lo llevaria a serias inconsistencias, por lo que
este tema espinoso lo tomaba tan en serio como la cuadratura del circulo.

LA RECTA REAL

La construccién de la recta real es obra de Dedekind®’. En efecto, este
eminente matematico se propone extender el conjunto de los nimeros ra-
cionales a un conjunto mayor, el de los reales, de modo que a cada real se le
asocie un unico punto de la recta geométrica y ésta quede completamente

54 G. Cantor, Contributions to the founding of the theory of transfinite numbers, [1915], Dover
Publications, Inc., New York, 1955.

55 C. B. Boyer, Op. Cit.

56 J. W. Dauben, Georg Cantor, His Mathematics and Philosophy of the Infinite, Princeton
University Press, 1979.

57 R. Dedekind, Essays on the Theory of Numbers, Dover Publications, Inc. New York, [1901],
1963.
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cubierta por los reales. Para ello, Dedekind procede de un modo mds gene-
ral, definiendo lo que significa un conjunto totalmente ordenado A y una
particién ordenada en dicho conjunto, que consiste en dos subconjuntos P y
Q de A, tales que su unién es A, su interseccién es vacia, y cada elemento
del primero es menor que cada elemento del segundo. La particion P y Q
genera un salto, si P tiene un tltimo elemento y Q tiene un primer elemen-
to. Y genera un agujero, si P no tiene un ultimo elemento ni Q tiene un
primer elemento. El conjunto A se dice continuo si no existe particion algu-
na que le genere saltos ni agujeros. A partir de aqui, Dedekind construye
los niimeros reales mediante particiones de los racionales —llamadas corta-
duras de Dedekind- que es algo asi como llenar los agujeros que dejan los
racionales, con nimeros irracionales. Esta construccién no deja lugar a la
existencia de otros nimeros que no sean racionales o irracionales, lo que se
constituye en el certificado de defuncién de los infinitesimales.

Otro exponente del rigor de la época es Karl Weierstrass, profesor
desde 1856 y durante treinta afos, de la Universidad de Berlin. Su razona-
miento extremadamente cuidadoso y preciso ha pasado a la historia como
«aigor weiestrassiano». Weierstrass define, con el mayor cuidado del mun-
lo, el limite de una sucesién y de una funcién, la continuidad de una fun-
cion, la convergencia de las sucesiones y series de funciones, imponiendo
los famosos épsilon y deltas como la politica oficial que dominara en las
matematicas en los siguientes cien afos.

A partir de Weierstrass, la version oficial de la convergencia es la si-
guiente, como puede verificarse en los actuales libros de texto. La sucesion
de valores reales {a,} se dice que converge a A si dado cualquier € por
pequerio que sea, existe un indice n de la sucesién tal que, a partir de los
indices k mayores que ese n la distancia de dichos términos de la sucesién
con A son menores que ese € . De un modo mas preciso, se dice que lima, = A
cuando es verdadero el enunciado, "

(Y€)@En)(VK)(k > n —la, - Al<e)

Similarmente, dada una funcién f(x) de valores reales y un real a no ne-
cesariamente en su dominio, se dice que la funcién tiene como limite a Ay
se escribe lim f(x)= A si ocurre que

(Ve)30)(o <,x~a|< o —)[f(x)—A|<e)
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Con la teoria de limites se logra recontextualizar el célculo diferencial e
integral originario en Leibniz y Newton, mostrando una solucién radical-
mente distinta a la diferencial y a la integral leibniziana: la doctrina oficial
definira la derivada como limite de un cociente y a la integral como limite
de unas sumas parciales. Por ejemplo, la derivada de la funcién deviene en
limite del llamado cociente de Newton,

£00) = lim f(x+h)— f(x)
h—=0 h

Asi mismo, se precisa el otro concepto fundamental del cdlculo: la inte-
gral de la funcién. Barrow, Newton y Leibniz, en su época, encontraron
-y utilizaron- la relacién inversa entre la derivada o diferencial, y la inte-
gral. Para Newton, la integral es la fluente de una determinada fluxién,
mientras que para Leibniz es la variable que se expresa como suma de
diferencias —a escala infinitesimal- de otra determinada variable. En cam-
bio, Cauchy establece el concepto de integral definida como limite de una
suma parcial de una funcién continua. Posteriormente Riemann, después
de una profunda reflexion sobre la convergencia de las series de Fourier,
invento la integral de Riemann —el integrando no necesariamente requie-
re ser continuo— lo que culminara con los trabajos sobre teoria de la medi-
da conocida ahora como integral de Lebesgue.

CrislIS DE LOS FUNDAMENTOS

Al finalizar el siglo, estalla la denominada crisis de los fundamentos, que
durard varias décadas y de la que surgen como tendencias de la comunidad
matematica el logicismo, el formalismo y el intuicionismo®®. Es indudable
que este es un contexto donde la matematica se enriquece y cobra su dimen-
sién moderna, pero respecto al célculo, como lo concibieron sus fundadores,
el dano esta hecho: los infinitesimales no cuentan.

Lo que se logra en rigor, se pierde en comprension, como bien lo recono-
ce un familiar autor cuando afirma: «La experiencia muestra que los estu-
diantes no tienen la base psicologica adecuada para aceptar un estudio
tedrico de los limites y se resisten de manera formidable» y termina excla-

58 E Vera, Puntos Criticos de la Matemdtica Moderna, Editorial Lozada, S.A., Bs. As., 1944.
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mando: «Mi opinién es que la épsilon-delta deberia quedar completamen-
te fuera de un curso ordinario de calculo»®.

Resulta paradégico que el rigor que se introduce con el limite no lo sea
tanto. El propio limite pareceria ser un pseudoconcepto, ya que no existe
como tal, sino como «limite de algo». Asi, se define el limite de una suce-
sion, el limite de una funcién, el limite de sumas parciales genereradas por
una particién, etc. Adicionalmente, el lenguaje épsilon-delta que se resu-
me en la frase «para todo épsilon existe delta», superpone una formulacién
l6gica en la estructura numérica, por el uso inevitable de los cuantificadores
universales y existenciales. O sea que la resistencia de los estudiantes a
comprender el «concepto» de limite, no sélo tiene una base psicoldgica y
cognitiva, sino que es relativa a la arena movediza que esta en la base del
propio concepto de limite.

Una pregunta que surge de todo esto es: ¢por qué oponer radicalmente
el limite a lo infinitesimal? 2Acaso Cauchy no hacia uso de ambos térmi-
nos? No es extraio entonces que eminentes matematicos, preocupados por
vincular el aspecto tedrico al didactico, hayan seguido el camino concilia-
torio de Cauchy en sus textos. Los matematicos rusos son un ejemplo de
esta tendencia, como lo comprueba la obra de Aleksandrov, Kolmogorov y
Lavrent'ev®, y las cartas, que al final mencionaremos, de Luzin a Vygodskii®'.

Como ni siquiera la construccién matematica esta exenta de pasion, la
época denominada del rigor deja sentir un sabor inquisitorial en el esfuerzo
por expulsar del paraiso matematico a las cantidades infinitamente peque-
nias, cuyo unico pecado era, precisamente, ser infinitesimales.

REMINISCENCIAS INFINITISTAS
En el largo interregno transcurrido entre los fundadores del célculo y

nuestros contemporaneos, ¢que se hicieron los «espiritus de cantidades di-
funtas»?. Los conceptos infinitesimalistas se adhirieron a las dos areas fun-

59 S. Lang, Cdlculo, Addison-Wesley Iberoamericana, 1990.

60 A. D. Aleksandrov, A. N. Kolmogorov, M. A. Lavrent’ev, Mathematics, Its Conieni, Methods,
and Meaning, The MIT Press, 1989.

61 N. N. Luzin, Cartas, “The evolution of ...", The Mathematical association of America, Monthly
107, january 2000.
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damentales del calculo, el cdlculo diferencial y el cdlculo integral. Y pese a
los esfuerzos que se hicieron para desembarazarse de estos entes moles-
tos, la matematica siguié haciendo uso de ellos.

Respecto al calculo diferencial, ni siquiera el apellido diferencial de esta
area ha podido dejarse de lado. Mucho menos el concepto de diferencial y
las famosas notaciones leibnizianas dx, dy, cuyo cociente leibniziano

dy .,
— = 5 %
el
se mantiene, con la salvedad que hacen algunos autores, de que la parte
izquierda es simbdlica, ya que la «verdadera» entidad matematica es la
derivada, que es la de la derecha. Curiosamente, siguiendo a Cauchy®, las
diferenciales se han aparejado con las derivadas, produciendo la extrana
mezcla

dy = f'(x)dx
tan familiar en los libros de calculo.

A propésito, la casi totalidad de los libros de calculo se denominan Cal-
culo Diferencial e Integral, y utilizan copiosamente la notacién infinitesi-
mal —incluso, muchos libros se denominan Calculo Infinitesimal®- aunque
sus autores directamente expresan que las diferenciales no son, en reali-
dad, infinitesimales. En relacién al calculo integral, la situacién es mucho
mas dramatica y afecta cotidianamente la ejecucion de los programas
curriculares. La notacién universal

jf (x)dx

es fiel copia de la notacion original de Leibniz. Como ya hemos visto, para
Leibniz esta expresion no es meramente simbdlica, pues literalmente su
contenido significa la operacién de suma infinita de las areas infinitesima-
les f(x)dx, donde f(x) es la altura del rectdangulo cuya base es dx. Como todos
los esfuerzos por expulsar esta notaciéon han sido iniitiles, en el aula de

62 Boyer, Op. Cit.
63 M. Spivac, Cdlculo Infinitesimal, versién espanola, Ed. Reverté, S.A. 1978.
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clase se ha legalizado este contrabando leibniziano, hasta el extremo de lo
cémico, pues mientras el profesor dibuja las dreas infinitesimales leibnizia-
nas, aclara que lo que esta dentro de la integral es s6lo un signo cuyo signi-
ficado es la integral de Riemann o de Lebesgue.

El famoso libro de Courant y Robbins®, que reconoce la gran contribu-
cién de Leibniz en el aspecto notacional, ataca frontalmente el lenguaje
infinitesimalista: «Aunque lo infinitamente pequerio ejerce una cierta atrac-
ci6n para las almas especulativas, no ocupa ningun lugar en las matemati-
cas modernas. No se sirve a ningun proposito 1til rodeando la clara nocién
de la integral con una neblina de frases sin sentido»®. Y también: «De
cualquier manera, tuvieron que pasar casi cien afnos después de Newton y
Leibniz para que fuera reconocido que el concepto de limite y nada mas
que eso es la verdadera base para la definicion de la integral»®. Después
de ocuparse extensamente del tema, lo autores concluyen: «... las diferen-
ciales como cantidades infinitamente pequenas son ahora deshonrosamente
descartadas...».

Resumiendo, una de las consecuencias mas notorias —y negativas, desde
nuestro punto de vista— es que, al fundarse el andlisis moderno, con Gauss,
Cauchy, Bolzano, Dedekind, Weierstrass, Cantor, Riemann y Lebesgue, en-
tre muchos grandes talentos, se descart6 drasticamente el calculo basado
en infinitesimales, al cual se le opuso, como modelo antagénico, la teoria
de los limites y la convergencia, con sus famosos épsilons y deltas, como se
la conoce hoy, que se normatizaron en el aula de clase y que constituyen la
doctrina oficial del calculo.

Esta doctrina oficial sufrié un rudo goipe a inicios de la década de los 60,
cuando uno de los mas prominentes matemédticos del siglo, Abraham
Robinson, reinventé una nueva teoria, que produjo el renacimiento de los
infinitesimales.

64 R. Courant, H. Robbins, What is Mathematics?, Oxford University Press, 1941.
65 Ibid, pdgina 404.
66 Ibid, pdgina 404.
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EL ANALISIS NO ESTANDAR

Desde la publicaciéon del principal libro de Robinson,?” el andlisis mate-
matico no es el mismo. Segun el eminente historiador y su principal bié-
grafo, J. W. Dauben,® Robinson descubri6 y desarroll6 el andlisis no estdndar
como una teoria rigurosa de los infinitesimales que une la l6gica matema-
tica con el gran cuerpo de la historia y la matemética moderna.

La denominacion de no estandar a la teoria de Robinson, parte del reco-
nocimiento de que ya se ha impuesto un andlisis oficial, convencional 6
estandar. La teoria va mucho mads alla de los infinitesimales, pues su cons-
truccién utiliza lo que se conoce en légica matematica como Teoria de Mo-
delos. Basicamente, se definen lenguajes formales y se estudian estructuras
matematicas en las que dichos lenguajes son interpretados. Correspondien-
tes a algunas férmulas del lenguaje, se construyen modelos. Por ejemplo, el
campo de los hiperreales es un modelo en el que se cumplen ciertas férmu-
las que definen a los infinitesimales. Este enfoque légico constituye —por
ahora— un area so6lo para especialistas en la materia, que debe ser breve-
mente descrita, dada sus revolucionarias consecuencias.

Robinson le otorga crédito a las ideas germinales del renombrado 16gico
Thoralf Skolem, quien en 1934 demostré que el sistema de los niimeros
naturales no podia ser caracterizado por ningun conjunto que tuviese sus
mismas propiedades aritméticas, que fuesen formuladas en el calculo de
predicados de primer orden®. Concretamente, Skolem seinalé lo siguiente:
«La serie numérica estd completamente caracterizada [?] por los axiomas
de Peano, si consideramos el concepto «conjunto» o «funcién proposicional»,
como algo dado por adelantado, con un significado absoluto, independien-
te de todos los principios de generacién o axiomas. Pero si se desea llevar a
fondo el tratamiento axiomatico, también, el razonamiento con conjuntos o
con funciones proposicionales, entonces es imposible la caracterizacién
unica o completa de la serie numérica»’.

67 A. Robinson, Non-Standard Analysis, North-Holland Pub. Co., Amsterdam, 1966, Revised
edition, 1974.

68 J. W. Dauben, Abraham Robinson. The Creation of Nonstandard Analysis, A personal and
Mathematical Odyssey, Princeton University Press, 1995.

69 W. A. J. Luxemburg, Prélogo al libro de Robinson.
70 Citado por Robles, pagina 347.
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El resultado de Skolem caus6 una gran sorpresa, ya que se pensaba que
los Axiomas de Peano para la aritmética tenian una naturaleza categorica.
Skolem, en cambio, construyé una extensién propia de los numeros natu-
rales que satisfacfa todas las propiedades de los naturales expresables me-
diante las operaciones de adicién y multiplicacion. En otras palabras, Skolem
construyé el primer ejemplo explicito de lo que ahora se llama modelos no
estdndares de la aritmética. Todo aquel que ha llevado un Curso de Calculo
sabe que éste comienza con los nimeros naturales, de éstos se pasa a los
enteros, luego a los racionales, y se procede a extender el sistema numeérico
con los irracionales y, en general, a los reales, con sus funciones, sus deri-
vadas e integrales. En este glosario, los nimeros infinitesimales e infinita-
mente grandes estdn omitidos, por supuesto. Si, de acuerdo a Skolem, hay
un conjunto de enteros no estdndar, es posible intentar proseguir como an-
tes, haciendo extensiones a racionales no estdndares y reales no estandares,
con funciones no estdndares, etc. El primer paso para la revolucién numé-
rica estaba dado.

SE RECUPERA LA HONRA

En su Prefacio, Robinson dice lo siguiente: «En el otonio de 1960 se me
ocurri6 que los conceptos y métodos de la Loégica Matematica contempora-
nea son capaces de proveer un marco adecuado para el desarrollo del Cal-
culo Diferencial e Integral por medio de los niimeros infinitamente grandes
e infinitamente pequefios»’!. En el capitulo final de su libro’?, Robinson
reivindica la idea original leibniziana del uso de cantidades infinitamente
pequenias e infinitamente grandes como elementos ideales, gobernados por
las mismas leyes que las cantidades finitas, y sin embargo, aunque ficcio-
nes, extremadamente ttiles para la invencién, el descubrimiento y la cons-
truccién matematica.

Y podria parecer sorprendente que Robinson como Leibniz, tampoco
cree en la existencia de totalidades infinitas. Al respecto, en uno de sus
mas interesantes escritos sobre aspectos conceptuales de la fundamenta-
cién de la matemdtica, nos dice: «Mi posicién acerca de los fundamentos
de la matematica se basa en las siguientes dos observaciones o principios:

71 Robinson, Op. Cit.
72 «Concemiente a la Historia del Célculo», Robinson, Op. Cit.
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«Las totalidades infinitas no existen en ningtin sentido de la palabra (esto
es, sea de manera realista o en idea). De manera mas precisa, cualquier
mencién o supuesta mencién de totalidades infinitas es, literalmente, ca-
rente de significado. «Sin embargo, hemos de continuar la tarea de la ma-
temadtica «como siempre», esto es, hemos de actuar como si realmente
existiesen las totalidades infinitas»’3.

Y también: «Me siento totalmente incapaz de captar la idea de una tota-
lidad infinita en acto. A mi me parece que hay un abismo insalvable entre
conjuntos o estructuras de uno, dos o cinco elementos, por una parte, y es-
tructuras infinitas por la otra o, més precisamente, entre términos que de-
notan conjuntos o estructuras de uno, dos o cinco elementos y términos que
pretenden denotar conjuntos o estructuras cuyo niimero de elementos es
infinito»”. Y concluye, «Se sigue que debo considerar como carente de sig-
nificado una teoria que se refiere a una totalidad infinita, en el sentido de
que sus términos y oraciones no pueden poseer la interpretacién directa, en
una estructura en acto, que deberiamos esperar que tuvieran por analogia
con situaciones concretas (p. ej. empiricas). Esto no es decir que, por tanto,
una teoria asi es inutil o que carece de importancia»’s.

De modo que el sentido del proyecto de Robinson es otro distinto a
reinventar ideas extravagantes sobre el infinito. Se trata de una recontex-
tualizaciéon de la logica y del andlisis, a los que se le imprime una nuevo
sentido. Para comprender hacia adonde se dirige el andlisis matematico en
el futuro, dejémonos guiar por Kurt Godel, quien en 1973, después de escu-
char una conferencia de Robinson en 1973, en el Instituto de Estudios Avan-
zados de Princeton, expresé lo siguiente: «Me gustaria senalar un hecho
que me parece muy importante, aunque no haya sido explicitamente men-
cionado por el profesor Robinson, a saber, que el andlisis no estandar sim-
plifica frecuentemente las pruebas no sélo de teoremas elementales, sino
también de resultados profundos. Por ejemplo, eso ocurre con la prueba de
la existencia de subespacios invariantes para operadores compactos, de-
jando de lado el progreso en el resultado; y ocurre en otros casos aun en
mayor medida. Esta situacion debiera impedir la errénea y extendida con-
sideracion del andlisis no estdndar como una especie de extravagancia o

73 Citado por Robles, pagina 360.
74 Ibid, pagina 361.
75 Ibid, pagina 362.
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moda de los l6gicos mateméticos. Nada mas alejado de la verdad. Mas
bien hay buenas razones para creer que el andlisis no estandar, en una
versién o en otra, serd el anélisis del futuro». «Una razén es la simplifica-
cién ya mencionada de las pruebas, pues la simplificacién facilita el descu-
brimiento. Otra razén, todavia més convincente, es la siguiente: la aritmética
empieza con los nimeros naturales y procede mediante la ampliacién su-
cesiva del sistema numérico con los numeros racionales, negativos,
irracionales, etc. Pero el paso completamente natural después de los nime-
ros reales, a saber, la introduccién de los infinitesimales, ha sido simple-
mente omitido. Pienso que en los siglos venideros se considerara como
algo sumamente extrano en la historia de la matematica que la primera
teoria exacta de los infinitesimales se desarrollase 300 afios después de la
invencién del célculo diferencial. Estoy inclinado a creer que esta rareza
tiene algo que ver con otra rareza relativa a la misma época, concretamente
al hecho que tales problemas como el de Fermat, que pueden ser enuncia-
dos con diez simbolos de la aritmética elemental, son atin insolubles 300
anos después que ellos han sido propuestos. Tal vez la omisién menciona-
la es grandemente responsable del hecho que, comparada al enorme desa-
rollo de las matematicas abstractas, la solucién de problemas numéricos
concretos ha quedado muy rezagada»’.

Las ideas de Robinson est4n influyendo poderosamente en la época. Exis-
ten métodos no estdndares desde la 1dgica més abstracta hasta la educa-
cién matematica dirigida al aula de clase; la estadistica y la probabilidad;
el andlisis funcional y las ecuaciones diferenciales; la fisica matematica, la
teoria computacional de grupos, el andlisis no lineal y muchos maés. Es in-
teresante que en la reciente edicién del libro de Courant y Robbins, revisa-
da por Y. Stewart”, como una rectificacién al tratamiento injusto que le
dieron a las ideas infinitesimalistas, se incluya ahora un tema completo
sobre el analisis no estdndar.

76 Citado por Robinson, Prefacio a la Sequnda Edicién, Op. Cit.

77 R. Courant, H. Robbins, éWhat is Mathematics? Revised by Y. Stewart, Oxford University
Press, 1996.
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TENDENCIAS DEL CALCULO INFINITESIMAL

El célculo infinitesimal, o sea, el cdlculo con infinitamente grandes e infi-
nitamente pequefos, después de Robinson, se despliega en varias tenden-
cias, de las cuales es prematuro —e innecesario- hacer un balance, aunque
conviene presentar una cierta ilustracién.

A partir de la construccién teérica de Robinson, se insintian varias direc-
ciones de investigacion, que de una u otra forma repercuten en el aula de
clase. Destacamos, en primer lugar, la que se ha delineado desde Nelson,
que consiste en insertar tres nuevos axiomas en la teoria axiomatica de los
conjuntos de Zermelo-Fraenkel cuyas siglas son ZFC. Surge asi la Teoria
Interna de Conjuntos IST. Esta construccién tiene varios seguidores, como
Robert™ y varios otros exponentes en Francia quienes han editado textos es-
colares que sirven de base a cursos de céalculo.

Hay métodos de construccién de la recta no estandar, como los de Hurd-
Loeb® y Lindstrom,* quienes obtienen el campo de los hiperreales —con tres
tipos de cantidades, reales ordinarios, reales infinitos e infinitesimales— uti-
lizando sucesiones numerables de reales ordinarios, identificadas entre si
mediante ultrafiltros. La idea es la siguiente: dos sucesiones se consideran
equivalentes si el conjunto de subindices en que difieren sus términos no
es elemento del ultrafiltro. Con esta relacion de equivalencia y las opera-
ciones obvias de suma y producto de sucesiones, esta estructura es un cam-
po linealmente ordenado, extension del campo de los nimeros reales, en el
cual se hace extensivo el concepto de funcién y demads relaciones; en dicho
sistema numérico se hace calculo diferencial e integral como propuso
Robinson, sin utilizar limites.

Algunas construcciones de cédlculo infinitesimal las une el Principio de
Transferencia, que significa que toda férmula vélida en los reales ordinarios
se acepta vdlida en el nuevo modelo no estdndar. Bajo este principio, una
gran cantidad de resultados largos o tediosos del andlisis clasico son demos-

78 E. Nelson, «Internal set theory: a new approach to nonstandard analysis», Bol. of the Ameri-
can Mathematical Soc., Vol. 83, Nov. 6, 1977.

79 A. Robert, Analyse non standard (1985), Nonstandard Analysis, John Wiley & Sons, 1988.

80 A. E. Hurd, P A. Loeb, An Introduction to Nonstandard Real Analysis, Academic Press, Inc.
1985.

81 T Lindstrom, An Invitation to Nonstandard Analysis -Nonstandard Analysis and its Applications—,
Edited by N. Cutland, Cambridge University Press, 1988.
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trados con una gran simplicidad y elegancia. Desde el punto de vista cognitivo,
no es nada claro que estos métodos sean mas atractivos en el aula de clase
que los tradicionales; por el contrario, por su alto nivel de abstraccién 16gica,
son inaccesibles para los fisicos, los ingenieros y la gran mayoria de los estu-
diantes de licenciaturas, aunque varios autores hacen un esfuerzo de popu-
larizacién en el pregrado y en ciertas instituciones de ensefanza basica, como
se nota en Henle y Kleinberg®.

Un debate que se dio en la Rusia de 1930, seguramente arrojara mas luz
sobre el problema de la ensefianza del calculo moderno y el uso de infini-
tesimales. Recientemente, se conocieron las Cartas® que escribi6 el gran
matematico ruso Luzin a Vygodskii -no el psic6logo, sino el matematico-a
propésito de su libro sobre los Fundamentos del Célculo Infinitesimal. Luzin
le apoya su idea de enseiar el calculo con infinitesimales, los que conside-
ra cientificamente sustentables, contra la inclusiéon del concepto de limite,
al que reconoce le produjo siempre una aversion, desde el punto de vista
cognitivo. Hoy en dia, algunos consideran que Luzin y Vygotskii se ade-
lantaron unas décadas a la fundacién del andlisis no estdndar.

Esta es precisamente la tendencia que nos interesa relievar, la que se
orienta hacia la educacion matematica, o sea que su énfasis es el proceso
de ensenanza-aprendizaje, en el que se usa el analisis no estdindar como
herramienta. La idea es que, sin dejar de lado las construcciones légicas o
conjuntistas antes mencionadas, el renacimiento de los infinitesimales en
la educacién matemdtica combine varias metodologias con un objetivo
cognitivo y didactico. Este esfuerzo puede percibirse en cierta medida en
Keisler® y en el mismo Henle y Kleinberg. Esta labor se encuentra reforza-
da por los grupos de investigacion en México, con Imaz® y en Colombia
con Takeuchi,® entre otros. La propia denominacion de la actividad, el Cal-
culo Infinitesimal, que retoma las ideas originales de Leibniz y Newton,
reafirman la inclinacién de esta metodologia.

82 J. M. Henle, E. M. Kleinberg, Infinitesimal Calculus, The MIT Press, Cambridge, Massachu-
setts, and London, England, 1979.

83 N. N. Luzin, Cartas, "“The evolution of ...", The Mathematical association of America, Monthly
107, january 2000

84 H. J. Keisler, Elementary Calculus, Prindle, Weber & Schmidt, Inc., 1976.
85 C. Imaz, «Infinitesimal models for Calculus», Bol. Sociedad Matemdtica Mexicana, Vol. 29, 2, 1984.

1 Y. Takeuchi, Teoria de funciones no estandar, Depto. de Matematica y Estadistica, Universi-
dad Nacional de Colombia, 1983.
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El sistema numérico hiperreal

Como hay que comenzar por el principio, lo primero es el niimero. Todo
célculo tiene en su base un sistema numeérico, o sea, un conjunto de niime-
ros con operaciones y relaciones entre éllos, sobre el que se erigen y aso-
cian los elementos que constituyen dicho calculo. ¢Cuales son nuestros
numeros?. En los libros de célculo es familiar hacer referencia a los ntime-
ros enteros Z, racionales Q y reales R, conocidos todos ellos con el nombre
popular de cantidades. Pero, estas son estructuras aritméticas de baja com-
plejidad. Se trata de incursionar ahora en un sistema de mayor compleji-
dad, conocido con el nombre de sistema numérico hiperreal.

OTROS NUMEROS DISTINTOS DE LOS REALES ORDINARIOS

Es universalmente aceptado que la base numeérica de los modelos infini-
tesimales de cdlculo es el campo de los nimeros reales extendidos, tam-
bién llamada la recta hiperreal *R. Es inevitable colocarle el nombre de
hiperreal para distinguirlo del mas familiar nombre de reales, aunque a
éstos se les puede llamar reales ordinarios y a aquellos se les podria denomi-
nar, genéricamente, reales. Llamarlos hiperreales es una cuestion temporal y
provisional, porque en la medida en que sean adoptados en el aula de clase
como un modelo viable, se les denominara a secas: nimeros reales.

El conjunto *R es un campo totalmente ordenado, organizado como es-
tructura aritmética, donde cohabitan tres tipos de numeros: los infinitesi-
males o infinitamente pequenos; los finitos, entre los cuales se encuentran
los reales ordinarios; y los infinitos, entre éllos, los enteros infinitos, tam-
bién conocidos con el nombre de hiperenteros infinitos. Estas cantidades y
las operaciones aritméticas y funcionales que sobre ellas se erigen —suma,
resta, multiplicacién, divisién, raices y potencias, exponenciales y logarit-



(CALCULO CON INFINITESIMALES

mos, funciones trigonométricas, etc.— difieren de manera drastica del ma-
nejo convencional y tradicional que se conoce sobre los nimeros reales que
se ensefan en el aula de clase, que aqui siempre llamaremos reales ordina-
rios.

En el 4rea de la matematica conocida como Andlisis no Estandar?, hay
varias construcciones de *R. Nosotros inicialmente consideraremos a *R
como un conjunto dado, que es extension de los reales ordinarios R, esto es,
supondremos que existe un campo totalmente ordenado *R tal que R < *R.
Obviamente, més adelante indicaremos varios modos de su construccién,
entre las cuales hay algunos enfoques conjuntistas?. También hay presen-
taciones de corte analitico’, y otras que tienen un cierto sabor didactico®. A
aquellos escépticos de que se puedan manipular los hiperreales —o reales,
a secas— con la misma seguridad como se usan los reales ordinarios, les
advertimos que cualquier esfuerzo teérico por encontrarles una inconsis-
tencia es inutil: ha sido demostrado que en su construccion, la intuicién y el
mas exigente rigor es perfectamente compatible®.

INFINITOS E INFINITESIMALES

Aceptar que existe un campo totalmente ordenado *R tal que R c R tiene
profundas consecuencias logicas y aritméticas. Como R es parte propia de
*R, ya contamos con un tipo de cantidad, que es la que siempre llamaremos
reales ordinarios. Pero como existe al menos un elemento ‘r de *R que no es
elemento de R, entonces es posible extraer algunas conclusiones sobre este
extrano elemento. Por brevedad, como ‘r no puede ser 0, vamos a suponer
*r > 0. ¢Habra un real ordinario u que esté comprendido entre 0 y *r, esto es,
que cumpla la condicién 0 < u < *1? Si no lo hay, entonces °r es menor que
todo real ordinario, y esto es precisamente lo que se denomina infinitesi-

1 Robinson A. Non-Standard Analysis, North-Holland Pub. Co. Amsterdam, 1966. Revised
edition, 1974.

2 Robert A. Analyse non standard (1985), Nonstandard Analysis, John Wiley & Son, 1988

3 Takeuchi Y., Mélodos analiticos del andlisis no estdndar, Universidad Nacional de Colombia,
1988.

4 Henle J. M., Kleinberg E. M. Infinitesimal Calculus, MIT Press, 1979.

5 Nelson E. Internal set theory: a new approach to nonstandard analysis, Bol. of the American
Mathematical Soc., Vol. 83, 1977.
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mal. Por tanto, °r es un infinitesimal y ya tenemos otro tipo de cantidad
distinta de las reales ordinarias.

Supongamos que no lo fuera, o sea que existe u ordinario tal que 0 < u < °r.
O bien hay un real ordinario a la derecha de *r, o no lo hay. En caso que lo
haya, diremos que °r es finito, y llamemos s una cota superior. Tenemos
pues, 0 < u < *r < s. El conjunto A de reales ordinarios menores que *r €s no
vacio, ya que u c A. Ademads, estd acotado superiormente por s. Luego tiene
una minima cota superior que es un real ordinario. Llamémosla r.
Similarmente, el conjunto B de reales ordinarios mayores que *r es no va-
cio, ya que s c B. Ademas , estd acotado inferiormente por u. Luego tiene
una maxima cota inferior que es un real ordinario. El par A, B es lo que se
denomina cortadura de Dedekind® en los reales ordinarios. Por consiguien-
te, esta maxima cota inferior tiene que coincidir necesariamente con . Como
r es real ordinario ‘r # r.

Puede ocurrir *r > r. ¢Qué cantidad positiva es *r — r?2 Obviamente, no
existe un real ordinario positivo u que esté a la izquierda de °r - r porque la
relacion 0 < u < *r-rnos lleva a concluirqueu + r < °r,luegou + rcAy
esto es imposible ya que r es la minima cota superior. También puede ocurrii
r > °r. 2Qué cantidad positiva es 1 — *12 No puede existir un real ordinario
positivo u que esté a la izquierda de r - *r porque la relacién 0 < u < r—*rnos
lleva a concluir que °r < u + 1, luego u + r c B y esto es imposible ya que r

es la maxima cota inferior. Conclusion, la cantidad & = *r—r es infinitesi-

mal, y hemos demostrado que el hiperreal *r finito se separa en dos
sumandos: el real ordinario r y el infinitesimal o. En otras palabras, hemos
demostrado que todo hiperreal finito *r es de la forma *r = r += o. Esta
descomposicién es unica, porque si separamos a ‘r como *r = s + B enton-
cesr—s = o - By siendo r — s un real ordinario y un infinitesimal, esta
obligado a ser el infinitesimal 0.

Queda otra posibilidad: el hiperreal *r que tomamos no esta acotado
superiormente por ningun real ordinario s. Esto quiere decir que es mayor
que todo real ordinario, que es la definicién de cantidad infinita. Y tene-
mos el tercer tipo de hiperreales, los infinitos. En conclusion, la existencia
un campo totalmente ordenado *R tal que R c *R implica, necesariamente,

6 R. Dedekind, Essays on the Theory of Numbers, Dover Publications, Inc. New York, [1901],
1963.
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la existencia de cantidades de naturaleza aritmética distinta a la de los
reales ordinarios: los infinitesimales, los finitos, y los infinitos.

TRES TIPOS DE CANTIDADES

Para una familiaridad con el sistema numérico hiperreal son suficientes
algunas definiciones y reglas, que expondremos a continuacién. Hemos
llamado infinitesimales, o también infinitamente pequeiios, o, B, €, 8, T, ®,
etc., -incluido el cero- aquellas cantidades que en valor absoluto son me-
nores que cualquier real ordinario positivo. Dado un infinitesimal o, se
escribe o= 0, y se dice que estad muy cerca de cero. Es usual decir que o esta
«infinitamente cerca» a cero, pero evitaremos en lo posible usar esto por-
que, desde Cauchy, se ha insinuado que cero es un limite al que tiende o se
aproxima o, que es precisamente lo que se quiere evitar, ya que el infini-
tesimal no es una variable, sino una cantidad. En general, si tenemos dos
hiperreales g, b cualesquiera y ocurre que la diferencia b — a es infinitesi-
mal, decimos que a estd muy cerca de b y se escribe a = b. (o como dicen
muchos textos, a estd infinitamente cerca de b).

Otro tipo de cantidades son los reales infinitos M, N, P Q, etc. que
son aquellas en valor absoluto mayores que todo real ordinario, y por ende
resultan ser inversos multiplicativos de los infinitesimales. En otras pala-
bras, un nimero real distinto de cero es infinito si y sélo si su inverso
multiplicativo es infinitesimal. Entre los reales infinitos, nos interesa des-
tacar los enteros infinitos N, M, etc., sobre cuya existencia conviene mas
adelante profundizar, y a los que frecuentemente llamaremos hiperenteros.

Finalmente, otro tipo de nimeros son los reales finitos, que son de la
forma r+a, donde r es real ordinario y o es infinitesimal positivo, negativo
o cero. Los finitos incluyen los reales ordinarios s, {, u, v, etc. que ocurren
precisamente cuando o = 0. Si *r es el hiperreal finito *r = r + «, el real
ordinario r se denomina parte estdndar de *r. Para seguir la notacién tradi-
cional, intervalos como (a, b), 6 [a, b] significan, igual que siempre, conjun-
tos de hiperreales comprendidos entre los puntos extremos. Su longitud
sera b—a, que es general, un hiperreal.

La complejidad de los hiperreales no se puede minimizar. En efecto, el
sistema de los hiperreales *R es tal que, dada una cantidad, cualquier ex-
presién bien formada a partir de ella, debe ser otra cantidad. Esto parece
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obvio para la suma o el producto de infinitesimales, que es nuevamente
infinitesimal; o para la suma y el producto de reales infinitos, que es nue-
vamente una cantidad infinita, como se puede demostrar. Igual ocurre para
el producto de un real finito por un infinitesimal, que es infinitesimal. En
cambio, no es inmediatamente digerible que si N es entero infinito, 2" sea
un nimero entero hiperreal, como efectivamente lo es. Y también lo es el

factorial 2" de un entero infinito N!. De la misma forma, si o es infintesimal,
loge, sen (0), son hiperreales, etc. La situacién se torna mds dramédtica si

consideramos expresiones totalmente arbitrarias, como las siguientes. Sean
a y b son infinitesimales y N entero infinito, entonces

7r+\1§ (04
T\/—'—":—gﬁ—, Iog(N“), sen ﬁN

tienen garantizada una existencia legitima, aunque a simple vista no
sepamos que se trate de cantidades infinitas, finitas o infinitesimales. En
general, todas las funciones y relaciones que podamos pensar sobre *R
podran manipularse con argumentos hiperreales y sus valores seran
hiperreales. Pero esto no debe amedrentarnos, ya que el sistema numeérico
en consideracion sigue idénticas reglas que su homodlogo, el sistema nu-
mérico real R, y dichas reglas operan de modo similar en uno y en el otro.
Asi, por ejemplo, cada una de las operaciones aritmeticas como la suma, la
resta, la multiplicacién y la divisién, es compatible con las relaciones de
orden del campo *R. Y mucho mas generalmente, hay un principio deno-
minado principio de transferencia’, que garantiza que, siempre que se
sigan algunas reglas, las proposiciones que son validas en el campo nu-
mérico, R sigue siendo vélida en el otro campo numérico *R.

7 Robinson A. Non-Standard Analysis, North-Holland Pub. Co. Amsterdam, 1966. Revised
edition, 1974
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Uno de los hechos mds espectaculares de ‘R es que podemos definir el
dtomo de cada real ordinario como el conjunto de todos los hiperreales que
estdn muy cerca a él. En otras palabras, siempre que a sea real ordinario, se
llama A(a) el atomo de a, todos los b tales que a = b. Como todo real finito
tiene una parte estandar, dicho real pertenece al dtomo de su parte estandar.
La relacién de pertenecer o no al mismo 4tomo, es una relacién de equiva-
lencia por lo siguiente: es claro que a = @, por cuanto @ — a = 0. Ademas, si
a=b, a-b = q, a infinitesimal, luego b — a = - ¢, infinitesimal. Finalmente,
sia-b=ayb-c= Bentonces a-c = a- f3 infinitesimal. Como vemos, el
atomo A(a) es el conjunto de todos los hiperreales finitos de la forma a + @,
donde a es real ordinario y o es infinitesimal. Por consiguiente, como la
distancia entre dos reales ordinarios distintos no puede ser infinitesimal,
sus atomos tienen interseccién vacia. Esto es un atributo unico de los
hiperreales, porque quiere decir que los atomos separan, en sentido estric-
to, a cada real ordinario de otro. Particularmente, todos los infinitesimales
conforman el atomo de cero A(0).

Conviene aqui hacer un comentario sobre un hecho inesperado en los con-
,untos hiperreales: se pueden exhibir conuntos acotados que no tienen mini-
mas cotas superiores ni maximas cotas inferiores. Por ejemplo, el atomo de
cualquier real ordinario. Asi, el &tomo de 0 estd acotado superiormente por
cualquier real ordinario positivo, pero no existe el mayor de los infinitesima-
les, o el menor de los infinitesimales, o algo por el estilo. Esta propiedad, que
es esencial del campo R y que lo hace completo, no se cumple en el campo *R.

La separacién de cada real ordinario del otro por sus respectivos atomos,
obedece ciertas reglas aritméticas. Cuando dos hiperreales se encuentran en
dos atomos distintos, su suma y multiplicacién siguen la propiedad aditiva y
multiplicativa de sus partes estdndares. Asi, sea r € A(a), s € A(b), entonces
r=a+o,s=b+p,r+s=a+b+ (a+f),luegor + se A(a+b). Similarmente,
si multiplicamos los dos hiperreales, r x s = a b + (ap + ob + of}), luego
I x s € A(ab). De igual modo, sit € A(1), entonces 1/r € A(1), ya que, al hacer
r = 1 - a, a positivo o negativo, tenemos que,



EL SISTEMA NUMERICO HIPERREAL

EL ORDEN DE MAGNITUD

El otro hecho singular, imposible de apreciar en el sistema de los reales
ordinarios, es la existencia de diversos 6rdenes de magnitud entre las can-
tidades hiperreales, como podemos ver a continuacién. Dados dos hipe-
rreales cualesquiera a, b, donde, b#0 diremos que a es mucho menor que
b, (o también, que el érden de magnitud de b es mayor que el de a) y escri-
biremos a << b, si el cociente del primero por el segundo es infinitesimal,

a
<«<b & —=0
. b

Descriptivamente, se puede decir que el denominador es tan grande en
relacion con el numerador, que el cociente sigue siendo infinitamente pe-
queno. Este formidable recurso de los hiperrreales, ya usado extensamente
por Cauchy y que hemos citado de su Curso de Andlisis®, nos permite com-
parar todas las cantidades entre si. Por ejemplo, un infinitesimal a es mu-
cho menor que un real finito de la forma r + 3 donde r # 0, ya que el cociente
es nuevamente infinitesimal. Asi mismo, todo real finito es mucho menor
que cualquiera infinito, porque el cociente es infinitesimal. Observamos
entonces, que los hiperreales estan ordenados por 6rden de magnitud: infi-
nitesimales << finitos << infinitos.

Pero este ordenamiento es mucho mas profundo que lo que a primera
vista se ve. En efecto, si a es infinitesimal, el infinitesimal o? es mucho
menor que €l, o sea 02 << @, porque el cociente del primero por el segqundo
es nuevamente infinitesimal. Como o® >> o2 >> aal primero se le llama
de segundo drden de magnitud en relacién al tercero, etc. . Diremos que
dos cantidades son de igual 6érden de magnitud si su cociente es finito. En
el campo R de los reales ordinarios todas las cantidades son del mismo
orden, mas no ocurre asi entre los hiperreales. Tomemos, por ejemplo, N
entero infinito, y los infinitesimales

1 1 0 N 0 1

—

=

N+l 'N+2 'N°+2

8 A. L. Cauchy, Curso de Andlisis, [1821], Mathema, Facultad de Ciencias, UNAM, 1994.
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Si dividimos el primero por el segundo, obtenemos un hiperreal en el
atomo de 1,

N+2_ N 2

= =1+a,
N+l N+1 N+l

mientras que si dividimos el tercero por el cuarto, obtenemos un infini-
tesimal:

N+1
3 =0
N’ +2
o sea que las dos primeras cantidades tienen igual 6rden de magnitud,

mientras que la tercera es de menor magnitud que la cuarta. Esta cuestién
crucial para la comparacién de cantidades esta fuera del alcance del calcu-

lo tradicional.

EL NUCLEO DE UN INFINITESIMAL

Y en efecto, el comparar infinitesimales nos permite resolver definitiva-
mente uno de los mas importantes problemas tedricos que enfrentaron
-infructuosamente- los fundadores del calculo: la eliminacién de infini-
tesimales de orden mayor que la unidad. Supongamos que tenemos el

infinitesimal a+a’. Es deseable eliminar el sequndo sumando, para lo-

grar la identificacién @ =a+a’. Y en efecto, esto es lo que se venia hacien-
do desde Leibniz, declardndose que, en comparacién con un infinitesimal,
su factor cuadratico es «despreciable». El criterio para saber cuando una
cantidad es o no despreciable, lo podemos resolver satisfactoriamente de la
siguiente manera.

Sea A(0) el &tomo de 0 y definamos alli la siguiente relacién entre infini-
tesimales distintos de cero. a=f %=1+8, donde § es otro infinitesi-

mal. En ofras palabras, diremos que dos elementos del atomo de cero son
equivalentes si y sélo si el cociente esta en el atomo de la unidad. Esta es

3 : . o L«
una relacién de equivalencia porque E=1' Ademas, si B =146 entonces
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o B o _opf
=141 Fi — =146, E=14n, " ==E=01+6)1+n)=142 14
7. Finalmente, B y y By
clase de equivalencia de cada infinitesimal o la denominaremos nucleo de
o y la escribiremos N(o).

B
o

Ahora, dado un infinitesimal, diremos que todo otro infinitesimal que
sumado a €l pertenezca a su nucleo, es despreciable. Por ejemplo, dado el
infinitesimal o, entonces o+30? es elemento de N(o) porque

o+ 30’

— =1+3a. Luego 30’ es despreciable en comparacién con o. Claro

que el nucleo de 3« ? estas bastante lejos del nucleo de ¢, y un elemento de

este nucleo tendria que ser, digamos, el infinitesimal 3¢ ?~5a’. Por tanto,

—50 es despreciable en comparacién con 3a’.

La existencia de nucleos en un atomo tiene, ademads, un sabor didactico.
Muchos tienden a pensar que el atomo de cero es algo muy pequeiio, pero
es curioso que el interior del atomo, a su vez, se separa en toda una conste-
laciéon de nucleos, uno por cada infinitesimal.

LA PROPIEDAD *ARQUIMEDIANA

Una de las principales caracteristicas del viejo sistema de los ntiimeros
reales ordinarios es la propiedad arquimediana: dado r > 0, si u es un real
cualquiera, siempre existe un nimero natural n tal que u < nr. Esto se pue-
de describir diciendo que, por mas pequeno que sea r, algun maultiplo ente-
ro de r alcanza y sobrepasa a u, no importa cuan grande sea u.
Particularmente, la unidad 1, sumada un nimero finito de veces, alcanza y
sobrepasa a cualquier real, por més grandé que sea. El campo hiperreal *R
transgrede esta propiedad esencial del campo real ordinario. Por eso a *R
se le denomina campo no arquimediano. Dicha transgresién la podemos
comprobar de modo evidente: en el sistema numeérico hiperreal, la unidad
1 jamas alcanzara a un real infinito mediante un multiplo entero finito. Y
también ocurre a escala infinitesimal: como todo multiplo entero finito de
un infinitesimal es infinitesimal, jamas un multiplo entero finito de un in-
finitesimal alcanzard a un real ordinario.
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La construccién de los hiperreales ‘R tiene como una de sus repercusio-
nes mas impactantes el hecho de que si a > 0 es un infinitesimal y u es un
hiperreal, existe un multiplo na de o tal que u < na, siempre que a n se le
permita ser un hiperentero. Y lo que es mas sorprendente: este n puede ser
escogido de modo tinico y tal que na. < u< (n+1)o. En realidad, esta es una
de las propiedades fundamentales del célculo infinitesimal y se le denomi-
na la propiedad *arquimediana de los hiperreales.

Lo primero que tenemos que demostrar es la existencia misma de los
hiperenteros, esto es, de enteros no finitos, ya que los finitos, obviamente,
son hiperreales. Esto es muy sencillo, si aceptamos que las reglas validas
entre los reales, como la construccién de funciones, son también validas
entre los hiperreales. Recordemos del célculo tradicional, la funcién que a
cada real ordinario u le asigna el mayor entero que es menor o igual a dicho
real. Dicha funcién se denomina la parte entera de u y se escribe [u]. Ella
cumple con la propiedad

u—-1<ulu

Por consiguiente, existe una idéntica funcién en los hiperreales, que a
cada hiperreal u le asigna el mayor entero que es menor o igual a dicho
hiperreal. Dicha funcién también la denominaremos parte entera de u y
la escribiremos [u]. Veamos el comportamiento de tal funcién. Por ejem-
plo, si u es infinitesimal positivo, entonces [u] = 0, pero si u es infinitesi-
mal negativo, entonces [u] = -1. En general, si *‘r es hiperreal finito,
necesariamente °r se descompondrd como *r = r + a, luego [*r] = [1] si &
es positivoy [ 1] = [1] - 1, si o es negativo. ¢Qué pasa si *r es un hiperreal
infinito? Necesariamente, [*1] serd un entero hiperreal, pero no puede ser
finito. Estas cantidades son las hemos denominado hiperenteros. Es im-
portante destacar que, dado que la funcién [u] seguird cumpliendo la des-
igualdad, para todo infinitesimal 0 < o existe un hiperentero N tal que 0
< I/N < o, porque es suficiente tomar N -1 = [1/0]. En otras palabras, a la
izquierda de todo infinitesimal positivo hay un inverso de algtin hiperentero.

Demostremos ahora la propiedad *arquimediana de los hiperreales. Dado
el infinitesimal 0 < oy el hiperreal u, sea N entero infinito tal que o < 1/N.
Supongamos por simplicidad, que o = 1/N. Sea [uN] el minimo entero con-
tenido en uN. Este cumplird con la propiedad uN - 1 < [uN] < uN. Haga-
mos n = [uN]. Este n es el buscado, ya que si uN - 1 < n < uN, entonces
uN < n+1, luego n(1/N) < u < (n+1)(1/N); reemplazando o = 1/N, tene-
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mos no. < u < (n+1)o. Particularmente, u < [u] + 1 = M implica que la
unidad 1 puede alcanzar y sobrepasar a cualquier hiperreal u, sumandola
un numero hiperentero M de veces.

Vamos a dar un ejemplo de cémo acercar multiplos de infinitesimales a
reales finitos. Sea u = 1/3, N entero infinito y a= 2/N. Nos piden encontrar
un multiplo na tal que no £ 1/3 < (n+1)o; esto es lo mismo que
2n/N < 1/3 < 2(n+1)/N. Despejando n, esto implica que n debe cumplir la
condicién N/6-1 < n < N/6. Por consiguiente, n = [N/6]. Hay que tener cui-
dado con los diversos 6rdenes de magnitud, porque el entero n puede ser
infinito y sinembargo na sigue siendo infinitesimal. Tal es el caso o = 1/N?
para N entero infinito. Sea n = N. De donde na = N(1/N? ) = 1/N, que
también es infinitesimal.

EL NOMERO €

Dado N entero positivo infinito, la expresién

(4]

consiste en un elemento del atomo de 1 que es elevado a la potencia N.
Ello determina determina una cantidad hiperreal, que depende de N. Para
calcularla, hacemos la expansiéon por el binomio de Newton®. De acuerdo a
las reglas que operan en los hiperreales, similares a la de los reales, tenemos

N
1+-I =1+1+l 1.__I +1 1__1 1__2 s
N I 2 N) 3l N N
ool (1 bl it
N\ N N N

1Y 1.1 1
1+— | <1414+ Feeed—
N 2! 3 N!

9 H. E. Taylor, T. L. Wade, University Calculus, John Wiley and Sons, Inc., 1962.
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pero N!1>2%¥' p=234,.., luego

1 1 N<1+l+l+i+l---+ !
+}E 2 22 23 2N-I

teniendo en cuenta la suma de términos de la serie geomeétrica,

1, ¥ 1
1+]_\(' <l+1+ 1_2_NTI <3

luego dicho hiperreal es finito, porque es menor que el real ordinario 3.
En efecto, si en vez de N tomamos M, podemos verificar que la diferencia

(3] 44)

es infinitesimal, luego independiente de toda N dicha cantidad estd en
n mismo atomo, cuya parte estdndar existe y es el real ordinario que se
denomina e. En realidad, puede demostrarse -y asi lo hizo Euler— que se
cumple la igualdad

1Y i+ 7 1
e=|1+— | =1+1+—4+ -4+ —
N 2! 3! N!

SUCESIONES CON SUBINDICES HIPERENTEROS

En el cdlculo tradicional, se conoce como sucesién al ordenamiento de
entidades de la forma
ao’a”az,...,an,...
donde cada uno de los términos de la sucesién pueden ser elementos de
un conjunto cualquiera. Cuando no existen los puntos suspensivos finales,
la sucesi6n es finita. Y cuando existen los puntos suspensivos, lo que indica
que el dominio de los indices es todo el conjunto de los niimero naturales,
la sucesién se denomina infinita. En otras palabras, el subindice n es un
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entero finito, pero los puntos suspensivos indican que la sucesién tiene un
«numero infinito de términos». Un hecho sorprendente y crucial del siste-
ma numérico hiperreal es que, dado el entero infinito N, también podemos
numerar objetos en orden sucesivo, de 0 hasta N de la forma

Q;,ay,""",ay

s6lo que ahora hay un niimero infinito de términos, donde sabemos cual
es el primero, cual es el dltimo, y dado uno de ellos, cual es el anterior y
cual el siguiente. Algunos autores'® denominan sucesién hiperfinita a este
tipo de sucesiones, pero nosotros no lo utilizaremos para no crear confu-
sién alguna.

Ejemplos

Podemos ordenar en forma de sucesién los nimeros enteros n compren-
didos entre 1 y N, para N entero infinito, asi: 1,2,3,---,n,---,N y realizar la
suma de ellos, con el familiar resultado:

N ON(N+1
;. _(_2

Particularmente, si N es infinito, la cantidad N(N+1)/2 es un entero infi-
nito, y ademas, N(N + 1) es entero infinito par, ya que es divisible por 2.

Otro ejemplo es el numero e, que acabamos de ver, que cumple con la
identidad

1 1 1
e=1+14+—+—+--+ +—-
2! 3! N!

RECUBRIMIENTO INFINITESIMAL DE UN INTERVALO

El sistema numeérico hiperreal permite algo jamds sofiado con el viejo
sistema numérico: recubrir un intervalo en el que se ordenen secuencial-
mente los reales ordinarios, de modo tal que cada uno quede seguido del

10 Y. Takeuchi, Mélodos Analiticos del Andlisis no estandar, Depto. de Matemdtica y Estadistica,
Universidad Nacional de Colombia, 1988.
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otro, pese a que, como todos sabemos éstos no son un conjunto numera-
ble.

Para simplificar, tomemos el intervalo de la recta real ordinaria [0, 1], que
contiene un primer elemento 0 y un tltimo elemento 1. Se trata de ordenar
todos los reales ordinarios de dicho intervalo de modo que haya un primer
real que siga a cero, un segundo real (que siga a éste, etc., y asi sucesiva-
mente, obtenéndose un ordenamiento secuencial de todos los reales. El
método nos permitird saber, dado uno de ellos, cual es el anterior y cual es
el siguiente, hasta finalizar con el ultimo real del intervalo que es el 1. Esta
operacion aritmética aparentemente imposible, se logra cuando apelamos
al sistema de hiperreales, donde las sucesiones de este tipo, como hemos
visto, son perfectamente posibles.

Visto el método un poco mas de cerca, vamos a recubrir el intervalo de
modo que haya una particién de subintervalos infinitesimales que lo ‘pavi-
menten' por asi decirlo, donde cada nimero real ordinario estara compren-
dido univocamente en un determinado ‘mosaico’ de la subdivision. La
‘pavimentacién’ del intervalo [0, 1] es la siguiente: se toma N entero infini-

1
to con el infinitesimal & =E’ y se considera el conjunto de todos los
multiplos

{na}0<n<N

El primero de ellos es cero y el tltimo es 1. La sucesién asi construida es

ay,=(N-Da

ay =1

Veamos que pasa con cada uno de los reales ordinarios del intervalo. Es
evidente que todo real ordinario u estd comprendido en uno solo de los
subintervalos
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[0, 2)U[ex, 2c)U---Ul[ner, (n+1)x)---U[(V =1)ez, 1)

donde asumimos que el extremo superior de cada intervalo pertenece al
intervalo siguiente, para no contar dos veces los extremos. Hemos demos-
trado que existe uno y so6lo un n tal que

nasu<(n+lo

y en tal subintervalo sélo puede haber ese real y no otro, aunque haya
intervalos donde no se encuentre localizado ningun real. La asignacién, es
univoca, lo que no significa otra cosa que han sido colocados en sucesion
ordenada -lo que pudo ser el suefio de Leibniz- la totalidad de los reales
del intervalo. Sélo que el conjunto que numera a los reales es el conjunto de
los hiperenteros *N.

CONSTRUCCION DEL CAMPO DE LOS HIPERREALES

En todo momento hemos considerado la existencia de un conjunto *R,
que es extension de los reales ordinarios R, esto es, siempre hemos supues-
to que existe un campo totalmente ordenado *R tal que R I *R. Ahora bien,
preguntarse sobre su existencia es plantearse el problema de la construc-
cién de sistemas numéricos diferentes a los reales ordinarios. Esto es lo
que haremos ahora, y para ello mostraremos, de una manera muy breve y
resumida, cémo se construyen los hiperreales, para lo cual, entre diversas
alternativas, haremos uso de una exposicién de Lindstrom''.

Para su mayor comprensién, vamos a recordar como se construyen los
reales ordinarios. Tenemos el campo de niimeros racionales Q, con sus ope-
raciones elementales de adicién y multiplicacién, y su relacién de orden <.
El plan es el siguiente: recordaremos cémo en los textos de cdlculo se ex-
tiende Q a los reales R y mostraremos la gran similaridad que tiene esta
extension con la de los reales a los hiperreales *R.

Es sabido que uno de los modos de extender Q al campo R de los reales,
es mediante sucesiones de Cauchy, que son sucesiones

11 T Lindstrom, An Invitation to Nonstandard Analysis -Nonslandard Analysis and its Applicatio-
ns, Edited by Nigel Cutland, Cambridge University Press, 1988,

P R S ——
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la.}=1a,,0,.a,,....a,,...}, a,€Q, neN

donde cada uno de los términos es un nimero racional, que cumplen la
condicién de que la distancia entre los términos se hace cada vez mas pe-
quena, para indices suficientemente grandes, o mds precisamente,

Ve>0 IM > Vnm>M — a,-a, <€

Hagamos ahora C el conjunto de todas las sucesiones de Cauchy de nu-
meros racionales, y definamos la siguiente relacién entre éllas: {a,}=1{b,} si
y solo si

lim (a, —b,)=0

n—yee

Esta es una relacion de equivalencia que separa al conjunto C en clases de
equivalencia. El conjunto de los reales R es precisamente el conjunto de todas
estas clases de equivalencia de C. Designemos la clase de cada sucesién como

a, . Se definen adicién y multiplicacién término a término,
{a">+(b") = (a, +bn), (a")°<bn) = {an -bn)

La relacion de orden se define como (an) < (b,,) si existe un racional e > 0
tal que, para indices n suficientemente grandes, se cumple a, <b, +&€ . Fi-
nalmente, hacemos la identificacién del racional a con la sucesién respectiva

a - Jla,a,.r;:,...,.a ,}

Esto hace que el conjunto Q pueda ser considerado subconjunto propio
de R. Un ejemplo de nimeros reales que no son racionales son el par de
sucesiones

a=ﬁ.%,%%,---}, B =i’%2’}§2a%_z,---}.

Es obvio que la diferencia de cada una de éllas con cualquier racional
distinto de cero no puede ser una sucesién que converja a cero. Obsérvese
que ambas sucesiones estan en la misma clase de equivalencia de cero,

Enunn Enrranial lwiveasinan nei Macnar eNA
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pese a que la segqunda converge mas rapidamente que la primera. En otras
palabras, el proceso de construccion de los reales R a partir de los raciona-
les identifica sucesiones pero no distingue el comportamiento asintético de
cada sucesion. Esta cuestion esencial a la construcciéon de R, es algo que no
ocurrira en los hiperreales *R.

Ahora mostramos cémo se construye el campo de los hiperreales. Prime-
ramente, supondremos que existe una medida aditiva m en los nimeros
naturales N, que asigna a cada subconjunto de numeros naturales las can-
tidades 0, 1, asi:

1. AcN — m(A)=0 v m(A)=1
2. m(N)=1. m(A)=0,

siempre que A tenga un numero finito de elementos. Ademads,

3. AnB=0 — m(AuB)=m(A)+m(B)

La medida m separa a los subconjuntos de N en dos clases de conjuntos:
los grandes, que son aquellos cuya medida es 1; y los pequernios cuya medi-
da es 0. Particularmente, todos los subconjuntos finitos son pequenos. Al
final del capitulo, informaremos sobre la existencia de tales medidas. Aho-
ra, tomamos todas las sucesiones de la forma

{a,}=1{a,,a,,a;,....a,,...}, a,e R, neN

donde, como es de esperarse, cada término debe ser un nimero real. Para
identificar las sucesiones entre si, haremos uso de la medida m, mediante
la siguiente relacién:

fa.}=} & mA)=1

donde A es el subconjunto de aquellos indices n en los cuales se cumple
la identidad a, =b,. En otras palabras, aquellos indices donde los términos

de ambas sucesiones difieren, constituyen un conjunto pequeno. Ademadas
de que, efectivamente, ésta es una relacién de equivalencia, el conjunto *R

de todas las clases de equivalencia a, es verdaderamente un campo orde-
nado, con la suma y producto término a término entre sucesiones, y la rela-

cién de orden (a,) < b, siy sélo si m(A) = 1, donde A, el subconjunto de



CALCULO CON INFINITESIMALES

indices en los que se cumple la relacién de 6rden a, <b,, es un subconjunto
grande. Nuevamente, la asignacién

a — {a,a,a,...,a,...}

nos permite identificar el campo R como subconjunto del conjunto °*R.
Los elementos de R en *R se denominan reales ordinarios.

Como ocurre en la construccién de los reales R, la demostraciéon de que
*R cumple las propiedades de campo no deja de tener cuidado, ya que cada
propiedad debe ser verificada que se cumple entre los representantes de
las clases de equivalencia y que es independiente del representante que se
selecciona. Ademas, hay que confirmar que la relacién de orden es lineal y
es consistente con la adicién y multiplicacién entre clases de equivalencia.
Debido a lo apretado del resumen, estas demostraciones las dejaremos de
lado, salvo la propiedad de que en *R no existen divisores de cero. Asi,

supongamos que el producto de dos hiperreales es cero. Tomando dos su-
cesiones de las clases de equivalencia,

{a,x,} = Pl mO)=1
C={nl a,xb, =0}

C=AUB
A={nl a, =0}
B={nl b =0}

y como la medida m es aditiva entonces una de las dos condiciones m(A)
= 1, m(B) = 1, o sea que alguna de las dos sucesiones es cero, que era lo que
se quieria demostrar. Y ahora si se distinguen las sucesiones de acuerdo a
la rapidez de su convergencia. Mas exactamente, las sucesiones

b Y Y Yod B=1 Yo Yo Vo]
no pueden estar en la misma clase de equivalencia, porque el conjunto
de indices en el que los términos son idénticos consiste de un solo elemen-
to, y su medida es 0. O sea que oy f3 representan hiperreales distintos.
Recordemos que un hiperreal es infinitesimal si su valor absoluto es menor
que algun real ordinario positivo, y es infinito si su valor absoluto es mayor
que todo real ordinario. Como °R es una extension del campo R, necesaria-

Fonoo Emitorialt UNIVERSIDAD DEL MAGDALENA



EL SISTEMA NUMERICO HIPERREAL

mente tendra tres tipos de elementos, infinitesimales, finitos e infinitos, lo
que ha sido demostrado en el capitulo anterior. Precisamente, la clase de la

sucesion {1, 2,3.4,...,...} es un hiperreal infinito, mientras que las sucesio-
nes a, B arriba mencionadas, son ambos distintos infinitesimales. No esta
de mas recalcar que la construccién de los hiperreales depende de la medi-
da aditiva m en consideracién.

Hay un subconjunto *Z c *R que nos resultara familiar: el de las clases de
equivalencia de sucesiones tales que sus términos son enteros, salvo un
subconjunto pequeno de indices. Mds exactamente,

*Z={a,}| ma)=1}
A={nl a eZ}

Estos son precisamente los hiperenteros. Es sencillo demostrar que *Z es
cerrado para la adicién y multiplicacién de hiperenteros. Como es de espe-
rarse, el conjunto *Q de los hiperracionales sera el de todos los cocientes de
hiperenteros con denominador distinto de cero. Aunque la definicién de *‘Z
y *Q como subconjuntos de *R es rigurosa, resulta chocante el que ambos
conjuntos aparecen ya dados como una restriccion de *R y no como una
construccién propiamente dicha. Hay otro hecho, desconcertante, y nada
facil de probar: el conjunto *Z es no numerable.

A esto se agrega, como veremos en el Apéndice, que hay sistemas numé-
ricos que son dominios enteros y campos no arquimedianos muy similares
a *Z y *Q, respectivamente. Para evitar cualquier confusién, simpre que nos
refiramos al campo de los hiperreales, se trata del campo *R aqui mencio-
nado. Y siempre que hablemos del conjunto de los hiperenteros y de los
hiperracionales, estaremos refiriéndonos a *Z y *Q como subconjuntos de
*R, respectivamente.

IMIEDIDAS ADITIVAS Y ULTRAFILTROS

En muchos textos de andlisis no estdndar el campo de los hiperreales se
construye haciendo uso de ultrafiltros, que es el artificio mediante el cual se
identifican las sucesiones de reales ordinarios. Un filtro sobre el conjunto
de los naturales N es una coleccién de subconjuntos F de N que posee las
siguientes propiedades:

Kemer GEORGE e
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1. Q¢ F
A,Be F > A\BeF
Ae FABc A—> BeF

Un ejemplo de filtro es la coleccién de todos los subconjuntos de natura-
les tales que su complemento es finito. El filtro se llama libre si no posee
conjuntos finitos. Un filtro es ultrafiltro si a él pertenece todo conjunto o su
complemento en N. Dado un ultrafiltro libre E la identificacién de sucesio-
nes de reales ordinarios se hace de la siguiente manera:

o=t} © AeF

donde A es el conjunto de indices en los que los términos de la sucesion
son idénticos. En ofras palabras, los indices en los que los términos, uno a
uno, difieren, son «filtrados» por el ultrafiltro. La existencia de ultrafiltros
es equivalente a la existencia de medidas aditivas como las utilizadas en la
construccion de Linstrom. En efecto, sea F un ultrafiltro y m una funcién
definida sobre los subconjuntos de naturales, asi:

m(A)=1 & AeF
es sencillo mostrar que m es una medida aditiva. Similarmente, dada m,

seleccionamos la colecciéon de subconjuntos A tales que m(A) = 1. Dicha
coleccion es un ultrafiltro.
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Los elementos del calculo

Los elementos del calculo son, en su orden: la variable, la diferencial, la
funcién, la derivada y la integral. Ellos son principios organizadores dado
que configuran los centros de referencia donde se originan todos los demaés
conceptos y relaciones con las cuales se erige el cdlculo infinitesimal. Los
elementos estan puestos en un determinado sistema numérico hiperreal.
Puede parecer curioso el orden en que hemos colocado los elementos.
¢Por qué comenzar primero con la diferencial y seguir luego con la fun-
cién?, lo mas légico seria considerar primero la funcién, luego la derivada
y después la diferencial. Este es el orden légico de los textos del célculo
tradicional.

Aquellos que lean nuestra interpretaciéon histérica sobre el origen del
calculo’, encontraran que la construccién teérica que hacemos se ajusta al
orden histérico del surgimiento de dichos conceptos. El movimiento ascen-
dente de los elementos organizadores del célculo es el que a continuacién
seguiremos: iniciamos con el elemento variable, como sucesién de valores
numéricos; de las diferencias de valores de la variable se obtiene el ele-
mento diferencial; de relaciones entre variables en la asignacién de valores
se obtiene el elemento funcién; del cociente de diferenciales se llega al
elemento derivada y de sumas como operacién inversa de la diferencial, se
construye el elemento integral.

LA VARIABLE

La variable es la piedra angular de nuestra teorfa por cuanto, como aca-
bamos de anunciar, alrededor del elemento variable se encadenan todos

1 Capltulo 1. Origen, destierro y renacimiento de los infinitesimales.
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los demé&s. Una variable u es una sucesién ordenada de valores o datos
numéricos o cantidades cualesquiera,

U= {Ug, Uy Uy Uz Uy }

donde N es un entero positivo infinito, que llamaremos el rango de la varia-
ble, y cada u, es un hiperreal finito, infinito, o infinitesimal. Cuando se tiene

una variable u, cada valor o cantidad u, es el término o dato en la posicién n,
también llamado el indice o subindice n. Asi, por ejemplo, podemos referirnos

al dato u, de la posicién cero, o si N es infinito impar, al dato de la mitad, o el

ultimo dato u, . Aunque usaremos el nombre de subindice, estaremos tentados
a utilizar el de posicién, pues sugiere la idea de una variable que recorre una a
una todas las posiciones, desde la primera hasta la Ultima. En aras de la
simplicidad y mientras no haya confusién, utilizaremos la notacién tradi-
cional de las sucesiones, tal y como se ensefian en el aula de clase:

u={un}, 0<n<N

Esta notacién significa que nuestra variable de la izquierda es idéntica a
la sucesién de la derecha, que tiene como término general —en caso que

pueda ser dado por una férmula- al valor u, .

El ejemplo mas exitoso de variable —como lo veremos en todo el curso de
la exposicién- lo produce el recorrido de un infinitesimal fijo, mediante sus
muiltiplos enteros, durante todo un intervalo de la recta, como lo vimos en el
capitulo anterior, en lo que denominamos ‘pavimentacién’ del intervalo
hiperreal [0, 1]. En efecto, se toma un entero infinito N, con el infinitesimal

1

o= N yse considera el conjunto de todos los mailtiplos

{na}, 0£n<N

Definimos la variable x={x,,x,x,,%,...,xy}, donde

e T R et L ¥
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Xy, =(N-Do

xy =1

El primer término de la variable es cero y el ltimo es 1. Y esta notacién
de la variable x la mantendremos de ahora en adelante, aunque el interva-
lo sea mas general, digamos [a, b], donde los extremos son reales cualquie-
1a y se escoja otro entero infinito, digamos M; en este caso, el término general
es

m(b—
X =———( %) +a
M
que se inicia en el valor a y finaliza en b. Por supuesto, podemos exhibir
ofras variables, como la siguiente
% . 3% 8 3 2
R 5 A AR Sl I, gy

cuyos términos son el cuadrado de cada uno de los términos de la prime-
1q; también tiene 0 como término inicial y 1 como término final. En algunos
momentos, porque lo consideremos imprescindible, definiremos variables
que inician con la posicién 1, como ocurre con la siguiente,

w={u,u,,Us,....Uuy },

u, =N
uy =%
2
-
3
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En otros, excluiremos la posicién N si se quiere que la variable se inicie en
la posicién 0 y recorra N términos. Finalmente, seran de gran utilidad las
variables que se inician en posiciones negativas, como la siguiente. Defini-
mos Sea x = {na} en el intervalo [-T T] dada por @ = T/N, y-N <n < N.
También podemos definir v asi:

" {0 n<0
v'=

1 n20

que recorre 2N posiciones cuyo valor es cero y luego 1. Obsérvese que el
intervalo [-T, T] no necesariamente tiene longitud finita, pues T puede ser
infinito. .

Una constante C es una variable de tipo

C ={c,c,c,..c}

donde ¢ es una cantidad fija, o lo que es lo mismo, C tiene el mismo dato
n todas las posiciones.

A veces conviene distinguir las variables que no poseen datos infinitos.
Si todos los u, cumplen la condicién #, <M donde M es real ordinario,

diremos que u es una variable acotada. Si una variable no posee ningin
término infinitesimal se dice que tal variable se mantiene alejada de cero.

LA DIFERENCIAL

Definiremos el elemento diferencial del siguiente modo. Cuando se tie-
ne una varable u

u={uy,u,,u,,Us,....uy }

se puede construir una nueva sucesién cuyos términos son

duy =u, —uy, du, =u, — .. duy , =uy, —uy_,

Si los organizamos como datos o términos de una nueva variable, el rango
de esta variable serda N - 1. Para recuperar el rango N, y en vista de que no

Possmea Poosmeamens DBhlerossnmmess o ooss DB asuoeas soanl
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existe el término N+1 de la variable u, supondremos que su tltimo dato es
cero, o sea du, =(0. Como ya veremos, para nuestros propdsitos es irrelevan-
te cualquier cantidad que se coloque en el término final de la diferencial.

En resumen, la diferencial du de la vardable u es la nueva variable de
rango N

du = {u, —uy,u, —u, 1, —u,,....uy —uy ,,0}
={du,,du,,du,,du,,...,du, }

La idea que debe retener el lector es que toda vardable tiene una diferen-
cial y ésta siempre es una variable. La frase «toda variable tiene una dife-
rencial» es ajena al cdlculo que nos ensenan en el aula de clase. Lo que
hace chocante a la frase es asociar mentalmente la diferencial a un concep-
to geométrico, que es el de fangenie. En nuestro calculo, la definicién es
estrictamente aritmética: la diferencial es simple y llanamente «diferen-
cias de cantidades» so6lo que dichas cantidades se pueden operar a escala
infinitesimal.

En el area de las matematicas llamada ecuaciones en diferencias fi-

nitas®, se define el operador de diferencias como Au, =u, , —u, . Se podra
argumentar que éste es similar a nuestra diferencial. Pero no es cierto, por-
que la diferencial opera con sucesiones no finitas con valores hiperreales,
Io que el operador de diferencias A no contempla.

Hay una importante relacién —inversa— enire la varable u y su diferen-
cial du, en el sentido siguiente: supongamos que iniciamos con la diferen-
cial de una variable,

duy , =uy—uy , Uy =y +duy  =u,+du,+du, +du, +---+du,_,
du, =0

2 S. Goldberg, Introduction to Difference Equations, Dover Publications, Inc., New York, 1958.
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luego es posible recuperar —salvo el término inicial que es la condicién
inicial- la variable en términos de su diferencial,

u={uy,uy+duy,uy+duy +duy, -, uy+dug +du, +---+duy_ }

Este hecho aritmético elemental permite intuir ya —lo hizo Leibniz- la
relacién reciproca que existe entre la variable y la diferencial.

LA VARIABLE INDEPENDENDIENTE

Paradé6jicamente, aunque el concepto de variable independiente es uno
de los mas utilizados en el célculo tradicional, muy rara vez se precisa de
que se trata. La explicacién mas frecuente es espacial: la variable indepen-
diente es la que ha sido «despejada» y colocada a la derecha de la ecuacién,
mientras que a la izquierda esta la variable «dependiente». Nuestro célcu-
lo resuelve toda duda al respecto y facilita la comprensién total de dicho
concepto. Una variable

u={uy,uy,ly,.... Uy }

es independiente si su diferencial du es una constante, lo que escribimos
como du = C = {c}. Esto es equivalente a que en cada posicién de la varia-
ble du la diferencia entre un dato y el anterior sea una constante no nula,

du={du_}, Uy —U,=c¢, 0Sn<N, du,=0 c#0.
Podemos desplegar los datos de la variable independiente, ya que
Uy—uy=c, u=u,+c
Uy —U =C, Uy=Uy+2C
Us—U, =C, Uy=uy+3c
U,—u, ,=¢, U, =uUg+nc

~ Eonno Enitomial Lluiveneinan et Mastal Exa
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Haciendo la substituciénu, =a, toda variable independiente u es de la
forma

u={a,a+c,a+2c,a+3c,...,a+ Nc}

donde a es la condicién inicial o primer dato. Si la variable u tiene como
primer dato a = 0, obtenemos que toda variable independiente es de la forma

u={0,c,2¢,3c,...,Nc}, u={nc}, 0<n<N

Supongamos que N es entero infinito y hacemos la constante ¢ el infini-

1
tesimal ¢ =Q = N’ entonces el conjunto de todos los multiplos

{na}, 0<sn<N

es precisamente la variable x = {na}, siendo ésta -y no otra- la razén por
la cual dicha variable se denomina independiente.

LA VARIABLE CONTINUA

El concepto de continuidad que expondremos, verdadero ntcleo de la
teoria, es una ruptura con el concepto oficial de continuidad, que es el que
estudiamos con detalle en el primer capitulo, y que opera en el &mbito de la
matematica, desde Weierstrass, Cantor y Dedekind.

Recordemos que, de acuerdo a este Ultimo®, una vez que define con todo
rigor lo que significa un salto y un agujero en un conjunto linealmente
ordenado, el conjunto se define como continuo, segin Dedekind —si no tie-
ne saltos ni agujeros. La situacién que plantea nuestra definicién de varia-
ble es radicalmente distinta. Por su propia definicién, dada una variable,
ésta produce un salto en cada uno de sus valores, ya que la sucesién es
discreta aunque a escala infinitesimal. De modo que, cuando hablemos de
continuidad, no estaremos hablando precisamente de la continuidad en el
sentido de Dedekind sino de Leibniz y, en cierto sentido, de Cauchy, aun-

3 R. Dedekind, Essays on the Theory of Numbers, Dover Publications, Inc. New York, [1901],
1963.
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que la polémica sobre el uso de la continuidad, en este ultimo autor, sigue
abierta y actual®.

Nosotros diremos que una variable u es continua si su diferencial du
recorre valores infinitesimales. Esto quiere decir que la diferencia entre
cada dato y el anterior es infinitesimal,

du, =u,,—u, =0

n

lo que escribimos como du = 0.

Noétese que si una variable es continua, su diferencial también es una
variable continua, ya que las diferencias de infinitesimales son infinitesi-
males; en otras palabras, ddu = 0. Una vez que se tiene la propiedad de
continuidad, ésta jamds se pierde. Como la variable continua toma valores
en una sucesién infinita cuyos términos estan separados infinitesimalmente,
la diferencial es asi mismo, la variable cuyos términos son infinitesimales.
Esto permite aclarar el concepto de continuidad de Leibniz: el adjetivo con-
tinuo en la variable significa que su diferencial toma valores sucesivos in-
finitesimales. No vemos ningun misterio en la notacién de nuestras
variables con las que tradicionalmente se usan, si hacemos que asuman la
forma de sucesiones infinitesimales de cantidades diversas, tal y como le
gustaba decir a Descartes. Y en efecto, el concepto de continuidad
deteminado por una sucesién de valores a escala infinitesimal, es lo que
permite denominar a nuestra teoria como «célculo discreto infinitesimal» o
resumidamente MicroCdlculo, que es el nombre que estamos utilizando.

LAS VARIABLES, COMO SE USAN

Reiteramos que estamos interesados en variables construidas del modo
siguiente. Consideremos un intervalo finito de la recta hiperreal *R, que
podemos suponer el intervalo [-T, T], donde T es real finito, y el entero
infinito N. Ya hemos visto que la variable x es independiente, porque es
una expresion particular de toda variable independiente. Pero ahora va-
mos a profundizar mas este enfoque, teniendo en cuenta que tanto x como
su diferencial dx serdan

4 J. Hemandez, "El rigor de Cauchy y el Andlisis Matemético”, Mathesis, filosoffa e historia de
la matemadtica, Vol. IX, No. 2, Mayo 1993.
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x={£}, —~N<n<N
N

N N N’

Obsérvese que la diferencial dx es una cantidad constante, luego x es
una variable independiente. Pero ademas, como T es finito, T/N es infini-
tesimal, y por tanto, la diferencial es infinitesimal, o sea que también x es
continua. Debido a que cada término de la diferencial es constante, abu-
sando del lenguaje, podemos identificar todos ellos con el mismo simbolo
dx por lo que dx = {dx}. Sustituyendo,

x = {0, dx,2dx,3dx,..., Ndx}
o también,

x ={ndx}

que es la expresién de la que a menudo haremos uso. Como ya hemos
indicado, la variable x es una «pavimentacién» del intervalo [-T, T] consi-
derado, siempre que T sea finito. En caso que T sea infinito, toda la recta
quedara «pavimientada» por la variable independiente y continua x, siem-

pre que T sea mucho menor que N, o sea T << N, para que el cociente T/N
siga siendo infinitesimal.

ALGEBRA DE VARIABLES

El 4lgebra de variables hace referencia a la manipulacién simbdlica y
operativa de las variables. En la tradicién del célculo, si u, v son variables,
u + v es una operacién, mientras que u? es una funcién. Este hecho conduce
a la confusién inevitable entre variable y funcién, confusién que muchos
autores han logrado superar mediante simbologias artificiosas. Para noso-
tros, el dlgebra de variables produce variables, sin que se requiera apelar
al concepto de funcién.
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Sean u v, variables del mismo rango N —que es un entero infinito que
podemos fijar—. Definimos la nueva variable u + v como suma de sucesiones,

u+v={uﬂ +vﬂ}= {uy + vy + vy, Uy +V,, Uy V5,0, Uy +vy}

De la misma forma, definimos el producto y el cociente,

uxv={u,v,}, £ ={E'l}
v

vﬂ

donde el cociente, que es un producto de la primera variable por el inver-
so multiplicativo de la sequnda, esta bien definido siempre que todos los
datos del denominador sean distintos de cero. El caso mas usual de produc-
to es el de las potencias de la variable,

W= {Ug, Uy Uy Uy Uy }
2 2 2 2 2
v=uXu=u"={u, ,u; v, ,...,Vy" }

n n
w=au"={au, ,au,",...,auy"}

aqui, las variables pueden ser combinadas algebraicamente, formando
los familiares polinomios en una variable. Por ejemplo, dado x = {ndx},

hacemos y=3x’-2x*+x-1.

ALGEBRA DIFERENCIAL

El algebra diferencial consiste en el conjunto de relaciones que se esta-
blecen entre el dlgebra de variables y la diferencial de una variable. La
diferencial de una constante es cero, o mas exactamente, es la variable cero,

porque
C ={c,c,c,"--,c} dC={0,0,0,---,0}=0
Ia diferencial asigna a una sucesién, una nueva sucesién y actia como

un operador. Por ello es perfectamente valido tomar diferenciales de sumas,
y compararlas con sumas de diferenciales. Usando notacién condensada,

se obtiene
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du+v)={du,+v,)}={u,,, +v,,—w,+v,)}={u,,,—v,, +u,—v,}={du, +dv,}

por tanto

d(u+v)=du+dv

La siguiente es una de las relaciones mas interesantes entre diferencia-
les de variables, que ya analizamos en el primer capitulo, pero que aqui
cobra la mayor importancia, dado el interés histérico y la utilizacién practi-
ca. Se trata de la regla de Leibniz, o regla de la diferencial del producto de
variables. Para calcularla, sean u y v dos variables de rango N, entonces,

u={u,}, v={v,}, du={u,,—u}, dv={v,,-v,}

Y por consiguiente
udv:{u (vn+l ~Va )}’ vdu ={vn(un+l _un)}
udv+vdu={u,v,,, —2uyv, +u,v,}

De otra parte

dudv {un+1 n+l _un+lvr| n n+I +u V }

sumando,

udv+vdu+dudv=_{u,v,,,—2uyv, +u, v, +u, v, —U, v, — UV, +UV,}
= {un-i-lvn-l-l —u,v, } = d(uv)

De modo que la regla del producto no sigue la férmula tradicional que se
estudia en el aula de clase. La verdadera regla que hemos establecido es

d(uv) = udv +vdu + dudv

El resultado anterior es estrictamente algebraico y ni siquiera depende
del sistema numeérico que se considere o del rango finito o infinito de N,
como lo confirma el siguiente ejemplo un poco ridiculo. Sean u = {q, b} y
u = {c, d} dos variables de s6lo dos términos cada una. De acuerdo a la
definicién de diferencial, tendriamos,

d(uv)=d({a,b}{c,d})=d{ac,bd}=bd —ac,0}
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de otra parte,
udv + vdu + dudv = {a(d —c),0}+{c(b—a),0}+{(b—a)(d —¢),0} = d(uv)

la regla de Leibniz, atin en este curioso caso, se cumple.

LA VARIACION

En los textos de calculo se emplea el término variacion, sin que haya una
definicién unificada sobre tal expresion. Siguiendo nuestro razonamiento
sobre la variable considerada como sucesion, si u es una variable, defini-
mos la variacion de u como la nueva variable u + du que no es otra cosa que
la variable mas un infinitesimal, en caso que la variable sea continua. El
célculo de la variacién es el siguiente:

u= {"o' upuzs"'! "N }
dﬂ = {ul —Ilo, uz _u[ geesy uN _uN_I ‘!0}

utdu="{u,u,,u,,...uy,uy}

La variacién de una variable consiste en desplazar un lugar a la izquier-
da los términos de dicha variable, salvo el iltimo término. Esta definicién
es 1util para el calculo siguiente.

DIFERENCIAL DE LA VARIABLE INVERSA

Tenemos la variable
u={ug, Uy, Uy, Uy, Uy }

Y se nos plantea calcular la diferencial de la variable

lo haremos aplicando reglas estrictamente algebraicas,
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u u(u+du)
donde el ultimo valor de la diferencial es cero.

IDENTIFICACION DE VARIABLES

La siguiente regla nos permite identificar variables de modo que se eli-

minen términos que se consideran despreciables, en el sentido de identifi-
cacién de infinitesimales.

¢Cuando son iguales dos variables? Dadas

u={uy, Uy, Uy, Us,.... Uy }
V={Vy,V,,V,, V35000,V }
parece evidente identificarlas teniendo en cuenta los diversos drdenes

de magnitud de sus valores, comparandolos término a término. Para que
pueda darse tal comparacion, es necesario que los términos sean hiperreales

finitos. Asi, toda variable se separa en la forma
u=r+a
v=r+f

donde no es suficiente que coincidan sus partes reales ordinarias ya que

a={0,,0,,0,,....0y }

B ={Bo: B> B>»--- Bx}

Producimos la identificacién = 1 & -"=1.En otras

Z
B B.
palabras cada uno de los valores de la sequnda variable respecto a la pri-
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mera, son despreciables. Definimos entonces identidad de variables de la
siguiente forma:

=Y © aEﬁ L ‘(lezl, 0<n<N

Asi, por ejemplo

u=r+ao
2
v=r+o+ao
entonces U=y

r+a=r+a+o’

Pero los resultados més interesantes, que a continuacién abundan, no
saltan a la vista.

Por la regla de Leibniz, la variable y = xx = x? tiene como diferencial
dy = 2xdx+ dxdx
Pero,

edriduds 1\ B e+ dudv = 2xdx
2xdx 2x
donde hemos supuesto que la variable x es continua, para que efectiva-
mente dx sea infinitesimal. O sea que podemos producir la identificacién

entre infinitesimales,

y=x* = dy=2xdx

que es exactamente lo que hizo Leibniz iy lo que siguen haciendo todos
los que usan infinitesimales en el calculo! Aplicando sucesivamente la re-
gla del producto, y teniendo en cuenta las identificaciones de variables, se
puede verificar que, en general, para potencias enteras,

du" =nu""du
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Mucho mas interesante es la regla de Leibniz para el producto, en general.
Ya hemos visto que la siguiente es una igualdad algebraica entre variables:

d(uv) = udv +vdu + dudv

Ahora bien, comparemos la variable de valores infinitesimales

udv+vdu+ dudy con la variable udv + vdu . Siempre que u y v sean valores
reales ordinarios,

udv +vdu + dudv dudy
=1+ — =1+«
udv +vdu udv +vdu

luego es valido identificar ambas variables, lo que demuestra que la igual-
dad algebraica inicial se convierte en la regla del producto,

d(uv) = udv +vdu
a escala infinitesimal.

¢Que diferencia hay entre una variable como uu y la variable u(u+du)?
Practicamente ninguna, siempre que u sea continua y acotada, ya que

M=l+—d—5=l+a
u u

estd en el dtomo de 1, luego desde el punto de vista de clases de equiva-
lencia, las variables u(u+du) y u? son idénticas.

La consecuencia de esta identificacién es inmediata, pues la diferen-
cial de la inversa de una variable sera

oL
u u

De aqui surge inmediatamente la regla leibniziana de diferenciacién
del cociente, siempre que se cumplan las identificaciones respectivas so-
bre tales variables,

d5= vdu—zudv
Y v
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El célculo tradicional no ha podido encontrar todavia una explicacion
adecuada a estos fenémenos, conocidos como formas diferenciales, y se ve
obligado a construir teorias de alguna complejidad, para poder explicar
férmulas muy simples, como las anteriores.

LA FUNCION

En el célculo tradicional se entiende por funcién —en el sentido de funcién
numérica de una variable real, claro estd— una relacién determinada entre
conjuntos numéricos X, Y, donde la naturaleza funcional de la relacion con-
siste en asignar a cada elemento de X un Unico elemento de Y. La asignacién
puede hacerse, ya sea verbalmente, mediante una ley o regla, una tabla de
valores, una expresion analitica, férmula o ecuacion, una grafica o, las mas
de las veces, una correspondencia cualquiera. Pero, lo esencial del concepto
moderno de funcién es el cardcter arbitrario de la asignacion.

Nosotros nos apartaremos un poco del sentido en que el calculo, que se
estudia en el aula de clase, le da a la funcién; la que vemos intimamente
asociada al concepto de variable y s6lo determinada por la existencia de
éstas. En cierta forma, nos acercaremos a la idea original de Leibniz, Newton
y Euler. Para hacer corresponder el concepto de variable con la notacién
actual, de ahora en adelante usaremos las letras de variables a x, y, z, etc.

DEFINICION DE FUNCION

Dadas dos variables x, y de la misma longitud o rango N, donde N es
entero infinito, la pareja (x, y) ordenada secuencialmente, en el sentido de
que a cada término de la primera variable se le asigna el término corres-
pondiente de la sequnda, recibe el nombre de funciéon. Considerada la pa-
reja en ese orden, diremos que x es el argumento o variable del dominio y
y es la variable del rango o contradominio; también se dice que la variable
y es funcién de la variable x. Esto lo escribiremos de la siguiente forma. Si
tenemos las dos variables

x={x, %50, Xy }

Y={¥Y2"""» ¥n}
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La pareja ordenada de las dos variables se puede simbolizar como

xy) @ y=fx) & y=fx)

donde la identidad es simbdlica, en el sentido en que la letra f de la
derecha es un simbolo externo, y como letra de funcién no simboliza nin-
guna de las dos variables sino la relacién u operacién establecida entre

éllas. Se puede pensar que se ha establecido una asignacién x — y de la
forma

X —> Y

X; =Y,

Xy = Yy

Notese que ésta es una correspondencia multivaluada, en su sentido més
general, ya que es indiferente la multiplicidad de valores del rango en la
asociacién que se establece desde la variable del dominio. La compatibili-

dad de tal definiciéon con la definicién tradicional ocurre cuando la variable
x cumple la condicién

n#Em-—x, #Xx,

en cuyo caso la asignacién es univaluada. Cuando se tiene la funcién
y = y(x) se acostumbra decir que x es la variable independiente y x la
variable dependiente. Pero hemos visto que esto es extremadamente ambi-
guo, en primer lugar, porque una variable es independiente cuando su di-
ferencial es constante. Y no debe descartarse que dos variables sean
independientes a la vez que sostienen una relacién funcional.

Cuando la funcién es (%, y), el par (y,x) se llama funcién inversa y se
denota

(x, )y =y(x)
(v, )x=x(y)=y"(x)

He aqui un resultado que no se corresponde con el calculo convencional:
toda funcién tiene una funcién inversa.



LA DEPENDENCIA LINEAL

Vamos a develar el misterio que cubre el concepto de dependencia I
neal, exponiéndolo en su mas amplia generalidad. Sean X, y dos variable
cualesquiera,

x={x} y={}

donden =0, 1, 2, ..., N. Supongamos que dx no se anula en ninguno de su
términos. Diremos que y depende linealmente de X, si se cumple la relacié

Y _s
dx

para un real fijo a. Se trata de determinar la naturaleza de la relacién di
dependencia, esto es, expresar la variable y, conocida la variable x y I
constante a. Nétese que x es una variable cualquiera, y no necesariament
una variable independiente, o sea que dx no tiene por que ser constante.

Ya que
dy _|dy,
dx |dx,
Dy Y=Y _
dxn xn+! - x.u
entonces
yﬂ+l=yn+adxn" y{]=b
Reemplazando,
Yo=b
Y, =adxy+b

Y, =a(dx, +dx,)+b
Y, =aldxy+dx +---+dx, ) +b=a(x, —x,)+b

Yy =a(xy—x,)+b
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De donde,

{v,}={a(x, —x,)+b}

o lo que es lo mismo,

y=a(x—x,)+b

En particular, si el primer término de la variable x es cero, reconocere-
mos la féormula tradicional de dependencia funcional lineal. En los cursos
de calculo se presenta esta relacion, también llamada funcién lineal como
si la variable x fuera independiente y la variable y dependiera de aquella.
Pero, de acuerdo al algebra diferencial

y=ax+b
dy = adx

por tanto, si x es independiente, dx es constante y también dy sera cons-
tante, o sea que también y serd independiente.

FUNCION CONTINUA

El concepto de continuidad, propio del elemento variable, puede ser ex-
tendido al elemento funcional, de la siguiente forma. Diremos que una fun-
cion y = f(x) es continua cuando la variable y sea continua. Dicho de otro
modo se dice que y = f(x) es continua, si y sélo si dy = df = 0. Obsérvese que
x no tiene por que ser continua para que f lo sea.

Lo que aqui hemos llamado funcién continua es lo que en el calculo se
conoce como funcién uniformemente continua puesto que dicho concepto
ha quedado definido para todo valor de la variable. Tradicionalmente, la
definiciéon de continuidad es puntual: se dice cuando la funcién es conti-
nua en un punto, y se denota como continua la que es continua en todo
punto del intervalo de su dominio. De alli que la negacién de la continui-
dad en un punto es la discontinuidad en el punto. En otras palabras, una
funcién discontinua no necesariamente implica la no continuidad en cada
uno de los valores de la variable. Para armonizar la definicién global con
la local, procederemos de la manera siguiente: sea y = f(x) una funcion tal
que x es una variable continua. Decimos que f(x) es continua por la dere-
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cha en el valor x, si la cantidad dy, =Y,,,—Y,es infinitesimal. Similar-
mente, f(x) es continua por la izquierda en el valor si la cantidad
dy, ,=y,~y., es infinitesimal. La funcién se dice continua en el valor x,
si es continua a la izquierda y a la derecha de dicho valor. Asi, una fun-
cién f(x) sera continua si en cada uno de los valores de la variable x es

continua.

La diferencial de la variable inversa arroja luz sobre la continuidad uni-
forme. Desde el punto de vista del célculo ordinario, si tomamos el interva-

1
lo (0,1] y la siguiente funcién definida en dicho intervalo: y = f(x)= L e

nos dice que es obvio que la funcién es continua en cada x real ordinario,
pero que dicha funcién no es uniformemente continua en el intervalo (lo
que no es tan obvio).

A la luz de nuestro calculo, el problema es uno sélo, y queda resuelto
completamente. Tomamos la variable x en el intervalo abierto (0, 1] defini-

da por x={dx,2dx,3dx,..., Ndx}, donde la variable inversa es

1={L LI U L}
x |dx’2dx’3dx’ ’ Ndx

y el entero infinito N define la constante dx = 1/N. Calculemos el primer
término de la diferencial de la variable inversa. Este es

Esta diferencia es infinita, porque dx es infinitesimal. Luego a dos valo-
res infinitamente cercanos les corresponde dos valores infinitamente leja-
nos. No hay continuidad de la variable 1/x -mucho menos continuidad
uniforme- mientras la variable se mantenga cerca de cero.

DIFERENCIAL DE UNA FUNCION

Aqui vamos a resolver una cuestién cardinal del calculo, cual es la rela-
cién de las variaciones entre las variables. Dada la funcién y = f(x), équé
efecto tiene la variacién de x sobre la variacién de y? Sabemos que la varia-
cién de x es x + dx mientras que la varacién de y es y + dy. Ahora,
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X ={X0> X1, Xp s Xy }
x+dx={x,X), X000y Xy, Xy }

y={o: N> p S |
Y+Ady={¥, Y2, Y30 Yn> Y}

Obsérvese la correspondencia, término a término, entre x + dxy y + dy.
Por tanto,

y+dy= f(x+dx)
dy = f(x+dx)— f(x)

Surge asi una nueva funcién

df (x)=dy = f(x+dx)— f(x)

denominada diferencial de la funcién f, denotada df. Esta cuesti6n jamas

podra ser expresada con tanta simplicidad en los libros de célculo tradicio-
nal.

FUNCIONES SOBRE EL DOMINIO CONTINUO

Hasta ahora, la variable x ha sido arbitraria. Uno de los hechos mas inte-
resantes en la construccién de funciones es aquel que logramos al conside-
rar parejas (x,y) donde la variable x, llamada la abcisa, recorre un intervalo

[0.T]. en el que la variable se define como x = {ndx}, 0<n< N y la variable
y es la ordenada correspondiente. Esto permite escribir a la variable y como

y=y(x)={y,}={y(ndx)}
donde definimos y, = y(ndx).
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y(ndx)

ndx

La variable x es independiente y continua, por lo que la funcién y(x) sera
continua sobre el dominio [0, T] una vez que y cumpla la condicién

y((n+1))dx = y(ndx)
para todo 0 < n <N. Esta situacién nos permite verificar la similitud de

algunas funciones que ha continuacién construiremos, con las definiciones
tradicionales.

LA FUNCIGN EXPONENCIAL

En el dominio [0, a], donde x = ndx, dx = a/N, N infinito, estudiemos la
funcién y =y(x) que cumple con la condicién

y((n+1)d2 — Y(ndx) _ i)

donde el denominador del cociente es la constante dx. Despejando, y
suponiendo que el valor de y en el daton = 0, es y(0) = b,
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y(0)=b

y(dx) =b (1+dx)y(0) = (1+dx)
y(2dx) = b (1+ dx) y(dx) = (1+dx)*
y(3dx) = b (1+dx)y(2dx) = (1+dx)*

y(Ndx) =b (1+dx)", Ndx=a

a\V
y(a)=b (H--]\?)

Hagamos Exp(x)= y(x). Esta es la expresién para la exponencial de

cualquier real x, luego, la naturaleza funcional de la relacién inicial estd
dada por la expresion

y(x) = Exp(x)
y(0)=b
Exp(l)=e

Observemos que el valor de la exponencial depende de N, que es el en-
tero que determina el nimero de subdivisiones del intervalo. En otro lugar,
hemos demostrado que e no es otro que la base de los logaritmos neperianos
Yy que, para cada x finito, la exponencial es finita. Si queremos obtener valor
reales ordinarios, se toma la parte estandar, que es independiente del ente-
ro N.

LA FUNCION SENO

En los libros de texto se encuentra la propiedad de la funcién trigonomé-
trica y(x)=seno(x), donde
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pero muy pocos textos pueden construir la funcién seno como serie de
potencias del modo tan sencillo como haremos a continuacion. Mediante el
calculo del valor inicial

y(dx)—y©0) _ yldx) _,
dx dx

La variable y(ndx) cumple las condiciones iniciales

4 (D) =ynds) _
dx dx
y(0)=0
y(dx) =dx
desarrollando la sequnda derivada,

y((n+2)dx)—2y((n+1)dx+ y(ndx) _

dx* B

reagrupando términos, y((n+2)dx)=2y((n+1)dx—(1+dx*)y(ndx). Despe-
jando cada término

—y(ndx)

y(0)=0

y(dx) =dx

y(2dx) =1-dx*

y(3dx) =1-3dx*

y(4dx) =1-6dx* +dx®
y(5dx) =1-10dx* + 5dx*

Si nos fijamos en los coeficientes de la derecha, podemos escribir

o n(n+1;'(n+2) dx3+n(n+l)(n+25)|(n+3)(n+4) .

pero al reemplazar x = ndx y expandir los factores del numerador, des-
preciando las cantidades infinitesimales segin el método de substitucion
que hemos indicado, este es precisamente el desarrollo de seno(x) como
serie de potencias,
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3 5
sen(ndx) = ndx— (ndx) +(ndx) —
3! S!
3 .S
sen(x)=x—x—+£-—---
3 5!

Este desarrollo se ha logrado sin necesidad de calcular las derivadas
superiores de la funcién.

LA DERIVADA

Entramos ahora a estudiar otro de los conceptos fundamentales del cal-
culo, que hemos llamado el elemento derivada. En todos los textos, la deri-
vada obedece al célculo del limite de un cociente, llamado cociente de
Newton. Para nosotros, siguiendo el viejo modelo leibniziano, la derivada
se obtiene directamente del cociente de diferenciales. La derivada supone
la funcién, porque para obtener el cociente de diferenciales se requieren
dos variables, una en funcién de la otra.

Dada la funcién y = f(x), donde x es una variable continua, (dx es infi-
nitesimal), no necesariamente independiente, el cociente diferencial con-
siste en dividir la diferencial de la funcién por la diferencial dx asi:

dy _ f(x+dx)-f(x)
dx dx

que es exactamente la operacion que trescientos anos atrds hacia Leibniz.
Por supuesto, el cociente puede ser obtenido directamente como:

Q={dy1 dy, dy, dyN}
dx (dx, dx, dx; dxy

siempre que que todos los datos de dx sean distintos de cero, lo que es
el caso cuando la variable x no sea independiente. Contra todo prondstico
del calculo ordinario, dada una funcién cualquiera, siempre existe el co-
ciente diferencial. En todo caso, los términos de la sucesién cociente se-
ran finitos, infinitos o infinitesimales. La derivada f(x) de una funcién y=£(x)
se define como la parte estandar de cociente diferencial:
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f)= "[%]

en caso de que exista. La derivada de una funcién difiere drasticamente
del cociente diferencial puesto que siempre, siguiendo una regla univer-
sal, la existencia de la derivada supone una funcién de valores reales de la
variable real. En otras palabras, siempre que x sea real ordinario, f(x) sera
inequivocamente real ordinario. Cuando esto ocurre, se dice que la funcion
f(x) es derivable.

Comparando, obtenemos la importante identidad,

%=f'(x)+a

y por tanto, podemos expresar la derivada en términos de diferenciales,

dy =y (x)dx+

donde B es un infinitesimal mucho menor que dx, o sea B/dx sigue siendo
infinitesimal. Recordemos, no debe confundirse jaméas la derivada con el
cociente diferencial, pues la derivada es una sucesiéon donde cada valor es
un real ordinario y difiere del cociente en un infinitesimal. Y precisamente
esta es una de las mas lamentables amalgamas que ha introducido el cél-
culo tradicional, que aqui hemos logrado aclarar.

Ejemplo

Sea y = ax+b, donde a es real ordinario. Sabemos que dy = adx, luego,
si dx # 0, dividiendo por dx,
dy

——=a

dx

Aqui la constante a es un real ordinario, luego la derivada de la funcién
y = ax+b es obviamente y’'=a.

La funcién cuadrética es y = x?, donde x es una variable cualquiera. Su-
pongamos que esta variable es continua de modo que dx es infinitesimal.
La diferencial de la funcién es dy = 2xdx+ dxdx , luego el cociente diferen-
cial serd
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£{}-,=2x+a\bv:
dx

Para x real ordinario, la parte estandar del cociente diferencial sera 2x.
Luego la derivada es y’ =2x.

REGLA DE LA CADENA

Dadas dos parejas de funciones de la forma y = f(z), z = g(x), existe la
composicion y=(fog)(x) de las dos funciones. Supongamos que ambas

funciones son derivables. Por tanto, para calcular de derivada de esta ulti-
ma funcién, nos fijamos en el cociente diferencial

dy _dydz
dx dz dx

Ambos factores de la derecha estan bien definidos, porque corrersponden
a sus respectivas funciones. Y ademas, es perfectamente licito cancelar
aritméticamente la diferencial dz, como en su tiempo hacia Leibniz. S6lo
que todavia no tenemos la derivada, porque hay que separar la parte
estandar.

Como existe la derivada tanto de la funcién y = f(z) como de z = g(x)
tenemos que

dy ,
—~ =y(2)+a
dz ¥y (2)

§=Z’(x)+ﬁ

luego, reemplazando,

% - (Y@ +a)Zx)+ B)

-3—);; =y (7 (x)+A

A=7(x)a+y(z)B+of
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En esta descomposicién, y'(z)z'(x) es la familiar derivada de la funcién
compuesta, dado que cada uno de sus valores es real ordinario y difiere del

cociente diferencial en un infinitesimal A.

DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA

Dada la funcién y = f(x) y su funcién inversa x = g(y), para calcular la
derivada de la funcién inversa, se procede como hace trecientos ainos se

hacia:

dx_ 1
dy dy
dx
Elresultadoesinmgdiato,
dy
—=y(x)+a
e y(x)
de 1 1 1
____.&._ ﬁ
dy ay y(x)+a y'(x)

dx

invitamos al lector a obtener el mismo resultado, pero con los métodos
del célculo tradicional.

CONTINUIDAD DE LA FUNCION DERIVABLE

Dada una funcién derivable y = f(x), donde las variables, como sabemos,
son sucesiones arbitrarias de rango N, Vamos a suponer que la funcién
posee derivada. El hecho que el cociente diferencial se mantenga en el

atomo de un real ordinario, significa que, para algun real ordinario I

Y sl Ja —) n
le xn

,yn+l yn'<’1 n#l n
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Como x es continua, el lado derecho es infinitesimal, luego el izquierdo
es infinitesimal y la funcién serd continua.

DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL

Como hemos visto, la funcién exponencial de la variable x es
Exp(0)=1
N
X
=[1+=
Exp(x) [ N)

para x en un intervalo [0, T], donde x = ndx, dx = T/N, N infinito. Para
derivar dicha expresion como funcién compuesta, encontramos que

dEp() _ o1, ) 1 _
T“”[”N] N Bl

Y la derivada, que es la parte estdndar del cociente diferencial, no de-
pende del entero N. Asi, la derivada de la funciéon exponencial es ella mis-
ma. Dificil mayor simplicidad.

DERIVADA DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Para calcular la derivada de sen(x), el calculo tradicional supone la exis-
tencia de ciertos limites, que indican el comportamiento de las funciones

sen(x) cos(x)—1

X X

cerca de cero. Pero nosotros hemos calculado directamente que para todo
valor de la variable x, sea este infinitesimal o finito, donde x = ndx esta
definida en el intervalo [0, ] y dx = W/N, y 0 <n < N, tenemos que

sen(x):x—§+§—---
2

cos(x)=1—§ +z —e
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luego, para valores infinitesimales de x se cumplira que

sen(or) i a a =14
a 3 5'
Egsgg_.)__._.l:—..a—-}-g-—---zl-l-a
a 20 4

Consideremos la funcién y = sen(x), y calculemos el cociente diferen-
cial,
Y, =sen(x,)
dy =dy, = sen(n+1)dx— sen(ndx)
= sen(ndx) cos(dx) + cos(ndx)sen(dx) — sen(ndx)
= sen(ndx)(cos(dx)—1) + cos(ndx)sen(dx)

luego, reemplazando x = ndx y dividiendo por el infinitesimal dx,

04 =sen(x)£9-sM+ cos(x)— ser(dy %) =cos(x)+ A

por tanto,

¥'(x) =cos(x)

DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

El célculo de la sequnda derivada se hace, tradicionalmente, de la mane-
ra siguiente. Dada la funcién y = y(x) se obtiene la derivada y’(x) y se cal-
cula la derivada de la derivada (y’(x))’ lo que se denota asi,

dy] d’y

(2)
Y (x)=y?x)= dx[dx e

Por razones notacionales, se puede escribir d(dy)=d’y, aunque cual-

quier estudiante puede atreverse a preguntar por el significado de «la dife-
rencial de la diferencial». Si el estudiante quiere colocar en mas dificultades
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al profesor, basta que le pregunte por el significado de «el cuadrado de la
diferencial dx». La respuesta siempre es: «asi la escribian en el siglo pasa-
do». Nosotros estudiaremos la sequnda derivada y las derivadas de 6rden
superior, a la luz del verdadero cdalculo infinitesimal.

Procederemos asi: si la funcién y=y(x) es dos veces derivable, su primera
derivada procede de un cociente diferencial y su segunda derivada se ob-
tendréa de un segundo un cociente diferencial,

dy _ y(x+dx)— y(x)

dx dx

Eg =y +a

d (dy)_ y(x+2dx)—2y(x+dx)+y(x)
dx\ dx dx?

d2

o =)@

donde, en sentido estricto, el cuadrado de la diferencial dx quiere decir
exactamente la diferencial elevada al cuadrado. Para la tercera derivada y
las derivadas de orden superior a ella, se procede de similar forma:

d’y _ y(x+3dx)—3y(x+2dx)+3y(x+dx)— y(x)

dx’® dx’

La féormula general para la derivada de todos los 6rdenes se obtiene de

d(ﬂ}y_i_"_kn B
— _dx"é( 1) [k]y(x+(n k)dx)

Ejemplo

La siguiente es una operacién poco creible en el cdlculo tradicional

y=x'
d*y =d(dy) = (x+2x)* —2(x+dx)* + x*
d’y 2dx* _

=2

dx*  dx?
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LA INTEGRAL

La integral es el quinto y 1ltimo de los elementos, donde los cuatro prime-
ros ya estudiados son, la variable, la diferencial, la funcién y la derivada.

El elemento integral se define de la manera inversa que el de la diferen-
cial. La diferencial es una resta en una sucesién de valores. La integral es
una suma en una sucesiéon de valores. Tenemos una variable x, que es la
sucesion,

x={x,}={X0, X5 X X300 Xy }

Llamamos integral de x a la variable que se obtiene sumando sucesiva-
mente los términos de la variable x,

i(x):jx={xo,xﬂ+x,.xo+x, F Xy ovey Xy H X H 2 2o Xy

El 1dltimo término de la sucesion es la suma de todos los términos de la
variable. Para mantener la notacién tradicional, a esta suma se le llama
integral definida, y es una constante. Como la integral es una variable de
rango N, la integral definida la escribiremos como

. N
iy(x) =L X=X FX+x +-t Xy
donde, en general, la variable es

i={i} i =x,+x+x,++x,

Aparentemente, la integral definida guarda una analogia con las series;
por lo que se podria argumentar que nuestra integral es idéntica al signo X
tan familiar a las sumas. Pero no es cierto, porque la integral opera con
sucesiones no finitas de valores hiperreales, 1o que el operador £ no con-
templa. Debemos ser ciudadosos en esta distincion, porque, en primer lu-
gar, la integral que hemos definido tiene un término inicial y un término
final. En segundo lugar, hay un nimero no numerable de términos. Y cu-
riosamente, en los casos mds interesantes, cada sumando es infinitesimal.
De todas formas, vale la pena preguntarse: dado que N es un entero infini-
to, é¢estas sumas tienen algun sentido?.
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Obviamente. Si la variable es la diferencial de otra variable, esto es, si
X = dz, la suma siempre puede calcularse explicitamente, puesto que

Ix=jdzz{zl"Zoszz_zo'zs_zof"!zn —2o}

y basta conocer z para que la integral de x esté perfectamente determina-
da. Por ejemplo, la integral definida serd

) N
iy(d2)= | dz=1zy -2,

que es la diferencia del ultimo y el primer término de la variable z. En
general, recordando que la variacién de z es z+dz={z,2;,25.--,Zy>2y}s Si

hacemos la sucesion constante z, ={z,}, obtenemos,
Ix=_[dz =z—2z,+dz

Este resultado nos recuerda mucho el teorema fundamental del célculo,
pues dice que la integral de la diferencial de una variable es la misma
variable (salvo un infinitesimal). Esta operacién aritmética elemental per-
mite intuir ya —lo hizo Leibniz- la relacién reciproca que existe entre la
variable, la diferencial y la integral.

Este es el momento para aclarar otra confusién lamentable que ha
introducido el calculo convencional. Cuando se tienen dos variables, una
de las cuales depende funcionalmente de la otra, se produce un tipo muy
particular de integral. Sea u = f(v), entonces tenemos

Iudv = If(v)dv

y esto no tiene mas significado que el de integrar variables. La confusién
reside en que a ambas se les llama «integral de una funcién» aunque en
realidad es la integral de la funcién f(v) por la diferencial de la variable u
(asi esta no sea independiente). Asi, si

w={u,}={ug,u,uy,us,.... uy}

v={vn}={vO’vl’vZ'v:j!"-va}r
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tendremos

Iudv=Jf(v)dv={uu(v, —vo b+t (¥ =V ity (v, = ooty oy = vy, )}

que es el cdlculo de la integral del producto de una variable por la dife-
rencial de otra variable, uno de tantos casos de integracién. Pero la gente lo
asocia como si fuera el tinico caso. Esto tiene que ver con el uso que se le da
a la integral, como veremos acontinuacién.

LA INTEGRAL, COMO SE USA

El siguiente es un tipo de integral que usaremos como modelo. Consiste
en fijar el intervalo [-T T], donde la variable x la definimos como la suce-
sién

x={ndx},dx=-§,—NSn<N

con N entero infinito. Como dx es un infinitesimal constante, x es una
variable continua e independiente en el intervalo numérico. Los valores de
la sucesién x comienzan en -T, son estrictamente crecientes y terminan en T,
exclusive. El rango de la variable es 2N, porque se excluye el tltimo térmi-
no. Sea y otra variable, que es funcién de la primera. Como x = {ndx}, la
variable y(x)dx = y(ndx)dx representa geométricamente el drea infinitesi-
mal del rectangulo cuya altura es y(ndx) y su base es la cantidad constante
dx, siempre que y(ndx) sea finito.

y(ndix)

ndx
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La integral de la funcién y(x)dx seré
i(ydx) = [ y(x)dx = [ y(ndx)dx

Como el intervalo es [-T; T], la integral definida se define como

[” yndxydx="Y yndzyx

n=-=N

Por comodidad, en algunas oportunidades consideraremos el intervalo
[0, T] y el rango de valores 0 < n < N-1. En particulay, si la variable y esta
acotada por M finita, esto es, si | y(ndx) | £ M,

T N-1 N-1 N-1
[” Yndxydx="Y y(ndx)dx< Y Mdx=M ¥ dx=2MT

n=-N n=-N n=—N

o sea que existe como cantidad finita. Y mas generalmente, asi como tod
variable posee diferencial, toda variable posee integral. E]

LA INTEGRAL ES UN PROMEDIO

Obsérvese que en este dltimo caso, que es el mas familiar, dx es constan-
te, y por tanto esta cantidad es factor comin de la suma de todas las ordena-
das y(ndx), por lo que podemos escribir

T N-1
|, yxdx=dx Y, y(ndx)

n=—N
En dicho modelo, la integral de una funcién es exactamente el promedio
de los valores de la funcién. La substitucién siguiente es muy interesante,
x = ndx,
n=—N—>x=-T
n=N-1->x=T-dx

En otras palabras, podemos despejar n para sus valores extremos n = -N
y n = N-1, y reemplazarlos en la suma, obteniendo la sugestiva férmula
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T T—dx
[ y®dx= 3, y(xdx

x==T

donde ambas expresiones estan relacionadas con la variable independiente
Xy no con el subindice n de sus valores. El lado derecho sugiere que lo tinico
que hay que hacer para que la suma se convierta en una integral es cambiar
de simbolo de suma a simbolo de integral e ignorar un infinitesimal.

INTEGRAL DE LA FUNCION CONSTANTE

Para abreviar los computos, de ahora en adelante consideraremos la in-
tegral definida, que es el ltimo término de la integral. Primeramente, in-
tegremos las funciones constantes en el intervalo [0, T]. Sea y una constante,
y = M real ordinario, N cualquier entero infinito. Entonces,

N-1
[ Mdx=dxy M =axM (N -1)=MT - %
n=0

Para calcular el valor real ordinario que le corresponde a tal integral,
Jbservamos que MT- MT/N siempre esta en el atomo del mismo nuimero
real ordinario MT, independiente de N, siempre que M sea finito. Luego
podemos escribir, siguiendo la tradicién,

Tde=MT
0

Observemos cémo la suma de todas las abcisas de la funcién constante
y = M es M(N-1).

INTEGRAL DE LA FUNCION LINEAL

Vamos ahora a integrar la funcién lineal y = x,

N-1 N-1 " 2 (N 2 2
[[xdx=dxy. yndx) = dxy, ndx = ds* G L O
0 = — 2 NZ 2 2 2N
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Nuevamente, si N es cualquier entero infinito, la cantidad de la derecha
siempre esta en el atomo de T?/2. Para asociar un real ordinario a la inte-
gral, calculamos la parte estandar,

T T2
_!.xdx=7

INTEGRAL DE LA FUNCION CUADRATICA

Ya hemos indicado que en los libros de texto se encuentran serias dificul-
tades para el célculo directo de esta integral. En cambio, aqui el problema
se resuelve de modo muy simple.

Sea y = x*. Tenemos

N-1 N-1 _ _ 3 3 3
j: x2dx = dxz (ndx)z = dx32 n?=dx’ N-DN@N-1) - T__ 3l.+ T_2
n=0 n=0 6 3 N N

y como todas estas cantidades estan en el 4&tomo de un real ordinario,
independientes de la particién del intervalo por N,

INTEGRAL DE UNA FUNCION DISCONTINUA

Definamos la siguiente funcién,

n par

1
a(x) = a(ndx) = {

0 nimpar

ella es discontinua en todo punto x=ndx, pues su diferencial

{1
da=
-1



LALLGULLD GUN INFINT T EoiMALES

es real ordinario. Para N entero infinito par,

1 N-l NI2 1N _ l_
La(x)dx = dxéa(u) —%1 N2 2

éNo es sorprendente? Esta funcién es integrable. La integral es % por-
que s6lo sobrevive el promedio de la mitad de las abcisas.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Ahora abordaremos uno de los temas que hacen al fundamento del cél-
culo infinitesimal: la relacién entre diferencial, derivada e integral. Para
varios autores, los problemas que se presentan para una demostraciéon con-
vincente de este teorema en el salén de clase, son infranqueables. Por ejem-
plo, el libro de Henly y Kleinberg® ocupa cinco paginas, para demostrarlo
cuando la funcién es continua. En nuestro modelo de célculo, la demostra-
cién es extremadamente simple y se cumple para toda funcién. Recorde-
mos que el teorema fundamental del célculo TFC establece que, si en el
intervalo [0, x] la funcién z(t) tiene como derivada a z ‘() entonces, la inte-
gral de dicha funcién cumple

[ Z(dt=2(0-2(0)
y viceversa, la derivada de una integral es
d =
p _L z(t)dt = z(x)
Para encontrar una, versién de tal teorema en nuestro modelo, hagamos

dt = x/N, y supongamos que la funcién z(x) posee derivada. La primera
aseveracién se demuestra en una linea®:

[Z@a=]; [ %Hx}k: [+ [t = 2~ 20) +ax

5 Henle J. M., Kleinberg E. M., Op. Cit.
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y basta tomar la parte estdndar. La demostracién de la segunda asevera-
cion también es muy simple. Sit = ndt, t+dt = (n+1)dt. Siz = z(t) = z(ndt),
entonces z(Ndt) = z(x),

5 N-l
[ 2@ar = Z=0 2(ndt)dt
Esta es una variable que tiene la diferencial,
% N N-1
djo z(t)dt = zo z(ndt)dt - 2{; z(ndt)dt = z(Ndt)dt = z(x)dt
luego el cociente diferencial sera

gf sz(t)dt = z(x)

y asi completamos el Teorema Fundamental del Célculo.

INTEGRACION POR PARTES

Dadas dos variables cualesquiera u, v, donde 0 < n < N, hemos obtenido
la regla de Leibniz,

d(uv) = udv + vdu
por tanto,

udv =duv)—vdu
w,dv, =du,v,)—v,du,

sumando ambos lados

N-1 N-1 N-1
Zundv" = 2 d(u,v,)— Z v, du,
n=0 n=0 n=0

pero hemos visto que

6 WM. Priestley, Calculus: An Historical approach, 1979, Springer-Verlag New York Inc.
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conocemos una heuristica que muestre el salto a la integral en el dominio
continuo, como aqui lo haremos.

La férmula de Abel se verifica facilmente utilizando induccién sobre
el rango N ya que, para N = 1, efectivamente,

Uy (Vl —Vo )= v, —UpVo —V, (“1 —U, )

Ahora,
N N-1
Z u, (Vnu =V )= Z u, (Vn+: =V, )+ Uy (vN+l =V )
n=0 n=0

suponiendo la férmula de Abel cierta para N — 1,

N N
Z u, (Vn+1 =V, )= UNVy —UgVp — 2 Va ('un —U,, )"' Uy (VN+| —Vy )
=) n=1

En los sumandos de la derecha, sumamos y restamos. Reagrupando,
N+l

N
Z un (vn+l —Va )= uN-!-]vN-l-l i uOVO = Z vn (un —U,, )
n=0 n=1

que es lo que queriamos demostrar. Para hacer el trdnsito al continuo,
hacemos N entero infinito, por lo que en verdad tenemos dos variables con
sus respectivas diferenciales,

u={u,}, v={,}, du={u,, —u,}, dv={y

n+l

-v,}, 0<n<N

y la férmula de Abel queda asi,

N- N
2 u,dv=uyv, —uyv,— 2 v,d, u
n=0

n=1

que es precisamente la férmula de integracién por partes.

7 A. Zygmund, Trigonometrical series, (1935), Dover Pub. 1955.

Kemer GEoRaGe
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LA INTEGRAL IMPROPIA

Cuando fijamos un intervalo [-T T], suponemos que T es finito y el niime-
ro de subdivisiones N es infinito. Pero esto es una suposicién innecesaria.
Podemos considerar T mucho menor que N, o sea que T/N es infiniiesirnal.
Sabemos que esto se escribe T << N. Denominaremos impropia, la inte-
gral de la funcién f(x) sobre el intervalo [T, -T] donde T es infinito, y defini-
mos

[ Fdx= [ fdr=dx Y, f(ndx)
i B, n=—N

Con el estudio del elemento integral finaliza la presentacién de lo que
hemos denominado MicroCélculo, y entramos a un tema fundamental de
investigacién, que son las aplicaciones, en las que se conjugan todos los
resultados tedricos obtenidos.




Aplicaciones del calculo
con infinitesimales

LA peLTA DE DIRAC COMO FUNCION

Hemos visto que toda funcién posee diferencial, es integrable y, ademads,
los valores de la variable de la funcién pueden ser finitos, infinitos o infini-
tesimales. En una palabra, nuestras funciones podrian pensarse como fun-
ciones generalizadas. Es inobjetable que la mds importante y popular
funcién generalizada es la delta de Dirac. Por lo que ahora nos concentrare-
mos sobre ella y las demas funciones generalizadas que se originan con

ella, para mostrar la potencia y la gran aplicabilidad de nuestro modelo de
cdlculo infinitesimal.

La delta de Dirac es una construccién que nos permite analizar, a través
de un periodo no muy largo de tiempo, las distintas adaptaciones concep-
tuales que se hacen de herramientas importantes de la matematica, que
son utilizadas de acuerdo a los intereses de ciertas disciplinas y a sus con-
textos concretos de aplicacién. Hay dos lecturas sobre la delta de Dirac. La
del matematico puro, que la considera como distribucién. Y la lectura del
fisico y del ingeniero quienes, desde su origen, la consideran como fun-
cion. Nuestra propuesta consiste en volver al punto de partida, y definir la
delta de Dirac como funcién, inmersa en el modelo de célculo que propone-
mos. Al hacerlo asi, nos colocamos en la direccién de las estrategias y de la
heuristica de la fisica y la ingenieria, donde la delta de Dirac funciona, es
aplicable y se entiende.

Formulada por primera vez por el propio PA.M. Dirac desde 1930, inte-
res6 vivamente a la comunidad cientifica, que la bautizé con el nombre de
su autor. Desde entonces, la delta de Dirac ha tomado dos direcciones basi-
cas: la primera, hacia su fundamentacién matematica; la sequnda, hacia su
aplicacién practica. Estas dos direcciones se han entrelazado, pues quie-



CALCULO CON INFINITESIMALES

nes han dotado a la delta de Dirac de un corpus teérico se preocupan por
tratar de mostrar su enorme campo de aplicacién, mientras que aquellos
que la aplican, tratan de darle una cierta fundamentacién rigurosa.

LA FORMULACION INICIAL DE DIRAC

En su obra clésica, The Principles of Quantum Mechanics, PA.M. Dirac'
hace la siguiente consideracion:

#15. ‘Nuestro trabajo en -#10 nos conduce a considerar cantida-
des que involucran una cierta clase de infinito. Para obtener una
notacién precisa que trate con estas infinitudes, introduciremos
una cantidad d(x) dependiendo de un pardmetro X que satisface
las condiciones,

[6()=0, 8(x)=0,x=0..

Dirac sabe que el objeto que ha descrito no es propiamente una funcién,
por lo que, para darle un caracter mas definido, dice « (x) no es una fun-
ci6n de x de acuerdo a la definicién matematica usual de una funcion, que
requiere que una funcién tenga un valor definido para cada punto de su
dominio, sino que es algo mas general, la cual nosotros podemos llamar
una «funcién impropia» para mostrar su diferencia de una funcién dada
por la definicién usual».

Hemos mostrado que hay dos contextos desde los cuales se formulan las
teorias, los métodos y también las propuestas de aplicacion de la delta de
Dirac: el de la matematica pura y el de la fisica y la ingenieria. Del primero
surge la delta de Dirac como distribucion, y del segundo, la delta de Dirac
como funcién. La primera es una vision descontextualizada. Se elabora la
teoria de distribuciones que fundamenta a la delta de Dirac, y que va mu-
cho mas alla, pues involucra espacios de funciones, convergencia, opera-
dores, teoria de la medida. En la teoria de distribuciones, la delta de Dirac
es sblo un ejemplo de distribucién.

1 P A M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics (1934), Fourth Edition (Revised) Oxford
at the Clarendon Press (1958).
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La segunda es una visién sobre un contexto determinado. Domina el uso
intensivo de la herramienta para su aplicacién directa en la fisica o en el
procesamiento de sefales, aunque se le reviste de elementos tedricos que
posibilitan una generalizacién. A continuacién, presentamos de modo muy
resumido la vision matemdtica rigurosa de las distribuciones, en cuyo con-
texto estd inmersa la delta de Dirac.

LA TEORIA DE DISTRIBUCIONES DE SCHWARTZ

La teoria de distribuciones, que aqui describiremos, lleva el nombre de
Schwartz desde la publicacién de sus dos volimenes?, que produjeron una
contribucién enorme al andlisis. Schwartz construye el espacio D(R?) de
todas las funciones ¢ que tienen derivadas de todos los 6rdenes y que se
anulan fuera de una regién acotada en R". A estas funciones @ -las funcio-
nes de prueba— se les dota del siguiente criterio de convergencia: una su-
cesién de funciones de prueba {¢_(x)} converge a cero en D si todas las
funciones ¢_(x) se anulan idénticamente fuera de la misma regién acotada
en R" y si las funciones @_(x) y todas sus derivadas convergen uniforme-
mente a cero. Asi, el espacio D(R") es un espacio vectorial topolégico com-
pleto.

Se define ahora una distribucién T como una funcional lineal continua
<T,p > sobre D(R"). El espacio de todas las distribuciones se denota D’(R®).
Por ejemplo, la delta de Dirac es la funcional lineal continua <§, 9> = @(0).
La derivada T’ de una distribucién T se define como la funcional lineal
continua <T",9> = - <T, ¢'>. En particular, la derivada d’ de la delta de
Dirac es <&',¢> = -¢'(0). La funcién de Heaviside, la delta de Dirac y sus
derivadas, son sélo ejemplos de la derivacién de distribuciones. Con esta
construccién, Schwartz supera las inconsistencias y contradicciones crea-
das con el célculo de operadores de Heaviside y la delta de Dirac.

Al sacar de su orbita original a la delta de Dirac, se produce su separa-
cién con el amplio campo de sus aplicaciones, el cual no ha requerido de
tanta generalizacién. Por eso, se producen intentos de bajarla de las altas
esferas y acercarla a los que cotidianamente la han utilizado en la heuristi-
ca de la resolucién de problemas en areas como transformada de Laplace

2 L. Schwartz, Théorie des distributions, Tomo I, 1950. Tomo II, 1951. Paris: Hermann et Cie.
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en circuitos lineales, transformada de Fourier en teoria de sefales, mecani-
ca cudntica, calculo de la densidad de energia, convoluciones y el estudio
de los espectros de frecuencia.

UN PUNTO DE ENLACE: LAS FUNCIONES GENERALIZADAS

Uno de los primeros que observan la encrucijada que se abre con la teoria
de distribuciones es George Temple® quien plantea: «La teoria de distribu-
ciones es indudablemente de gran importancia practica para los matemati-
cos aplicados, pero desafortunadamente para ellos, la teoria es muy abstracta,
y en la palabras del Tratado de Schwartz, «ITodas las partes de aspecto ted-
rico de este libro exigen de un buen conocimiento de topologia general y
analisis funcional (espacios vectoriales topoldgicos)».

El propésito de Temple es, en sus propias palabras, hacer la teoria «acce-
sible al fisico y al ingeniero», y se propone popularizarla basandose en las
ideas de Mikusinski‘. Surge asi el area de las funciones generalizadas
como un punto de conexién entre el saber abstracto, que se distancia de su
aplicacion, con el saber concreto que, pese a las inconsistencias, funciona.
El enfoque de Temple —seguido por otros, como Lighthill®~ consiste en de-
jar de lado las distribuciones como funcionales lineales continuas y repre-
sentar las funciones generalizadas en término de convergencia de funciones
ordinarias. En su obra monumental sobre el tema, Gel'fand® afirma que el
primero en usar las funciones generalizadas en la forma explicita actual-
mente aceptadas fue S. L. Sobolev en 1936, al estudiar la unicidad de las
soluciones del problema de Cauchy para las ecuaciones hiperbdlicas li-
neales.

3 G. Temple, E R. S. «The theory of generalized functions,» Proceedings of the Royal Society of
London, Vol., 228, March 1955.

4 J. G. Mikusinski, «Sur le méthode de géneralisation de Laurent Schwartz et sur la convergence
faible» Fundamenta Mathematicae. vol. 35, 1948, pp. 235-239.

5 M. J. Lighthill, E R. S., Introduction to Fourier Analysis and Generalised Functions, Cambrid-
ge, at the University Press, 1962.

6 I M. Gel'fand, et al., Generalized Functions, Tomos I, II, III, IV, V. Academic Press, New York
and London, 1964.
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HEURISTICA EN FISICA E INGENIERIA

Entendemos por heuristica, las estrategias para resolver problemas, utili-
zadas frecuentemente por los fisicos y los ingenieros; estrategias que inclu-
yen el uso de analogias, la introduccién de elementos auxiliares simbdlicos y
graficos, la actividad basada en datos, la descomposicién y recomposicién
de los problemas, el explotar recursivamente los problemas relacionados;
y sobre todo, el no dar rodeos en aras del rigor, si la solucién planteada es
viable y funciona. De hecho, esto es lo que hace algunos afios ha propuesto
Polya’ y ha retomado posteriormente Schoenfeld.®

Un ejemplo notable es el tratamiento heuristico de la delta de Dirac y la
resolucién de problemas en fisica e ingenieria. Ya hemos citado al propio
Dirac. Tratamientos similares se encuentran en los conocidos libros de Alan
Oppenheim® y Hwei P. Hsu,!° para citar sélo un par de los textos de los
curricula. En todos ellos se vislumbra la idea que deberiamos recuperar: la

delta de Dirac es una funcién, aunque muchos se disculpen diciendo que
en realidad no lo es.

UNA PROPUESTA DE CONSTRUCCION

Nuestra reflexién parte pues, de la forma como la utilizan los ingenieros,
fisicos y docentes, y de una experiencia continuada en el aula de clase. All,
las distribuciones, o funciones generalizadas que se requieren, tienen nom-
bres propios, y se reducen basicamente, a las siguientes: 1. La ‘funcién’ de
Heaviside o escaldn unitario; 2. La delta de Dirac, o impulso unitario; 3. La
delta de Dirac periédica o tren de impulsos; 4. Las derivadas de estas ‘fun-
ciones'. Ellas constituyen, por decirlo asi, la pequena biblioteca de funcio-
nes especiales —llamense distribuciones o funciones generalizadas— que
en el aula de clases requiere un buen curso de matemdticas avanzadas
para la fisica y la ingenieria.

La propuesta consiste en volver al punto de partida, y definir la delta de
Dirac como funcién. Pero no es razén suficiente que su origen sea funcio-

7 G. Polya, How lo solve it (2nd. ed.), New York, Dolbleday, 1957.

8 A. H. Schoenfeld, Mathematical Problem Solving, Academic Press, Inc., 1985.

9 A. V. Oppenheim, A. S. Willsky, Signals ans Systems, Prentice Hall International, Inc., 1983.
10 H. P Hsu, Analisis de Fourier, Fondo Educativo Interamericano,1970.
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nal. Se trata de que, en realidad, durante todo un trayecto de 60 afos, los
fisicos e ingenieros asf la han tratado y asi ha funcionado, aunque siempre
aclaran que en realidad no lo es.

Hemos anotado que al definir la delta como funcién, nos colocamos en la
direccién de las estrategias y de la heuristica de la fisicos e ingenieros,
donde la delta de Dirac funciona, es aplicable y se entiende. Debemos tam-
bién anotar que le daremos una definicién rigurosa, basada en nuestro
modelo de calculo infinitesimal, aunque ella se aparta ostensiblemente del
que le dan Robinson y otros autores de textos de andlisis no estandar'!,

Nuestro enfoque es muy cercano a los recientes aportes que se hacen en
la matemadtica educativa para introducir el cdlculo infinitesimal como par-
te de la ensefianza del célculo en el aula de clase, como los de Imaz,"
Takeuchi,” Salat,* entre otros. De todas formas, no puede haber la menor
confusion entre la delta de Dirac tradicional y la nuestra, pues aunque son
similares, ambas estdn inmersas en modelos de calculo distintos.

LA FUNCION DELTA DE DIRAC

Ya es el momento de introducir la famosa delta de Dirac. Supongamos la
variable x = {ndx} definida en el intervalo [-T, T] dada por dx = T/N, y
-N < n < N. 1a delta de Dirac §(x), también conocida como impulso unitario
es una funcién de x, que tiene como variable J la siguiente:

1
smi=1z *=9
0 nz0

11 A. Robert, Nonstandard Analysis, John Wiley & Sons, 1985.

12 C. Imaz, «Infinitesimal models for Calculus», Bol.Sociedad Matemdtica Mexicana, Vol.29, 2,
1984.

13 Y. Takeuchi, Teoria de funciones no estandar, Universidad Nacional de Colombia, 1983.

14 R. S. Salat E, Elaboracién, prueba y andlisis de un modelo infinitesimal de cdlculo, Tesis
Doctoral, Depto. de Matemética Educativa, Cinvestav, 1993.
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NIT

3Bdx -2dx -dx O dx 2dx 3dx Ndx

Noétese que, como x = {ndx}, la delta de Dirac que hemos definido es
similar a su homéloga del dominio continuo, pues sabemos que
x# 0 < n #0, luego

x20 —» 6(x)=0

Ademas, de acuerdo a nuestra definicién de integral, también ocurre que,
si x esta definido en toda la recta real ordinaria, hacemos T infinito tal que
T/N siga siendo infinitesimal, y por tanto,

N
[ 8(dx="Y 5(ndx)dx= 6(0)@:% =1

n=—N

Pero, repetimos, esta similitud no puede ocultar el hecho de que la delta
de Dirac tradicional y la que aqui hemos definido, difieren del modelo de
cdlculo que les sirve de contexto.

Uno de los mayores logros tedricos de nuestro modelo radica en la extre-
mada simplicidad al presentar las propiedades de la delta de Dirac de un
modo tal, que puede ser estudiada en un curso de calculo de nivel elemental.

DERIVADA DE LA DELTA DE DIRAC

Como toda funcién, la delta de Dirac es diferenciable, siendo su diferen-
cial

dé =6((n+1)dx)—d6(ndx), —N<n<N

salvo el ultimo término, que es cero. Para el cdlculo de la derivada de la
delta de Dirac observamos el cociente diferencial,
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(1
= =
cS((n+1)dx)~f5(mbc)=<_L2 n=0
dx dx
0 n#-1,n#0

Obviamente, el cociente diferencial no asume valores finitos en 0, -1, por
lo que la derivada propiamente existe en todos los valores de la variable x,
salvo en 0 y -1, donde el cociente diferencial es hiperreal infinito. Asi, la
derivada generalizada, que identificaremos con tal cociente diferencial, se
anula fuera de tales valores, y tiene como grafica la siguiente:

Es interesante que, no sélo pueda graficarse la derivada de la delta de
Dirac, lo que es comun en los textos, sino que podamos calcular y graficar
las derivadas de orden superior, como veremos a continuacion.

DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Fijémonos en la regla que hemos dado para calcular directamente la de-
rivada de cualquier funcién y apliquémosla a la delta de Dirac. Segun esta
regla,

™ (x)= 1 i(—l)’{:}ﬁ(x+(n—k)dx)

n
dx" i3

o Craunm Enivramtat 1 ans & B FRETL Marnal ENA



APUCACIONES DEL CALCULO INFINITESIMAL

Como solo interesa el valor de la funcién en cero, encontramos aquellos
M en los que el argumento es cero,

Mdx+(n—k)dx=0
—n<M<n

Nuevamente, la enésima derivada generalizada de la delta de Dirac con-
siste en 2N+1 valores en los infinitesimales sucesivos, en los que la deri-
vada superior cambia de signo alternadamente.

DERIVADA DEL ESCALON UNITARIO

Siguiendo la notacién tradicional, se define el escalén unitario u(x) o
funcion de Heaviside como

0 n<O0

“("d")={1 n>0

Para el calculo del cociente diferencial, término a término, encontramos
que la diferencial

dis = u((n £ DAy =u(x) = {:) : :g

y por tanto

du _ u((n+1)dx)—u(x) _ -&1; n=0
dx dx B

0 nz0

Pero ésta es precisamente la delta de Dirac. O sea que la derivada gene-
ralizada de la funcién de Heaviside es:

_du
o6(x)= e
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Algunos textos emplean varias paginas para llegar a la misma conclu-
sion.

Obsérvese la distincién entre diferencial y derivada generalizada. La
diferencial de la funcién de Heaviside es una variable de valores reales
finitos. En cambio, la derivada generalizada admite un valor infinito, o como
se acostumbra a decir, un salto al infinito. Es el cociente diferencial de la
funcién de Heaviside, no su diferencial, la delta de Dirac.

INTEGRAL DE LA DELTA DE DIRAC

Si la delta de Dirac es la funcién

i n=0
0(ndx) =1 dx
0 n#0

podemos integrar dicha funcién respecto a la variable x del modo si-
guiente:

N
[8dx=3 5(ndx)dx =50)dx =2 =1
Y dx
La extremada simplicidad en la obtencién del familiar resultado

ja(x)dx=1

contrasta con la complejidad de la Teoria de Distribuciones® o los artifi-
cios matematicos que se requieren para demostrarlo’.

15 L. Schwartz, Théorie des distributions, Tomo I, 1950. Tomo II, 1951. Paris: Hermann et
ie.

16 H. P Hsu, Analisis de Fourier, Fondo Educativo Interamericano,1970.
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LAS DERIVADAS COMO SE USAN

Un aspecto esencial en el estudio de las funciones generalizadas es el

célculo de la integral del producto de sus derivadas con funciones ordina-
rias. Primeramente,

[FO(Idr=dx Y, FOI8)=dxf 0= F(O)

n=—N

Hemos definido

&% n=-1

5y = O((n+1)dx) — 6 (ndx) Sl Lz -
dx dx

On#-1, n#0

veamos el asunto crucial, la integral del producto de la derivada de la
delta de Dirac por cualquier funcién f(x), a la que sélo le pedimos que po-
sea derivada en x = 0.

La siguiente figura es ilustrativa de una funcién f(x) a la que se interpone
la derivada de la delta de Dirac. Los tunicos valores de la funcién que sobre-
viven ante los dos impulsos, uno hacia arriba y el otro hacia abajo, seran los
valores en —dx y en 0, esto es, f(-dx) y (0).

Al realizar los calculos de la integral —que es una suma de valores— los
valores se veran afectados por los coeficientes de cada impulso. El resulta-
do, casi obvio, es el siguiente:




CALCULO CON INFINITESIMALES

T N 9
[ (Iﬁ'(x)dwdxf. f(ndx)5 (ndx) = dx{f (~dx)(~dx)— f (0)5(0)}= dr{—h—f i;‘) A8 }

2
=T =N d!

reemplazando

T
[ Fay8 =L Q=S _
LS dx

—f'(0)

Los calculos anteriores pueden hacerse extensivos para derivadas de or-
den superior.

INTEGRAL DE CONVOLUCION

Una aplicacién interesante de las integrales impropias es el siguiente

problema, que mas adelante trataremos en su generalidad. Dada la fun-
cién f(x), verificar que

FO) = [f@8(-xdx) (4)

Esto se demuestra muy facilmente. Para cada 0 <k < N,

TN
f(kdx)-—EFf(kdX).

Si consideramos la expresién

N-1
- Y Sads@-kpa P

observamos que, en la suma (B) s6lo sobrevive n = k, y en este caso, se
cumple la identidad

N-1
£ (kdx) = % S fd)s(n—k)dr)

n=—N
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pero si hacemos x = ndx, y = kdx, la expresién (B) es precisamente la
definicién de integral impropia, que coincide con (A).

La anterior identidad se denomina integral de convolucién y se escribe.
f(x) = f(x)*d (x) En su momento, estudiaremos el caso mas general.

SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL

La solucién de la siguiente ecuacién diferencial esté fuera del alcance de
cualquier curso elemental de célculo. Invitamo al docente resolver,

2

% =6(x), y(0)=0, »(0)=0

Para nosotros, esto es un juego. Se trata de resolver la ecuacién

Yns2 _"2yn+l + Y, — S[ndx]

dxz
yn+2 = 2yn+l = yn +6[ndx]dx2
»=0
Y2 =0
despejando
»=0
¥y, =0
;=0
Yy =0
Yy =dx

yNH = 2dx

yN+N =Ndx
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pero x = {ndx}, luego la solucién es

3 0x <0
Y = xx 20

EL FENGMENO DE NO UNICIDAD

La siguiente es una de interesante aplicacién que le hemos encontrado a
nuestro modelo de calculo. Se trata de encontrar una explicacion consis-
tente y didactica al fenémeno —aparente- de la no unicidad de soluciones
de ciertas ecuaciones diferenciales. En los cursos elementales de ecuaciones
diferenciales nos ensenan que el problema de valores iniciales

Y=o )=

tiene una solucién, por ejemplo, si f(y,t) es una funcién continua. También
sabemos que la unicidad de la solucién no es siempre verdad, a menos que
stra condicion se le imponga a la funcién f(y,t), por ejemplo, que la deriva-
da parcial of/dy exista en el punto.

La ilustracién usual en los libros de texto!, es la siguiente: se propone la
ecuacion diferencial de primer orden

dy
2=y, y0=0

y se le invita al lector que observe que, a simple vista, el par de funciones
¥, () = £, y, (t) =0 satisfacen ambas la ecuacién diferencial con la misma
condicion inicial. 2Cual es la explicacién de este fenémeno? En el ejemplo
que nos ocupa, se calcula la derivada de f(y, t) respecto a la primera variable,

o 1

¥ Ay

17 Edwards, J. R., C. H., Penny D. E., Ecuaciones diferenciales elementales con aplicaciones,
Prentice-Hall Hispanoamericana, S. A., 1986.
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que es claramente discontinua en el punto (0,0). Dicen los autores cita-
dos: «Esto explica la existencia de dos soluciones diferentes y, (f) = £, y, (t)
= 0 cada una de las cuales satisface la condicién inicial y(0) = 0 ».

Mas aun. Como la solucién y(t) = 0 puede separarse de cero en cualquier
momento a partir del valor t = a en el eje de las abcisas, y seguir como y(t)
= (t-a)® en realidad hay infinitas soluciones que cumplen la condicién ini-
cial en (0, 0).

Pero el hecho de que 9Jf/dy no sea continua en (0, 0) lo tinico que nos
permite concluir es que no se garantiza la unicidad, dejando que el fené-
meno de no unicidad -o sea, por qué ocurre asi— de la ecuacién diferencial
antes expuesta, siga sin explicacién alguna.

El tema que nos ocupa es, efectivamente, brindar una explicacién, que
jamas hemos visto en otra parte, de por qué la no unicidad ocurre en el
dominio real, y para ello haremos uso del célculo infinitesimal.

UN NUEVO MODELO DE ECUACION DIFERENCIAL

Queremos primero, reformular el significado de encontrar una solucién
al problema de valor inicial, de la ecuacién diferencial y’ = f(y,), y(0) = 0, y
después volver al ejemplo particular. Desde el punto de vista del calculo
infinitesimal, la ecuacion diferencial

dy _
dt "f(y't)

expresa una relacién de igualdad entre un cociente de cantidades infini-
tesimales, que esta a la izquierda, que debe cumplir con la funcién de dos
variables, que estad a la derecha.

Supongamos que estamos buscando una solucién y(t) en el intervalo
[0, a] y que este intervalo esta sumergido en la recta hiperreal, como hemos
venido analizando. Sea N un nimero entero infinito, y dt un infinitesimal
definido por dt = a/N.

Considérese la sucesion dt, 2dt, ..., Ndt como una particién infinitesimal
de [0, a], donde 0 < n <. N. Sabemos que la variable temporal ¢ recorrera
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cada uno de estos valores sucesivos, como si fuera una variable discreta
sobre un nimero finito de puntos. Denotemos como

)’g. )’I,yz.‘", )’N

los valores de la solucién y(t) que se busca en los puntos 0, dt, 2dL, ..., Ndt.
De este modo, y(0) =y, , y(dt) =y, , y2d) =y, .., y(Ndt) = y(a) =y, . El
elemento diferencial dy recorre cada una de las cantidades dy =y, , -y,
donde n = 0, 1, ..., N, mientras que la cantidaa infinitesimal dt = 1/N per-
manece constante.

Asi, el problema de valor inicial dy/dt = f(y,t), y(0) = 0, puede esquema-
tizarse en la relacién

Yy =3
n+l “n _ - - :
T - f(yu,ndf), yo _03 n _0)1)2"")N’

que en realidad constituye un nuevo modelo de ecuacién diferencial, desde
el punto de vista del calculo infinitesimal.

SOLUCION DE UNA ECUACION DE RECURRENCIA

De la ecuacién anterior, se deduce la siguiente expresién recursiva
Yyi= Y, tf O, mdt)dt, n=12...N

y puesto que y, = 0 es conocido, una soluci6én definida —en teoria— puede
ser construida, paso a paso, de la expresion de arriba.

Cambiemos la condici6n inicial anterior por el valor y, = o, donde o es
alguna cantidad positiva infinitesimal, en vez de y, = 0. Desde el punto de
vista del dominio real ordinario, este cambio no puede ser discernido, pues
se trata de cantidades infinitamente préximas.

Pero, éserd cierto que la férmula recursiva nos conduce a la misma solu-
cién? La respuesta es negativa. Para verlo, volvamos a nuestro ejemplo par-
ticular, donde la ecuacién diferencial con valores iniciales es
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= —Zf ¥(0)=0.

Para este caso, el esquema explicado nos conduce a la expresién recursiva

Vps1=Vpt2[y,dt n=012..N,

n+1

Si inicializamos con y, = 0, ciertamente obtenemos y, = 0 para todo n, y
esta corresponde a la solucién y(t) = 0. Pero si inicializamos con una canti-
dad infinitesimal, digamos, y, = df?, para simplicidad de los calculos, obte-
nemos

=dt?
=dt” +2dt* =3dt*
¥, =3dt* +2.[3de* = (3+2 3 Jir?

y en general,
=(k,+2k, >, n=12..N,
dondek=1y k,,=k,+2Jk,, n=1,2, .., N.
De la desigualdad siguiente, que se demuestra por induccién
(n — \/;)z <k, <n?
puede concluirse que k. — n? , en el sentido que k_ /n* — 1 como n — oo,

Por tanto, si valuamos la funcién y(t) en la cantidad a del intervalo [0, a],
tenemos que

y@=y,= (k +2J_}it dt =(Ndt} =a*,

o sea que hemos generado la solucién y(t) =

Recordemos que, por simplicidad, hicimos y, = dt?. Pero la expresioén
k, /n? — 1 es cierta siempre que k, < 1 Por consiguiente, si inicializamos en
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cualquier infinitesimal positivo y, = a, la solucién que se genera sigue
siendo y(t) = . En conclusién, podemos ver que si discernimos las condi-
ciones iniciales a escala infinitesimal, obtenemos la unicidad siempre que
existan soluciones reales. La no unicidad desaparece, quedando como un
fenémeno sélo en el dominio real ordinario. El caso de la unicidad real se
garantiza cuando la solucion no es perturbada por variaciones infinitesi-
males en las condiciones iniciales.

En algin sentido, el campo real no es completo, puesto que puede detec-
tar fen6menos para los cuales no tiene explicacién explicita. Este es cierta-
mente un punto a favor de los modelos infinitesimales.

LA CONVOLUCION Y SU TRANSITO AL CONTINUO

Dado que en repetidas ocasiones vamos a hacer uso de ella, nos ocupare-
mos someramente del tema de la convolucién con el propésito de precisar
el concepto y esclarecer su relacién entre el discreto y el continuo. Sean x(t)
y y(t) dos funciones de variable real, cuyo dominio es toda la recta real. El
producto de convolucién de funciones en el dominio continuo es una terce-
ra funcién’,

20)=x(O)*y(t) = [x(s)y(t—s)ds

donde el dominio de la variable x, en caso de -que la integral exista, es
nuevamente toda la recta real. Las propiedades de la convolucién de dos
funciones son similares a las del producto ordinario de funciones, esto es,
la operacién es conmutativa, asociativa y distributiva. Sobre las condicio-
nes de existencia de la integral, hay abundante literatura al respecto'®. Como
la operacién de convolucién se realiza entre funciones, también se llama
producto de convolucién, y dado que involucra una integral, algunos la

18 H. P Hsu, Analisis de Fourier, Fondo Educativo Interamericano,1970.

19 G. B. Folland, Fourier Analysis and Its Applications, Wadsworth & Brooks/Cole, Mathematics
Series, 1992.
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denominan integral de convolucién. Wiener utiliz6 el nombre de Faltung
dado que «no hay otra palabra adecuada en inglés»?.

La definicién de convolucién, asi como sus propiedades y aplicaciones
mds importantes, se encuentran en los libros de analisis. Una de la conse-
cuencias tedricas de gran interés es la proximacién de funciones continuas
mediante polinomios. En el andlisis de Fourier, es una herramienta teérica
fundamental. Y en ingenieria y fisica, sobre todo en el andlisis de senales,
sus aplicaciones son innumerables. Ademas de los problemas teéricos que
anotaremos enseguida, en la comprension de la convolucién hay un pro-
blema didactico, que es el que nos motiva a investigar el tema. Como pue-
de observarse, en su definicién se involucran dos variables, la del dominio
s de integracion, y la variable t de la operacién propiamente dicha. Ade-
mas, el producto de convolucién es una integral, que para remate, esta com-
prendida entre limites impropios. No es de extranarse que el docente
encuentre una aversion natural de los estudiantes al calculo de la convolu-
cion. Y en efecto, los resultados que aqui obtendremos provienen de una
reflexion en el aula de clase, donde hemos confirmado la extremada com-
plejidad que involucra la comprension cabal de dicho concepto.

CONVOLUCION DE FUNCIONES CAUSALES

Es posible simplificar el calculo de la convolucién, cuando las funciones
son las denominadas causales, o sea, que se anulan en el intervalo negati-
vo de la recta real. Por ello, varios libros de texto utilizan las ventajas de tal
condicion, y la dan como definicién, para resolver ecuaciones diferenciales
por el método de la transformada de Laplace?'. Es lo que ahora examinare-
mos. Sean x(t) y y(t) tales funciones, esto es, x(t) = 0, y(t) = 0, para t < 0.
Entonces,

s<0 = x(5)=0

t—5s<0 & t<s = yit—-5=0

20 N. Wiener, The Fourier Integral and cerlain of its applications, Cambridge University Press,
1933. Dover Pub., Inc., S272.

21 Kreider, Kuller, Ostberg, Ecuaciones Diferenciales, Fondo Educativo Interamericano, SA, 1970.
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Por consiguiente, dado que s es la variable de integracion, la convolucién
se anulard fuera de los limites de integracion [0, ], por lo que su calculo se
reduce a la integral

2()=x(0)* y(t) = [ x(s)y(t —s)ds

Esta es una simplificacién asombrosa, porque desaparecen como por
encanto los limites impropios de integracion. Sin embargo, aunque la ex-
presién anterior aparece como caso particular de la férmula més general,
vislumbra una cuestion tedrica que vamos a profundizar: la variable tem-
poral, que es la variable del dominio de la convolucion, ocurre explicita-
mente en los limites de la integral. 2Es este el inico caso, o hay una férmula
mucho mas general?

LA CONVOLUCION PERIODICA

Como puede verificarse, en algunos libros de texto aparecen otras ver-
iones de la convolucion. Esto se presenta cuando las funciones x(t) y y(t)
son dos funciones peri6dicas de periodo 2T, o lo que es lo mismo, cuando el
dominio es un intervalo finito de la recta real, digamos [-T, T]. Se define el
producto de convolucion en dicho intervalo? como

20 =x(0*3(0) = 5. [x(s)y(t-s)ds
)

Aqui aparece una distincién esencial con el producto de convolucién an-
tes definido: la variable s del dominio de integracién estd determinada por
los limites inferior y superior del intervalo [-T, T]. Para hacer evidente tal
distincién, se le llama convolucién periddica, o también convolucién cicli-
ca, a tal operacién. Curiosamente, aparece el factor 1/2T en la expresion de la
convolucién, sin que los autores expliquen satisfactoriamente la necesidad
de tal factor. Es interesante que Wiener, en su afamado libro, lo que define es
precisamente la convolucion (ciclica) para funciones de periodo 2p:

22 J. S. Walker, Fast Fourier Transforms, CRC Press, Inc., 1991.
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«La cantidad

1 b4
= j f(x)g(y—x)dx

se conoce como el Faltung de f(x) y g(x) (no hay una buena palabra en
inglés) y la sucesi6n

oo

Z aubm—u

—ca

como el Faltung de las sucesiones {a_ } y {b }*

Asombra en el texto que Wiener se ocupe simultdneamente de la convo-
lucién de sucesiones, aunque no mencione la intima relacién entre uno y
otro concepto, lo que sera posteriormente el centro de nuestra inverstigacién.
Volviendo a la convolucién de funciones surge un doble interrogante: ZEsta
convolucién (ciclica) es una restriccién del producto de convolucién antes
definido? Y también icual es en general el dominio de la variable de la
convolucién?

Un ejemplo puede ayudar a aclarar varios de los interrogantes que he-
mos planteado. Walker** propone como ejercicio calcular la convolucién de
dos funciones definidas en el intervalo [-4, 4],

xt)=1 y@)=1 |t | <0.5
x(#)=0 y@®)=0 05<t<4

De acuerdo a la definicion, hay que calcular la integral
14 193
J-x(s) y(t—s)ds =- j y(t—s)ds
8% 8 s

cuya solucién deja como un «ejercicio al lector». La solucién no es tan
evidente, ya que la funcién y(t-s) cuya variable del dominio es s esta defini-
da sobre el intervalo [-4+t, 4+1] y por tanto, la integral serda no nula a partir
de la condicién 4+t = -4, o sea, t = -8; luego el dominio de la variable es el

23 N. Wiener, Op. Cit. Pagina 45.
24 J. S. Walker, Op. Cit. Pagina 112.
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intervalo [-8, 8] y la convolucién se separa en dos integrales, obteniéndose
como solucién del ejercicio,

1% 1
* =— |lds=—(1+t) -8<t<O0
x(1)* y(t) 8_[3 8( )

1+, 1
x(r)*y(t)=§ifls=§(l—t), 0<t<8

Esta solucién tampoco deja claro algo muy interesante: el dominio de la
convolucién de funciones sobre un intervalo finito siempre sera el doble
del dominio inicial.

CONVOLUCION DE FUNCIONES DE DURACION FINITA

A continuacién, presentaremos una soluciéon completa a los problemas
planteados. Se ascostumbra a denominar «duracién finita» a aquellas fun-
ciones que se anulan fuera de un intervalo finito —soporte compacto—. Nues-
tro enfoque serd el siguiente. Mostraremos que si las funciones son de
duracién finita sobre el mismo intervalo, la operacién de convolucién pue-
de simplificarse mediante dos integrales definidas®. Y si las funciones son
periddicas —el dominio es un intervalo finito- la convolucién periédica no
sera otra cosa (pese a su distinta apariencia) que la convolucién usual. Pri-
Imero vamos a suponer que ambas funciones estdn definidas en el intervalo
finito [-T, T, fuera del cual tienen un valor nulo. En primer lugar, los limites
de integracion quedan delimitados de la manera siguiente:

T

x()* y(t) = j x(s)y(t —s)ds = J’x(s) y(t—s)ds

=T

Como la variable del dominio de integracién es s, si nos fijamos en la re-
presentacion geométrica del dominio de tal variable, la funcién y(-s) es una
reflexién de y(s) en torno al eje vertical. Para cada ¢, la funcién y(-s+t) = y(t-s)
sera nula fuera del dominio [-T+t, T+f] y constituye un desplazamiento hacia
1a derecha de la funcién y(-s) hasta el punto -s+t. De modo que se pueden
representar ambas, como aparecen en la gréfica siguiente,

25 J. Hermandez, Malemdticas Especiales, Universidad Distrital, 1989.
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x(s)
y
L 1
Ll L I =
Tt t T+t T 0 T

Donde x(s) esta fija, y la funcién y(-s+t) viaja hacia ella, de derecha a izquier-
da. Mientras el punto T+t se mantenga a la derecha de -T, no habré contacto
entre las funciones que van a convolucionar y por tanto su convolucién tendrd
valor nulo. El primer contacto entre ellas se produce cuando T+t = -T, 0 sea, en
el punto t = -2T. Este serd el punto inicial del dominio de la convolucién. En
la grafica siguiente, el punto T+t cruza -T y se dirige hacia T,

-T+ t T T+ O T

La variable de integracién s se mantiene en el intervalo [-T, T+t], por lo
que la convolucién se reduce a calcular la integral

T+t

2(O)=x0)* y(©) = [x(s)y(t—s)ds

-T

En la grafica siguiente, mostramos el momento en que la convolucién se
produce exactamente en el dominio [-T; T], lo que corresponde al calculo
del valor z(0),

T#=-T 0 T+#=T
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donde los limites de integracién obligan a la convolucién a tener un va-
lor nulo atn en los puntos -2T y 2T La férmula del producto de convolucién
queda, en todos los casos, como ya habiamos anunciado,

(T+1
[x()ye—s)ds, —2r<t<0
x0)*y@)=17"
jx(s)y(:—s)ds, 0<t<2T

=T+t

Ejemplo

En el ejemplo siguiente, mostramos la eficacia de las férmulas anterio-
res. Dadas las funciones x(t) = f, y(f) = 1, en el dominio [-1, 1], y nulas
fuera del intervalo, calcularemos el producto de convolucién. El dominio
de la convolucién serd [-2, 2], y en el intervalo [-2, 0] la convolucién es la
integral

1+ 2
1+ -1
D*y(t)= | sds =—F"——

x(®)* y(t) _js :

En el intervalo [0, 2], 1a convolucion es

1 >
1-(1-1)
ND*y@)= ds =————

x0)*y)= [ s =

=1+t

Hasta ahora hemos considerado funciones definidas en toda la recta que
se anulan fuera de un intervalo finito. Pero este es el caso de las funciones
periddicas, que pueden ser consideradas como un caso particular de las
primeras. Luego, en realidad, los limites de integracién de la convolucién
ciclica

[x(s)y—s)ds

son una apariencia de los verdaderos limites [-T, T+t] y [-T+t, T] de la
convolucién de funciones de duracién finita. ¢Se debe multiplicar la con-

KemeL GEORGE =
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volucién por el factor 1/2T? Algunos autores® no lo consideran asi. Noso-
tros veremos que es imprescindible este factor, desde el punto de vista del
calculo infinitesimal.

LA CONVOLUCION DISCRETA

Para concentrarnos en nuestro objetivo, estudiaremos la operacién de
convolucion entre funciones de variables discretas, y luego concentrare-
mos nuestra atencién en la convolucién discreta desde el punto de vista del
célculo infinitesimal, para mostrar que ella coincide con la convolucién de
dominio continuo, convirtiendo la operacién de convolucién en un ejercicio

computacional.

Ya vimos que, por lo menos desde Wiener, se define la convolucién de
sucesiones. Modernamente, en varios libros de texto se define la convolu-
cién de sucesiones finitas de valores reales?, que no son otra cosa que fun-
ciones de dominio discreto. Tal operacién se lleva a cabo de la manera

siguiente.

Se toman dos de tales sucesiones

Xos Xys Xgot* 39 Xw2 50 X

Yos Y15 Y22 s Yms" 2 Yu

donde 0 <n <N, 0 <m <M,y se define la convolucién como una nuevu

ARARN

conformada por los N + M + 1 términos

4= Zx.}’k-.

26 H. E Davis, Fourier Series and Orthogonal Functions, Dover Publications, Inc., 1963, pagina 76.
27 E. O. Brigham, The Fast Fourier Transform, Prentice-Hall Inc., 1974.
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donde cada uno de éllos se obtiene de la siguiente manera,

Zp =XpYo
=X +x5Y,
Z =5, t ), XY,

Los términos anteriores se obtienen de modo similar a los coeficientes
del producto de dos polinomios, por lo que la convolucién discreta se cono-
ce también con el nombre de producto serial®.

Obsérvese que la sucesion finita {y, ,} proviene de invertir el indice n

de la sucesion {y,} y desplazarlo hasta el indice k. Por tanto, como ilustran

varios autores®-°, el calculo de la convolucién discreta se puede realizar
asi: la sequnda sucesién invertida y desplazada se coloca encima de la
primera y se realizan las operaciones.

Por ejemplo, si la primera sucesién tiene 4 términos y la segunda cinco,
la convolucién tendra 3 + 4 + 1 = 8 témminos, y para calcular la convolu-
cién, se suman los productos de arriba por los de abajo, como en la figura,

Yi Ya N Yo
X 5 5 45 X

TRANSITO DEL DISCRETO AL CONTINUO

Nosotros demostraremos a continuacién, que la convolucién discreta es
la misma convolucién continua, desde el punto de vista del célculo infini-

tesimal.

Fijamos el intervalo [-T; T], tomamos un entero infinito N y subdividimos el
intervalo en 2N partes iguales. Sea t la variable que cumple las condiciones

28 R. Bracewell, The Fourier Transform and Its Applications, McGraw-Hill Book Company, 1965.
29 E. O. Brigham, Op. CiL
30 R. Bracewell, Op.Cit.
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f"'{f _proitl' N IN—I}
tﬂ:ndt, ~N<n<N

/i
dt=—

N

Dadas las funciones x(t), y(f), ellas se representan como sucesiones de
2N términos cuyos valores en la enésima posicién n son

x(t,)=x, = x(ndt)
¥(t,)=y, = y(ndt)

por tanto, podemos calcular la convolucién discreta de las dos sucesio-
nes de 2N términos {x },{y, }siguiendo las reglas establecidas,

{z.}= {I HD.t
Z, Zxkyn—k

i:—N

donde seguimos la nofacion convencional, multiplicando cada uno de los
términos de la convolucién discreta por el factor correspondiente, que en
este caso sera 1/2N.

Luego, en el modelo de calculo infinitesimal,

z(ndt)—2 ZI(kdt)y((n —k)dt)

.I.':—H

reemplazando las variables t = ndi, s = kdt y teniendo en cuenta que

et e
2N 2Ir N 2
tenemos nuevamente
N-1
z(ndt)-—z— Y x(kdt)y((n—k)de )it
t=—N
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pero esta es precisamente la integral de convolucién

1 T
2(t) = é—f_J;x(s) y(t—s)ds

como previamente habiamos convenido.

En el modelo de célculo infinitesimal, la convolucién discreta, la convo-
lucién periédica y la convolucién usual son una séla, que asume diversas
apariencias de acuerdo a las diversas escalas de las variables, sean éstas
de escala finita o infinitesimal.
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Capitulo 5

Fourier, a la manera tradicional

Al estudiar el contenido béasico de un curso de Andlisis de Fourier, po-
demos distinguir un reducido nimero de conceptos que constituyen el
nucleo de la teoria, y que de modo recurrente relacionan todos los demas
aspectos que se tratan a lo largo de uno o dos semestres académicos, dan-
dole la forma aparentemente coherente —aunque fragmentada— que le es
tan familiar al docente y a los estudiantes de dicha materia. Nos propone-
mos identificarlos, enunciar sus propiedades, y determinar las operacio-
nes y relaciones que se dan entre si; esto nos permitird, en primer lugar,
tener un capitulo auténomo de la teoria de Fourier, que es el eje central de
nuestro libro, al cual hagamos permanentemente referencia; en sequndo
lugar, al exhibir asi la teoria, quedaré al desnudo su divisién artificial y la
enorme redundancia de sus conceptos; y finalmente, nos mostrara la ne-
cesidad de integrarla en una séla teoria unitaria, que es la que en su
momento expondremos como propuesta didactica de nuestro modelo de
calculo infinitesimal.

ENTIDADES DE LA TEORIA

Cualquiera que tenga una visién global del andlisis de Fourier en los
primeros semestres de Universidad, coincidira con nosotros en identificar
las siguientes entidades principales, denominadas y simbolizadas asi: la
Serie de Fourier SE La Transformada de Fourier TF, también conocida como
Transformada Integral. Y la Transformada Discreta de Fourier TDE Las dos
primeras son propias del modelo continuo, mientras que la 1ltima se expo-
ne, por regla general, como parte del modelo discreto. En los textos, las enti-
dades principales son expuestas en diferentes versiones (versién continua o
discreta; versién real o compleja) y mediante una simbologia heterogénea.
Estas entidades estan rodeadas de propiedades -linealidad, desplazamien-
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to— y vinculos —relaciones de ortogonalidad- que concurren en el espacio
donde estan definidas. Y acompanan a estas entidades, algunas operacio-
nes con diversas denominaciones; las mas importantes son, la modulacion
—como un producto ordinario o composicién funcional- y el producto de
convolucién.

Otras entidades complementarias son las funciones especiales, entre cu-
yos representantes mas conocidos tenemos, la funcién de Heaviside o esca-
16n unitario y sus combinaciones lineales, como el pulso unitario; la delta de
Dirac o, impulso unitario y sus combinaciones lineales, como los trenes de
impulso; algunas derivadas de tales funciones generalizadas. En la Teoria
de Senales, hay algunas cantidades asociadas a las funciones que repre-
sentan senales que son los contenidos fisicos de dichas funciones —energia,
potencia— de uso comun en el aula de clase.

A primera vista, el lector distinguird las entidades del dominio continuo
de las entidades del dominio discreto, aunque no le puedan explicar cuales
son los fenémenos propios de los modelos discretos y cuales de los conti-
nuos donde ellas hacen presencia. Dado un dominio, es una ardua labor
distinguir el ciimulo de relaciones que guardan entre si las entidades prin-
cipales, sus operaciones y propiedades; las funciones especiales y las can-
tidades asociadas. En verdad, no es facil saber cuales son propiedades de
unas y cuales son propiedades de las otras.

DIVERSAS APLICACIONES

De acuerdo al curso que se brinda, tienen lugar otras entidades que se
asocian a las aplicaciones fisicas. Por ejemplo, si en la exposiciéon del tema
hay un énfasis hacia los métodos matematicos de la fisica, muy posible-
mente se incluya un estudio de la ecuacién de la cuerda vibrante, la ecua-
cién del calor, u ofras ecuaciones diferenciales parciales especiales. Si el
area es computacional, emerge otra entidad muy importante, que es la
Transformada Rapida de Fourier TRE, sobre la cual haremos una anota-

cién parte.

Asi mismo, no debemos dejar de mencionar que en un curso de analisis
de Fourier de mayor aplicacién, se incluyen otros temas como la Transfor-
mada de Laplace, los Polinomios de Legendre y las Funciones de Bessel. Si
el énfasis es hacia la Ingenieria Electrénica, es inevitable la exposicién del
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Teorema del Muestreo de Shannon, la transformada Z u otras transforma-
das, como la transformada de Walsh, e incluso, un tema que cada dia gana
mayor atencion, las Wavelets.

Los cursos de anadlisis de Fourier en la llamada matemadtica pura difieren
drasticamente de los de pregrado que aqui analizamos, pues van dirigidos
a la investigacion y por ello tienen que profundizar cuestiones de conver-
gencia, de los espacios donde los fenémenos ocurren, como los espacios de
Hilbert. Los temas de especializacién son diversos: Teoria de Distribucio-
nes, o Andlisis Espectral, Teoria de la Aproximacion, Estabilidad y Control,
Teoria de Operadores, entre tantos.

Volviendo a la consideracion inicial, queremos rescatar la idea de que un
curso basico de andlisis de Fourier esta estructurado en torno a los siguien-
tes aspectos:

% Entidades principales: Series y Transformadas.

% Propiedades: Ortogonalidad, Linealidad, Translacion.
* Operaciones: Modulacién, Convolucién

% Relaciones reciprocas: Teorema de Convolucién

% Aplicaciones: Desarrollo en series; Cdlculo de Coeficientes,
Estudio de Funciones Especiales, soluciéon de Ecuaciones
Diferenciales.

A continuacién, presentamos un listado de definiciones sobre las entida-
des y las operaciones y funciones especiales, las que restringiremos estric-
tamente al dominio unidimensional. Todas ellas, de una u otra forma, se
encuentran expresadas o definidas en los libros de texto, cuya bibliografia
abunda, con variaciones en los enunciados y heterogeneidad notacional.
La bibliografia que sefialamos sélo se refiere a los textos que posterior-
mente seran analizados. Este listado, repetimos, tiene como tnico objetivo
mantener una notacién unificada en todo el libro. Obviamente, las varia-
bles asumen valores sobre el campo de los nimeros reales o los niimeros
complejos. Como s6lo nos interesa el aspecto notacional, se dejardn de lado
los aspectos de convergencia involucrados asi como las condiciones de exis-
tencia de los conceptos. Escasamente, alguno de los resultados expuestos
sera demostrado.
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NOTACION FUNCIONAL

Las reglas para la notacién de funciones de valores reales sobre la varia-
ble del dominio real son las siguientes: se suponen dadas dos tipos de
variables sobre los reales: la variable tiempo y la variable frecuencia. Las
letras minusculas X, y, z, se reservan como letras de funcién sobre el domi-
nio temporal, mientras que las letras maytsculas X, Y, Z, se reservan como
letras de funcion sobre el dominio frecuencial. Las letras {, f se reservan para
las variables temporales y frecuenciales de dominios continuos y siempre
van entre paréntesis redondos como (), (f), mientras que las letras n, k se
reservan para las variables temporales y frecuenciales de dominio discreto y
siempre van entre corchetes cuadrados, como [n], [K]. La letra j corresponde a
la unidad imaginaria j= -1, y siempre el producto de la variable tiempo
por la vanable frecuencia se da en ese orden: o bien tf, o bien n'k.

Una funcién x(f) en la varable temporal y de dominio continuo sobre el
intervalo real [-T; T], T > 0 se denomina funcién periédica de periodo 2T La
extension de dicha funcion x(t) sobre toda la recta real se define asi:

x(t+2T)=x(t), teR

1
Siempre que se tenga tal dominio continuo, se define la cantidad .. = Jo.

y se le denomina la frecuencia fundamental de la funcién x(f) determinada
por el periodo 2T.

LA serie DE Fourier SF

Sea x(t) una funcién periédica de periodo 2T. A dicha funcién se le asocia
la serie

x(1) = 320. + i a, cos(2mtk f,)+ ibksen(‘btt k f,)
k=1 k=1
o también

- = k
=% cos 2th~k— + ) b sen| 2wt —
== +Z{“‘ [ o ; : o
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donde

1 p¢7
aj=i |, x@)cos@mtkfy)dt k=0

1 7
== .[_T x(t)sen(2mtkf,)dt k>1

La serie asociada se denomina serie real de Fourier SF de x(f), y los a, ,b,

se denominan coeficientes reales de Fourier. Para que estos coeficientes exis-
tan, es suficiente que la funcién x(f) sea integrable. En cambio es un pro-
blema formidable dar una condicién sobre x(f) para que la serie asociada
sea convergente a dicha funcién. Cuando ello se garantiza, se dice que la
funcién periddica x(t) se desarrolla en serie real de Fourier'2

Siguiendo la tradicién de la ingenieria, siempre denominaremos a x(t) la
forma de onda, mientras que las funciones sen(2rtkf,) cos(2ztkf,) se

denominan componentes arménicas, donde f, es la frecuencia fundamen-

tal, k es la altura del arménico k f,, y los coeficientes a,, b, son las ampli-
tudes reales correspondientes a tal arménico®.

La version compleja equivalente de la serie de Fourier es la siguiente: a
la funcién periédica x(t) se le asocia la serie
x(t) = ch exp(j2rt kf,)
k=—e=

donde

I & ;
Co=or { x(t)exp(— j2mt kf, Yt

1 C.Lanczos, Discourse on Fourier Series, Hafner Pub. Co., 1966.
2 J. S. Walker, Fourier Analysis, Oxford University Press, Oxford, 1988.
3 A Papoulis, Signal Analysis, Mc Graw-Hill Book Co., 1977.
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Esta serie se denomina serie compleja de Fourier de x(t), y los C, son los

coeficientes complejos de Fourier. Cuando la serie converge a x(t), se dice
que la funcién periédica se desarrolla en serie compleja de Fourier. La rela-
cién entre los coeficientes reales y complejos de Fourier es la siguiente:

1 — 1
o =§{ak "‘jbt}’ C,=6C =§{at +jb}.}

En ingenieria, los coeficientes complejos constituyen el especiro discreto
de frecuencia. Recordemos que todo complejo z se puede expresar en fun-

cién de su amplitud y su fase asi: z= z exp(jtp)

Como el coeficiente complejo contiene informacién sobre la amplitud

C, yla fase ¢x ambas cantidades se desdoblan en el espectro discreto de

amplitud C, vy el espectro discreto de fase Px*>.

LA TRANSFORMADA DE FouRIER TF

Sean t, f variables sobre toda la recta real. Dada la funcién x(f), se define
la funcién X(f) como

X(f)=J: x(t)exp(— j2nt f )dt

en caso que tal integral exista. Se puede demostrar que, bajo ciertas con-
diciones, se puede invertir el proceso y

xO)=[" X(frexp(j2mt f)f

La primera funcién X(f) se denomina transformada integral de Fourier TF
(o simplemente transformada de Fourier) de x(t) y la segunda, transforma-
da de Fourier inversa TFL

4 H. P Hsu, Analisis de Fourier, Fondo Educativo Interamericano, 1970.
5 A. V. Oppenheim, A. S. Willsky, Signals ans Systems, Prentice Hall International, Inc., 1983.
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Hay dos notaciones usuales para las funciones x(t) y X(f) asi relaciona-
das. Al par

x(1) <> X(f)

se le denomina par transformado. En algunos textos se usa el lenguaje de
operadores. Se define S como el operador

SL@}=X(f)
SMHX(f)}=x@)

donde el primero es el operador transformada de Fourier, y el sequndo es
el operador inverso. Salvo alguna alusion al tema, nosotros no haremos uso
de tal simbolismo.

Siguiendo siempre la tradicién en ingenieria, en ambos casos, a la forma
de onda x(t) se le hace corresponder el espectro continuo de frecuencia X(f).
Este espectro, como su homoélogo discreto, se desdobla en espectro conti-

nuo de amplitud |X (f)| y espectro continuo de fase @ '+, que corresponde a

la informacién de fase contenida en el espectro®.

La anterior es la versién continua de la TF cuyo dominio es toda la recta
real, pero bien puede ocurrir que la funcién x(f) se anule fuera de un inter-
valo finito:

lt|> 2T —|x(®)|=0

en cuyo caso se dice que la forma de onda x(f) es de duracion finita y la
transformada de Fourier es

X(f)=]" x@exp(- jomef it -

Asi mismo, si X(f) se anula fuera de un intervalo finito [-W, W]:
W] 2w — X (f)=0|

en cuyo caso se dice que el espectro X(f) es de banda limitada y

x)=[" X(f)exp(j2mef Yif

6 E. O. Brigham, The Fast Fourier Transform, Prentice-Hall,Inc. ,1974.
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LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

Para definir la transformada discreta de Fourier TDF necesitamos aclarar
algunos aspectos previos. Dadas las diferencias notacionales en los textos,
aqui seguiremos la que nos parece mas cémoda’ y que en su momento
veremos como la més apropiada. Sea T un nimero real positivo y N entero
positivo. Estas dos cantidades determinan dos dominios finitos. El primero
es el dominio temporal y esta determinado por el conjunto

£ N<n<N
B i I

El segundo es el dominio frecuencial y esta determinado por el conjunto

k
== At N
{ZT}’ N<k<N

ambos dominios tienen 2N elementos. Las funciones sobre ambos domi-
1i0s se denotan, respectivamente,

v} 2o

y estan relacionadas mediante las siguientes transformaciones:
N-1
21008 2N = LN 2N )’
N-1
xliﬂ:l= 2 X[—k—]exp j27r£ .
N W=y 2T 2N

La primera funcién se denomina transformada discreta de Fourier y la

segunda funcién se denomina transformada discreta inversa de Fourier.
Aunque las funciones asumen un numero finito de valores, la primera se

7 E. O. Brigham, Ibid.

Fonpo EDITORIAL UNIVERSIDAD DEL MAGDALENA



FOURIER, A LA MANERA TRADICIONAL

sigue denominando forma de onda, mientras que la segunda es el espectro
de frecuencia. Asi mismo, el par transformado es

1)~ #zr]

RELACIONES DE ORTOGONALIDAD

Un acercamiento analitico a las series de Fourier nos permitird concluir
que hay una propiedad esencial de la familia de funciones trigonométricas
-0 exponenciales complejas— que es el que constituyen un sistema ortogonal
completo. En la teoria de Espacios Vectoriales, esto es equivalente a que
existe una base ortogonal relativa a la cual se expresan los demds vectores
del espacio. En su versién compleja, la relacién de ortogonalidad significa
que familia

{exp(j2mekf, )}
definida en el intervalo [-T, T], donde k es cualquier entero, posee la si-

guiente propiedad

/)
k#1— [exp(j2mt(k—D)dt =0
-T

Es de importancia capital el que dicha relacién de ortogonalidad se man-
tiene cuando el dominio es discreto. En otras palabras, también se cumple

& ~_n(k=DT
k#l— Il ()
,,Z.:f"p(" 2N )

Esta es una relacién esencial, pues estd en la base de la existencia tanto
de la serie de Fourier como de la transformada discreta de Fourier?

8 J. S. Walker, Fast Fourier Transforms, CRC Press, Inc., 1991.

KemeEL GEORGE
4 "7



CALCULO CON INFINITESIMALES

LINEALIDAD Y TRANSLACION

Las dos propiedades mds destacadas que enlazan las entidades princi-
pales es la de linealidad y de translaciéon —desplazamiento o shifting—, de-
pendiendo su formulacién de la versién continua o discreta que se haya
empleado. Obsérvese primeramente que la transformada de Fourier posee
la siguiente propiedad: si se suman dos funciones, la transformada de la
suma es la suma de las transformadas. En otras palabras:

x(t) & X(f)
y®) < Y(f)
x(1)+y(t) & X(F)+Y(f)

La suma de funciones se denomina superposicién, por lo que la anterior
propiedad de linealidad se traduce asi: el espectro de frecuencia de la su-
perposicién de dos formas de onda es la superposicién de los espectros de
frecuencia correspondientes. La propiedad de linealidad en la version dis-
creta es similar a la anterior:

x[n] & X[k]
yln] & Y[k]
x[n]+ y[n] & X[k]+Y[k]

La demostracién de dichas propiedades es bastante simple y se despren-
de casi inmediatamente de la definicién de las transformadas correspon-
dientes. Asi mismo, existe una propiedad conocida como translaciéon o
desplazamiento —shifting— que en el dominio continuo se enuncia asi:

x(t) & X(f)
x(t—ty) < X(f)exp(— j2?rr,,)
x(tyexp(j2ntfy ) X (f = fo)
La primera se denomina desplazamiento en el tiempo. La segunda, des-

plazamiento en la frecuencia. Hay una formulacién andloga para el domi-
nio discreto.
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MobuLACION Y CONVOLUCION

La propiedad de desplazamiento en el tiempo de la transformada se re-
fiere a un producto de una funcién con una exponencial compleja que es, en
el dominio real, una operacién de modulacién en amplitud de la funcién
original por la portadora, que en este caso es una sinusoide. Lo que dice la
propiedad de desplazamiento es que el espectro de frecuencia de una for-
ma de onda modulada es el espectro de frecuencia original, desplazado en
el dominio de la frecuencia.

Un poco més generalmente, dadas dos formas de onda x(t), y(t), la modula-
cién en amplitud de x(t) mediante y(f) consistird en la operacién matematica
z(t) = x(t)y(t) que es el producto ordinario de funciones. Esta denominacién

'se debe a que si x(t) representa una forma de onda, los valores de dicha
funcién son amplitudes en cada posicién temporal f. La versién discreta de
la modulacién en amplitud es similar a su homéloga continua, aunque hay
que tener un poco de cuidado con el dominio, el cual debe ser idéntico para
ambas funciones.

El producto de convolucién de dos funciones x(), y(t), esta intimamente
ligado a las entidades principales del anélisis de Fourier. Particularmente,
hay tres versiones de la convolucion, ya se trate de la entidad SEF, de la
entidad TF o de la entidad TDE Asi, hay una convolucién periédica, una
integral de convolucién y una convolucién discreta. En su orden, se definen
de la siguiente manera.

En general, si x(t), y(t), son dos funciones cualesquiera, sobre el dominio
temporal integral de convolucién, como anteriormente hemos visto, es

2(t) =x(t)* (1) = [x(t-7)y(x)dz

—oo

Dadas dos funciones de dominio temporal x(t), y(t), periédicas de perio-
do 2T, definimos la convolucién periédica

T
20 =30 *y(0) = [xC-1)y @)
=p
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La version discreta de la convolucién es la siguiente. Dadas dos funcio-
nes sobre el dominio discreto, la convolucién discreta es la operaciéon

LA £ A WA

De manera similar, se define la convoluciéon de dos funciones en el domi-
nio frecuencial, sea este dominio continuo o discreto. Entre las entidades
principales TE, TDF y las operaciones de modulacién y convolucién, exis-
ten intimas relaciones, las mds importantes, conocidas como teoremas de
convolucién. Uno de ellos es el teorema de la integral de convolucion, que
podemos enunciar del modo siguiente. Sean x(1), y(t), dos funciones cuyas
transformadas de Fourier son, respectivamente X(f), Y(f). Entonces

x(0)* y(1) & X (Y (f)

Esto es, la transformada de Fourier de la convolucién es la modulacién
de las transformadas. O también podemos decir que el espectro de la con-
volucién en el tiempo es la modulacién en frecuencia los espectros respec-
tivos. El teorema de convolucién en el tiempo es similar al teorema de
convolucién en la frecuencia

x@)y@®) & X(f)*Y(f)

que dice: la transformada de Fourier de la modulacién es la convolucién de
las transformadas. O también, el espectro de la forma de onda modulada es
la convolucién de los espectros respectivos. El teorema de convolucién dis-
creta en tiempo y frecuencia es similar:®

AW LA
N o'

N Pl or | |27

|

9 E. O. Brigham, Ibid.
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FUNCIONES ESPECIALES

Con este nombre nos hemos referido a algunas funciones que se utilizan
en el analisis de Fourier y que estdn estrechamente relacionadas con las en-
tidades principales y las operaciones arriba estudiadas. Sélo mencionare-
mos las mas familiares, porque las funciones especiales abundan —Polinomios
de Legendre, Funciones de Bessel, Funcion Gamma, etc.!’® Las siguientes
son las funciones que en su momento analizaremos y sobre las cuales pre-
sentaremos una formulacién acorde con nuestro modelo de calculo. Las
listamos aqui con el tinico propésito de unificar la notacién. La primera y a
la cual hemos dedicado un capitulo completo es La delta de Dirac o tam-
bién impulso unitario. En los textos de ingenieria hacen caso omiso de la
teoria de las distribuciones y la definen como originalmente hizo su autor,
osea, 8(x) = 0 parax#0,y

T5(x)dx =1

La delta de Dirac se utiliza indistintamente como ‘funcién’ de dominio
temporal o ‘funcién’ de dominio frecuencial. La funcion de Heaviside en el
tiempo es

B 0 <0
e 11 t>0

Dicha forma de onda se denomina escalén unitario temporal. El pulso
unitario se define

d
0 |t|>5

pd(t)=
1 |t|<§

Su forma de onda se llama pulso unitario de duracién finita d. Similar-
mente, se define el pulso unitario en el dominio de la frecuencia. Obvia-
mente, el primero es una forma de onda de e duracion finita mientras que
el sequndo representa una senal de banda limitada.

10 A. V. Oppenheim, A. S. Willsky, Opus cit.
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CALCULO CON INFINITESIMALES

El tren de impulsos es un 'funcién’ periédica de periodo T que se constru-
ye como una superposicién de impulsos unitarios §(t—nT), desplazados
una distancia 2T entre si,

5T(t)=25(t—nT)‘__

En el dominio discreto se define la delta discreta de Dirac

s nT 1 n=0

N] (0 n#0
Notese que ésta si es una funcién. La gran distincién con el dominio
continuo reside, ademads, en la siguiente descomposicién, de facil demos-

tracion. Es sencillo confirmar que toda funcién del dominio discreto se ex-
presa de la forma siguiente:

N-1 -
ﬂ} 5 £H(n p)T
N =t |V N
donde la suma es una suma finita de 2N sumandos en el dominio discre- _-

nT
o {?}' T es real finito y -N <n < N. Esto se demuestra evaluando la
funcién directamente en cada valor del dominio.

Cualquier observador agudo se habra fijado en que hay una relacién
persistente entre las entidades de la teoria y las operaciones de modula-
cién y convolucién. Si nos fijamos en los teoremas de convolucién enuncia-
dos para las transformadas, éstos se extienden a las series de Fourier: las
formas de onda se modulan o convolucionan de acuerdo a que los coefi-
cientes de Fourier de las series respectivas se convolucionen o modulen. Y
esta relacién operacional se mantiene invariable, trdtese de la transforma-
da de Laplace, la transformada Z, la transformada de Hilbert o cualquier
otra de dichas entidades.

Fonoo epiToRriAL UNIVERSIDAD DEL MAGDALENA



FOURIER, A LA MANERA TRADICIONAL

LA FORMULA DE PARSEVAL

Otro hecho curioso es que existe una relacién general en todas las trans-
formadas de Fourier, incluyendo las series de Fourier, que se denomina la
férmula de Parseval. Esta férmula expresa un principio de conservacion de
la energia o potencia en la forma de onda o el espectro de frecuencia res-
pectivo. Supongamos los siguientes pares de transformadas,

x(t) & X(f)
y(®) < Y(f)

entonces se cumple
[xyy@dt= [X (Y f)df

lo que implica la igualdad

flxcofde= [Ixcrlar

La anterior expresion es precisamente la féormula de Parseval. Cualquie-
ra de las dos cantidades representa la energia, desprendiéndose que la
energia contenida en una forma de onda es idéntica —salvo constantes—-a la
energia contenida en el espectro de frecuencia. La coincidencia con la ver-
sién discreta despeja cualquier duda, pues ocurre que

ST -SR]

Una anotacién final. Cuando se asume que la delta de Dirac es una dis-
tribucién, el calculo de la transformada integral de Fourier de la delta de
Dirac requeriré del conocimiento de la teoria de distribuciones. No obstan-
te, en la mayoria de los textos se calcula directamente —aunque informal-
mente— arrojando el resultado

S
2N n—-N

o)1
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CALCULO CON INFINITESIMALES

En cambio, en el dominio discreto, no hay ningiin obstaculo en el célcu-
lo, y es obvio que
() ['ﬁ] «1
N

solo que no tendria que deducirse, por mas heuristitca que se utilice, que
el resultado del discreto afirme teéricamente el resultado del continuo.

CUESTION CRUCIAL

Dado este ciimulo de relaciones entre dominios discretos y continuos,
variables temporales y frecuenciales, transformaciones, entidades, propie-
dades, operaciones y funciones, surge la pregunta ¢no habrd una relacién
mas profunda en la propia teoria que establezca definitivamente el vinculo
completo entre todas las entidades y las operaciones, y entre el continuo y
el discreto?

Y también, en general ¢no serd que el continuo y el discreto estan vincu-
lados por una relacién intima que arrastra al andlisis de Fourier discreto a
una identificacién con el andlisis continuo? Y mucho mas alla de la metafo-
ra, como problema crucial ¢No es posible una construccién unificada, don-
de todas las entidades y operaciones sean piezas de una sola arquitectura
de célculo?

El proposito fundamental de nuestro libro es responder afirmativamente
estas preguntas y para ello, presentamos un modelo de analisis de Fourier
orientado rigurosamente a fundamentar la respuesta.

Jai g Fonpo EpiTORIAL UNIVERSIDAD DEL MAGDALENA



Doloroso transito hacia
la transformada

Vamos a mostrar como los mas importantes libros de texto de analisis de
Fourier para fisicos e ingenieros hacen el trnsito de la serie de Fourier a la
transformada de Fourier, con una heuristica que da resultados exitosos, pero
sin tener en cuenta las mas elementales normas de rigor, lo que conduce a
que el método entre en bancarrota.

DE LA SERIE A LA TRANSFORMADA

Supongamos que la funcién periédica x(f), de periodo 2T puede ser desa-
rrollada como serie compleja de Fourier en el intervalo [-T; TJ,

x(t) = i C, exp(j2mt kf,)

k=00

cuyo correspondiente coeficiente de Fourier es

Jef .
C. = o7 ix(t) exp(— j2mtkf, )t

donde j es la unidad imaginaria, T es un numero real positivo, k es un
entero arbitrario y la cantidad fija % = f, se denomina frecuencia funda-

mental.

Si la funcién no es periédica, debemos descartar el desarrollo en serie,
porque esta operacién sera imposible. Pero queda otra posibilidad: plan-
tear el problema de la transformada de Fourier. Para explicar la posibilidad
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de que exista la transformada integral, los libros de texto se preguntan
¢que pasa si x(f) es no periédica?. A continuacién, mostraremos las diversas
metodologias que utilizan el desarrollo en serie de Fourier arriba descrito,
para llegar a la transformada de Fourier TE,

R(f)=|"_ x(tyexp(~ j2mf )t

donde
X0 =" R(f)exp(j2mf Jif

es la transformada integral inversa de la primera.

Desde Fourier, de quien es la idea original, el método que siguen todos
los libros de texto es el siguiente. Sea x,(f) una funcién de periodo 2T idén-
tica a x(f) en el intervalo [-T; T], de modo que podamos escribir

x(t)= },i_l}}axr(r)

como lo indica la gréfica,
e
X1
N ~
x7® B
oT 4T 6T

Entonces podemos expandir en serie de Fourier la familia de funciones
periddicas

5®)=Y Cexplj2ntif,)

1 W A Coppel, «J. B. Fourier. On the Ocassion of his two hundredth birthday,» The American
Mathematical Monthly, Vol.76, pp. 474, 1969.
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DOLOROSO TRANSITO HACIA LA TRANSFORMADA

donde el coeficiente de cada funcién periédica es

~

-

C. =
*oor

x;(u) exp(— j2mu kf, du

~

sustituyendo,

@)=, { 515: [ w)exp(- j2mukf, )du} exp(j2m kf, )

k=—oco

It
reemplazando la expresién T =fo

n®H=3 {Ixrm exp(- jzmiqz)du}exp(jmm)fo

k=—oo =

Aqui viene, como popularmente se dice, la parte valseada del tango. Se
trata, nada menos, de convertir esta expresién en la transformada integral
de Fourier!. Esta proeza puede intentarse desde varios puntos de vista, de
acuerdo a las creencias de cada uno de los autores de textos. Observemos
que, basicamente, se trata de un paso al limite; dado que

x() = limx; (t)

habria que hacer el célculo del limite

oo T
lim x, (1) = lim )" { [ @yexp(- fzmm)du}exp(ﬁm Ko Mo
k=—eo (T

Concentremos nuestra atencién en el limite, o sea, en el hecho de que T
tienda a infinito. Lo primero que los textos nos proponen aceptar es que si
T tiende a infinito, ocurre simultaneamente la siguiente doble situacién: el
simbolo & de la suma en el rango -= < k < « se convierte en el simbolo de
la integral con dominio de integracién (-ce, =) y la integral con dominio de
integracién [-T; T] pasa a tener dominio de integracién (-eo, o).

Si T tiende a infinito, hay dos grandes problemas que agravan la con-
versién de la serie en integral, y que de hecho la hacen imposible, desde

GE
KemeL GEoR i



CALCULO CON INFINITESIMALES

1
todo punto de vista. En primer lugar, la cantidad —- = fo, est4 bajo el

9
simbolo de la integral, luego es natural que nos preguntemos éque pasa
con él]" = f, cuando el denominador T tiende a infinito? En segundo lu-

gar, la cantidad kf, también estd bajo el simbolo de la integral, y sabe-
mos que el entero k recorre el intervalo infinito -0 < k < e, ¢Que pasa con

k
el doble limite kf, = E' cuando T tiende a infinito y k es un entero arbi-

trario?

PELIGROSO MALABARISMO

Vamos a mostrar cémo intentan sortear este doble imposible teérico, los
textos oficiales de anadlisis de Fourier, al proponerse la conversién de las
series de funciones periddicas en integrales de funciones no periddicas.
Para las citas, debe recordarse que algunos textos utilizan la denominaciéon
de frecuencia fundamental como de la frecuencia angular mediante la sus-

titucién w, =27, .

Para calcular los limites

1
lim—
T—ee 2T

hm Nke Z

T—e 2T

cosa de por si ya absurda, porque si k es entero, ambos limites son idén-
ticos a cero, los libros de texto proceden de la siguiente forma. Leemos
textualmente:

Ahora se hace que T —>e9, y asi, 2/T = w, w, se anula. Sea
w, = Aw; entonces la frecuencia de cualquier «arménico» kw, debe
con'esponder a la variable general de frecuencia que descnbe el es-
pectro continuo. En otras palabras, k — o a medida que w, = Aw — 0;
tal que el producto es finito; esto es, kw, = kAw = w. ...

Fonpo epiToRIAL UNIVERSIDAD DEL MAGDALEN
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DOLOROSO TRANSITO HACIA LA TRANSFORMADA

En el limite, T — e, Aw — dw;, y la sumatoria se convierte en la
integral sobre w...2

Con este razonamiento, el autor anuncia que ha calculado los limites y
que ha obtenido el resultado siguiente:

1
e d g
T—)sz f
i -
lim — =
T—o= 2T 7

donde f es la variable frecuencial del dominio continuo (recordemos que
w = 2nf). Por supuesto, si tal es el resultado, sustituyendo el simbolo >, por
el simbolo de integracién donde el dominio de integracién [-T; T] pasa a
(-eo, o) y reemplazando los limites imposibles, obtendriamos

x ()= I{jx (w)expl- jome f)du}em(jmf)if

expresion en donde la transformada de Fourier es

R(f)= [x)exp(- j2muf Ju
y por tanto, al sustituir, obtenemos la transformada integral inversa,

x0= " R(P)expl2mr

El punto de vista expresado por muchos docentes que han expuesto a sus
estudiantes este manejo, es que la heuristica aqui utilizada pierde toda
credibilidad. Aun el més inescrupuloso calculista sabe que si se hace ten-

1
der T a infinito, el cociente T fo tenderd a cero. ¢Cémo puede convertir-

se esta expresién en df? De otra parte, 2C6mo justificar que la expresién K,

2 H. B Hsu, Analisis de Fourier, Fondo Educativo Interamericano, 1970, pag. 73.
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donde el indice k recorre todos los enteros y la frecuencia fundamental se
anula, el producto sea finito y se convierta en una variable continua?.

El esfuerzo que hacen los textos de ingenieria para mostrar que si el
periodo se hace infinito, la frecuencia se vuelve una diferencial y el producto
del enésimo arménico con la diferencial se convierte en la variable frecuencial,
es una hazana loable. Pero los argumentos son inaceptables. Y esta metodo-
logia hace parte del imaginario en los principales textos de andlisis de
Fourier, considerados como oficiales en los programas de pregrado. Asi,
por ejemplo, se llega a afirmar sin convencimiento,

«En el limite, cuando T —> e, w, se vuelve infinitamente peque-
na de modo que se le puede representar por dw»®.

O mucho mas directo,
«Como w, —> 0, esto por definicién converge a la integral de
X(w)exp(jwt)...»*.

Algunos piden disculpas del paso de la serie de Fourier a la transforma-
a de Fourier, sugiriendo que pertenece a una matematica superior:

«Deseamos examinar esta expresiéon como T — . Esto involucra un pro-
ceso complicado, puesto que a la vez que T se aproxima a o, k se aproxima
a 0. Al proceso de limite involucrado no se le puede dar un riguroso trata-
miento sin el uso de la mateméatica avanzada»®.

No obstante, estos autores colocan el resultado,

hm[y ]—) dw,
T->e=| T

T—>ea, T

n=>ea

3 B. P Lathi, Introduccién a la leorfa y Sistemas de Comunicacién, Limusa, 1974, pag. 47.
4 A V. Oppenheim, A. S. Willsky, Signals ans Systems, Prentice Hall International, Inc., 1983,

pag. 188.
5 A. D. Poularikas, S. Seely, Signals and Systems, PWS Engineering, Boston, 1985, pag. 164.
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para cuya comprension, verdaderamente se requiere de alguna matema-
tica superior! Otros, por una u otra razén, prefieren no involucrarse en tan
embarazosa situacion®, o sin dar rodeos, definen directamente la transfor-
mada de Fourier’.

LA HEURISTICA, EN BANCARROTA

Para ilustrar los defectos que tiene tal heuristica, hemos seleccionado el
ejemplo de la conversién de la onda cuadrada periédica en onda cuadrada
no periodica®. Los libros de texto proceden de la siguiente forma. Suponga-
mos que tenemos un pulso periédico rectangular x(f) de amplitud A, con
duracién finita d y cuyo periodo es T. Esta forma de onda, denominada
onda cuadrada periédica tiene como gréfica la siguiente:

d

T

Al desarrollar la serie de Fourier, el enésimo armoénico o coeficiente com-
plejo de altura armoénica n es

nwd

Sen

%

Asi explica el autor la conversion de dichos coeficientes en transformada
de Fourier:

N
T

Por tanto, si el periodo T aumenta, las amplitudes de todos los
armonicos disminuyen. De lo anterior se concluye que en el limite,
a medida que T se acerca al infinito, los arménicos se encuentran

6 W. D. Stanley, Digital Signal Processing, Reston Pub. Co., Prentice-Hall Company, 1975, pag.
41.

7 E. O.Brigham, The Fast Fourier Transform and Its Applications, Prentice Hall, 1988, pag. 11.
8 H. P Hsu, Analisis de Fourier, Fondo Educativo Interamericano, 1970, pag. 72
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infinitamente cercanos y son de amplitud infinitesimal, es decir,
el espectro discreto se vuelve continuo.

Lamentablemente, como puede verificarse al o0jo, el acercamiento de T al
infinito arrastra inevitablemente al propio coeficiente C, a cero! (Lema de Rie-

mann-Lebesque). El espectro discreto se vuelve continuo pero —!horror!- la
transformada de Fourier se vuelve nula. El autor no podrd explicar jamas la
conversién del arménico discreto al continuo porque sélo en un modelo de
cdlculo con verdaderos infinitesimales podra demostrarse, como lo hare-

mos en este libro, que la conversién del enésimo arménico C, en transfor-
mada de Fourier se logra rigurosamente mediante la férmula

TC, =X (ndf)=X(f)

donde T es real infinito, formula inaccesible al cédlculo tradicional.

NECESIDAD DE UN NUEVO MODELO

En resimen y volviendo al tema central, los textos mas conocidos de in-
Jenieria, para justificar el paso de la serie de Fourier a la integral de Fourier
utilizan, sin explicarlos, desde argumentos infinitesimalistas hasta uso de
limites, y sus mezclas. Ademas quieren reforzar la creencia de que con sélo
mencionar la palabra limite se introduce el rigor.

Nadie pone en tela de juicio la existencia de demostraciones matemati-
cas rigurosas de la integral de Fourier. En el varias veces mencionado libro
de Wiener® se encuentra una exhibicién completa de la existencia y unici-
dad de la transformada de Fourier, demostrado primeramente por Planche-
rel!®. Pero estas demostraciones son larguisimas, extremadamente
complicadas! y para algunos, simplemente inaccesibles, como puede com-
probarse ojeando el excelente libro de Koerner'. Para alivio de docentes y

9 N. Wiener, The Fourier Integral and cerlain of its applications, Cambridge University Press,
1933. Dover Pub., Inc., S272.

10 M. Plancherel, «Contribution a l'etude de la representation d'une fonction arbitraire par des
integrales definies,». Rendiconti di Palermo, 30 (1910), pag.289-335.

11 C.Lanczos, Discourse on Fourier Series, Hafner Pub.Co., 1966.
12 T W. Komner, Fourier Analysis, Cambridge University Press, 1988.
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estudiantes de ingenieria, estas demostraciones estan fuera del alcance del
aula de clase. Al respecto, es interesante encontrar algunos textos!® en los
que la demostracion rigurosa va precedida de una heuristica similar a la de
los ingenieros, para «motivar» la solucién. Pero en realidad, no es el paso
riguroso de la serie a la transformada lo que se ha demostrado, sino las con-
diciones de existencia de la transformada de Fourier, que es algo distinto.
Porque, en el momento en que se haga el intento de convertir la serie en una
transformada, aparece, de contrabando, el concepto de infinitesimal.

Aqui esta el meollo del asunto. En la base de la heuristica de la ingenieria
estd la imagen y la nocién de infinitesimal, lo que es incompatible con el
analisis tradicional. Nosotros planteamos claramente que no es posible con-
ciliar la heuristica con el rigor, porque no se puede convertir la serie trigono-
meétrica en transformada integral, ya que la serie trigonométrica es periédica
y la funcién cuya transformada se va a calcular no es periédica. Por consi-
guiente, en el modelo clésico, el rodeo que hacen los matematicos es ine-
vitable.

2En que modelo de anélisis se puede producir esta compatibilidad? L
respuesta a las inquietudes de los ingenieros nos han conducido a hacel
uso de un nuevo modelo de calculo, que se ajusta perfectamente tanto a las
aspiraciones de los ingenieros como a los requerimientos minimos de la
consistencia y del rigor de los matematicos. Nuestra investigaciéon se ha
concentrado en retomar la pista dada por la heuristica de la ingenieria,
donde la serie de Fourier, mediante un absurdo pero eficaz lenguaje infini-
tesimalista, se convierte en integral de Fourier.

Dicho modelo haré preciso este lenguaje, y serd tan viable, que garanti-
zara todas las conversiones posibles entre la transformada discreta de
Fourier, la serie de Fourier y la transformada integral de Fourier, ya que en tal
modelo, como demostraremos, transformada de Fourier sélo hay una. En par-
ticular, la aspiraciéon de los ingenieros de que, «si el periodo se hace infinito,
la frecuencia se vuelve una diferencial y el producto del enésimo arménico
con la diferencial se convierte en las variable frecuencial» es en nuestro mo-
delo una verdad, tan sencilla de verificar, que parece un juego de nifos.
Nuestro modelo tiene una ventaja adicional. Al momento de los cémputos
numericos, funciona exactamente como lo hacen todos los computadores.

13 G. P. Tolstov, Fourier Series, Dover Pub, Inc., New York, 1962, pag. 181.
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El dominio de la sefial

En el andlisis de Fourier, poca importancia se le presta al estudio del
dominio discreto y de las variables de tales dominios. Nuestra construccion,
en cambio, se concentra en los dominios discretos temporales y frecuenciales
y sus respectivas variables; mucho después, en el siguiente capitulo, vere-
mos la representacién funcional de la sefnal en tales dominios, donde mos-
traremos que el concepto de transformada de Fourier se origina en la propia
transformacién de los dominios y hereda, en cierta medida, las propieda
des de intercambio entre el dominio discreto temporal y el frecuencial. Uns
vez se hace el tréansito al dominio continuo, o mejor, se produce la conver
sién al cdlculo infinitesimal, de modo inevitable la transformada discreta
se convierte en la serie de Fourier, y luego en transformada integral, que-
dando al descubierto el caracter unitario de la teoria de Fourier.

EL DOMINIO DISCRETO TEMPORAL

Dado el nimero real finito T > 0 y N entero finito, llamaremos dominio
temporal —o dominio espacial- al conjunto

AR o | ST (N=DT el By slite & Wl 1
N N? N 2 ¥ N! N”N‘N’ ? N

donde -N < n < N. Este es el dominio discreto finito de 2N elementos.
Como el dominio estd constituido por una sucesion de 2N cantidades y tal
sucesién no es otra cosa que una variable, la llamaremos variable tempo-

ral t,
=6-{2}
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En otras palabras, el dominio es la propia variable temporal que recorre
cada una de las 2N posiciones temporales o muestras, a medida que n asu-
me 2N valores enteros, donde cada ¢ se le llama la muestra de la variable ¢
en la posicién n. Una imagen gréfica del dominio temporal es la siguiente.
El segmento de recta [-T T] se divide en 2N intervalos, cada uno de ellos de
longitud T/N, de modo que el dominio temporal consiste en 2N muestras,
desde -T hasta T, excluida esta ultima muestra. La grafica que se usa es

L LY
3 rd

a7 TN -TIN 0 TIN nTIN T

Algunos autores llaman a la cantidad 7, la duracién o, mucho mejor, el
periodo del intervalo. En su momento veremos que el calificativo temporal,
o espacial u otro cualquiera, depende del fenémeno representado, de acuer-
do a que este se encuentre posicionado en el tiempo, en el espacio, o en
cualquier otra entidad susceptible de cuantificarse y dotarse de unidad de
medida. Siguiendo la notacién de los ingenieros, nosotros preferiremos la
jenominacién de temporal para el dominio, dado que es unidimensional.
Pero una vez que consideremos el dominio bidimensional, el calificativo de
espacial, es mucho maés conveniente. Fisicamente, la representacién tem-
poral estd asociada al sonido, al ruido, a la voz humana; la espacial, al
video, a las imagenes y a las gréficas.

Segtn la convencién, en el dominio temporal, T/N corresponde a la pri-
mera muestra en el tiempo positivo, 2T/N a la sequnda, etc. Y asi para las
posiciones negativas. Por razones de conveniencia, la tiltima muestra T esta
excluida. A veces la variable t estd comprendida en el rango 0 <n < N. En
este caso, que estudiaremos como tema aparte, cada dominio tendra N
muestras. Nosotros, siguiendo a los ingenieros, hemos introducido los do-
minios con posiciones negativas, positivas y cero, aunque la notacién se
hace mas engorrosa. El nimero real T/N siempre designa una fraccion de
la unidad de la entidad adecuada; si ésta es el tiempo, T/N esta medida en
fracciones de sequndo, horas, etc; si es el espacio, T/N es una fraccién de
cm, cm?, etc. Por razones obvias, a la cantidad T/N se le denomina intervalo
de muestreo, dado que es la primera muestra. Algunos llaman el intervalo
de muestreo resolucién en tiempo, aunque esta denominacién es menos

frecuente.
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EL DOMINIO DISCRETO FRECUENCIAL

Todo dominio temporal conlleva otro dominio indisolublemente ligado a
¢l, del siguiente modo. Sea {nT/N} un dominio temporal o espacial. Desde
el punto de vista aritmético, si 2T cubre la totalidad de las 2N muestras; su
inverso 1/2T es «el numero de veces que 2T cabe en la unidad». Asi, 1/2T se
convierte en una fracciéon de la nueva unidad de medida, universalmente
denominada hertz. Como hay 2N muestras temporales o espaciales, la frac-
cién 1/2T genera el nuevo dominio

k) N N—-T 20 1L 2 L
o' | T o " Yo N SRopeSaps ok oo

donde -N <k < N. Este se denomina dominio frecuencial y, de la misma
forma que la variable temporal, dicho dominio se puede identificar con la
variable frecuencial f como sucesién de 2N valores

s

La grafica correspondiente es

| H
T

-N2T -KNA2T

-+

= f
0

En resumen, siempre que tengamos T > 0 y N entero, podemos construir

los dominios asociados,
nT k
—— <=> ——
N 2T

cuyas variables correspondientes estan relacionadas mediante la relacién

_nT
k
fk —FZ_T
geltil
Y 2N
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CALCULO CON INFINITESIMALES

siempre que la frecuencia no sea cero. Esta es la verdadera relacién in-
versa entre la frecuencia y el tiempo en el dominio discreto. Asi, por ejem-
plo, en un dominio de 200 muestras (N = 100), la relacién entre la posiciéon

1

fu

Esto quiere decir que si la onceaba posicién frecuencial esta a una altura,
digamos, de 5000 hertz, necesariamente hay que medir 220 segundos ne-
gativos para localizar la octava muestra negativa.

octava negativa temporal y onceaba positiva frecuencial es ¢ ; =—0.44

En ingenieria, a la cantidad N/2T se la llama frecuencia de muestreo y
corresponde a la frecuencia mds alta que alcanza la variable f. La primera
posicién frecuencial 1/2T se llama resolucién de frecuencia o mejor aun,
resolucién en frecuencia. Ambas cantidades se miden en hertz. Asi, en el
ejemplo de arriba, supongamos que las 200 muestras temporales se escojen
durante cinco sequndos (N = 100); el intervalo de muestreo sera 0.05 se-
gundos, mientras que la resolucién en frecuencia es de 0.1 heriz y la fre-
cuencia de muestreo sera de 10 hertz. Los estudiantes, acostumbrados al
uso del dominio temporal, sienten una gran incomodidad ante el dominio
recuencial. Como veremos, este ultimo tiene ventajas teédricas, practicas y

lidacticas, por lo que vale la pena ejercitarse en su uso.

Ejemplo

Se requiere de un intervalo de muestreo de una centésima de segundo
con 4 posiciones temporales. Por tanto, N = 2, T/N = 1/100, y el dominio
temporal es {n/100} = {-1/50, -1/100, 0, 1/100}, donde -2 <. n < 1. La fre-
cuencia de muestreo sera 2/2T = 50 hertz. La resolucion en frecuencia es
1/2T = 25 hertz. El dominio frecuencial es {25k} = {-50, -25, 0, 25}, donde
-2 <. k < 1. El par de dominios asociados es

{_i by, L} & {-50,-25,0,25}
50 100 100
Ejemplo

El par de dominios asociados mds pequeiio y distinto de {0} ocurre cuan-
do 2N = 2. Dado que el intervalo de muestreo es T/N = 1 y la resolucién de
frecuencia es 1/2T = 1/2; obtenemos los dos dominios
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Ejemplo

10l {— %0}

Un dominio de uso frecuente en ingenieria se obtiene cuando el interva-
lo de muestreo es la unidad, o sea T/N = 1. Como el intervalo de muestreo
es un segundo, la frecuencia de muestreo es 1/2T = 1/(2N) hertz. El dominio
temporal es {n} y el frecuencial es {k/2N}, o sea

e { ]

Ejemplo

Con las siguientes instrucciones de Mathematica, se obtienen dominios
temporales y frecuenciales.

Clear[temporal,frecuenciall;
temporal[T_,M_]:=N[Table[n T/M,{n,-M,M-1}],2];
frecuencial[T ,M_]:=N|[Table[k 1/2T,{k,-M,M-1}],2];
Por ejemplo, si T = 5, M = 40; obtenemos:
In[1]:=temporal[5,40]

Out[1]=

{-5.,-4.88,-4.75,-4.63,-4.5,-4.38,-4.25,-4.13,-4.,-3.88,-3.75,-3.63,-3.5,-3.38,-
3.25,-3.13,-3.,-2.88,-2.75,-2.63,-2.5,-2.38,-2.25,-2.13,-2.,-1.88,-1.75,-1.63,-1.5,-
1.38,-1.25,-1.13,-1.,-0.875,-0.75,-0.625,-0.5,-0.375,-0.25,-0.1235,
0,0.125,0.25,0.375,0.5,0.625,0.75,0.875,1.,1.13,1.25,1.38,1.5,1.63,1.75,
1.88,2.,2.13,2.25,2.38,2.5,2.63,2.75,2.88,3.,3.13,3.25,3.38,3.5,3.63,3.75,
3.88,4.,4.13,4.25,4.38,4.5,4.63,4.75,4.88}.

In[2]:=
frecuencial[5,40]
Out[2]=

{-4.-3.9,-3.8,-3.7,-3.6,-3.5,-3.4,-3.3,-3.2,-3.1,-3.,-2.9,-2.8,-2.7,-2.6,-2.5,-2.4 -
231:22,-21,-21-1.9,:1.8,°1.7,-16,-1.5,-1:4-1.3,-1.2,-1.1-1..-0.9:0.8 -0.7..0.6 -
0.5,-0.4,-0.3,-0.2,-0.1

,0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8
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09,1, 1:1,1:2.1.3,1.4,1.5,1.6,1.7,1.8/1.9,2.,,2:1,2.2,2.3,2.4,2.5,2.6,2.7,
2.8;2.9,3.,3.1,3.2,3:3.3.4,3.5,3.6,3.7,3.8,3.9}

El intervalo de muestreo es de 0.125 segundos, mientras que la resolucién
en frecuencia es 0.1 hertz y la frecuencia de muestreo es de 4 hertz. Observe-
mos que podemos indagar por la posiciéon de una muestra, a partir de cual-
quier altura de frecuencia. Por ejemplo, queremos saber a cuantos segundos
se ubica la muestra quinta negativa, dada la frecuencia en la posicién 37,
cuya altura es de 3.7 hertz. Por la relacién tiempo-frecuencia, tenemos que

_(=5@37) 1

= =—0.625
2x40 f,

que corresponde al valor buscado.

EL MODELO TIEMPO-FRECUENCIA

Tradicionalmente, las gréficas del dominio discreto temporal y frecuencial

e dibujan por separado; de un lado, el dominio temporal a la izquierda o

arriba; de otro lado, el dominio frecuencial a la derecha o abajo, como en la

figura. Esta separacién es paradigmdtica, pues corresponde a la visién de

que una cosa es el fenémeno en el tiempo y ofra es el fenémeno en la fre-
cuencia (si es que esto ultimo tiene significado).

tiempo

T TN -TIN 0 TN  aTIN T

frecuencia

o e g g ¢

-112T 0 12T k2T Nf2T

L .
—

-Nj2T

Nuestra representacién de ambos dominios es una s6la, y refleja el mo-
delo unitario que nos proponemos construir, en el que el fenémeno se re-
presenta de modo indistinto, tanto en el tiempo, como en la frecuencia,
siendo a veces mas util esta tiltima representacién que la primera. Como
hemos visto, ambas variables estdn relacionadas, la una como inversa con

la otra, lo que permite dibujar la siguiente figura:
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EL DOMINIO DE LA SERAL

y Z o Z Z Z 7
P & 74 4 Z £ //

-Nf2T / 2 7 = 7 E /ﬁ o < 7 /m:cuencia
VL 4 A / L /i // N#2T

Obsérvese que hemos fusionado las dos gréficas del dominio de tiempo
y la frecuencia, en un sélo dominio bidimensional, que son los dos ejes
tiempo- frecuencia. Asi mismo, hemos colocado las posiciones temporales
-0 espaciales— en el eje vertical, en sequndo plano, mientras que las posi-
ciones frecuenciales estan en primer plano, en el eje horizontal, para desta-
car el predominio de la representacion en frecuencia. Por una razén visual,
se han dibujado trazos continuos, aunque los dominios respectivos estan
constituidos por los puntos de interseccién de las lineas en la grdfica.

DomiNiO DE ALTA RESOLUCION

Los términos «resolucién en tiempo» y «resolucién en frecuencia» nos
indican que es necesario profundizar en la naturaleza de los dominios dis-
cretos temporales y frecuenciales y de sus relaciones reciprocas. Vamos a
partir de la suposicién de que sobre tales dominios se representan fenéme-
nos, de los cuales se extraen observaciones o muestras, que de algun modo
nos dan alguna informacién del fenémeno. Admitamos que hemos obteni-
do una serie de ellas, por ejemplo, 2N muestras. ZQué modificacién se in-
troducen en los dominios si los alteramos con una 0 mas observaciones?

En el dominio frecuencial {k/2T} tenemos 2N posiciones, donde cada una
de las posiciciones frecuenciales estd dada por -N-1 < k < N. ¢Que pasa si
anadimos una muestra? Es evidente que el dominio frecuencial se modifica
unicamente en el alcance de k, cuyo nuevo rango serd —(N+1) <k < N+1. Al
dominio se le anaden dos frecuencias, una a la izquierda y otra a la dere-
cha, que son f_,, f. No es tan evidente lo que ocurre en el dominio tem-
poral. El periodo 2T permanece inalterable, o sea que las modificaciones
ocurren dentro del intervalo [-T; T]. Ya que hay 2(N+1) muestras, el inter-
valo de muestreo o resolucién en tiempo sera T/(N+1). El nuevo dominio
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temporal es {nT/(N+1)}. Las 2(N+1) posiciones temporales se han redis-
tribuido, debido al cambio de la resolucién en tiempo.

Esto indica que ambos dominios se desempefnan de modo distinto, a
medida que aumenta el nimero de muestras. Diremos que en el frecuencial,
las nuevas posiciones se anaden serialmente ya que la ultima deja inaltera-
ble las primeras. En el temporal, las nuevas posiciones se anaden resoluti-
vamente, ya que la Ultima modifica todas las anteriores, manteniendo el
dominio fijo. Esto lo indicaremos diciendo que el dominio temporal se com-
porta de modo resolutivo.

La consecuencia es inmediata. Si anadimos un nimero muy grande de
muestras, o sea, si hacemos N muy grande, como T es fijo, la frecuencia de
muestreo N/2T se hara muy grande, sin afectar el dominio de la frecuencia;
en cambio, la resolucién en tiempo T/N se hara extremadamente pequena,
para que en el intervalo [-T, T] puedan caber 2N muestras. Bajo estas condi-
ciones, el dominio temporal se convierte en un dominio de alta resolucién.

Hemos llegado entonces a la frontera de la relacién entre los dominios
temporal y frecuencial. La siguiente secuencia grafica muestra el par de
dominios asociados cuando se le afiade un nimero muy alto de posiciones
temporales, o sea, cuando el dominio temporal es de alta resolucién. Ob-
sérvese que en el dominio temporal, el periodo 2T siempre esta fijo y las
posiciones de la variable t = nT/N van llenando el intervalo [-7; T]. En el
dominio frecuencial, las posiciones de la variable f = K/2T simplemente se
mueven hacia las altas frecuencias. Para simplificar, s6lo escribimos la par-
te positiva de los dominios asociados y dibujamos la parte positiva de la
grafica bidimensional.

Gréfica 7
Iniciamos con el par {0, T/2} < {0, 1/T}, donde N = 2

T N=2

T2
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Gréfica Z

Seguimos con el par {0, 7/3, 2T/3} < {0, 1/T, 2/T}, para N = 3. El interva-
lo de muestreo es T/3.

N=3

;3/}
m//
P

B T YT ST

GCréfica 3
Hacemos N = 5. Obtenemos el par asociado
{0, T/5, 2T/5, 3T/5, 4T/5} < {0, YT, 2/T, 3/T, 4/T}

Notese que T se mantiene fijo.

Grdfica 4
Hacemos N = 9. Mientras que en el dominio temporal se ha subdividido

el intervalo fijo [0,T] en 9 posiciones temporales, las posiciones frecuenciales
se han movido hacia la derecha.

N=9

T . . - - - -

2113 W e s s s s =
e e e . < - . z >
4119, 2 = e = s = =z = 2
o T ¥ e - prd prad pd o
pr P = P4 7T Lt P L ”
Sl P P P P P Pl rd

Gréfica 6
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Hacemos N un entero muy grande, por ejemplo, N = 1000. El intervalo
de muestreo T/256 es de tamarno inferior a un pixel del monitor del compu-
tador. La gréfica del computador sugiere que, en el dominio temporal, se ha
llenado el intervalo continuo [0, T]. Por el lado del dominio frecuencial, la
variable f recorre un nimero muy grande de posiciones K/T;

0 T 2 3 4am 51T KT

Este tipo de representacién, que hemos llamado alta resolucion tempo-
ral, aunque sigue siendo propia del dominio discreto, es el paso previo al
dominio continuo, como vamos a ver.

EL CONTINUO TEMPORAL

El dominio continuo temporal es el dominio discreto infinitesimal, esto
es, el dominio de alta resolucién temporal, en el que la resolucién es un
infinitesimal. Recordemos nuestros conocimientos del Calculo con infini-

tesimales. Dado el niimero real finito T > 0, tomamos ahora N entero infini-
to, donde -N < n < N. Como la variable temporal es

=f.)-{2 ]

el infinitesimal
dt = 1
N

no es otra cosa que la diferencial de la variable t. Nuestro dominio tem-
poral es el familiar dominio continuo de la variable

t={, }={ndr}
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El infinitesimal dt es el intervalo de muestreo o resolucién en tiempo, que
mencionamos con anterioridad. En otras palabras, el intervalo de muestreo y

por tanto, la resolucién en tiempo, es infinitesimal. Ya que la cantidad fo = T

sigue siendo finita, tenemos asf, los dominios asociados {ndt}<«> {kf,}. Lo no-
torio ahora es que la variable temporal asume sus valores en el dominio conti-
nuo limitado [-7, T], mientras que la variable frecuencial sigue asumiendo
valores en el dominio discreto, aunque la resolucién de frecuencia N/2T es
infinita. Podriamos reescribir el par de dominios asociados en la forma

[—T,T]@{%;}

que sugiere una asociacion entre el dominio continuo limitado y el dis-
creto ilimitado.

EL CONTINUO FRECUENCIAL

¢Bajo qué condiciones el dominio discreto frecuencial puede convertirse
en dominio continuo? O lo que es lo mismo, ¢bajo qué condiciones la fre-

1
2T
es finita porque la cantidad T es finita. De modo que serd infinitesimal, si la
cantidad T se hace infinita. Vedmoslo paso a paso. Dupliquemos el intervalo
limitado [-T, T] y analicemos las alteraciones que se producen cuando el domi-
nio temporal es [-2T, 2T]. Como el intervalo de muestreo es el infinitesimal
dt = T/N, para mantenerlo invariable, tenemos que duplicar el niimero de
muestras. Ahora tenemos 4N muestras, con intervalo de muestreo 272N = T/N.
¢Qué pasa con el dominio frencuencial? Obviamente, dicho dominio es

cuencia fundamental es infinitesimal? La frecuencia fundamental f, =

{k —fzﬂ} , con resolucién de frecuencia invariable, pues2N/AT = N/2T. La du-

plicacién del periodo T ha conducido a que se intercalen 2N frecuencias
nuevas, entre las anteriores. Si triplicamos el periodo T manteniendo fijo el
intervalo de muestreo, se intercala el triple de frecuencias. Sea ahora M
entero infinito. El periodo del nuevo intervalo es MT. El niimero de mues-
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tras temporales sera 2MN, por lo que el intervalo de muestreo se mantiene
en MT/MN = T/N = dt.

En el dominio de la frecuencia, las cosas han cambiado radicalmente.
Como M es entero infinito, la resolucién de frecuencia 1/MT es infinitesi-
mal!. Recordemos que el dominio es la sucesién de valores

f=

{ k }_{_ MN _MWN-) _2M M M 2M M(N—l)}
2MT 2MT’ 2MT ° ' 2MT’ 2MT’~"2MT 2MT° ° 2MT

ZNo es esta acaso la definicion de la variable 2 1La diferencial es la suce-

si6n constante df ={2—1T} y esta es precisamente la resolucién en frecuen-

cia infinitesimal, por lo que f es una variable continua. Por tanto, la variable
puede representarse como la sucesién f = {kdf}. El dominio frecuencial se
a convertido en un dominio continuo. Tanto el intervalo de muestreo dt
»mo la resolucién en frecuencia df son ambos infinitesimales. Los domi-

~ os asociados {ndt}<> {kdf} son ambos continuos.

CONVERSIONES DEL DOMINIO

Dado que estas formas de desplegarse el dominio discreto en su conver-
sién al continuo son cruciales para el andlisis de Fourier que emprendere-
mos, volvemos sobre ellas nuevamente, para resumir las formas de conversion.
Por el sé6lo hecho de considerar inmersos a Ty N en un modelo de calculo
infinitesimal, los dominios temporales y frecuenciales discretos finitos se
despliegan en las siguientes formas. Si T es finito y N finito, tanto el domi-
nio temporal como el dominio frecuencial son discretos finitos

{nT} k
— <:} —
N 2T
Si T es finito y N entero infinito, el dominio temporal es continuo, mien-

tras que el dominio frecuencial es discreto,
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e {_’t}
2T
Si T es infinito y N infinito mucho mayor que T, tanto el dominio temporal

como el dominio frecuencial son dominios continuos, {ndt} < {kdf } :
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~ Capitulo 8

Componentes arménicas
y espectrales

Vamos a detenernos en el estudio de las funciones sobre dominio discre-
to y de la que es quizé la funcién mds importante en el andlisis de Fourier:
la sinusoide real discreta y la sinusoide compleja discreta, también llamada
componente armonica o espectral. En efecto, ella da origen a una familia de
funciones que cumple con las relaciones de ortogonalidad, que la hacen
candidata excepcional para generar la totalidad de las funciones periédicas
discretas sobre un dominio dado. A esto se suma que tales funciones son
formas de onda de cierto tipo de sefiales en sistemas de comunicacién —por
ejemplo, osciladores arménicos— donde expresan adecuadamente la 'res-
puesta interna’ del sistema. En otras palabras, las sinusoides son funcio-
nes que representan senales fisicas.

La cuestién se vuelve mas interesante cuando se considera la exponen-
cial compleja, que cubre a las sinusoides complejas periédicas. En este li-
bro' hemos visto que la funcién exponencial compleja exp(j27tf) aparece
tanto en la serie compleja de Fourier, cuando f = f es la frecuencia funda-
mental, como en la transformada de Fourier, cuando f es variable de domi-
nio continuo. Dicha funcién también se encuentra en la transformada
discreta de Fourier, siempre que t = n y f = k sean enteros. Esta triple apa-
riciéon no es casual y hay una abundante bibliografia donde se muestra la
intima relacién entre unas y otras transformadas. Nosotros demostraremos
que son una misma cosa.

1 Capitulo V. Andlisis de Fourier, a la manera tradicional.
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FUNCIONES SOBRE EL DOMINIO DISCRETO

Vamos a abordar el estudio completo de las funciones sobre el dominio
discreto tanto temporal como frecuencial y, muy especialmente, la conver-
sién que ocurre con las sinusoides complejas, cuando introducimos infini-
tesimales. Recordemos que hemos construido dos dominios. El primero es
el dominio temporal —o espacial- que se obtiene con un numero real finito
T > 0y N entero finito:

N' N R G g 37 11 T

{"T}={_Nf @=nr,  2r T, T 2T (N—l)T}
N 2 » 2 ?

donde -N € n < N. Este es un dominio discreto finito de 2N elementos. El
segundo es el dominio frecuencial asociado,

kl_J N N-1 2 1,12  N-I
2T DTN PR T G G U o

con -N £ k < N. O sea, tenemos dos dominios con sus respectivas varia-

sles de tiempo y frecuencia,
{nT k
s <=> -
N 2L

nT
t, =—
N
k
i = T

Las reglas que siempre seguiremos para la notacién de funciones son las
siguientes: aquellas cuya variable es la variable tiempo y aquellas cuya
variable es la variable frecuencia. Las letras mintsculas X, y, z, se reservan
como letras de funcién sobre el dominio temporal, mientras que las letras
mayusculas X, Y, Z, se reservan como letras de funcién sobre el dominio

frecuencial.

Lo usual es que las letras t y f se reserven para las variables temporales y
frecuenciales de dominios continuos y se coloquen entre paréntesis redon-
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dos como (f), (f), mientras que las letras n, k se reserven para las variables
temporales y frecuenciales de dominio discreto y van entre corchetes cua-
drados como [n], [k]. Cuando se introduzcan infinitesimales, unificaremos
la notacion.

PARES TRANSFORMADOS

Con la notacidén acordada, una funcién x sobre el dominio discreto tem-
poral {nT/N} asume los 2N valores x{n]= {ENI]' que constituyen su for-

ma de onda. Dichas funciones se suman y multiplican por constantes de la
manera usual, dotanto al conjunto de todas éllas, de una estructura de es-
pacio vectorial.

Una funcién X sobre el dominio discreto frecuencial {k/2T} asume los

2N valores X|[k]= X[;;‘]' que es el espectro de frecuencia. De modo simi-

lar, todas éllas constituyen un espacio vectorial con la suma y multiplicacién
usual por una constante. Para seguir con la tradicién, siempre supondremos
que los valores de las funciones son nimeros complejos, y a cada uno de
ellos, mientras no haya confusién, se les denominan muestras del dominio
respectivo.

El problema fundamental del andlisis discrefo de Fourier es asociarle de
modo biunivoco, a cada forma de onda un espectro de frecuencia, de modo
que siempre exista un par transformado

k
Xl =
2T

{%]
N

Donde una de ellas se denomina la transformada discreta de Fourier de
la otra. Nuestras investigaciones se proponen descifrar la naturaleza de
dicha transformaci6n, primero en términos discretos, y luego a escala infi-
nitesimal, asi como las reglas que la rigen. A continuacién, brindaremos
algunos ejemplos de representacién funcional en dominios de tiempo y
frecuencia, con valores reales o complejos. El simbolo j siempre denota la
unidad imaginaria j? = -1.

KeueL GEORGE

171



CALCULO CON INFINITESIMALES

Ejemplo

En el par de dominios asociados. {-1, 0} < {-1/2, 0} podemos definir

Z[-1]=j

zZ[0]=-1+2j
o también
1 1
Y|-=|=3—=
[ 2] 37
Y[0]=5
Ejemplo

Supongamos que el par de dominios asociados es {-1/50, -1/100, 0,
1/100} < {-50, -25, 0, 25}. Dada una funcién x de dominio temporal cuyos
valores son

[ 1

-— |=3-2
* 50] ;

1

xX|——|=
i)
x[0]=1+j
X L] =2+3]
1100] 3

se considerara impropio usar la letra de funcién X para una definicién
arbitraria sobre el dominio frecuencial, ya que X es una letra reservada
para el espectro de frecuencia de x en el dominio de la frecuencia y éste
aun no lo sabemos.

GRAFICA DE FUNCIONES DISCRETAS

En casi todos los textos se ha uniformizado la gréfica para las funciones
de dominio discreto. Supongamos que x/n] es una de ellas. Consiste en
unir el valor n de la abcisa con el valor x/n] de la ordenada mediante un
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segmento de recta y, en algunas ocasiones, rellenando con un circulo la
ordenada, como en la figura. s

ll“.......-ﬂﬂ

PERIODICIDAD DISCRETA

En la teoria tradicional de las funciones reales de variable real, una fun-
cion x(t) es periddica de periodo 2T si, para todo real ordinario ¢ se cumple

x(t+2T)=x(t) . Es sencillo verificar que si 2T es periodo, entonces 2nT tam-

bién lo sera y por consiguiente se cumple x(t+2nT )= x(t) para todo n entero
ordinario, positivo o negativo. En caso que exista un real ordinario P que
sea periodo positivo y sea el menor de todos los periodos positivos, P se
denomina periodo fundamental. La funcién constante, por ejemplo, es pe-
riédica de cualquier periodo y su periodo fundamental es cero. Es cierto
que toda funcién continua periédica que no sea la funcién constante posee
periodo fundamental positivo, pero no es sencilla la demostracion.

Veamos ahora el concepto de periodicidad en el dominio discreto. Vamos a
concentrarnos en los familiares dominios discretos finitos, {nT/N}, {k/2T}.
Extenderemos periédicamente cada una de las funciones funciones x[nT/N],

X[K/2T] asi,
x[% +2T}={(n+zn)£]=x[(n+zn)ﬂ

X[z—’; + g] = x[%] = x[(k +2n)%:l

Keumer GEORGE
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La primera funcién es de periodo 2T en el dominio del tiempo, y la se-
gunda, de periodo N/T en el dominio de la frecuencia. Como T es fijo, se
acostumbra decir en general que las funciones de dominio discreto son
periédicas de periodo 2N, esto es, que se repiten cada 2N valores, querien-
do decir realmente que los periodos son 2T y N/T, respectivamente.

LA EXPONENCIAL COMPLEJA PERIODICA

La componente fundamental del analisis de Fourier es la funcién expo-
nencial compleja o también sinusoide compleja, que en casi todos los libros
de texto aparece como la expresion de la forma

exp(j2rtf)

Dicha funcién depende de dos pardmetros f y f, donde j es la conocida
unidad imaginarna, t designa la vardable temporal del dominio continuo, y
f la variable frecuencial del dominio continuo. Ambos parametros hacen de
la exponencial compleja una familia de funciones, de acuerdo a los valores
que asuman ! y £ Obviamente, los valores de la funciéon son, en general,
1imero complejos. La sinusoide compleja se desdobla en un par de funcio-
nes de valores reales debido a la féormula de Euler,

exp(j2nxtf ) =cos(2x ft) + jsen(2x ft)
¢Cuales son las relaciones entre ¢ y f que hacen periddica a la sinusoide

en su dominio? Siempre que f, = :’Zl? sea una frecuencia fija que llarare-

mos fundamental, 1a periodicidad en el dominio temporal de la funcién
exp(j2rtf,) es un hecho muy conocido. Es suficiente tomar el dominio [-T; T],
y el periodo de la sinusoide compleja sera 2T, ya que

exp(j2z(e+2T)f, )=exp(j2m f, + j2r)=exp(j2m £, )

Si fijamos el periodo 2T la frecuencia fundamental no puede ser otra.
Supongamos que hay una frecuencia distinta de cero f = F para la cual la
sinusoide de dominio temporal es periddica con un periodo 2T. Entonces

exp(j2n(t+2T)F) = exp(j2mF)
=exp(j2ntF)exp(j2n2TF)
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cancelando a ambos lados y teniendo en cuenta la identidad

exp(j2m2TF) =1=5 2TF =kx1= F = f, =§1f

ya que k = 1 es la menor frecuencia positiva, o sea, la fundamental.

INCREMENTO EN EL NUMERO DE CICLOS

Veamos lo que ocurre con exp(j27tF) cuando el parametro F se incre-
menta. Por simplicidad, fijamos el intervalo [0,1] como periodo y hacemos
que F asuma consecutivamente los valores F = 1, 2, 3, ..., N, ... Cada una de
las sinusoides reales que componen la exponencial compleja, sen (2 ©t tN ),
cos (2 ttN ) tiene periodo 1/N y por tanto hace un ciclo completo en el interva-
lo continuo 0 £t < 1/N. Luego, en el intervalo siguiente 1/N <t < 2/N, hara
otro ciclo completo. Y asi, hasta el intervalo (N-1)/N <t < 1/N. En el interva-
lo [0,1] la funcién sen (2 mtN ), cos (2 & tN) hacen N ciclos. En conclusioén, el
incremento de la frecuencia se corresponde con un incremento en el niime-
ro de ciclos.

Este conocido fenémeno, propio del dominio continuo, se puede graficar
con Mathematica. Recordemos que la exponencial compleja es una fun-
cién de valores complejos, por lo que su gréfica se genera seleccionando su
parte real o su parte imaginaria. Dada la funcién sen (2 n tF), y F = 1, 2, 3,
definimos las instrucciones

lista = Table[Sin[2Pi Ft],{E3}];

Plot[
Part[lista,1],{t,0,1},
Ticks->{{0,1},{-1,0,1}},
PlotLabel->»Un ciclo»

i
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Un ciclo

dos ciclos

A

tres ciclos

nANA
TAYSY

Y asf, sucesivamente. Similar situacién ocurre cuando el intervalo es [-T, 7]
y el incremento de la frecuencia es en miltiplos enteros de 1/2T.
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PERIODICIDAD DE LA FRECUENCIA

La situacién cambia radicalmente cuando la familia de sinusoides
exp(j2xtf) se restringe al dominio discreto

{’i}, ~N<n<N
N

Alli obtenemos la familia de sinusoides de dominio discreto
nT
exp| j2m—
p[} N f ]

que depende del parametro f. Fijemos f = F y aumentemos ahora progre-
sivamente la frecuencia desde F= 0 hasta F = N/T. Cuando F = 0, tenemos
la sinusoide inicial

nT
exp| j2r— 0|=1
p["z N ]

que es constante en su dominio. 2Que esperamos encontrar, a medida
que la frecuencia se incrementa? Cuando F = N/T, nuestra funcién serd

exp|:j2n'% 1;] = exp[jZn’n]= 1

que es la misma sinusoide inicial. Por consiguiente, en cada uno de los
multiplos de la frecuencia fijada, la familia se repite nuevamente. Este es el
fenémeno de periodicidad de la frecuencia, fen6meno uinico del dominio
discreto, que constituye uno de los fundamentos tedricos del andlisis dis-
creto de Fourier. Observemos mas de cerca el crecimiento en la frecuencia
desde 0 hasta N/T. Cuando F estd a mitad de camino, F = N/2T. Este valor de
la frecuencia corresponde a la sinusoide

exp[ jZTE% i\i] = exp[jzr,n] =-1
O sea que en la altura de la frecuencia F = N/2T encontramos la sinusoide
inicial con signo contrario. Si mantenemos f en el rango —-N/2T < f < N/2T,
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cualquier valor en el intervalo de la siguiente mitad N/2T < f < N/T es de la
forma f + N/2T, que corresponde a la sinusoide

exp[jZnn—; (f ek % ﬂ = cxp[jZn’g fjlexp[jfm]
=—exp[j27r{;—§ f}

¢Que ha ocurrido? la frecuencia f se ha incrementado desde 0 y los ciclos
aumentan, alcanzando su maximo crecimiento en N/2T; y a partir de alli, la
sinusoide se repite con signo negativo hasta N/T, o lo que es lo mismo,
mientras la frecuencia crece desde N/2T hasta N/T, los ciclos decrecen hasta
que se llega a la misma sinusoide original.

RELACION ENTRE DOMINIO DISCRETO Y PERIODICIDAD
Ahora podemos concluir nuestro estudio de la sinusoide compleja dis-
creta. Para que la funcién cxp[ j2rrf§ o ] sea periédica de periodo 2N en

su dominio, se tiene que cumplir necesariamente

exp[ ]275(14-:1%?{2 f ] = exp[ jZJrENZ f ]::exp[iZn(ZnT) fl=1

y esto s6lo es posible si (2T) f = k, o sea que f estad restringido a la
condiciéon

k

f=E,

Pero esta es precisamente la condicién de que la variable pertenezca al
dominio frecuencial discreto {% } . A su vez, acabamos de ver que la fre-

cuencia f repite periédicamente a la familia de sinusoides, a partir de la
posicién frecuencial k = N. Por tanto, los dominios asociados

. Ennne enitoaial Liniveasioan DEL Macoal ENA
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=t

son los tinicos dominios discretos para los cuales la familia de sinusoides
complejas es déblemente periédica en el tiempo y en la frecuencia. Reem-
plazando los valores temporales y frecuenciales de ambos dominios,

nT k nk
2———|= j 27—
expl:} N ZT] BXP[} 2N ]

Obsérvese que en la expresion del lado izquierdo aparecen los valores
de ambas variables del dominio, mientras que en el lado derecho desapa-
recen, dado que se cancela T.

Nuestra principal conclusién es la siguiente: hemos construido una fa-
milia de funciones discretas sobre un par de dominios discretos en los cua-
les cada funcién es doblemente periédica en ambos dominios, y éstos son
los iinicos en los cuales dicha familia es doblemente periédica. Para cada
posicién frecuencial, las sinusoides complejas son formas de onda, porque
estan definidas en el dominio temporal. Para cada posicién temporal, las
sinusoides complejas son espectros de frecuencia, porque estan definidas
en el dominio frecuencial.

CoOMPONENTES ARMONICAS Y ESPECTRALES

Es usual referirse a las sinusoides con el nombre de componentes y tam-
bién, de componentes arménicas. Esta denominacién aparece asociada a la
de componentes espectrales. El nombre de componente que recibe la
exponencial compleja periédica y las sinusoides surge del lugar que ellas
ocupan en la descomposicién de funciones. Y en efecto, como ya se ha ex-
puesto repetidamente, el andlisis de Fourier es en tultimas el proceso me-
diante el cual las funciones se descomponen en sinusoides.

Para unificar una denominacién, nosotros llamaremos componente ar-
moénica a las sinusoides que intervienen como componentes en la descom-
posicion de las funciones discretas temporales. Y llamaremos componente
espectral a las que intervienen intervienen como componentes en la des-
composicién de las funciones discretas frecuenciales.

Keurt Rennre g
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Las gréficas de las componentes armonicas y espectrales dependen, en
gran medida, de su representacién en el dominio real, dado que son fun-
ciones con valores complejos. Mediante un sencillo procedimiento en Ma-
thematica para generar gréficas de funciones de dominio discreto, podemos
ilustrar el fenémeno de periodicidad en la frecuencia, siempre que tome-
mos la parte real de la exponencial compleja. Para éllo, utilizaremos la fa-
milia de sinusoides discretas sen[2n nk/2N]. Fijaremos un dominio de
N =10, con -10 < n < 10. Ya que en las gréficas es irrelevante el valorde T
hagamos T/N = 1. Para cada frecuencia k, tenemos una sinusoide con valo-
res sen[p nk/10] asi,

lista = Table[Sin[(mm k)/10],{n,-10,9}]

Cualquier gréfica de éllas se genera definiendo Part[lista, m], donde m
= -10, -9, ...8, 9. La instruccién completa es la siguiente:

GraficaF=Show [Graphics [{
PointSize [0.02],
Table [{Line [{
{n,0},{n,Part [lista, F]}}],
Point [{n,Part [lista, F]}]
}{n,-10,9}1}] I;

Las siguientes son graficas en el tiempo, correspondientes a frecuencias
k=3,6,8,




ESPECTRO DE LA COMPONENTE ARMONICA

cuando se fija una frecuencia p, élla contribuye a constituir una compo-
nente arménica

.n NP

exp[ j2r N ]

en el dominio discreto temporal. Si observamos cuidadosamente tal for-

ma de onda, ella est4d determinada tinicamente por el nivel frecuencial p,

puesto que todos los demés elementos que constituyen dicha componente

armoénica son conocidos. Pareceria natural asociarle a tal forma de onda un

espectro de frecuencia que sea precisamente aquella funcién de dominio

discreto frecuencial que sélo asume un valor inico precisamente en dicha
frecuencia. Pero tal funcién no es otra que la delta discreta de Dirac.
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La delta de Dirac discreta, o impulso unitario discreto, en el dominio fre-

k
cuencial {Ei‘}' donde T > 0 y-N <k < N, estara dada por

k 1 k=0
2T |0 k%0
Esto nos permite generar una familia de 2N funciones de dominio

frecuencial, desplazando sucesivamente la delta de Dirac desde la frecuen-
cia negativa mas baja p = -N, hasta la frecuencia mas alta p = N-1. Tene-

mos asi la familia
2T

La frecuencia p es la tinica que contribuye al espectro de frecuencia del
Impulso unitario correspondiente. Ninguna otra frecuencia contribuye, 0
en otras palabras, el impulso en cualquier frecuencia distinta de p es cero.
La importancia de dicha familia proviene de que pueden ser interpretadas
como espectros de frecuencia de las componentes arménicas. En ofras pa-
labras, estableceremos la asociacion

e:xp[,i?.ﬂ—m—E ] = S[Q_’C—__P)]
2N 2T

Esta es la esencia del andlisis discreto de Fourier: el par constituido por
una sinusoide y su cormrespondiente impulso unitario, es un par fransforma-
do. El primero es la componente arménica, el sequndo es la componente es-
pectral. La componente arménica es forma de onda en el dominio temporal.
La componente espectral es espectro de frecuencia en el dominio frecuencial.

Lo que acabamos de ver es la primera y fundamental correspondencia en-
tre forma de onda y espectro de frecuencia. Dicha correspondencia no sélo es
exacta teéricamente, sino que en la realidad fisica, las senales de formas de
onda sinusoidal en el dominio temporal, se corresponden con espectros que
son impulsos unitarios en el dominio frecuencial.



tulo 9

La transformada discreta
de Fourier

Hemos llegado al punto de encuentro de los dos grandes pilares del ana-
lisis discreto hasta ahora estudiados: los dominios discretos temporales y
frecuenciales, y las componentes arménicas y espectrales sobre tales domi-
nios. Esto nos permitird construir el concepto de transformada discreta de
Fourier, concepto que muchos autores simplemente utilizan como punto de
partida y no como una parte del proceso de construccién de la transformada.

Haremos un resumen de los principales resultados. Dado el mimero real
finito T > 0 y N entero finito, obtenemos el dominio temporal

)

{£}={_H W-nr | T

_r Ty
N Ne 2l SN 806 RSN

donde -N < n < N, cuya variable del dominio es
nT
=19 =1 —
6
El dominio temporal genera otro dominio
{_k_ LN N S N-l}
2T or” 2r ' 2rihapl rter i

donde -N < k < N. Este se denomina dominio frecuencial cuya varia-
ble es

r=tr3-{£}
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Sobre el dominio temporal, una funcién x asume los 2N valores

nT
N
los que constituyen su forma de onda. Mientras que una funcién X sobre
el dominio discreto frecuencial asume los 2N valores

o)

los que se constituyen el espectro de frecuencia. Hemos mostrado que el
problema fundamental del andlisis discreto de Fourier es asociarle de modo
biunivoco a cada forma de onda un espectro de frecuencia, de modo que
siempre exista un par transformado

v l= el

Donde una de ellas se denomina la transformada discreta de Fourier de
1a otra. En la resolucién de tal problema fundamental, un avance sustancial
ha sido construir sobre tales dominios una familia de 2N funciones

. NP
exp| j2r——
p il |
donde éstos son los iinicos dominios discretos para los cuales la familia

de sinusoides complejas es déblemente periédica en el tiempo y en la fre-
cuencia, y lograr asociarles la familia de 2N impulsos periédicos

2T

»

Esta familia es el espectro de frecuencia de las componentes arménicas.
En ofras palabras, hemos establecido la asociacién

. NP (k—p)
exp[jZn'ZN]cbé[ o }

P I T
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queriendo decir con ello que el par constituido por una sinusoide com-
pleja y su correspondiente impulso unitario es un par transformado. O sea
que el problema fundamental del andlisis de Fourier que es, repetimos,
asociarle a cada forma de onda un espectro de frecuencia, ha sido comple-
tamente resuelto para las componentes arménicas. Ahora veremos que esta
correspondencia es suficiente para resolver en su totalidad el problema
general.

Dado que vamos a hacer algunos célculos, para hacer claridad teérica y
simplicidad de la notacién, simbolizaremos la familia de componentes ar-
monicas indexadas por cada posicién frecuencial k como

nT nk
D,| —— [=exp| j2r —
“[N} p[’ 2N}

De modo similar, simbolizaremos la familia de componentes espectrales
respectivas trasladadas hasta la frecuencia p como

"]

En los dominios asociados, hay 2N componentes armoénicas y 2N com-
ponentes espectrales, respectivamente. La notacién es muy conveniente,
ya que coinciden uno a uno los subindices, de modo que el par transfor-

mado es

O lo que es lo mismo, ® » & ‘Pp, donde la segunda es el espectro de la

primera, y ésta la forma de onda de la segunda. El subindice p es siempre
la altura de la frecuencia.

Ejemplo

Ejemplo. Sea T = 4 y N = 2. Tenemos los dominios asociados

: S e |
—4?—290!2 N ,0’ e
t b { 278 8}
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Para cada altura de la frecuencia p = -2, -1, 0, 1, hay cuatro componentes
armonicas con sus cuatro componentes espectrales respectivas. Las cuatro
formas de onda, con sus respectivos valores complejos son

®_,[2n]=exp[- jm]={1,-1,1,-1}
@_[2n]= exp[— J %} =115}
®,[2n] =exp[0]={1,1,1,1}

Ql [2?1] = exp[j _El':l = {Is_ja_ls J}

Los espectros de frencuencia respectivos (impulsos unitarios) son:

Los pares transformados son

{1,-1,1,-1} & {1,0,0,0}
{-1,j.1-j} < {0,1,0,0}
{LLL1} & {0,0,1,0}

{L-j~1, j} < {0,0,0,1}

donde entre corchetes estan los valores de cada una de las componentes
valuadas en sus dominios respectivos.
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EL PRINCIPIO DE SUPERPOSICION

Recordemos cual ha sido el problema planteado para asociar formas de
onda a espectros de frecuencia. Se trata de establecer la asociacién

{]={zx]

Nosotros hemos exhibido una coleccién ®, de componentes arménicas

y una coleccién ¥, de componentes espectrales de modo que a cada una de

las primeras le corresponde exactamente una y sélo una de las segundas.
Hemos resuelto el problema principal planteado, al menos para 2N funcio-
nes. Ahora veremos, como ya anunciamos, que esto nos permite resolver el
problema para todas las funciones, o sea, podemos generar todas las fun-
ciones discretas de dominio temporal, con sus pares transformadas respec-
tivas de dominio frecuencial. Recordemos algunos conceptos del dlgebra
lineal. Sean

A_y>"""5015,80,a) Ay, Ay

coeficientes reales o complejos. La funcién de dominio discreto

N-1
29,2,
p=—N

es una combinacion lineal de las 2N componentes arménicas, y representa
una nueva funcién que se denomina superposicion lineal de las componen-
tes armonicas. Este nombre se deriva del llamado principio de superposi-
cién, mediante el cual, se supone que la representacion de los fenémenos se
superpone linealmente en una descomposicién. Esta combinacién lineal es
claramente una forma de onda sobre el dominio temporal. La respectiva
funcién de dominio frecuencial,

N-1
2.,%,
p=—N

es la candidata natural para asociarla como transformada de la primera,
o sea que definimos
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N-1 N-1
ap(IJp = zaP‘I’p
n=0 k=0

Donde los coeficientes son reales o complejos. En otras palabras, siem-
pre que tengamos una forma de onda mediante una representacién como la

siguiente,
nT & nT
N }: 2 af’q)”[ N}

p=—N
le asociamos el espectro de frecuencia
N-1
ar )= S w7
2y 2T

Ejemplo

Sea T = 4, N = 4. Los dominios asociados son

e .1 13
_4:_3s—2r_1! 1112s3 e ey '»O! Y
¢ ¢ }:’{ 57 8 4 8 'R4 8}

La funci6én sen[(3m/2)n] de dominio temporal estd definida sobre el pri-
mer dominio asumiendo los valores {0, -1, 0, 1, 0, -1, 0, 1}. ¢Cual es su par
transformado? Por la férmula de Euler,

| i T., n-6],J : ;@}
sen[zn}— zexp[ﬂﬂ:—s } 2exp[]27: =)

La forma de onda es combinacién lineal de las dos componentes armoni-

cas cuyas alturas de frecuencias son p = -6, 6, que correspondena @ _,, @,.
En otras palabras,

fon =—Jo_,+lo,
2 2 2

Por consiguiente, su espectro de frecuencia es la misma combinacién li-
neal de las componentes espectrales respectivas, ¥_,, ‘¥,



LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER
senl:EEnJ@—J—"{‘_z-—li +i‘i’2 5
2 2 8.2 8

{0.,— 1,0,1,0,_ 1,0,1} = {010,_ % ,0)0;0, %!0!}

o también,

donde ambas expresiones son los valores de las funciones de dominio
temporal y frecuencial, respectivamente.

Ahora demostraremos que toda funcién del dominio discreto temporal o
frecuencial, es siempre una combinaci6n lineal de las componentes armé-
nicas o espectrales. En otras palabras, toda forma de onda y todo espectro
de frecuencia se descomponen siempre como combinacién lineal de las
componentes armonicas y espectrales, respectivamente.

LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

La raz6n por la cual los 2N impulsos unitarios ¥,,—~N < p<N se deno-

minan componentes espectrales es que, efectivamente, toda funcién de do-
. minio frecuencial se descompone como:

N-1 -
X k| Z X f_]g[u]
2F | b 12T 2T
donde cada componente de la suma es un impulso unitario. Ya vimos que

la demostracién es inmediata, puesto que si en el lado derecho p # k, el
impulso es cero, y sélo sobrevive el valor de la funcién en p = k. Reempla-

zando,
Aol S5 ]

p==N

esto significa que todo espectro de frecuencia es una superposicion de
componentes espectrales. Pero precisamente el principio de superposicion
nos permite asociar formas de onda con espectros de frecuencia teniendo



CALCULO CON INFINITESIMALES

en cuenta los coeficientes de las componentes espectrales. Por consiguien-
te, a todo espectro de frecuencia se le puede hacer corresponder una forma

de onda, definiendo
N-1
- e 7
N e |27 N

donde hemos sustituido p por la variable frecuencial k.

El par transformado en el dominio del tiempo, sera la superposicion de
las componentes armoénicas con los mismos coeficientes de las componen-

tes espectrales,
X[Pz]- Ni X i ex '275'—1—k
N |~ & o TP N

A la forma de onda se le denomina transformada discreta —inversa— de
Fourier del espectro de frecuencia dado. Dice claramente que, siempre que
se tenga un espectro de frecuencias, se puede recuperar su forma de onda.
Vamos a demostrar que se puede invertir la expresion, o sea que toda forma
de onda posee un espectro de frecuencia cuya transformada es la forma de
onda dada.

ORTOGONALIDAD DE LAS COMPONENTES ARMONICAS

Recordemos que la familia de componentes armoénicas es

nT nk
@, | | =exp| jor ™
"[N] °’“’[" ”w]

Esta familia tiene una propiedad muy interesante: la suma de los valores
de cada componente armoénica es

N-1 HT]

D [— =2N
n=Z—N d N
N-1

T
thk[%}=0, k#0

n=-N
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Es claro para k = 0, porque cada valor es la unidad y se suman 2N valo-
res. Supongamos ahora que k # 0. Entonces, como -N < k < N, ningun valor
de la componente armonica puede ser la unidad. Apliquemos un resultado
conocido de la serie genométrica, que dice lo siguiente: dado a real o com-
plejo,

n=-N
l-a

La componente arménica se puede escribir como

nT kT
@, | "2 |=exp| j2r—
*[N} exp[’ 2N}

reemplazando esta expresion en la serie geométrica, cuando k # 0,

N-1 d F
ka[gil_"]= 1—explj2nk] 2o

N 11 T
1- Exp| jom —
xp[} 2N}

ya que el numerador es 0 y el denominador es # 0. La siguiente propie-
dad de la familia de componentes arménicas es un resultado directo de la
propiedad anterior, y es efectivamente una relacién esencial entre ellas. Se
trata de la relacién de ortogonalidad entre dos componentes arménicas cua-

So[VR{E b

donde en la segunda componente arménica se ha tomado el conjugado
del valor complejo. Esta relacién es muy sencilla de verificar, dado que

ol vl v]- S Lol ]

n=—N n=—N

lesquiera ®,, @,

y se aplica el resultado anterior a la tltima expresion.

e e g e e ST
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UNICIDAD DE LA CONSTRUCCION

nT

Ahora iniciamos con una forma de onda arbitraria x[w—] Yy Nos pregun-

k
2T
transformada discreta —inversa— de tal espectro es la forma de onda dada,

P RER
TS 5 o
i e
- S S [P i)

Por las relaciones de ortogonalidad, sélo sobrevive el coeficiente que co-
responde a k = p; substituyendo la componente armoénica,

k 1 & [aT nk
X|==|=— ) x— |ex 27—
[21"] w2 [N} p[ : 2N]
La funcién de la izquierda se denomina transformada discreta de Fourier

de la funcién de la derecha. Asi pues, hemos construido la doble relacién
fundamental entre forma de onda y espectro de frecuencia:

Mt

[k I, aT r:k:|
X| = |==- X| exp| — j2mw
_2?'] ZNHZ‘:\*[N:I p[ 7N

por lo que se puede llamar, con toda propiedad, par transformado al par

tamos cual es su espectro de frecuencia X[ } Teniendo en cuenta que la

=
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)=z

Podemos resumir todos los resultados en un sélo enunciado. Dada una
forma de onda en el dominio discreto temporal queda determinado su es-
pectro de frecuencia en el dominio discreto frecuencial. La segunda fun-
ci6n se denomina transformada discreta de Fourier TDF de la primera. La
primera funcién se denomina transformada discreta —inversa— de Fourier
TDFI de la segunda.

Por construccién, una transformada es la inversa de la otra y ambas fun-
ciones se llaman par de transformadas.

CONSERVACION DE LA ENERGIA

En la teoria de sefales, la forma de onda representa una sefial determi-
nada en el dominio del tiempo. A tal forma de onda le esta asociada una
cantidad que expresa la energia contenida en la senal. Esta cantidad es
insensible al modo como se represente la sefial, en el sentido siguiente: la
energia se conserva, ya que su medicién arroja el mismo resultado si se usa
la forma de onda o el espectro de frecuencia.

Como en su momento veremos, algunos autores' definen la energia como
un «constructo» o cantidad principal del modelo, esto es, como algo esen-
cial que vincula al modelo matemético con la entidad fisica representada.
La energia contenida en la forma de onda, se define como la cantidad

sl S|

n——N
De la misma forma, la energia contenida en el espectro de frecuencia
correspondiente es

1 D. Slepian, «On Bandwidth» Proceedings of the IRE, Vol. 64, No. 3, March. 1976.

2

ix

N-1

E[x]=Y

k=—N

=
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Para encontrar la relacién entre las dos cantidades, se demuestra una
relaciéon mas general entre forma de onda y espectro de frecuencia, que se
denomina férmula de Parseval. Dadas dos formas de onda y sus espectros
de frecuencia respectivos, se tiene

N-1 N-1 F
o R B
n=—N N N k=—N 2T 2T

Esto se debe a que el espectro de frecuencia es la transformada discreta
-inversa- de Fourier de la forma de onda y podemos substituir:

-1 N-1 N-1 [
2 X[Jf— exp[jZnik— 2 y|-2 :Iexp[— jQE—@-]
N 2T 2N = L2T 2N

N
N-1 N-I ] N2 s
= z X[—k—]l’l *&}2 exp[jZn‘rﬂc-—--p)}
benp=n L2I|'|2T | =% 2N

igualando las dos formas de onda,

2 2

N-1 HT Ex o N-1 i
SHE] - Sl £ ]

O sea que el principio de conservacién de la energia se expresa como

E[x]=2N?E[X]

Con esto concluye nuestro estudio sobre la transformada discreta de
Fourier.



[ Capitulo 10

Serie y transformada

Por regla general, la transformada discreta de Fourier se deduce de las
series de Fourier mediante un proceso de discretizacion del dominio conti-
nuo. Asi mismo, en los textos de ingenieria se hace el trénsito de las series de
Fourier a la transformada integral de Fourier, utilizando un lenguaje infini-
tesimalista, que se beneficia con la intuicién que provee aunque, COmo ya
vimos, rompe con las mas elementales normas del rigor. Aqui haremos el
proceso directo de conversién entre las entidades: en el modelo de célculo
infinitesimal que hemos llamado MicroCélculo, la transformada discreta
de Fourier evoluciona de modo natural hacia la serie de Fourier y ambas,
hacia la transformada integral.

ENTIDADES DRAMATICAMENTE DISTINTAS

Hemos mostrado que en el modelo clasico, la transformada discreta de
Fourier TDF asocia a cada funcién x/nT/N] sobre el dominio discreto finito
temporal una funcién X/k/2T] sobre el dominio discreto finito frecuencial.
De otra parte, la serie de Fourier SF es el desarrollo en serie trigonométrica
con coeficientes C, de las funciones periddicas x(t) de periodo 2T sobre el
intervalo [-T, T]. Finalmente, la transformada integral de Fourier TF hace
corresponder, a funciones x(f) sobre la recta real, que se denomina dominio
continuo temporal, funciones X(f) de dominio continuo frecuencial. La dife-
rencia entre los tres enunciados es dramatica: el primero consiste en una
suma que ocurre en el dominio discreto finito; el sequndo consiste en una
serie sobre el dominio continuo limitado, y el tercero consiste en una inte-
gral que ocurre en el dominio continuo ilimitado.

Bajo el MicroCélculo se cumple una relacién tan intima entre los domi-
nios temporales y frecuenciales, sean estos discretos o continuos, que la
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asociacién entre la transformada discreta de Fourier, la serie de Fourier y la
transformada integral de Fourier se sigue la una de cualquiera de las ofras
dos. La transformada de Fourier es una séla, o sea, es cualquiera de las tres.

Utilizaremos en lo posible la notacién unificada que ya antes hemos pre-
sentado, sobre las entidades TDE SF y TE siguiendo los textos conocidos
de Bracewell’, Brigham? Hsu?®, Lathi*, y Walker®.

Como hemos descrito con anterioridad, las tres entidades son, en su or-
den: la transformada discreta de Fourier TDE

k [ = I'nT nk
Ee e N I ol o
[21*] 2N ZN x[ N ]exp( T aN )

A =S polein )

la serie compleja de Fourier SCF,

donde

x(t) = ick CXP(.}?ZE‘UQ)

k=—co

donde
1 Y i
e _J;x(r) exp(— j2m t kf, )dt

y la transformada de Fourier TE,

X(f)= | x@exp(- j2mf )it

1 R. Bracewell, The Fourier Transform and Iis Applications, McGraw-Hill Book Company, 1965.
2 E. O. Brigham, The Fast Fourier Transform, Prentice-Hall,Inc., 1974.

3 H. P Hsu, Analisis de Fourier, Fondo Educativo Interamericano,1970.

4 B. P Lathi, Introduccién a la teoria y Sistemas de Comunicacién, Limusa, 1974.

5 J. S. Walker, Fasl Fourier Transforms, CRC Press, Inc., 1991.
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donde
x(t)= [ X(f)exp(j2mf Jif

Es evidente que las tres entidades son, como ya lo hemos explicado, dra-
maticamente distintas. No es lo mismo una suma finita, que una suma infini-
ta, y una integral. A favor de la unidad de los tres conceptos juega el que una
suma finita se puede convertir en suma infinita como limite de una sucesion;
Yy que una suma infinita, en el limite, es una integral. En contra, ya hemos
presentado argumentos que consideramos abrumadores. Lo que si puede ser
sorpresivo es el anuncio de que, bajo cierta condicién, los tres entidades son
idénticas entre si. Y esto es lo que nos disponemos a mostrar a continuacion.

LA HEURISTICA EN LA INGENIERIA

Admitiendo que las tres entidades son en cierta forma auténomas, los
textos de ingenieria y de fisica hacen un enorme esfuerzo para lograr el
transito de unas a otras, aunque sea de modo aproximativo. En la bisqueda
de relaciones entre las tres entidades, es preciso reconocerlo, obtienen un
éxito considerable. Asi, por ejeniplo, si se tienen funciones periddicas, pa-
receria legitimo convertir el periodo finito en periodo infinito, con lo que
intentan —a un alto costo, como vimos— obtener transformadas de funciones
no periédicas, mediante limites. En este contexto y con un manejo poco
escrupuloso de los limites, las variables discretas se vuelven variables con-
tinuas y las frecuencias discretas se vuelven frecuencias «infinitesimales».

También es usual expresar las funciones periddicas discretas como mues-
tras vecinas de funciones periddicas continuas, con lo que la serie de Fourier
se convierte, bajo ciertas condiciones, en transformada discreta de Fourier.

Si nos fijamos bien, en la base de dicha heuristica estd la imagen y la
nocién de infinitesimal. El error de estos textos es tratar, con una ingenui-
dad que conmueve, de hacer compatible los infinitesimales con el analisis
convencional. Aqui surgen los obstéculos que impiden conciliar la heuris-
tica con el modelo clasico de andlisis. Por mas que se intente, no se puede
pasar al limite de la transformada discreta a la serie de Fourier ni de ésta a
la transformada integral, ya que la suma de la transformada discreta es
finita, la serie de Fourier es periddica, y la funcién cuya transformada de
Fourier se va a calcular no es periédica.
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Vamos a recontextualizar el proceso anterior, mostrando que la heuristi-
ca que siguen los ingenieros es legitima, siempre que se haga en un mode-
lo de calculo infinitesimal, como el nuestro.

EL MODELO DE CALCULO

El modelo que proponemos y sobre el cual se erigira el analisis de Fourier
consiste, en primer lugar, en el par de dominios

PR 2L 12 N"‘}
2T DI T SO et oo Y 2T
{i}z{_ﬁ Bl 2 1,1 2 N—l}
2T T T i e S &

donde-N<n, k <N, T > 0y N entero. Asi, las sucesiones de valores de
los dominios son variables, en el sentido que le hemos dado a la variable
en el capitulo III. Las variables seran

nT k
=<4 — = -
)+ ~tar)
En segundo lugar, la familia de componentes arménicas complejas y su

correspondiente familia de impulsos unitarios que constituyen los pares
transformados

exp[jZ:rf&] = 5[@]
2N 2L

estan definidas sobre dominios hiperreales, aunque inicialmente, estos
sean hiperreales finitos.

En tercer lugar, las cantidades T y N pueden llegar a ser, en un momento
determinado, cantidades hiperreales, finitas, infinitas o infinitesimales. El
centro de nuestra argumentacioén es que las diversas relaciones cuantitati-
vas entre las cantidades hiperreales Ty N son las inicas que determinaran,
en cada caso, la transformada discreta de Fourier, las series de Fourier o la
transformada integral.
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Este resultado es verdaderamente espectacular y, creemos, totalmente
original. Para decirlo con una metafora, las tres entidades TDE, SF y TF
seran las formas que asume un sélo operador, de acuerdo a las relaciones
entre T y N y a las reglas de transformacién de los dominios asociados.

Entre todas las posibilidades de T y N, consideraremos las tres siguien-
tes, que ya hemos estudiado en otro lugar®. Si T es finito y N entero finito,
tenemos los dominios discretos finitos de 2N elementos. Ambas variables ¢
y f son discretas, ya que su rango 2N es finito. Si T es finito y N es entero
infinito, T/N es infinitesimal, luego t = ndt, donde T/N = df; obsérvese que
t es una variable continua, mientras que f es una variable discreta, esto es,
f es variable independiente aunque df = 1/2T no es infinitesimal.

Finalmente, si T es infinito y T << N, no sélo T/N = dt es infinitesimal,
sino que 1/2T es infinitesimal,luego f = kdf, donde 1/2T = df. En este tercer
caso, los dominios los escribiremos como {ndt} < {kdf}, que corrresponde
a ambas variables continuas t y f

Repetimos: en el MicroCalculo, la transformada discreta de Fourier es la
serie de Fourier y ésta la transformada integral de Fourier, dependiendo de
las relaciones cuantitativas de Ty N, tomadas en el orden en que las hemos
presentado.

CONVERSION DE LA EXPONENCIAL COMPLEJA
Uno de los procesos funcionales de conversion del discreto al continuo

mas interesantes y utiles es el de la exponencial compleja discreta doble-
mente periédica, en exponencial compleja sobre el dominio continuo. Ya

nT k
hemos visto que en el par de dominios { N} = {'ZT} , 1a exponencial com-

pleja sobre ambos dominios discretos

ex '27:513‘ I_c =exp[j2 —"E:I
Pl JS%N o 2N

6 Capitulo VII, Conversiones del dominio, El dominio de la sefial.
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es periddica tanto en el primer dominio como en el segundo. Hacemos la
primera conversion, considerando el dominio continuo temporal, con T fi-
nito y N entero infinito, donde t es la variable continua, t = {ndt}, donde
T/N = df; la exponencial se convierte en

nT & k k
expl 12— — |= 27 ndt — |= 270t —
p[" N 2r] CXP[" e ZT] CXP[" 27*}

La exponencial sigue siendo periédica sobre el dominio temporal, pero
la periodicidad en el dominio frecuencial se ha perdido, porque ahora k
recorre infinitas posiciones frecuenciales, dado que N es entero infinito.

Hacemos la sequnda conversion, considerando tanto el dominio continuo
temporal como el dominio continuo frecuencial, con T infinito y T << N. No
s6lo T/N = dt es infinitesimal, sino que 1/2T es infinitesimal, luego
f = {kdf}, donde 1/2T = df. La exponencial se convierte en

cxp[ j2mt 2—1%} = exp|j2mtkdf |= exp[jme ]

La exponencial pierde también su periodicidad en el dominio temporal.
Si nos fijamos en ambas partes reales e imaginarias, la conversién de la
sinusoide es muy sugestiva, y no la puede explicar el analisis tradicional.
Asi, por ejemplo,

nk k
sen| 21 — |= sen| 2mt — |= sen(2
(35 {2 o snon)

Esta conversién, como se verd enseguida, es esencial para explicar el
paso del discreto al continuo en el andlisis de Fourier.

LA TRANSFORMADA DISCRETA SE CONVIERTE EN SERIE DE FouRier
Vamos a iniciar el transito de la transformada discreta a la serie de Fourier.

Para ello, vamos a suponer que un cierto fenémeno se representa con una

nT
funcién ’l}ﬁ‘], que consiste en el listado de muestras de 2N valores de X
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sobre el dominio temporal. Supongamos que este mismo fenémeno se re-

k

presenta con otro listado de muestras, X |:‘2?], constituido por 2N valores

de X sobre el dominio frecuencial correspondiente. Admitamos que las re-
glas de transformacién de unos valores en otros estda dada por la transfor-
mada discreta de Fourier,

N-1
X[ k }:—1— Z x[ﬂ:}exp —-Jj2n i,
2T |, 2N iy ¥ 2N )

y la transformada inversa

nT = k nk
- = X| — |exp| j2r—
X[N} P2 [H] p[f w)'

B e R el 8
omo 5N N oT° definimos la frecuencia amen 0Tor: us

tituyendo en la expresién de la transformada discreta

1 & [naT ~ont T
Xlfol= - Zx[ = ]exp( j2m kfo) =

SiT es finito y N es entero infinito, T/N es infinitesimal, luego podemos
perfectamente considerar la variable t ={ndt}, donde T/N = dt. Mientras
que el dominio temporal se convierte en {ndt}; el dominio frecuencial si-
gue como {kf }. Volviendo nuevamente al célculo de la transformada dis-
creta de Fourier de la funcién dada,

N-1

X[xf,]= 2_1T > x[ndt]exp(~ j2rmndtk f, )it

n==N

Pero esta expresién nos es muy familiar. Recordemos que, dada una fun-
cién y(ndx), la integral de la funcién y(x) respecto a x, si existe, es
T N-1
L_ Y(x)dx="Y y(ndx)dx

n==N

Por tanto,



CALCULO CON INFINITESIMALES

X[,)= = [ sirlexp(- j2mkc f, it
=

y este es nada mas ni nada menos que el coeficiente de Fourier del desa-
rrollo en serie de Fourier de dicha funcién, o sea:

Ck = X[lgco]

donde k es finito, aunque nosotros hemos obtenido una expresién mucho
mas general, ya que k puede ser entero infinito. La transformada discreta
inversa de Fourier es

nT| & k nk
L= ¢l 19 i o
’{N] 2, [2T}exp[’ ”2N]

Nuevamente, reemplazando

N-1
x[ndt]= Z C, exp(j2mndt k f,)

k=-N

luego,

x[t]= E C, exp(j2ntkf0 )

k=—N

el lector reconocerd en esta expresién el desarrollo de la funcién en serie de
Fourier, ya que N es un entero infinito y define los limites de la sumatoria asi,

x[t]= i Cy BXp(jZ?Cﬂgcn )

k=—co

LA seriE DE FOURIER SE CONVIERTE EN TRANSFORMADA
DE FOURIER

Finalmente, si T es infinito y T es mucho menor que N, T << N, no st?lo
T/N = dt es infinitesimal, sino que 1/2T es infinitesimal, 1o que nos permite
definir la nueva variable continua
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sy [ =ily
f—{ZT}—{kdf}: iz

En este caso, los dominios los escribiremos {ndt} < {kdf}, corresponden
a ambas variables continuas t y f Arriba, el coeficiente de Fourier ha sido
expresado como

1 i
C, = — | x(t)exp\— j2nt t
: 2T_j;() p(— j2mtkf, Mt
Hacemos la substitucién

X (f) = 21X [kdf |=2TC, .
O sea que

T

X (f)= [x@)exp(- j2mtkdf )it

=T

Como T es infinito y {kdf} = f, esta integral asume la forma

X ()= [x@)exp(- j2mef it

—c0

que es precisamente la transformada integral de Fourier. Finalmente, de
acuerdo a la serie de Fourier

N-1
xlt]= Y C, exp(j2ntif; )
k=-N
Reemplazando,

N1 i 1
x[t]= Y 21C, exp(j2ntkdf )2-];

= 5 20 1exp(omekdf Y

Nuevamente, de acuerdo a las reglas de integracién, esto no es otra cosa
que una integral, por lo que se obtiene la expresion
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A{t]= [~ R(flexp(j2ntf )df

que es la transformada inversa de Fourier. Las conversiones entre las tres
entidades ha tomado s6lo unas cuantas paginas. Y en realidad, poco hemos
innovado, porque hemos seguido casi al pié de la letra la heuristica em-
pleada por los textos de ingenieria’.

Lo tinico original es el modelo de calculo, que produce una simplicidad
tal que, recordando las palabras de Leibniz, el andlisis de Fourier parece
una broma o un juego.

DEL DISCRETO AL CONTINUO

Vamos a hacer un resumen. Por el sélo hecho de considerar inmersos a T
y N en un modelo de calculo infinitesimal, los dominios temporales y fre-
cuenciales se despliegan en las siguientes formas.

nT k
1. Si T es finito y N finito, en el dominio {_]7} = {Ef}' la trans-

formada asume la forma de transformada discreta de Fourier.

k
2. Si T es finito y N infinito, en el dominio {"dt}@ {'2}:}, la trans-

formada asume la forma de serie de Fourier.

3. Si T es infinito y N infinito mucho mayor que T, en el dominio
{ndt} < {kdf}, la transformada asume la forma de transformada
integral de Fourier. Naturalmente, la serie de Fourier y la trans-
formada integral de Fourier de las funciones respectivas solo

pueden existir de acuerdo a ciertas condiciones de convergen-
cia, tema que no es de interés aqui..

7 H. P Hsu, Analisis de Fourier, Fondo Educativo Interamericano,1970.
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ORTOGONALIDAD EN EL DOMINIO CONTINUO

Nos proponemos llegar a la propiedad de ortogonalidad de las exponen-
ciales complejas continuas por la via discreta, esto es, partiendo del princi-
pio de ortogonalidad de las exponenciales complejas discretas. Recordemos
que hemos denotado a la familia de exponenciales periédicas o componen-

tes armoOnicas como
nT nk
D, | — |=exp| j2r—
[ N} p[’ 2N}

Yy hemos demostrado la relacién de ortogonalidad entre dos componentes

arménicas cualesquiera @ ,,®,

= 2Nk =
R
n=-N N Ok # p
Ahora, consideremos el dominio continuo [-T, T], donde cada componen-
te arménica es periédica de periodo 2T De la anterior expresion,

1 & [»aT]z [nT] 1 k=P
— D [— |P
2N,,=§.‘1v [N} [N} {0 k#p
o también, dado que nT/N = dt,
1 2 @, [ndt]®, [ndt it = { b
,-,__N 0 k# p
recordando que t ={ ndt},

2 @, [t]®, [tk = _[ @, [tlo, [t =

n-——N {0 k =+ p

que es precisamente !la relacién de ortogonalidad de las componentes
exponenciales periédicas en dominio continuo! Siempre se dice que la pro-
piedad de ortogonalidad no es un atributo sélo del continuo, sino del dis-
creto. Pues bien, aqui lo hemos demostrado.

=
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TRANSFORMADA DE LA DELTA DE DIRAC

Dado el interés que tiene la delta de Dirac como una de las principales
funciones generalizadas, seguiremos paso a paso el conjunto de transfor-
maciones que ocurren en su transito del discreto al continuo. Supongamos
que expresamos la delta de Dirac periédica en el dominio temporal discre-
to, o en ofras palabras, que ella es la forma de onda,

N
e
On#0

S1 T es finito y N infinito,

1
8[ndt]= Etn_
On#0

Para calcular la transformada discreta de la funcién §, procedemos ast:

k 1 & [nT nk TN <21
A — |=— ), 6| — 22— |=——=—
[27‘] w2 [N]CXP[ = 2N] OINT 2T
O sea que su espectro de frecuencia es constante. 2Cual es el desarrollo

en serie de la delta de Dirac periédica? Muy sencillo. Utilizando la férmula
similar para el coeficiente de Fourier

N-1
—11; Y 8lndtlexp(~ j2nndtk f, )t

2 n=—=N

&[kfo =

como s6lo sobrevive el valor correspondiente a la posicién n = 0, nueva-
mente

1
Alf, 1= —

porque el coeficiente de Fourier coincide con la transformada discreta, s6lo
que el dominio temporal es continuo. De modo que la serie de Fourier es

5= 3 exp( jomis,)

1
ZT k=-N

R i e pa e Iluivencinan net Macnal ENMA



SERIE Y TRANSFORMADA

Esta suma puede separarse en dos partes. Cuando k = 0, y cuando k # 0.
En el segqundo caso, se anulan los senos y se preservan los cosenos, luego

il
8t]= Tl -T-g{cos(zmk f)

Hay que tener mucho cuidado en el célculo de la transformada integral
de la funcién 3, dado que la transformada es el multiplo 2T del coeficiente

1
de Fourier, donde T es infinito y T << N. Como Alkf,|= Alkdf ]= 57+ enton-

ces,

A(f)=2TA[kdf]=1.

Este resultado es francamente impresionante, puesto que corresponde al
cdlculo de la transformada integral de Fourier de la delta de Dirac de domi-
nio continuo, A(f) = 2T A[f]=1, que es una expresién exacta, aunque de
muy dificil explicacién en un libro de texto convencional.
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~ Capitulo 113

La onda cuadrada y su transito
al continuo

Vamos a colocar un ejemplo tipico para un taller experimental en el aula
de clase. Mostraremos céomo de la manera mds natural posible, la onda
cuadrada periédica realiza el transito desde el discreto hasta el continuo.
Esta es una ilustracién de que se puede convertir la transformada discreta
de Fourier en serie de Fourier y ambas, en la transformada integral de
Fourier, conciliando minimas normas de rigor con la didactica.

LA ONDA CUADRADA PERIODICA DISCRETA

Sea T finito, N entero finito y M entero que cumple 0 < M < N. La onda
cuadrada periédica discreta de duracién 2M es la funcién p[nT/N] definida
como ;

0 —N<n<-M
nT
P [—17] =11 —-M<nsM
0 M<n<N

La gréfica es

Su transformada discreta P[k/2T] es'?

1 E. O. Brigham, The Fast Fourier Transform, Prentice-Hall, Inc. ,1974.
2 B. P Lathi, Introduccién a la teoria y Sistemas de Comunicacién, Limusa, 1974.



CALCULO CON INFINITESIMALES

P[%]z;,;p[ 7ol )

—I—ex 27r£k- 3 exp| — '21'?:ﬂ
N PN j= R TN

La suma de la derecha se puede calcular del modo siguiente:

e 1— CXP(—' jZEM ]
.~_ Nk 2N
E exp[— j2r N ): .
- 1- exp(~ Jj2r —]
2N

Como 2 j sen o = exp (ja) - exp (§jo), tenemos que
exp (jo) (-2j) sen o = 1 - exp (j20). Haciendo o = -jn (2M+1)k/2N y
sustituyendo,

(M +Dk @M +Dk @M +1)k
1-exp| - jorEM DR, et T (e + K
TN ] }ex‘{ v " N

k) . K
1—exp| — j2n— -2 - '7r— —
e

y como

CM+D)k .k
===
2N 2N '

—n—+n
N

la transformada discreta de Fourier es

(M +1)k

k 1 senft ———
o] 2N~ 7
2N

Fonpo epitorial UNIVERSIDAD DEL MAGDALENA



LA ONDA CUADRADA Y SU TRANSITO AL CONTINUO

Obsérvese que P[k/2T] no depende explicitamente de T sino de la dura-
cién de la onda dada por 2M y del nimero de elementos 2N del dominio. La
variable k se mantiene estrictamente en el rango -N <k < N.

CONVERSION EN ONDA PERIODICA CONTINUA

Vamos a dejar de lado, por un momento, el dominio discreto, para consi-
derar ahora la onda cuadrada periédica de dominio continuo y duracién 2a
que esta representada por la funcién

0 —-T<t<-a
p,(t)=311 —a<t<a
0 a<t<T

La grafica es

Para calcular los coeficientes de Fourier® verificamos que

_Ii:} (r)cxp[ 127!1— t——j ex;{ jZm‘—}l

-a

1 k k)1 Kk
C,=— exp| — j2ma — |—exp| j2ma— |y =— sen2ma —
: j27z:k{ p( ! 2T] p[’ 2T }} e aT

Ahora utilizaremos el modelo de célculo infinitesimal para unir los dos
procesos, realizando el transito de la onda cuadrada peri6dica discreta a la
onda cuadrada peridédica de dominio continuo, mediante la conversién de
la transformada discreta de Fourier en serie de Fourier. Volvamos a la ex-
presion de la transformada discreta

Il

3 R. Bracewell, The Fourier Transform and Its Applications, McGraw-Hill Book Company, 1965.

Kemer GEORGE



CALCULO CON INFINITESIMALES

(2M + 1)k

k 1 Senit ——
2] 2N [, T
2N

Mantengamos T finito y hagamos N entero infinito. La variable temporal
t opera en el continuo t ={ndt}, donde dt es una cantidad infinitesimal. La
ultima posicién temporal de dicha variable donde la onda no se anula es a
= Mdt, para 0 < a < T, y M < N. Ahora, una consideracién crucial. A dife-
rencia de n, que es cualquier entero hiperreal, para la frecuencia sélo inte-
resa la altura k finita, ya que vamos a calcular el k-ésimo coeficiente de la
serie de Fourier. Teniendo en cuenta que a = Mdt, 2a = 2Mdt, por tanto,

2M=2a£
T
2M+1=2a£+1
T
(2M+l)i=fﬁ+i
2N T 2N

Reemplazando en la transformada discreta P[k/2T], obtenemos,

2T | 2N

sen 7ra£+~k—
P[k]= 1 T 2N

k
senm —
2N

En la expresion anterior, como N es infinito y k es finito, k/2N es infini-
tesimal, y como la funcién seno es continua, su valor en mak/T+k/2N estard
infinitamente cerca de su valor en nak/T. De otra parte, como 7k/2N es infi-
nitesimal, el valor del seno en tal argumento estara infinitamente cerca de
tal argumento. Por eso,

k
= e X
k11 T 2N] | sendl k
P2 =t k = =—sen2ma
or| N, 2N 7k 2
N 2N

Fonuno enitoaiat Llwiveeeinan nei MAGDALENA



LA ONDA CUADRADA ¥ SU TRANSITO AL CONTIHUO

Pero este es !precisamente el coeficiente de Fourier del pulso periédico
sobre el dominio continuo!.

CONVERSION EN ONDA CUADRADA NO PERIODICA

Finalmente, vamos a considerar la onda cuadrada no periédica p(t) de
dominio continuo y de duracién finita 2a. Su representacién funcional es

0 —o<t<-—a
p()=31 —a<t<a
0 a<t<o

La gréafica correspondiente es:

Nuevamente, de acuerdo al método tradicional, la transformada P(f) de
Fourier de p(t) es

P(0)) = T p(t)dt=2a

a

P(f)= | ptyexp(j2mf Yit = [exp(j2mf Yt =

-a

12 o {exp(- j2maf )—exp(j2naf )}= %‘Sensz =i %nyﬂ

Ahora, con el método indicado, nos disponemos a hacer el transito de la
onda cuadrada periddica a la onda cuadrada no periédica. Para ello, recor-
demos nuevamente que



CALCULO CON INFINITESIMALES

Hacemos T infinito, y lo escogemos de modo tal que T/N siga siendo
infinitesimal, o sea, T << N. Obviamente, como T/N = df, se preservan todos
los calculos hechos anteriormente. Recordemos que la variable f = k/2T. Pero
ahora 1/2T es infinitesimal y k es cualquier entero hiperreal, luego 1/2T = df,
por lo que f=kdf. Entonces

2T Plkdf |= % sen2makdf = m:df sen2makdf

y dado que la funcion seno es continua, sen2nakdf = sen2naf. Reempla-
zando,

P(f)=2TC, x—I;—‘_-senQMf

Pero !ésta es la transformada de Fourier del pulso no periédico!. Hay dos
férmulas de conversién que no deben pasar inadvertidas: C, = P|kdf], que
convierte la transformada discreta de Fourier en serie de Fourier; y

P(f) = 2T C, , que convierte la serie de Fourier en transformada integral de
Fourier.



Capitulo 127

La transformada discreta
de Laplace

Uno de los operadores mas conocidos en el andlisis matematico es la
transformada de Laplace. Es tal la transformacién que ocurre con las fun-
ciones bajo su dominio, que las operaciones de derivacién e integracion del
Célculo se convierten en operaciones algebraicas de multiplicacién y divi-
sién, lo que facilita enormemente la solucién de cierto tipo de ecuaciones
diferenciales. La transformada de Laplace es un operador del dominio con-
tinuo, y no se conoce una versién discreta, como si hemos visto en el caso de
la transformada discreta en el anélisis de Fourier. Aqui tenemos la oportu-
nidad de inventarla, y demostrar que bajo un modelo infinitesimal de cal-
culo, la transformada discreta de Laplace no es otra cosa que la transformada
de Laplace. Esperamos que el lector juzgue la ventaja didactica de tal enfo-
que, hasta ahora, s6lo accesible a los especialistas en la materia.

LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Como es de todos sabido’, la transformada de Laplace es el operador L
que actia sobre funciones x(t) de dominio continuo [0, =) convirtiéndolas
en funciones X(s) = L{x(t)} del mismo dominio, donde

X(s)= j: x(t)exp(—1s )t

Esta integral existe para un conjunto muy apreciable de funciones, parti-
cularmente, para las llamadas de orden exponencial, que son aquellas que
cumplen la condicién

1 C. H. Edwards, Jr., D. E. Penney, Ecuaciones diferenciales Elementales con Aplicaciones,
Prentice-Hall Hispanoamericana, S.A., 1986.



CALCULO CON INFINITESIMALES

x(t) < Aexplat) 0<t<oo

Facilmente se puede verificar que satisfacen tal condicién las funciones
polinomiales y racionales, las funciones trigonométricas, exponenciales y
logaritmicas y sus combinaciones. El siguiente ejemplo muestra el calculo
de la transformada de Laplace de la funciéon, mediante el programa Mathe-
matica, funcién que llamaremos entrada,

entt‘ada[t_] =t 2 Sin[t]
La gréfica de entrada en el intervalo [0, 7] es la siguiente:

Plot[entradalt],{t,0,7}]

La transformada de Laplace de tal funcién la llamaremos prueba,
< <Calculus'LaplaceTransform'
prueba[s_]:=LaplaceTransform[entradalt],t,s]
Cuya transformada de Laplace es, efectivamente,
8s” 2
(1+.s2)3 - (l+sz)i

La gréafica de prueba en el mismo intervalo [0,7] es,

Piottpmeba[s],{s,O.?}]



LA TRANSFORMADA DISCRETA DE LA LAPLACE

-1

Nos hacemos la pregunta: épodemos hacer tales transformaciones por
medios discretos? O mdas exactamente: Zexiste la transformada discreta de
Laplace?

LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

Para aclarar mas el par de preguntas formuladas, vamos a actuar de modo
analogo, haciendo uso del andlisis de Fourier hasta ahora estudiado. Recor-
demos que la transformada de Fourier es el operador 3 que actia sobre
funciones x(t) de dominio continuo (-e, o) convirtiéndolas en funciones
X(f) = 3{x(t)} del mismo dominio, donde

X(f)=|"_xyexp(- jomif at

También hemos visto que existe una versién discreta de la transformada
de Fourier, denominada transformada discreta de Fourier, que ahora es con-
veniente definirla en el dominio real positivo. Sea T > 0 un real cualquiera
y N un entero positivo; seleccionemos del intervalo [0, T] el dominio discre-
to de N ntimeros reales {nT/N}. De otra parte, del intervalo [0, N/T], selec-
cionemos el dominio discreto {k/T}, donde 0 < n, k, < N. Tenemos as{ los
dos dominios usuales, el primero, temporal, y el sequndo, frecuencial.

Dada una funcién de dominio discreto temporal x[nT/N] con N muestras,
se define la transformada discreta de Fourier a la funcién X[k/T] de dominio
frecuencial positivo,

Kemer GEORGE ~d =y



CALCULO CON INFINITESIMALES

N-=1
ORI
T| N=7|N N

La transformacién inversa es, como siempre,

{2z ol e

Podemos reducir nuestras preguntas iniciales a una sola pregunta: ¢Es
posible construir una versién discreta de la transformada de Laplace que
cumpla un papel similar al que cumple la versién discreta de la transfor-
mada de Fourier?

LA TRANSFORMADA DISCRETA DE LAPLACE

Volvamos nuevamente a la definicién de transformada de Laplace. Ob-
sérvese que en la expresién

X(s)= [ x@®)exp(-ts )t

podemos suponer que la variable s hace el papel de variable de la fre-
cuencia; como el dominio temporal lo sigue recorriendo la variable ¢, man-
tendremos los dominios discretos temporal y frecuencial {nT/N} y {k/T},
respectivamente. Ahora, el exponente de la exponencial es el producto txs
de ambas variables, por lo que en la versién discreta tendrd que correspon-
derse con el producto (nT/N)(k/T). Teniendo en cuenta que

nT k _nk
‘NT N

dada una funcién x[nT/N] del dominio temporal, definiremos la trans-
formada discreta de Laplace XL[k/T] como la funcién discreta

iz w3 AV |



LA TRANSFORMADA DISCRETA DE LA LAPLACE

Hemos utilizado la expresién XL para distinguir la transformada discreta
de Laplace de la transformada discreta de Fourier. El parecido de aquella con
ésta es grande, salvo que la segunda asume valores reales, no complejos.

Vamos a colocar un ejemplo. Supongamos que tenemos dominios de sélo
dos valores, digamos,

{0,%}, {01y T=1, N=2, 0<nk<2,

1
Toda funcién sobre el primer dominio tendra valores x[Ol X[E] Enton-

ces, la transformada discreta de Laplace es la funcién sobre el segundo
dominio,

XL[0]=—1?:x[O]+~;—x[%]

xLi]= % x[0]+ % xBE

Aparentemente, esto no brinda mucha informacién. Pero podemos colo-
car un ejemplo de mayor complejidad, utilizando nuevamente Mathematica,
para mostrar la ventaja teérica y didactica que tiene el método anterior.

LA VERSION DISCRETA DEL CONTINUO

Consideremos los dominios temporal y frecuencial

{l’ AL 727, N=30, 0<n k<30
3017

' Tn Tn
y al primero como dominio de la funcién [—5-6} S€n3—0 que es la version

discreta de la familiar funcién de dominio continuo #* sent, cuya grafica y



transformada de Laplace ya hemos calculado y graficado. Llamaremos ejem-
plo a dicha funcién.

ejemplo[n_]:=(7n/30) ~2 Sin[7n/30]

Su grafica es,

Show]

Graphics[{PointSize[0.02],

Table[{Line[{{n 7/30,0},{n 7/30,ejemplo[n]}
H,

Point[{n 7/30,ejemplo[n]}]},{n,0,29}]
},PlotRange->All, Frame->True];

Para calcular su transformada discreta de Laplace, llamémosle nticleo al
factor exponencial,

nucleo[{n_k _}]:=Exp[(-n k)/30]

La transformada discreta de Laplace serd la funcién llamada discreto,
definida por,

discreto[k_]:=1/30Sum[ejemplo[n]nucleo[{n,k}],

{n,0,29}]
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Su gréafica es

‘]IIITTTT?T??!!ov

1

Notese el parecido de ambas graficas con sus homoélogas continuas. El
lector puede abundar en ejemplos, utilizando las mismas instrucciones de

Mathematica y cambiando soélo las funciones de dominio discreto con sus
respectivas transformadas.

TRANSITO DEL DISCRETO AL CONTINUO

La demostracién de que la transformada discreta de Laplace, en el limi-
te, es la transformada de Laplace, puede ser extremadamente simple o su-
premamente dificil. Todo depende, de lo que entendamos por el limite. En
lo que a nosotros respecta, usaremos el MicroCdlculo, que utiliza infini-

tesimales para producir el transito de los modelos discretos a los modelos
continuos de calculo.

Como es usual, el punto de partida sera el par de dominios determi-
nados por T >0 y N entero; definiremos las variables discretas t y s como las
variables que recorren los N valores sucesivos de tales dominios,

t={fz}, s={-k—}, 0<n, k<N
N T

Si T es finito y N entero finito, como hasta ahora hemos supuesto, tene-
mos los dominios discretos finitos de N elementos. Ambas variables t y s
son discretas. En cambio, una nueva situacién se produce si mantenemos T
como real finito pero hacemos N entero infinito; en ese caso, el cociente T/N



sera infinitesimal, lo que hemos denotado como T/N = dt; por tanto, la va-
riable temporal estard dada por los valores sucesivos t = {ndt}. Obsérvese
que t es una variable continua del intervalo continuo [0, T], mientras que s
sigue siendo una variable discreta, ya que la cantidad 1/T es un real ordi-
nario. En resumen, como t asume cada uno de los valores ndt, el dominio

temporal se convierte en el dominio continuo, [0,T], y la funcién x(ndt) ya
no es discreta sino continua, esto es, x(t) = x(ndf).

Los cambios en la exponencial también son notables, pues ocurrird la
siguiente conversion,

ex —n—k]-—ex [—"—T E]—cx [—ndrﬁ]—ex [—r-’i
I e R e et e

El trdnsito de la transformada discreta de Laplace del dominio discreto al
continuo, serd,

N-1

XL':%] =—~]1V Z x[ndr]exp[— ndt }kV] = 51: NZ_: x(1) exp(— t % }1’:

n=0 n=0

Pero la suma de la derecha no es otra cosa que una integral definida
sobre el intervalo [0, T], por lo que podemos considerar, para cada k un
coeficiente dado por,

k| 1¢r k
C,=XL| = == | x(t)exp| —t— Wt
k [T] T .[o ®) P( T }i
Recordemos que la variable temporal t recorre el intervalo finito [0, T].
Para calcular la transformada de Laplace, es necesario considerar el inter-

valo [0, ). Para ello, hacemos ahora T real infinito y N entero infinito tal
que el cociente T/N todavia siga siendo infinitesimal.

Como 1/T es infinitesimal, hacemos 1/T = ds, por lo que la variable s
recorrera cada uno de los valores kds, y el dominio frecuencial discreto se
convierte en dominio continuo de integracién [0, e0). Hacemos ahora el cam-

bio crucial,
X(s)=TC,

reemplazando, obtenemos la transformada de Laplace,



X(s)= J: x(t) exp(-— ts)dt

que es el resultado que querfamos mostrar, que explica la conversién de
la transformada discreta de Laplace en transformada de Laplace.

DESARROLLO EN SERIE DE LAPLACE

El paso intermedio mediante el cual el dominio discreto temporal se con-
vierte en dominio continuo temporal ha producido una nueva situacién que
no podemos dejar pasar desapercibida. Se trata del coeficiente

—xrl k=L ik
C"_XL[?}_TL x(r)exp( tT}it

que sugiere la apariciéon de una serie asociada a la funcién original x(t).
Esta situacioén no es extrafa, ya que en el andlisis de Fourier, hay un proce
so muy similar cuando la transformada discreta se estudia como discretiza:
cién de la serie de Fourier y ésta como paso intermedio de la transformada
de Fourier. En efecto, hay una profunda relacién entre la transformada dis-
creta de Laplace y la transformada discreta de Fourier, como se puede ver a
continuacién. Dado que la transformada discreta de Laplace es

N-1
XL E =sz 'E exp —ﬂ
T N= LN N
evaluemos la transformada discreta en el dominio complejo, sobre la rec-
ta imaginaria j2x k . Entonces,

k| 1& | nT nk
XL| j2m— |=— ) x| — |exp| — j2m —
[’ T} P2 [N] p[ TN
Pero la expresion de la derecha no es otra cosa que la transformada dis-
creta de Fourier de la funcién original. Luego,

foet] o4
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y como la transformada discreta de Fourier tiene transformada inversa,
obtenemos la expresién

nT| & k nk
— = XI| 12n — 127 —
x[N] ) [" T}exp[’ N}

que es !la férmula de la transformada discreta inversa de Laplace! De alli
que, si quisiéramos obtener un desarrollo en serie de la funcién original,
necesariamente el coeficiente

C. = XLBC:J = %_[OT x(t)exp(—— t ; }1’:

que corresponde a una transformacion inversa en la serie de Fourier, ten-
dria que evaluarse en,

o~ k] 17 o~k
CjZn:k =XL[]27£FJ =¥J0 x(t)exp(— ‘;271?—7-;}!1‘

El lector reconocera en esta expresion, el k-ésimo coeficiente de Fourier
de la respectiva serie de Fourier de la funcién x(t). En otras palabras, la
serie de Laplace, correspondiente a la transformada discreta de Laplace,
existe, y no es otra cosa que la familiar serie de Fourier.



Capitulo 13

Muestreo y recuperaciéon
de senales

Uno de los resultados mas espectaculares de la teoria de sefiales en el que
las series de Fourier y la transformada de Fourier muestran toda su potencia-
lidad, es el lamado teorema del muestreo de Shannon. Béasicamente, dice
que toda sefal de duracién finita y banda limitada puede reconstruirse a
partir de un numero finito de sus muestras. Ademas de sus extensas aplica-
ciones, se han abierto intensas polémicas sobre algunas situaciones para-
dojicas creadas por el hecho de que, matematicamente, no es posible que
una sefnal sea simultaneamente de duracién finita y banda limitada.

Tradicionalmente, el teorema del muestreo se estudia como un fenémeno
de reconstruccién del continuo por medios discretos. Pero nosotros vamos a
llegar mucho maés alla. Precisamente, uno de los principales resultados ori-
ginales, que aqui publicamos, es que el origen mismo del teorema del

muestreo es discreto y que es posible realizar su conversion del discreto al
continuo, a la luz del MicroCalculo.

EL ENUNCIADO DE SHANNON

El teorema del muestreo como fue enunciado por Shannon es el siguiente:

Teorema: Si una funcién f(t) no contiene frecuencias superiores a
W cps, estd completamente determinada dada sus ordenadas en
una serie de puntos separados 1/2W segundos entre si'.

1 C. E. Shannon, «Communication in the presence of noise» Proceedings of the Institute of
Radio Engeniers IRE, vol. 37 #1, jan. 1949, pags. 10-21.



Mucho més recientemente?, al conocerse similares contribuciones de
diversos autores, este resultado ha sido denominado teorema WKS del
muestreo, en honor a Whittakers, Shannon y Kotel ‘nikov. Como en los tex-
tos de andlisis de Fourier existen muchas diferencias notacionales, es ne-
cesario aqui mantener una séla, que es lo que hemos venido haciendo, pero
es interesante que el lector lea directamente las fuentes bibliograficas, dada
la diversidad de temas que estan involucrados.

Siguiendo al autor y a algunos de estos textos*** podemos formular el
teorema asi: sea x(t) una funcién tal que existe su transformada de Fourier
X(f) y ésta cumple con la condicién | X(f) | = 0 fuera del intervalo [-W, W],
entonces x(t) se puede expresar como

X q Semr(ZWt—q)
)=, ZW} Z(Wi—q)

g=—oo

Los puntos x/q/2W] se denominan las muestras de la funcién en el tiem-
po g/2W (precisamente colocamos la letra g como muestra temporal, para
distinguirla de la letra f, que corresponde a la variable de todo el intervalo
de tiempo). La frecuencia W se llama el ancho de banda. La funciones x(t)
para las cuales su espectro cumple | X(f) | = 0 siempre que | f | 2 W, se
denominan senales de banda limitada y se dice que son recubiertas por
sus muestras. El intevalo critico en el dominio de la frecuencia [-W, W] por
fuera del cual no se garantiza el recubrimiento, se denomina intevalo de

Nyquist.

LA PARADOJA DEL ANCHO DE BANDA

El propio Shannon, en el articulo mencionado, involucra a un tipo de
senal denominada de duracion finita, que consiste en aquellas funciones
x(t) que se anulan fuera de un intervalo [0, T]. Y afirma:

2 A. J. Jerri, «The Shannon Sampling Theorem-Its various Extensions and Applications: A
Tutorial Review» Proceedings of the IEEE, vol. 65, No. 11, nov. 1977.

E. O. Brigham, The Fast Fourier Transform and Its Applications, Prentice Hall, 1988.

H. P Hsu, Analisis de Fourier, Fondo Educativo Interamericano,1970.

G. B. Folland, Fourier Analysis and Its Applications, Wadsworth & Brooks/Cole, Mathematics

Series, 1992.

b s W



IVIVEQ I INCEV T RO CMAVIN VS

Si la funcion estd limitada al intervalo temporal T y las muestras
estdn espaciadas 1/2W segundos entre si, habrd un total de 2TW
muestras en el intervalo ... ... Entonces podemos decir que cualquier
funcion limitada al ancho de banda W vy al intervalo temporal T
puede ser especificada dando 2TW niimeros.

¢Existe una funcién de duracién finita y banda limitada que no sea la
funcién nula? Por un resultado de Palay y Wiener®, la respuesta es negativa.
Basicamente, esto se debe a que la transformada de Fourier de toda funcién
de banda limitada puede extenderse analiticamente al dominio complejo,
de modo que si se anula en un intervalo temporal, se anula en toda la rec-
ta*. Resulta paradogico que, teéricamente, no es posible que exista una
funcién de duracion finita y banda limitada, y en la practica, todas lo sean,
como lo comprueba el procesamiento digital de senales, que hace amplia-
mente aplicable el teorema del muestreo’. El lector interesado puede se-
guir la intensa y productiva polémica en los trabajos de Slepian®.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DEL MUESTREO

La demostracién es muy similar en todos los libros de texto. Ademas de
la descripcién que presentamos, recomendamos seguir la de Hubbard?.

Dado que X(f) se anula fuera del intervalo [-W, W], su transformada de Fourier
inversa es

xt)= " X(f)exp(j2myf Jif

Por otro lado, como X(f) s6lo esta definida en el intervalo [-W, W], pode-
mos extenderla periédicamente a toda la recta definiendo X(f + 2W) = X(f).
Esto nos permite desarrollarla como serie compleja de Fourier en el domi-
nio de la frecuencia, con su respectivo coeficiente de Fourier,

6 R. E. A. C. Palais, N. Wiener, Fourier Transforms in the Complex Domain, Am. Math. Soc.,
1934.

En préximo capitulo explicamos esta extensién analitica. \
7 J. Monforte, «The Digital Reproduction of Sound» Scientific American, 251 (6): 78, 1986.
8 D. Slepian, «On Bandwidth» Proceedings of the IRE, Vol. 64, No. 3, March. 1976.
9 B. B. Hubbard, The World According to Wavelets, A K Peters, Wellesley, Mass. 1996.
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&Y _ o 4
X(f)—q;“quxp( jom— f}

1
C,= wi X(f)exp(ﬂﬂ*—"f]df

Obsérvese la similitud de dicho coeficiente de Fourier con el valor de la
funcién x(t) en el tiempo muestreado g/2W, que produce la identidad

4 =™ T —
’{zw] j_w X(f)exp( 2 5o f]df 2WC,

La expansién en serie de Fourier puede reescribirse como

X(f)= ]et{ )

por lo que, al reemplazar en la funcién x(f) esta expansion, se obtiene

x(t) -y { > ——:l exp( ;27: E ]}exp( j2mf Yif

=—c0

-_-#q; 231/]{-[ exp( ;27:(:—5%7 ]}df

Sen2nw| t —-L-
-

_q_z; ] MW{,__'?_)

2W

o si se prefiere, reordenando los términos entre paréntesis, la expresion
familiar

Senm(2Wt—q)
= Z ] r(2wr tq)q

tal y como lo estableci6 Shannon.
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VERDADERO IMPACTO EN LA COMUNICACION

El verdadero impacto del teorema del muestreo de Shannon es en la
teoria de la comunicacién, ya que las sefales de banda limitada cuya infor-
macion esta registrada en un continuo, se pueden reemplazar por una su-
cesion discreta de sus muestras sin que haya pérdida sensible de la
informacién. Esto es la base para la digitalizaciéon de sefales. Entre otras
aplicaciones, permite trasmitir miles de conversaciones telefénicas simul-
taneas por el cable de fibra optica. Los Compact Disks estan digitalizados
bajo el mismo principio. Una de las extensas aplicaciones se encuentra en
la tecnologia de procesamiento de voz humana.

El procesamiento digital que ocurre en este ultimo caso, es el siguiente.
Al emitirse una expresion, frente al sensor —micr6fono- del dispositivo
digital, la materia sonora es registrada en digitos binarios, con una fre-
cuencia fija —la resolucion de frecuencia—- y un nivel de digitalizacién
—cuantificacion— que representan las muestras de voz tomadas durante muy
pequenos intervalos fijos de tiempo. Como la materia muestreada tiene

una duracion finita, el total de digitos registrados como cadena numérica,
también es finito.

Experimentalmente, se puede comprobar que, en los humanos, las
cuerdas vocales vibran a frecuencias que no sobrepasan un promedio su-
perior a 5.500 ciclos por segundo (1 cps = 1 hertz). Por tanto, si una funcién
representa la voz humana, esta funcién tiene una banda limitada a 5500
hertz y, como hemos visto, esta es la clave de la reconstruccién ya que sera
suficiente tomar el doble de muestras —11000 muestras— cada sequndo para
que la sefial de voz sea reconstruida, o sea, que no se pierda la informacién.
Anin 8000 muestras es una buena frecuencia de muestreo (intervalo critico
o de Nyquist, para la voz humana). El CD, que debe recuperar con alta
calidad la totalidad de las frecuencias auditivas —no solo las de voz— proce-
sa la sefial a 44000 muestras por sequndo.

En el procesamiento de la imagen o en cualquier otro caso, la situa-
cién soélo difiere técnicamente de la naturaleza de la senal fisica, a la que
por medios experimentales debe calcularsele el intervalo de Nyquist. En la
actualidad, casi todos los dispositivos digitales poseen programas de re-
construccién de la senal original, basados en el teorema del muestreo de
Shannon y en la transformada rdpida de Fourier, tratese de computadores,
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televisores, multimedia, caAmaras de video, sismografos, tomografia com-
putarizada, etc.

Si el fenémeno representado en el continuo es reproducible por me-
dios discretos, surge la gran pregunta: ¢no podrd representarse este fend-
meno desde el mismo discreto? Y mucho mas alla: cual es la relacién entre
la versién discreta y la formulacién de Shannon del teorema del muestreo?
Aqui van a concentrarse nuestros esfuerzos con el MicroCalculo, en de-
mostrar que hay un teorema del muestreo discreto, y que éste es exactamente
el mismo que el de Shannon, siempre que el fenomeno se inscriba en un
modelo de célculo con infinitesimales.

MUESTREO EN EL DOMINIO DISCRETO

En la actualidad, existe una version discreta del teorema del muestreo'°,
Lo original de nuestro enfoque es que la formulacién la conduciremos ha-
cia el modelo de célculo infinitesimal, lo que permitira, por vez primera
que sepamos, descifrar el origen discreto del teorema del muestreo, o lo
que es lo mismo, la posibilidad de realizar su transito del discreto al conti-
nuo. Queremos retener un par de conceptos que, de modo reiterado, hemos
utilizado todo el tiempo. En primer lugar, dada x[nT/N] una funcién de va-
lores complejos sobre el dominio temporal {nT/N}, la funcién X[k/2T] de
valores complejos sobre el dominio frecuencial {k/2T}, estd determinada

por la relacién

N-1
2T | 2N, = | N 2N )’
N-1
{£J= Z X{i]ex JFZZﬂ'ﬂ
N —y L2T 2N )

10 W. Cooley, P A. W. Lewis, P D. Welch,. «The Finite Fourier Transform», IEEE Transactions on
audio and electroacoustics, Vol. AU-17, No. 2, June 1969.

donde
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denominadas transformada discreta de Fourier y transformada discreta
inversa, respectivamente. En segundo lugar, dado que los dominios son

finitos de 2N elementos, podemos extender periédicamente tales funcio-
nes, para n y k enteros cualesquiera,

N N

7]zl

La primera funcién es de periodo 2T en el dominio del tiempo, y la se-
gunda, de periodo T/N en el dominio de la frecuencia. El més relievable
ejemplo de periodicidad que hemos visto es el de las funciones exponen-
ciales complejas discretas, que al cumplir la condicién

exp jzﬂw =ex jZEM =ex jzﬂ:n_k_
2N 2N 2N

donde n y k son enteros cualesquiera, seran periodicas de periodo 2N, en
cada una de las variables n, k.

FUNCIONES MUESTREADAS Y PERIODICIDAD

Supongamos que N es entero finito y se puede factorizar como N = MP.
Los dominios tendran 2MP elementos. Una funcién x[nT/N] se denomina
funciéon muestreada —con 2M muestras— si cumple la condicién x[nT/N] = 0,
cuando n # gP, -M < q < M. El calificativo de funcion muestreada proviene
de que sus valores consisten en P-1 ceros consecutivos, salvo las 2M mues-
tras que corresponden a los valores x[gP/N], en el rango -M < q < M.

Dicha funcién se vera asi en su dominio,

FUUUTSUUUEUNY FUUUE FOUUENTUT

I l-iFrm PN 0 l |
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El espectro de frecuencias X[k/2T] de una funcién muestreada se calcula
del modo siguiente: cuando n # gP, los valores temporales de la funcién son
nulos. Sea n = gP, entonces, para n = -N, tenemos q = -M. Para n = N-1,
q = M-1. Aplicando la transformada discreta de Fourier y sustituyendo,

i |-av 2 ol )
w S A )

Como P/N = 1/M, para -N < k < N, obtenemos

]t S AT

La expresién de la derecha es una funcién periédica de periodo 2M. Aqui
obtenemos un resultado de gran interés. La funcién muestreada tiene un
espectro que se repite periédicamente P veces en su propio dominio discre-
to. En la figura, el dominio {k/2T} se divide en P partes, en cada una de las
cuales se repiten los 2M valores X[k/2T].

DoBLE RELACION ENTRE PERIODICIDAD Y MUESTREO

El reciproco también es verdadero: si la transformada discreta de Fourier
de la funcién x[nT/N] es periédica de periodo 2M en su dominio discreto,
necesariamente x[nT/N] es una funcién muestreada —con 2M muestras—.
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Para demostrarlo, supongamos que X[k/2T] es periédica de periodo 2M,
donde N = MP. Sabemos que, en general, x[nT/N] cumple

A R WA

donde -N < n, k < N. Como k es la variable de la frecuencia, separamos
los 2N = 2MP elementos del dominio {k/2T} en P partes. Entonces k se
puede reemplazar por k = a + bM, donde-M <a <M, -P<b < P. La suma
simple se separa en una suma doble

M-1 P-l
x[n_'r]= s X[a+bM]exp jogMa+bM)
N a=—M b=-P 2T 2N

L= a na & nb
= X|— lexp| j2mr — 2n—
P [27'} p[" 2N 12 e’“’[] 2P}

P-1 ) nb
pero 7 ;ﬁqP==>Z exp(ﬂn §}=O, luego x[nT/N] = 0 para n # qP, es

b=—P
una senal muestreada con 2M muestras.

De lo anterior se desprende que para construir una funcién muestreada
con 2M muestras, es suficiente tomar una funcién cualquiera —su espectro—
sobre un conjunto de 2M elementos, repetir P veces sus valores, y calcular
su transformada discreta inversa de Fourier. Intercambiando los papeles,
es muy sencillo demostrar que hay una reciprocidad en los resultados: si
en el dominio temporal se tiene una funcién peridédica, la transformada
discreta de Fourier es una funcién muestreada en el dominio frecuencial.

De aqui se evidencia la doble relacién entre periodicidad y muestreo en
el dominio discreto: a toda sefal discreta muestreada temporalmente le
corresponde un espectro de frecuencias periédico. A toda sefial periédica

en el dominio temporal le corresponde un espectro de frecuencias mues-
treado.
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EL TEOREMA DEL MUESTREO DISCRETO

La doble relacién entre periodicidad discreta y muestreo determina un
sorprendente resultado de interpolacién, muy similar al teorema de
Shannon, que podria denominarse version discreta del Teorema del Muestreo
de Shannon, y es el que vamos a estudiar a continuacién. Para formularlo,
tenemos que precisar primeramente, lo que significa ancho de banda en el
dominio discreto, siguiendo la idea original de Cooley''. Supéngase que la
funcién x[nT/N] que representa una sefal, tiene un espectro de frecuencias
que cumple con la condicién X[k/2T] = 0, para | k | > M, donde M < N.
Como M/2T es una frecuencia por encima de la cual el espectro X[k/2T] es
cero, a M/2T le llamaremos el ancho de banda de la senal. De ahora en
adelante, supondremos que el entero M cumple la condicion N = MP. Fije-
mos pues una funcién de la cual s6lo sabemos que en el dominio de la
frecuencia es de banda limitada.

Como X[k/2T] = 0 para | k | > M, entonces, sean cuales sean los valores
de la funcién, ellos necesariamente se expresan como

M
x[n_T] =Yy X [i}exp[ j2r Ek—)
N | &% L2T 2N
Ahora aplicamos las relaciones entre muestreo y periodicidad, que he-
mos encontrado con anterioridad. Como la banda de frecuencias de X[k/2T]
estd limitada al rango -M < k < M, podemos pensar que tal espectro de
frecuencias es periédico de periodo 2M, el cual se copia P veces en su do-
minio frecuencial. La funcién correspondiente, en el dominio temporal sera
muestreada con 2M muestras. Por lo que podemos intentar recuperar cada

uno de los 2N valores de la funcién original a partir de sus valores tempo-
rales en las 2M muestras x [gPT/N] = x [qT/M].

Para ello, reemplazamos

k]l 11 & qr]e gk
x| X =2 ¥ AL exp| - jor ZE
[zr} P2M q;ﬁ,x{M T om

en la primera expresion de x[nT/N],

11 Cooley, et al.
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nT| &1 1 & [gqr gk nk
— = s i ________ '27r_
[ ] P2Mq=z_:{, M]ep( 2 }‘{J ZN)

teniendo que en cuenta que N = MP,

_(n—gPk

2M 2N 2N

Si utilizamos la notacién tradicional de W para el ancho de banda, y
hacemos W = M/2T, encontramos que T/M = 1/2W. Reordenando,

nT| 1 ”" (n—qP)k
’[N] N &, R °’“’(12” ]

Esta ultima expresion es la version discreta del teorema del muestreo de
Shannon. La totalidad de los 2N valores de la funcién se reconstruyen con
so6lo sus 2M valores en cada una de las 2M muestras. Ademas de lo impre-
sionante del resultado, se resalta de todo esto que la longitud de la muestra

r 1

en el dominio del tiempo es —— Y, 2W , que es, ni mas ni menos, el intervalo

de Nyquist del que tanto se habla en el toerema del muestreo en el dominio
continuo. Como puede verse, dicho intervalo es un atributo del dominio,
una vez se fije un ancho de banda, no de la funcién de banda limitada.

ORIGEN DISCRETO DE LA VERSION CONTINUA

Estamos a un paso de demostrar nuestro resultado fundamental: el teo-
rema del muestreo, cuya formulacién inicial se ha hecho en el dominio
continuo, proviene del dominio discreto. Mdas exactamente, la versién dis-
creta del teorema del muestreo se convierte en la formulacién continua,
una vez que se adopte el modelo de calculo infinitesimal. Para demostrarlo,
partiremos de una funcién x(#) que cumple las condiciones expuestas por
Shannon, esto es, definida en todo el intervalo temporal y de banda limita-
da cuyo ancho de banda W es finito. Desde el punto de vista del cdlculo
infinitesimal, la escala de frecuencias ocurre en el continuo {kdf}, donde el
infinitesimal df es la resolucién de frecuencia para un dominio temporal
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continuo {ndt} con T infinito. Escojamos las cantidades hiperreales de modo
que W = M/2T, para un M entero infinito del mismo orden de infinitud de T,
de modo que el ancho de banda W se mantenga finito. Con este ancho de
banda, extendemos periédicamente el espectro de frecuencias P veces, con
P entero infinito, donde N = MP y necesariamente ocurrira que T << N.

Recordemos que al asumir como continuos ambos dominios temporales

y frecuenciales, debemos tener cuidado de seguir la regla de substitucién
de la transformada integral de Fourier. La version discreta del teorema del

muestreo es

M-l M =
Tl L x[i]z expf jom P= 4P
N 2N = L2W )y 2N
donde las variables estdn definidas en el par de dominios {ndt}«<>{kdf},
por lo que

1 1 % [ g J Y . (n—qP)k
dt]=—— o~ oy At
nd] P2M =, x[zw ZM = (’ 2N

Ahora,

N 2W )2T

Lt ﬁﬁ:‘ﬂ{”_T_LJE_

luego

x[ndt]= 2—1‘; 2&4 x[%lg}” exp( j27r(ndt - % }(df }!f

pero la primera suma de la derecha es una serie mientras que la ultima
suma es precisamente una integral definida en el intervalo [-W, W], o sea,

1 < g v
x(t) = W 2 [ﬁ}‘[“"' exp{ 127r e ~——}1 ]df

Esta tiltima integral se resuelve facilmente, por lo que pondremos direc-
tamente la solucioén,
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Sen27cW 2q }
I exp( Jj2m|t }df = W

ZTEW(I - i]
2W

sustituyendo,

c Senmt(2Wt —
ity 3 o 2 } (2wt —q)
= n(2Wt—q)
y este es nada menos que el teorema del muestreo en el dominio conti-
nuo, con lo que culmina nuestra demostracion.






Capitulo 14

El principio de incertidumbre

El Principio de Incertidumbre ha desempenado un importante papel en
el desarrollo de la mecanica cuantica y en el progreso del pensamiento filo-
sofico moderno. Fue formulado por Werner Karl Heisenberg (1901-1976), fi-
sico y Premio Nobel alemén, que desarroll6 un sistema de mecénica cudntica
cuyo principio ha ejercido una profunda influencia en la fisica y en la filoso-
fia del siglo XX. Entre las formulaciones dadas por su autor, citamos una muy
popular: «Una particula puede tener una posicién o puede tener una veloci-
dad, pero en sentido estricto no puede tener las dos»... «<Podemos distribuir
como queramos la incertidumbre, pero nunca podremos eliminarla».

En algunos textos se enuncia el principio de incertidumbre diciendo que
no se puede determinar la posicién y la velocidad de un cuerpo simulta-
neamente. O también, que al comportarse el electrén como una onda, es
imposible conocer en forma simultdnea su posicién exacta y su velocidad,
por lo tanto, sélo existe la probabilidad de encontrar un electrén en cierto

momento y en una regién dada en el atomo, denominando a tales regiones
como niveles de energia.

Esta indeterminacién no es accidental o técnica. Heisemberg habla de
una incertidumbre o imprecisién, esencial o absoluta, y afirma: «Es ley de
la Naturaleza que no podamos conocer con exactitud el estado actual de
ningun corpusculo». Y no es por la imprecisiéon de los instrumentos que se
produce la indefinicién sino «por la misma naturaleza de las cosas».

Entre tantas circunstancias que rodean el principio de incertidumbre de
Heisenberg, hay una que muestra su profunda relacién con la transforma-
da de Fourier de una funcién, cuando ambas se localizan como fen6menos
temporales y frecuenciales, simultaneamente. El principio establece que
cualquier informacién que se obtenga temporalmente es a costa de la pér-
dida de control de la informacién frecuencial y viceversa, la localizacién y
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concentraciéon de frecuencias de la sefial en un entorno conduce a la disper-
si6n de la informacién en el otro entorno temporal. El principio de incerti-
dumbre se sostiene sobre una base heuristica, es de profunda repercusién
filoséfica y apunta al corazén del problema: el modelo matemaético en las
ciencias exactas.

Es tal la trascendencia y a la vez, tal su aplicacién practica, que resulta
casi un misterio el que su estudio no sea centro de interés en el aula de
clase, especialmente en de todo curso de andlisis de Fourier. Los docentes
apenas lo mencionan, como si fuera algo que s6lo compete a los especialis-
tas en mecdnica cudntica.

La siguiente es una presentacion resumida del principio de incertidum-
bre. Una exposicién mas profunda esta fuera del alcance de este y de mu-
chos libros. Dos investigadores que han escrito un tomo completo sobre el
principio de incertidumbre, se cuidan de aclarar en el prélogo:

En total, las confirmaciones, refutaciones, adaptaciones y meta-
morfosis de este principio heuristico fundamental son tan nume-
rosas que ellas podrian llenar varios volimenes del tamano de
éste’.

Nuestro propo6sito es contribuir en la buisqueda de la base discreta del
principio de incertidumbre, esto es, lo relativo a su formulacién por medios
discretos, y de ser posible, de la conversién de su expresioén discreta hasta
el continuo, teniendo en mente nuestro modelo de calculo infinitesimal.

REVISION DE LOS CONCEPTOS DE DURACION
FINITA Y BANDA LIMITADA

Para comenzar, debemos precisar aun mas dos conceptos que hemos ve-
nido utilizando en todo el libro, y que estdan muy ligados al principio de
incertidumbre. Ya hemos anunciado, a propésito del teorema del muestreo
de Shannon, que es imposible que una funcién distinta de cero, sea simul-
tdineamente de duracién finita y banda limitada. Y como el principio de
incertidumbre trata de la relacion simultanea entre ambas condiciones,

1 V. Havin, B. Joricke, The Uncertainty Principle in Harmonic Analysis, Springer-Verlag, 1994.
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desde el punto de vista de la construcciéon del modelo, significa que tales
conceptos de duracion finita y banda limitada debemos considerarlos defi-
nidos de modo provisional.

Recordemos que, dado el par transformado en el dominio continuo
x(1) < X(f) se dice que x(t) tiene duracidn finita 2T si se cumple
x(t) = 0 para |t| =2 T y se dice que x(t) es de banda limitada 2W si se cumple
X(f) = 0, para |f| 2 0.

Supongamos simultdneamente las dos condiciones:

x()=0, [T,
X(f)=0, |fI=2W.

Con anterioridad dijimos que una serie de resultados debido a Wienner,
Palay y Hardy? muestran que es imposible cumplir simultdneamente am-
bos requerimientos. La idea de la demostracién es la siguiente: la transfor-
mada inversa de Fourier de una funcién de banda limitada 2W

x0)=[" X(fexp(j2mf Jif

es una funcién extremadamente suave, debido precisamente a que dicha
integral es sobre un intervalo cerrado y acotado. En efecto, tal integral no
sélo posee todas las derivadas sino que, si se hace t = z, donde z es la
variable del plano complejo, la funcién

x(@=[" X(flexp(jomf f

resulta analitica en todo el plano complejo (funcién entera). Esto es de
gran importancia: la suavidad de una funcién x(t) esta medida por la rapi-
dez con que su transformada X(f) decaiga. Como en nuestro caso X(f) muere
fuera del intervalo [-W, W], la funcién x(t) es analitica, y por tanto, la condi-
cién x(t) = 0 para |t| = T implica que x() es idénticamente cero.

2 H. Dym, H. P McKean, Fourier Series and Integrals, Academic Press, New York and London,
1972.
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Conclusién: sélo la funcién cero cumple simultdneamente la doble con-
dicién de tener duracién finita y banda limitada. Matematicamente, el prin-
cipio de incertidumbre ni siquiera puede ser enunciado ya que, salvo la
solucién trivial, no tiene sentido sostener ambas condiciones.

CONCENTRACION Y DISPERSION DE LA INFORMACION

Dicho en ofras palabras, los conceptos de duracién finita y de ancho de
banda deben ser revisados, a la luz de la pregunta éque tan concentrado o
disperso se encuentra un fenémeno representado por la funcién x(t)?

Esto se puede resolver de muchas maneras. Una de ellas, la mas comun,
es relacionarlo con la funcién cuadratica, que muestra un fuerte grado de
dispersion en la vecindad del origen. Por consiguiente, si la funcién

(t—af

tiene como centro t = q, la cantidad

[t—ay|x)fat

es una medida de qué tan dispersa esta la funcién x(f) en una vecindad
de t = a. Como la energia contenida en x(t) se mide por la cantidad

[ far,

la relacién entre la primera y la sequnda cantidad es una medida de
c6mo se distribuye la energia en el tiempo. Cuando esta relacién es gran-
de, quiere decir que la informacién esta dispersa en la vecindad de t = a.
Cuando esta relacién es muy pequena, de alguna forma indica que hay un
alto grado de concentracién de la informacién en torno a dicho punto. Por
tanto, si denotamos a esta relacién con el simbolo At, la cantidad
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T(r—na)zhx(ril!zdt

J'le(tjfdr

—oa

At? =

mide la dispersién de la informacién en el entorno temporal de t = a. Asi
mismo, si ® es una frécuencia determinada, podemos medir la dispersién
en el entorno frecuencial, para el contenido de informacién frecuencial X({),
como la cantidad Aw,

[(r=aylxriar

Aw’ =

[ixcrfar

Bajo estas condiciones, el principio de incertidumbre se puede formular
mateméaticamente asi: si x(f) representa una seiial de energia finita, siem-
pre se cumple

At szi.
41

La cantidad del lado derecho se ajusta, de acuerdo a que 27 sea 0 no sea
factor de la transformada de Fourier. Asi, por ejemplo, unas veces® el resul-
tado se enuncia como At Am > ¥4; en Hubbard!, At Aw?® > 1/167?, mientras que
en otros®, es similar al nuestro. Para demostrar este resultado, sequiremos a
Folland, aunque los pasos son similares en los libros de Bracewell y en
Dym-McKean. Como no es necesario entrar en detalles, simplificaremos,
suponiendo que la funci6n x(t) de valores complejos, es cuadrado integrable
—energia finita— continua y suave por trozos. También supondremos que
t x(f) y x’ () tienen energia finita. Hagamos primero a = @ = 0. Integrando
por partes,

3 G. B. Folland, Fourier Analysis and Its Applications, Wadsworth & Brooks/Cole, Mathematics
Series, 1992.

4 B. B. Hubbard, The World According lo Wavelets, A K Peters, Wellesley, Mass. 1996.
5 R. Bracewell, The Fourier Transform and Its Applications, McGraw-Hill Book Company, 1965.
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CALCULO CON INFINITESIMALES

s 2B f 2
_[r}(_r)x’(r)dt #;x(r)lq":A{(‘x(r)j +rx(r):?f?)):ir,
A

A

luego
EI 2 2 —_— -,:}_IB
[lx@\dr =—2Re [ ix@)x' )t +x(1) |
A A A

dado que tanto x(t) como t x(f) y x’(t) tienen energia finita, las integrales
de ambos lados existen si se hacer tender A—>-00 y B—>oo. Esto hace que
se anule la sequnda integral del lado derecho, obteniéndose

T;'x(t);[zdt =—2Re me’(x)d: '

Ahora se van a aplicar dos resultados muy importantes: la desigualdad
de Cauchy-Schwarz, y la férmula de Parseval. La desigualdad de Cauchy-
Schwarz establece que, para dos funciones x(t), y(t) de energia finita, siem-
pre se cumple

il < Tux(rjfdrj y(@t) 'dt

| x(r)yTr)d%

—oa

La férmula de Parseval establece que, si x(f)< < >X(f), y()< & >Y(f)
son pares transformados, donde x(f), y(f) tiene energia finita,

[x)y@dt = [ X O (Fdf |

—oa

Por consiguiente, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

xera

y por la férmula de Parseval,

2 oo oo
<4 [ x(0)"dt [|x (o) ar
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EL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE

Tﬁbr'(t)lzdz = Tx’(r)?(T)dr =
[ G2nf)X (f )= j2rf X (FHdf =

zdf

J@nfy|x )

reemplazando en la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

T\,br(r)!fdr THX (ffaf <

4 [ lxeeyfar [y X ()f df

despejando

4]1‘2

1<—==

(b [lxeiar

xofar [ (Hfds

obteniéndose la relacién que buscabamos

ATA® 2 l
41

La férmula anterior ha sido obtenido en el caso particulara = @ = 0. En
general, para t = q, f = o, basta hacer el cambio de variables

2(t) =exp(~ j2mw t)x(t +a).

En Hubbard®, se demuestra directamente que la funcién z(t) satisface las
hipétesis de x(t) y se verifica que el par de cantidades At, A® no se modifi-
can, luego la relacién subsiste.

6 B. B. Hubbard, The World According to Wavelets, A K Peters, Wellesley, Mass. 1996.
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CALCULO CON INFINITESIMALES

LA INCERTIDUMBRE EN MECANICA CUANTICA

Muchos textos se refieren directamente al resultado anterior como princi-
pio de incertidumbre de Heisenberg aunque, como hemos visto, es un resul-
tado del anadlsis de Fourier. Pero la ambigiiedad tiene una explicacién. Esto
se debe a que, en realidad, ambos coinciden, porque en mecanica cuantica,
la derivacién del principio es muy similar a la del analisis de Fourier, como
veremos a continuacion.

La teoria cuantica se propone resolver los problemas relativos a los haces
de electrones, tratandolos, no tanto como ondas puras o como particulas
puras, sino como paquetes de ondas confinadas en pequenas regiones. El
paquete de ondas esta representado por la funcién de onda v, la que se
propone como solucién de la ecuaciéon de Schrédinger para el sistema. En
ausencia de fuerzas externas, la ecuacién de Schrodinger es

o _ . 2
5 ioaVay
A diferencia de una particula, el paquete de ondas no tiene una posicion
precisa, sino que se extiende sobre una regién finita. Y a diferencia de una
onda, tampoco tiene una longitud de onda precisa, sino un ancho de banda
finito. Las variables que se consideran son, entre otras, la posicién t y el
momentum p, que son variables conjugadas.

El principio de Heisenberg establece que la posicién y el momento no
pueden ser medidos, simultdneamente, con precision arbitraria. Es posible
comprobar matematicamente este principio de un modo similar que en el
andlisis de Fourier. La idea es la siguiente’: la funcién de onda y(t) de valores
complejos y cuadrado integrable, esta normalizada en el intervalo donde la
probabilidad de localizaciéon de la particula es igual a 1,

[voffar=1

o sea que |y(f)|? se interpreta como la densidad de probabilidad de que
la particula se encuentre en la posicion t. Por otra parte, la transformada de

7 G. B. Folland, Fourier Analysis and Its Applications, Wadsworth & Brooks/Cole, Mathematics
Series, 1992,
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EL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE

Fourier ¥(p) de la funcién de onda y es esencialmente la densidad de pro-
babilidad para el momento p de la particula.

Para que efectivamente la funciéon |'¥(p)|? actie como densidad de pro-
babilidad para el momento, la transformada ¥(p) de la funcién de onda ‘¥(t)
se define como '

¥(p)= —4—1—2% _[w(t)exp(— ji ™ it

Asi, puede verificarse que también

[Me@)fdp=1.
Con esto, se puede demostrar que

2
A'tAcozE
4

INCERTIDUMBRE EN DOMINIOS DISCRETOS

Hay un par de problemas tedricos que queremos comentar, cuales son, la
formulacién del principio de incertidumbre desde el dominio discreto y la
posibilidad de transitar del discreto al continuo dejando invariante su for-
mulacién inicial.

Volvamos atrés, al Capitulo XII, donde hemos analizado las relaciones
temporales-frecuenciales en el dominio discreto, a proposito del Teorema
del Muestreo. Veremos que es desde alli donde se vislumbra una relacién
de incertidumbre entre las funciones concentradas temporalmente y las
concentradas frecuencialmente. Recordemos que en el analisis discreto de
Fourier, se cuenta con dos dominios de un nimero finito de 2N elementos,
el primero temporal, y el segundo frecuencial, asociados asf,

(=)
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Ahora vamos a hacer una particién de cada dominio. Supongamos que
N, entero finito se puede factorizar como N = MP. Los dominios tendran
2MP elementos. La funcién de dominio temporal la hemos denominado
funcién muestreada —con 2M muestras— si cumple la condicién

x{%}=0, n#qP, -M<qg<M

Tendremos P-1 ceros consecutivos, salvo las 2M muestras que correspon-
den a los valores de la funcién en el rango -M < g < M.

B x[TM)

x[2TM]

El espectro de frecuencias X[k/2T] de una funcién muestreada lo hemos
calculado expresamente, pues cuando n # gP los valores temporales de la
funcién son nulos. Como sélo pueden ser distintas de cero las muestras en

X[k]=_1_ L= qPT]e jor qu
2T 2N =%

Como P/N = 1/M, para -N < k < N, hemos obtenido

M-l
X[i}l_lu :'e;{ _,2,,_“)
2T | P2M =
Sabemos que la expresién de la derecha es una funcién periédica de
periodo 2M. Este es un resultado extremadamente importante, imposible
de formular en el dominio continuo sin utilizar la teoria de distribuciones!
La funcién muestreada tiene un espectro que se repite periédicamente 2M

veces en el dominio discreto. Y el reciproco también es verdadero: si la
transformada discreta de Fourier de la funcién x[nT/N] es peridédica de pe-

n=qP



EL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE

riodo 2M en su dominio discreto, necesariamente x[nT/N] es una funcién
muestreada —con 2M muestras—. La reciprocidad es doble: si en el dominio
temporal se tiene una funcién periédica, la transformada discreta de Fourier
es una funcién muestreada en el dominio frecuencial. Resumiendo, a toda
sefial discreta muestreada temporalmente le corresponde un espectro de
frecuencias periédico. A toda sefal periédica en el dominio temporal le
corresponde un espectro de frecuencias muestreado.

En esta doble relacién reciproca ya se esconde una nocién de incerti-
dumbre, porque, supongamos ahora que tenemos una sefial muy concen-
trada en el dominio frecuencial, digamos, en torno al origen. ¢Qué quiere
esto decir? Que en el dominio discreto, en un rango -M £ q < M, se encuen-

tra la totalidad de la funcién, por lo que podemos suponer que el resto de
valores es nulo,

X{—I—c—}=0, ~N<k<-M, M<k<N
2T

Como sabemos, esta condicién es suficiente para que la funcién esté dis-
tribuida en su totalidad en el dominio temporal, pues en su dominio frecuencial
puede ser interpretada como periddica de periodo 2M. Se produce asi una
féormula fundamental, (teorema discreto del muestreo) que hace a la natura-
leza de la senal concentrada en la frecuencia, cuales es

nT (n —qP )k
x[ N] 2N A, ZW],Z CXP(J MEON )

donde, como es usual, M/2T se ha reemplazado por el ancho de banda W,
luego T/M = 1/2W.

Esta es la forma de onda de la sefial cuya informacién esta concentrada
en la frecuencia. Nétese que cada uno de sus 2N valores esta determinado
por 2M valores cuya distancia entre si en el dominio es 1/2W (intervalo de
Nyquist). La forma de onda esta dispersa en todo el dominio, porque sélo
depende de los valores en cada g/2W. Y entre més concentrado esté el es-
pectro de frecuencias, mayor dispersién habra en la forma de onda. Lo que
quiere decir que atn desde el dominio discreto hay una relacién de incerti-

dumbre en la determinacién de la informacién simultdnea en el tiempo y la
frecuencia.
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I Capitulo 15

LLa voz humana en el salén
de clase

Culminamos nuestra investigacién con un estudio de la voz humana en
el salon de clase, que es lo mas apropiado que hemos considerado para la
construccién de significados. El andlisis de Fourier de la materia sonora es
lo més parecido al andlisis de sefiales en el dominio discreto infinitesimal.
En efecto, la materia sonora se representa en un dominio discreto de alta
resolucién, con un intervalo de muestreo de una fraccién tan extremada-
mente pequena de tiempo, que para los efectos précticos, puede ser consi-
derada como un infinitesimal.

Vamos a concentrarnos en una materia tan sugestiva como la voz hu-
mana -y no la imagen visual o la musica, por ejemplo— por razones de
simplificacién y de cémputo. El procesamiento de imagen es bidimensio-
nal, y escapa al estudio que hemos emprendido. Y la misica, en general,
requiere de intervalos de muestreo propio de los Compact Disks, fuera del
alcance del computador ordinario. Aqui pondremos en accion todos los con-
ceptos, resultados y aplicaciones del estudio que hemos emprendido y del
modelo hemos disenado.

La idea que vamos a presentar es muy simple. La sefial de voz se
modela como una coleccién de muestras que representan la materia sono-
ra, las que pueden manipularse y procesarse mediante el andlisis de Fourier
en el dominio discreto, del cual se requiere apenas un minimo conocimien-
to en el aula de clase. La bibliografia es abundante. Aquel que quiera pro-
fundizar el tema, puede consultar a los expertos, como Flanagan' y Holmes?,
entre otros.

1 J. L. Flanagan, Speech Analysis, Synthesis, and Perception, 2nd ed. New York: Springer-
Verlag, 1972.

2 J. N. Holmes, Speech Synthesis, Mills & Boon Limited, 1972,



CALCULO CON INFINITESIMALES

En el computador, con el recurso de Mathematica, la voz digitalizada
pasa por varios estadios, desde su captura y reproduccién, hasta su modi-
ficacién y distorsién, mostrandose en que condiciones se preserva el conteni-
do de la informacién y en que otras condiciones se cambia. Los fenémenos se
explican en el dominio frecuencial, mediante el andlisis espectral y cepstral.
Esperamos que el problema formulado en la pregunta: Zes un instrumento
adecuado el modelo discreto para la comprensién de la matematica de la
senal y para el entendimiento de la voz humana? tenga una respuesta afir-
mativa.

DIGITALIZACION DE LA VOZ

Muchas veces hemos grabado un fragmento de voz u otro tipo de sonido,
frente a un micréfono, en una reproductora de cassettes. Para el investiga-
dor y oyente, es evidente que, salvo su disfrute musical, es poco lo que
matematicamente puede hacer con los fragmentos impresos en la cinta. En
cambio, hay una diferencia notable si ese trozo de materia sonora se captu-
ra en el computador. Lograda su conversioén digital, la sefal leida puede ser
graficada, distorsionada, modificada, y por supuesto, reproducida nitida-
mente, permitiéndole al estudioso de ese campo una mayor comprension
para la investigacién de las mdés profundas relaciones y mecanismos inter-
nos de la voz humana, mediante modelos discretos del andlisis de Fourier.

Para muchos resulta una verdadera sorpresa que un fragmento de voz
pueda ser atrapado en el computador y convertido en una sucesién finita ce
nimeros enteros, apta para la manipulacién. Una vez se logra, a medida que
esta sucesién es sometida a algunas transformaciones, podemos preguntar-
nos sobre la suerte que corren las distorsiones y modificaciones correspon-
dientes de la voz original. Nuestra sorpresa aumenta cuando escuchamos los
nuevos sonidos reproducidos éque es lo que hace que la informacién porta-
dora de significado, se mantenga o se pierda?

El estudio de la voz, utilizando el paquete Mathematica® requiere de
un computador personal con tarjeta digitalizadora de sonido, micréfono y
parlante respectivo, que son las componentes de los computadores perso-
nales. Hemos prescindido de las explicaciones sobre los comandos de

3 Mathematica, Wolfram Research. Licencia legal, Proyecto MAT, Universidad Distrital, Bogot4,
Colombia.
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LA VOZ HUMANA EN EL SALON DE CLASES

Mathematica. En cambio, haremos algunas explicaciones técnicas sobre el
procesamiento de voz humana. Salvo un par de oportunidades, evitamos
los argumentos matematicos y las demostraciones.

LA SENAL DE VOZ REPRESENTADA EN NUMEROS

Al emitirse una expresion, cualquiera que sea, frente al micréfono del
computador, la materia sonora es registrada en digitos binarios, que repre-
sentan las muestras de voz tomadas durante muy pequenos intervalos fijos
de tiempo. Ya que la expresién emitida tiene una duracién finita, el total de
digitos registrados también es finito.

El hecho mas relevante, que hace del procesamiento de senales una
de las mas excitantes disciplinas, radica en que la sucesién de muestras
recolectadas por el computador depende exclusivamente de dos parame-
tros: el intervalo de muestreo o frecuencia de muestreo, y la escala de codi-
ficacién de la senal. Dadas la frecuencia y la escala , podemos digitalizar la
voz. Y, escogidos adecuadamente, &mbos parametros determinan tedrica y
practicamente todas las caracteristicas del contenido original de la voz di-
gitalizada.

La frecuencia de muestreo W se mide en hertz, que en nuestro caso es el
numero de muestras en la unidad de tiempo. Asi, la unidad de tiempo es el
segundo y la unidad de frecuencia es el hertz. El inverso de la frecuencia de
muestreo 1/W es el intervalo de muestreo. Ya hemos visto que, por el Teorema
del Muestreo?, es suficiente tomar como intervalo de muestreo el doble de la
frecuencia W mads alta de la sefal, para que ésta sea enteramente reconstruida.
Esta cantidad es el intervalo de Nyquist.

Como la voz humana no sobrepasa un promedio de frecuencias supe-
riores a 5.500 hertz, es suficiente tomar 11000 muestras cada segundo (aun-
que puede ser un poco menos, digamos, 8K hertz), para que la voz pueda
ser recuperada. Naturalmente, se pueden tomar frecuencias mas altas, pero
por razones econdémicas y de computo, nosotros siempre supondremos que
la frecuencia de muestreo es W = 11000 hertz.

4 Ensayo, Capitulo 12.
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CALCULO CON INFINITESIMALES

Hemos denominado a la senal en el dominio temporal su forma de
onda. Ya que el intervalo de muestreo es 1/11000 = 90.9 x 10, esto equivale
a decir que extraemos N muestras de voz cada 90.9 microsegundos aproxi-
madamente. Un intervalo temporal de menos de 100 microsegundos es
imperceptible, no digamos para el oido humano, sino para instrumentos de
alta precision. Es metaférica y practicamente, un infinitesimal.

Los lingtiistas le llaman morfemas a las palabras, mientras que a las
unidades basicas que constituyen las palabras le llaman fonemas®. Para
dar una idea de la relacion entre la voz muestreada y la unidad de tiempo,
podemos pensar que el microsegundo es el orden de muestreo de una se-
nal, mientras que el milisegundo es el orden de duracién de un fonema y el
segundo es el orden de duracién de la palabra. Esto nos brinda una refe-
rencia aproximada del manejo de las unidades en el procesamiento de voz.

Hasta ahora sé6lo hemos hablado de la frecuencia de muestreo. Vea-
mos el segundo pardmetro, la escala de codificacion, que es el namero de
niveles (bits) en los cuales la voz es digitalizada. En el computador, las
muestras de voz son, en realidad, intensidades de corriente. Asi, la forma
de onda puede verse como una grafica en la que el eje de las abcisas es el
tiempo (en microsegundos) y el eje de las ordenadas es la intensidad de
corriente (en volts o ampeéres). Supongamos que la maxima intensidad de
voltaje con que el computador toma muestras, es 6 volts. Si la escala de
codificacién de los valores en el eje de ordenadas es K = 2% = 256, la unidad
de medida de las muestras serd 6/256. O sea que todas las muestras reco-
rren el rango de valores comprendidos en los 256 niveles de codificaciéon

0, f_,gi,...,gss_@_
256 256 256
nT
Sea X['&:] el valor o muestra de la sefal en alguna posicién termporal.

Entonces, necesariamente, habra un unico p tal que

6 nT 6
D I gy
P56 ’{N] (P+D o6

5 (. E Hockett, Curso de Lingiifstica Moderna, Eudeba, 1971.
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A esta muestra se le asocia el niimero entero p. Asi, los valores muestrea-
dos variaran en el rango {0, 255}, o si se quiere, en valores positivos y
negativos del rango {-128, +127}.

El ultimo paso tiene que ver con la naturaleza binaria de la codifi-
cacion. El computador, entre los 256 bytes, asocia a cada muestra un byte,
desde el nivel 00000000 hasta el nivel 11111111. En general, dado log, K,
habra un total de K bytes para digitalizar cada muestra de voz. La sefal
asi codificada se denomina senal digital. Obviamente, nosotros siempre
utilizaremos la representacién en numeros enteros y no su equivalente
binario.

Como hay varias opciones de frecuencia de muestreo para el procesa-
miento digital, digamos, 11K, 22K y 44K para la frecuencia de muestreo, y 8
bits, 16 bits o 32 bits para la codificacién. Recomendamos la opcién de 90.9
milisegundos como intervalo de Nyquist (11K hertz) y 8 bits (256 niveles
de codificacién).

En general, si A es una sucesion finita de nimero enteros, T/N el
intervalo de muestreo y K la escala de codificacion, la asociaciéon

Voz < {A, T, N, K}

basicamente indica que a un segmento de voz se le asocian sus parame-
tros fundamentales. Siempre que las muestras originales provengan de la
captura de voz, en cualquier computador del mundo, los datos introducidos
con este modelo reproducirdn el segmento de voz original.

UnA ORACION CONVERTIDA EN 23316 ENTEROS

Para comenzar, hemos grabado una expresioén sonora con significado en
espanol. Se trata de la expresion «hola Carlos, como te va». Ahora intervie-
ne Mathematica. Existe un recurso de este programa, que permite leer y
escribir archivos de datos. De este recurso, escogeremos el comando
ReadList [«archivo»,tipo], que es el que leerd nuestro archivo de datos
«hola.dat». El estudio de la senal de voz en Mathematica se inicia con la
lectura del archivo de datos «hola.dat», al que Mathematica lo convierte en
una lista que por brevedad llamaremos la lista hola

hola = ReadList[«c:\wnmath22\hola.dat»]+128;

Kemer GEORGE T
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Hemos sumado 128 a la lista para que los 256 valores que oscilan entre -
128 y 127 oscilen entre 0 y 255. Calculamos el nimero de muestras de la
lista

Length[hola]

23316

Tenemos una primera informacién sobre la duracién de la senal. Como
ha sido muestreada con una frecuencia de 11K hertz, o sea, 90.9 microse-
gundos de separaciéon entre muestras, la sefal dura:

N[23316 90.9 1/(10" 6), 2]
212

O sea que estas 2N = 23316 muestras, con intervalos de 90.9 microse-
gundos de duracién, corresponden a una senal de voz de duracién
2T = 2.12 segundos. La lista hola, que es el nombre del archivo de la expre-
sioén sonora «hola Carlos, cémo te va?» estd representada en el dominio
temporal {nT/N} por la funcién x[nT/N], y en el dominio frecuencial {k/2T},
por la funcién X[k/2T], donde T/N = 90.9 ms, N = 11658. Reemplazando,
1/2T = 1/(2.12) = 0.4717 hertz, luego

x[90.9 n] « hola — X[0.4717 k]

donde 116580 < n, k < 11658. La funcién de la izquierda representa la
forma de onda y la de la derecha, el espectro de frecuencia de la senal de
VOoZ.

Observemos algunos elementos de hola, para verificar que, efectivamente,
consiste en un listado de nimeros enteros. Las siguientes 51 muestras es-
tan comprendidas entre las posiciones 2550 y 2600

Take[hola,{2550,2600}]

{116, 107, 122, 131, 134, 140, 146, 146, 152, 152, 155, 167, 170, 170, 167,
158, 149, 140, 140, 140, 128, 125, 128, 113, 98, 110, 113, 107, 116, 125, 128,
125, 134, 143, 140, 146, 149, 149, 143, 134, 125, 122, 110, 107, 104, 107, 110,
107, 101, 107, 104}

Asfi, por ejemplo, la muestra 2550 de voz es x[2550°90.9] = 116, mientras
que la muestra 2600 es x[2600°90.9] = 104. Estas amplitudes enteras siem-
pre estan comprendidas entre 0 < x[nL] < 256.
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LA VOZ HUMANA EN EL SALON DE CLASES

GRAFICA DE LA VOZ

Hagamos una gréfica de la sefial de voz representada en hola. Dado que
se insertan 23316 puntos en un espacio muy pequeno, es de esperarse que
se brinde poca informacién sobre la sefial, salvo que ella aparece como una
mancha de color grisaseo. Pero precisamente, esta gréfica tiene la ventaja
de que nos da una idea global de la sefal representada.

ListPlot[hola];
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Grafica. Oracion «Hola, Carlos, como le va»

La grafica de la senal de voz muestreada «Hola, Carlos, como te va», esta
distribuida en cinco areas distintas, una para cada palabra (morfema). En
el eje de las abcisas, podemos hacer un cdlculo rudimentario sobre el rango
de las muestras en cada una de las cinco partes. La siguiente es una tabla
aproximada, a simple vista, sobre la distribucion de las palabras en los 2,12
segundos de duracién de la oracién completa, teniendo en cuenta que la
duraciéon de una muestra es 90.9 microsegundos y que en la grafica del

computador, n varia en el dominio temporal 0 < n < 23316.

Palabra Muestras Duracién
/Holal 0 < n < 5000 0.45 segundos
[Carlos/ 5000 < n £15000 0.90 segundos
Icomol 15000 < n < 18000 0.27 segundos
/tel 18000 < n <20000 0.18 segundos
Ival 20000 <n <23316 0.30 segundos
Total 50 < n < 23316 2.10 segundos

Cuadro. Morfemas, nimero de muestras y duracion.

KemeL GEORGE

~“NeE=-



CALCULO CON INFINITESIMALES

Como ya habiamos indicado, el orden de duracién de las palabras es el de
fracciones de segundo. La gréfica, de un vistazo, nos ha facilitado la com-
prension inicial de la estructura fonolégica de la sefal de voz capturada.

DESPUES DE LA IMAGEN, EL SONIDO

Queda una sombra de duda. ¢Serd la grafica anterior realmente la repre-
sentacién visual de la senal sonora? Esta duda puede ser despejada por
Mathematica. Recordemos que el comando ListPlay [ lista ] crea un objeto
grafico sonoro, a partir de una lista. Después de creado este objeto, el lector
puede ejecutar el comando en el icono Play varias veces para convencerse.
Efectivamente, escuchara repetidamente la expresién sonora «Hola, Car-
los, como te va» en los parlantes del computador. Hemos logrado la repro-
duccién de la voz, a partir de su captura.

La reproduccion de voz en el computador se presenta con dificulta-
des técnicas, de almacenamiento de memoria, aparentemente insalvables.
Recordemos que el archivo «hola.dat», que ha sido leido por Mathematica,
estd localizado en la memoria. Alli también estd el objeto gréfico que aca-
bamos de crear. Si ahora pretendemos reproducir el sonido, la memoria se
puede agotar, cuando apenas comenzamos nuestro estudio. Para evitar pro-
blemas de memoria, hagamos un archivo mucho méas pequeno, que sé6lo
contenga la expresion «Hola». Para ello, eliminamos los trozos de voz que

corrresponden a «...Carlos, como ve va» y leemos nuevamente en Mathe-
matica,

hola = ReadlList[«c:\wnmath22\hola.dat»]+128;
Length[hola]

4760

N[4760 90.9 1/(1076) ]

0.43

Este archivo de una séla palabra es el que utilizaremos de ahora adelan-
te. Obsérvese que hola se ha reducido a 2N = 4760 muestras y 2T = 0.43
segundos de duracion, que es una estimacién muy cercana a la del Cuadro
de morfemas (la aproximacién que hicimos fué de 5000 muestras y 0.45
segundos de duracién). Ahora esta lista puede ser reproducida sin ninguna
dificultad en el computador. Esciichese,
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LA vOZ HUMANA EN EL SALON DE CLASES

ListPlay[hola,SampleRate-> 11000];

Al presionar el icono Play, se escucha «hola»

A diferencia de la gréafica de la oracién «Hola Carlos, como te va», donde
estan separadas las cuatro palabras, el objeto grafico «Hola» consiste de
una séla palabra constituida por los fonemas /o/, /1/, /a/ (h es sorda). Como la
duracion de los fonemas es del orden de los milisequndos, es muy dificil
distinguirlos a simple vista y practicamente imposible penetrar en su es-
tructura con las anteriores graficas. Precisamente, los proximos pasos nos
dotardn de una metodologia para resolver el problema de penetrar en la
palabra a escala de sus fonemas.

REPRODUCCION DE LISTAS DE DATOS

Los archivos de datos no necesariamente tienen que ser listas de niime-
ros enteros. En efecto, Mathematica lee todo archivo de datos de nimeros
reales, organiza y correlaciona linealmente los valores de abcisas y orde-
nadas, y reproduce el sonido correspondiente con el comando ListPlay. De
modo que si los datos de hola los amplificamos o los trasladamos con una
constante, la voz no presenta ninguna distorsion, y sequiremos escuchando
«hola». En otras palabras, si la lista H representa una senal de voz y la
reemplazamos por la lista a H + b, donde a, b son nimeros reales, no se
altera la reproduccién de la misma sefal de voz.

Una modificacién en la frecuencia de muestreo alterard los resulta-
dos. Por eso (aunque no es necesario) hemos colocado en el comando ListPlay
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la opcién SampleRate —> 11000, que es la frecuencia de muestreo de los
objetos sonoros de Mathematica, para enfatizar que ellos son escuchados
en tiempo real. Si la frecuencia de muestreo no fuera la indicada, no se
reproduciria el sonido en tiempo real, sino que se escucharia una distor-
sion. Este es el momento de analizar el cambio que se introduce en la sefal
«hola» por el solo hecho de modificar la frecuencia de muestreo.

Todos hemos oido —con nostalgia, algunos— los antiguos tocadiscos re-
productores de discos de acetato de 78, 45 y 33 RPM. Supongamos que re-
producimos en ese tocadiscos un disco de 45 RPM vy le disminuimos su
velocidad a 33 RPM. O supongamos que se la adelantamos a 78 RPM. Es-
cuchamos, primero, una voz grave y lentisima, y luego, una voz chillona y
veloz. Este es un fenémeno de distorsién lineal (lineal, porque hemos va-
riado la frecuencia en un multiplo). Las sefniales siguen siendo inteligibles,
aunque distorsionadas.

Lo mismo ocurre cuando en Mathematica se reproduce el sonido de
la lista de datos con diferentes frecuencias de muestreo mediante la opcién
SampleRate —> r. Invitamos al lector a que reproduzca la senal, con fre-
cuencias r = 5500, 11000 y 22000, para que aprecie la distorsién del sonido.

LA RAiZ CUADRADA DE «HOLA»

Una modificacién bastante distinta puede esperarse si directamente in-
tervenimos la lista hola, realizando algunas operaciones en ella. Por ejem-
plo, si es cierto que toda lista de datos puede ser reproducida écomo suena
la raiz cuadrada de hola? A continuacién, usamos los operadores y los co-
mandos respectivos, para jugar al dlgebra del sonido.

El operador Sqrt tiene atributo Listable, o sea que penetra en la lista
«hola» y produce una nueva lista de raices cuadradas de cada uno de sus
elementos. Truncamos con dos decimales (El comando ListPlay reorganiza
los valores de dos decimales en el rango de 256 bits y los convierte auto-
méaticamente a enteros)

raizCuadradaHola = N[Sqrt[hola],2];
ListPlay[raizCuadradaHola];
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La misma grafica y ... el mismo sonido familiar «hola». Esto es inespera-
do. Parece una coincidencia que la expresion «hola» sea su propia raiz cua-
drada. Le proponemos al lector que eleve al cuadrado la lista y escuche la
reproduccién del sonido. Otra vez se oye «hola». Puede extraer el logaritmo
o tomar los inversos de la lista y escuchar. De nuevo «hola». Las instruccio-
nes son

cuadradoHola = hola ™2
ListPlay|[cuadradoHola];
logaritmoHola = Logl[hola]
ListPlay[logaritmoHola];
inversoHola = 1/hola
ListPlay[inversoHola];

Para que no quede la duda de que la expresién «hola» es muy especial,
recomendamos cambiar la lista inicial y repetir el experimento. Confirmara
que, en los tres casos, la raiz cuadrada, el cuadrado, el inverso multiplicativo
y el logaritmo de cada una de ellas se reproducia como la misma voz origi-
nal. Para confirmar que no hay error técnico en el experimento realizado,
logramos conseguir una modificacién que arruina completamente la sefal
de voz. Se trata de la transformacién de hola por la funcién trigonométrica
seno. En efecto, la lista Sin[hola] se oye como puro ruido. Esto sequramen-
te se debe a que élla oscila muchas veces, a medida que avanza en las 4760
muestras. Pero si escuchamos Sin 2p[hola/4740], que esta limitada al in-
tervalo donde la funcién es monétona, no se observa cambio alguno y se
reproduce exactamente hola. Esto nos permite conjeturar que las pala-
bras son invariantes ante perturbaciones dadas por funciones suaves y
monétonas.

Las experiencias descritas merecen una reflexion. ¢Qué tipo de ma-
teria es la voz, cuyo objeto matematico que la representa puede ser someti-
do a modificaciones sin que se altere la expresién sonora ni cambie su
significado? ¢Qué transformaciones podemos hacerle que modifiquen su
contenido? Para responder estas preguntas, tenemos que penetrar un poco
mas en la estructura de la senal representada.
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PARTiCULAS “ELEMENTALES”’ DEL FONEMA

La palabra «hola» esta representada en una lista de 4760 datos numeéri-
cos. Consideremos un segmento contenido en un pequeno niimero de mues-
tras; por ejemplo, escojamos al azar 300 que correspondan a un fragmento
del fonema /o/. Nuestra nueva lista se denominara «fonemaO»

FonemaO = Take[hola,{901,1200}];
Length[fonemaO]
300

La grafica siguiente corresponde al segmento de 300 muestras del fonema
/o/. Para que la forma de onda se visualice mejor, con la opcién PlotJoined
—> True, se ha hecho la grafica continua.

ListPlot[fonemaO, PlotJoined->True);
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Fragmento del fonema /o/. 300 muestras. 27.3 milisegundos.

Se observa cierta periodicidad del segmento de senal que representa el
fonema /o/. El periodo se puede calcular aproximadamente en la grafica.
Del total de 2000, las primeras 50 parecen ser muy representativas. Esto
quiere decir que 50 muestras se repiten con cierto rango de aproximacion,
unas 40 veces, hasta integrar el fonema /o/. O sea que hay un grupo de
muestras ain mas pequeno que el fonema, con las que podemos intentar
reconstruirlo. Es como si fueran las particulas «elementales» del fonema.
Como el fonema es periodico, los especialistas llaman a estas muestras el
tono. Con la grafica de los 50 valores, en dominio continuo, podemos mirar

el tono,

particulaO = Take[hola,{901,950}];
ListPlot[particulaO,PlotJoined—>True];
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Forma de onda de un tono. 50 muestras y 4.99 milisequndos.

Construimos una lista con 40 copias de la lista «particulaO», que llama-
mos «nuevoFonema» y reproducimos el sonido

nuevoFonemaO=Flatten| Table[ParticulaO,{i,40}]];
ListPlay[nuevoFonemaO];

Como es de preeverse, no se escucha claramente el fonema /o/. La lista
nuevoFonemaO no es la misma que la lista fonemaO, pues en la primera
hay 50 valores repetidos 40 veces, mientras que en la sequnda, verdadera-
mente no se repiten los 50 valores ni una sola vez. Si hubiéramos guardado
algunas reglas elementales de reconstrucciéon, se hubiera realizado una
sintesis de voz humana —al menos, hubiéramos sintetizado un fonema-.
Pero, cuales son las reglas de reconstruccién que deben seguirse para que
no se pierda la informacién?

Entramos ahora en un ambito distinto del que nos hemos movido —el
dominio temporal y las formas de onda— para pasar al dominio frecuencial
y al andlisis espectral, que es el terreno en el que pueden resolverse las
principales preguntas planteadas.

EL ESPECTRO DE FRECUENCIAS

Vamos a hacer el anélisis de Fourier de la senal representada en la lista
«hola». Hacer «andlisis de Fourier» significa que descomponemos esta se-
nal en sus componentes de frecuencia o componentes espectrales, para
analizar las contribuciones arménicas de cada una de las frecuencias que
intervienen, asi como aquellas que no contribuyen a la forma de onda de la
senal.
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Hasta ahora nos hemos limitado al manejo de valores en el dominio
del tiempo. Sabemos que estos valores pueden transformarse al dominio
de la frecuencia. Y hemos visto que el cambio de los datos temporales a
datos frecuenciales se hace mediante la transformada discreta de Fourier
TDE Sea S una senal de voz cualquiera representada en el par de dominios
asociados

A

£097} {—k&_}

(90.9)2N

donde 0 < n, k < N, por las funciones x[90.9 n], X[k/(90.9 2N)}, donde N
aun no se ha escogido. Entonces

k nk
X 90.9 i2m IR
[90.9(21\1)] 2N ,,_Z_Nx{ dis [ / ’er]

k
x[90. 9n] X ]exp[ Jj2r o
;Z“ [90 92N 2N

Tenemos que calcular las cantidades X[k/(90.9 2N)]. Para realizar los cél-
culos, hay que determinar el niimero de muestras 2N. Hasta ahora hemos
manejados tres archivos distintos. Por ejemplo, en nuestro archivo inicial
2N = 23316 muestras, en el archivo mdas pequeno «hola», 2N = 4760. En el
archivo «fonemaO», 2N = 300. ¢Cual es la N que seleccionaremos para los
calculos de la TDF? La respuesta a esta pregunta involucra dos cuestiones;
una de tipo técnica, que se refiere al nimero de operaciones a realizar, y la
otra de tipo tedrica, que veremos a continuacién.

El asunto técnico es el siguiente. De la férmula de la TDF se puede
verificar que el valor de X en la posicién frecuencial N-k, es el mismo que el
valor del conjugado de X en la posicién k, o sea,

X[(N—k):|= x| %]
NL NL

Esto hace que los célculos se simplifiquen a la mitad. Aun asi, el nimero
de operaciones en las que interviene la TDF es muy grande. Para nuestra
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lista «hola», la matriz de la transformada discreta tiene tamafo 233162,
47602, o 3002, de acuerdo a los distintos valores de N. Si grabaramos largas
cadenas de senales de voz, los cédlculos serian casi imposibles de realizar.
Por eso, no podemos pensar que las anteriores instrucciones de la TDF se
realizan directamente. En realidad, la factibilidad de estos célculos, en frac-
ciones de segundos, se resuelve mediante el algoritmo denominado frans-
formada rdpida de Fourier TRE Cuando en Mathematica se utilizan
comandos como Fourier[lista], InverseFourier[lista] en realidad se esta
aplicando la transformada rapida de Fourier, de modo que la seleccién de N
no constituye un problema técnico.

En cambio, la cuestion teérica que vamos a ver a continuacion, es de
la mayor importancia en el analisis de Fourier.

SEGMENTOS ESTACIONARIOS DE LA SENAL

A veces se piensa que, si se tiene la forma de onda de la senal, el s6lo
célculo de la transformada discreta de Fourier nos arroja una valiosa infor-
macién sobre la senal. Esto es impreciso y puede ser la fuente de graves
confusiones. Es cierto que cuando hay que hacer estimativos globales, como
el calculo de la potencia, de la densidad de energia, o manipulaciones de
ciertos fenémenos (eco, reverberacion, cepstrum, prediccién lineal, etc.) es
indispensable el andlisis espectral de la totalidad de la sefial. Pero esto no
siempre ocurre asi. Una senal de voz, de cierta duracién, cuya forma de
onda es extremadamente caprichosa y aleatoria, tendra un espectro de fre-
cuencia global que de poco o nada sirve calcular. El analisis de Fourier es
eficaz en la medida en que estudia segmentos donde la forma de onda
guarda cierta homogeneidad, o sea, es estacionaria, y nos permite hacer
una evaluacién de las diversas informaciones que nos brinda cada seg-
mento estacionario de senal.

La voz humana, como podemos notarlo a simple vista en la grafica de
«Hola, Carlos, cémo te va?» es aleatoria, y cada segmento de palabra difie-
re del otro en su forma. Por eso, aunque técnicamente los cdlculos sean
realizables, poco sentido tiene encontrar el espectro completo de frecuen-
cia. El método consiste en segmentar el dominio en un niimero determina-
do de ventanas (windows), hacer andlisis espectral en cada ventana y luego,
consolidar globalmente la informacién local. La solucién completa de tal
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problema, en realidad, pertenece a algo que no consideraremos, al andlisis
wavelets®.

El nimero de ventanas y de muestras por ventana esta determinado
por la naturaleza de la senal en consideraciéon. Si la sefial es la voz huma-
na, se considera que unas 50 a 60 muestras es estacionario. Y el fonema /o/
que analizamos es estacionario en las 300 muestras que tomamos. Si limi-
tamos el andlisis de fourier a una lista como la de «fonemaO», donde
N = 300 elementos, no sélo se simplifican los calculos y se hacen mas visi-
bles las gréaficas, sino que se cumple un requisito teérico fundamental.

Para la lista fonemaO, T/N = 90.9 ms, 2N = 300, luego, la resolucién de
frecuencia es 11000/300 » 36.7 hertz. Los dominios son {90.9 n} <—> {36.7 k},
donde -150 £ 7 < 150. La transformada discreta y discreta inversa de Fourier es

1 & . nk
X[36.7k]=ﬁ Y x[90.9n]exp| — jm —

n=~150 300
149 nk
x[90.9n]= " X [36.7k Jexp| jm ——
K=150 300

ESPECTRO DE FRECUENCIA DE UN FONEMA

Los dos comandos Fourier[lista], InverseFourier[lista], de Mathematica
realizan la transformada rapida de Fourier. Con el primero se obtiene una
nueva lista de nimeros complejos, cada uno de los cuales contiene infor-
macién de la amplitud y la fase en cada nivel de frecuencia de la sefal. El
segundo comando realiza el proceso inverso. Como vamos a hacer varias
operaciones que requieren de numeros reales, primero debemos convertir
los elementos enteros de la lista «fonemaO» en nimeros reales

fourierFonema = Fourier[N[fonemaQOl];

los 300 datos de la lista «fourierFonema» son nimeros complejos, que
contienen tanto la amplitud (médulo del complejo) como la fase (argumen-
to del complejo). En el estudio de las sefiales, la fase es un factor secunda-

6 B. B. Hubbard, The World According to Wavelels, A. K. Peters, Wellesley, Mass. 1996.
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rio, dado que cuando escuchamos una voz, el oido retiene la amplitud y es
insensitivo a la fase. Por eso, nos interesa el espectro —de amplitud- de
frecuencia, constituido por los valores absolutos de las muestras comple-
jas,

espectroFonema = Abs[fourierFonema];
ListPlot[espectroFonema,PlotJoined->Truel;
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Espectro de amplitud del fragmento de fonema.

En la gréfica, el segmento de voz estd representado en el dominio de la
frecuencia. Es una grafica muy distinta de la forma de onda. En ella, para
cada frecuencia en el eje de las abcisas, se tiene un valor (o amplitud) en el
eje de las ordenadas que es en realidad la intensidad con que dicha fre-
cuencia contribuye a la forma de onda de la sefial analizada. La importan-
cia del andlisis espectral reside en el contenido de informacién del que es
portador. O mucho mejor, el contenido de informacién que porta la sefial
reside en su espectro de frecuencia. Como la resolucién de frecuencia es de
11000/300 = 36.6703 hertz, el valor de cada muestra en el dominio de la
frecuencia es aproximadamente 36.7 hertz, distribuidas las 300 muestras
en un ancho de banda total de 11K hertz.

De la observacion directa del espectro, se puede concluir lo siguien-
te, relativo al contenido de informacion de la senal:

1. Muy cerca del origen, tambien llamada la banda de bajas fre-
cuencias, hay una fuerte contribucion de ellas, concentrdndose
en torno de la muestra 25. Luego, disminuyen en intensidades
hasta acercarse a la muestra 3*25 = 75, en torno a la cual se
encuentra nuevamente una fuerte contribucion. Esto se repite

KemelL BGEORGE ¥ il



CALCULO CON INFINITESIMALES

en la muestra 9°25 = 225 y en la muestra 11*25 = 275. Desde 0
hasta 300, Hay 300/25 = 12 multiplos de 25, pero sélo cuatro de
ellos contribuyen realmente a la estructura del espectro. En torno
a los multiplos restantes, las intensidades de frecuencia son
minimas, como la grdfica lo indica.

Como en la muestra 25 tenemos 25 x 36.7 = 917.5 hertz, enton-
ces 917.5 es el tono, o frecuencia fundamental. Las frecuencias
fundamentales para las 88 notas del piano van, desde 27.5 has-
ta 4096 hertz. Esto quiere decir que el tono de 917.5 hertz que
logré el autor del fonemaO al decir «Hola» es muy similar a la
nota del piano. Pero no es una nota pura. Hay cuatro multiplos
de la frecuencia fundamental que también contribuyen al tim-
bre de voz de esa persona.

Observemos la simetria de la transformada discreta de Fourier.
La amplitud de la muestra en la posicion N - k debe coincidir
con la de la posicion k (ya que sus valores son complejos conju-
gados). La simetria ocurre a ambos lados del sexto arménico.
Ademds, podemos apreciar como intervienen las intensidades
de frecuencia: en el primero y onceavo armonico, se encuentran
las maximas intensidades. En el tercero y noveno, disminuyen
un poco. En el resto, no es apreciable. Esta es la distribucion de
la energia de la senial en un segmento de fonema.

. A ambos lados de cada armdnico significativo, se observan nu-

merosas y complejas participaciones de frecuencias. Alli esta la
informacion relativa al timbre de la voz, ese registro inico que
caracteriza a cada emisor de voz humana. Si pudiéramos desci-
frarlas, podriamos extraer conclusiones sobre el emisor de la se-
nal de voz, si es hombre o mujer, nifio o adulto, la regién geografica
que proviene y atin el estado de animo.

El grdéfico nos sugiere que las bandas de frecuencia con bajisimas
intensidades pueden ser eliminadas, sin que alteren mucho el
contenido de informacién de la senal. Hemos encontrado el pa-
trén que puede sostener -0 modificar- sustancialmente una se-
nal de voz: eliminar o resaltar determinadas bandas de
frecuencia en el espectro de la serial. Esta es la regla de recons-
truccién que estdbamos buscando.
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Precisamente, esto es lo que hacen los filtros. El filtro, en general, depura
los elementos de frecuencias que son imperceptibles, en el ancho de banda
de la senal. En nuestro caso, como ilustracién, estamos interesados en eli-
minar las frecuencias que no correspondan a las vecindades de los arméni-
cos de la frecuencia fundamental. Filtrar equivale a colocar ceros en lugar
de las pequenas intensidades de las frecuencias fuera de las vecindades
consideradas. Se produce asi el fenémeno de compresién, que consiste en
eliminar la redundancia en la sefal.

Un FILTRO DIGITAL PARA EL FONEMA /o/

Vamos a disenar un filtro digital, o sea, un modo de colocar ceros en la
lista deseada, en cada una de las posiciones de las frecuencias con pocas
contribuciones. El disefno de un filtro se reduce a algo de 16gica y de algebra.
También, a un poco de programacién. Supongamos que, en general, «lista»
es una lista a la cual queremos removerle los elementos comprendidos en-
tre las posiciones n < m, y colocar en su lugar m-n+1 ceros. La funcién que
nos interesa definir la llamaremos filtro[lista,n,m].

Por una parte, Drop[lista,{n,m}] remueve todos los elementos de la lista
comprendidos entre n y m. Obtenemos la nueva lista «filtrados». Por otra
parte, Table [0,{i,m-n+1} ] produce una lista de m - n + 1 ceros, que se
llama la lista «ceros». Se trata de insertar la lista «ceros» en la lista «filtra-
dos». Con Module, encapsulamos el programa, para que luego no haya
confusién posible con algunas variables que tengan el mismo nombre.

El programa es

filtro[lista_Listn_m_|:=
Module[{filtrado,ceros},
filtrado = Drop[lista,{n,m}];
ceros = Table[0,{im-n+1}];
Flatten[Insert[filtrado,ceros,n]
]
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¢Cual es la lista que debemos filtrar? No puede ser «espectroFonemay,
pues esta no es la transformada discreta de Fourier de la lista «fonema»
sino la lista de sus valores absolutos. La lista que debe filtrarse es «fourier-
Fonema». Tenemos aqui un problema teérico que resolver: aunque esta lis-
ta esta constituida por valores complejos, su transformada discreta inversa
tiene que producir valores reales. Pero si le modificamos algunos valores
complejos colocando ceros, ya no podemos garantizar que la forma de onda
que le corresponda sea de valores reales.

La regla de oro la provee la simetria de la transformada discreta de
Fourier. Siempre que se modifique la posicién N - k, debe modificarse la
posicién k con el conjugado del valor modificado. O sea que si filtramos la
posicién N - k colocando un cero, en la posiciéon k debemos colocar tambien
un cero. Asi, garantizaremos que la forma de onda original esté constituida
de valores reales.

Pasemos ahora a filtrar la lista «fourierFonema». Fijémonos directa-
mente en el espectro de frecuencias y sefialemos, elemento a elemento,
aquellos intervalos de frecuencia donde la intensidad es muy baja. Como
ilustracién, hemos seleccionado los siguientes intervalos: [ 20,35 ], [ 65,85 ] y
[ 115, 130]. Veamos como garantizar la regla de la simetria de la TDE Cal-
culando N - k = 300 - k, los otros intervalos que deben ser filtrados son nece-
sariamente, los tres siguientes: [ 170,185], [ 215,235], [ 265,280]. En total, vamos
a extraer 106 elementos y, a cambio, colocaremos 106 ceros. Paso a paso, como
si fuera un filtrado manual, aplicamos la funcién filtro [lista,n,m] seis veces
consecutivas, y a la lista final la llamamos «espectroFiltrado»

pasol = filtro[fourierFonema,35,65];

paso2 = filtro[paso1,90,210];

paso3 = filtro[paso2,235,265];

espectroFiltrado = paso3;

La lista «espectroFiltrado» posee 300 valores complejos de los cuales hay

106 ceros insertados. Veamos nuestra nueva gréafica de «espectroFiltrado»,
con las tres bandas de frecuencias de amplitudes nulas.

ListPlot[Abs[espectroFiltrado] PlotJoined->True];

Fonpo EpiToRIAL UNIVERSIDAD DEL MAGDALENA
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Espectro filtrado. Se han eliminado el 61% de las muestras

Aparentemente, hemos producido una severa modificacién en la estruc-
tura del segmento de senal, eliminando 183 muestras (61% del total de las
muestras). ¢Que forma de onda le corresponde a este nuevo espectro? Para
descifrarlo, hacemos el proceso inverso, que consiste en convertir los es-
pectros en formas de ondas, mediante la transformada inversa de Fourier.
Verificamos que no haya ninguna muestra compleja en la nueva forma de
onda

MemberQ [fonemaNuevo,Complex]

False

fonemaNuevo = InverseFourier[fourierFonemal;
ListPlot[Chop[fonemaNuevo],PlotJoined->True];

Obsérvese que la forma de onda de «fonemaNuevo» es casi idéntica a la
de «fonemaO». El andlisis espectral nos ha permitido descifrar el problema
planteado sobre los patrones de modificacion de la senal.

En resumen, el proceso que hemos realizado, visto en su conjunto, ha
sido la captura de una sefal, su conversion en objeto sonoro, el estudio de
su forma de onda y espectro de frecuencias, la modificacion de sus compo-
nentes espectrales y su reconversién como forma de onda inicial. Este pro-
ceso general es lo que se denomina procesamiento digital de la senal.
Aunque hemos estudiado un segmento de voz, el proceso anterior ocurre
con toda senal que pueda ser muestreada, incluidas entre ellas, las image-
nes y demds sefiales visuales, los textos, cualquier tipo de sonido y tam-
bién, por supuesto, el ruido.
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EL ECO

No podemos dejar de lado en nuestro estudio un fenémeno fisico deno-
minado eco, y su andlisis de Fourier. El eco, como todos sabemos, es de facil
percepcion, y también es muy simple la representacién de la correspon-
diente senal digitalizada. Supongamos que x[nT/N] representa una senal
de voz, con intervalo de muestreo T/N. Cuando hayan transcurrido p micro-
segundos, tendremos la senal desplazada x [(n-p)T/N]. Si la debilitamos en
un factor 0 < A < 1, obtenemos la sefal A x [(n-p)T/N]. Al superponerla con
la senal inicial, se dice que se ha introducido un eco, cuyo modelo matema-

tico es
)] afesp]
N N N

Si reiteramos el proceso varias veces, obtenemos lo que se denomina una
reverberacion. Para infroducir eco en una sefial de voz capturada en el com-
putador, tenemos un doble problema: el primero es de tipo técnico, pues la
percepcién del fenémeno requiere de pardmetros que cubran ciertos marge-
nes que garanticen la audicion. Asi por ejemplo, en comunicacion telefénica,
el eco entorpece la conversaciéon si el desplazamiento p es mayor que 50
milisegundos. En cambio, si es menor, el oido es insensitivo al eco. Por ello,
nosotros tenemos que producir, digamos, entre 100 y 200 milisegqundos de
retardo en la senal para que se perciba el eco. Esto corresponde aproximada-
mente a p entre 1000 y 2000 muestras. Vamos a probar con T/N = 90.9 micro-
segundos, p = 2000 muestras y un factor A = 0.5.

El otro problema es de tipo sintactico. Para sumar dos listas finitas,
elemento a elemento, ellas deben tener el mismo tamano. Si desplazamos
una lista finita p posiciones, tendriamos que llenarla con p ceros desde el
inicio, para mantener el tamafio de la lista desplazada. Simultdneamente,
habria que colocar p ceros al final de la lista original, para que ambas pue-
dan superponerse. Y tener en cuenta que la lista final debe disminuirse en
una escala de A = 0.5.

Ejemplo. Vamos a introducir eco en la lista {a, b, ¢, d, &, f, g, h, i, j, k} conp = 6.
Construimos dos listas, la original = {a, b, ¢, d, e, f, g, h,1,j, k 0,0,0,0,0,0} y la
retrasada = {0,0,0,0,0,0,a,b,c,d, e f g h,ij k}. El eco serd la superposicién
de la original con 0.5 veces la retrasada, asi:
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eco = {a,b, ¢, d, e, f, g+a/2, h+b/2,i+c/2, j+d/2, k+e/2, /2, /2, b2, /2, i/2, k/2}

PRODUCIENDO ECOS EN EL COMPUTADOR

Naturalmente, lo anterior es una simplificacién, porque nuestras listas
representan senales de voz y tienen varios miles de elementos. Para cam-
biar de ejemplo, hemos grabado la expresién «Bingo!» y procedido como
siempre, leyendo el archivo en Mathematica.

bingo=ReadList[«c:\wnmath22\bingo.dat»]+128;

Length[bingo]

5886

5886%90.9*10 " (-6)

0.535037

La lista bingo tiene 5886 elementos. Como 2N = 5886, la resolucién en

frencuencia es11000/5886 = 1.87, y la senal esta representada en el par de
dominios {90.9 n} <—> {1.87 k}, -2943 < n, k < 2943.

Antes de introducirle eco a bingo, confirmamos que Mathematica la re-
produzca fielmente

ListPlay[bingo];

Grdfica de la expresién «bingol».

La operacién matematica que haremos con la lista bingo es la siguiente:
insertamos 2000 ceros al inicio de bingo, que es la lista original. Insertamos
2000 ceros al final de bingo, que es la lista retrasada. Ambas tienen 7886
elementos, por lo que podemos superponer original con 0.5 veces retrasa-
da. La lista resultante se llama eco.
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Las instrucciones son muy sencilla, y deben ejecutarse una a conti-
nuacién de la otra,

Clear[ceros,original, retrasada,eco]

ceros = Table[0,{i,2000}];

original= Flatten[Insert[hola,ceros,Length[bingo]+1]];
retrasada = Flatten[Insert[bingo,ceros,1]];

eco = original + 0.5 retrasadal;

Length[eco]

7886

ListPlay[eco];

Voz con eco

Como habiamos anunciado, se escucha el eco «bingo/go/o»...

El eco nos ha permitido manipular mas la materia sonora, pero esta vez,
como una totalidad. Vale la pena preguntarnos: una vez se ha introducido
el eco ¢Podemos removerlo?. Y en general, zPueden invertirse los procesos
en que los fenémenos se superponen? La respuesta es positiva. Por ello,
también puede localizarse el epicentro de un temblor de tierra, o calcular-
se distancias y reconstruirse imagenes de objetos bajo el agua, mediante
ondas sonoras.
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EN EL FONDO DE LA PALABRA, EL CEPSTRUM

Hay un area del andlisis de Fourier que se dedica a este importante pro-
blema. Se denomina andlisis cepstral. Nuestra investigacién finaliza con
una referencia a esta area, aunque estrictamente en el campo de la voz
humana.

El andlisis cepstral es una invencién original de los ingenieros, que
reviste interés tedrico y con interesantes resultados précticos. En realidad,
ha sido la necesidad practica de develar el misterio encerrado en las series
de tiempo’ que proveen el sonido, la voz, las imdgenes, los sismos, el sonar,
e incluso las estadisticas econémicas, la que ha llevado a disenar un instru-
mento muy adecuado de andlisis de series de tiempo, llamado el analisis
cepstral®.

A diferencia del andlisis espectral sobre segmentos estacionarios de
voz, el andlisis cepstral es global. Para introducirnos en é€l, recordemos que
hay una operacién entre sefiales a la que dedicamos un capitulo y que tiene
una gran importancia: la operacién de convolucién. Dados los pares de trans-
formadas x[nT/N] < X[k/2T], y[nT/N] & Y [k/2T], hemos definido la convo-
lucién discreta entre ambas como

nT nT Tl 1 & X[(n— p)T] [ pT:|
xXl— |=x] — [|* e | e ey - —
[N] [N] y[N] 2N,,§JN N PN
El teorema de convolucién asegura que la transformada de Fourier de la
convolucién es el producto de las transformadas:

{5 a3

7 B. P Bogert, M. J. R. Healy, J. W. Tukey, «The Quefrency Alanysis of Time Series for Echoes:
Cepstrum, Pseudo-Autocovariance, Cross-Cepstrum and Saphe Cracking» Proceedings of
the Symposium on Time Series Analysis, Brown University, June 11-14, 1962, edited by M.
Rosenblatt,

8 D. G. Childers, et al, «The cepstrum: A Guide to Processing» Proceedings of the IEEE, vol. 65,
No. 10, oct. 1977,
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Vimos también que otro concepto esencial en el modelaje de la senal es
el de energia. En todo modelo discreto asociado a una sefial, se considera la

] - ST

El analisis cepstral es, basicamente, el método para separar una senal de
la cual sabemos que esta constituida por dos senales que convolucionan.

N-1

energia = 2

n=-N

Supongamos que x[n] representa una senal en el dominio discreto tem-
poral, donde, para simplificar, hacemos T/N = 1, T = N. Se ha logrado
encontrar que, siempre que podamos representar un segmento de voz
humana como una senal x[n], élla es una convolucién de dos sefiales distin-
tas x[n] = e[n]*h[n], donde e[n] es una sucesiéon de impulsos de frecuencias
relativamente altas, que imprime una modificacién a la otra senal h[n], cuyo
contenido de frecuencias es mucho mas bajo. En el espectro de x[n], ambas
senales aparecen mezcladas, pero no tanto, por lo que es posible intentar
separarlas.

Segtin la teoria a que nos referimos, la primera sefal e[n] corresponde a
la emitida por las cuerdas vocales, mientras que la sequnda h[n], proviene
de la intervencién de impulsos semiperiédicos de la columna de aire sobre
las cuerdas vocales, para la produccién de la voz (hemos simplificado el
modelo, pues también debe tenerse en cuenta la intervencién del tracto
bucal, que encubriria otra convolucién).

Pensemos que el sistema de produccién de voz responde con e[n] ante
los imputs h[n]. Si pudiésemos separar a e[n], que actia como la respuesta
interna del sistema, podriamos conocer mejor los outputs x[n] = e[n]*h[n].
En senales como el eco, también podriamos intentar separar las compo-
nentes de eco para recuperar la senal inicial. Lo mismo, para las senales
sismicas, etc. La idea matematica, que sé6lo bosquejaremos, es la siguien-
te: sea

=]« lnl= - el p)]Alp]

p==N
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ANALISIS CEPSTRAL DE UN FONEMA

Cuando estudiamos el fonema /o/ tantas veces citado, representado en la
lista fonemaO, separamos la lista particulaO con 50 elementos, e hicimos
su analisis espectral. ¢Podriamos penetrar mas en su contenido? ¢Que po-
demos decir, mediante el andlisis cepstral? Los 50 elementos son:

particulaO = {173, 186, 173, 151, 138, 119, 99, 89, 86, 91, 101, 106, 116,
126, 119, 109, 106, 91, 79, 71, 76, 89, 121, 153, 163, 206, 246, 216, 203, 211,
168,111, 104, 101, 69, 69, 101, 116, 114, 133, 156, 136, 133, 138, 119, 121, 131,
136, 151, 176}

Calculamos el logaritmo del espectro de particulaO —el factor 20 en el
logaritmo de base 10 es la medida del decibel-.

espectro = Abs[Fourier[N[particulaO]]];
logaritmo = 20 Log[10,espectro];
ListPlot[logaritmo,PlotJoined->True];

60
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: &\ﬂ/m/]\w/ﬂ
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Logaritmo del espectro

Aunque sélo hay 50 valores, alcanzamos a notar una modulacién en el
espectro. Esto quiere decir que el espectro contiene dos sefales, no una,
como podria pensarse. En la gréfica, la simetria es obvia. Ello indica que la
transformada inversa de Fourier, que es el cepstrum de la senal, contiene
s6lo valores reales:

cepstrum = InverseFourier[logaritmo];
ListPlot[Chop[cepstrum], PlotJoined->True];
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Tres golpes de aire contra las cuerdas vocales

La grafica es sugestiva: lo que caracterizamos inicialmente como una
particula «elemental» de un fonema, no lo es tanto. Su cepstrum indica que
aun puede ser separada, ya que la gréfica insintia tres impulsos —deltas de
Dirac!- que participan en la forma de onda de la senal original.
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Construccién de sistemas
numéricos no arquimedianos

Exploraremos la posibilidad de familiarizarnos con los hiperenteros y
los hiperracionales, disenando modelos no arquimedianos de extensiones
de los enteros y racionales. Tales estructuras no alcanzardn a cubrir la tota-
lidad de los conjuntos hiperenteros e hiperracionales, pero arrojan luz so-
bre los sistemas numeéricos con elementos infinitos e infinitesimales que a
lo largo de todo el libro hemos utilizado.

¢, QUE sON LOS NUMEROS NATURALES?

Ya hemos mencionado que Thoralf Skolem, en 1934, demostré que el
sistema de los niimeros naturales, en cierta forma, no podia ser caracteriza-
do por ningun conjunto que tuviese sus mismas propiedades aritméticas.
Skolem alcanz6 a construir una extension propia de los nimeros naturales
que satisfacia todas las propiedades de los naturales expresables mediante
las operaciones de adicién y multiplicacién. Como uno de los principales
servicios que nos presta el conjunto de los naturales es el de contar, pode-
mos preguntarnos sobre las diversas posibilidades de construccién de sis-
temas de nimeros que sirvan para contar, esto es, por extensiones propias
de los niimeros naturales. 2Se pueden construir tales conjuntos en el aula
de clase? La respuesta es breve: si, y para ello no se requieren herramien-
tas tedricas especializadas. Lo tinico que necesitamos es remitirnos a los
principios elementales con los que tradicionalmente se construyen los nu-
meros naturales. Para todos es conocido el conjunto 0, 1, 2, 3, etc. de los
numeros naturales N, que cumple con unos principios basicos, llamados
Axiomas de Peano. Tales axiomas son los siguientes:

1. O pertenece a N
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Si n pertenece a N, su sucesor n + 1 también pertenece a N
0 no es sucesor de ningun elemento de N

Siny m en N tienen el mismo sucesor, entonces n = m

o s b

Si A(n) es una férmula en los nimeros naturales que es verda-
dera para 0 y si, suponiendo A(n) demostramos A(n+1) enton-
ces A(n) es verdadera para todo niimero natural.

El axioma 5 se conoce como principio de induccién. Con base en estos
cinco axiomas se definen en el aula de clase las operaciones de suma y
producto de naturales asi como la relacién de orden lineal: dados dos natu-
rales distintos, uno es menor o mayor que el otro; Asi mismo, se demues-
tran las leyes y propiedades mads utiles e interesantes de los nimeros
naturales. Hay una propiedad que nos interesa destacar, que es la propie-
dad arquimedeana de N, y que se enuncia de la manera siguiente: dado
cualquier natural n, la unidad 1 puede sumarse un niumero k de veces tal que
n < k. En otras palabras, todo nimero natural puede ser alcanzado y sobre-
pasado por adiciones consecutivas de la unidad. El conjunto N con sus ope-
raciones de suma y producto y su relacion de orden se extiende a los ntimeros
enteros ordinarios Z, que son los naturales y sus negativos, obteniéndose
asi el dominio entero Z, con una estructura algebraica aditiva y multiplicativa
y una relaciéon de orden lineal.

Desde Peano, la construccién de los ntiimeros enteros era aparentemente
tal clara y obvia, que muchos consideraban innecesario insistir sobre élla
en el aula de clase. El andlisis no estdndar ha convertido en imperiosa
necesidad revisar las falsas apariencias y volver las paginas atrds, aiin en
lo que se refiere a la naturaleza de los ntimeros naturales. A continuacién,
siguiendo a Nelson', introduciremos una via axiomatica para operar un
conjunto similar en algunos aspectos, al conjunto de los nimeros naturales
N, que va a arrojar luz sobre las nuevas entidades numéricas que la mate-
matica tradicional ha sido incapaz de considerar.

1 E. Nelson, «Internal set theory: a new approach to nonstandard analysis», Bol. of the Ameri-
can Mathematical Soc., Vol. 83, Nov. 6, 1977.
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NUMEROS NATURALES NO ARQUIMEDIANOS

Vamos a denominar «férmula tradicional» a toda férmula A(n) en n, mien-
tras que llamaremos «férmula no tradicional» a aquellas que expresamente
se refieran a «n finito» y a «n no finito». Asi, a nuestro conjunto de los niime-
ros naturales N se le adicionan los siguientes presupuestos:

1. O es finito
2. Todo sucesor de un numero natural finito es finito
3. Existe algtin ntmero natural no finito en N

4. Si A(n) es una formula cualquiera, tradicional o no tradicional,
que es verdadera para 0 y si, suponiendo A(n) demostramos
A(n+1), donde es n natural finito, entonces A(n) es verdadera
para todo nimero natural finito. Este es el principio de induc-
cién no tradicional.

Nétese que denominamos niimero natural a los elementos del nuevo con-
junto que satisface los axiomas mencionados. Para evitar innecesarias po-
lémicas, podemos pensar que esta alusién es una metafora, y referimos a
los miembros del conjunto simplemente como elementos. Veamos como
funciona este nuevo enfoque. Cuando la férmula A es tradicional -0 sea
que no se mencionan los conceptos de finito y no finito- el principio de
induccién anterior se reduce a la induccién ordinaria, y por tanto, se cum-
plen todas las reglas familiares de los niimeros naturales, entre ellas, las
que cumplen las operaciones de adicién, multiplicacién y la relacién de
orden. Ahora, para confirmar que el nimero 1 es finito, hay que apelar a (1)
«0 es finito» y a (2) «el sucesor de 0 es finito» y como el sucesor de 0 es
0 + 1 = 1 entonces 1 es finito. Y asi, 0, 1, 2, 3, y en general, todos los natura-
les que nos son familiares, son finitos. Por supuesto, no todos los naturales
son finitos, porque (3) nos garantiza que que existe un natural no finito.
Sea m ese natural. Consideremos la férmula A(n): «it > n, n finito». Esta es
una férmula no tradicional que dice: «un natural no finito es mayor que
todo natural finito». Es obvio que se cumple para n = 0, porque 0 es finito y
supuesta para n finito, como n + 1 también es finito, vale para n +1. O sea
que, aplicando (4), vale para todo natural finito. Entonces, dado que todo
natural no finito es mayor que todo natural finito, al natural no finito se le
denomina natural infinito. Del mismo modo puede demostrarse que si | es

Weueli (Cempne
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infinito y se suma con un natural finito obtenemos un natural infinito, que
muestra que hay tantos naturales infinitos como se quieran.

Otras reglas pueden establecerse con extrema facilidad, por ejemplo, la
suma de naturales finitos es un natural finito. En efecto, la férmula no tra-
dicional correspondiente sera B(n): «<n + m es finito». Para demostrar que el
producto de naturales finitos es finito, se aplica (4) a la férmula C(n): «n " m
es finito».

El conjunto de ntimeros naturales N asi considerado transgrede la pro-
piedad arquimedeana ya que la suma 1+1+1+---+1 siempre es finita y por

tanto, si i es infinito, siempre tendremos 1+1+1+---+1 < p o lo que es lo

mismo, un natural infinito no puede ser alcanzado por adiciones sucesivas
de la unidad.

El conjunto N, sus operaciones de suma y producto y su relaciéon de orden
se extiende a los nuevos enteros Z, que son los nuevos naturales y sus ne-
gativos, finitos e infinitos, obteniéndose asi el dominio entero Z, con una

sstructura algebraica aditiva y multiplicativa, y una relacién de orden li-

eal consistente con su estructura algebraica. Obviamente, surge la pre-
gunta de si es posible la construccién de las anteriores estructuras de modo
no axiomatico, esto es, sin suponer previamente que existe un conjunto que
satisface los axiomas de Peano y de Nelson. Esta es la nueva via que vamos
a explorar.

ESTRUCTURAS CON ORDEN LINEAL

Recordemos que un conjunto en general se llama linealmente ordenado
si existe una relacién binaria < que sea transitiva e irreflexiva. Esto quiere
decir, que se cumplan los siguientes tres requisitos: para todos sus elemen-
tos x, ¥, 2,

Zy y<z T X<
xX<y— X#FY.
X#y, X<y V Y<Xx

La tercera condicién hace que el orden sea lineal o total. En general, una
estructura algebraica se denomina grupo aditivo linealmente ordenado si
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APENDICE |. CONSTRUCCION DE SISTEMAS NUMERICOS NO ARQUIMEDIANOS

es un grupo conmutativo en el cual esta definida la relacién de orden <
entre sus elementos, tales que se cumple a + s < b + s, para todo s. Un
ejemplo familiar es el conjunto de los enteros ordinarios Z con las opera-
ciébn de suma y el orden lineal usual a < b <> b — a > 0. Dado que, como
hemos visto, todo entero ordinario es alcanzado por sumas sucesivas de la
unidad, Z se denomina grupo arquimediano. Es el momento de explorar la
existencia de grupos aditivos linealmente ordenados que no sean arqui-
medianos.

UN GRUPO ADITIVO NO ARQUIMEDIANO

En 1975, Robinson publicé un ensayo magistral?, que resuelve el proble-
ma de existencia de estructuras no arquimedianas, y el cual nos servird de
inspiracién para las construcciones que haremos de ahora en adelante.

Consideremos el conjunto Z (x) definido por los entes de la forma a+bx,

donde a, b son numeros enteros ordinarios Z y x es un simbolo que no
asume valores en Z. Estos entes pueden pensarse como polinomios de gra-
do 1, con coeficientes enteros. Cuando b = 0, haremos la identificaciéon

a=a+0x, de modo que el conjunto de los enteros ordinarios Z se puede
considerar subconjunto propiamente contenido en Z (x), lo que se puede
escribir como Z ¢ Z,(x) . Ahora definimos la operacién suma del modo
siguiente:

(@+bx)+(c+dx)=(a+c)+({B+d)x.

Como es tradicional, la adicién finita k veces de un elemento consigo
mismo la denotaremos

(a+bx)+ (a+bx)+---+(a+bx)=ka+kbx=k(a+bx)
La operacién de suma cumple la ley conmutativa y asociativa, y el entero
0 es el neutro de la suma; ademads, todo elemento a + bx tiene un inverso
aditivo: —(a +bx)=—a—bx, por lo que Z,(x) es un grupo aditivo que puede
considerarse extension propia del grupo aditivo de los enteros Z.

2 A. H. Lightstone, A. Robinson, Nonarchimedean Fields and Asymlolic Expansions, North
Holland Pu., Co., Oxford, 1975.
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La relacién de orden en la definiremos de la manera siguiente. Dado
dos elementos cualesquiera a + bx, ¢ + dx, entonces diremos que

b<d

a+bx<c+dx & {b=d—>a<c

Esta es claramente una relacién de orden lineal, pues dados dos ele-
mentos cualesquiera a + bx, ¢ + dx, los enteros b y d, o son distintos, luego
necesariamente uno serd menor que otro, o son idénticos. En el primer caso,
suponiendo b < d, a + bx < ¢ + dx; en el segundo caso, haciendo un razo-
namiento andlogo, o los enteros a y ¢ son idénticos, luego a + bx = ¢ + bx,
0 uno es menor que otro; suponiendo a < ¢, entonces a + bx < ¢ + dx. Asi

por ejemplo, es facil verificar que

3—-5x<11-3x
4x<8+6x

También es facil comprobar que dicha relacién de orden preserva la
operacion de la suma: si tenemos a + bx < ¢ + dx y sumamos a ambos lados
el elemento p + gx, obtenemos (p + gx) + (a + bx) < (c + dx) + (p + gx).
Esto porque, suponiendo b < d, entonces q + b < g + d. El razonamiento
para b = d es similar.

Ahora bien, como los enteros Z estan contenidos en Z (x), los entes

de la forma @ +0x los podemos llamar enteros ordinarios o finitos, dado que
representan a los nimeros enteros de Z. En cambio, dado b > 0, para todo

entero finito a,
a<a+bx, b>0.

La conclusién es sorprendente: ningun ente de la forma a+ bx puede
obtenerse mediante adiciones sucesivas de la unidad. Cualquiera de éstos

es nuestro candidato para denominarlo infinito. Nuestro conjunto Z (x) es
lo que se conoce como grupo aditivo no arquimediano.

Una descripcién grafica de Z (x) es la siguiente: identificamos los
elementos a + bx con las parejas de nimeros enteros (a, b) en el plano

(x, y), con el orden siguiente: (a, b) < (c,d) &b <d, 6 b=d —a <c. Esta
relacién ordena linealmente todas las parejas de enteros en el plano, donde
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siempre cualquier pareja que esté abajo de otra es menor que aquella, mien-
tras que si ambas estan sobre la misma horizontal, la que esta a la izquier-
da es menor que la de la derecha. De esta forma, todas las parejas (a, 0) que

estan sobre el eje de las x representan los enteros finitos, y cualquier otra,
los enteros infinitos, positivos y negativos.

CONSTRUCCION DE HIPERENTEROS NUMERABLES

El conjunto Z (x) es nuestro primer grupo aditivo no arquimediano, con

elementos infinitos. Pero hay algo que puede pasar desapercibido: Z (x) ca-

rece de estructura multiplicativa, y peor aun, no hay forma de dotarla de
una multiplicacién entre elementos que preserve la estructura aditiva y de
orden lineal. identificarse con los hiperenteros. En efecto, si quisiéramos

una multiplicacién consistente con la suma, necesariamente tendriamos
que definir

(a+bx)(c+dx) = ac+ (ad +bc)x + bdxx

y esto nos obliga a introducir otro elemento externo al grupo que corres-

ponda a xx. Definamos entonces Z,(x) como el conjunto de los entes de la

2 - - LA
forma a + bx + cx” donde los coeficientes a, b, ¢ son nimeros enteros, y la
suma de ellos se hace sumando término a término. De la misma forma que

enZ,(x), se puede verificar la siguiente relaciéon de orden lineal:

c<r
a+bx+cx* < p+agx+ri* © \c=r—->b<gq

c=r,b=q—>a<p

Nuevamente, Z,(x) es un grupo aditivo no arquimediano, con ele-

mentos finitos e infinitos. Y aunque algunos elementos se pueden multipli-
car entre si, como por ejemplo,

(2-3x)x=2x-3x"

no todos pueden multiplicarse entre si, como es el caso de



x(2+x%)

ya que no hay un elemento de Z,(x) que corresponda al producto xx”,
¢Cémo podemos obtener un dominio entero linealmente ordenado, esto es,
un grupo aditivo y multiplicativo sin divisores de cero, no arquimediano?.
Hacemos Z(x) el conjunto de todos los entes de la forma

p=a,tax+a,x’+--+ax".

donde cada coeficiente es un nimero entero, con la adicién y multiplica-
cién usual, como si fueran polinomios, y n es cualquier entero positivo fini-
to. Al primer coeficiente se le llama el coeficiente libre. Y al dltimo que no
es cero, se le llama el dltimo coeficiente. Llamémosle grado de p al expo-
nente donde esta el ultimo coeficiente. El polinomio de grado cero es preci-
samente, de la forma

a+0x+0x*+---+0x"

Estos elementos se llaman enteros finitos, los identificamos con el entero

a, y esto hace Z cZ(x) .

Definimos la relaciéon de orden como antes: comparamos los coefi-
cientes de mayor grado; si uno es menor que otro, decimos que el primer
ente es menor que el sequndo ente. Y si son iguales, procedemos similar-
mente con los coeficientes del grado anterior, etc. La situacién de la multi-

plicacién en Z(x) ha quedado resuelta, ya que un elemento de grado n y
otro de grado m producen uno de grado n + m.

Se puede comprobar que la relacién de orden es lineal, y preserva per-
fectamente las operaciones de adicién y multiplicacién mencionadas. En

otras palabras, si P < P2, para cualquier elemento p de Z(x),

b<p,—ptp<p+p,
p>0- pp, < pp, '
También es claro que no hay divisores de cero, o sea Z(x) es un dominio

entero no arquimediano. Particularmente, todo elemento de grado mayor
que cero es un elemento infinito. ZPodriamos afirmar que Z(x) es el con-
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junto de los hiperenteros? Como hay elementos infinitos, podemos deno-
minarlos hiperenteros. Pero no son todos los hiperenteros, porque Z(x) es

la unién numerable de conjuntos numerables y por consiguiente él mismo
es numerable. Hemos construido un modelo numerable de hiperenteros. Y
recordemos que el conjunto *Z, restriccién de *R, es no numerable. No hay

confusién alguna en denominar a Z(x) como un dominio entero de

hipernaturales, quieriendo decir con ello que Z(x) es un subconjunto pro-
pio de los hipernaturales *Z.

Ejemplo

Utilizando el modelo construido, los siguientes son elementos infini-
tos:

N=2-3x
M=x*+x
P=1-x*

Si nos fijamos en los signos de sus coeficientes, concluimos que el pri-
mero de éllos N, es infinito negativo. Asi mismo, P. En cambio, M es infi-

nito positivo. Estos elementos infinitos pueden operarse entre ellos
mismos:

1+P=2-x"
N?=(2-3x)* =4-12x+9x*
M—-P=x*+x"-1+x*=—=14+2x*+x°

Hay otras propiedades interesantes que se cumplen en todo dominio
entero no arquimediano, o sea, en todo modelo de hiperenteros que se cons-
truya, como el que aqui hemos hecho. Por ejemplo, Si N es infinito, enton-
ces N+1 es infinito, porque para todo n finito, n < N implicaquen < N + 1.
Sean n, m finitos y N infinito. Entonces nN = mN, implica que (n - m)N = 0,
luego n = m, porque N # 0 y es vdlida la ley cancelativa de la multiplica-
cion. Dado N > 0 elemento infinito, supongamos que es valido definir la
cantidad N!, denominada factorial y definida como N! = 1X2X3X ... N. En-
tonces tal elemento es divisible por todo entero finito.
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Ejemplo

La siguiente propiedad es inédita en los enteros finitos: dado N > 0 infi-
nito, la sucesién decreciente N- 1, N-2, N - 3, ..., es un subconjunto no vacio
de elementos positivos que no tiene un primer elemento. En nuestro mode-
lo la explicacion del hecho anterior es muy sencilla, porque es obvio que si,
por ejemplo, N = 2-x, se cumple el orden descendente de la sucesion

2—x>1—-x>—x>—-1—-x>-2—x>...

donde cada elemento es infinito pero la cadena no tiene un primer ele-

mento.

FACTORIZACION DE ELEMENTOS INFINITOS

En la aritmética elemental®, se define como compuesto el entero que po-
see un factor o divisor distinto de él y de la unidad, mientras que se le llama
primo a aquel entero que s6lo tenga como divisores a si mismo y a la uni-
dad. ¢Existe un nimero primo infinito? No es obvia la respuesta. Entre los
enteros finitos, es facil demostrar que todo entero compuesto tiene un fac-
tor primo. En general, no es nada claro que todo elemento infinito se pueda
factorizar en sus factores irreducibles. Nuestro modelo Z(x) tiene la venta-
ja de que podemos identificarlo como anillo de polinomios en la variable
X, y éste es un dominio de factorizacién unica®. Particularmente, pueden
aplicarse los conceptos de nimeros primos y numeros compuestos, usua-
les de la teoria elemental de niimeros. Por ejemplo, los dos elementos
M = 1-x, y P = 1+x, son primos infinitos, porque no pueden factorizarse.

En cambio
N=1-x’
es infinito compuesto, ya que

N = (1—xX1+x)=MP

3 H. Griffin, Elementary Theory of numbers, Mc.Graw-Hill Book Company, Inc., 1954.
4 I N. Herstein, Topics in Algebra, Blaisdell Publishing Company, 1964.



o T e T AT IR T VAT W e TV RS TYUILTAULD TR AMUIUIVIELWAINLU S

o sea, factorizable como producto de dos primos infinitos. Estos razona-
mientos tan simples, son impensables en la aritmética tradicional.

¢, DONDE ESTAN LAS POTENCIAS?

En algun momento hemos mostrado que Z(x) es numerable y por ello es

s6lo un modelo aproximativo de los hiperenteros, tal y como se les conoce
en el analisis no estandar. ¢En donde esta fallando la construccién que he-
mos hecho que no se alcanza a cubrir a *Z? La respuesta no se encuentra a
primera vista. Sabemos que las potencias finitas de cualquier elemento de

Z(x), sea este finito o infinito, son nuevamente elementos de Z(x) . Pero si
pretendemos realizar una operacién de potenciacion donde el exponente

es infinito se produce una falla fatal. En efecto, tomemos un entero infinito
P e indaguemos sobre la existencia de un ente como
2P

De acuerdo a las reglas de la aritmética, a tal expresion tiene que corres-
ponderle otro nimero entero infinito. Pero esto es imposible, porque nues-
tros elementos son idénticos a las expresiones polinomiales y no hay ninguna
de éllas, digamos N, que para un grado n finito cumpla,

a,+aN +a,N*+---+a N"=2F

La situacion serd peor aun si intentamos construir expresiones del tipo
NN

o sea que nuestro Z(x) es un conjunto mucho mas grande que los enteros
finitos, pero no tan grande.

UN cAMPO DE HIPERRACIONALES

La enorme ventaja de tener un dominio entero comoZ(x) es la posibili-

dad de construir, como paso inmediato, el campo de cocientes, que como es
usual estarfa constituido por los elementos de la forma
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que son las diversas combinaciones de cocientes en los cuales los nume-
radores y denominadores son finitos o infinitos, respectivamente.

Recordemos que en los cursos de Algebra®, dado un dominio entero
cualquiera, se construye su campo de cocientes a partir del conjunto de
parejas (x,y) donde y # 0, de elementos del dominio entero, con las opera-

ciones

(x, y)+(u,v)=(xv+uy, yv)
(x,y)-(u,v) = (xu, yv)

identificados con la relacion de equivalencia (x, y) = (u,v)&xv =uy. Pue-
de demostrarse que tal estructura constituye un campo, cuyos elementos
son clases de equivalencia que se denotan

X
(x,y)=—,y#0
y

y de alli el nombre de campo de cocientes. Apliquémosle ésto al dominio
entero Z(x) . En otras palabras, definimos Q(x) el conjunto de las entidades
de la forma

0(x) ={§r p.qe Z(x), g ¢0}

donde podemos identificar Z(x) c Q(x) para los elementos cocientes cuyo
denominador es la unidad. Las operaciones de adicién y multiplicacién
usuales en el campo de cocientes seran,

Py Lo PG P X DY

q s g5 qg s gs
La relacién de orden lineal es la usual:

5 I N. Herstein, Op. Cit.
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donde el primero se dice que esta a la izquierda del otro. Como siempre
se cumple la desigualdad p < pq, dado un racional p/q cualquiera, a su

derecha se encuentra algun elemento Z(x), sea este entero finito o infini-

to. El campo Q(x), constituido por parejas de elementos de un conjunto
numerable, es asi mismo numerable, y es un modelo aproximado del cam-
po de los hiperracionales *Q. No habra confusiéon alguna si a Q(x) le lla-

mamos un campo de hiperracionales, queriendo decir con ello que es un
subcampo propio de *Q.

El campo Q(x) es de una riqueza numérica inusitada. Ya sabemos
que contiene a todos los enteros infinitos. Pero ademas, es un hecho notorio
que existen elementos menores en valor absoluto que todo cociente de en-
teros positivos finitos. Sean p y q dos de tales enteros y N entero infinito

positivo. Entonces pN es infinito, luego g < pN, por tanto, multiplicando a
ambos lados por g' N, obtenemos

0<L<£
q

De acuerdo a nuestra nomenclatura inicial, el nombre de racional ordi-
nario le corresponde a todo cociente de enteros finitos; el racional finito es
todo aquel que sea menor que algun entero finito; asi mismo, llamaremos
racional infinito a aquellos que son mayores que todo entero finito. Y le lla-
maremos infinitesimal a todo aquel elemento de Q(x) que posea la propie-

dad de ser menor en valor absoluto que todo racional ordinario positivo.
Hemos mostrado que es posible construir en el aula de clase, de un modo

extremadamente simple, campos con elementos finitos, infinitos e infini-
tesimales.

ELEMENTOS FINITOS, INFINITOS E INFINITESIMALES

Hemos construido un campo linealmente ordenado que contiene tres ti-
pos de nimeros, dos de las cuales son inéditos en el calculo tradicional: los
denominados infinitamente pequefios e infinitamente grandes. Ahora, no



debemos confundir el racional ordinario, que es un cociente de enteros fini-
tos, con los racionales finitos, que son aquellos menores que algun entero
finito. Por ejemplo, si N es entero infinito, o sea, una expresién polinomial

no finita, digamos N = 2x>+5, el nimero

2+3=2+ 23
N 2x°+5

es un racional finito no ordinario. Los cocientes de hiperenteros que pro-
duzcan racionales finitos, infinitesimales o infinitos, no son obvios, como lo

indican los ejemplos a continuacién.
Ejemplo

Dado N infinito, 2N es infinito, luego tanto 1/N como 1/2N son infinitesi-
males. Pero el cociente de ambos es (1/N)(2N) = 2 es racional ordinario.

Ejemplo

Si N es infinito, N? es infinito y 1/N? es infinitesimal, y el producto de N
sor el infinitesimal 1/N?es N (1/N?) = 1/N que es infinitesimal, mientras que
el producto de N? por el infinitesimal 1/N es N? (1/N) = N que es infinito.

Ejemplo
Si N es infinito, N + 1 es infinito, pero N < N + 1, luego
0< .. <1
N +1

Este es un ejemplo de racional que no es cociente de enteros finitos. Para
saber que tipo de racional tenemos, observemos que

N 1 1

=1- =l-o
N +1 N +1

la cantidad 1 - o es un racional finito no ordinario situado a la izquierda
de la unidad.

Ejemplo
Sea N entero infinito. Los siguientes son racionales infinitos:



N*+1 2N*-3N%+1
N’ N*-5
Los siguientes son infinitesimales:

31 N?
N 3N*" 1+N°°

OPERACIONES ENTRE INFINITESIMALES

Si tomamos un infinitesimal o. > 0, el inverso o' es infinito, y a su dere-
cha se encuentra alguno entero infinito N. Por consiguiente,

0<—1—<a,
N

Esto quiere decir que, dado cualquier infinitesimal, siempre podemos
tomar a su izquierda a un infinitesimal de la forma 1/N, N entero.

Respecto a las operaciones de adicién y producto, tenemos las siguien-
tes propiedades. Si p es un racional ordinario y a un infinitesimal, entonces
pa es infinitesimal. Asi mismo, la suma o el producto de dos infinitesimales
es infinitesimal. Lo primero se demuestra asi. Por brevedad, supongamos
todos positivos. Sea q cualquier racional ordinario. Entonces g/p es racio-
nal ordinario, luego o < g/p, y por consiguiente pa < q. Lo segundo se
demuestra asi. Sean o y p dos infinitesimales. Tomemos g cualquier racio-
nal ordinario. Como g/2 es racional ordinario, tenemos

q q
a<= B<i=a+p<qg.
Zﬁ 2 P<q

De la misma forma, si g es racional ordinario, sea p > 0 racional ordina-
rio tal que p? < g. Por consiguiente,

a<pB<p=>oBf<p’<q.



CLASIFICACION DE RACIONALES NO ORDINARIOS

¢Como saber si una operacion produce siempre racionales infinitos o ra-
cionales infinitesimales? Ya vimos que, si tenemos un racional infinito, su
inverso serd infinitesimal. Cuando el racional es infinitesimal, su inverso
es infinito. Con el modelo que construimos, podemos profundizar sobre la
forma general de los hiperracionales y clasificarlos en su totoalidad.

Recordemos que siempre que fijemos un hiperentero P de Q(x) nos esta-
mos refiriendo a una expresion de la forma

- 2 n
P=a,+ax+a,x"+---+a,x

donde todos los coeficientes son enteros ordinarios y el término libre no
es cero. Cuando tenemos dos expresiones P, Q como las anteriores, de gra-
dos n y m correspondientes, un hiperracional g no es mas que la clase de
equivalencia del cociente respectivo

P _a,+ax+a,x’+---+ax"
" 2
Q by+bx+b,x" +---+b, x"

q:

por consiguiente, es suficiente conocer las relaciones entre los grados n,
m para clasificar todos los hiperracionales. Sé6lo hay tres posibilidades. Si
ocurre que n = m, al dividir el numerador y el denominador por x elevado

al grado n,

a, a,
_n-+—n-l b,
X X

q —
—b%-!- ﬁl—l +.”+bm
x x
obteniéndose el racional finito
g= a, +a
b, +p

donde o y B son infinitesimales, porque son sumas de infinitesimales y
productos de racionales ordinarios con infinitesimales. Los otros sumandos
son los tltimos coeficientes de los polinomios correspondientes.
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Si uno de los dos grados es menor que el otro, dividimos cada térmi-
no por x elevado al exponente que es el mayor de ambos grados. Suponga-

mos que n < m. Realizando la divisién correspondiente, el cociente serd de
la forma

o
b,+ B

q:

que es infinitesimal. Si n > m, la divisién produce una expresién de la
forma

a, +o
q= B
que es racional infinito. En resumen, dado un hiperracional como co-
ciente de expresiones polinomiales, nos fijamos en las relaciones entre los
grados respectivos. Si coinciden, dicho hiperreal es racional finito; si el

grado del numerador es mayor, el hiperracional es infinito; y si el grado del
numerador es menor, el hiperracional es infinitesimal.

LA DISTANCIA INFINITESIMAL

Uno de los atributos fundamentales de cualquier espacio que se consi-
dere es su métrica, que en caso de que exista, estd determinada por la dis-
tancia entre sus elementos. Como es de esperarse, se define la distancia
entre dos elementos cualesquiersa de Q(x) como el valor absoluto de la
diferencia entre éllos. Pero aqui la situacién difiere drasticamente que en
la aritmética ordinaria, ya que esta distancia, que es nuevamente una nu-
mero racional, puede ser finita, infinita o infinitesimal.

Cuando la distancia entre dos racionales a y b es infinita, se dice que
a y b estan infinitamente distantes o infinitamente lejanos. Mientras que si
la distancia es infinitesimal, se dice que a y b estan infinitamente préxi-
mos, o infinitamente cerca y se escribe a = b. Esto quiere decir que es equi-
valente el que a sea infinitesimal, a que a = 0.

La estructura métrica que se introduce con esta distancia es uno de
los aspectos relievantes y sorprendentes de nuestro modelo de campo no
arquimediano. Esto nos permitira clasificar a aquellos elementos que, da-



dos un racional ordinario, difieren de éste en un infinitesimal. Dado a ra-
cional ordinario se define el dtomo de a como el conjunto de todos los
hiperracionales que difieren de a en un infinitesimal. En otras palabras,

A@)={ge 0(x) g =a}.

Particularmente, el atomo de cero A(0) esta constituido por todos los ele-

mentos infinitesimales. Por consiguiente, para representar cualquier ele-
mento del &tomo de a # 0 es suficiente tomar un infinitesimal ® y sumérselo

a a. Como a es un racional ordinario, los elementos de su atomo son de la
forma

g=a+m

Nuestro modelo Q(x) nos permite descifrar completamente el dtomo de
un elemento. Sabemos que la expresién general de todo hiperracional es

_aytax+tax’+-+ax"
by +bx+b,x* +--+b x"

Supongamos que dicho hiperreal es finito, que corresponde al caso que
10s ocupa. Necesariamente, se cumplird que n < m. Sea n = m. Definamos
el simbolo

que es el cociente de los ultimos coeficientes y por consiguiente, es un
racional ordinario. Si n < m, q serd infinitesimal, en cuyo caso definimos.
Veamos que en ambos casos, se cumple la interesante relacién

9=°q .

Cuando n < m no hay nada que demostrar, porque g es infinitesimal y
por tanto g estéd infinitamente cerca de cero. Si n = m,




que es claramente infinitesimal. Obviamente, si hiciéramos a = °q, ten-
dremos

q="q+w®

La expresion anterior se puede leer de la manera siguiente: todo hipe-
rracional finito se descompone en la suma de un racional ordinario —su
parte estandar- y un infinitesimal. Ahora hemos descifrado el dtomo de
cualquier racional ordinario. Si el racional ordinario es cero, su atomo esta
constituido por tedos los cocientes de polinomios cuyo denominador es de
grado mayor que el numerador. Si el racional ordinario no es cero, su atomo
esta constituido por todos los cocientes de polinomios de igual grado, don-
de el racional ordinario coincide con el cociente de los tltimos coeficientes.

Ejemplo
Para calcular la parte estandar del racional finito

a+bx
c+dx

tomamos su distancia al racional ordinario b/d obteniendo

at+bx b _ad-bc

c+dx d cd+d*x

y este es claramente infinitesimal. Luego b/d es su parte estandac

NloDELOS NO NUMERABLES

Al inicio del capitulo, hemos ilustrado sobre la construccién clasica del
campo de los hiperreales *R, en la era post-Robinson. Y también hemos
construido modelos no arquimedianos que son extensiones de los enteros y
los racionales, aunque no alcanzan a cubrir a los hiperenteros y a los



CALcuLo con INFINITESIMALES

hiperracionales, subconjuntos no numerables de *R. Como nuestros mode-
los son conjuntos numerables, vamos a explorar la posibilidad de ampliar-
los a modelos no numerables que contienen a la totalidad de los reales
ordinarios. Y aun asi, veremos que no es posible que cubran a *R, porque
este es un campo verdaderamente grande, mucho mdas grande de lo que
podriamos imaginar®.

Consideremos el conjunto de todos los entes de la forma

2 n
ao +a|x+azx +---+anx =

Donde el término libre es un entero ordinario y todos los otros coeficien-
tes son numeros reales ordinarios. La exposicién que haremos es idéntica a
la que hasta ahora hemos hecho, o sea, tenemos elementos que son expre-
siones polinomiales, con la adicién y multiplicacién usual, como polinomios,
y con la relacién de orden lineal que surge de la comparaciéon de los grados
entre ellos. La unico verdaderamente nuevo, y esto hace una diferencia
radical con el dominio entero Z(x) es que ahora todos los coeficientes pue-
den ser reales ordinarios, salvo el primero, que es entero ordinario.

A todos los entes arriba considerados los denominaremos, sin distin-
cién, hiperenteros. Dado cualquiera de estos hiperenteros, los elementos
positivos son aquellos cuyo ultimo coeficiente es positivo. Los siguientes
son ejemplos de hiperenteros,

3, m, 1+2x
Los hiperenteros de la forma

a+0x+0x>+---+0x"

los identificaremos con el entero ordinario a y los llamaremos enteros
finitos. Salvo los enteros finitos, todos los demds hiperenteros son infinitos.
Asi, nuestro conjunto es un dominio entero no arquimediano, o lo que es lo
mismo, un anillo sin divisores de cero, con orden lineal, y con elementos
infinitos. Estd claro que es un conjunto no numerable porque, particular-
mente, contiene a todos los entes de la forma ax donde a es un nimero real
ordinario.

6 R. Kosak, "What are infinitesimals and why they cannot be seen’, The American Mathematical
Monthly, Vol, 103, Number 10, Dec. 1996.
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El sistema numérico K que proponemos seréd el campo cociente, o
conjunto de todas las expresiones de la forma

ay+ax+a,x’ +--+ax"

La identificacién a = =2 nos permite considerar al conjunto R de los rea-
X
les ordinarios como subconjunto de K

Ejemplo

Como el elemento 1+ -fo es un hiperentero, tiene un sucesor. El entero

que sigue a 1++2x es 2+/2x y entre los dos no cabe ningun otro
hiperentero, puesto que

14+/2x<a+bx<2+~2x
b=A/2
1
a=
2
El sistema numérico K, pese a que contiene a R, no es *R, y le falta mucho
para llegar a serlo. Podriamos decir que K no contiene elementos infinitos
muy grandes ni infinitesimales muy pequefios. Como ya vimos, no existe

un elemento de K que represente a 7¥, donde N es entero infinito. La situa-

ci6én serd idéntica si nos preguntamos por la existencia de infinitesimales
1

_2";. Obviamente, no hay infinitesimales tan pequefios en el siste-

ma construido, por la misma razén arriba anotada. Nuestro sistema es gran-

de, pero no tanto. :
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Euler, maestro de maestros

«Leed a Euler»
La Place

No podriamos finalizar el libro sin hacer mencién a uno de los grandes
en la historia del célculo infinitesimal: Leonardo Euler. Es el momento de
hacer el reconocimiento al maestro de todos los maestros, y mostrar aqui
como en una época se hacia verdaderamente andlisis con los infinitos, como
Euler mismo denominé su arte. También, es preciso que pongamos los puntos
sobre las ies, para dejar en claro que un concepto fundamental de la mate-
matica moderna, la funcién, inventada por Euler, no tiene nada que ver con
lo que se ve hoy en el aula de clase. Aquellos que quieran prufundizar

sobre la vida y obra de Euler pueden acudir a Truesdell!, Horner? y Castro?,
entre tantos bidgrafos.

Leonhard Euler nace en la ciudad de Basilea, Suiza el 15 de abril de
1707. Su padre, Paulus Euler, pastor calvinista, quiere que Leonhard sea
pastor, y lo inscribe en la Universidad de Basilea en 1720. Alli conoce a
Johann Bemnoulli, el matematico mas destacado del momento, quien se con-
vierte en maestro de Leonhard, y lo convence para que se haga matematico.
Daniel y Nicoldas Bernoulli, quienes son sus amigos, invitan a Euler para
que ingrese a la Academia de San Petersburgo, lo que hace el 17 de mayo
de 1727. En 1738 pierde la vista de su ojo derecho. Durante sus 14 afos de

permanencia en San Petersburgo, Euler se convierte en uno de los mate-
maticos mas brillantes de su época.

En 1741, Euler se aleja de Rusia y se vincula a la catedra de ciencia de la
Sociedad de Ciencia de Berlin, aunque acepta seguir colaborando con las
publicaciones de la Academia Imperial. En 1744, Federico II funda oficial-

1 C. Truesdell, Leonhard Euler, Supreme Geometer, Unjiversity of Wisconsin Press, 1972,
2 Hormer, Extractos de la Memoria de la vida y cardcter de Euler, 1840.
3 I C. Castro Ch., Leonhard Euler, Pontificia Universidad Javeriana, Colombia, 1988.



mente la Académie Royal de Sciences et des Belles Lettres, y nombra como
su primer presidente a P L. M. de Maupertuis. Euler permanece al servicio
de Federico II durante 24 afios. En 1766 Euler vuelve nuevamente a San
Petersburgo, donde lo recibe Catalina II la Grande, quien le organiza una
bienvenida digna de una monarca. Pocos anos después, en 1771, pierde la
vista de su ojo izquierdo, quedando totalmente ciego. En San Petersburgo
reside 17 anos, y aunque ciego, es la principal luz que ilumina la Academia
de Ciencias, donde escribe y publica hasta el ultimo dia de su vida. Leonhard
Euler muere el dia 18 de septiembre de 1783.

Los grandes periodos en su vida cientifica son, el que va de 1727 a 1741,
en San Petersburgo. El de 1741 a 1766 en Berlin, y el dltimo, nuevamente
en San Petersburgo, de 1766 hasta 1783. De las publicaciones de Euler en
estas tres etapas, destacamos: Mechanica (1736); Methodus inveniendi
lineas curvas maximi minive proprietate gaudentium sive solutio proble-
matis isoperimetrici latissimo sensu accepti (1744); Introductio in analysin
infinitorum (1748); Institutiones Calculi Differentialis (1755); Elementa cal-
culi variationum (1764); Theoria motus corporum solidorum (1765); Dioptri-
ca (1769); Volistdndige Anleitung zur Algebra (1770); Institutiones Calculi

Integralis (1770). .

Hay un concenso en llamar a Euler el autor mas prolifico de todos los
tiempos. S6lo para contener la lista de las publicaciones de Euler, se re-
quiere editar un libro entero. Del total del cuerpo de investigacién en ma-
tematica, fisica-matematica e ingenieria mecanica publicado en los ultimos
tres cuartos del siglo XIIX, un tercio se debe a Euler. Durante la primera
etapa 1727-1741, en San Petersburgo, las publicaciones de Euler son mas
de la mitad de todas las publicaciones de la Academia. Asi mismo, en la
segunda etapa de 1741-1766 en Berlin, mas de la mitad de las publicacio-

nes de la Academia se deben a Euler.

La publicacién de sus Opera Omnia se ha iniciado en 1911 y estan pro-
gramadas en 89 tomos, de los cuales se han publicado 74. Estos 89 tomos
comprenden cuatro series. La primera serie contiene sus escritos matema-
ticos, y esta totalmente publicada. Consiste en 30 tomos con un promedio
de 470 paginas por tomo. La sequnda serie comprende las obras de meca-
nica y astronomia. La tercera, las de fisica y miscelanea. La serie cuarta
comprendera sus cartas (8 tomos, 3 publicados ya) y sus manuscritos (7

volimenes en preparacion).
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La contribucién de Euler comprende, ademés de la matematica y la fisi-
ca, la mecanica, astronomia, 6ptica, elasticidad, hidrodindmica y ciencia
naval. Es, sin duda alguna, el matemético que mayor influencia ha ejerci-
do, debido a la publicacién de numerosos y famosos textos docentes, que
han estudiado con veneracion los més importantes matematicos y cientifi-

cos del mundo, y que han servido y sirven, en la actualidad, como libros de
texto, consulta y referencia en las universidades.

Es costumbre que en los textos que tratan el célculo infinitesimal, se
apele directamente a frases o parrafos literales de Euler sin mencionarlo
expresamente. También se ha convertido en un odioso hébito ocultarle a los
estudiantes que mucho de lo que estad en los textos de célculo fue creado,
inventado o probado por Euler. Nosotros resefiaremos una de sus mas co-
nocidas proezas, la obtencién del numero e y el desarrollo en serie de la
exponencial, mediante el uso de enteros infinitos e infinitesimales. Lue-
go, nos concentraremos en el tema central, el concepto de funcién, seqin
Euler. Los comentarios nuestros se colocan entre corchetes, para distinguir-
los de las cursivas, que siguen el texto original.

INTRODUCTIO IN ANALYSIN INFINITORUM. LIBER PRIMUS

El libro Introductio in Analysin Infinitorum. Liber Primus, de Leonhard
Euler, es editado en 1748. Contiene 18 capitulos y un Prefacio escrito por el
propio autor. En dicho Prefacio, Euler afirma lo siguiente: «He dividido el
Tratado en dos libros. El primero abarca lo que se llama analisis puro. En el
segundo desarrollo varias cuestiones geométricas...». «Yo me he concentra-
do sobre todo en el primer libro, en las funciones de variables, porque ellas
son el objeto del andlisis infinitesimal». Esta 1ltima frase, arroja una gran
luz sobre los Elementos del Calculo, que en este libro hemos presentado.
En el medio matematico, una obra sobre Analisis Infinitesimal da la impre-
sién que contiene diferenciales, integrales, dreas, maximos y minimos, en-
tre otros temas. A muchos sorprendera que en el Primer Tomo de Euler no
haya nada, absolutamente nada que tenga que ver con diferenciales e inte-
grales. Sélo hay lo que estrictamente Euler ha anunciado: el estudio de las
funciones de variable, que son el objeto del andlisis infinitesimal, la mane-
ra de componerlas, transformarlas, reducirlas a series infinitas, enumerar-
las en especie, separarlas en algebrdicas y trascendentes y estudiarlas por
separado, particularmente, las exponenciales y logaritimicas. Y realizar
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cdlculos, muchos célculos. A continuacién, presentamos el contenido del
célebre Capitulo VII y remitimos a Pita* para aquellos que quieran una
resefia de los otros capitulos del Libro Primero.

Caput VII. De cuantitatum exponentialium ac logarithmorum
per series explicatione. Del desarrollo de cantidades exponen-

ciales y logaritmicas en series.

[El Capitulo cubre desde la Seccién 114 hasta la Seccién 125. Como lo
dice su titulo, Euler se propone desarrollar en series de potencias la expo-
nencial y el logaritmo. Vamos a ver, paso a paso, como lo logra. Los simbo-
los, (salvo el cambio de Ib por log (b)), letras, cantidades y ejemplos, son
literalmente del autor y estdn tomados directamente del texto en latin. La
traduccién del latin es del texto en inglés®. Todo lo que no esté en corchetes

cuadrados es el texto original].

Seccién 114. Puesto que a° =1, cuando el exponente de a au-
menta, la potencia asi mismo aumenta, siempre que tomemos
a mayor que 1. Se sigue que si el exponente es infinitamente
pequernio y positivo, entonces la potencia también excede 1 por
un niimero infinitamente pequerio. Sea @ un nimero infinita-
mente pequerio o una fraccion tan pequena que, aunque no sea
igual a cero, aun a® =1+ donde y es también un nimero
infinitamente pequeno... hagamos y = k. Entonces tenemos

a’ =1+kw
y con a como la base para los logaritmos, tenemos

o =log(1+kw)

[La idea es sencillamente genial. La expresién a® =1+V¥ cormresponde a
un real mayor que 1 elevado a un infinitesimal, cuya potencia pertenecera
al 4tomo de la unidad. Se toman los dos infinitesimales del mismo orden,
por lo que uno serd un miiltiplo finito del otro. La ecuacién ® =log(1+km)
es tipicamente euleriana (o sea, computable): nos dice como determinar
expresamente un infinitesimal mediante un logaritmo. A continuaci6n, Euler

se propone calcular el valor de k]

4 C. Pita, Los infinitésimos en el siglo XVIII, Trabajos de Educacién Matematica No. 3, Matema-
tica Educativa, Cinvestav, México, 1983.
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Exemplum [Euler calcula un valor aproximado de k para la base logaritmi-
ca a = 10. Propone una cantidad cercana a un infinitesimal, ko = 1/1000000.
De las tablas de logaritmos, verifica

1
ka)=_-_._
1000000
1 1000001
log| 1+ — |=log———— =0, v =
g( : ] n:)g1 00000043429 =w
por lo que

ko = 0,00000100000

1_ 43429
k100000
k =2,30258

Seccién 115. Puesto a” =1+ k@ que tenemos

(@) =(1+kw)

cualquiera sea el valor que asignemos a i. De aqui sigue que

o ORI o

Ko® +--
1.2-3

@ =141 kco+
1

Si ahora hacemos i = z/w, donde z denota cualquier niimero
finito, puesto que w es infinitamente pequeno, entonces i es
infinitamente grande. Entonces tenemos @ = z/i donde ® esta
representada por una fraccién con un denominador infinito, y
asi o es infinitamente pequero, como debe ser. Cuando substi-
tuimos z/i por w entonces

kz Y =1) 5, i(-1DGE-2),, ,
(142 | st S 0p 2 B X "D sy
[ i-) b+ 12030

Esta ecuacién es cierta siempre que un numero infinitamente
grande sea sustituido por i pero entonces k es un niimero finito
que depende de a, como lo hemos visto.
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[Como hemos podido confirmar, para los desarrollos en serie, Euler usa
los infinitesimales y los enteros infinitos, a gusto).

Seccién 116. «Cum autem i sit numerus infinite magnus» [Como
i es un numero infinitamente grande]

y entre mayor sea el niimero que substituyamos por i, el valor de
la fraccién estard mds cerca de 1. Entonces, si i es mayor que

l —
cualquier numero asignable, Y- es igual a 1. Por la misma

o g2 i-3
razon, T=1,—i=1 , y asi los demas. Se sigue que

=1

ix3l
4 4'

W | =

i—-2
3i

0N | =

y asi los demas.

[El razonamiento central, que es una inspiracién del principio arquime-
diano, devela la insistencia de Euler en despejar el infinitesimal ®: desde
Leibniz sabemos que todo nimero real z es un muiltiplo entero z = i® de un
infinitesimal dado, donde i es un entero infinito]

Cuando substituimos estos valores, obtenemos,

! 22 3.3
az=1+5+k X 5 +
1. 1.2 1-2.3

Esta ecuacién expresa la relacién entre los niimeros a y k, puesto que
cuando hacemos z = 1, tenemos,

E- k-t
a=l+—+—+
1 1-2 1-2-3
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Cuando a = 10, entonces k es necesariamente, aproximada-
mente igual a 2.30258 como ya hemos visto.

Seccion 117. Hagamos b =a", y sea a la base para los logarit-

mos, de modo que log(b) = n. Puesto que b* =a™, tenemos la
serie infinita,

an kznzzz k3n323
b*=1+—+ + +
1 12 1-2-3

ahora substituimos log(b) por n, de modo que

+---

2
Z Z 3 <
b* =1+ (klog,,b)=+ (klog,, b)*—— + (klog,, b
(klog,, )1 (klog,,b) 12 (klog,,b) 123

Puesto que sabemos el valor de k de un valor dado de la base q,

la exponencial general b* puede ser expresada en una serie
infinita cuyos términos se corresponden con las potencias de z.
Habiendo demostrado este hecho, vamos ahora a demostrar
cémo los logaritmos pueden ser expresados por series infinitas.

Seccién 118. Puesto que q” =1+kw donde ® es una fraccién
infinitamente pequefia y la relacién entre a y k estd dada por

| T 5
a=l+—+—+——+
1 1-2 1-2.3

si a se toma como la base de los logaritmos, entonces
o =log(1+kw) y i@ = log(1+ kw)' . Es claro que entre mds gran-
de sea el niimero escogido para i mds (1+ ko)’ excederd a 1. Si
hacemos i un niimero infinito, el valor de la potencia (1+ k)’
se hara mds grande que cualquier niimero mayor que 1. Ahora
si hacemos (1+kw)' =1+ x, entonces log(1+ x) =i®. Puesto
que i es un numero finito, precisamente el logaritmo de 1 + x,
es claro que i debe ser un niimero infinitamente grande, de otra
forma, i® no podria tener valor finito.

[Después de varios razonamientos, Euler establece a continuacién un
resultado historico fundamental: la conquista del nimero e]
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Seccién 122. Puesto que estamos en libertad para escoger la base a para
el sistema de logaritmos, ahora escogemos a de modo tal que k = 1. Supon-
gamos ahora que k = 1, entonces la serie encontrada en la Secci6n 116,

1 1 1 1
1+-+—+ + +
1 1-2 1-2-3 1234

es igual a a. Si los términos son representados como fracciones decima-
les y sumados, obtenemos el valor de

a = 2.71828182845904523536028...

Cuando esta base es escogida, los logaritmos se llaman naturales o
hiperbélicos. Este tltimo nombre se usa puesto que la cuadratura de la hi-
pérbola puede ser expresada mediante estos logaritmos. En aras de la breve-
dad para este nimero 2.71828182845904523536028... usaremos el simbolo e,
el cual denotard la base para los logaritmos naturales o hiperbdlicos, los cua-
les corresponden al valor de k = 1, y e representa la suma de la serie infinita

1 1 1 1
e=14+-—+—+ + +
1 1-2 1-2-3 1234

[Con estos calculos, Euler desarrolla diversas series y obtiene inmedia-
tamente los siguientes resultados:

2 3

e =1+z+——+
1-2 1-2-3

+.t  €lC

2 3
log(1+x):%[x—x— +f——...)

2 3
x? x*
cosx=1-— + =
1-2 1-2-3-4
3 xS
senx = x—

+ e
1-2-3 1-2-3-4-5
ademéas establece la formula de Moivre y la célebre férmula de Euler

e =cosy+iseny



Es importante reiterar que Euler manipula, con toda naturalidad, canti-
dades finitas, infinitamente grandes, e infinitesimales. Asi mismo, logra
alcanzar las cantidades finitas mediantes multiplos infinitos de cantidades
infinitesimales. Estas cantidades sometidas a ciertas reglas de célculo son

tratadas por Euler como poseedoras de un algebra similar a la de los niime-
ro reales].

EL CONCEPTO DE FUNCION, SEGUN EULER

Debido a que este es el centro de atencién de esta exposicion, presentare-
mos el texto literal de las primeras 9 Secciones, en sus versiones conocidas
—el original en latin y su traduccién en inglés, francés y castellano—, que
estamos seguros el lector acusioso sabra agradecer. Aunque, es bueno recal-
carlo, un estudio completo deberia abarcar los Capitulos del I al V, que cu-
bren desde la Seccién 1 hasta la 113. Nuestro objetivo principal es mostrar
qué entiende Euler por funcién y contrastar el sentido de la funcién euleriana
con la acepciéon moderna que nos ensenan en el saléon de clase. No esta de
mas recalcar que todos los comentarios, que aparecen entre corchetes cua-
drados, son de nuestra entera responsabilidad.

LIBER PRIMUS
CAPUT |

DE FUNCTIONIBUS IN GENERE

Chapter 1. On functions in General. Chapitre Premier. Des Fonctions en
general. Capitulo Primero. Las funciones en general.

1. Quantitas constans est quantitas determinata perpetuo eun-
dem valorem servans. 1.- A constant quantity is a determined
quantity which always keeps the same value. 1.- Une quantité

constante est une quantité déterminée, qui conserve toujurs la
meme valeur.

[Una cantidad constante es una cantidad determinada, que con-
serva siempre el mismo valor].

[La cantidad constante es la cantidad determinada, no el nimero. Euler
propone las letras @, b, c, etc., para las cantidades constantes. Dada a cons-
tante, a conserva su valor para siempre, una vez lo ha obtenido. De todas



formas, es interesante que Euler defina a la cantidad constante antes que
cualquier otro concepto]

2. Quantitas variabilis est quantitas indeterminata seu universalis,
quae omnes omnino valores determinatos in se complectitur2.- A
variable quantity is one which is not determined or is universal,
which can take on any value. 2.- Une quantité variable est une
quantité indéterminée, ou, si I'on veut, une quantité universelle,
qui comprend toutes les valeurs déterminées.

[Una cantidad variable es una cantidad indeterminada, o si se
quiere, una cantidad universal que comprende todos los valores

determinados.]

[Mientras que el valor determinado se expresa como constante, la canti-
dad variable comprende todos los niimeros de la naturaleza que sean. Euler
precisa que la relacién de la variable a la constante es la relacién de género
a especie; cuando se consideran los individuos; se la concibe abarcando
todas las cantidades determinadas. Propone simbolizar las cantidades va-

riables con las letras z, y, x, etc.

3. Quantitas variabilis determinatur, dum ei valor quicunque de-
terminatus tribuitur. 3.- A variable quantity is determined when
some definite value is assigned to it. 3.- Une quantité variable
devient déterminée, lorsqu’on lui attribue une valeur déterminée

quelconque.

[Una cantidad variable se hace determinada, una vez se le atri-
buye un valor definido cualquiera].

[Este valor se le puede atribuir de infinitas maneras, porque puede sus-
tituir a todos los niimeros imaginables. Asi, dice Euler, la cantidad variable
comprende todos los niimeros, tanto positivos como negativos, los nimeros
enteros, los fraccionarios, los racionales, los irracionales y los trascendentes;
no debe excluirse el cero ni a los nimeros imaginarios. Ya hemos anotado
que Euler no se refiere a los posibles valores finitos, infinitos o infinitesima-
les que la variable puede recorrer. De lo que sélo hard uso mucho mas mas

adelante.]
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Functio quantitatis variabilis est expressio analytica quomodo-
cunque composita ex illa quantitate variabili et numeris seu
quantitatibus constantibus. 4.- A function of a variable quantity
is an analytic expression composed in any way whatsoever of the
variable quantity and numbers or constant quantities. 4.- Une
fonction de quantite variable est une expressién analytique
composée, de quelque maniere que ce soit, de cette méme quantité
et de nombres, ou de quantités constantes

[Una funcién de una cantidad variable es una expresién analiti-

ca compuesta, de la manera que sea, de dicha cantidad y de
numeros o cantidades constantes.]

[Aqui hay, sin duda, una cuestién fundamental. Nétese que Euler no dice
«una funcién es ...» sino «una funcién de cantidad variable es...» lo que
significa que la funcién es una cantidad variable, s6lo que bajo condiciones
determinadas. ¢Qué determina que una variable sea funcién? El texto lo

dice: una «expresién analitica» cualquiera que sea el significado que se le
de a «analitico».

La acepcién mds usual de «expresion analitica» es que sea completa,
integra, total, redonda como un todo, de modo que pueda descomponerse o
separarse en partes. Esta totalidad se compone de «variable y constantes».
Y también de numero, que confirma que Euler distingue claramente entre
constante y nimero. Pone como ejemplos de funciones las siguientes:

a+3z, az—47%, az+ b\/az — 7%, ¢*. Asi, por ejemplo, en la funcién a + 3z, z
es variable, a es constante y 3 es numero.

Ante la pregunta: ¢La funcién «moderna» es una funcién para Euler?
Debemos ser categoéricos: Euler no la considera una funcién, si entende-
mos que funcién «moderna» quiere decir «asignacién arbitraria» de valo-

res. Una expresién analitica se refiere a una ley, que es lo contrario de
asignacién arbitraria.]

5. Functio ergo quantitatis variabilis ipsa erit quantitas variabilis.
5.- Hence a function itself of a variable quantity will be a variable
quantity. 5.- Une fonction de variable est donc aussi une quantité
variable.



[Una funcién de cantidad variable también es una cantidad va-
riable.]

[Aunque antes ya lo habiamos afirmado, ahora no cabe la menor duda:
para Euler, una funcién es una variable. En otras palabras, ¢Cual es la dife-
rencia entre variable y funcién en Euler? Ninguna. Asi, Euler coloca un
ejemplo de funcién,

— 1 - zz
= 1+ 72

La expresién de la derecha es una «expresion analitica» o sea, una fun-
cién.. Y como ella esta identificada con el simbolo y, entonces y es variable

y por tanto, funcién.

6. Praecipuum functionum discrimen in modo compositionis, quo
ex quantitate variabili et quantitatibus constantibus formantur,
positum est. 6.- The principal distinction between functions, as to
the method of combining the variable quantity and the constant
quantities is here set down. 6.- La principale différence des
fonctions consiste dans la combinaison de la variable et des

quantités constantes, qui les forment.

[La principal diferencia entre las funciones consiste en la combi-
nacién de la variable y de las cantidades constantes que la for-

man.]

[En la funcién moderna, se distinguen las funciones tanto por los valores
que designan, como por el dominio y el rango de la asignacién. En Euler, se
distinguen las funciones sélo por la expresién analitica que las define. La
expresién analitica es una combinacién compuesta de la variable y las cons-
tantes. Las operaciones se combinan y forman la expresiéon. Las operacio-
nes son, la adicién, la sustraccién, la multiplicacién, la divisién; la elevacion
a las potencias; la extraccién de raices. Pero estas combinaciones no agotan
las expresiones analiticas porque sélo generan funciones algebraicas. Por
eso Euler incluye las operaciones con logaritmos, exponenciales; funcio-
nes trigonométricas y otras otras sin nombre, como bien lo aclara].

7. Functiones dividuntur in algebraicas et transcendental; illae sunt,
quae componuntur per operationes algebraicas solas; hae vero,
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in quibus operationes transcendentes insunt. 7.- Functions are
divided into algebraic and transcendents. The former are those
made up from only algebraic operations, the latter are those which
involve transcendental operations. 7.- Les fonctions se divisent
en algébriques et en transcendantes; les premieres sont formées
par des opérations algébriques seulement, et les dernieres
suppossent pour leur formation des operations transeendantes.

[Las funciones se dividen en algebraicas y transcendentes. Las
primeras estan formadas por las peraciones algebraicas. Las se-
gundas son aquellas que involucran operaciones transcendentes.]

[Los multiplos y las potencias de z son funciones algebraicas, asi como

todas las expresiones que admiten operaciones algebraicas. Euler pone
como ejemplo de ello la funcién

a+bz" —c2z—2z

aaz—3b7’

Hay ofras expresiones algebraicas que no pueden ser representadas ex
plicitamente. Euler lo ilustra asi: «tal sera la funcién Z de z, expresada por
la equacion

Z’=azzZ?-b7*Z* +c’Z-1

...». Para obtener una expresion transcendente, es preciso que haya
involucrada una operacion transcendente. Si ¢ es la circunferencia del cir-
culo de radio = 1, «c es una cantidad transcendente», dice Euler

Refiriéndose a las funciones exponenciales, Euler nos hace notar que
ellas tienen exponente variable. En cambio las funciones algebraicas tie-
nen exponentes constantes. Es evidente que las exponenciales no pueden
ser reportadas como funciones algebraicas. De alli que haya varias espe-
cies de cantidades exponenciales, de acuerdo al modo como afecta el expo-
nente variable. Euler coloca como ejemplo de diversas especies

z 4 a! y:
a’. ) a" a” .y %

aunque, aclara, sélo considerara a la primera de ellas, que es la primera
especie.]
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Para terminar, listamos los enunciados en los que Euler establece la na-
turaleza multivaluada de las funciones, las define, las distingue y las acep-

ta a todas por igual, con el nombre de funciones.

10. Finalmente, debemos hacer una distincién entre funciones
univaluadas y multivaluadas.

11. Una funcién bivaluada de z es una que da un par de valores para
cada valor determinado de z.

16. Si y es cualquier clase de funcién de z, entonces, asi mismo, z
serd una funcién de y.

[Es una lastima que este enfoque en el que «todo es funciéon» se haya
perdido. Nunca se le menciona en el salén de clase. Nosotros, en cierta

forma, lo hemos retomado en nuestro libro].
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