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Prologo

Este libro fue escrito con el propésito de servir como guia y material
de consulta del curso de primer semestre Fundamentos de Matemdti-
cas, obligatorio para los estudiantes de las carreras de Matematicas,
Ciencias de la Computacion y Estadistica de la Facultad de Ciencias
de la Universidad Nacional de Colombia, sede Bogotd. Este puede
ser tomado por estudiantes de otras carreras de nuestra Universidad
como, por ejemplo, Fisica, Ingenierias, Filosofia o, inclusive, Disefio

Grifico.

Lo que originé el presente texto, ademads de un viejo deseo de los
autores, fue la necesidad de tener un libro para el curso de Fundamen-
tos de Matemdticas, escrito en castellano, que esté adaptado al bagaje
académico real con el que ingresan al pregrado nuestros estudiantes y
que ademds les ayude a posicionarse en un nivel adecuado para tomar
cursos mds avanzados. Este libro no seria el primero de Fundamentos
de Matematicas de nuestra Facultad de Ciencias. El libro del profesor
Fernando Zalamea [9], publicado en el 2007, es un excelente texto,
de una gran riqueza académica, que lo hace una lectura obligatoria
no solo de los cursos bdsicos, sino también de cursos mds avanzados
a lo largo de la carrera de Matemiticas. Su contenido estd basado en
el programa del curso que estaba vigente hasta antes de la dltima re-
forma del 2008, la cual dividié el antiguo curso de Fundamentos en
los actuales cursos de Fundamentos de Matemdticas y de Sistemas Nu-
méricos. Sin embargo, en nuestra experiencia dictando el curso nos
hemos dado cuenta de que muchos de nuestros estudiantes no lle-
gan con las bases adecuadas para poder aprovechar completamente
el texto del profesor Zalamea. Adicionalmente, los libros guias que
han sido utilizados en este curso en los tltimos afios estdn escritos en
inglés ([1, 15]) y, aunque mds temprano que tarde un estudiante de
matemadticas debe leer textos matemadticos en ese idioma, esto puede
anadir una dificultad adicional a los estudiantes de primer semestre
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debido a la deficiencia en el conocimiento de una segunda lengua por
parte de los bachilleres colombianos. Estos textos, de los que hemos
hecho referencia, no se pueden seguir al pie de la letra porque pre-
suponen que los estudiantes ya tienen experiencias significativas, en
. . . . . «
cursos como Cdlculo Diferencial, o algin tipo de “madurez mate-
matica”. Este no es el caso de la mayoria de nuestros estudiantes de
primer semestre.

Es asi como, con el propésito de que nuestros estudiantes ten-
gan un mejor acceso a todo el conocimiento contenido en el curso
y, ademds, que también sirva como guia para los profesores que lo
impartan, tuvimos la idea de que cada leccién de este libro, en la me-
dida de lo posible, correspondiera a una clase magistral de dos horas.
Creemos que esto puede facilitarle a los estudiantes una lectura mas
practica de cada tema y al profesor la preparacion de las clases. Aun-
que esta manera de presentar los temas podria mantener muy rigida
la cantidad de material cubierto en cada leccién, nuestra prioridad
fue siempre realizar una exposicién detallada y explicita de cada t6-
pico sin dejarnos abrumar por esta limitacién; ain mas, lo presentado
en estas notas supera lo que en términos reales se presenta en la cla-
se. De hecho, es muy posible que la presentacién del contenido de
algunas lecciones lleve mds o menos tiempo dependiendo, no solo
de la agilidad del profesor exponiendo los temas, sino también de
las demandas de los estudiantes o la rapidez con que ellos aprehen-
dan las ideas. La eleccién de cada uno de los temas contenidos en las
lecciones fue discutida y basada en nuestra propia experiencia dictan-
do el curso. Adicionalmente, cada leccién del libro estd acompanada
de una buena cantidad de ejemplos, que complementan y aclaran la
teoria desarrollada, y de ejercicios que han sido escogidos cuidadosa-
mente.

Queremos agradecer en primer lugar a los profesores con quienes
tomamos el curso de Fundamentos de Matematicas, cuando empe-
zamos nuestro transito por este mundo inagotable de conocimiento,
la profesora Myriam Margarita Acevedo y el profesor Marco Fidel
Pita (QEPD). Ellos, dedicados y eminentes maestros, fueron quienes
nos llevaron a experimentar esas primeras epifanias que nos cautiva-
ron al mundo de las matematicas. Agradecemos a la profesora Blanca
Cecilia Marroquin, quien nos ha dado d@nimo en la escritura de estas
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notas y no ha dejado de aconsejarnos sobre la manera como podemos
orientar varios de los temas propios de este curso.

Agradecemos mucho a nuestras colegas, Margarita Ospina y Mi-
lena Cortés, y a nuestros colegas, John Jaime Rodriguez y Claudio
Rodriguez, por su generosidad al haber leido versiones preliminares
de estas notas y habernos indicado sugerencias y comentarios valiosos
que ayudaron a mejorar este texto. Ademds, les agradecemos también
a los profesores y profesoras del Departamento de Matematicas, por
todo el trabajo que se realizé de manera conjunta (preparacion de los
talleres y examénes parciales conjuntos) en la Universidad Nacional
de Colombia, sede Bogotd, cuando hemos dictado este curso. Varios
de los ejercicios que incluimos en este texto tienen su origen en este
trabajo conjunto.

También, queremos agradecer a nuestros estudiantes del curso de
Fundamentos de Matemadticas en la Universidad Nacional de
Colombia, quienes nos han indicado algunos errores tipogrificos e
imprecisiones que aparecieron en versiones preliminares de nuestro
documento. Agradecemos también a los profesores César Gémez,
Mauricio Bogoya y Juan Carlos Herndndez, en su momento directo-
res del Departamento de Matemadticas de nuestra Universidad, por el
apoyo brindado al facilitarnos el tiempo para la elaboracién de este
documento.






Prefacio para el docente

El presente texto recoge gran parte de la experiencia de los autores
dictando el curso de Fundamentos de Matematicas y las sugerencias
que han surgido en discusiones con nuestros colegas. Ensefiar el cur-
so de Fundamentos requiere un tacto especial de parte del docente
para cubrir las necesidades de los estudiantes porque ellos, ademas de
estar dando el salto del colegio a la disciplina universitaria, estin por
primera vez cara a cara con la rigurosidad matematica de la cual no
se puede escapar si realmente queremos que aprendan matematicas.
Teniendo en cuenta esto, pretendimos prioritariamente que nuestro
libro en cada una de sus lecciones mantuviera una gran riqueza en su
contenido y rigor. Es asi como en muchas lecciones el tema expues-
to sobrepasé lo que realmente puede ser abordado en una clase. Esto
implica que cada docente, haciendo uso de su libertad de citedra, po-
dra decidir qué temas tocard en el salén de clase y cudles dejard como
ejercicio de lectura; lo cual motiva el estudio individual.

Este texto estd dividido en 26 lecciones, las cuales corresponden al
numero total de sesiones magistrales que se imparten en un semes-
tre de 16 semanas, con dos sesiones por semana, porque los autores
por lo regular hacemos tres exdamenes parciales de este curso y una
sesion exclusiva para preguntas y discusiones antes de cada examen,
completando asi 32 sesiones. Vale la pena aclarar que estas no son las
Unicas sesiones en las que los estudiantes hacen preguntas y pueden
abrir discusiones. De hecho, mantener el didlogo abierto durante to-
do el semestre con los estudiantes y ofrecer atencién individual de
tal manera que ellos puedan recibir la retroalimentacién necesaria es
vital. Todos podemos aprender de nuestros errores si nos los sefalan
y nos sugieren formas de solucionarlos.

Los seis temas grandes que estudiamos en este curso son los si-
guientes:
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1. Légica cldsica. Lecciones|I|a la

Estrategias de demostracion. Lecciones [0]a la[9]
Teoria intuitiva de conjuntos. Lecciones|10|a la
Relaciones. Lecciones|14]a la

Funciones. Lecciones[19]a 1a[23]

Cardinales. Lecciones [24] a 1a[26]

S

Sugerimos que aquellas sublecciones que aparece con asterisco (¥)
pueden ser omitidas en el salén de clase y dejadas como ejercicio de
lectura para los estudiantes, segtin el criterio del docente.

En la dltima parte del libro presentamos dos apéndices. En el Apén-
dice[Alhacemos un pequefio esbozo de los axiomas de cuerpo y orden
de los nimeros reales. Este tema es también estudiado en las prime-
ras semanas del curso de Cdlculo Diferencial en una Variable, curso
que usualmente los estudiantes estarian viendo de manera paralela
a Fundamentos de Matemadticas. Durante el desarrollo del curso no
estudiamos en detalle estos temas, puesto que presuponemos que los
estudiantes o bien ya han tomado el curso de Cdlculo Diferencial en
una Variable o bien estdn viendo dicho curso de manera paralela con
Fundamentos de Matematicas y ya han cubierto ese tema. El pro-
posito de incluir este apéndice en el texto es simplemente hacerlo lo
mads autocontenido posible.

En el Apéndice [B|presentamos los sistemas deductivos proposicio-
nal y de predicados cldsicos. Estos temas hacian parte del programa
oficial de Fundamentos de Matematicas desde la reforma del 2008
hasta hace un par de afios. Por tener un registro de estos, decidimos
incluirlos en las presentes notas a manera de apéndice. A cambio de
los sistemas deductivos, como resultado de la evaluacién constante de
nuestro curso con nuestros colegas, hemos acordado incluir en el cur-
so los temas de Principio de Induccién Matemdtica (Leccion [9) en
la parte II, puesto que es una estrategia de demostracién muy util en
todos los cursos de la carrera, y Definiciones recursivas (Leccion [20)
en la parte V, como aplicacién del concepto de funcién. Vale la pena
aclarar que tanto Induccién matemaitica como Definiciones recursi-
vas son temas que se estudian con mayor profundidad en el curso
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de Sistemas Numéricos y que tener un primer contacto con estos te-
mas desde Fundamentos de Matematicas facilitara el acceso de los
estudiantes a estas ideas.






Prefacio para el estudiante

Una de las preguntas mads recurrentes que nos formulan a quienes
decidimos estudiar matemadticas es: équé es lo que estudian? La ma-
yoria de las veces no es facil explicar lo que estudiamos o lo que hace-
mos los matematicos porque el imaginario popular, alimentado ape-
nas por las matematicas del colegio o por prejuicios sociales, se aleja
bastante de las matemdticas universitarias. Responder esta pregunta
refiriéndonos a los cursos que estdn en los pénsums de las carreras
de matemadticas no ayuda mucho. También podriamos afirmar que
las matemiaticas son el fruto mds excelso del pensamiento humano o,
decir que, si uno las entiende, son realmente apasionantes, pero esto
tampoco aclara nada. Un buen intento es recordarles una palabra que
seguramente escucharon durante su educacién secundaria: teorema.
En efecto, los matematicos, basados en sus intuiciones, abstracciones
e identificacion de patrones, crean o descubren teoremas pero, antes
de ser matemdticos, mientras estudian matematicas, lo que hacen es
estudiar teoremas que otros matemadticos han creado o descubierto a
lo largo de los siglos. Por ejemplo, uno de los mas famosos es el Teo-
rema de Pitdgoras que fue descubierto por los Pitagéricos alrededor
del siglo VI antes de Cristo.

La caracteristica mds importante de los teoremas es que la afirma-
cion contenida es verdadera y es verdadera para todos y por siempre.
Semejante cualidad, generalmente, no se establece asi porque si. To-
do teorema debe tener una justificacion o, mejor dicho, una demos-
traciéon que nos deje claro que si es verdad, es decir, un argumento
contundente en el que no haya absolutamente ninguna sombra de
duda acerca de su veracidad. Muchas veces entender lo que afirma
un teorema no solo nos puede llevar a sorprender, sino que también
nos invita a disfrutar de seguir un poderoso y elegante argumento
que justifica la verdad de ese teorema eterno. Esto es solo compa-
rable con los mas bellos poemas, porque ademds de estar muy bien
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escritos, respetando todas las reglas de puntuacion y de gramadtica,
también se concatenan conceptos y resultados previos de maneras,
muchas veces, asombrosas, sin perder el rigor matematico, dando asi
lugar a las ideas mds fascinantes que han producido las mentes mas
brillantes de las matematicas. En efecto, la imaginacién, la creatividad
y la intuicién son tanto o, inclusive, mds importantes en matematicas
como el rigor y el orden para comunicar nuestras ideas.

La mayoria de matematicos aceptamos argumentos que estian apo-
yados en la “légica cldsica”, que es el tema principal de la primera par-
te de este libro. Quizds para algunos la 16gica es solo sentido comiin
pero no hay duda de que vale la pena precisar conceptos como propo-
siciones, conectivos l6gicos, negacion de proposiciones, predicados y
cuantificadores. Todo esto nos permitird hacer una exposicién formal
de las “estrategias de demostracién”, segunda parte del libro, que co-
munmente son utilizadas por la comunidad matematica. Las ideas y
conceptos descritos en estas dos primeras partes del libro conforman
la base mas profunda de las matematicas.

Las matemadticas modernas estdn soportadas por la nocién de con-
junto. Es por esto que en la tercera parte del libro, “Teoria intuitiva
de conjuntos”, abordamos este concepto absolutamente fundamental
para iniciar el camino por las matematicas. En la cuarta parte estu-
diaremos las “relaciones” entre conjuntos y, como caso particular de
estas, las “funciones”, en la quinta parte. En la dltima parte de este
libro, sobre “cardinales”, se aclara la nocion de contar los elementos
que tiene un conjunto en la que se usan las funciones inyectivas y bi-
yectivas.

Una de nuestras mayores prioridades en la elaboracién de este li-
bro fue escribir con un gran nivel de detalle las demostraciones de los
teoremas contenidos y fuimos mucho mds minuciosos en las prime-
ras lecciones. En consecuencia, a medida que avanzamos en el libro
dejamos abiertos algunos detalles de los argumentos presentados, los
cuales pueden ser completados por los mismos estudiantes. Adicio-
nalmente, vale la pena resaltar que las matematicas no se aprenden
contemplativamente, leyendo libros o viendo videos en internet. Las
matemadticas se aprenden haciendo ejercicios, como los que aparecen
al final de cada leccion de este libro. Resolver ejercicios le permite
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al estudiante entender mejor los conceptos y detectar sus falencias;
ademas de adquirir intuicion y facilidad en la escritura matematica.

En resumen, la mejor respuesta a la pregunta inicial de este prefa-
cio es: lo que estudian los estudiantes de matematicas es lo que se en-
sefia en los salones de nuestros edificios de matematicas y, para tener
una mejor nocién de estas, y éxito en la carreras con alto contenido
en matematicas, no hay duda de que lo mejor es tomar inicialmente
el curso de Fundamentos de Matematicas.
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En las primeras lecciones de estas notas haremos una introduccién
informal al cdlculo proposicional cldsico. Desde este punto de vista no
estudiaremos la estructura interna de las afirmaciones sino que nos
centraremos en la forma como estdn conectadas con otras, haciendo
énfasis en reglas de formacion de nuevas proposiciones a partir de
proposiciones mas sencillas.

11. ;QUE es una proposicion?

Entenderemos una proposicion, desde el punto de vista cldsico, como
una afirmacion que es verdadera o es falsa en un contexto determi-
nado.

En general, especialmente en Filosofia, se entiende que las proposi-
ciones son afirmaciones del lenguaje natural de las que podemos decir
si son verdaderas o si son falsas en un contexto determinado, sin am-
bigiiedades. Pero en general, en matemadticas no es de interés trabajar
con el lenguaje natural sino con objetos en una estructura matematica
fija.

Algunos textos, por ejemplo [8], no definen explicitamente lo que
es una proposicion, justamente para evitar discusiones que no se ale-
jan del lenguaje natural y que estin muy lejos de lo que realmente
nos interesa en matemadticas.

En resumen, toda proposicion es verdadera o falsa. ‘Verdadero’
y ‘Falso’ son llamados valores de verdad y son asignados a cada una
de las proposiciones. Nétese que no existe otra opcion distinta para
cualquier proposicién mas que tener o valor de verdad “verdadero” o
tener valor de verdad “falso”. Este principio es conocido como prin-
cipio del tercero excluido porque una tercera opcién para el valor de
verdad de cualquier proposicién no es posible.

Una conjetura, por ejemplo, es una afirmacién matematica de la
que, habiendo fijado un contexto, no se ha podido demostrar si es
verdadera o si es falsa. Con seguridad, alguna de estas opciones debe
ocurrir. Ante esta situacién, algunas veces los matematicos supone-
mos que dicha conjetura es verdadera y exploramos consecuencias de
este supuesto. En este caso le hemos asignado un valor de verdad y
de esta manera las conjeturas son, en efecto, proposiciones.
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Ejemplos 1.1.1. Las siguientes afirmaciones son proposiciones:

1.

2.

A Pepe le gustan los autos azules.
Micifui es un gato pardo.

La Légica estudia métodos para discernir cuando un argumen-
to es valido o no.

La Universidad Nacional de Colombia es la principal Univer-

sidad Publica de Colombia.
La luna es de queso verde.
2+2=5.

Si hoy es martes entonces hoy hay clase de Fundamentos de
Matematicas.

La suma de la medida de los dngulos internos de cualquier
triangulo es 180 grados.

Ejemplos 1.1.2. No son proposiciones:

1.

2.

{Micifu es un gato gris? Es una interrogacion.
iHoy serd un bello dia! Es una exclamacion.
iHaz la tarea! Es una orden.

Ojald me vaya bien en el curso. Es una expresion desiderativa,
ya que expresa un deseo.

. 2+ 2. No es una proposicién puesto que no se estd diciendo

nada sobre este objeto (no hay verbo) y por tanto ni siquiera es
una afirmacion.

.22 +5x +6 = 1. No es proposicién porque como z es una

variable, representa un elemento indeterminado vy, por tanto,
el valor de verdad de esta afirmacién depende del reemplazo
que se haga de .
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Debemos tener especial cuidado con la dependencia de lugar y
tiempo de algunas afirmaciones porque pueden modificar su valor de
verdad. Por ejemplo, la afirmacién “hoy es martes”. Dependiendo del
dia de la semana esta afirmacion va a ser verdadera o falsa (solo serd
verdadera si se enuncia un dia martes). En general, lo importante para
este tipo de afirmaciones es que podemos evitar estas ambigiiedades
si tenemos el cuidado de precisar un lugar y tiempo especificos. Asi,
tomardn un valor de verdad fijo.

En estas primeras lecciones de estas notas nos apoyamos un po-
co en proposiciones de nuestro lenguaje “natural” puesto que todos
estamos mads familiarizados con este tipo de afirmaciones. Sin em-
bargo, poco a poco iremos pasando a trabajar con proposiciones en
matematicas las cuales evidentemente no tienen componentes ni de
lugar ni de tiempo vy, por lo tanto, no se deben hacer consideraciones
al respecto.

En este documento representaremos (simbolizaremos) proposi-
ciones arbritrarias por medio de letras griegas (@, 8, v, - - - ). Por ejem-
plo:

a : “A Pepe le gustan los autos azules”.
B : “Micifu es un gato pardo”.
[13 -, . . -, . .
: “La Logica estudia métodos para discernir cuando un argumento
La L tud tod d d t
es vdlido o no”.

Noétese que en esta escritura usamos el simbolo dos puntos (:) para
indicar que la letra griega nombra a la proposicién que escribimos a
cotinuacién entre comillas. Reservamos el simbolo de igualdad (=)
para expresar que lo que se encuentra a la izquierda y a la derecha del
simbolo son el mismo objeto matematico. Por ejemplo, 2 + 2 = 4.
A lo largo del texto estudiaremos diferentes objetos matematicos y
puntualizaremos el significado de la igualdad en esos contextos.
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1.2. Reglas para la construccion de
nuevas proposiciones

Ahora que sabemos intuitivamente qué es una proposicion, vamos a
definir de manera mds precisa este concepto. Para hacerlo, daremos
unas reglas para construir nuevas proposiciones a partir de proposi-
ciones mds simples consideradas previamente.

1.2.1. Negacion

Dada una proposicion a, la negacion de a corresponde a afirmaciones
del tipo:

1. No es cierto que «,
2. No es verdad que a,
3. No es el caso que a,
4. No se tiene que «,

5. Es falso que se tenga «,

o afirmaciones similares. L.a negacion de @ se denota por —(«).

Decimos que la negacién de una proposicién a es verdadera tini-
camente cuando a es falsa. Es decir, =(a@) toma el valor de verdad
contrario al asignado a a. Esto se resume en la siguiente tabla:

a | =(a)
V| F
F| V

Ejemplos 1.2.1.

1. A pepe no le gustan los autos azules.
2. No es cierto que Micift es un gato pardo.

3. Es falso que la Légica estudia métodos para discernir cuando un
argumento es vilido o no.

4. Laluna no es de queso verde.

5. No se tiene que 2+ 2 = 5.
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1.2.2. Conjuncion

Dadas unas proposiciones a y 3, la conjuncion de @ y B corresponde
a afirmaciones del tipo:

L. ayp,

2. Es el caso que a y B,
3. Se tiene que a y B,

4. a pero B (el “pero” se usa para indicar que S tiene un sentido
negativo respecto de @),

o afirmaciones similares. La conjuncién de @ y B es denotada por

(@) A (B).

Decimos que la conjuncién (a) A (B) es verdadera inicamente
cuando @ y B son verdaderas simultineamente. En cualquier otro
caso, se tomara como falsa. Es decir, (a) A (B) es falsa en el caso de
que alguna (o las dos) de esas afirmaciones @ y B sean falsas.

a | B | (@) A(B)
VIV V
VI|F F
F|V F
F|F F

Ejemplos 1.2.2.
1. Perencejo estudia Matematicas y Sutano trabaja en una oficina.
2. Micifu es un gato pardo y Ruffo es un perro labrador.

3. AJuan le gusta ver peliculas pero José prefiere escuchar musica.

1.2.3. Disyuncion

Dadas unas proposiciones a y B, la disyuncion en el lenguaje natural de
a 'y B corresponde a afirmaciones del tipo:

1. o B,
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2. Esel caso que @ o 3,
3. Se tiene que a o 8,
4. O bien a o bien B,

o afirmaciones similares. La disyuncién de @ y B es denotada por

(@) vV (B).

Decimos que la disyuncién (@) V (B) es falsa inicamente cuando
a y B son falsas simultineamente. En cualquier otro caso, se tomara
como verdadera. Es decir, (a) V (B) es verdadera en el caso de que
alguna (o las dos) de esas afirmaciones a y 8 sean verdaderas.

a | B | (a)Vv(B)
VIV V
VI|F Vv
F|V \Y
F|F F

Vale la pena mencionar que este conectivo V no corresponde exac-
tamente a la disyuncién (o) de nuestro lenguaje natural puesto que
esta muchas veces excluye la posibilidad de que tanto @ como B sean
verdaderas simultdineamente. En efecto, es comun ver en textos el
conectivo y/o que corresponde a la disyuncion que acabamos de de-
finir. Esta disyuncién es también llamada disyuncion inclusiva y la que
mads es usada en nuestro lenguaje es conocida como disyuncion exclu-
siva. El uso del y/o prueba que el significado de la disyuncién (o) en
nuestro lenguaje es exclusivo la mayoria de las veces. Por ejemplo, en
los anuncios o en el menu de un restaurante de comidas rdpidas se
pueden encontrar opciones para escoger por cierto precio un combo
donde la bebida es gaseosa o té helado. Esta disyuncion se entiende en
el sentido de que solo podemos escoger una sola bebida y claramente
excluye la posibilidad de tomar las dos.

También, algunas otras veces una disyuncién en nuestro lenguaje
no excluye la posibilidad de que se den las dos opciones que se plan-
tean; por ejemplo, en la afirmacion: “El Gobierno dard un subsidio
a aquellas personas que estudien o trabajen”, entendemos que basta
que una persona cumpla al menos una de estas opciones, podria dar-
se la posiblidad de tenerse las dos al tiempo, para que el Gobierno
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le dé el subsidio a aquella persona. Es en este sentido en el que en-
tendemos la disyuncién que usamos en matematicas. Tener clara esta
distincién es crucial para un buen entendimiento de las matematicas;
de lo contrario, el significado de la disyuncién (o) en nuestro idioma
puede infectar la nocién que estamos construyendo.

Ejemplos 1.2.3.
1. Laluna es de queso verde 0 2 + 2 = 5.
2. Firulais es un perro maltés o Micifu es un gato pardo.
3. Martha toma el trabajo o lo rechaza.

4. O bien un nimero complejo es algebraico o es trascendente.

1.2.4. Condicional

Dadas unas proposiciones a y B, el condicional con antecedente a y
consecuente 3 corresponde a afirmaciones del tipo:

1. @ implica 8,

2. B,sia,

3. si a entonces S,

4. sia, B,

5. asolosi B,

6. a es condicion suficiente para f3,
7. B es condicién necesaria para «,

o afirmaciones similares. Dicho condicional es denotado por (@) —

(B).

Decimos que el condicional (@) — (8) es falso inicamente en
el caso que « es verdaderay B es falsa. En cualquier otro caso, se to-
mard como verdadero. Es decir, de una verdad no podemos concluir
una falsedad.
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a | B | (a) = (B)
VIV v
V| F F
F|V \%
F|F \

Una critica que se hace a la manera como es definido el condicio-
nal desde este punto de vista es que realmente no estd codificando, en
el sentido estricto, situaciones de la forma causa-consecuencia. Note
que afirmaciones de la forma: “Si Bogotd es la capital de Colombia
entonces la nieve es blanca”, resultan verdaderas dado que tanto an-
tecedente como consecuente son verdaderas. Sin embargo, el hecho
de la nieve ser blanca no es consecuencia de Bogota ser la capital de
Colombia. Para efectos prdcticos de lo que pretendemos, dar una in-
troduccién a la manera como se argumenta en matematicas, es sufi-
ciente el desarrollo cldsico que describimos en estas notas. Desde este
punto de vista, entendemos el condicional de manera que de una afir-
macién verdadera no podemos concluir otra afirmacién que sea falsa,
a pesar de que a priori sepamos que la tesis 8 no es consecuencia de
tener @, como en el ejemplo que consideramos lineas arriba.

Ejemplos 1.2.4.
1. 2 =21 implica que 2 es un ndmero par.
S7 amas a Dios entonces amas a tu hermano.

S7 3 y 5 son nimeros pares entonces 3 + 5 es par.

S

Que el agua alcance una temperatura de 100°C es condicion su-
ficiente para que hierva.

5. Que 23 > 2 sea entero primo es condicion suficiente para que 23
sea impar.

6. Que 512 sea entero impar es condicion necesaria para que 51 sea
un entero impar (segun el criterio dado anteriormente, esto es
lo mismo que decir que si 51 es un entero impar entonces 512
es un entero impar; no se debe interpretar de otra manera).

Observacion 1.2.5 (Variantes del condicional). Si consideramos el
condicional () — (), algunas variantes que consideramos son las
siguientes:
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1. (B) — (a) (reciproca),

2. (=(B)) = (=(@)) (contrarreciproca),

3. (=(a@)) = (=(B)) (contraria).

Ejemplo 1.2.6. Consideremos la afirmacién: “Si hoy es martes, en-
tonces hoy hay clase de Fundamentos de Matematicas”, la cual es un
condicional de la forma (@) — (8) tomando

a: “Hoy es martes”

y
B: “Hoy hay clase de Fundamentos de Matematicas”.

La reciproca de (o) — (B) corresponde a (B8) — (a), que en nues-
tro lenguaje es la afirmacion: “Si hoy hay clase de Fundamentos de
Matemadticas, entonces hoy es martes’.

La afirmacion contrarreciproca de este condicional es (=(B8)) —
(=(@)), que corresponde a la afirmacién: “Si hoy no hay clase de
Fundamentos de Matemadticas, entonces hoy no es martes”.

La contraria de () — (B) corresponde a (=(a)) — (=(B)), que
en nuestro lenguaje corresponde a la afirmacién: “Si hoy no es martes,
entonces hoy no hay clase de Fundamentos de Matemadticas”.

1.2.5. Bicondicional

Dadas dos proposiciones a y B, el bicondicional de a y B en nuestro
lenguaje corresponde a afirmaciones del tipo:

1. asiysolosigf,

2. @ es equivalente a 3,

3. a implicaa 8 y B8 implica a «,

4. a es condicion suficiente y necesaria para 3,

o afirmaciones similares. Denotamos el bicondicional de @ y 8 como

(@) & (B).

Decimos que () < (B) es verdadero en aquellos casos donde a y
B toman el mismo valor de verdad. En otras palabras, (a) < (fB) es
falso en los casos donde @ y B toman valores de verdad diferentes.
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a | B | (a) < (B)
V[V Vv
V| F F
F|V F
F|F \

Ejemplos 1.2.7.

2

1. @ es un entero par siy solo si a® es un entero par.

2. Que a numero real sea diferente de cero es condicion suficiente y
necesaria para que a® > 0.

3. Que un entero no sea par es equivalente a que dicho entero sea
impar.

1.3. Ejercicios

Ejercicio 1.3.1. Sila proposicion ((@) A (B)) — (y) es falsa, dé, si
es posible, el valor de verdad de las siguientes proposiciones, justifi-
cando su respuesta:

L ((B) vV (y) A(a).

((y) A (6)) — ().

(B)V (6) — (a).

((=(@)) A (B)) — ((¥) A (9)).

(= ((¥) — (6)) A ((@) A (B))).

(@) vV (8)) A (7).

7. (=((() A (@) v (B)) — ((6) V().

Ejercicio 1.3.2. Encuentre una proposicién que involucre los conec-
tivos =, A 'y V que tenga la siguiente tabla de verdad:

A

a| B |i?
VIV|F
VIiF |V
F|V]|F
F|F|V
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Ejercicio 1.8.3. Encuentre una proposicién que involucre los conec-
tivos =, A'y V que tenga la siguiente tabla de verdad:

v

é

< <R
o < <
o < <
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21. Lenguaje logico

Diremos que una proposicion estd expresada en lenguaje logico si su
escritura estd expresada usando los simbolos definidos en la Leccion([I]
(=, A, V, > vy o, los cuales denominaremos conectivos). El iltimo
conectivo utilizado en la formacién de una proposicién que no sea
simple se denomina conectivo principal de dicha proposicion.

Para asignarle un valor de verdad a una proposicién arbitraria es
esencial escribir tal proposicién en lenguaje 16gico. Para esto debe-
mos determinar cudles son las proposiciones mas simples que la con-
forman, en otras palabras, determinar aquellas afirmaciones de las
que podemos decir si son verdaderas o falsas, y que no involucran
ninguna de las reglas de formacién de nuevas proposiciones descritas
al final de la Leccion |1} Estas afirmaciones mds simples las denotare-
mos con letras mindsculas p, ¢, 7, s, t, - - -, las cuales denominaremos
letras proposicionales o proposiciones simples.

A partir de las proposiciones simples y utilizando las reglas de
formacién de nuevas proposiciones estudiadas atrds, podemos cons-
truir nuevas proposiciones que aumentan en nivel de complejidad.
Hemos escogido denotar cualquier proposicién con letras griegas «,
B, v, 6, -+ . Consecuentemente, estas proposiciones mds comple-
jas son denotadas con letras griegas. Por ejemplo: @ = (p) A (¢) v
B =)V (g) — (r).

Denominaremos una proposicién no simple por el nombre de su
conectivo principal. Por ejemplo, diremos que @ = (p) A (¢) es una
conjunciony B = ((p) V (q)) = (r) es un condicional.

Ejemplo 2.1.1. En este ejemplo escribiremos en lenguaje 16gico una
proposicién dada en espafiol. Consideremos la proposicién: “Si Joan
estudia y no pospone hacer el trabajo, entonces obtendrd una buena
calificacién”. Lo primero que hacemos es determinar aquellas pro-
posiciones que no involucran conectivos (afirmaciones que denomi-
namos simples), las cuales denotaremos con letras proposicionales. En
este caso, tenemos las siguientes afirmaciones simples:

p: “Joan estudia”,
q: “Joan pospone hacer el trabajo”,

“« . . .. 9
r: “Joan obtendrd una buena calificacion”.

Vemos que la proposicién completa es un condicional, donde el
antecedente es una conjuncion (Joan estudia y no pospone hacer el
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trabajo) y el consecuente es una afirmacién simple (Joan obtendra
una buena calificacion, que habifamos denotado por ). Analizando el
antecedente, vemos que se trata de la conjuncién de una afirmacién
simple (Joan estudia, que habiamos denotado por p) y la negacién
de una afirmacién simple (Joan pospone hacer el trabajo, que ha-
biamos denotado por q); asi que dicho antecedente queda denotado
en lenguaje 16gico por (p) A (=(q)). De esta manera, el condicio-
nal que corresponde a la afirmacién dada inicialmente corresponde a

(@) A (=(g)) = ().

2.2. Importancia de los paréntesis

La importancia de los paréntesis radica en que evitan ambigiiedades
al construir proposiciones complejas, como veremos mds adelante en
el ejemplo[2.2.4] Sin embargo, para simplificar y no recargar la no-
tacion, algunos de ellos los podemos suprimir si no hay lugar a con-
fusiones. Eliminaremos los paréntesis en los siguientes casos:

1. Paréntesis que encierren letras proposicionales.
2. Paréntesis que encierren una negacion.

3. Paréntesis que encierren letras griegas.

Ejemplo 2.2.1. Para ilustrar la anterior regla 3., vemos que las pro-
posiciones (@) A (B), (@) V (B), (@) = (B), (a) « (B),y ~(@) po-
demos escribirlas simplemente comoa A B, @V B, — B,a < B
y = sin riesgo de ambigiiedades.

Ejemplo 2.2.2. Consideremos la siguiente proposicion: “Si Pepe pi-
de unas papas y Juan una hamburguesa, entonces la cuenta va a sa-
lir barata”. Identificamos primero las afirmaciones que no son cons-
truidas a partir de las reglas de formacion de nuevas proposiciones
descritas anteriormente (es decir, las proposiciones mas simples), las
cuales denotaremos con las siguientes letras mindsculas:

p: “Pepe pide unas papas",
¢: “Juan pide una hamburquesa”,
r: “La cuenta va a salir barata".
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Analizando la manera como estd escrita esta proposicién, vemos
que corresponde a un condicional donde su antecedente corresponde
a la conjuncion: “Pepe pide unas papas y Juan una hamburguesa”, y
cuyo consecuente corresponde a la proposicion: “La cuenta va a salir
barata”. El antecedente de esta proposicién corresponde a la conjun-
cién de “Pepe pide unas papas” y “Juan pide una hamburguesa’, asi
que lo simbolizamos como (p) A (¢q); eliminando los paréntesis de
las letras proposicionales obtenemos p A ¢. Entonces la forma como
debemos simbolizar esta proposicién es (p A ¢) — (r). Finalmen-
te, eliminando los paréntesis que encierran a la proposicién simple r
obtenemos (p A q) — 7.

A continuacién, mostraremos otros ejemplos sobre las reglas de
eliminacién de paréntesis.

Ejemplos 2.2.3.
1. p, g y r son proposiciones al ser letras proposicionales.

2. =(p) es proposicion al ser negacién de la letra proposicional
p. Aplicando las reglas de eliminacién de paréntesis, podemos
simplificarla a —p.

3. (=p) A(q) es proposicién, ya que es la conjuncién de las propo-
siciones —p y ¢q. Aplicando las reglas de eliminacién de parénte-
sis podemos simplificarla a =p Ag; en este caso, se sobreentiende
que la negacion solo alcanza a la letra proposicional p. Nétese
que es muy diferente considerar =(p A ¢).

4. (=p A q) V (r) es proposicion, ya que es la disyuncion de las
proposiciones =p A ¢ y r. Aplicando las reglas de eliminacién
de paréntesis podemos simplificarlaa (=p A q) V r.

5. (q) V (r) es proposicion al ser disyuncion de las letras proposi-
cionales ¢ y r. Aplicando las reglas de eliminacion de paréntesis
podemos simplificarlaa g v r.

6. (=p) A (q V r) es proposicién al ser la conjuncion de las pro-
posiciones —p y ¢ V r. Aplicando las reglas de eliminacion de
paréntesis podemos simplificarlaa =p A (¢ V r).
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Siempre debemos tener cuidado con el orden que empleamos en
la construccién de las proposiciones, porque el sentido de las afirma-
ciones podria cambiar dependiendo de dicho orden que considere-
mos. Observe que las proposiciones 4. y 6. en los Ejemplos[2.2.3|de
la leccion anterior, aunque son parecidas, fueron construidas en or-
den diferente. La manera como se interpretan estas afirmaciones, es
decir los valores de verdad que toman, va a ser diferente. Por esta ra-
z6n, es muy importante el uso de paréntesis con el fin de determinar
el orden en que fue construida cada proposicion.

Ejemplo 2.2.4. Consideremos las proposiciones (p Aq) Vr y pA
(¢g Vr). Veamos la tabla de verdad de cada una de estas proposiciones.

plaglr|p N (gqVvr)|(pAg) V r
VIiVIV Y V V

En este primer caso, tanto p, ¢ y r son verdaderas, por lo tanto,
q V r es verdadera (porque alguna de las dos proposiciones ¢ y r es
verdadera) y p A ¢ es verdadera (porque tanto p como ¢ son verdade-
ras). Por consiguiente, p A (¢ Vr) es verdadera (p y ¢ Vr son verdaderas
en este caso) y (p A q) Vr es verdadera también (al menos una de las
dos proposiciones p A g y r es verdadera, en particular ambas lo son
en este caso).

plaglr|ip AN (gvr)|(pAg) V r
VIVIF VY V vV

En este segundo caso, p y ¢ son verdaderas y r es falsa, por lo tanto,
q V r es verdadera (porque alguna de las dos proposiciones ¢ y r es
verdadera, en este caso ¢) y p A ¢ es verdadera (porque tanto p como
g son verdaderas). Por consiguiente, p A (¢ Vr) es verdadera (p y g Vr
son verdaderas en este caso) y (p A ¢q) V r es verdadera también (al
menos una de las dos proposiciones p A ¢ y r es verdadera, en este
caso p A q).

plaglr|p N (gVvr)|(pAqg V r
VIF|V V \Y% F V

En este tercer caso, p y r son verdaderas y ¢ es falsa, por lo tanto,
q V r es verdadera (porque alguna de las dos proposiciones ¢ y r es
verdadera, en este caso ) y p A q es falsa (alguna de las proposiciones
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P v q es falsa, en este caso ¢ es falsa). Por consiguiente, p A (¢ V )
es verdadera (p y ¢ V r son verdaderas en este caso) y (p Ag) Vr es
verdadera también (al menos una de las dos proposiciones p A q y r
es verdadera, en este caso r).

plalr|ip N (qvr)| (pAqg) V r
VIF|F F F F F

En este cuarto caso, ¢ y r son falsas y p es verdadera, por lo tanto,
q V r es falsa (porque ambas proposiciones ¢ y r son falsas) y p A ¢ es
falsa (alguna de las proposiciones p y ¢ es falsa, en este caso ¢ es falsa).
Por consiguiente, p A (¢ V r) es falsa (alguna de las proposiciones p y
q V r es falsa, en este casoloes g Vr) y (p Aq) Vr es falsa (tanto p A g
como r son falsas).

plaglr|p AN (@Vvr)|(pAq) VvV r
FIVI|V F Vv F vV

En este quinto caso, ¢ y r son verdaderas pero p es falsa, por lo
tanto, ¢ V r es verdadera (porque alguna de las dos proposiciones ¢ y
r es verdadera, en este caso en particular ambas lo son) y p Aq es falsa
(porque alguna de las proposiciones p y ¢ es falsa, en este caso p). Por
consiguiente, p A (¢ Vr) es falsa (alguna de las proposiciones py ¢ V r
es falsa, en este caso por lo menos p lo es) y (p A q) V r es verdadera
(al menos una de las dos proposiciones p A g y r es verdadera, en este
caso r lo es).

Noétese que en este caso, sin importar el valor de verdad de ¢ V r, la
proposicién p A (¢ V r) ya es falsa porque p lo es.

Observemos que en este caso, los valores de verdad de p A (¢ Vv r)
y de (p Aq) Vr son diferentes, por lo tanto, en cuanto a su interpreta-
cion légica (semdntica) son diferentes. Esta es la principal razon del
por qué los paréntesis son muy importantes al escribir una proposi-
cién en notacion légica, porque nos permite evitar ambigiiedades en
la escritura de estas que pueden llevar a confusiones en su interpre-
tacion.

Ejercicio 2.2.5. Completar la tabla de verdad de las proposiciones
pA(@Vr)y(pAg V.
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2.3. Tautologlas, contradiccionesy
contingencias

A continuacién haremos una clasificacién de las proposiciones con
respecto a los valores de verdad que toman.

Definicion 2.3.1 (Tautologia). Sea a una proposicién. Decimos que
a es una tautologia si y solo si al analizar sus valores de verdad, en
cualquier caso siempre es verdadera.

Observacion 2.3.2. Si p es una letra proposicional, no es tautologia,
ya que a priori se supone que puede tomar valor de verdad verdadero
o valor de verdad falso.

Ejemplo 2.3.3. Sean a y B proposiciones. Veamos que @ — (8 — )
es una tautologia.

En el caso de que a sea falsa, como es el antecedente del condicional
a — (B — a), en ese caso @ — (B — a) es verdadera.

En el caso de que a sea verdadera, nétese que el condicional 8 — «
va a ser siempre verdadero sin importar el valor de verdad de B
(puesto que el unico caso en el que 8 — «a seria falsa es cuando
B es verdadera y a es falsa, y en este caso a es verdadera); luego,
como tanto antecedente como consecuente de @ — (B — a) son
verdaderos entonces dicho condicional es verdadero también en este
caso.

En cualquier caso @« — (B8 — a) es verdadera, es decir, es una
tautologia.

Ejemplo 2.3.4. Consideremos la proposicion (¢ AB) — —a. Nétese
que en el caso de que @ y B sean verdaderas, @ A B es verdadera y
-« tiene que ser falsa; como el antecedente de (@ A B) — —a es
verdadero y su consecuente es falso, entonces dicho condicional es
falso en este caso. Como hay al menos un caso donde (e A B) — —a
es falsa, entonces no es tautologia.

Definicién 2.3.5 (Contradiccién). Sea @ una proposiciéon. Decimos
que a es una contradiccion siy solo si al analizar sus valores de verdad,
en cualquier caso siempre es falsa.

Ejemplo 2.3.6. Sea @ una proposicién. Veamos que a@ A —a es una
contradiccién.
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En el caso de que a sea verdadera, —a tiene que ser falsa, porlo tanto,
la conjuncién a A —a es falsa en este caso (porque una de las afirma-
ciones en dicha conjuncién es falsa).

Si sucede que « es falsa, como es una de las proposiciones en la con-
juncién @ A =a entonces dicha conjuncion es falsa.

En cualquier caso @ A —a es falsa, por lo tanto, es una contradiccion.

Ejemplo 2.38.7. Consideremos la proposicién (@ A B) — —a dada
en el ejemplo Noétese que cuando a sea falsa, sin importar el
valor de verdad de B, @ A B es falsa. Como en este caso el antecedente
de (@ A B) — —a es falso, entonces dicho condicional es verdadero.
Como hay un caso donde (a@ A B) — —a es verdadero, entonces no
es contradiccion.

Definicién 2.3.8 (Contingencia). Sea a una proposicion. Decimos
que @ es una contingencia si'y solo si no es ni tautologia ni contradic-
cion; es decir, hay al menos un caso donde es verdadera y un caso
donde es falsa.

Ejemplo 2.3.9. Sean a y 8 proposiciones. El condicional (e AB) —
- es contigencia, dado que en el ejemplo vimos que hay un
caso donde es falsa y en el ejemplo[2.3.7vimos que hay un caso don-
de es verdadera.

2.4. Equivalencia semantica

Hay algunos pares de proposiciones que a pesar de escribirse dife-
rente, en todos los casos, ambas proposiciones toman exactamente
los mismos valores de verdad; es decir, tienen el mismo significado
semantico.

Definicion 2.4.1 (Equivalencia semadntica). Decimos que @ y 8 son
equivalentes semdnticamente (o simplemente equivalentes), lo que deno-
taremos por @ = B siy solo si el bicondicional @ < S es tautologia.

Observacion 2.4.2. Hay autores (e.g., [1]) que denotan la equiva-
lencia semdntica con el simbolo <. Por la experiencia que hemos
tenido dictando el curso, algunos estudiantes confunden el simbolo
& (que es usado para relacionar dos proposiciones) con el conectivo
<, por lo que preferimos usar el simbolo = en estas notas. Adicional-
mente, en textos de [dgica matemdtica y teoria de modelos (por ejemplo
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[4]) esta nocion es denotada por 5. Los simbolos & y == no serdn
usados en este documento.

Ejemplo 2.4.3 (Doble negacién). Sea @ una proposicién. Tenemos
que @ = —a:

a | 0w

VIV F

En este primer caso, estamos suponiendo que el valor de verdad
de a es verdadero. Por lo tanto, —a es falso. Asi, la negacion de —a
que es —=—a seria verdadera.

a - - a

F|F V

En este segundo caso, estamos suponiendo que el valor de verdad
de a es falso. Por lo tanto, —=a es verdadero. Asi, la negacion de —a
que es = seria falsa.

En resumen, la tabla de verdad de a y ==« es las siguiente:

(04 l - (04
V[V F
F|F V

Noétese que en cada uno de los casos tanto @ como ——a@ toman
los mismos valores de verdad. Por lo tanto, son equivalentes (lo que
denotamos por @ = =—a). Esta equivalencia la conocemos como ley
de la doble negacion.

Ejemplo 2.4.4 (Conmutatividad de la conjuncién). Sean @ y 8 pro-
posiciones. Veamos que @« A 8 = 8 A a:

a|B|laAB | BAa
VIV \Y% \Y%
VI F K F
F|V F F
F|F F F
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En la primera fila, tanto @ A 8 como B A @ son verdaderas, porque
tanto @ como B son verdaderas.

En la segunda fila, @ A B es falsa porque B es falsa, por la misma
razén B A « es falsa (en ambos casos, hay al menos una proposicién
que es falsa).

En la tercera fila, @ A B es falsa porque a es falsa, por la misma
razon B A a es falsa (en ambos casos, hay al menos una proposicién
que es falsa).

En la cuarta fila, ambas proposiciones son falsas, porque al menos
una de las proposiciones consideradas en ambas conjunciones es falsa,
de hecho las dos son falsas.

Ejemplo 2.4.5 (Ley de De Morgan 1). Dadas a y B proposiciones,
haciendo un argumento similar a los hechos anteriormente, podemos
ver que (@ A B) = —-a V = f3:

a|B|- (@AB)|-a VvV =B
V|V |F Vv F F F
VIF |V F F V V
F|VI|IV F V V F
FIF|V F vV V V

2.41. Analisis usando asignaciones de
verdad

Analizar los posibles valores de verdad de las proposiciones median-
te tablas de verdad puede ser engorroso, ademads de ser un ejercicio
mecdnico sin ningin beneficio sustancial. Asi que aqui exploramos
una manera adicional para comprobar que dos proposiciones son en
efecto equivalentes.

Sean @ y B proposiciones. Supongamos que deseamos demos-
trar que @ = B. Por la Definicion de equivalencia semadntica
debemos ver que la proposicién @ < f es una tautologia. Por el
Ejercicio numeral 7 (significado del bicondicional), esto seria
equivalente a ver que (@ — B) A (B — a) es una tautologia, puesto
que a@ <« B = (a — B) A (B — ). De esta manera, esto es equiva-
lente a analizar que tanto @ — B8 como B — a son tautologias. Esto
lo podemos hacer haciendo un andlisis de asignaciones de valores de

verdad.



28 '« Equivalencia semantica

Esta manera de razonar se vuelve bastante ttil, e incluso eficiente,
en comparacion con el caso en el que tengamos que hacer tablas de
verdad con muchas filas (por ejemplo, tener solo 4 letras proposicio-
nales conformando una proposicién hace automaticamente que una
tabla de verdad que las involucre tenga 2* = 16 filas, lo que lo haria
bastante laborioso de hacer).

Ejemplo 2.4.6. Aunque en el Ejemplo analizamos que —=(a A
B) = —a V =B utilizando tablas de verdad, hagamos un andlisis de
valores de verdad para determinar esta equivalencia.

1. Veamos primero que =(a A 8) — (—a V= 8) es tautologia. En
el caso de que =(a A B) sea verdadera, por definicién de asigna-
cién de valores de verdad de una negacion tenemos que @ A es
falsa, por lo tanto, tenemos que o bien « es falsa o B es falsa. Si
a es falsa, entonces por definicién de asignacién de valores de
verdad de una negaciéon tenemos que —a es verdadera; si 8 es
falsa entonces por definicién de asignacion de valores de verdad
de una negacién tenemos que = es verdadera. En cualquier
caso, ~a V =8 es verdadera (asignacion de valores de verdad
de una disyuncion). Por lo tanto, en este caso podemos concluir
que =(a A B) — (—a V =) es verdadera. En los demads casos
donde =(a A B) sea falsa, por asignacién de valores de verdad
de un condicional tenemos que =(a A B) — (—a V =) es
verdadera (el antecedente es falso). Por lo tanto, tenemos que
como en cualquier caso =(a@ A B) — (—a V =) es verdadera,
entonces dicha proposicion es una tautologia.

2. Veamos ahora que (ma V =8) — —(a A B) es una tautolo-
gia. En el caso de que =(a A B) sea falsa, tenemos por asig-
nacion de valores de verdad de una negacién que a A B es
verdadera, por lo tanto, por asignacion de valores de verdad
de una conjuncién tenemos que tanto @ como B son verda-
deras. Por asignacién de valores de verdad de una negacion,
tenemos que —a y = son ambas falsas, por lo tanto, por la
forma como definimos la asignacién de valores de verdad de
una disyuncién tenemos que —a V = es falsa, luego en este
caso (ma V =) — =(a A B) es verdadera. En el caso de que
-(a A B) sea verdadera, (—a V =8) — —(a A B) es verdade-
ra (cuando el consecuente es verdadero, dicho condicional va
a ser verdadero por la forma como definimos la asignacién de
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valores de verdad de un condicional). Como en cualquier caso
(ma vV =B) = =(a A B) es verdadera, entonces dicha proposi-
cién es una tautologia.

De esta manera, como =(a A ) — (ma V =B)y (ma V -8) —
-(a A B) son tautologias, por lo observado anteriormente tenemos

que =(a A B) = (ma V = B).

2.5. Ejercicios

Ejercicio 2.5.1. Use las letras p, ¢ y r para abreviar las proposiciones
“Arnoldo va a la fiesta”, “Betty compra los pasabocas’ y “Carlos lleva
la musica para la reunién”, respectivamente.

1. Simbolice las siguientes proposiciones:

a)
b)

¢)
d)

2)

h)

Arnoldo va a la fiesta y Betty compra los pasabocas.

O Arnoldo va a la fiesta o Betty compra los pasabocas,
pero no ambas cosas.

Carlos no lleva la musica para la reunion.

Si Arnoldo va a la fiesta o Betty compra los pasabocas,
entonces Carlos lleva la musica para la reunion.

Es suficiente que Betty compre los pasabocas para que
Carlos lleve muisica a la reunién.

Betty compra los pasabocas y Arnoldo va a la fiesta, si y
solo si, Carlos lleva musica para la reunién.

No es el caso que si Arnoldo va a la fiesta, entonces Betty
compra los pasabocas y Carlos lleva muisica para la reu-
nion.

Que Arnoldo vaya a la fiesta es una condicién suficiente
para que Carlos lleve la musica para la reunion.

2. Escriba en correcto espafiol, usando las interpretaciones dadas,
las proposiciones simbolizadas por:

a)

(pAg)—r.
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by =(p A1) — —q.
) (p—q)Vvr.

d) r— (pAg).

e) r—(pVaq).

D pV(gAar).

g (pvg —r.

h)y =r — =(pVq).
) ~((p—q) —r).

Ejercicio 2.5.2. Considere las siguientes proposiciones:

(@)
(b)

Si practica algin deporte, tiene buen estado fisico.

Combinar adecuadamente los condimentos es suficiente para
tener una buena comida.

. Simbolicelas.

Encuentre su reciproca, su contraria y su contrarreciproca.

Escriba en correcto espariol las proposiciones encontradas en

2.

Ejercicio 2.5.3. Ponga la minima cantidad de paréntesis necesarios
para que la expresion:

g AT — SV,

simbolice:

ok

Un condicional.
Una disyuncion.
La negacién de una disyuncion.
Una conjuncion.

Un condicional con antecedente la negacién de una conjuncion.
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Ejercicio 2.5.4. Determine cudles de las siguientes expresiones son
tautologias, justificando su respuesta:

iL(p—>q < (=pArg). ii. (p = ¢q) o (=pVa).
iii. p—=>(@—r)e((pAg —r). iv.o(pAP—q)—q).
v. ((p = q) Ap) & (pAg).

Ejercicio 2.5.5. Demuestre las siguientes equivalencias légicas:
1. =(a V B) =-a A =B (ley de De Morgan 2).

=(@ — B) = @ A =B (negacion del condicional).

(aVB)Vy=aV (B Vy) (asociatividad V).

(@ AB)ANy =a A (B Avy) (asociatividad A).

a — B =-a V B (significado del condicional).

@ — B = - — —a (contrarreciproca del condicional).

a e B =(a— B)A(B — «a) (significado del bicondicional).

® N o &5 A~ b

—(a < B) = (aA-B) V(B A-a) (negacién del bicondicional).

Ejercicio 2.5.6. En cada caso, encuentre una proposicién equivalen-
te a la dada que no utilice el conectivo — .

1. (p—>q)—>r.

2. p—>(¢g—>r).

Ejercicio 2.5.7. Determine si se tienen las siguientes equivalencias,
justificando su respuesta:

L (@Ap)—-y=a—(B—7).
2. a—->(Boy)=8 - (ad—>vy).
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3.1. Negacion de proposiciones

Cuando tenemos una afirmacién en matemadticas, muchas veces es
muy importante saber qué significa que dicha afirmacién no sea ver-
dadera. Desde el punto de vista del calculo proposicional, solo tene-
mos en cuenta la estructura externa de dichas afirmaciones (es decir,
la manera como estdn conectadas con otras proposiciones utilizando
los conectivos vistos anteriormente). Mds adelante estudiaremos c6-
mo analizar afirmaciones que involucran cuantificadores y su estruc-
tura interna (predicados). Seguiremos las siguientes indicaciones:

1. Lo primero que tenemos que hacer es traducir dichas afirma-
ciones en lenguaje légico.

2. Luego determinamos una proposiciéon que sea semanticamente
equivalente a la negacién de nuestra afirmacion original.

3. Por ultimo, reescribimos esta proposicién en espaiol usando el
significado de cada uno de los conectivos utilizados en ella y la
interpretacion que se haya hecho de las letras proposicionales.

Ejemplo 3.1.1. Neguemos la siguiente afirmacién: “2 es un nimero
pary es un nimero primo”. Las proposiciones mas simples utilizadas
en esta afirmacion son las siguientes:

13 - »
P: “2 es un niimero par’,
g: “2 es un niimero primo’.

Eltinico conectivo involucrado en esta afirmacion es una conjuncion
(“2 es un numero par y es un nimero primo’), luego en lenguaje
l6gico esta afirmacion es escrita como p Aq. Porla Ley de De Morgan
(1) (Ejemplo[2.4.5), =(p Aq) = =p V =q, luego la negacion de nuestra
afirmacion inicial es equivalente a “2 no es un niimero par o no es un
numero primo”.

Ejemplo 3.1.2. Neguemos la siguiente afirmacion: “Si n es par, en-
tonces n? es par”. Las proposiciones mds simples (es decir, que no
involucran conectivos) son las siguientes:

« ”

P: n es par ,
« 9 ”»

q: n- espar.
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El conectivo principal de esta afirmacién es un condicional. En-
tonces nuestra afirmacion escrita en lenguaje 16gico es p — ¢. Uti-
lizando la equivalencia 2, dada en el Ejercicio (negacién del
condicional), sabemos que =(p — ¢q) = p A ~q.

Traduciendo esta tltima proposicién a espafiol, obtenemos que la
negacion de la afirmacion dada atrds es equivalente a decir que se

tiene que 7 es par (p) y que no es cierto que n? sea par (=g).

Ejemplo 3.1.3. Neguemos la siguiente afirmacion: “Si n es un nu-
mero natural, entonces n es miltiplo de 2 o es muiltiplo de 8”. Las
proposiciones mads simples de esta proposicién son las siguientes:

[13 - ”»
p: “n es un niimero natural”.
q: “n es multiplo de 2”.
r: “n es multiplo de 3.

Avanzando en el nivel de complejidad de esta afirmacion, la pro-
posicién que debe tenerse en cuenta es “n es multiplo de 2 o es mul-
tiplo de 3” que corresponde a la disyuncién ¢ V r. Finalmente, el
conectivo principal de la afirmacién original es un condicional cu-
yo antecedente es la proposicion “n es un ndmero natural” y cu-
yo consecuente es la proposicién “n es multiplo de 2 o es multiplo
de 3”. El antecedente de esta afirmacién es “n es un nimero na-
tural” que denotamos atrds por la letra proposicional p y el conse-
cuente es la disyuncién ¢ V r; asi que en lenguaje légico esta pro-
posicién es denotada por p — (¢ Vv r). Utilizando la equivalencia 2,
dada en el Ejercicio[2.5.5](negacion de un condicional), sabemos que
-(p > (qVr))=pA-(qVr).PorlaLey de De Morgan (2) (Ejerci-
cio[2.5.5] 1) sabemos que =(q Vr) = =g A =r, luego no es complicado
verificar que =(p — (¢ vV r)) = p A (=g A =r) (queda como ejerci-
cio para el lector). De esta manera, la negacion de la afirmacién dada
inicialmente es equivalente a “n es un nimero natural que no es muil-
tiplo de 2 y no es muiltiplo de 3”. Nétese que en espafiol la expresion
“y no” se puede reemplazar por “ni”.

3.2. Implicacion semantica

Una de las nociones mds importantes en argumentacion es la no-
cién de consecuencia. Desde épocas remotas, la 16gica se ha utiliza-
do como herramienta para justificar la validez de argumentos. En-
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tenderemos por argumento una sucesién de afirmaciones por medio
de las cuales se pretende justificar que de unas afirmaciones iniciales
(que llamaremos premisas) podemos deducir cierta afirmacién (que
llamaremos conclusion). En esta subseccion, estudiaremos este con-
cepto desde el punto de vista semdntico.

Definicién 3.2.1. Sean a1, - - - , a,, B proposiciones. Decimos que
ai, -+, ay implican semdnticamente B (lo cual vamos a denotar por
ay, - ,a, EB)siysolosi (a; A+ Aa,) — B es tautologia.

Observacién 3.2.2. Hay autores que denotan la implicacion légica
por = (e.g., [1]). Nosotros preferimos utilizar en estas notas el sim-
bolo [ (que es estindar en libros mds recientes de l6gica matematica
y teoria de modelos) con el propésito de evitar cualquier confusion
en los estudiantes con el conectivo —.

Observacion 3.2.3. Nétese que ap, -+ ,a, E B es equivalente al
hecho de que en los casos que a7y, - -+ , @, sean verdaderas simultd-
neamente (es decir, la conjuncién aj A --- A @, es verdadera), B es
verdadera en esos casos también. En otras palabras, esto es equiva-
lente a que en los casos en que B sea falsa, alguna de las proposiciones
ai, ag, - - - ay, es falsa (por lo tanto, la conjuncién aj A- - - A @, es falsa
en ese caso).

Ejemplo 3.2.4 (Modus Ponens). Sean a y B proposiciones. Veamos
quea — B, a = B.

a|B|la—=pB) AN o) — B
V[V \Y VV V.V
V| F F F V V F
F|V \Y F F V V
F|F \ F F V F

Por lo tanto, ((@ — B) Aa) — B es tautologia y por consiguiente
a— B,aEPB.

En este caso, no es muy engorroso hacer la tabla de verdad de
((@ —» B) Aa) — B. Sin embargo, hagamos un analisis usando asig-
naciones de valores de verdad para justificar que ((a¢ — B)Aa) — B
es tautologia: supongamos que B es falsa, luego veamos que alguna de
las proposiciones @ — B y a debe ser falsa. Si a es falsa, no tenemos
nada que probar. Asi que supongamos que @ es verdadera, como B
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es falsa entonces @ — B debe ser falsa (épor qué?). Por lo tanto, no
se puede dar el caso de que (¢ — B) A a es verdaderay B es falsa,
luego en cualquier caso ((@ — B) A @) — B es verdadera; es de-
cir, es tautologia. Este ultimo tipo de argumento es muy 1itil cuando
hacer la tabla de verdad del condicional, que necesitamos estudiar, se
vuelve muy laborioso.

Ejemplo 3.2.5 (Eliminacién de la conjuncién 1). Sean a y B pro-
posiciones. Veamos que @ A B |= @. Una forma de hacerlo es veri-
ficando, usando tablas de verdad, que (@ A B) — a es tautologia, lo
que dejamos como ejercicio para el lector.

En este caso, es sencillo hacer este andlisis usando tablas de ver-
dad. Pero en el caso de que tengamos mads letras proposicionales, el
nimero de filas crece de manera exponencial, asi que debemos ex-
plorar maneras mds sencillas y efectivas de justificar que se tiene este
tipo de implicaciones. Supongamos que « es falsa, en ese caso @ A B
es falsa (dpor qué?), por lo tanto, (& A B) — @ no puede ser falsa.
Luego (@ A B) — «a es tautologia y por consiguiente @ A 8 F «a.

Ejemplo 3.2.6 (Modus Ponens erréneo). Veamos que no es verdad
que @« — fB,B E a. Sisucede que a es falsay B es verdadera,
notemos que @ — f es verdadera. En este caso, tanto @ — 8 como
B son verdaderas, entonces (@ — B) A B es verdadera. Pero como
«a es falsa, entonces ((@ — B) A B) — « es falsa.

a|B|((a—=pB) AB) —a
F[V V vV F

Como ((@ — B)AB) — a no es tautologia (hay un caso en el que
es falsa), entonces no se tiene que @« — B, 8 E @, lo que denotamos
pora — B, B | «a.

Como ilustracién, veremos con un caso particular por qué este ra-
zonamiento falla. Tomemos las siguientes proposiciones:

a: “a es un ndmero natural’,
B: “a es un nimero entero”.

El hecho de que tengamos como verdadero B (es decir, que a sea
un nimero entero) no nos permite decir que @ sea verdadera (es de-
cir, que dicho nimero sea un natural), incluso si tenemos @ — f co-
mo verdadera. Tomando por ejemplo ¢ como —2, vemos que como
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el antecedente « es falso en este caso (=2 no es un ndmero natural),
a — f es verdadera, tenemos que B es verdadera (—2 es un nime-
ro entero) pero esto no nos permite concluir que @ es verdadera (es
decir, de esto no podemos concluir que —2 es un ndmero natural).

3.3. Reduccion al absurdo

Algunas veces no se puede hacer un argumento de manera directa.
El siguiente resultado es muy importante, porque en €l estdn basa-
dos argumentos indirectos que usaremos mds adelante en el sistema
deductivo de la l6gica proposicional cldsica y como estrategia de de-
mostracién utilizada en matemdticas (ver Seccién [7.2)).

Proposicién 3.3.1. Sean a1, --- , a,, B proposiciones y \. una contra-
diccion. St a1, -+ - , ay, =B |E \ entonces a1, - - - a, E B.

Demostracion. Como ay, -+, a,, 78 [ L por hipdtesis, entonces
(@1 A -+ Aa, A=B) — L\ es una tautologia. En el caso de que
alguna de las férmulas a7y, - - - , @, sea falsa, entonces @] A --- A @,
es falsa, por lo tanto, en ese caso el condicional (a; A -+ A a,) — B
es verdadero. En el caso de que a1, - - -, @, sean verdaderas simul-

tdneamente, como en ese caso (@] A --+ A a, A =) — L también
es verdadera por ser tautologia y como el consecuente \. es falsa por
ser contradiccién entonces el antecedente aj A -+ A a, A =3 debe
ser falso; como aq, - -, @, se estan suponiendo verdaderas simul-
taneamente, entonces =3 debe ser falsa, por tal razén, 8 debe ser
verdadera. Asi, (@] A--- A @,) — B es tautologia y por consiguiente

a’l;"';a'n|:ﬁ' d

Este resultado nos dice que siempre que queramos ver que unas
proposiciones a1, - - - , @, implican semdnticamente 3, basta ver que
agregando =3 alas proposiciones ay, - - - , @, estas implican semdn-
ticamente una contradiccién.

3.4. Teorema de la deduccion

Otro resultado que nos lleva a una regla de deduccién indirecta es el
conocido como Teorema de la deduccion. Es utilizado cuando lo que
queremos implicar semdnticamente es un condicional.
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Proposicion 3.4.1. Consideremos las proposiciones a1, - - - , ay, @, B.Si
ay, -, Qp, @ |:ﬁ€nl0n()€sa’1,"' » Up IZQ’ _>ﬁ

Demostracion. En el caso de que alguna de las proposiciones ay, - - - , a,
sea falsa, el antecedente de (a1 A---Aa,) — (@ — B) es falsoy, por
tanto, este condicional es verdadero. Suponiendo que que a1, - - - , @,

sean verdaderas simultdineamente, tenemos dos casos: si @ es falsa,
entonces el condicional @ — B es verdadero sin importar el valor
de verdad de B vy, por ende, (a1 A -+ A @) — (@ — ) es verda-
dera; si en cambio @ es verdadera, como por hipétesis tenemos que
i, ,a,, a E B, entonces (] A---Aa, Aa) — B es tautologia.
En particular, puesto que a1, - -+ , @,, @ son verdaderas, entonces 8
debe ser verdadera, por consiguiente, tanto aj A- - -Aa, como @ — B
son verdaderas y, por tal razon, (@ A -+ A a,) — (@ — B) es ver-
dadera. Entonces (@) A -+ A @) — (@ — B) es tautologia, lo que
nos dice que ay, -+, @, Fa — B. o

3.5. Ejercicios

Ejercicio 8.5.1. A continuacién encontrard una lista de proposiciones.
(a) Simbolice cada una de ellas.

(b) Niegue las proposiciones dadas en el literal (a) anterior utili-
zando equivalencias logicas.

(c) Escriba en correcto espanol las negaciones dadas en el literal

(b).
1. Los cursos de fundamentosy de cdlculo son alas 9 de la manana.
Si Maria tiene 18 afios, tiene la misma edad de Lucia.
Ramiro estd inscrito en fundamentos o en cdlculo.
Obtienes una beca si tienes el mejor promedio.

Vas a la fiesta o a cine pero no a ambas partes.

S & s~ N

Si te inscribes en el curso de fundamentos y lo apruebas, puedes
tomar dlgebra el préximo semestre.



10.
11.

12.

13.
14.
15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Negacion de proposiciones. Implicacion semantica o 41

Los cursos de geometria elemental y de matemiticas bdsicas
son a las 11 de la mafiana.

Si Paola estudia estadistica, entonces estudia la misma carrera
que Luisa.

Rafael estd inscrito en el curso de inglés o en el curso de francés.
Obtienes una medalla si ganas el campeonato.

O inscribes fundamentos de matemadticas o sistemas numéri-
cos, pero no ambas.

Si te inscribes en el curso de fundamentos y lo apruebas, puedes
tomar sistemas numeéricos el préximo semestre.

n es un nimero impar y n2 es un nimero impar.

2

O 7 es un ndmero par o n° es un nimero impar.

O n es un ndmero impar o n? es un nimero impar, pero n no es

un ndmero impar ni n? es un nimero impar simultineamente.

7 Nno es un numero primo.

. - . 3 - .
Si n es un nimero mpar o nz €S un numero 1mpar, entonces n

es un nimero primo.

Es suficiente que n?

nimero primo.

sea un ndmero impar para que 7 sea un

7 es un nimero primo solo si 7 es un nimero impar 'y n? esun

nimero impar.

¢ . - . . .
nz €S un numero 1mpar y 7 €S un numero immpar s1y solo sin

es un nimero primo.

No es el caso que si z es un nimero impar, entonces 72 es un

ndmero impar y 7 es un nimero primo.

Que 7 sea un nimero impar es una condicién suficiente para

que n? sea un ndimero impar.

Que 7 sea un nimero impar es una condicién necesaria para
que 7 sea un nimero primo.
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24. O bien n es un nimero primo o es el caso de que n es un nu-
mero impar y n?

2 es un niimero impar.
Ejercicio 3.5.2. Demuestre las siguientes implicaciones 16gicas:
1. @ = B, =B E —a (modus tollendo tollens).
a A B E B (eliminacién de la conjuncién 2).
a,B EaANByB,aEaA B (introduccién de la conjuncién).

aEaVByBEaVp (introduccién de la disyuncién).

aVpB,-akEByaVB,-B E a(modus tollendo ponens).

e & kN

a & BEa—> Bya o B E B — a (bicondicional-
condicional).

7. «a = B, B — vy E a — v (silogismo hipotético).
8. a > B,y =, aVyE BV (dilema constructivo).

Fjercicio 3.5.3. Determine una proposiciéon semanticamente equi-
valente a las siguientes, usando a lo sumo solamente = y A. Justifique
su respuesta:

l.p - p. 2.p > —q. 3.(pANg)—>p. 4.pV(gVr).
5. =p—>—=q. 6.=(pV(g—o71). 7.-(=pV-=qg). 8.p—(qg—or).
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Como vimos en la lecciones anteriores, el tipo de afirmaciones que
podemos trabajar desde el punto de vista de la logica proposicional cld-
sica involucra las conexiones externas entre proposiciones por medio
de los conectivos (sintesis), sin tener en cuenta la estructura interna
de ellas (andlisis). Para ampliar este punto de vista, debemos enrique-
cer un poco lo hecho anteriormente de manera que podamos trabajar
con la estructura interna de las afirmaciones. Una forma de hacerlo
es desarrollando lo que denominamos ldgica de predicados cldsica.

41. Predicados

Un concepto central en este nuevo desarrollo es el concepto de pre-
dicado. Recordemos que en gramadtica una oracién se compone de
sujeto (de quién se estd hablando) y predicado (descripcion de la ac-
cion que ejecuta el sujeto). En estas notas un predicado sera entendido
como una propiedad que objetos matematicos pueden satisfacer o no;
aunque en algunos pocos ejemplos podremos referirnos a personas,
animales o cosas. Mds precisamente, un predicado es una afirmacién
que se realiza sobre un sujeto indeterminado que estd en un universo
de referencia (por defecto, serd siempre no vacio) y que esencialmen-
te describe una propiedad.

Denominaremos los sujetos indeterminados, de un cierto universo
de referencia U, como variables y los simbolizaremos con las letras u,
v, W, X, Y, 2, 0 estas letras con subindices. Los predicados los denota-
remos por letras latinas mayusculas, e involucrardn en su definicién
una o mads variables; que representaran los sujetos indeterminados.
Por ejemplo, P(x), Q(x,y), R(x,y, 2) son simbolos de predicados y,
mads generalmente, P(xy, -+, x,).

A los predicados no se les puede asignar valor de verdad porque
no son proposiciones. No obstante, cuando las variables en los pre-
dicados son reemplazadas por objetos de un universo especifico ob-
tendremos proposiciones de las cuales claramente podremos decir si
son verdaderas o falsas.

Definicion 4.1.1. Entenderemos por interpretacion de un simbolo de

predicado P(xy, -+ ,x,),conxy, - - - , &, variables, en un universo de
referencia U, un predicado o propiedad que tenga sentido en el univer-
so U que involucra las variables x1, - - - , x,, la cual denotaremos por

PU(x17 ;xn)-
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Observacion 4.1.2. Para no sobrecargar la notacién, abusando del
lenguaje, quitaremos el superindice U si el universo de referencia es
claro. A pesar de que el simbolo P(xy, - ,x,) no es técnicamen-
te un predicado, abusaremos del lenguaje y llamaremos al simbolo

P(xy, -+, x,) predicado.

Ejemplo 4.1.3. Considere como conjunto de referencia U el con-
junto de los niimeros naturales y P(x) un predicado con variable x;
una posible interpretacién de P(x) en este universo puede ser

P(x): “x es un nimero par’.

Ejemplo 4.1.4. Considere como conjunto de referencia U la colec-
cion de seres humanos y M (x, y) un predicado con variables x y ;
una posible interpretacién de M (x, ¥) en este universo puede ser

M (x,y): “x es madre biolégica de y”.

Ejemplo 4.1.5. Consideremos la siguiente afirmacién: “Si n es un
natural que es par, entonces n? es par”. A pesar de que tanto antece-
dente como consecuente de esta implicacién hablan del mismo ob-
jeto n, desde el punto de vista de la 16gica proposicional cldsica solo
se puede expresar de la forma @ — f, puesto que ahi solo podemos
analizar la estructura externa de dicha afirmacion. Por esta razon, si
queremos analizar la estructura interna de dichas afirmaciones, debe-
mos extraer de ellas cudles son las propiedades mds simples que esta-
mos considerando sobre dicho objeto n. En este caso, considerando
U como el conjunto de los nimeros enteros, dichas propiedades bd-

sicas son descritas por los predicados:
1. N(x): “x es natural”,
2. P(x): “x es par’.

Extrayendo dichas propiedades basicas que se dicen de los objetos
n y n?, escribimos la afirmacion original en lenguaje 16gico con pre-
dicados. En este caso, la afirmacién “n es un natural” la simbolizamos
por N (n), la afirmacién “n es un nimero par” la simbolizamos como
P(n) ylaafirmacién “n? es un nimero par” quedaria simbolizada co-
mo P(n?). Nétese que la afirmacién original es un condicional cuyo
antecedente es la conjuncién “n es un nimero natural que es par”, que
simbolizamos por N (n) A P(n), y cuyo consecuente es “n? es par”,

. . ¢ . . A . . .
que simbolizamos como P (n2). La simbolizacién de dicho condicio-

nal quedaria (N (n) A P(n)) — P(n?).
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Ejemplo 4.1.6. Consideremos el predicado P(x,y) : “c +y > 0"
Los términos x y y representan objetos indeterminados en un uni-
verso de referencia, razon por lo que los denominamos variables. Los
predicados nos permiten construir proposiciones cuando reemplaza-
mos las variables x y y por objetos de un universo que tomemos como
referencia. Por ejemplo, si tomamos como universo de referencia U
el conjunto de los niimeros enteros y reemplazamos x por 2 y y por
4, la proposicién P(2, 4) afirma que 2+ 4 > 0. En este caso dicha
afirmacion es verdadera. Pero si reemplazamos x por 2 y y por —3,
la proposicién P(2, —3) nos dice que 2 + (=3) > 0, lo cual es falso
porque 2 + (=3) = —1.

Entonces los pasos a seguir en la traduccion de afirmaciones al len-
guaje l6gico con predicados son los siguientes:

1. Identificar cudles son los predicados (propiedades) mas simples
que se estan considerando. Simbolizamos cada uno de estos
con un letra latina mayuscula.

2. Reemplazar las variables que se usaron para definir los predi-
cados por los objetos de los cudles se estin hablando en dichas
afirmaciones.

3. Aumentar progresivamente en complejidad en la simboliza-
cion de dichas afirmaciones, utilizando los conectivos vistos en
la I6gica proposicional cldsica.

4.2. Cuantificadores

Vimos que predicados como “x es madre biolégica de y”, “x es un
nuimero par’ o “x +y > 0” no son proposiciones porque, simple-
mente, son afirmaciones a las que no les podemos asignar un valor
de verdad. De todos modos, estos predicados nos permiten construir
proposiciones reemplazando las variables por objetos de un universo
de referencia.

En el caso de predicados con una sola variable, por ejemplo P(x),
una vez sea escogido el universo de referencia, hemos visto que al re-
emplazar x por algin «a, objeto del universo de referencia, la proposi-
cion P(a) puede ser verdadera pero falsa cuando reemplazamos x por
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otros. En algunas ocasiones nos gustaria saber cudntos objetos del uni-
verso al tomar el lugar de x, en el predicado P (x), hacen que obtenga-
mos proposiciones verdaderas. En particular, queremos decir si todos
los elementos, o si existe algin elemento, del universo que satisfacen
la propiedad descrita por el predicado P(x). Por lo tanto, introduci-
remos dos simbolos mas, llamados cuantificadores, que nos ayudardn a
construir nuevas proposiciones que expresan estas ideas. El valor de
verdad de estas proposiciones dependera de si al reemplazar la varia-
ble x por cualquier objeto del universo obtenemos proposiciones ver-
daderas o de si existe al menos un elemento en el universo que haga
verdadera la proposicién obtenida cuando reemplazamos la variable
por tal objeto, segtin sea el caso. En resumen, los cuantificadores nos
sirven para determinar en alguna medida cudntos elementos de un
universo especifico satisfacen una propiedad, sin decir explicitamen-
te el nimero de elementos que la cumplen.

Uno de estos tipos de proposiciones que encontramos en las ma-
temadticas es por ejemplo: “|sinz| < 1 para todo nimero real x”. La
frase “para todo nimero real x” hace referencia a un tipo de cuan-
tificador. Otro tipo de cuantificador es el que aparece en la siguien-
te proposicion: “sinx = 0 para algin nimero real 2”. En estos dos
ejemplos es claro que el universo de referencia es el de los nimeros
reales R. Esto significa que la variable x serd reemplazada por nime-
ros reales. En el primer caso, x debe ser reemplazada por cualquier
numero real y verificar que se cumpla la propiedad para cada uno de
ellos para concluir que la afirmacién es verdadera, en caso contrario
serd falsa. Y en el segundo caso, basta con exhibir al menos un nime-
ro real que, al reemplazar a x, satisfaga la propiedad para decir que
tal proposicion es verdadera. Si no existe ningin nimero real que
satisfaga la propiedad, la proposicién sera falsa.

Definamos primero la semdntica (es decir, el significado) que le
vamos a dar a los dos cuantificadores cldsicos con los que iremos a
trabajar.

Primero que todo, especifiquemos qué vamos a entender por univer-
so de referencia en este contexto y qué entenderemos por interpretacion
de un predicado.

Definicion 4.2.1. Sea U un universo de referencia no vacio y P(x)
un predicado (propiedad) con una variable libre x (es decir, x no estd
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bajo el alcance de un cuantificador previo). Decimos que afirmaciones
de la forma:

1. Para todo x en U se cumple P(x),
2. Para cadax en U, P(x) es verdadera,
3. La afirmacion P(x) es verdadera para todo x en U,

4. Todos los posibles reemplazos de x por objetos en U satisfacen

P(x),

o afirmaciones similares, que denotaremos por Yx(P(x)), es verda-
dera en el universo U si y solo si para cualquier reemplazo de x por
cualquier elemento a de U se tiene que la proposiciéon P(a) es ver-
dadera (es decir, a satisface la propiedad descrita por P). Este tipo de
afirmaciones las denominaremos universales.

Ejemplo 4.2.2. Examinemos la proposicién: “Todos los smartpho-
nes se pueden conectar a internet”. Consideremos como universo de
referencia U a la coleccién de todos los smartphones y el siguiente
predicado:

I(x): “x se puede conectar a internet”.

Vemos que la proposicion a considerar corresponde en simbolos a
Va(I(x)). Ahora analicemos su valor de verdad. Sea a cualquier
elemento de U, es decir, a representa a cualquier smartphone. Si
lograramos probar que I(a) es siempre verdadera, es decir, que sin
importar qué smartphone @ tomemos, vemos que [(a) es siempre
verdadera, concluiriamos que en este universo tenemos que Y (I (x))
es verdadera.

Caso contrario ocurriria si encontraramos solo un smartphone b que
no se pueda conectar a internet, es decir que 1(b) es falsa. Esto mos-
traria que existe un reemplazo de x para el cual no se cumple la pro-
piedad. Si asi fuera, la proposicion Ya (I (x)) seria falsa en este uni-
Verso.

Definicién 4.2.3. Sea U un universo de referencia no vacio y P(x)
un predicado (propiedad) con variable libre x. Decimos que afirma-
ciones de la forma:
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1. Existe x en U que cumple P(x),
2. Para algiin x en U, P(x) es verdadera,

3. Existe al menos un reemplazo de x por un objeto de U para el
cual P(x) ocurre,

o afirmaciones similares, que denotaremos por 3x(P(x)), es verda-
dera en el universo U siy solo si existe al menos un reemplazo de x
por algin elemento a de U para el cual la proposicion P(a) es ver-
dadera (es decir, a satisface la propiedad descrita por P). Este tipo de
afirmaciones las denominaremos existenciales.

Ejemplo 4.2.4. Consideremos como universo U el conjunto de los
numeros enteros y el predicado

P(x): “x es un nimero par”.

Sabemos que 2 es un nimero entero que ademds es par, por lo tanto,
la proposicion P(2) es verdadera. Como encontramos un reemplazo
de la variable x por un objeto en el universo -2- tal que esa instancia
del predicado P(x) es verdadera, podemos decir que la afirmacién
Ax(P(x)) es verdadera en este universo U.

4.3. Implicacion semantica

Definicion 4.3.1. Dadas ¢ y ¢ proposiciones con predicados y cuan-
tificadores cldsicos, diremos que ¢ implica semdnticamente ¥ (lo que
denotaremos por ¢ |= ) siy solo si para cualquier universo de refe-
rencia U y cualesquiera interpretaciones en U de los predicados involu-
crados en la escritura de ¢ y ¢, el hecho de que ¢ sea verdadera en
dicho universo U implica que alli mismo ¢ debe ser verdadera.

Observacion 4.3.2. ¢ [ ¢ quiere decir que existe un universo de
referencia U e interpretaciones de los predicados involucrados en la
escritura de ¢ y ¢, tales que en U tenemos que ¢ es verdadera pero

W es falsa.

Ejemplo 4.3.3. Denotemos por P(x) algin predicado con una so-
la variable (en este caso x) y consideremos las proposiciones ¢ :=
VaP(x) y ¥ = JxP(x). Veamos que ¢ E .
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Sea U cualquier universo de referencia (no vacio) y P(x) lo interpre-
tamos de cualquier manera dentro de U. Si V2P (x) fuese verdadera
en U; esto quiere decir que para cualquier reemplazo de x por ele-
mentos a de U, tenemos que P(a) es verdadera. Como U es un uni-
verso de referencia, tomando b algun elemento fijo de U, en particu-
lar, tenemos que P (b) es verdadera. Como hemos exhibido al menos
un elemento b de U para el cual P(b) es verdadera, tenemos que en
este universo 3z P (x) es verdadera. Como U era arbitrario y la inter-
pretacion de P(x) en U también era arbitraria, entonces tenemos que

VaP(x) E JxP(x).

Ejemplo 4.3.4. Veamos que 3x(P(x) A Q(x)) I YV (P(x) A Q(x)).
Tomemos como universo de referencia U := N e intepretemos los
predicados P(x): “x es un nimero primo” y Q(x): “x es par’. No-
temos que con este universo y estas interpretaciones la proposicién
Jx(P(x) AQ(x)) es verdadera porque, tomando x := 2, vemos que la
proposicion P(2)AQ(2): “2 es un nimero primo y par” es verdadera.
Sin embargo, la afirmacién P (x) no es cierta para cualquier reempla-
zo de x por elementos de N, de hecho, si tomamos x := 4, vemos que
P(4) AQ(4) es falsa (a pesar de que Q (4) es verdadera, tenemos que
P(4) es falsa porque 4 no es un nimero primo). Como hay al me-
nos un universo de referencia e interpretaciones de los predicados
P(x) y Q(x) en dicho universo de referencia donde 3z (P (x) AQ(x))
es verdadera pero Yx(P(x) A Q(x)) es falsa, entonces tenemos que

Fx(P(x) AQ(x)) F Va(P(x) AQ(x)).

4.4. Equivalencia semantica

Definicion 4.4.1. Dadas ¢ y ¢ proposiciones con predicados y cuan-
tificadores cldsicos, diremos que ¢ es equivalente semdnticamente a
(lo que denotaremos por ¢ = ) siy solo si para cualquier universo de
referencia U 'y cualesquiera interpretaciones en U de los predicados invo-
lucrados en la escritura de ¢ y ¥, ¢ es verdadera en dicho universo U
siy solo si alli mismo ¢ es verdadera (es decir, ¢ y ¢ toman el mismo
valor de verdad en U).

Observacion 4.4.2. Como en la légica proposicional cldsica, tene-
mos que ¢ = ¥ es equivalente al hecho de que ¢ F ¢ y ¢ E ¢.
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Observacion 4.4.3. ¢ #  quiere decir que existe un universo de
referencia U e interpretaciones de los predicados involucrados en la
escritura de ¢ y ¢ tales que en U tenemos que ¢ y ¢ tienen diferentes
valores de verdad (es decir, una es verdadera y la otra es falsa en U).

Ejemplo 4.4.4. Denotemos por P(x) algtiin predicado con una va-
riable y consideremos las proposiciones ¢ := VaP(x) y ¢ := 2P (x).
Tenemos que ¢ # ¢ puesto que no es dificil ver que 3xP(x)
VaxP(x) (lo que dejamos como ejercicio para el lector) puesto que
podemos encontrar un universo de referencia U y una interpretacién
del predicado P(x) donde 3xP(x) es verdadera pero YxP(x) es falsa
(de manera similar al Ejemplo [4.3.4).

4.5. Negacion de cuantificadores

En esta parte, estudiaremos afirmaciones equivalentes a la negacion
de afirmaciones que involucran cuantificadores.

Observacion 4.5.1 (Negacién de una proposicién universal). Sean
P(x) un predicado (no necesariamente simple) y U un universo de
referencia. Decir que la afirmacién Va P(x) no es cierta en U quiere
decir que no es cierto que al reemplazar x por todos los elementos a
de U se tenga que P(a) es verdadera; esto quiere decir que encontra-
remos por lo menos un reemplazo de x por un elemento b en U para
el cual la afirmacién P(b) es falsa. En otras palabras, la afirmacién
Jx—P(x) seria verdadera. Esto lo denotamos por:

-Vz P(x) = 3z -P(x).

Observacion 4.5.2 (Negacion de una proposicion existencial). Sean
P(x) un predicado y U un universo de referencia. Decir que la afir-
macién Jx P(x) no es cierta en U quiere decir que no es cierto que
podamos encontrar al menos un elemento de a en U que al reempla-
zarlo por x se tenga que P(a) es verdadera; esto quiere decir que para
ningun reemplazo de x por elementos b en U la afirmacién P (b) serd
verdadera. En otras palabras, la afirmacion Vx =P (x) seria verdadera.
Esto lo denotamos por:

-3z P(x) = Vx =P (x).
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Ejemplo 4.5.3. Veamos las negaciones de las proposiciones conside-

radas en los Ejemplos y En el Ejemplo se consideré

la proposicion
Va I (x) : “Todos los smartphones se pueden conectar a internet”.

Consideramos como universo de referencia a la coleccién de todos
los smartphones. Aplicando lo estudiado en la Observacion te-
nemos que la negacion de esta proposicion es:

=V [(x) = 3z -1 (x) : “Hay un smartphone que no se puede
conectar a internet”.

En el Ejemplo se consideré la proposicién
Jx P(x): “Existe un entero que es par.”

Consideramos como universo de referencia al conjunto de los nime-
ros enteros. Aplicando lo estudiado en la Observacion tenemos
que la negacion de esta proposicion es:

-3z P(x) = Vx =P (x) : “Ningun entero es par’.

Ejemplo 4.5.4. Consideremos la afirmacién “todo entero es par o
impar”. Observemos que esta proposicion es universal, dado que el
cuantificador involucrado es de este tipo. La afirmacién que se estd
cuantificando puede ser vista como un condicional, donde el conse-
cuente es una disyuncién. Considerando los predicados P(x): “x es
entero”, Q(x): “x es par” y R(x): “x es impar”, esta afirmacién queda
simbolizada 16gicamente como Vx (P(x) — (Q(x) V R(x))). Vea-
mos cémo negar esta proposicion mediante el uso de equivalencias
semanticas.

-V (P(x) — (Q(x) V R(x)))

Jz—(P(x) — (Q(x) V R(x)))
(negacién de un universal es un
existencial)

Jz (P(x) A =(Q(x) V R(x)))
(negacién de un condicional)
Jz (P(x) A (=Q(x) A =R (2)))
(leyes de De Morgan).
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Esta ultima linea nos dice que la negacién de la proposicién “to-
do entero es par o impar” es equivalente a la proposicion “existe un
entero que no es par 'y tampoco impar’.

Ejemplo 4.5.5. Veamos la negacion de la proposicion 3x Vy P(x, y)
donde P(z,y):“c +y = 0” y el universo de referencia es U := Z.
Aplicando sucesivamente lo estudiado en las observaciones y

4.5.2] tenemos que

-3JxVy P(x,y)

Ya =Vy P(x,y)
(negacién de un existencial)
Vax Iy =P(x, y)

(negacién de un universal)

Por lo tanto, la negacién de la proposicion 3z Vy P(x, y): “existe un
entero x tal que para todo y entero se cumple que x +y = 07, es la
proposicién Ya Jy =P (x, y) : “para todo entero x existe un entero Yy
tal quex +y # 0.

4.6. Ejercicios

Ejercicio 4.6.1. Dado el conjunto de referenciaU = {0, 1, 2, 3, 4, 5},
determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones. Justifi-
que su respuesta.

1.Vy(y +4 < 11). 2. 3z(z% = 1).

3. Vr(z+4 > 7). 4. 3y(y3 = 216).
5. VaVy[(x+y <b) - (x+y < 8)]. 6.FaVy(x —y=0).
7. 3x[(x+1=10) v (22 = 4)]. 8. VxIy(x +y = x).

Ejercicio 4.6.2. Dé ejemplos de predicados, en algin universo, que
muestren que las siguientes equivalencias o implicaciones semadnticas
no son vilidas:

1. 3z P(x) A3z Q(x) E Jx(P(x) A Q(x)).
2. Vx(P(x) VQ(x)) EVx P(x) vVxQ(x).
3. Az P(x) E Vx P(x).
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Ejercicio 4.6.3. Negacién de cuantificadores.

1. Simbolice, en lenguaje l6gico, cada una de las siguientes
proposiciones.

2. Simbolice su negacion.

3. Escriba en correcto espafiol su negacién (evite expresiones de
la forma: “No es cierto que ...”, donde los puntos suspensi-
vos corresponden a la proposicion original). Use equivalencias
semanticas.

a)

b)
¢)
d)
e)
b

2)
h)

i)

J)

k)

Todas las personas que viven en Bogotd se transportan en
transmilenio o en bus.

Todas las parejas de casados tienen discusiones.

A todas las personas les agrada al menos dos personas.

A Juan le agrada exactamente una sola persona.

Todo conjunto infinito tiene un subconjunto enumerable.
Algun entero es divisible por 7.

Para cada entero x, hay un entero y tal que xy = 1.

Hay un par de enteros x y vy tales que xy = 1.

Hay un entero x tal que para todo entero y se tiene que
xy = 1.

Todo conjunto no vacio de reales acotado superiormente
tiene extremo superior.

Todo par de tridngulos congruentes tienen la misma drea.
1

. - . T
Existe un nimero racional 7 tal que - < 175-
No existen nimeros naturales m y n tales que m+n = 100

y su mdximo comun divisor es 3.

Para cada ndmero real x, existe un nimero real y tal que
xy = 1.

El valor absoluto de la suma de dos nimeros reales es me-
nor o igual que la suma de sus valores absolutos.

Toda funcién derivable es una funcion continua.

d

Para todo entero positivo n, 7-2" = na" 1.
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q)

r)
s)

t)
u)

v)

w)
x)
)
2)

Existe un nimero real x tal que xy = y para cada nimero
real y.

No todos los nimeros primos son impares.

Existe un niimero natural que es mayor o igual que todos
los naturales.

Existe un nimero natural tal que su reciproco es %.

Para todo nimero natural n existe un natural m tal que
m < n.

Existe un nimero real x tal que para todo nimero real
se tiene que xy = 0.

Todos los nimeros racionales son enteros.
Ningtin nimero real elevado al cuadrado es —1.
Todo nimero natural es par o impar.

Todo nimero natural primo y par es el niimero 2.

Ejercicio 4.6.4. Considerando como universo el conjunto de los ni-
meros enteros, si el predicado P(x) significa “x es un nimero par” y
el predicado Q (x) significa “x es un multiplo de seis”, escriba en co-
rrecto espafiol las siguientes proposiciones y sus negaciones. {Cudles
de ellas son ciertas?

1. =3z (P(x) VQ(x)). 2.3x(P(x) AQ(x)).
5. =Vx(P(x) AQ(x)). 6.3x(=P(x)V -Q(x)).
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5.1. Cuantificacion multiple

En esta parte estudiaremos las posibles combinaciones de cuantifica-
dores sobre dos variables. Hay que tener especial cuidado, puesto que
como veremos en los siguientes ejemplos, el sentido de la afirmacion
podria variar sustancialmente si cambiamos el orden en la cuantifi-
cacion. Estudiaremos también algunas implicaciones que hay entre
estas posibles combinaciones.

Ejemplo 5.1.1. Algunas veces los cuantificadores aparecen implici-
tos en la redaccion de las afirmaciones. Analicemos la siguiente afir-
macién: “Toda persona tiene una madre”. Para esta proposicién, po-
demos considerar un predicado simple definido en el universo U de
todas las personas:

M (y, x):“y es madre de x”.

Lo que nos dice esta afirmacion es que en el universo U de las perso-
nas, para cualquier reemplazo de x por cualquier elemento a pode-
mos encontrar al menos un reemplazo de y, digamos b, en ese mismo
universo (la madre de «), para el cual la propiedad M (b, a) es verdad
(es decir, b es madre de a). Esta proposicién corresponde en simbo-
los a Y (Jy (M (v, x))). Vale la pena aclarar que 3y (M (y, x)) es un
predicado con una sola variable libre x. Mds precisamente, este pre-
dicado corresponde en espafiol a Jy (M (y, x)) :“x tiene una madre”.

Observacion 5.1.2 (Eliminacién de paréntesis). Con el fin de no so-
brecargar la notacién, podemos eliminar los paréntesis que encierren
afirmaciones universales o aquellas que encierren afirmaciones exis-
tenciales, sin tener ambigiiedades. Adicionalmente, podemos elimi-
nar los paréntesis que encierren simbolos de predicados generales.

Como veremos en el siguiente ejemplo, el valor de verdad de un
predicado depende fuertemente del wuniverso que estemos
considerando.

Ejemplo 5.1.3. Consideremos el predicado P(x,y) : “c+y = 0"y el
universo de referencia U := N el conjunto de los nimeros naturales.
Estudiemos el valor de verdad de la proposicién “para todo y existe
x tal que x +y = 07, que es denotada por Vy(3z(x +y = 0)). Pode-
mos eliminar los paréntesis que encierran la afirmacién existencial,
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quedando esta expresion como Vy3x(x +y = 0), entendiéndose sin
ambigiiedad lo que queremos decir. Esta proposicién no es verdade-
ra en el universo U := N puesto que no es cierto que para cualquier
reemplazo de y por elementos en N, digamos «, se tenga que la pro-
posicion Jx(x + a = 0) sea verdadera. En particular, reemplazando
y por el natural 2, sabemos que no hay un reemplazo de x por algin
elemento de N, tal que x+2 = 0; de hecho, el posible reemplazo de x
que haria verdadera esa proposicion es —2, el cual no es un nimero
natural. No obstante, si consideramos como universo U := Z el con-
junto de los niimeros enteros, la proposicion serd verdadera, porque
al tomar cualquier reemplazo de y por cualquier entero fijo a, sabe-
mos que podemos encontrar un reemplazo para x en Z, tal entero es
—a (el opuesto aditivo de a en Z). Asi, a+(—a) = 0, es decir, P(a, —a)
es verdadera. Este tipo de afirmaciones son denominadas universal-
existencial, porque primero debemos verificar que la propiedad vale
para reemplazos de la variable cuantificada con el universal (en es-
te ejemplo, y) por cualquier elemento en el universo de referencia y
luego para ese elemento arbitrario pero fijo, encontramos un reem-
plazo de la segunda variable (en este ejemplo, x) por un elemento en
el universo considerado (que generalmente va a depender de la pri-
mera eleccion que hicimos), para la cual la afirmacion es verdadera.
Noétese que en este ejemplo, al tomar ¢ un elemento arbitrario pe-
ro fijo en el conjunto de los nimeros enteros, existe un elemento en
Z (en nuestro ejemplo —a, que como se observa depende de la elec-
cion que hayamos hecho de a) para el cual la afirmacion P(a, —a) es
verdadera.

Ejemplo 5.1.4. Consideremos el mismo predicado del ejemplo an-
terior P(x, v): “x+y = 0”y consideremos la proposicién 3x Vy P(x, y)
(note que el orden de los cuantificadores considerados fue cambiado
con respecto al ejemplo anterior). Este tipo de afirmaciones, denomi-
nadas existencial-universal, son verdaderas cuando existe un reempla-
zo de la variable x, por algin elemento en nuestro universo de refe-
rencia, de manera que para cualquier reemplazo de la variable y, por
cualquier elemento del universo de referencia, la propiedad P(x, v)
se satisface. La diferencia con el ejemplo anterior es que en este caso
debemos encontrar un reemplazo de la variable x que deberia fun-
cionar para cualquier reemplazo de la variable y; diferente a lo que
ocurre en el ejemplo anterior, donde el reemplazo para la variable x
dependia fuertemente de la eleccién previa que se habia hecho del
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reemplazo de la variable y. En el universo U := Z esta afirmacion es
falsa porque no podemos encontrar un elemento fijo en Z, digamos
a, que al sumarlo con cualquier elemento arbitrario de Z nos arroje
como resultado 0. En efecto, si fijamos un elemento a entero existe
un reemplazo de y en Z (por ejemplo —a+1, que sigue siendo entero)
talquea+y=a+(—a+1)=(a+(-a)+1=0+1=1=%0.

A continuacién, estudiaremos algunas implicaciones y equivalen-
cias semdnticas que involucran afirmaciones con cuantificaciéon muil-
tiple; aunque para hacer esto debemos considerar cualquier universo
de referencia U y cualquier posible interpretacién en U de los predi-
cados. Con el fin de ilustrar lo anterior, lo haremos en un caso parti-
cular. Tomemos como universo de referencia el conjunto de personas
y de temas en matematicas. Definamos el predicado E(x, y) como “la
persona x es especialista en el tema y”. Veamos algunas de las posi-
bles combinaciones al cuantificar las variables x, y y analicemos su
significado en este ejemplo.

1. VaVy E(z,y): “cualquier persona es especialista en cualquier
tema”.

2. daVy E(x, y): “hay al menos una persona que es especialista en
todos los temas”.

3. Vydx E(x, y): “dado cualquier tema, hay al menos una persona
que es especialista en ese tema”.

4. Jy3x E(x, y): “existe al menos un tema en el que al menos una
persona es especialista”.

5. YWz E(x,y): “dado cualquier tema, cualquier persona es es-
pecialista en ese tema”.

6. AyVx E(x, y): “hay al menos un tema en el que todas las per-
sonas son especialistas”.

7. Yx3y E(x, y): “cualquier persona es especialista en al menos un
tema”.

8. Jz3Ty E(x,y): “existe una persona que es especialista en al me-
nos un tema’.
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Los siguientes razonamientos de algunas implicaciones semdnti-
cas, que involucran cuantificacién muiltiple, estin basados solamente
en nuestro ejemplo anterior a manera de ilustracién, pero esto no
quiere decir que si analizamos tinicamente un ejemplo de un univer-
so U y una sola interpretacion de predicados en U sea suficiente para
determinar una implicacién semantica. Los argumentos hechos en
las siguientes lineas se pueden replicar para cualquier U y cualquier
interpretacion del predicado E(x, y) en U.

1. VaVy E(x,y) E JaVy E(x,y): si todas las personas son espe-
cialistas en todos los temas, en ese caso existiria al menos una
persona (podemos escoger cualquiera en particular) que es es-
pecialista en todos los temas.

2. IaVy E(x,y) E Vy3dx E(x,y): si existe por lo menos una
persona (Ilamémosla Sutana) que es especialista en todos los
temas, podemos concluir que dado cualquier tema podemos
encontrar al menos una persona (Sutana) que es especialista en
ese tema (en este caso, en todos los temas podemos encontrar al
menos una persona que se especializa en ese tema, en este caso
siempre podremos exhibir a Sutana). Nétese que no podemos
concluir el reciproco, en efecto, si dado cualquier tema hay una
persona que se especializa en ese tema, no podemos concluir
que haya una persona en comiin que se especialice en todos los
temas simultineamente (de hecho, es factible que haya temas
que no tengan especialistas en comun).

3. Vydx E(x,y) E Jy3x E(x,y): si dado cualquier tema hay al
menos una persona que se especializa en este, podemos con-
cluir que porlo menos hay un tema (podemos escoger en parti-
cular, el que queramos) en el cual hay una persona que se espe-
cializa en ese tema. No podemos concluir el reciproco, porque
si hay al menos un tema que tiene por lo menos un especia-
lista, no podemos concluir que lo mismo ocurra para todos los
temas (en ese caso, podria ocurrir a pesar de que haya un te-
ma con al menos un especialista pueda existir un tema que no
tenga especialistas).

4. Jx3y E(x,y) = Jydx E(x,y): en este ejemplo que estamos
estudiando, la frase de la izquierda dice que hay una persona
que es especialista en algiin tema. La frase de la derecha dice
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que hay un tema en el que alguien es especialista. Si alguien es
especialista (lamémoslo Perencejo) en un tema, para ese tema
tenemos que hay un especialista en ese tema (Perencejo), lue-
go tenemos la implicacién Jx3yE(x,y) E Ty3zE(x,y). Por
otro lado, si existe un tema (Ilamémoslo el tema X) para el
cual hay un especialista (digamos Benito), entonces podemos
decir que hay una persona (Benito) que es especialista en al-
gun tema (el tema X). Por lo tanto, tenemos la otra implicacién
Ay3x E(x,y) E Jx3dy E(x,y). En conclusién, ambas expre-
siones son equivalentes semanticamente hablando.

Es importante aclarar que para que tengamos las implicaciones y
equivalencias analizadas atrds, el andlisis anterior debe realizarse sin
importar la interpretacién que le hayamos dado al predicado E(z, v).
Nos centramos en este ejemplo particular, solo con el fin de analizar
esas implicaciones dentro de un ejemplo particular.

5.2. Algunos ejemplos de
cuantificacion multiple: axiomas
sobre los numeros reales

El propésito de esta pequeiia seccion es presentar las propiedades mas
fundamentales de los nimeros reales usando cuantificacién multiple
(vea la Seccion en el Apéndice [A). Como es sabido, el conjunto
de los nimeros reales es denotado por R. Usaremos el siguiente pre-
dicado R (z) :“x es un nimero real”. Los simbolos ‘+’y -’ representan
las operaciones adicién y multiplicacién de nimeros reales, respec-
tivamente. Vale la pena aclarar que cuando escribimos x +y = 2, x
y y son llamados sumandos y 2 es llamado suma o resultado. También,
cuando escribimos x -y = 2, 2 y y son llamados factores y = es llamado
producto.

1. VaVy R(x+y): esta afirmacién nos dice que para cualesquiera x
y y ntimeros reales se tiene que la adicion entre x y , es decir,
Z +y, es también un nimero real. Esta propiedad es conocida
como ley clausurativa o de cerradura para la adicion de reales.



64

Cuantificacion multiple

. VaVy (x +y = y + x): esta afirmacion nos asegura que para

cualesquiera x y y nimeros reales se cumple que la suma de x y
y es igual ala suma de y y x. Es decir, el orden de los sumandos
no altera el resultado. Esta propiedad es conocidad como ley
conmutativa para la adicion de reales.

. YaVyVz ((x +y) +2 = x + (y + 2)): esta propiedad es conocida

como ley asociativa para la adicion de reales y nos dice que para z,
¥y z reales arbitrarios vale que la suma entre x + y y 2z es igual
a la suma entre x y y + z. Esta propiedad también nos ensefia
como sumar tres o mas numeros.

. Jd2Vx (x + 2 = x): esta afirmacién nos asegura que existe al

menos un real z tal que para cualquier real x el resultado de
sumar x y £ no se modifica y continua siendo x. Esta propiedad
es conocida como ley modulativa o ley de elemento neutro para la
adicion de reales. Cualquier z que satisfaga esta propiedad es lla-
mado mddulo o elemento neutro de la adicién de reales. Uno de
estos elementos 2 serd representado por el simbolo 0, que es
llamado cero. Es decir, x + 0 = 0 + x = x sin importar la esco-
gencia del nimero x. Aqui usamos que la adicién de reales es
conmutativa.

. Ya3y (x +y = 0): en este caso la propiedad nos dice que para

cada nimero real x siempre existe al menos un real y tal que
la adicién entre x y v es cero 0. Cualquier nimero y que satis-
faga esta propiedad es llamado opuesto aditivo de x. Nétese que
la existencia de y depende de x, es decir, si tomamos valores
distintos de x, encontramos valores distintos para y. Por ejem-
plo, tomando x = 7, y serd —m, perosix = 2,y = —2. Esta
propiedad es conocida como ley de los opuestos aditivos.

. YaVy R(x - y): esta afirmacién nos dice que para cualesquiera x

y y nimeros reales se tiene que la multiplicacién entre x y v, es
decir, x - y, es también un numero real. Esta propiedad es co-
nocidad como ley clausurativa o de cerradura para la multiplicacion
de reales.

. YaVy (x -y = y - x): esta afirmacién nos dice que para cuales-

quiera x y y nimeros reales se cumple que la multiplicacion de
2y y es igual a la multiplicacién de y y x. Es decir, el orden de
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los factores no altera el producto. Esta propiedad es conocida
como ley conmutativa para la multiplicacion de reales.

. YaVyVz ((x-y) -z =x-(y-2)): esta propiedad es conocida como

ley asociativa para la multiplicacion de reales y nos dice que para
x,y y 2 reales arbitrarios vale que la multiplicacién entre x - y
y 2z es igual a la multiplicacién entre x y v - z. Esta propiedad
también nos ensefia cémo multiplicar tres o mds nimeros.

. J2Vx (x-z = x): esta propiedad nos asegura que existe al menos

un real g tal que para cualquier real x el producto de multipli-
car x con gz no se altera y continua siendo x. Esta propiedad
es conocida como ley modulativa o ley de elemento neutro para la
multiplicacion de reales. Cualquier z que satisfaga esta propiedad
es llamado mdédulo o elemento neutro de la multiplicacién de
reales. Uno de estos elementos z serd representado por el sim-
bolo 1, que es llamado uno. Es decir, z-1 = 1-2 = x sin importar
la escogencia del nimero x. Aqui usamos que la multiplicacién
de reales es conmutativa.

Va3dy (=(x = 0) — x -y = 1): en este caso la propiedad nos
dice que para cada nimero real x diferente de cero siempre
existe al menos un real y tal que la multiplicacién entre x y
es 1. Cualquier real y que satisfaga esta propiedad es llamado
inverso multiplicativo de x. Nétese que la existencia de y depende
de z, es decir, si tomamos valores distintos de x, encontramos
valores distintos para y. Por ejemplo, tomando x = 7, y sera %,
perosizx =2,y = % Esta propiedad es conocida como ley de los
inversos multiplicativos.

VaVyVz (x - (y+2) = x -y +a - 2): esta propiedad es conoci-
da como ley distributiva de la multiplicacion respecto a la adicion,
y afirma que para cualesquiera reales x, y y 2 se cumple que la
multiplicacién entre & y y + z es igual a la adicién entre x - y y
x - z. Aqui vemos que al lado izquierdo de la igualdad x estd
multiplicando a la adicién entre & y y. En cambio al lado dere-
cho x multiplica a y y este producto estd sumado con la mul-
tiplicacién entre x y 2. Observando la igualdad de izquierda a
derecha vemos que la x se distribuye multiplicando a y y a z.
Como las igualdades son simétricas vale la pena mencionar que
si observamos la igualdad de derecha a izquierda vemos que la



66 o Cuantificacion multiple

2 no es distribuida sino mas bien recolectada. Vemos a x como
factor del producto x - (y + 2). Debido a esta observacion, esta
ley es también conocida como factor comain.

5.3. Ejercicios

Ejercicio 5.3.1. Sean Uy := N, Uy := Z, U := Q y Uy := R. De-
termine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas en cada
uno de los anteriores conjuntos de referencia. Justifique su respuesta.

1. Para todo x y todo y, existe un z tal que x —y = z.
Para todo x existe un y tal que x +y =y +x = 0.
Para todo x existe un y tal que xy = yx = 1.

Para todo z existe un y tal que y? = .

AR

Para todo x > 0 existe y tal que y? = .

Ejercicio 5.3.2. Tomando como base la intrepretacion del predi-
cado E(x,y) dado atrds, escriba en correcto espafol las siguientes
afirmaciones:

1. VywVWx E(x, y).
2. IywVx E(x,y).
3. Va3dy E(x,y).
4. Jx3y E(x, y).

Ejercicio 5.3.3. Tomando como referencia la interpretacién del pre-
dicado E(x, y) dado atrds, analice las siguientes implicaciones y equi-
valencias y determine si en este ejemplo particular se satisfacen o no:

1. VaVyE(x,y) = VyVxE(x, y).
2. VWax E(x,y) E IyWVa E(x, y).
3. yVx E(x,y) EVady E(x,y).

4. VYa3y E(x,y) E Jx3y E(x, y).
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Ejercicio 5.3.4. Simbolice la negacién de cada uno de los axiomas
sobre los nimeros reales presentados en la subseccion [5.2]y luego es-
criba en correcto espafol su negacién. Evite expresiones de la forma:
“No es cierto que ...”, donde los puntos suspensivos corresponden a
la proposicion original. Use equivalencias semdnticas.

Ejercicio 5.3.5. Dé un ejemplo de un predicado, en algin univer-
so, que muestre que la siguiente equivalencia semantica no es valida:
AxVy P(x,y) = Vy3x P(x, y).



68 o Cuantificacion multiple



Parte 11

Estrategias de
demostracion






L.eccion

seis
Demostraciones
directas



(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) (&) (
(A) (V) (=) (<) (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) (&) (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) (&) (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) (&) (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) (&) (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) (&) (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (

)
)
-)
)
)
)
)
)
)
)
)
-)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

e e e N e N N N N e e N N N
e N Y S N N s T N N e T e s e N N s e N N
L L 1 1 {1 1 11 1 11 11 1 11 1 11 1 1 11 11 1 A 1 e T 1|
R N e N N N N e N N N N N



Demostraciones directas ¢ 73

Son conocidos al menos tres tipos de razonamiento que son usados
contidianamente para construir conocimiento, estos son: intuitivo, in-
ductivo y deductivo. E1 método intuitivo estd basado en decidir qué es
vdlido o verdadero dependiendo de algin tipo de corazonada o intui-
cion. La induccion consiste en obtener afirmaciones vidlidas a partir
de algunos hechos conocidos o circunstancias repetitivas. Es decir, se
dictan generalidades a partir de algunas premisas particulares. Final-
mente, el método deductivo parte de principios generales, axiomas
o hechos que son verdaderos para llegar a conclusiones particulares.
De estos, unicamente el método deductivo es el que aplicamos en
las matematicas, puesto que los métodos intuitivo e inductivo no son
confiables y nos pueden llevar a cometer errores.

6.1. ;COmo se argumenta en
matematicas?

Una teoria matematica se compone de los siguientes tipos de afirma-
ciones:

» Axiomas o postulados: afirmaciones que suponemos que son
verdad y en las cuales vamos a basar la teoria que queremos es-
tudiar. Generalmente son contingencias (es decir, afirmaciones
en las que hay contextos donde son verdaderas y hay contextos
donde son falsas). La idea es deducir nuevas afirmaciones ma-
temadticas que se siguen de las afirmaciones que tomamos como
axiomas o postulados.

» Definiciones basadas en los axiomas, definiciones mas simples
o en afirmaciones demostradas dentro de una teoria.

= Afirmaciones que se derivan de los axiomas y definiciones, si-
guiendo las estrategias de demostraciones vilidas que estudia-
remos en la presente y las siguientes lecciones.

o Teorema: afirmacion central en una teoria.
e Proposicion: afirmacién importante que no es muy signifi-
cativa en una teoria.

e Lema: alirmacion probada previamente para demostrar teo-
remas y proposiciones.
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 Corolario: afirmacién que se sigue casi que inmediatamen-
te de una afirmacion central de la teoria.

e Hecho: afirmacion que no es demostrada en el documen-
to pero que es bastante conocida y se referencia de otros
textos o es dejada como ejercicio para el lector.

6.2. Primer ejemplo: aritmetica en el

conjunto de los numeros enteros

En esta parte fijaremos algunas proposiciones bdsicas sobre la adi-
cién y la multiplicacién de niimeros enteros que tomaremos como
axiomas. El conjunto de los niimeros enteros serd denotado por Z.
Los simbolos 4+’ y *’ representan las operaciones binarias adicion y
multiplicacion de ndmeros enteros, respectivamente, y el simbolo ‘<’
representa la relacién binaria ser menor que en los nimeros enteros.

1.

Z es cerrado bajo la adicion (+); es decir, para cualesquiera x, y
enteros, se tiene que x +y es también un ndimero entero.

La operacién adicion (+) es asociativa; esto es, para todo x, v, =
nimeros enteros se tiene que (r+y) +z =x + (y +2).

La operacién adicién (+) es conmutativa; es decir, para todo z,
y numeros en Z se tiene que x +y =y + .

Existe al menos un neutro en Z para la adicion (+). Mds precisa-
mente, existe al menos un entero 0 tal que para todo £ nimero
entero se tiene que r + 0 =x = 0 + x.

Todo elemento en Z tiene un opuesto aditivo; es decir, para todo
entero x existe y en Z tal que x +y = 0.

Z es cerrado bajo la multiplicacion (+); es decir, para todo x, y
nimeros enteros, vale que x - y es también un niimero entero.

La operacién multiplicacion () es asociativa; es decir, para todo
x,y,zenZsetiene que (x-y)-z=x-(y-2).

La operacién multiplicacion (-) es conmutativa; es decir, para
cualesquiera x, y enteros se tiene que x -y =y - x.
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Existe al menos un neutro en Z para la multiplicacion (-); esto
es, existe un entero 1 tal que para todo entero x se tiene que
xz-1=ux.

La operacién multiplicacion () distribuye con respecto a la adi-
cion (+); es decir, para cualesquiera x, y, z niimeros enteros se
tiene quex - (y+2)=x-y+x-2.

Los enteros no tienen divisores de cero; mas precisamente, dados
x,y enteros, six # 0yy # 0 entonces x -y # 0.

La relacién menor que (<) es irreflexiva en los enteros; es decir,
para todo x entero no se tiene que x < x (lo que denotaremos
porx £ x).

La relaciéon menor que (<) es transitiva en Z; es decir, para todo
x, ¥, £ ndmeros enteros tenemos que six < yyy < z entonces
x < z.

La relacion menor que (<) satisface tricotomia en Z; es decir,
dados x, ¥ enteros, se tiene una y solo una de las siguientes
afirmaciones: x <yox=yoy < x.

La relacién menor que (<) es mondtona con respecto a la adicion
(+) en Z; es decir, dados x, v, z enteros six < y entonces x+z <
Y+ 2.

La relacion menor que (<) es mondtona con respecto a la multi-
plicacion () en Z; es decir, dados x, v, z enteros sizx < yy 0 < 2
entoncesr -z <y - 2.

0=+1.

A partir de estos supuestos elementales (axiomas), estudiaremos la
parte mds fundamental de la teoria que se ha construido sobre la es-
tructura de los nimeros enteros, conformada por Z, las operaciones
adicién (+) y multiplicacion (+), y la relacién menor que (<). Estos
axiomas nos serviran como apoyo para ilustrar las estrategias de de-
mostracién que serdn expuestas en esta y en las préximas lecciones.
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La siguiente definicién (ser menor o igual que) estd basada en la
nocion “ser menor estricto que”, de la que hemos axiomatizado atrds
sus propiedades.

Definicién 6.2.1. Dados z, y enteros, decimos que:

= Escribiremos y > & como alternativa para x < y. Leeremos y
es mayor que x.

s Diremos que x es menor o igual que y siy solosiz <y ox =y.
Escribiremos x < y.

= Escribiremos y > & como alternativa para x < y. Leeremos y
es mayor o igual que x.

A continuacién, enunciaremos un hecho muy conocido en Z que
se denomina Algoritmo de la division. Una demostracion de este hecho
puede ser encontrada en [7].

Teorema 6.2.2 (Algoritmo de la division). Sean a entero cualquiera y
b entero mayor que 0. Ezxisten unicos enteros q y r tales que 0 < ryr < b
ya=gq-b+r. Elentero q se denomina cociente vy el entero r se denomina
residuo.

Aplicando el Algoritmo de la division al caso particular en el que
b = 2, que es mayor que 0, obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 6.2.3. Sea a cualquier entero. Existen iinicos enteros q y r tales
que O <ryr<2ya=2-q+r.

Nétese que en este caso las tnicas posibilidades parar son Oy 1y
solo una de esas posibilidades se puede dar. Es decir, cualquier entero a es
de la forma 2 - ¢ + 0 (denominado nimero par) o de la forma 2-¢+ 1
(denominado nimero impar), pero solo una de esas posibilidades se
puede tener. Mas formalmente:

Definicion 6.2.4. Sea a nimero entero cualquiera.

= Decimos que a es un nimero par si'y solo si existe k € Z tal
que a =2 - k.

= Decimos que a es un niimero impar siy solo si existe un nimero
entero k tal que a = 2 -k + 1.
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6.3. Cuantificadores en
demostraciones

6.3.1. Universales

Muchas veces debemos decidir si afirmaciones que contienen un cuan-
tificador universal relativas a un cierto universo de referencia U; es
decir, proposiciones de la forma Vx¢(x), son verdaderas o no. En
el caso de que sean verdaderas, debemos elaborar una justificacion
que sea absolutamente clara. Recordemos que la afirmacion Yxp(x)
es verdadera cuando cada una de las proposiciones ¢(a) son verda-
deras para cada uno de los elementos a del universo de referencia
U. Sin embargo, algunos universos de referencia tienen demasiados
elementos, y verificar que para cada uno de los elementos a del uni-
verso de referencia U la afirmacion ¢(a) es verdadera, puede ser un
tarea tediosa e incluso imposible. Asi que presentamos el siguiente
esquema, para escribir demostraciones de afirmaciones universales, en
el que usamos un objeto fijo que representa a cualquier elemento del
universo de referencia.

Demostracion. Sea a en U cualquiera pero fijo.

Por lo tanto, ¢(a) es verdadera. Como « estd en U y es arbitrario,
concluimos que la afirmacion “para todo x en U tenemos que ¢(x)”
es verdadera. o

Como un primer ejemplo de demostracion de afirmaciones univer-
sales presentamos el siguiente hecho:

Corolario 6.3.1. Todo entero es par o es impar, y no se da que simultd-
neamente sea par e impar.

Demostracion. Sea n nimero entero cualquiera pero fijo. Por el Coro-
lario tenemos que existen tnicos enteros ¢ y r, tales que 0 < r
yr < 2yn=2-qg+r. Vemos que las tinicas posibilidades para r
sonr = 0yr = 1. Enel caso de que r = 0, tenemos que n = 2 - q.
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Esto significa por Definicion que n es par. Si sucede que r = 1,
tenemos que n = 2 - ¢ + 1. Por la Definicion esto equivale a
que n es impar. No se pueden dar las dos posibilidades, gracias a la
unicidad de tal residuo r dada por el Teorema[6.2.2] del Algoritmo de

la division y a que estamos suponiendo que 0 # 1. o

6.3.2. Existenciales

Las afirmaciones existenciales son muy populares también, porlo que
es necesario decidir, en muchas ocasiones, si una proposicién de la
forma 3z p(x), relativa a un conjunto de referencia U, es verdadera o
no. Parajustificar plenamente que una proposicion existencial es ver-
dadera, esencialmente basta con exhibir al menos un elemento a del
conjunto de referencia U para el cual la proposicién ¢(a) es verda-
dera. A continuacién, presentamos el siguiente esquema para escribir
demostraciones de afirmaciones existenciales.

Demostracion. Tomemos x := a un elemento fijo en U (algunas veces
debemos justificar en esta parte el por qué dicho elemento a estd en
el universo de referencia U).

Por lo tanto, ¢(a) es verdadera. Como a es un elemento fijo de U tal
que ¢(a) es verdadera, concluimos que la afirmacion “existe x en U
tal que ¢(x)” es verdadera. o

Ejemplo 6.3.2. Existe un nimero entero x tal que x +x = .

Demostracion. Tomemos x := 0, el cual es entero gracias al axioma
de existencia de elemento neutro para la suma de enteros. Como 0 es
neutro para la suma en los enteros y en particular 0 es un nimero
entero, entonces 0 + 0 = 0. o

Teoremas compuestos por proposiciones existenciales son llama-
dos teoremas de existencia. En el siguiente ejemplo no exhibimos pro-
piamente un elemento del correspondiente universo de referencia
que haga verdadera la proposicion, pero apoyados en otro resulta-
do se concluye la veracidad de la afirmacién existencial involucrada.
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Ejemplo 6.3.3. Existe un entero « tal que x + 1 = 0.

Demostracion. Puesto que 1 es un nimero entero (su existencia estd
garantizada por el axioma de existencia de elemento neutro para la multi-
plicacién de enteros), el axioma de existencia de opuestos aditivos en los
nuimeros enteros nos garantiza la existencia de al menos un entero x
tal quex + 1 = 0. o

6.4. Demostraciones directas

Usualmente, las afirmaciones en matemadticas y en las ciencias tienen
la forma “Si ¢ entonces ¢ ”, donde tanto ¢ como ¥ no necesariamen-
te son proposiciones simples, sino posiblemente proposiciones mas
complejas conformadas por cualquiera de los conectivos y los cuanti-
ficadores estudiados en las lecciones anteriores. En esta implicacion,
al conjunto de afirmaciones en ¢ las denominaremos hipdtesis y a la
afirmacion ¢ la denominaremos conclusion.

Dado que esta es la primera aproximacion de algunos estudiantes
a la manera como argumentamos en matemdticas, escribiremos ex-
plicitamente cudles son las hipétesis y cudl es la conclusion antes de
realizar las demostraciones de las primeras afirmaciones que vamos
a estudiar.

En la estrategia de demostracion, conocida como demostracion
directa, suponemos que las afirmaciones que conforman ¢ tienen
valores de verdad, tales que hacen a ¢ verdadera y, por medio de
argumentos coherentes, mds precisamente, basados en lalégica y usan-
do axiomas, definiciones u otras proposiciones que sean verdaderas,
tenemos como propdésito concluir que la afirmacién ¢ es también
verdadera.

A manera de ilustracién, haremos nuestra primera demostracion
en esta teoria sobre Z que estamos estudiando en estas notas.

Teorema 6.4.1. Sea 0/ un niimero entero que cumple la condicion de ser
neutro para la adicion (+); es decir, para todo niimero entero x se tiene que
0+x=x+0 =a Sea 0 el neutro de la adicion (+) descrito en el axioma
de existencia de neutro dado atrds (axioma [#). Entonces 0/ = 0.
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Como anunciamos, presentamos las hipétesis y la conclusion de
este teorema.

Hipétesis: 0 y 0’ satisfacen la condicion de ser neutro para la adi-
cién (+) en Z; es decir, para todo nimero entero x se tiene que
O+x=2+0=xy0+x=2+0 ==x.

Conclusién: 0 = 0.

A continuacién, presentaremos una demostracion directa de este teo-
rema; es decir, supondremos las hipétesis como ciertas (0 y 0’ son
neutros para la adicion (+) en Z) y mediante argumentos coherentes
y totalmente justificados llegaremos a que 0 = 0.

Demostracion. Sea 0’ elemento en Z que es neutro para la adicién (+)
en Z y sabemos que 0 también es neutro para la adicion (+) en Z
(gracias al axioma de existencia de elemento neutro para + en Z); es
decir, para todo x en Z se tiene que 0 + x = x + 0 = x y para todo x
en Z se tiene que 0’ +x = x + 0’ = x. Por lo tanto,

0 = 0+0" (0 esneutro de +y tome x como 0,
que es un elemento de Z fijo)
= (0 es neutro de +y tome & como (V,
que es un elemento de Z fijo). o

Noétese que en la demostracién anterior, supusimos como verdad
las hipétesis de ese enunciado (0 y 0’ son neutros de la adicién (+)
de Z) y a partir del significado de ser elemento neutro de la adicion (+)
pudimos concluir que 0 y 0" son en realidad el mismo elemento. Este
resultado nos dice que solo existe un tnico elemento neutro para +.

A continuacién, demostraremos algunas propiedades de la adicién
(+) y la multiplicacién (-) de niimeros pares e impares.

Proposicion 6.4.2. Sean m, n niimeros enteros cualesquiera.
1. Sim y n son pares, entonces m + n es par.
2. Sim y n son impares, entonces m + n es par.

8. Sim es pary n es impar, entonces m + n es impar.
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1. Hipdtesis: m y n son nimeros pares.
Conclusion: m + n es par.

Demostracion. Sean m y n nimeros enteros. Supongamos que
m y n son nimeros pares. Por Deﬁniciénde numero par,
existen k, [ nimeros en Z talesque m =2 -kyn =2-[. Porlo
tanto,

m+n = (2-k)+(2-1) (reemplazando m por2-kyn
por 2 -1[)
= 2-(k+1) (distributividad de - con respecto
a+).

Como k y [ son nimeros enteros, por la cerradura de la adicion
(+) en Z, axioma [l tenemos que £ + [ es un nimero entero.
Llamando ¢ al nimero entero k + [, se tiene que m +n = 2 - q.
Entonces por Definicién de nimero par se concluye que
m +n es un nimero par.

o

2. Hipétesis: m y n son impares.
Conclusion: m + n es par.

Demostracion. Sean m y n ntimeros enteros cualesquiera. Su-
pongamos que m y n son impares. Por Definicién de nu-
mero impar, existen nimeros enteros k y [ tales que m = 2-k+1
yn=2-[+ 1. Porlo tanto,

m+n = (2-k+1)+(2-[+1) (reemplazando m por
2-k+1lynpor2-1+1)
= (2 k+2-1)+(1+1) (asociatividad y conmuta-
tividad de + en Z)

= 2-(k+D)+(1+1) (distributividad de - con
respecto a +)

= 2-(k+])+2 (definicién del nimero 2)

= 2-(k+DH+2-1 (1 es neutro de - en Z)

= 2-((k+D)+1) (distributividad de - con

respecto a +).
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Como k y [ son niimeros enteros, por la cerradura de la adicién
(+) en Z, axioma[l], tenemos que £+/ es un niimero entero. Co-
mo 1 es entero también, axioma[9} y de nuevo por la cerradura
de la adicién en Z, axioma [I} obtenemos que ¢ := (k+1) + 1
es un nimero entero. Por lo tanto, comom +n = 2 - ¢, por la
Definicién de nimero par, se concluye que m +n es un
numero par.

o

3. Es dejado como ejercicio para el lector.

Lema 6.4.3. Paratodob € Z,0-b = 0.

Hipétesis: b es niimero entero arbitrario.
Conclusién: 0 - b = 0.

Demostracion. Sea b nimero entero arbitrario. Puesto que 0 - b es un
entero (por la cerradura del producto en los niimeros enteros), por el axioma
de existencia de opuestos aditivos en los niimeros enteros existe un entero y
talque 0-b+y=y+0-b=0.Porlo tanto,

0 0-b+y

(y es un opuesto aditivo de O - b, hipétesis)
(0+0)-b+y

(0 + 0 = 0 puesto que 0 es neutro de + en Z)
O0-b+0-b)+y

(distributividad de - con respecto a + en Z

y conmutatividad de - en Z)
0-b+[0-b+y]

(asociatividad de + en Z)
0-6+0

(y es un opuesto aditivo de 0 - b, hipétesis)
0-b

(0 es el neutro de + en Z).

Con esto, terminamos la demostracién del Lema|6.4.3| o
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Proposicion 6.4.4 (Unicidad de opuestos aditivos). Sea a niimero en-
tero cualquiera. Si existen b y ¢ nmiimeros enteros tales que a +b =b+a =0
ya+c=c+a=0;esdecir, by c son opuestos aditivos de a, entonces b = c.

Hipétesis: a es cualquier niimero entero.
Existen b y ¢ nimeros enteros opuestos aditivos de a.
Conclusion: b = c.

Demostracion. Sea a nimero entero cualquiera. Supongamos que exis-
ten b y ¢ nimeros enteros tales que b y ¢ son opuestos aditivos de
a€”Z.Estoes,a+b=b+a=0ya+c=c+a=0.Porlo tanto,

b = b+0
(0 es neutro de + en Z)
= b+ (a+c)
(a +¢ =0, c es opuesto aditivo de a)
= (b+a)+c
(asociatividad de + en Z)
= 0+c¢
(b +a =0, b es opuesto aditivo de a)
= ¢

(0 es neutro de + en Z).

o

Por el axioma de existencia de opuestos aditivos (axioma [5)) sabemos
que todo entero x tiene al menos un opuesto aditivo. Con lo demos-
trado arriba tenemos que tal opuesto aditivo es #nico. Por esta razon,
dejaremos de referirnos a un opuesto aditivo de x y pasaremos a refe-
rirnos a el opuesto aditivo de x. La unicidad del opuesto aditivo para
cada entero x nos permite denotarlo de una manera bien especial.
Lo denotaremos por —z. Por lo tanto, si queremos mostrar que cier-
to entero y es —x, el opuesto aditivo de x, basta con mostrar que al
sumarlo con x nos da como resultado 0, porque debido a la unicidad
demostrada tendremos que ese entero y serd el inico opuesto aditivo
de x.

Proposicion 6.4.5. Para todo a, b niimeros enteros, —(a - b) = (—a) - b.

Hipétesis: a y b son nimeros enteros cualesquiera.
Conclusion: (—a) - b es el opuesto aditivo de a - b.
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Demostracion. Sean a, b nimeros enteros arbitrarios. Veamos que (—a)-
b es el opuesto aditivo de a - b. Para esto basta probar que

(—a) -b+a-b=0.

(—a)-b+a-b = (-a+a)-b

(distributividad de - con respecto a + en Z
y conmutatividad de - en Z)

0-b

(—a es opuesto aditivo de a)

0
(Lemal6.4.3)).

Usando la Proposicién [6.4.4, que nos dice que los opuestos aditivos
son unicos, concluimos que (—a) - b es el opuesto aditivo de a - b; es

decir, (-a) -b =—(a - b). o

A continuacién, exploramos algunas propiedades de otra nocién
importante en los nimeros enteros: la divisibilidad.

Definicién 6.4.6 (Divisibilidad). Sean a, b nimeros enteros arbitra-
rios. Decimos que a divide a b, o que b es miiltiplo de a, si'y solo si existe
k € Z tal que b = a - k. Este hecho serd denotado por a|b.

Observacién 6.4.7. Dados a y b niimeros enteros, nétese que a|b no
es lo mismo que a/b = 7; lo primero denota una relacién entre a y
b (a divide a b), mientras que lo segundo denota un nimero racional
siempre que b # 0.

Proposicion 6.4.8. Sean a, b 'y ¢ miimeros enteros cualesquiera. Si a|b y
b|c entonces alc.

Hipdtesis: a, b y ¢ son enteros arbitrarios tales que alb y b|c.
Conclusion: a|c.

Demostracion. Sean a, b y ¢ nimeros enteros cualesquiera. Suponga-
mos que alb y blc. Como al|b, por Definicién[6.4.6} existe k entero tal

que

b = a-k. (6.1)
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Como b|c, por Definicion [6.4.6} existe m entero tal que
c = b-m. (6.2)
Reemplazando la igualdad (6.1)) en (6.2), tenemos que

c = b-m

(a-k)-m

(reemplazamos b por a - k)
a-(k-m).

(asociatividad de - en Z).

Como k y m son enteros, por la cerradura de la multiplicacién (-) en
Z, tenemos que k-m es también un nimero entero. Luego denotando
n := k-m, podemos escribir que ¢ = a-n. Finalmente, por la Definicién

de divisibilidad concluimos que ac. o

Proposicion 6.4.9. Todo entero divide a 0.

En la hipétesis de esta proposicién el sujeto no estd explicito pero
aqui lo dejaremos en evidencia y lo llamaremos b.

Hipdtesis: b es un nimero entero arbitrario.
Conclusion: b divide a 0.

Demostracion. Sea b un nimero entero cualquiera. Como por el Le-
mal6.4.3} 0 - b = 0, tomamos % := 0 que es entero por el axioma de
existencia de elemento neutro para + en los niimeros enteros (axioma [4)).
Asi tenemos que la afirmacion existe k entero tal que b - £ = 0 es
verdadera, es decir, b divide a 0. o

6.5. Ejercicios

Ejercicio 6.5.1. Haga una demostracion directa de las siguientes
afirmaciones:

1. El producto de dos nimeros enteros impares es impar.
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2. Sin es un entero impar entonces 3n es impar.

3. Paratodo a, b y ¢ enteros se tiene que si a divide a b y a divide
a ¢ entonces a divide a b +c.

4. Si un entero es impar entonces es la suma de dos enteros
consecutivos.

5. Si un entero es la suma de dos enteros consecutivos entonces
es impar.

Ejercicio 6.5.2. Dados a, b enteros, decimos que:
= q es positivo siy solo si 0 < a.
= q es negativo siy solo sia < 0.

La suma a + (—b) la denotamos simplemente por a — b.
Sean a, b, ¢ y d enteros. Demuestre las siguientes afirmaciones:

1. Sia < b, entonces b — a es positivo.

. Sib — a es positivo, entonces a < b.

Si b es positivo, entonces —b es negativo.
Si b es negativo, entonces —b es positivo.
Si —b es negativo, entonces b es positivo.
Si —b es positivo, entonces b es negativo.
Sia < b, entonces —b < —a.
Sib<ayc<0,entoncesa-c<b-c.

Si a y b son positivos, entonces a + b es positivo.

© © ®°® N o = R N

—

Si a y b son positivos, entonces a - b es positivo.

[e—
[e—

. Si a es positivo y b es negativo, entonces a - b es negativo.

—
NO

. Si a y b son negativos, entonces a - b es positivo.

—
el

Sia # 0, entonces a2 > 0.
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15.
16.
17.
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0 < a?.
-1<0<1.
Definiendo 2:=1+1,1 < 2.

Sia<byc<d,entoncesa+c <b+d.
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71. Demostraciones por
contrarreciproca

Muchas de las afirmaciones en matemadticas son condicionales que
tienen la forma (¢1A---A¢,) — ¢, donde cada ¢j,conj=1,--- ,n,
representa una de las hipétesis de la airmacion y ¢ es la conclusion.
Hemos visto que las demostraciones directas consisten en suponer
como verdaderas las hipétesis ¢, - - - , ¢, y a partir de ellas, por me-
dio de razonamientos coherentes donde podemos usar axiomas, de-
finiciones o afirmaciones previamente probadas, tenemos que llegar
a que ¥ es verdadera. Sin embargo, algunas veces este método de
demostracién no brinda los resultados esperados porque o bien estas
demostraciones pueden ser muy engorrosas o porque simplemente
no es posible llegar directamente a que ¥ es también verdadera. Por

el Ejercicio 6.
(1A ANdy) DY = > =(d1 A Ady),

que nos dice que la contrarreciproca del condicional es semdntica-
mente equivalente a la afirmacién original, vemos que otra forma de
probar ¢ a partir de las hipétesis @1, - - - , ¢, es demostrar que de la
hipétesis = se puede concluir (¢ A -+ - A ¢,,).

o« o . . ¢ . .
Proposicién 7.1.1. Dado n en Z, si n? es impar entonces n es impar.

Notemos que al intentar hacer una demostracion directa de este
hecho, deberiamos partir de que n? es impar. Luego existiria un en-
tero k tal que n2 = 2 - k + 1. Pero observemos que directamente de
este hecho no podremos concluir que 7 (que intuitivamente seria una
de las dos raices cuadradas de 2 - £ + 1) es impar también. Asi que
debemos hacer una demostracion indirecta, probando un enunciado
equivalente; en este caso demostraremos su afirmacién contrarreci-
proca: supondremos por hipétesis que n no es impar y por medio de
argumentos coherentes concluiremos que es verdad que 72 tampoco
es impar.

Demostracion. Sea n en Z cualquiera. Supongamos que n no es im-
par. Por el Corolario tenemos que n es par. Por lo tanto, por
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Definicion [6.3.1] existe £ en Z tal que n = 2 - k. Por consiguiente,

n? (2-k)-(2-k) (reemplazando n por 2 - k),
2-(k-(2-k)) (asociatividad de - en Z).

Como 2y k son enteros, por la cerradura de la multiplicacién en Z
tenemos que 2-k estd en Z y asi mismo que k-(2-k) también estd en Z.
Consecuentemente, tomando m := k-(2-k) obtenemos que n% = 2-m.
Por Definicion[6.8.1] concluimos que #2 es par. Finalmente, como en
el Corolario se vié que un entero no puede ser simultineamente
par e impar, entonces n? no es impar. o

7.2. Demostraciones por reduccion al
absurdo

En la Proposicion [3.3.1] vimos que si queremos demostrar que
una afirmacion ¢ es verdadera a partir de ciertas hipétesis ¢, - - - , ¢,
supuestas verdaderas; es decir, queremos demostrar que (¢ A --- A
¢,) — Y, es suficiente con agregar = entre las hipétesis y demos-
trar que todas estas implican semdnticamente una contradiccién. Mas
precisamente, basta con tomar adicionalmente como hipétesis auxi-
liar la negacién de s para demostrar que

PLA N u N

implican una contradiccién. Se obtiene una contradiccién cuando se
concluye, por ejemplo, la negacién de alguna de las hipétesis ¢, don-
de j es alguno de los subindices 1, - - -, n, porque se tendria que ¢;
y —¢; serian verdaderas, es decir, ¢; A ~¢; seria verdadera, lo que es
absurdo. Similarmente, otra forma de obtener una contradiccién es
demostrar la negacion de algin hecho demostrado anteriormente.
Como, en este caso, no llegamos a mostrar directamente la conclu-
sion a partir de las hipétesis sino que usamos un argumento auxiliar,
este tipo de estrategia de demostracion se conoce como demostracion
indirecta. Uno de los argumentos mds famosos que usa esta estrategia
de demostracion es el hecho de que hay infinitos nimeros primos.
Precisemos la nocién de nimero primo.
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Definicion 7.2.1. Sea n entero positivo. Decimos que n es primo si
y solo si n # 1 y sus tnicos divisores positivos son 1 y n.

A continuacion, enunciaremos uno de los teoremas centrales de la
teoria de nimeros bdsica sobre Z, el cual nos dice que todo entero
positivo diferente de 1 es o bien primo o se puede escribir de manera
unica (salvo el orden) como producto de potencias de primos. Este
resultado se conoce como el Teorema fundamental de la aritmética y 1o
usaremos para probar que hay infinitos nimeros primos. No hare-
mos su demostracién en estas notas porque nos desviaria de nuestro
objetivo que es introducir las diferentes estrategias de demostracion
en matemadticas; los lectores interesados pueden encontrar esta de-
mostracion en [1]].

Teorema 7.2.2 (Teorema fundamental de la aritmética). Dado cual-

quier entero positivo n # 1, existen unicos primos py, - - - pp y tinicos enteros
positivos my, - - - my, tales que
_ am my,
n = p] ..... pk

Volviendo a la infinitud del conjunto de los nimeros primos, mos-
traremos aqui la prueba dada por Euclides. Su argumento consistié
en suponer que no habian infinitos primos y a partir de ese supuesto
se llega a una contradiccién; esto es suficiente para demostrar que de
hecho hay inifinitos primos, a la luz de la estrategia de demostracién
reduccion al absurdo.

Aqui vamos a apelar a la intuicién que tenemos de los conceptos de
Jfinitud e infinitud, sin embargo estos conceptos serdan precisados en

estas notas en las Lecciones y

Proposicion 7.2.3. Existen infinitos niimeros primos.

Demostracion. Razonamos por reduccion al absurdo. Supongamos que
no hay infinitos niimeros primos. Esto significa que existe una canti-
dad finita de ellos, digamos py, - - - , p;. Consideremos el entero po-
sitivon := (py -+ - - ) + 1. Como cadapj, j=1,2,...,k, es primo,
entonces 1 < p;. Nétese que pj 1 n porque de lo contrario (obsérvese
que volvemos a usar aqui reduccién al absurdo) existiria ¢ en Z tal

que n = pj-qyasi

n=pj-(p1---pj-1-pj+1-"-- )+ 1=pj-q.
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Esto contradice la unicidad del residuo al dividir n entre p; usando el
Algoritmo de la divisién (Teorema[6.2.2)). Como este razonamiento
es vdlido para cualquier j = 1,2, .. ., k, entonces n no es divisible por
ninguin primo.

Pero el Teorema fundamental de la aritmética nos dice, preci-
samente lo contrario, que hay algunos primos que dividen a n (con-
tradiccion). Por lo tanto, existen infinitos nimeros primos. o

Vale la pena aclarar que en la demostracién que acabamos de pre-
sentar, suponiendo que hay apenas finitos primos, obtuvimos que
existe un entero n > 1 que no es divisible por ningin primo lo cual
negaria el Teorema fundamental de la aritmética Es decir, en
esta demostraciéon se negé un hecho que se aclaré previamente que
es verdadero.

Otra de las demostraciones cldsicas que utiliza la estrategia de de-
mostracion reduccion al absurdo es el hecho de que V2 no es un nimero
racional o, equivalentemente, la ecuacién 22 = 2 no tiene solucién en
los nimeros racionales. Precisaremos primero algunas nociones que
estan detrds de este resultado.

Definicién 7.2.4. Un nimero racional es todo aquel nimero que se
pueda escribir de la forma 7 donde a y b estin en Z y b # 0. Si un
nimero real no es racional, diremos que es irracional.

Definicién 7.2.5. Dados a, b enteros diferentes de cero, el mdzximo
comiin divisor de a y b es el mayor entero positivo que es divisor tanto
de a como de b.

En esta parte supondremos que el lector estd familiarizado con los
axiomas de los nimeros reales, que son estudiados con mads cuidado
en el curso de Cdlculo Diferencial en Una Variable, atin asi hacemos una
presentacion en el Apéndice [Al

Hecho 7.2.6. Para todo a real no negativo existe un wnico real x no ne-
gativo tal que 2% = a. Dicho real se denota por /a.

La demostracién de este hecho se encuentra en el Apéndice[A] en
la prueba del Teorema La prueba es consecuencia directa del
Axioma de completez de los miimeros reales. En particular, como 2 es un
real positivo entonces existe un tnico real no negativo x (que deno-
tamos por V2) tal que 22 = 2.
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Habiendo precisado estas nociones, ahora si podemos proceder a
demostrar que V2 no es racional. En este caso es mds sencillo suponer
lo contrario (es decir, que V2 si es racional) y a partir de este supuesto
deducir una contradiccién.

Proposicion 7.2.7. V2 no es racional.

Demostracion. Razonamos por reduccion al absurdo. Supongamos que
V2 es racional. Esto significa que existirfan enteros @, b, con b # 0
tales que V2 = 7- Podemos suponer que esta expresién no se puede
simplificar (si se pudiera simplificar, tome ¢’ € Z tal que @ = a’ -
med(a,b) yb' € Z tal que b = b"-med(a, b); nétese que 3 = Z—:, donde

’ . I -
77 no se puede simplificar mds).

2

(\/5)2 (definicién de V2)

2
(ﬁ) (reemplazando V9 = E)

b b
02
= 2 (operaciones entre racionales).

Por lo tanto, a? = 2 - b2, esto es, a? es par. De esto, podemos con-

cluir que @ es par (por reduccién al absurdo, si @ no fuese par deberia
ser impar —por el Corolario[6.3.1} y en virtud del Ejercicio 1)
tendriamos que a? seria impar, contradiciendo el Corolario [6.3.1)).
Como a es par, existe k en Z tal que a = 2 - k, luego reemplazando el
valor de a en las igualdades anteriores obtenemos que

2.-0°=a>=(2-k)2=4-%.

Por lo tanto,
b2 =(4-%%)/2=2 k.

Como k2 es entero, concluimos que b2 serfa par. Realizando un argu-
mento andlogo, como el que hicimos para probar que a? par implica
que a es par, podemos concluir que b es también par. Pero esto di-
ria que 7 se podria simplificar mds. Esto contradice nuestro supuesto

sobre a y b. Luego V2 no es racional. o

Obsérvese que en esta demostracién no se negé una afirmacion
previamente probada, como se argumenté en la demostracion de la
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prueba de la Proposicién [7.2.3] sino que se obtuvo la contradiccién
al concluir como verdadera la negacion de una proposicion supuesta
verdadera dentro de la misma demostracion.

7.3. Ejercicios

Ejercicio 7.3.1. Demuestre por reduccion al absurdo (para aquellos
enunciados sobre niimeros reales, pueden usar los axiomas de cuerpo
y de orden de los nimeros reales estudiados en cdlculo diferencial):

1.
2.

Dos enteros consecutivos no pueden ser pares.

Si la suma de dos primos es primo, entonces uno de los primos
es dos.

\/§ es un nimero irracional.
\/6 es un ndimero irracional.

El producto de un racional no nulo y un irracional es un
irracional.

Si ¢ un entero positivo no primo, entonces existe un entero
positivo b tal que b divide acy b < +/c.

Ejercicio 7.3.2. Utilice la contrarreciproca para demostrar:

1.

Para a, b, y ¢ naturales, si ¢ no divide al producto de b y ¢,
entonces a no divide a b.

Para a y b naturales, si la suma de ¢ y b no es par, entonces no
es cierto que a y b son ambos pares o ambos impares.
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En esta leccion continuaremos presentando otros tipos de
estrategias de demostraciones indirectas, esto es, demostraciones de
teoremas en los que la proposicién contenida es semdnticamente
equivalente a otra que nos muestra otro camino para realizar la de-
mostracion. Veremos demostraciones de bicondicionales, por casos
(la hipétesis es una disyuncién), y de disyunciones. También
presentaremos cémo abordar demostraciones de afirmaciones que
involucran cuantificacion multiple y también c¢émo refutar
afirmaciones universales y existenciales.

81. Demostraciones de
bicondicionales

Recordemos que dadas dos proposiciones ¢ y ¢, tenemos que el bi-
condicional ¢ < ¥ es semdnticamente equivalente a (¢ — ¥) A
(¥ — ¢). Esto quiere decir que si queremos demostrar afirmacio-
nes de la forma ¢ siy solo si ¢, tenemos que demostrar primero que
tomando como hipétesis ¢ podemos concluir ¢ y también que to-
mando como hipétesis y podemos demostrar ¢.

Como un ejemplo, daremos una demostracion del siguiente he-

cho:

Proposicion 8.1.1. Sean m, n enteros. m - n es impar si'y solo si m y n
son impares.

En esta afirmacion debemos tomar como hipétesis que el produc-
to m - n es impar, y de esto debemos demostrar que tanto m como n
son impares. Luego, tomamos como hipétesis que, si m y n son im-
pares simultineamente entonces el producto m - n es impar.

Andlisis del sentido (—): sean m, n enteros, si m - n es impar en-
tonces m y n son impares.

Hipdétesis: m - n es impar.
Conclusion: m y n son impares.

Esta implicacién es mds sencilla de demostrar por el método de de-
mostracion indirecta conocido por contrarreciproca.
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Andlisis del sentido («): sean m, n enteros, si m y n son impares
entonces m - 1 es impar.

Hipdtesis: m y n son impares.
Conclusion: m - n es impar.

En este caso, es sencillo hacer un argumento directo.

Demostracion. (—) Razonamos por contrarreciproca. Supongamos que
o bien m no es impar o bien n no es impar. Sin pérdida de genera-

lidad podemos suponer que m no es impar. Por el Corolario [6.3.1]
tenemos que m es par, luego por Definicion de nimero par

tenemos que existe k entero tal que m = 2 - k. De esta manera,

por la propiedad asociativa de la multiplicacién en Z tenemos que

m-n=(2-k)-n=2-(k-n). Como k- n es también entero (cerra-

dura de - en Z, puesto que k, n € Z), entonces m - n es par. En virtud

del Corolario nuevamente, como un entero no puede ser par e

impar simultdneamente, entonces m - n no es impar.

(<) Reciprocamente, supongamos que tanto m como n son impa-
res, entonces por Definicién de ndmero impar existen enteros
k,l[talesquem =2-k+1yn=2-[+1. De esta manera,

(2-k+1)-(2-1+1)
(reemplazando)
2-k)-(2-1+1)+1-(2-1+1)

(distributividad de - con respecto a +

m-n

y conmutatividad de - con respecto a +)
2-[k-(2-l+1)]+1-(2-1+1)
(asociatividad de - en Z)
2-[k-(2-1+1)]+(2-1+1)

(1 es neutro de - en Z)
[2-[k-(2-1+D)]+2-1]+1
(asociatividad de + en Z)

Q- k-(2-1+1)+[]+1

(distributividad de - con respecto a +)
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Como k- (2-1+1)+[ es entero ({por qué?) entonces por definicién
de nimero impar tenemos que m - n es impar. o

Como consecuencia del anterior hecho, tenemos el siguiente co-
rolario. Dejamos su demostracién como ejercicio para el lector.

Corolario 8.1.2. Sean m, n enteros. m - n es par si'y solo si o m es par o n
es par.

8.2. Demostracion por casos

Algunas veces tenemos como hipétesis (explicita o implicita) en un
enunciado matemdtico una disyuncién; es decir, esa afirmacion es de
la forma (¢ V¢) — y. No es dificil ver que (¢ V) — vy es semdnti-
camente equivalente a la proposicion (¢ — y) A (¢ — 7). Entonces
demostrar una afirmacién de este tipo es equivalente a tomar prime-
ro como hipétesis ¢ y demostrar, a partir de este supuesto, y y luego
suponer ¥y como hipétesis y a partir de esto demostrar 7.

[lustremos esta estrategia de demostracién con un ejemplo.

2

Proposicion 8.2.1. Si n es un entero, entonces n* + n es par.

Anadlisis previo: nuestra hipétesis inicial es que n es un entero.
Gracias al Corolario sabemos que n es par o n es impar. Esto
hace que tengamos como hipétesis implicita que n es par o n es im-
par. Primero, tomando como hipétesis que n es par, demostraremos

que n? +n es par; posteriormente tomamos como hipétesis que 7 es

impar e igualmente debemos demostrar que 72 + n es par también.

Esto es suficiente para demostrar lo pedido.
Demostracion. Sea n nimero entero arbitrario pero fijo.

Caso 1: supongamos que 7 es par, entonces por el Corolario [8.1.2]
tenemos que n? := n - n es par. Como n es par por hipétesis, por la

Proposicion (1) tenemos que n? +n es también par.

Caso 2: supongamos que n es impar, entonces por la Proposicion[8.1.1]
C . . - . .
tenemos que n? := n-n es impar. Como por hipétesis n es impar, en-

tonces por la Proposicién (2) tenemos que n2 +n es par.
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Como todo entero n es par o impar (por el Corolario|6.3. 1)), entonces
podemos concluir que para todo entero n tenemos que n? +n es par.

o

8.3. Demostracion de disyunciones

Algunas veces necesitamos demostrar condicionales que tienen como
consecuente una disyuncion, es decir, tienen la forma ¢ — (¢ V y).
Usaremos que estas proposiciones son semdanticamente equivalentes
a (¢ A=) — vy (ejercicio). Esta equivalencia nos muestra que si te-
nemos que demostrar este tipo de afirmacién es suficiente suponer
como hipdétesis a ¢ y = para consecuentemente demostrar y.

Veamos la demostracion de una afirmacién que tiene esta forma.

Proposicion 8.3.1. Six yy son reales tales que x -y es irracional, entonces
x es irracional o 'y es irracional.

Anadlisis previo: nétese que en esta afirmacién, la conclusién es una
disyuncién. En este caso, basta tomar como hipétesis que x -y es irra-
cional, pero que x no lo es. Debemos demostrar que vy es irracional,
lo cual es equivalente a demostrar la afirmacién original. Para esto
ultimo, podemos utilizar la estrategia de demostracion que mads nos
convenga. En este caso, podemos razonar por reduccion al absurdo.
Para demostrar este hecho, primero debemos demostrar que produc-
to de racionales es racional.

Lema 8.3.2. Six y y son racionales, entonces x -y es un niimero racional.

Demostracion. Supongamos que x y y son racionales. Esto significa que
existen a, b, cyd enterosconb # 0yd # O talesquex = 7 yy = 7. Por
lo tanto, por la definicién de multiplicacién entre niimeros racionales
tenemos que x -y = 7 - 7 = §°7. Por la cerradura de la multiplicacién
en Z tenemos que a - ¢y b -d son nimeros enteros. Como los enteros
no tienen divisores de ceroy b # 0y d # 0, entonces b - d # 0. Porlo

tanto, x - y = 7°7 es un racional. o
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Demostracion de la Proposicion[8.3.1) Supongamos que x y y son reales,
tales que x - y es irracional y x no es irracional. Como x no es irracio-
nal, es racional. Razonando por reduccion al absurdo, supongamos que
y no es irracional. Esto significa que y es racional. Como x y y son
racionales, entonces por el Lema[8.3.2]tenemos que x -y es racional,
por lo tanto, x - y no es irracional. Esto contradice la hipétesis de esta
proposicién. Por lo tanto, y debe ser irracional. o

8.4. Cuantificacion multiple en
demostraciones

Muchos teoremas tienen la forma “para todo elemento x en un uni-
verso U se satisface una propiedad P(x)”. Para demostrar este tipo
de afirmaciones, tenemos que justificar que para cualquier elemen-
to arbitrario a (que en el argumento serd arbitrario pero fijo) en ese
universo U se tiene que ese elemento a satisface esa propiedad P. Pe-
ro también encontramos teoremas de la forma “existe un elemento
x en un universo U que satisface una propiedad P(x)”, en ese caso
para demostrar este tipo de afirmaciones lo que debemos es exhibir
un elemento b en U que cumpla esa propiedad. Es usual encontrar
afirmaciones que combinen cuantificadores. Vamos a ilustrar con un
par de ejemplos como proceder en cada caso.

Ejemplo 8.4.1. Veamos una demostracion de la siguiente afirmacién
universal-existencial: para todo real a existe un real b tal que
a®—b%+4 = 0. En este tipo de afirmaciones primero tenemos que fijar
a arbitrario en el conjunto de los nimeros reales y para ese elemento
fijo pero arbitrario debemos exhibir un elemento b (que en principio
podria depender de la escogencia de @) para el cual se cumpla la pro-
piedad pedida (en este caso que a® — b2 +4 = 0).

En estos casos, al fijar a real arbitrario lo que intentamos es “des-
pejar” b para ver si tal b obtenido de esa manera es un nimero real.
La obtencién de dicho elemento b no corresponde realmente a la
demostracion, corresponde a lo que usualmente llamamos andlisis
previo.
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Andlisis previo: si tenemos que a® — b2 + 4 = 0, tendriamos que
b? = a? + 4. Sabemos que como para todo a real se tiene que a2 > 0
y que 4 > 0 entonces a® +4 > 0, por lo tanto, sabemos que existe
un unico nimero real b tal que b2 = a? + 4, el cual denotamos por
Va? + 4. Entonces si consideramos a real arbitrario pero fijo, debe-
mos hacer las cuentas para verificar que b := Va2 + 4 es un nimero
real (lo estamos exhibiendo) que cumple la propiedad deseada.

Demostracion. Sea a nimero real arbitrario pero fijo. Como para todo
a real se tiene que a® > 0y 4 > 0, entonces por monotonia del
orden en los reales con respecto a la adicién (ver apéndice) tenemos
que a? +4 > a% > 0, por lo tanto, existe un unico nimero real b > 0
tal que b2 = a? + 4, el cual denotamos por b := Va2 +4. De esta
manera:

a®—b%+4

a’ - ( a2+4)2+4
(reemplazando b)
= - (®+4)+4
(definicion de Va2 + 4)
= (@®-ad®)+(-1+4)
asociatividad de suma en R
= 0+0
(—a? es el opuesto aditivo de a® y -4 es
el opuesto aditivo de 4)
=0

(0 es el neutro de la suma en R).

Es asi como hemos demostrado que dado cualquier nimero real «a,
existe un nimero real b := Va2 + 4 tal que ¢ - 6% +4 = 0. o

Ejemplo 8.4.2. Demostremos la siguiente afirmacién de tipo
existencial-universal: existe un nimero real x tal que para todo nimero
real y se tiene que (3—z)(y%2+1) > 0. Lo que hacemos primero es un
andlisis previo de esta afirmacién, no es exactamente la demostracion
misma pero nos da idea de cudl es la eleccién de ese elemento x que
debemos exhibir que cumple la afirmacién pedida. Notemos que, en
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este caso, debemos exhibir un nimero real fijo £ que sin importar
cudl reemplazo de y hagamos por cualquier nimero real la afirma-
cion pedida es verdadera.

En este caso, el mismo real x debe funcionar para cualquier real y,
al contrario de lo que ocurrié en el ejemplo anterior (el real b encon-
trado en dicho ejemplo dependia fuertemente de la eleccion del real
a arbitrario que se consideraba).

Andlisis previo: sabemos que para cualquier y real y2 > 0 y como
1 > 0 entonces y> + 1 > y? +0 = y2 > 0. Luego lo que debemos
encontrar es un real x tal que 3 —x > 0, basta tomar un real x tal que
3 > x. Por ejemplo, podemos tomar x = 2.

Demostracion. Tomemos x := 2. Nétese que 3 —x =3-2=1 > 0.
Sea y real arbitrario pero fijo. Como sabemos que el cuadrado de todo
real es no negativo (ver apéndice), en particular esto se tiene para y
(es decir, 2 > 0). Como 1 > 0, entonces y2 +1 > y2 +0 = y% > 0,
porlo tanto, ¥ +1 > 0. Como 8-2=1> 0yy?+1 > 0, entonces
(8 -2)(y? + 1) > 0 (producto de reales positivos es positivo). Por lo
que x := 2 cumple la propiedad deseada. o

8.5. Refutando afirmaciones

Muchas veces debemos decidir si una afirmacion es verdadera o fal-
sa. En el caso de que una afirmacion sea falsa, también es necesario
justificar por qué lo es. Asi que lo que tenemos que hacer es demos-
trar que la negacion de dicha afirmacion es verdadera. Refutar consiste
precisamente en justificar que una cierta afirmacion es falsa.

8.5.1. Refutando universales

Sabemos que la negacién de una afirmacién universal de la forma
Vxo(x) es equivalente a x—¢(x). Esto nos dice que cuando quere-
mos refutar una afirmacién universal, basta exhibir al menos un ele-
mento en el universo de referencia donde estamos trabajando para el
cual la afirmacion dada originalmente falla. Este tipo de refutacion de
afirmaciones se conoce como refutacz'o’n por contmejemplo, puesto que
consiste en mostrar un ejemplo donde la afirmacién universal falla.
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Ejemplo 8.5.1. Refutemos la siguiente afirmacién: “todo entero es
par”. Su negacion es “existe un entero que no es par . Sabemos que
esta ultima afirmacion es verdadera, puesto que podemos exhibir un
entero que no es par, por ejemplo 5, para el cual la afirmacién uni-
versal falla (puesto que 5 no es par). Asi, hemos refutado mostrando
un contraejemplo (5) de la afirmacién “todo entero es par”.

8.5.2. Refutando existenciales

La negacion de una afirmacién existencial de la forma Jxg(x) es
equivalente a Vx—¢(x). Asi, cuando queremos refutar una afirmacién
existencial, tenemos que mostrar que ningin elemento del universo
de referencia donde estamos trabajando cumple la afirmacién dada
originalmente.

Ejemplo 8.5.2. Consideremos la afirmacion: “existe un nimero real
tal que su cuadrado es -2”. Su negacion es equivalente a la afirmacién
“para todo real se tiene que su cuadrado no es -2”. Esta ultima afir-
macion es verdadera, puesto que dado cualquier real a, sabemos que
a? > 0 > -2y, por la tricotomia del orden en los nimeros reales,
tenemos que, a® # —2. Por lo tanto, ningtn real a satisface a® = 2.
Asi, hemos refutado la afirmacién dada originalmente.

Ejemplo 8.5.3. Refutemos la siguiente afirmacion: “para todo real
x existe un real y tal que y? = 2”. La negacién de esta afirmacion es
equivalente a “existe un real x tal que para todo real y se tiene que
y? # 7. Esta ultima afirmacién es verdadera, puesto que podemos
exhibir un nimero real , —1 en este caso, tal que para todo real y?
tenemos que y? # —1. Esto tltimo es vdlido porque para todo real y se
tiene que y2 > 0 > —1 y, por la tricotomia del orden de los nimeros
reales tenemos que, y2 # —1. De esta manera, hemos refutado con
un contrajemplo (—1) la afirmacién “para todo real x existe un real y
tal que y% = ”.

8.6. Ejercicios

Ejercicio 8.6.1. Use casos para demostrar (considerando como uni-
verso los numeros reales):
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L. |xy| = |z||y].
2. lx =yl =y -z

b

3. Existen a y b irracionales tales que ¢” es racional. (indicacién:

. V2 :
considere V2 y argumente por casos dependiendo del resul-
tado de esa exponenciacion).

Ejercicio 8.6.2. Encuentre para cada una de las siguientes afirma-
ciones un contraejemplo que la refute.

¢ c
1. Sia, by ¢ son enteros positivos entonces a*) = (ab) .

2

2. Sin es un entero positivo, entonces n° +n + 41 es primo.

3. Dos tridngulos rectangulos tienen la misma drea si y solo si las
longitudes de sus hipotenusas son iguales.

Ejercicio 8.6.3. Tomando como universo el conjunto de los nime-
ros naturales, el conjunto de los niimeros enteros, el conjunto de los
numeros racionales y el conjunto de los nimeros reales, en cada uno
de ellos considere cada una de las siguientes afirmaciones, y demués-
trelas o refttelas segun sea el caso:

1. Para cada niimero no negativo s, existe un niimero no negativo
¢ tal que s > t.

2. Existe un nimero no negativo t, tal que para todo niimero no
negativo s se tiene que s > ¢.

3. Para cada nimero no negativo ¢, existe un nimero no negativo
s tal que s > 1.

4. Existe un nimero no negativo s, tal que para todo niimero no
negativo ¢, se tiene s > t.
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En esta parte de las notas vamos a suponer que el lector tiene cier-
ta familiaridad con los niimeros naturales. Asi que no vamos a entrar
en detalle sobre este sistema numeérico, cuyo estudio serd realizado
con mayor profundidad en los cursos de Sistemas Numéricos e In-
troduccién a la Teoria de Conjuntos de la carrera de Matematicas de
la Universidad Nacional de Colombia sede Bogota.

Aclaramos que para nosotros el cero (0) es un nimero natural,
a pesar de que, de acuerdo con el contexto, no lo es para algunos au-
tores (por ejemplo, para Bloch en su texto [1], 0 no es natural). Sobre
esto, haremos la respectiva discusion al abordar el tema de cardinales

finitos (Leccion [25).

Si pretendemos demostrar que una propiedad es verdadera
para todos los numeros naturales, un intento ingenuo seria,
primero, demostrar que la propiedad es verdadera para 0, luego para
1, después para 2 y asi sucesivamente. El problema es que sabemos
(intuitivamente por ahora, mads adelante demostraremos este hecho,
ver Corolario que el conjunto de los niimeros naturales N es
infinito, por lo tanto, de esta manera nunca acabaremos de comprobar
esta propiedad para todos los nimeros naturales (por mas que dele-
guemos esta tarea de generacién en generacion).

Asi que para realizar este tipo de demostracién, tenemos que
hacerlo de alguna manera que sea aceptable por la comunidad
matemitica en general, y que ademads acabemos este proceso en algun
momento.

9.1. Principio de induccion
matematica forma |

A continuacién, presentamos una descripcion de este método de de-
mostracion por induccion, el cual es crucial para demostrar que una
cierta propiedad P (x) sobre los nimeros naturales es verdadera para
todo nimero natural n; es decir, para probar que P(n) es verdadera
para todo n ndimero natural.
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Lo primero que debemos verificar es que 0 satisface esta propie-
dad. Esto es, verificar que P(0) es verdadera. Luego, suponemos que
para cualquier nimero natural fijo n tenemos que P(n) es verdade-
ra (es decir, el natural n satisface la propiedad P(x), este supuesto lo
denominaremos hipdtesis de induccion).

Si a partir del hecho de tomar como hipétesis que P(n) es ver-
dadera logramos demostrar que la propiedad P(x) es verdadera para
n + 1 (esto lo conoceremos como el paso inductivo en este tipo de ar-
gumento), entonces podemos pensar este argumento general como
una “mdquina” que nos permitird realizar nuestra prueba requerida.

En efecto, tomando lo anterior y bajo el supuesto de que ya he-
mos verificado que para n = 0 la propiedad P(x) es verdadera, esto
implicaria que paran + 1 = 1 la propiedad P (x) también es verdade-
ra. Aplicando nuevamente esta “mdquina” general de demostracién a
n = 1, como la propiedad P(x) es verdadera paran = 1, entonces ten-
driamos que también la propiedad P(x) es verdadera paran + 1 = 2.
Del mismo modo, del hecho de la propiedad P (x) sea verdadera para
n = 2 podemos inferir que la propiedad P(x) es también verdadera
paran + 1 = 3, y asi sucesivamente.

De esta manera, habiendo verificado la veracidad de la afirmacion
P(x) paran = 0y habiendo demostrado en general que si para cual-
quier natural n fijo suponiendo que P(n) es verdadera (hipdtesis de
induccion) podemos deducir que P(n + 1) es también verdadera (paso
inductivo), entonces podemos inferir que la propiedad P(x) es satis-
fecha por todos los niimeros naturales. Esta forma de argumentacion
sobre los nimeros naturales se conoce como Principio de induccion
matemdtica. Mds concretamente:

Hecho 9.1.1 (Principio de induccién matemdtica forma I). Sea P(x)
una propiedad sobre los niimeros naturales. Si se satisface lo siguiente:

1. P(0),y
2. para todo n natural, P(n) es verdad implica que P(n + 1) es verdad,
entonces todos los nmiimero naturales satisfacen la propiedad P (x).

Este hecho lo presentamos sin demostracién, dado que no tene-
mos atin las herramientas para hacerlo. Esto se vera con detalle cuan-
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do se construya el sistema de los nimeros naturales N a partir de
la axiomadtica de la Teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel en el
curso de Introduccién a la Teoria de Conjuntos, ver [6]. Considera-
mos importante introducir esta forma de argumentacién porque es
una estrategia bastante utilizada para demostrar propiedades que sa-
tisfacen todos los nimeros naturales; ademds de que, seguramente,
varios estudiantes ya habrdn utilizado este método en otros cursos
como Cdlculo Diferencial y la seguirdn utilizando en cursos previos
a Introduccion a la Teoria de Conjuntos como por ejemplo Algebra
Lineal Bdsica y Sistemas Numéricos.

Para ayudar a entender mejor el porqué esta estrategia de demos-
tracion es aceptada, utilizamos la siguiente imagen, que consiste en
representar cada nimero natural con una ficha de dominé. Coloca-
mos de manera vertical primero la ficha que corresponde al natural
0, delante de ella la ficha que corresponde al natural 1, luego la ficha
que corresponde al natural 2 y asi sucesivamente.

AT

0
Podemos representar el hecho de que n cumple la propiedad P (x)

como que la ficha que corresponde n cae. Asi, P(0) es verdad significa
que la ficha que correspondiente a 0 cae.

NA -~

—

LA

— L

De esta manera, para cualquier natural n fijo, el hecho de que la n-
ésima ficha caiga implica que esto hace caer la ficha (n + 1)-ésima
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es justamente lo que corresponde al paso inductivo en el Principio de

induccion matemdtica forma I (Hecho[9.1.1).

7]’

Consecuentemente, si la ficha 0 cae y el condicional correspon-
diente al paso inductivo vale, entonces la ficha 0 hace caer a la ficha
que le sigue, la ficha 1. Como la ficha 1 cae, esta hace caer a la ficha 2,
y asi sucesivamente. De esta manera, podemos ver que todas las fichas
caen; es decir, la propiedad P (x) es satisfecha por todos los nimeros
naturales.

Ejemplo 9.1.2. Demostremos que para todo natural n se tiene que
n =0 on =k+1 para algin natural k. Primero aislamos la propiedad
a demostrar,

P(x): “x = 0 o existe un natural k£ tal que x =k + 1.

1. Como 0 = 0 entonces la propiedad P(x) es satisfecha por 0
(la disyuncién 0 = 0 o existe un natural £ tal que 0 = k£ + 1 es
verdadera porque 0 = 0).

2. Sea n nimero natural cualquiera pero fijo. Supongamos que la
propiedad a demostrar P(x) es verdadera para n. Esto significa
que n es un natural tal que n = 0 o existe un natural £ tal que
n = k+ 1 (hipotesis de induccion). Vemos que al considerar & := n,
que es un nimero natural, tenemos que n + 1 = £ + 1. Luego,
P(n + 1) es verdadera puesto que la disyuncion n+1 = 0 o
existe un natural £ tal que n + 1 =k + 1 es verdadera.

Por el Principio de induccion matemdtica forma I tenemos que pa-
ra cualquier nimero natural n, n = 0 o existe un natural £ tal que
n=k+1.

Ejemplo 9.1.3. Demostremos que para todo natural n se tiene que
3 152" — 1. Consideremos la propiedad
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P(x): “3|5% - 1”.

1. Tomando n = 0, notamos que 5200 _1=5-1=0=38-0,
por lo tanto, 8|52(") — 1; es decir, P(0) es verdadera.

2. Sean cualquier natural fijo. Supongamos que P(n) es verdade-
ra, es decir 8|52 — 1 (hipdtesis de induccion). Asi,

52041) _ 1 — p2+2 4
= 5%.5% -1
(propiedades de potenciacién de naturales)
= Bk+1)(24+1)-1
(por hipétesis de induccién, existe
k entero tal que 52" — 1 = 8k)
= (3(24k)+24 +3k+1) -1
(distributividad de - con respecto a +,
conmutatividad y asociatividad de -)
= (3(24k)+24 +3k)+ (1 -1)
(asociatividad de +)
= 3(24k) +24 + 3k
(1-1=0y0 esneutro de + en N)
= 3(24k+8 +k)

(distributividad de - con respecto a +)

Puesto que 24k + 8 +k es un entero, tenemos que 8|520+D — 1;
es decir, P(n + 1) es verdadera.

Por el Principio de induccion matemdtica forma I concluimos que la pro-
piedad P(x) es satisfecha por todos los niimeros naturales; es decir,
3|52" — 1 para cualquier n nimero natural.
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9.2. Principio de induccion
matematica forma Il

Algunas veces, todos salvo un nimero finito de naturales satisfacen
cierta propiedad P(x). Por ejemplo, todo natural n > 2 es primo o es
producto de finitos primos (notemos que ni 7 = 0 ni n = 1 satisfacen
esta propiedad). Esto corresponde al Teorema fundamental de la arit-
mética (Teorema[7.2.2) pero restringido a los niimeros naturales. Ya
habiamos mencionado este hecho cuando empezamos a hacer algu-
nas demostraciones sobre el sistema de los nimeros enteros, aunque
no dimos una demostracion, ahora tenemos las herramientas para
hacerlo. Sin embargo, note que deberiamos empezar nuestro argu-
mento inductivo desde n = 2 y no desde n = 0. {Por qué podemos
hacer esto?

Supongamos que dado cualquier nimero natural £ > 0 fijo, tene-
mos que demostrar que cierta propiedad sobre los niimeros naturales
P (x) es satisfecha por todo natural n > k. Consideremos la propiedad
auxiliar

Q(x): “P(x +k) es verdadera”.

Observamos que demostrar que Q(n) es verdadera para todo n
natural es lo mismo que demostrar que para todo n natural P(n + k)
es verdadera, equivalentemente que para todo natural n > k tenemos
que P(n) es verdadera. Consecuentemente, notemos que demostrar
Q(0) es lo mismo que demostrar P(0 + k), es decir P (k).

Asi, si demostramos lo siguiente:

1. Q(0) es verdadera (que ya vimos es equivalente a demostrar
que P (k) es verdadera),

2. Para cualquier nimero natural m fijo se tiene que Q (m) es ver-
dadera (equivalentemente, P(m + k) es verdadera) implica que
Q(m+ 1) es verdadera (equivalentemente, P(m + 1 + k) es ver-

dadera),

entonces, aplicando el Principio de induccion matemdtica forma I (He-
cho ala propiedad Q (x), todo niimero natural satisface la pro-
piedad Q(x); es decir, cualquier natural n > £ satisface la propiedad
P(x). De esta manera, hemos demostrado:
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Proposicion 9.2.1 (Principio de induccién matemadtica forma II).
Dada una cierta propiedad P (x) sobre los niimeros naturales y cualquier
k > 1 nimero natural fijo. Si se satisface lo siguiente:

1. P(k),y

2. Dado cualquier m > k niimero natural, P(m) es verdad implica que

P(m + 1) es verdad,

entonces todo nimero natural n > k satisface la propiedad P ().

Observacion 9.2.2. Notemos que el caso particular £ := 1, en el
Principio de induccion matemdtica forma II, corresponde a demostrar
que una propiedad sobre los nimeros naturales P(n) es verdadera
para todo natural n > 1. Esto implica que, en lugar de empezar a

verificar la propiedad desde n = 0, la base de la induccién comienza
enn=1.

Esta version del Principio de induccion matemdtica es utilizada por
algunos autores, como Bloch (ver [1]), quienes consideran que los
numeros naturales comienzan en uno y no incluyen el cero como ni-
mero natural. Considerar al cero como nimero natural, o no, es una
cuestiéon de conveniencia. Desde la perspectiva del proceso intuitivo
de conteo, el cero podria parecer ajeno al conjunto de los nimeros
naturales, pues no representa una cantidad tangible de objetos ni estd
asociado a un proceso concreto de conteo. Sin embargo, si deseamos
asignar un nimero que represente la cantidad de elementos del con-
junto vacio, debemos considerar el cero como un niimero natural.

Ejemplo 9.2.3. Demostremos que para todo niimero natural n > 1
tenemos que 1+---+n = @ Aislemos la propiedad que tenemos
que demostrar:

P(x):“1+_..+x:$(x—+l)”.

8]

1. Al tomar n = 1, vemos que 1 = @ = w, luego la afirma-

ciéon P(1) es verdadera.

2. Sean > 1 cualquier natural pero fijo. Supongamos que P(n)
es verdadera, es decir 1 +---+n = n(”TH) (hipotesis de induccion).
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Asi,

I+--+n+(n+1)

(1+---+n)+(n+1)

(propiedad asociativa de la suma en N)
n(n+1)
2
(hipétesis de induccion)
n(n+1) N 2n+1)
2 2
nn+1)+2(n+1)
2

(suma de racionales con mismo

+(n+1)

denominador)
(n+2)(n+1)
2

(factor comin n + 1)
(n+1)(n+2)

2
(conmutatividad del producto en N).

Por lo tanto, P(n + 1) es verdadera.

Por el Principio de induccion matemdtica forma II, podemos decir que

n(n+l)

para todo natural # > 1 se satisface que 1+---+n = =5

Ejemplo 9.2.4. Demostremos que para todo natural n > 4 tenemos
que 8" > n®. Consideremos la propiedad

P(z): “3% > 2%”.

1. Tomemos n = 4. Observamos que 3* = 81 > 64 = 43, luego
la propiedad P(4) es verdadera.

2. Sean > 4 cualquier natural pero fijo. Supongamos que P(n) es
cierta, es decir 8" > n3 (hipdtesis de induccion). Por lo tanto, por
propiedad distributiva de la multiplicacién respecto a la adicién
de niimeros naturales tenemos que

n+1)2% = n®+3n2+3n+1.
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Como n > 4 > 3, por monotonia de la multiplicacién de nu-
meros naturales vemos que 872 < n3. Similarmente,

3n+1 < 3n+n = 4n

(n > 4 > 1 y monotonia de la adicién)

<712<n3

(n > 4 > 1 y monotonia de la multiplicacion).

Teniendo en cuenta el aporte de los términos 3n2(< n3) y 8n+
1(< n®) tenemos que (n + 1)3 < 3 + 13 + n3 = 3n®. Usando
la hipétesis de induccién y la monotonia de la multiplicacién
vemos que:

n+1)2% < 8.8 =31,

Por el Principio de induccion matemdtica forma 11
(Proposicion [9.2.1)), tenemos que para todo natural n > 4 te-

nemos que n® < 8".

Observemos que esta propiedad falla en general en el caso de que
n < 4: por ejemplo, si tomamosn = 3,73 =33 =81 ¢ 81 =33 = 3",

9.3. Principio de induccion
matematica forma Ill

Otra manera de demostrar mediante induccién matemadtica que una
cierta propiedad P(x), sobre los niimeros naturales, vale para cual-
quier natural consiste en suponer que todos los naturales menores
estrictos que 7, natural fijo, satisfacen P(x) y a partir de este hecho
demostrar que n también satisface la propiedad. Veremos que si de-
mostramos lo anterior para cualquier nimero natural n, la propiedad
P(x) es verdadera para todo nimero natural.

Proposicién 9.3.1 (Principio de induccién matemadtica forma III).
Dada P(x) una cierta propiedad sobre los miimeros naturales y m niimero
natural arbitrario pero fijo. Si se satisface que:

(*)m para todo k < m, P(k) es verdad implica que P(m) es verdad,

entonces la propiedad P (x) es vdlida para todos los niimeros naturales.
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Demostracion. Supongamos que la afirmacion (x),, es verdadera para
todo natural m. Consideremos la propiedad auxiliar

Q(x) : “para todo natural £ < x la afirmacion P (k) es verdadera”.

Veamos que la propiedad Q(x) es satisfecha por todos los nimeros
naturales.

1. Razonando por reduccion al absurdo, si Q(0) fuera falsa existiria
k < 0 tal que P(k) es falsa. Contradiccién, no hay naturales
k < 0.

2. Sea n cualquier natural fijo tal que Q(n) es verdadera (hipdte-
sis de induccion). Esto significa que para todo & < n tenemos
que P (k) es verdadera. Como estamos suponiendo que la afir-
macion (), es verdadera para todo natural m, en particular
tenemos que (*), es verdadera. Esto implica que P(n) es ver-
dadera. Por lo tanto, la propiedad P(x) es satisfecha por todos
los naturales £ < n, mds precisamente, por todos los naturales
k < n+ 1. Esto prueba que Q(n + 1) es verdad.

Por el Principio de induccion matemdtica forma I (Hecho [9.1.1) te-
nemos que la propiedad Q(x) es satisfecha por todos los nimeros
naturales.

Sea n cualquier nimero natural. Como n < n + 1y, en particular,
Q(n + 1) es verdadera, esto significa que para todo natural £ < n + 1
la afirmacion P (k) es verdadera. En particular, tomando £ := n, te-
nemos que P(n) es verdadera. Como n representa cualquier nimero
natural, hemos probado lo que queriamos. o

Ejemplo 9.3.2 (Parte existencial en el Teorema fundamental de la
aritmética). Para demostrar que todo niimero natural n > 2 es pri-
mo o se puede expresar como producto de primos utilizamos el Prin-
cipio de induccion matemdtica forma I11. Esta prueba solo demuestra la
existencia de tales nimeros primos en la descomposicién de cada na-
tural 7 > 2 y no analizaremos la unicidad de dicha descomposicion.
Aislamos primero la propiedad a la cual aplicaremos el Principio de
induccion matemdtica forma I11:

P(x): “six > 2, entonces x es primo o es producto de finitos
primos’”.
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Sea m cualquier natural fijo. Queremos demostrar la siguiente
afirmacion:

(%) sitodo k < m satisface P (k) (hipdtesis de induccion), entonces
P (m) es verdadera (paso inductivo).

Sim < 2, el antecedente del condicional en (x),, es falso, luego en
este caso la propiedad (x),, es verdadera.

Sim > 2, supongamos que todo natural 2 < k& < m es primo
o es producto de finitos primos (hipdtesis de induccion). Tenemos que
considerar dos casos:

1. Sim es primo, P(m) es verdadera.

2. Sim no es primo, existen £, j naturales diferentes de m y de 1
tales que m = k - j. Como 2 < k,j < m, por la hipétesis de
induccién tenemos que, tanto £ como j satisfacen la propiedad
P(x), es decir, son primos o son producto de finitos primos.
Porlo tanto, existen py, -+ , p1, q1, - - , ¢; primos ([, t naturales
> 1) talesquek = p1-... Py yJj=q-... q. Entonces,
n=k-j=p1-...-pr-q1-...-q. Esto prueba que m es producto
de primos y asi la propiedad P(m) es verdadera.

Consecuentemente, (x),, es verdadera.

Por el Principio de induccion matemdtica forma I1I (Proposicion
tenemos que P(n) es verdadera para todo natural n; es decir, si n es
un natural tal que n > 2 entonces n es primo o es producto de finitos
primos.

9.4. Ejercicios

Ejercicio 9.4.1. Demostrar que para todo niimero natural n se tiene
que 204+ 21 4. 4 9r =9l 1,

Ejercicio 9.4.2. Demuestre que dados reales a, r, r # 1, para todo
, _n+l
natural n tenemos que a + ar +--- + ar" = %

Ejercicio 9.4.3. Demuestre que si a, b son reales tales que 0 < a < b,

. 1 1
entonces para todo natural n > 1 tenemos que 0 < T < @
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Ejercicio 9.4.4. Demuestre que para todo natural n > 1 tenemos
g _ n’(n+l)?

que 13 +23 + ... 48 = 7
Ejercicio 9.4.5. Demuestre que para todo natural n > 5 tenemos
que 8" > (n + 1)3. Analice qué pasa para los naturales n < 4.

Ejercicio 9.4.6. Demuestre que para todo natural n > 3 tenemos

n

n
que (1+ ]) < n.

Ejercicio 9.4.7. Determine dénde estd el error en el siguiente ra-
zonamiento y justifique su respuesta. Supongamos que para cierto
nimero natural n > 2, en cualquier conjunto de £ < n automdviles,
todos ellos son blancos (hipdtesis de induccion). Al tomar un conjunto
de n automoviles, si al ordenarlos tomamos los n — 1 primeros tene-
mos por la hipdtesis de induccion que esos n — 1 primeros automéaviles
son blancos, quedando solo el tltimo automdévil por verificar que sea
blanco; si tomamos los n — 1 ultimos (que incluye el tinico automévil
que no hemos verificado su color) por la hipdtesis de induccion todos
ellos también son blancos, por lo tanto, todos los n automéviles son
blancos. Por el Principio de induccion matemdtica forma III tenemos en-
tonces que en todos los posibles conjuntos finitos de dos 0 mas auto-

moviles, todos ellos son blancos.
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1041. ;Qué es un conjunto?

La nocién de conjunto es la base de buena parte de lo que se conoce
como matemdticas modernas. Desde tiempos antiguos, se considera la
nocion de conjunto, intuitivamente, como una coleccién de objetos.
Basados en esta idea, podemos pensar por ejemplo en el conjunto de
seres humanos, el conjunto de libros cldsicos de la literatura en lengua
espaiola, el conjunto de estudiantes del curso Fundamentos de Ma-
temadticas, el conjunto de ingredientes para elaborar una paella, entre
otros. Sin embargo, al tomar los conjuntos como objetos matemati-
cos, debemos ser mucho mds precisos.

Es hasta finales del siglo XIX, en los trabajos de Georg Cantor so-
bre series trigonométricas, que se empieza a considerar la Teoria de
conjuntos como un drea de estudio de las matematicas. En los traba-
jos iniciales de Georg Cantor y Richard Dedekind, un conjunto era
simplemente descrito por una propiedad comiin que tuvieran los ob-
jetos que se estaban agrupando. De manera mads concreta, dada una
propiedad P(x), se podia considerar la coleccion de objetos x que
cumplen dicha propiedad P(z) (la cual se denotaba por {x : P(x)}).
Diremos que, desde ese punto de vista, un objeto y pertenece al con-
junto {x : P(x)} siy solosi P(y) es verdadera (i.e., y cumple la pro-
piedad P(x)), lo cual denotaremos pory € {x : P(x)}. Sin embar-
go, esta aproximacion llevé a problemas. Si tomamos el “conjunto”
Y := {x : * ¢ x}, hay dos posibilidades: que Y sea elemento de si
mismo o que no. En el primer caso, siY €Y, el objeto Y debe cum-
plir la propiedad descrita para los elementos de Y, es decir, Y ¢ Y.
Por otro lado, si Y ¢ Y, entonces el objeto Y cumple la propiedad
que satisfacen los elementos del “conjunto” Y porlo que Y € Y. Una
situacién contradictoria de este tipo es lo que se conoce como para-
doja. Esta paradoja es debida a Bertrand Russell. Este es el motivo
por el cual fue necesario introducir una mejor manera de determinar
conjuntos, lo que llevé a la aproximacion conocida como Teoria axio-
mdtica de conjuntos. Desde este punto de vista, el término conjunto no
estd definido. En efecto, un objeto se puede denominar conjunto si se
puede garantizar su existencia por medio de algtin axioma o teorema
demostrado, por lo tanto, no es necesario dar una definicién precisa
de la nocién de conjunto, de manera similar ocurre con las nociones
de punto, recta y plano en geometria euclidiana.
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Algunos de los sistemas axiomaticos de la Teoria de conjuntos mads
utilizados actualmente son los debidos a E. Zermelo y A. Fraenkel,
denominado simplemente como ZF, el cual es tal vez el sistema mads
aceptado por la comunidad matematica en la actualidad. Hay otros
sistemas axiomadticos para la Teorfa de conjuntos que permiten es-
tratificar objetos de estudio (conjuntos en un primer nivel, tomando
colecciones de conjuntos que no son conjuntos —que se denominan
clases—, y colecciones de clases que no son clases —que se denomi-
nan conglomerados—y asi sucesivamente), como por ejemplo el siste-
ma propuesto por Goédel, Bernays y von Neumann (conocido como
GBN).

En estas notas no pretendemos abordar el punto de vista axio-
matico, dado que no es el objetivo central del curso y en la Univer-
sidad Nacional de Colombia, sede Bogotd, en el curso Introduccion
a la Teoria de conjuntos se estudia a profundidad esta aproximacién.
Aqui abordaremos el punto de vista conocido como Teoria intuitiva
de conjuntos. Esto no quiere decir que no vayamos a hacer con cierta
rigurosidad el estudio de los temas que trataremos en esta parte de las
presentes Notas, lo que quiere decir es que no pretendemos profundi-
zar en ninguna de estas axiomatizaciones. En esta parte pretendemos
introducir el lenguaje bdsico conjuntista (e.g., contenencia entre con-
juntos, igualdad entre conjuntos, operaciones bdsicas entre conjuntos,
pareja ordenada, producto cartesiano, familias indexadas de conjun-
tos, entre otros) sin perder rigurosidad al momento de abordar estas
nociones, presentando algunas demostraciones de propiedades fun-
damentales.

Intuitivamente, entenderemos conjunto como cualquier coleccién
de objetos, no necesariamente matematicos. Por ejemplo, podemos
considerar como conjuntos la coleccién de seres humanos, la colec-
cién de estudiantes del curso Fundamentos de Matematicas, la colec-
cion de letras del alfabeto espafiol, entre otros. También, entendere-
mos como conjuntos la coleccion de los nimeros naturales (denotado
por N), la coleccién de los niimeros enteros (denotado por Z), la co-
leccién de los niimeros racionales (denotado por Q), la coleccién de
los mimeros reales (denotado por R) y la coleccion de los nimeros
complejos (denotado por C). En textos de Teoria axiomdtica de con-
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juntos (como por ejemplo [6]) se puede demostrar que a la luz de la
axiomatica ZF que dichas colecciones son conjuntos. Como lo men-
cionamos, no profundizaremos en puntos de vista axiomadticos, por
lo que en estas notas no Nos preocuparemos por garantizar su exis-
tencia como conjuntos.

Por otro lado, también consideraremos como conjunto una co-
leccién especial que no tiene elementos (el conocido conjunto vacio),
que denotaremos por @ o por {}.

Un conjunto estard plenamente determinado por sus elementos.
Desde el punto de vista intuitivo, consideramos dos maneras de de-
terminar los elementos de un conjunto:

1. Porextension: determinamos los elementos de un conjunto dan-
do una lista explicita y exhaustiva de todos los elementos de un
conjunto. En este caso, los elementos se delimitan por medio
de los corchetes { y } y separando sus elementos por medio de
comas (,).

2. Por comprension: dado un conjunto de referencia U, tomamos
aquellos elementos de U que cumplen una propiedad comun
P(x), denotando este conjunto por {x € U : P(x)}.

Observacién 10.1.1. Al determinar un conjunto por comprension,
necesitamos obligatoriamente tomar un conjunto de referencia por
varias razones: la primera es para evitar paradojas como la de Russell,
y la segunda es para evitar ambigiiedades; por ejemplo, si tomdramos
como conjunto la coleccién {x : x es perfecto} y no determinamos el
contexto, habria ambigiiedad en el sentido de que no sabemos si esta-
mos hablando de nimeros naturales (“ser un nimero perfecto” como
propiedad numérica, en el que un nimero natural se dice perfecto si
y solo si es igual a la suma de sus divisores positivos propios) o de
cosas o situaciones que tienen el grado maximo de una determinada

cualidad.

Ejemplo 10.1.2. Los siguientes conjuntos estin determinados por
extension, puesto que estamos listando explicitamente los elementos
del conjunto:

1. 4:={1,2,3,4,5)}.
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2. B:={a,e,i,o0,u}.

3. C:={1,a,2,0b}.

4. D :={Pepe, Juana, Carlos}.
5. E :={auto, avion, tren}.

Observacion 10.1.3. Un error muy comiin cometido por los estu-
diantes de primeros semestres es denotar al conjunto vacio por {@}
en vez de @ o {}. Notemos que {@} tiene un elemento (precisamente
@), por lo que no puede ser el conjunto vacio que describimos ante-
riormente.

Ejemplo 10.1.4. Los siguientes conjuntos estan determinados por
comprension:

1. Tomando como conjunto de referencia el conjunto de nime-
ros naturales N, el conjunto 4 := {x € N : x es primo} estd
determinado tomando del conjunto de referencia N aquellos
nimeros que sean primos.

2. Tomando como conjunto de referencia al conjunto U de es-
tudiantes del curso Fundamentos de Matematicas, el conjunto
B := {x € U : x es estudiante de matematicas} estd determina-
do por la propiedad P(x) : “x es estudiante de matemadticas”.

10.1.1. Relacion de pertenencia €

La relacién mads bdsica y simple considerada en la teoria de conjuntos
es la relacion de pertenencia; la cual permite afirmar si un elemento
forma parte de un conjunto. Si un conjunto A4 estd determinado por
extension, decimos que un objeto a pertenece al conjunto A cuando el
elemento a aparece explicitamente en la lista de elementos de 4. En
caso de que el conjunto A4 esté determinado por comprension de la
forma A := {x € U : P(x)}, decimos que a es elemento de A si a estd
en el conjunto de referencia U y ademads a cumple la propiedad P (x).

En cualquier caso, denotaremos el hecho de que a pertenezca a
A por a € A. En caso de que a € A, también diremos que a es ele-
mento de A. En caso de que un objeto b no pertenezca a un conjunto
A, denotamos este hecho por b ¢ A.



Nociones basicas ¢ 131

Representacion dea €e Ay b ¢ A.

Ejemplo 10.1.5. Consideremos el conjunto 4 := {1, 2, 3, 4}. Como
el elemento 2 aparece explicitamente en la lista de elementos de A,
decimos que 2 pertenece a A (lo que denotamos por 2 € A4). Nétese
que 5 no aparece explicitamente en dicha lista, luego 5 no pertenece
a A (este hecho lo denotamos por 5 ¢ A).

Ejemplo 10.1.6. Consideremos B := {x € Z : x es primo y par}.
Obsérvese que como 2 es un niimero entero, pertenece al conjunto
de referencia Z. Adicionalmente 2 es primo y par, entonces satisface
la propiedad que describe los elementos del conjunto B. Por lo tanto,
como 2 estd en el conjunto de referencia del que tomamos los ele-
mentos de B y adicionalmente cumple la propiedad que describe los
elementos de B, entonces 2 € B. Por otro lado, a pesar de que 5 € Z
y 5 es primo, no es par. Como 5 no cumple la propiedad que describe
los elementos de B, entonces 5 ¢ B. Consideremos %, como este ob-
jeto no estd en el conjunto de referencia Z, entonces inmediatamente
podemos decir que % ¢ B.

10.2. Contenencia entre conjuntos

A continuacién, estudiaremos una relacién entre conjuntos que, aun-
que no es la mds bdsica por derivarse de la nocién de pertenencia, es
de las mds importantes que consideraremos: la relacion de contenencia
entre conjuntos.

Definicion 10.2.1. Sean A y B conjuntos cuyos elementos estin
dentro de un conjunto de referencia U. Decimos que A estd contenido
en B (o también que A es subconjunto de B) siy solo si todo elemento
de A es elemento de B. Este hecho lo denoteremos por A C B.
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U

Representaciéon de 4 C B.

Observacién 10.2.2. Sean A y B conjuntos. Tomando los predica-
dos A(x) : “¢ € A” y B(x) : “x € B”, el hecho de que 4 C B se

escribe en lenguaje 16gico de la siguiente manera:
Vx (A(x) — B(x)).

Analizando el caso de que A no esté contenido en B, vemos que en
lenguaje 16gico la negacion de Va (A(x) — B(x)) es equivalente se-
madnticamente a 3x (A(x) A =B(x)), por lo tanto, tenemos que A no
estd contenido en B (1o que denotamos por 4 ¢ B) siy solo si existe un
elemento de 4 que no pertenece a B.

U

Representacion de A ¢ B.

Ejemplo 10.2.3. Considere los suguientes conjuntos 4 := {1, 2, 3, 4}
y B := {2, 4}. Notemos que B C A puesto que todos los elementos
de B (2 y 4) son elementos de 4. Por otro lado, 4 ¢ B puesto que
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podemos exhibir al menos un elemento de A que no pertenece a B
(por ejemplo, 3).

Observaciéon 10.2.4. Un error frecuente cuando se empieza a es-
tudiar estos conceptos es confundir las nociones pertenencia y conte-
nencia. Cuando un objeto a pertenece a un conjunto A4, algunas veces
se cae en la tentacién de afirmar que A contiene a a. En este caso la
relacion correcta es pertenencia y no contenencia. Recordemos que la
relaciéon de contenencia es una relacion entre dos conjuntos, donde
tenemos que todos los elementos de uno de ellos pertenecen al otro.

A continuacion, demostraremos algunas propiedades bdsicas que
tiene la relacion de contenencia entre conjuntos.

Proposicion 10.2.5. Sean A, By C conjuntos con elementos dentro de un
conjunto de referencia U.

1. @ C A
2. 4CcA.
3. SiACByB C C entonces A C C.

Demostracion.

1. Por reduccion al absurdo, supongamos que @ ¢ A. Por defini-
cion de contenencia entre conjuntos existiria un elemento x tal
quex € @yx & A (el hecho de que x € @ contradice que @ no
tiene elementos). Por lo tanto, @ C A.

2. Por reduccion al absurdo, si 4 ¢ A, por definicién de conte-
nencia entre conjuntos existiria un elemento « tal que x € A
pero x ¢ A (contradiccion). Por lo tanto, A C A.

3. Sean A4, B y C conjuntos tales que 4 € By B C C. Para de-
mostrar que 4 C C tomemos un elemento arbitrario de 4 y
veamos que pertecene a C. Sea x € A cualquiera. Por hipétesis
A C By puesto que x € A, por definicién de contenencia entre
conjuntos, tenemos que x € B. Por hipétesis tenemos también
que B € C y como x € B, por definicién de contenencia entre
conjuntos, obtenemos que x € C. Como hemos visto que todo
elemento de A4 es elemento de C, por definicién de contenencia
entre conjuntos, concluimos que 4 C C. o
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10.3. lgualdad entre conjuntos

Desde el punto de vista intuitivo, un conjunto estd univocamente de-
terminado por sus elementos. De esta manera, decimos que dos con-
juntos son iguales en caso de que tengan exactamente los mismos ele-
mentos. En otras palabras, dados dos conjuntos A y B, contenidos en
un conjuntos de referencia U, decimos que A es igual a B (como con-
juntos), en simbolos 4 = B, siy solo si A C B (es decir, todo elemento
de A4 es elemento de B) y adicionalmente B C A (es decir, todo ele-
mento de B es elemento de A). Con base en la Observacion
en la que tomamos los predicados A(x) : “x € A” y B(x) : “x € B”,
el hecho de que 4 = B se escribe en lenguaje 16gico de la siguiente
manera:

Va (A(x) < B(x)).

A continuacién, enunciaremos algunas propiedades bdsicas sobre
la igualdad entre conjuntos.

Proposicion 10.3.1. Sean A, B y C conjuntos.
1. A=A.
2. Si A = B, entonces B = A.
8. SiA=ByB=C, entonces A = C.
Demostracion.

1. Sea A conjunto. Por la Proposicion|[10.2.5/(2.), A € A. Como
A C A, por la definicién de igualdad entre conjuntos tenemos

que A = A.

2. Sean A y B conjuntos tales que 4 = B. Por definicién de igual-
dad entre conjuntos tenemos que 4 € By B € A. Por la con-
mutatividad de la conjuncién, esto es lo mismo que decir que
B C Ay A C B. Asi, por definicién de igualdad entre conjuntos
tenemos que B = A.

3. Sean A, B y C conjuntos tales que 4 = By B = C. Por defini-
cion de igualdad entre conjuntos tenemos que A € B, B C A,
B € Cy C C B;en particular tenemos que 4 € By B C C,
luego por la Proposicion[10.2.5/(8.) tenemos que A € C. Tam-
bién, en particular C € By B C A. Por la Proposicién
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(3.) tenemos que C € A. Como A C Cy C C A, por la defini-
cion de igualdad entre conjuntos concluimos que 4 = C.

o

10.4. Conjunto potencia o conjunto
de partes

Definicién 10.4.1. Dado un conjunto A, la coleccién de todos los
subconjuntos de 4 es un conjunto y lo denominamos conjunto potencia
de A, el cual denotamos por P(A) := {B : B C A}. Este conjunto es
también conocido como conjunto de partes de A.

Observacion 10.4.2. Dado cualquier conjunto A4, como @ C A en-
tonces @ € P(A). Por lo tanto, como P(A) tiene al menos un ele-
mento (@) entonces P(A) # @.

Proposicién 10.4.3. Si A # @ es conjunto, entonces A € @.

Demostracion. Sea A # @ conjunto. Luego existe x € A. Puesto que
por definicién @ no tiene elementos, entonces x ¢ @. Por la negacion
de la definicién de continencia de conjuntos, A ¢ @. o

Corolario 10.4.4. Sea A conjunto. Si A C @ entonces A = @.

Demostracion. Corresponde a la afirmacion contrarreciproca de la pro-
posicion anterior. o

Ejemplos 10.4.5.
1. Del corolario anterior, podemos decir que P (@) = {@}.
2. Si A :={a}, nétese que P(A) = {2, {a}}.

3. Si A4 :={a, b}, con a # b, no es dificil observar que el conjunto

potencia de A es: P(A) = {@, {a}, {b}, {a, b}}.

4. Si A = {a,b,c} con a,b,c diferentes dos a dos, se ve que

P(A) ={2,{a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, ¢}, {a, c}, {a, b, c}}.

Proposicion 10.4.6. Si A y B son conjuntos tales que A C B, entonces
P(A) € P(B).
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Demostracion. Sea X € P(A) cualquiera. Por definicién de conjun-
to potencia tenemos que X C 4. Como por hipétesis tenemos que
A C B entonces por la Proposicién (38) tenemos que X C B.
Por definicién de conjunto potencia tenemos que X € P(B). Co-
mo todo elemento de P(A) es elemento de P(B), por definicién de
contenencia entre conjuntos tenemos que P(A4) € P(B). o

10.5. Ejercicios

Ejercicio 10.5.1. ¢ Cuadl es el niimero de elementos que tiene el con-
junto {a, b, c, {b, c}}?

Ejercicio 10.5.2. Dé ejemplos de conjuntos A y B para los cuales es
vilidoque 4 e By A C B.

Ejercicio 10.5.3. Sea A = {a, b, ¢, d}. Liste todos los elementos de
P(A).

Ejercicio 10.5.4. Vimos que (@) = {@} vy {@} # @. Determine
P({2}).

Ejercicio 10.5.5. Liste todos los elementos de P (P (P (@))) y tam-
bién los de P(P(P({2}))).

Ejercicio 10.5.6. Considere los conjuntos A = {0, {0}, {0, 1}} y
B ={0,1,{0}, {0, 1}, A4}. Llene el espacio vacio con los simbolos
€0 ¢, Co ¢, de manera que se obtenga una proposicién verdadera.
Justifique su respuesta.

@ {0,1} A b) {0,1} A ©) A B.
d) A B. © {1} A. f) {1} B.
() {0,1} __ B. (h) B A. G 1 B.

() B 4. (k) 0 4. 0 {0y A.
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En esta leccion estudiaremos algunas manera de obtener (posi-
blemente) nuevos conjuntos a partir de otros dados previamente.
Primero, estudiaremos algunas de las operaciones elementales entre
conjuntos: uniones e intersecciones de dos conjuntos. Posteriormen-
te, hablaremos sobre la diferencia entre conjuntos (teniendo como
caso particular el complemento de un conjunto).

111. Union e interseccion entre
conjuntos

Definicién 11.1.1 (Unién entre conjuntos). Sean U conjunto de re-
ferenciay A, B C U conjuntos. Definimos la unidn entre A y B como
el conjunto conformado por todos los elementos de U que pertene-
cen a A o que pertenecen a B. Dicho conjunto lo denotamos por

AUB:={xeU:xe€Aox e B}.

En otras palabras, para cualquierx € U,x € A UB siysolosix € A
ox € B.

AUB

Definicion 11.1.2 (Interseccién entre conjuntos). Sean U conjunto
de referenciay 4, B C U conjuntos. Definimos la interseccion entre
Ay B como el conjunto conformado por todos los elementos de U
que pertenecen a A y que pertenecen a B simultdneamente. Dicho
conjunto lo denotamos por

ANB:={xelU :xe€Ayx e B}.
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En otras palabras, para cualquierx e U,x € AN Bsiysolosix € 4
yx € B.

ANB

Ejemplo 11.1.3. Considere el conjunto de referencia U := N el con-
junto de los nimeros naturales, 4 := {1, 2,3} y B := {3, 4, 5}. Néte-
se que launion de A y B corresponde al conjunto conformado por los
elementos de N que estdn en alguno de esos dos conjuntos, es decir
AUB :={1,2, 3,4, 5}. Lainterseccién de 4 y B corresponde al con-
junto cuyos elementos son los del conjunto de referencia N comunes

aAyaB,esdecir4ANB={3}.

Proposicion 11.1.4. Sean U conjunto de referenciay A, B, C, X, Y C U
conjuntos.

1. AnBcAyAnBCB.

Si X €Ay X C B, entonces X € ANB.
ACAUByBC AUB.

SiACYyBCY, entonces AUB CY.
AUB=BUAyAnB=BnNA.
(AUB)UC=AUBUC)yAnNB)NC=AnBNC(C).
AN(BUC) = (ANB)UANC)y AU(BNC) = (AUB)N(AUC).

S N L LT 1 U N C R A&

AV =AyAno=0.
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9. AUA=AyANnA=A.
10. (ANB)UA=AyAN(AUB) = A.

11. Si A C B, entonces ANCCBNCyAUC CBUC.

Demostracion. Sean U conjunto de referenciay 4, B, C, X, Y Cc U
conjuntos.

1. Veamos que ANB C A. Seax € AN B cualquiera pero fijo. Por
definicién de intereseccion entre conjuntos tenemos que x € A
y x € B, en particular x € A. Como todo elemento de A N B
es elemento de A, por definicién de contenencia entre conjun-
tos tenemos que, A N B C A. De manera andloga podemos
demostrar que 4 N B C B (ejercicio).

2. Supongamos que X € Ay X C B. Seax € X cualquiera pe-
ro fijo. Como por hipétesis X C A, entonces, por definicién
de contenencia entre conjuntos tenemos que, x € A. Como
también por hipétesis X C B entonces, por definicién de con-
tenencia entre conjuntos vale que, x € B. Vemos que x € Ay
x € B, entonces, por definicion de interseccién entre conjuntos
tenemos que, x € 4 N B. Hemos probado que todo elemento
de X es también elemento de AN B, por lo tanto, por definicién
de contenencia entre conjuntos tenemos que, X € 4 N B.

Dejamos como ejercicio para el lector los numerales 3, 4, 5, 6

y7.

8. Veamos primero que A U@ = A. Por la Proposicion[11.1.4](3),
tenemos que 4 € AU @. Para completar nuestra demostracion
basta probar que 4 U @ C A. Seax € A U @ cualquiera. Por
definicién de unién entre conjuntos tenemos que x € 4 o x €
@. Por definicién de @ tenemos que x ¢ @, entonces x € A.
Luego, todo elemento de 4 U @ es elemento de A, entonces,
por definicién de contenencia entre conjuntos tenemos que, AU
@ € A. Como tenemos que A U@ C Ay A C AU @, entonces,
por definicién de igualdad entre conjuntos tenemos que, A U

o=A.
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Veamos ahora que AN@ = @. Por la Proposicion[11.1.4](1)
tenemos que 4 N @ C @. Por la Proposicion [10.2.5](3) sabe-
mos que @ es subconjunto de cualquier conjunto, en particular
tenemos que @ C AN@. ComoANGC@ydC AN, porla
definicién de igualdad entre conjuntos tenemos que /NG = @.

9. Demostraremos que A U A = A. Por la Proposicién
(2) tenemos que 4 € A U A. Veamos que A U A C A. Sea
x € AU A cualquiera. Por definicién de unién entre conjuntos
tenemos que x € 4 o x € A, en cualquier caso tenemos que
x € A. Como cualquier elemento de 4 U A es elemento de A,
por la definicién de contenencia entre conjuntos tenemos que,
AUACA ComoAUACAyACAUA, pordefinicién de
igualdad entre conjuntos tenemos que, 4 U A = A.

Dejamos como ejercicio los numerales 10y 11.

11.2. Diferencia entre conjuntos

Dada la importancia de comparar conjuntos en diversos contextos
matemadticos, la diferencia es una operacién clave que nos ayuda a
identificar los elementos exclusivos de un conjunto con respecto a
otro. Si 4 y B son dos conjuntos, la diferencia 4 — B estd compuesta
por todos los elementos que pertenecen a A pero no a B.

Definicion 11.2.1 (Diferencia entre conjuntos). Sea U conjunto de
referenciay A, B C U conjuntos. La diferencia entre A y B es el con-
junto

A-B:={xecU:xe€Ayx ¢ B}.

Es decir, A — B es el conjunto conformado por todos los elementos
de U que pertenecen a A y no pertenecen a B. En otras palabras, para
cualquierr e U,x € A —Bsiysolosix e Ayx ¢ B.

Notacion 11.2.2. En otros textos la diferencia entre 4 y B se denota
también como A \ B. En estas notas lo denotaremos por 4 — B.
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Ejemplos 11.2.3.

1.

Considere como conjunto de referencia U := N.
Sid:={1,2,3,4} y B := {3, 4, 5}, note que los elementos de
A que estdn en B, son 3 y 4. Luego, los demds elementos de
A, que son 1y 2, corresponden a los elementos de la diferencia
A-B, esdecir, A—B = {1, 2}. La diferencia B—A corresponde
al conjunto formado por los elementos de B que no estdn en A,
en este caso B — A = {5}.

Considere como conjunto de referencia U el conjunto de las le-
tras del alfabeto espafiol, 4 := {a, b,c,d, e, f} yB :={f, g, h}.
A—-By B—-A en este caso corresponden a los conjuntos A —B =

{a,b,c,d, e} yB—A=1{g,h}.

Proposicién 11.2.4. Sean U conjunto de referencia y A,B,C < U

conjuntos.
1. A-BCA.
2 (A-B)nB=g.
8. A—B=@siysolosi A C B.

B—(B-A)=AsiysolosiAC B.

Si A C B, entonces A —C=An(B-C).

Si A C B, entonces C — B C C — A.

(Ley de De Morganl) C — (AN B)=(C—-A) U (C - B).
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8. (Ley de De Morgan II) C — (AU B) = (C - A4)n (C - B).

Demostracion. Sean U conjunto de referencia y A4,B,C < U
conjuntos.

1. Seax € A — B cualquiera. Por definicién de diferencia entre
conjuntos x € A y x ¢ B. En particular, tenemos que x € A.
Como todo elemento de 4 — B es elemento de A4, entonces
por la definicién de contenencia entre conjuntos tenemos que

A-BCA.

2. Supongamos por reduccién al absurdo que (4 — B) N B # @.
Esto significa que existe x € (4—B)NB. Por definicién de inter-
seccion entre conjuntos,x € A-Byx € B. Comox € A-B, por
definicién de diferencia entre conjuntos tenemos que, x € Ay
x ¢ B. En particular, x ¢ B. Pero, x € B (contradiccién). Por lo
tanto, (4 — B) N B = @.

3. (=) Supongamos que A — B = @. Razonando por reduccién

al absurdo, supongamos que 4 ¢ B. Por negacién de la defini-
cién de contenencia entre conjuntos tenemos que existe x € A
tal que x ¢ B. Por definicién de diferencia entre conjuntos se
tiene que x € A — B, es decir, 4 — B # @ (contradiccion). Luego
A C B.
(<) Supongamos que 4 C B es verdad. Razonando por reduc-
cién al absurdo suponemos que 4 — B # @. Esto significa que
existe x € 4—B. Por definicién de diferencia entre conjuntos se
tiene que tal x € A y x ¢ B, pero por negacién de contenencia
entre conjuntos, 4 ¢ B (contradiccion). Luego 4 — B = @.

Dejamos los numerales 4 y 5 como ejercicio para el lector.

6. Supongamos que 4 C B. Seax € C — B cualquiera. Por defini-
cion de diferencia entre conjuntos tenemos que x € C y x ¢ B.
Como por hipétesis 4 € By x ¢ B, entonces x ¢ A (por reduc-
cién al absurdo, si x € A, entonces, como A C B, tendriamos
que x € B, contradiccion). Porlo tanto,x € C yx ¢ A, es decir,
x € C — A, por definicién de diferencia de conjuntos. Asi, todo
elemento de C — B es elemento de C — A. Por definicién de
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contenencia entre conjuntos concluimos que C = B € C — 4.

Dejamos también los numerales 7 y 8 como ejercicio para el
lector. o

Observacion 11.2.5. Es importante resaltar que el reciproco de la
Proposicion (6.) no es cierto. Si tomamos como conjunto de
referencialU :=N, 4 :={4,5,7},B:={4,5,6}yC :={1, 2, 3,4, 5},
observemos que C = A4 ={1,2,3} =C - B pero A ¢ B (7 € A pero
7¢B)yB ¢ A6 € Bperob ¢ A).

11.3. Complemento de un conjunto

A continuacién, presentamos el complemento de un conjunto en tér-
minos de la diferencia entre conjuntos.

Definicién 11.3.1. Dado un conjunto A con elementos en un con-
junto de referencia U, definimos el complemento de A (con respecto a
U), denotado por 4’, como el conjunto

A ={xelU:x¢A}=U-A.

Mis precisamente, 4’ es el conjunto de todos los elementos del con-
junto de referencia U que no son elementos de 4. En otras palabras,
para cualquierx e U, x € A" siysolosix ¢ A.

A continuacién, presentamos algunas propiedades del complemento
de un conjunto que son consecuencia directa de los resultados en la

Proposicion [11.2.4]

Proposicion 11.3.2. Sean U conjunto de referencia v A, B < U
conjuntos.

1. A cU.
2 AnA =@.
8. A =@siysolosi A=U.
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4. (A'Y = A.

5 A-B=AnNDPB.

6. St A C B, entonces B C A'.

7. (Ley de De Morgan 1) (AN BY = A’ UB'.
8. (Ley de De Morgan II) (A UB) = A' N B'.

Presentamos a continuaciéon demostraciones alternativas de estas

afirmaciones sin usar la Proposicién|(11.2.4

Demostracion. Sean U conjunto de referenciay 4, B C U conjuntos.

1. Es inmediato de la definicion de A’.

2. Sabemos que @ estd contenido en cualquier conjunto, en par-

ticular @ € 4 N A’. Por otro lado, si A N A’ ¢ @, existiria
x € AN A tal que x ¢ @. Por definicion de interseccion de
conjuntos, como x € AN A’, tenemos quex € A yx € A’. Por
definiciéon de complemento de un conjunto, esto nos dice que
x € Ayx ¢ A (contradiccién). Por lo tanto, AN.A" C @. Puesto
quead CANA" yANA C @, pordefinicion de igualdad entre
conjuntos tenemos que, A N A" = @.

Dejamos como ejercicio para el lector los numerales 3 y 4.

. Sea x € U cualquiera. Por definicién de diferencia entre con-

juntos, x € A — B es equivalente a que x € A yx ¢ B. Por
definicién de complemento de un conjunto, x ¢ B significa que
x € B’. Porlo tanto,x € A—Bsiysolosizx € Ayx € B’. Final-
mente, por la definicién de interseccién de conjuntos, x € A—B
siysolosix € ANB’. Asi, por definicién de igualdad entre con-
juntos, hemos probado que 4 —B=ANH’.

Dejamos como ejercicio para el lector el numeral 6.

. Seax € U cualquiera. Por definicién de interseccién entre con-

juntos, sabemos que x ¢ A N B es equivalente a que x ¢ 4 o
x & B ({por qué?). Por las definiciones de complemento de un
conjunto y unién entre conjuntos tenemos que, x € (A N B)’
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siy solosix € A" U B’. Asi, por definicién de igualdad entre
conjuntos, hemos probado que (A NB) = A" UB’.

Dejamos como ejercicio para el lector el numeral 8.

11.4. Ejercicios

Ejercicio 11.4.1. Demuestre los numerales 3.,4.,5.,6.,7., 10y 11.
de la Proposicion|11.1.4

Ejercicio 11.4.2. Demuestre los numerales 4., 5., 7. y 8. de la Pro-
posicion [11.2.4]
Ejercicio 11.4.3. Demuestre los numerales 1., 3., 4., 6. y 8. de la

Proposicion

Ejercicio 11.4.4. Sean A, B y C conjuntos. Demuestre que
A-B)nC=UANC)-B=UANnC)-(BNC).

Ejercicio 11.4.5. Sea X un conjunto arbitrario, y sean 4, B, C C X.
Supongaque ANB =ANC,yque ( X-A)nB=(X-A)nC.
Demuestre que B = C.

Ejercicio 11.4.6. Sean U conjunto de referenciay 4, B, C € U
conjuntos. Suponga que ANB =ANC,yqueA’" nB =A4"nC.
Demuestre que B = C.

Ejercicio 11.4.7. Sean A, By C conjuntos. La diferencia simétrica de
Ay B, denotada por AAB, es el conjunto AAB = (A —B)U (B - A).

Demuestre las siguientes afirmaciones:

1. Arno=A.
2. ArA = 2.
3. ArB = BAA.

4. (AAB)AC = AAN(BAC).
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5.
6.
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AN BaC) = (AN B)a(ANC).
ArB = (AUB) - (AN B).

Ejercicio 11.4.8. Considere los conjuntos 4, By C subconjuntos ar-
bitrarios de un conjunto de referencia U y determine si las siguientes
proposiciones son verdaderas o falsas. Demuestre o exhiba un con-
traejemplo segun el caso.

10.

11.

12.

138.

14.

15.

. SiAUB=CUB,entonces A =C.

. ANB-C)=(ANB)—(AnC).

(A-B)UB=A.
SiANB=@, entonces A =@ o B=a.

Existen conjuntos A y B tales que (4 — B) = (B — A)".

. AUB =@ implicaque 4 =@ oB =.
. A-B=gsiysolosiAd=B.
. ACBsiysolosiA’”UB=U.

. Para todo par de conjuntos 4 y B se cumple que (4 — B)U

(B-A)=A4.

ACBsiysolosiANB =@.

SiAUB=U,entonces B=A4".

B’ € A" implica que B C A.

Existen conjuntos 4, By C tales que /- (B-C) = (A-B)-C.
Si A, By C son conjuntos entonces se cumple que

A-(B-C)=(-B)-C.

SiAUB=A, entonces B = @.
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17.

18.

19.

20.
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A-(BUC)=(A-B)u(4-_0C).
Existen conjuntos A y B tales que 4 A B=A4 U B.
Hay conjuntos 4 y B paralos cuales ?(AUB) = P(A)UP(B).

Dados dos conjuntos A y B existe un conjunto C para el cual

AuC =B.

AABAC=(AUBUC)-(ANBNC).

Ejercicio 11.4.9. En cada uno de los siguientes casos encuentre, si
es posible, condiciones necesarias (pero no suficientes), suficientes (pero
no necesarias), y necesarias 'y suficientes para que se cumpla la igualdad.

1.AnB=A4. 2.4AUB=A4.

3.4nU =g. 4.(ANB) =B

Ejercicio 11.4.10. ConsideremosU :={xr e N: 0 <x <10}, A :=
{xeU:xesprimo}y B = {x €U : xesimpar}. Describa por ex-
tensién y por comprensién los conjuntos:

A,

B-A, (AnBY, A-(BUA), AArB.

Ejercicio 11.4.11. Si4 = {1,2,{1,2}} B={1,{2}, 8}y C = {2}.

a) Determine por extension:

SO

. P(A).

P(B).
P (4N B).
P(4) N P(B).

. P(AUB).
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6. P(A) UP(B).
7. P(A - C).
8. P(A) - P(C).

b) Llene el espacio vacio con los simbolos € 0 ¢, C o €, de manera
que se obtenga una proposicién verdadera. Justifique su respuesta.

1. {1,2} A

9. {1,2}__ B.

3. ({11 P& (@>A))).
4. ({2} 2.

5. ({2} — =2 (B).
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Es muy usual en matematicas enfrentarnos a problemas en los que
se involucran muchos conjuntos, y pueden ser tantos que las letras del
alfabeto no son suficientes para nombrarlos. Por lo tanto, en lugar de
denotar todos esos conjuntos por 4, B, C, etc., sera conveniente usar
subindices en su notacién, de tal manera que los denotaremos por
Ay, Ag, Ag, etc. Conjuntos como estos son llamados conjuntos con
subindices en su notacién o, mas simplemente, cojuntos indexados. Un
conjunto para el que todos sus elementos son conjuntos es llamado
coleccion o familia de conjuntos.

Las operaciones elementales bdsicas (unién e interseccién) que
hemos definido entre conjuntos solo tienen sentido cuando se rea-
lizan entre dos conjuntos pero, de manera natural, debido a la aso-
ciatividad y conmutatividad de dichas operaciones (ver Proposicién

11.1.4|en sus numerales 3 y 4), se pueden extender a una coleccién

finita de conjuntos.

Por ejemplo, dados tres conjuntos 41, A9, A3, podemos definir la
interseccion de dichos conjuntos 41 NA9NAg como (A1NA9)NAg; es
decir, por la definicién dada anteriormente, x € A1 N.AgNAg siy solo
six e Ay NAgyax € Ag, que es lo mismo que decirque x € A yx €
Ag y x € Ag; en otras palabras, x pertenece simultdneamente a todos
los conjuntos que estamos intersectando. Esto también lo podemos
escribir de la siguiente manera: x € 4; N A9 N Ag siy solo six €
Aj para todo j € {1, 2, 8}. Esta misma idea la podemos extender si
intersectamos una familia finita de conjuntos Ay, Ag, - -+, A,.

De manera andloga, podemos definir la unién 4; U A9 U Ag :=
(A1 UAg) U Ag, donde x € A1 U A9 U Ag siysolosix € (A7 UAg)
ox € Ag,luegox € A1 ox € Ay o x € Ag; en otras palabras, x
pertenece a la unién de dichos conjuntos si y solo si x estd en alguno
de ellos. Esto también lo podemos escribir de la siguiente manera:
x € A1 UAg U Ag siysolosix € A; para algin j € {1, 2, 3}. Asi
mismo, tal idea la podemos extender si unimos una familia finita de
conjuntos A1, Ag, - -+, Ay.

En esta leccion extendemos estas ideas a una familia arbitraria (no
necesariamente finita) de conjuntos.



154 o Familias indexadas de conjuntos

121. Familias indexadas de conjuntos

Una familia indexada de conjuntos es una coleccion de conjuntos que
estd organizada o etiquetada mediante un conjunto de indices. Las
familias indexadas son ttiles para agrupar conjuntos en una coleccién
donde el conjunto de indices ayuda a organizar o identificar a cada
conjunto.

Definicién 12.1.1. Sean I # @ un conjunto, U un conjunto de refe-
rencia y & una familia de conjuntos contenidos en U. Diremos que F
es una familia de conjuntos indexada por I siy solo si para cadai € [ exis-
te un tinico elemento de F tal que 7 aparece como subindice en la no-
tacion del elemento de F. De este modo F = {A4; :i € I} = {A;};c;.
La coleccion F es denominada familia indexada de conjuntos. El con-
junto I se denomina conjunto de indices.

Ejemplos 12.1.2.

1. Considere I := {5, 6,7, 8}. Para cada k € I se define el con-
junto Ay = {27 : 2 < j < k}. Asi,

As = {4, 8, 16, 82},

Ag = {4, 8, 16, 82, 64},

A; = {4, 8, 16, 32, 64, 128},

As = {4, 8, 16, 82, 64, 128, 256}.

En este caso la familia indexada de conjuntos es

F :={A4;5, As, A7, As}.

2. Considere I := N. Para cada n € N defina el conjunto B, :=
{k € N:0 <k < 3n} (nétese que en este conjunto, la de-
finicién de cada conjunto B, depende del indice n). De este
modo, By = {0}, B ={0,1,2,3},By :={0,1,2,3,4,5,6}y
asi sucesivamente. Luego, la familia indexada de conjuntos es

F = {BO,BLBQ’ . } = {Bn}neN-

3. Considere I := N* := N — {0}. Para cada ¥ € N* defina B}, :=
(%, 8+ %) (el intervalo real {x eER: % <r <8+ %}). Siguien-
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do esta definicién, encontramos que, por ejemplo:

1 3
Bl_ T’8+T _(1’11)?
1 3 1 19
By = 5,8"'5 —(5,?),
1 3 1
B3_ §’8+§ _(579)’

y asi sucesivamente. La familia indexada de conjuntos es en
este caso F := {B} }ren:-

12.2. Interseccion de una familia
Indexada de conjuntos

En la Definicién de la Leccion[11]vimos que dados conjuntos
A y B, subconjuntos de un conjunto de referencia U, un elemento
x estd en la intersecién entre A y B cuando x es simultineamente
elemento de 4 y de B. En otras palabras, si consideramos la familia
de conjuntos S := {4, B}, que dicho elemento x esté tanto en 4 como
en B es lo mismo que decir que x es elemento de fodos los elementos
de la familia . Dada una familia indexada de conjuntos o = {A4; :
i € I}, basada en las ideas expuestas, definiremos a continuacion la
interseccion de todos los conjuntos que estdn en esta familia.

Definicion 12.2.1 (Interseccién de una familia indexada de conjun-
tos). Sea d := {A4; : i € [} una familia indexada de conjuntos, en la
que para cadai € I tenemos que A; es un subconjunto de un conjunto
de referencia U. La interseccion de dicha familia es el conjunto

ﬂAi :={relU :x € A;paratodoi € [}.

iel
En otras palabras, x € (N;c; A; siy solo six € A; paratodoi € [.

Otra manera de denotar dicha interseccién es () .
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Ejemplos 12.2.2.

1. Enel Ejemplo(12.1.2/(1) vemos que (;je; A; = AsNAgNA7N
As =1{4, 8, 16, 32}.

2. En el Ejemplo|12.1.2((2), no es dificil ver que (,en Br = {0}.
Para verificar que se tiene esta igualdad, debemos ver que
MNuen Br € {0} y que {0} € N,,en By (ejercicio para el lector).

3. En el Ejemplo [12.1.2](8), no es dificil ver que Mpen+ B =

(1, 8] (ejercicio para el lector).

Observacion 12.2.3. Dada una familia indexada de conjuntos of :=
{A4; : i € I} en la que todo A; es subconjunto de un conjunto de
referencia U para todo i € [ tenemos que, x & (e A; siy solo si
existe j € I tal que x ¢ A; (nétese que x ¢ ();c; A; corresponde a
negar una afirmacion universal).

12.3. Union de una familia indexada
de conjuntos

En la Definicion[T1.1.1]de la Leccion[I I}vimos que para cualesquiera
dos conjuntos A4, B, subconjuntos de un conjunto de referencia U, un
elemento x estd en la unién entre A y B cuando x es elemento de A
o es elemento de B. En otras palabras, si consideramos la familia de
conjuntos § := {4, B}, que dicho elemento x esté en 4 0 en B es lo
mismo que decir que x es elemento de algiin elemento de la familia S.
Dada una familia indexada de conjuntos o := {A4; : i € [} arbitraria
y basados en las ideas presentadas, vamos a definir a continuacién la
union de todos los conjuntos de esta familia de conjuntos.

Definicion 12.3.1 (unién de una familia indexada de conjuntos).
Dada una familia indexada de conjuntos {4; : i € I}, en la que pa-
ra cada i € I tenemos que A; es un subconjunto de un conjunto de
referencia U, definimos la union de esta familia como el conjunto

UAi ={x €U :x € Ajparaalgin j € [}.

iel
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En otras palabras, x € | J;¢; A; siy solo six € A; paraalgin j € I.

Otra manera de denotar dicha unién es | o.

Ejemplos 12.3.2.

1. Enel ejemplo|12.1.2[(1) vemos que J;c; A; = A5 U Ag U A7 U
Ag =1{4, 8, 16, 32, 64, 128, 256}.

2. En el ejemplo [12.1.2] (2), no es dificil ver que J,enBn = N

(ejercicio para el lector).

3. En el ejemplo [12.1.2] (3), no es dificil ver que UpenBr =

(0, 11). (ejercicio para el lector).

Observacion 12.3.3. Dada una familia indexada de conjuntos of :=
{A; : i € I} en la que cada A; es subconjunto de un conjunto de
referencia U paratodo i € I tenemos que, x ¢ | J;c; A; siy solo si para
todo j € I se tiene que x ¢ A; (nétese que x ¢ | J;c; A; corresponde a
negar una afirmacion existencial).

12.4. Algunas propiedades

A continuacién, mostraremos algunas propiedades relacionadas con
intersecciones y uniones de familias indexadas de conjuntos, andlogas

a las propiedades vistas en la proposicién|11.1.4

Proposicion 12.4.1. Sean o := {A; : i € I} una familia indexada de
subconjuntos de un conjunto de referencia U y B C U.

Para todo k € I se tiene que (\;e; A; € Ay
Si B C Ay para todo k € I, entonces B C (\;ey A;-
Para todo k € I se tiene que Ay, C ;1 A
Si Ay, € B para todo k € I, entonces | J;c; A; C B.

BN (Ujer 4i) = Ujer (BN A;) (distributividad de N con respecto a
u).

S N



158 e« Familias indexadas de conjuntos

6. BU (N;e1 A4i) = Nier (B U A;) (distributividad de U con respecto a
N).

7. B = (Ujes 4i) = Nier (B = ;) (leyes de De Morgan (1)

8. B— (N;esAi) = Ujer (B = A;) (leyes de De Morgan (I1)).

Demostracion. Probaremos 1,4 y 7. Las otras proposiciones quedardn
como ejercicio para el lector.

1. Seank € [ yy € (;e; A; cualesquiera. Como y € (;c; A;, en-
tonces por definicién de intereseccién de una familia indexada
de conjuntos tenemos que y € A; para todo i € I. En parti-
cular, y € A;. Por lo tanto, cualquier elemento de (;c; A; es
también elemento de A} para cualquier k € I, y por definicién
de contenencia entre conjuntos tenemos que ( ;e A; € Ay.

4. Supongamos que A4, C B paratodok € I.Seay € | J;c; A; cual-
quiera, lo que por definicién de unién de una familia indexada
de conjuntos nos dice que y € A; para algin i € I. Como por
hipétesis A, C B para todo k € I, en particular 4; C B. Asi,
y € A; € By por definicién de contenencia entre conjuntos
tenemos que y € B. Por lo tanto, | J;c; 4; € B.

7. En este caso debemos probar una igualdad entre conjuntos. Ba-
sados en la definicién de la igualdad de conjuntos, probaremos
la doble contenencia entre estos conjuntos.

Seay € B — (U;es 4;) arbitrario. Esto significa quey € By
y & U;es A; (definicion de diferencia entre conjuntos). Como
y ¢ U;es Ai, entonces, por la observacién y & A; para
todoi € I. Asiquey € Byy ¢ A; paratodoi € I. Es de-
cir, y € B — A; para todo i € I. Por lo tanto, por definicién
de interseccién de una familia indexada de conjuntos tenemos
que y € ;e (B—=A;). Hemos probado que B — (U;e; Ai) C
Mier (B —4;).

Ahora sea z € ();¢; (B — 4;) cualquiera. Esto significa que z €
B — A; para todo i € I. Sea k € I arbitrario pero fijo, lue-
go 2 € B — A, y, por definicién de diferencia entre conjuntos,
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2z € By =z ¢ Aj; por consiguiente, en particular, z ¢ 4. Co-
mo k € [ es arbitrario, z ¢ A; para todo i € I. Por lo tan-
to, de la observacién podemos decir que, z ¢ J;es A4;.
Asi, 2 € By 2z ¢ Ujer 4i, luego de la definicién de diferen-
cia entre conjuntos tenemos que ¢ € B — (|;e; A4;), es decir

B = (Uier 4i) € Nier (B=4) .

Puesto que
i) (\B-a) yB-|[Jdi| <[ (B4,
iel iel iel iel

por la definicién de igualdad entre conjuntos tenemos que
B = (Uier 4i) = Nier (B = 4;).
o

Ejemplo 12.4.2. Veamos que |J (kT, GT] = (2, 8]. Llamemos
kezZ*

Ay = (3kk1 6k+2] para todo k£ € Z*. Vemos que A1 = (2, 8] y apli-
cando la Proposicion [12.4.1{(3.) se tiene que 4] = (2,8] € U 4,;.
kez*

Noétese que para todo k € Z* se tiene que k = 3k — 2k > 1, esto es,
2k < 8k—1. Es decir, 2 < % para todo k € Z*. También, para todo
k € Z* se tiene que 2 < 2k = 8k — 6k, esto es, 6k + 2 < 8k. Es decir,

GIQTJrQ < 8 para todo k € Z*. En resumen, A4, = (3/6,;1 ) O/HZ] (2, 8]

para todo £ € Z*. Aplicando la Proposicion [12.4.1|(4.) se tiene que

U 4, € (2, 8]. Esto prueba lo que se queria mostrar.
kezZ*

Ejemplo 12.4.3. Veamos ahora que kg+(3k/7‘l, 6/@/:2] = [3, 6]. Es
simple ver que 2 k =3-7 <3y M =6+ % > 6 para cualquier
k € Z*. Por lo tanto, [3, 6] C Ak para todo £ € Z*. Aplicando la

Proposicion [12.4.1|(2.) se tiene que [3,6] € [ Aj. Para mostrar

kez*
la otra contenencia (| A, C [3, 6], veremos que ningin real que
kez+
estd fuera del intervalo [3, 6] puede estar en () A;. Note que basta
kez*

ver que cualquier real x < 3, muy cercanoa 3,noestien (| A, yque
kez*
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ningun real x > 6, muy cercano a 6, tampoco estien [\ Ay. Laclave
kez*
para esta prueba es aplicar la Propiedad arquimediana de los niimeros

reales, vea el Teorema (4.) en el Apéndice [Al Consideremos
€ = 3—x positivo y muy, muy pequeiio. Por la Propiedad arquimediana,
sabemos que existe n € Z* tal que ne > 1, es decir, 3 —x > % Esto

n > n

3”n_1, es decir, x ¢ () A;. La prueba de que

kez*
cualquier x > 6 tampoco estd en () A; es dejada como ejercicio
kez*

prueba que x ¢ ( ] = A, para algin n € Z* porque existe

n € Z* tal que x <

para el lector.

12.5. Ejercicios

Ejercicio 12.5.1. Pruebe la Proposicion [12.4.1| numerales 2, 3, 5,
6, 8.

Ejercicio 12.5.2. Sean A; = {1,3,5,7,9}, A9 = {1, 2, 3,4, 5, 6},
Ag={4,5,6,7,8,9} y Ay = {0, 5, 10} conjuntos. Halle

Ay

D
C-lk

Ay y
k=1 k=1

Ejercicio 12.5.3. Pruebe que ninginx > 6 estien () (%, 6}‘}:2].
kez*

Ejercicio 12.5.4. Determine

1. N[k, k+1] y U [k, &+ 1].

keN keN

2. N[0,k+1) vy  UI[0,k+1).

keN keN
3. NIk, kl vy U [k, &].
keN keN

4. N{-1,0,1,---, 2k} y U{-1,0,1,---,2k}.
keN keN
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5. N{1,2,4, ---,29 y U{1,2,4, - ,2.
kezt kez*

5k+4 7 —5k+4 7
o )y ulEe)
Ejercicio 12.5.5. Sean I un conjunto no vacio, d = {Aj}je; y B =
{B;}jer familias de conjuntos indexados por [ tales que 4; C B; pa-
ra todo j € [. Para las siguientes afirmaciones diga si son falsas o
verdaderas. Justifique completamente su respuesta.

—

- Ujer 4j € Ujer Bj-
Ujer Bj € Ujer 4;-
Mjer Bj € Njer 4j-
- Njer 4j € Njer Bj-

Ejercicio 12.5.6. Dada ¢f una familia de conjuntos con elementos
en un conjunto de referencia U, definimos la union de o como

s~ » N

Usﬂ :={r eU: existe X € o tal que x € X}
y la interseccion de o como
ﬂ&q :={x €U : paratodo X € o se tiene que x € X }.

Demuestre:

—

Para todo X € o se tiene que N d C X.

Si B C X paratodo X € o, entonces B C (.

Para todo X € of se tiene que X C |J .

Si X C B paratodo X € o, entonces |J o C B.

B - (Ud) =Nxey (B—X) (leyes de De Morgan (I)).

S S

B - (Nd)=Uyxey (B-X) (leyes de De Morgan (II)).
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13.1. Parejas ordenadas

Sean U un conjunto de referencia y @, b elementos de U. Muchas
veces queremos distinguir el orden en que tomamos dichos elemen-
tos. Cuando pensamos en el conjunto {a, b}, no se tiene en cuenta
el orden en que escribimos sus elementos, puesto que como conjun-
tos {a, b} es igual al conjunto {b, a} (épor qué?). Al intentar definir
el concepto de pareja ordenada (a, b), queremos hacerlo de manera
que el orden importe si a # b; es decir, considerar la pareja ordenada
(a, b) no es lo mismo que la pareja ordenada (b, a). Usando conjun-
tos, podemos definir formalmente el concepto de pareja ordenada
como se sigue a continuacion:

Definicién 13.1.1. Dados dos elementos a, b € U, donde U es el

conjunto de referencia. Definimos la pareja ordenada (a, b) como el
conjunto {{a}, {a, b}}.

El principal objetivo al definir una pareja ordenada (a, b) es distin-
guir este objeto de la pareja ordenada (b, @) en el caso de que a # b.
De la manera como hemos definido la pareja ordenada (a, b), esto
puede ser demostrado, como veremos a continuacion.

Proposicion 13.1.2. Dados a, b € U tales que a # b, entonces (a, b) #
(b, a).

Demostracion. Como por hipdétesis a # b, entonces a ¢ {b} (de lo con-
trario, como el tnico elemento de {b} es b, entonces a = b. Absurdo).
Por lo tanto, por definicién de contenencia entre conjuntos tenemos
que {a} ¢ {b} (a € {a} y a ¢ {b}) y por definicién de igualdad entre
conjuntos tenemos que {a} # {b}. Veamos ahora que {a} # {a, b}.
De lo contrario, si {a} = {a, b}, como b € {a, b}, entonces b € {a},
por lo tanto, b = a (contradiccion). Como {a} ¢ (b, a) = {{b}, {b, a}}
(puesto que {a} # {b} y {a} # {b, a} —ejercicio para el lector-) y
{a} € (a,b) := {{a}, {a, b}}, por definicién de contenencia entre
conjuntos, tenemos que (a, b) € (b, a) y, por definicién de igualdad
entre conjuntos, concluimos que (a, b) # (b, a). of
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A continuacién, demostraremos una equivalencia de la igualdad
de dos parejas ordenadas. Basicamente, mostraremos que dos parejas
ordenadas son iguales si y solo si son iguales componente a compo-
nente.

Proposiciéon 13.1.3. Sea U un conjunto de referencia y a, b,c,d € U.
(a,b) = (c,d)siysolosia=cyb=d.

Demostracion. Para demostrar la direccion directa de esta equivalen-
cia, razonaremos por contrarreciproca. Supongamos que a # ¢ 0
b # d. Sin pérdida de generalidad supongamos que a # c. En este
caso, tenemos que {a} # {c} (de lo contrario, si {a} = {c}, como
a € {a} = {c} entonces a € {c}, por consiguiente ¢ = c; contradic-
cion). Adicionalmente, {a} # {c, d} (de lo contrario, si {c, d} = {a},
puesto que ¢ € {c,d} = {a} entonces ¢ € {a}, por consiguiente
¢ = a; contradiccién). Por lo tanto, {a} ¢ (¢,d) := {{c}, {c,d}}.
Como {a} € (a,b) := {{a}, {a,b}} vy {a} ¢ (c,d), por definicién
de contenencia entre conjuntos tenemos que (a,b) ¢ (¢,d) y por
definicién de igualdad entre conjuntos tenemos que (a, b) # (¢, d).
Argumentamos de manera andloga en el caso de que b # d.

Reciprocamente, supongamos que a = ¢y b = d. Como a = ¢, se
tiene que {a} = {c} (sea x € {a}, luego por definicién de conjunto
unitario tenemos que x = a. Como a = ¢, entonces por la transitivi-
dad de la igualdad tenemos que x = ¢; porlo tanto, x € {c}, y asi porla
definicién de contenencia entre conjuntos tenemos que {a} C {c}. De
manera andloga se demuestra que {c¢} C {a}. Luego por la definicién
de igualdad entre conjuntos tenemos que {a} = {c}). Veamos ahora
que a =cyb =dimplica{a, b} = {c,d}:seax € {a,b},luegoxr =ao
x = b; si x = a, puesto que a = ¢, por transitividad de la igualdad te-
nemos que x = ¢. Porlo tanto, x = ¢ € {c, d}. En el caso de que x = b,
puesto que b = d, entonces x = d. Por consiguiente x = d € {c, d}.
Luego, en cualquier caso tenemos que x € {c,d} y, por definicién
de contenencia entre conjuntos tenemos que {a, b} C {c, d}. De ma-
nera andloga demostramos que {c, d} C {a, b}. Por la definicién de
igualdad entre conjuntos, concluimos que {a, b} = {c, d}. Ahora, da-
do X € (a,b) := {{a}, {a, b}}, entonces X = {a} 0o X = {a, b}. Si
X = {a}, como {a} = {c}, entonces X = {c} € (¢, d) := {{c}, {¢,d}}.
Si en cambio X = {a, b}, puesto que {a, b} = {c, d}, entonces X =
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{¢c,d} € (¢, d) := {{c}, {c, d}}; asi pues, por la definicién de con-
tenencia entre conjuntos tenemos que (a,b) C (c¢,d). De manera
andloga podemos demostrar que (¢, d) C (a, b). Por la definicién de
igualdad entre conjuntos tenemos que (a, b) = (¢, d). o

13.2. Producto cartesiano de

conjuntos

Sean «a, b elementos de un conjunto de referencia U. Notemos que
en general el conjunto (a, b) := {{a}, {a, b}} no necesariamente es
elemento de U (por ejemplo, tomemos U := N donde vemos que
(0, 1) := {{0}, {0, 1}} no es un nimero natural). Hasta ahora hemos
definido lo que es una pareja ordenada. Pero para hacer mds cohe-
rente nuestro desarrollo, estos elementos deberiamos tomarlos de un
objeto matemitico que sea conjunto, para definir bien este conjunto
por comprension. Este objeto, que definiremos en las préximas lineas,
se conoce como producto cartesiano.

Seguramente, desde primaria y secundaria (especialmente en cdlcu-
lo infinitesimal y diferencial) los estudiantes han trabajado con lo que
conocemos como plano cartesiano, que consiste en la representacion
grifica del conjunto de parejas ordenadas (a, b) donde tanto @ como
b son nimeros reales. En esta leccién pretendemos trabajar con una
generalizacion de este concepto, ya no trabajando solamente con el
conjunto de los nimeros reales sino con conjuntos arbitrarios.

Definicion 13.2.1. Sean 4 y B subconjuntos de un conjunto de refe-
rencia U. Definimos el producto cartesiano de A y B como el conjunto

AxXB:={(a,b):ae€Aybe B}.

De la manera como hemos definido el producto cartesiano de A
y B, no podemos garantizar que el producto cartesiano 4 X B sea
de hecho un conjunto. Sin embargo, recordemos que si 4 y B son
conjuntos (no vacios, por ahora) con ¢« € Ay b € B, definimos la
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pareja ordenada (a, b) como el conjunto {{a}, {a, b}}. Como {a}y
{a, b} son subconjuntos de 4 U B, entonces {a}, {a, b} € P(A4 U B)
(pertenecen al conjunto potencia de 4 U B) y de esta manera (a, b) =
{{a}, {a, b}} € P(P(AU B)), porque {{a}, {a, b}} € AU B. Luego,
podemos separar del conjunto P (P (A U B)) solo aquellos elementos
que sean de la forma {{a}, {a, b}}, cona € Ay b € B. Asi, es fdcil
ver que

AXB={X € P(P(AUB)): existena € A,b € Bcon X = (a, b)}.

De esta forma garantizamos la construccién del producto cartesiano
A X B como conjunto, aunque para efectos practicos utilizaremos la
manera como lo hemos definido en[13.2.1

Ejemplos 13.2.2.
1. SiA:={1,2}y B :={a, b}, entonces

AxB:={(1,a), (1,b),(2,a), (2,b)}

BxA:={(a, 1), (a,2), (b, 1), (b,2)}.

2. Considerando R el conjunto de los nimeros reales, R X R es el
conjunto de las parejas ordenadas (z, y) donde x,y € R. Este
conjunto es denotado también como R2, y se conoce como el
plano cartesiano.

13.3. Representacion de productos
cartesianos

Sean A y B conjuntos con elementos en un conjunto de referencia U.
Segun la RAE, representar significa “hacer presente algo con palabras
o figuras que la imaginacion retiene”. Esto no implica que la palabra
o figura usada en la representacion sea ese algo que deseamos repre-
sentar; asi como, por ejemplo, tampoco el actor en una obra de teatro
es el personaje al que interpreta o representa. El propésito de esta
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seccion es hacer una grdfica que nos permita representar el producto
cartesiano A X B, y para esto usaremos algunas nociones geométricas
en las que no entraremos en detalle.

Inicialmente, representamos los elementos del conjunto A como
puntos de una recta o de un segmento de recta, segin la necesidad,
y del mismo modo los elementos del conjunto B como puntos de
otra recta u otro segmento de recta. Luego, ubicamos estas rectas o
segmentos de tal modo que sean perpendiculares —vale la pena acla-
rar que para esta representacion no es necesario que las rectas o seg-
mentos sean perpendiculares— dejando la recta o segmento en el que
representamos los elementos de 4 de modo horizontal y la recta o
segmento en el que se representan los elementos de B de manera
vertical. Para representar un elemento (z, y) del producto cartesiano
A X B trazamos una recta vertical que sea paralela al segmento o recta
en el que representamos los elementos de B y que intersecte al seg-
mento horizontal en el punto & que estd en 4. Asi mismo, trazamos
otra recta paralela al segmento o recta horizontal en el que represen-
tamos los elementos de 4 y que pase por el punto y € B. Estas dos
rectas, que son solamente de apoyo, se intersectan en tnico punto
que representard a la pareja ordenada (x, y). Procediendo del mismo
modo podemos representar cada uno de los elementos del producto
cartesiano A X B.

(x,y) e AXB

Para ver mejor esto, consideremos el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 13.3.1. Consideremos los conjuntos 4 = {1, 2, 3,4} yB =
{a,e,i,0,u}. En este caso, necesitamos apenas segmentos de recta
para representar los conjuntos A y B. Vemos que

AxB={(1,a),(1,e), (1,7), (1,0), (1,u), (2, a), (2,¢),
(2,17),(2,0), (2,u), (3,a), (3,¢), (3,1), (3,0),
(3,u), (4,a), (4,¢), (4,1), (4,0), (4,u) }.

La representacion del conjunto 4 X B basada en la anterior descrip-
cion es la siguiente:

A R R T
Ll uLo L2030 4o
N LD @D B0 D)
e £ Jha (20 (B, [(4,¢)
« + e ((2.0)  [(3,a)  (4,0)

—

13.4. Propiedades

Proposiciéon 13.4.1. Sean U conjunto de referenciay A, B, C,D C U
conjuntos.

1. SiACByCCD,entonces AxC C BXxD.
2. AX(BUC) = (AXB)U(AXC)y (BUC)xA = (BxA)U(CxA).
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8. AX(BNC) = (AXB)N(AxC)y (BNC)xA = (BxA)N(CxA).

4 AXxo=0y2xA=a.

5 (ANB)x (CND)=(AxC)n (BxD).

Demostracion.

1.

2vy3.

5.

Supongamos que 4 € By C C D. Seax € AXC. Por definicién
de producto cartesiano, existen a € Ay ¢ € C tales que x =
(a,c). Puesto que a € A y como por hipétesis 4 C B, por
la definicién de contenencia entre conjuntos, tenemos que a €
B. Como ¢ € Cy, por hipétesis, C C D, por la definicién de
contenencia entre conjuntos, tenemos que ¢ € D. Como a € B
y ¢ € D, por definicién de producto cartesiano tenemos que
x = (a,c¢) € BxD. Como vimos que todo elemento de 4 x
C es elemento de B x D, por definicién de contenencia entre
conjuntos tenemos que 4 X C € B x D.

Ejercicios.

. Por reduccién al absurdo, supongamos que 4 X @ # @. Por

lo tanto, existiria x € 4 X @, luego por definicién de producto
cartesiano de conjuntos tenemos que existirian ¢ € Ay b € @
tales que x = (a, b) (contradice que @ no tiene elementos). Por
consiguiente 4 X @ = @. De manera andloga podemos ver que
@ X A = @ (ejercicio).

Ejercicio.

13.5. Ejercicios

Ejercicio 13.5.1. Considere los conjuntos 4 = {a, e,i} yB = {i, 0, u}.
Determine:
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1. (A% B)NB.
9. (AxA)U (BxB).
3. Ax (BnA).

4. P(A % B).

Ejercicio 13.5.2. Determine

L OkE+1]xR vy Ulkk+1]xR.

keN keN

2. NI[0,k+1)x{k} y UI0,k+1) x{k}.
keN keN

3. N [—k, k] x {0} y U [k, k] x {0}.
keN keN

4. N [z, D x[z2 1) y Uz, 1) x [22, 1).
z€[0,1] keN

5. QR{JC} X (2, 3] y LGJR{x} X (2, 3].

Ejercicio 13.5.3. Sean A, B y C conjuntos arbitrarios. Diga de las
siguientes afirmaciones si son verdaderas o falsas. Justifique su res-
puesta, es decir, demuestre o dé un contraejemplo segtn el caso.

1. Ax (B-C) = (AxB) - (AxC).

9. Si B C A, entonces (Ax A) — (BxB) = [(4-B)xA] U[A x
(A4 -B)].

Ejercicio 13.5.4. Demostrar los numerales 2, 3 y 5 de la Proposi-

cién[18.4.11
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Segun la Real Academia Espafiola (RAE), la palabra relacion sig-
nifica “conexién, correspondencia de algo con otra cosa”. Mas colo-
quialmente, entendemos por relacién algo como el vinculo que exis-
te, por ejemplo, entre los miembros de una pareja sentimental, entre
padres e hijos, entre empresas, entre naciones, etc. Un ejemplo de
relacién entre personas podria ser haber nacido en la misma ciudad.
En matematicas también se estudian relaciones entre objetos, pero,
como frecuentemente ocurre, el significado de la palabra relacion es
muy técnico y no coincide totalmente con su uso coloquial, aunque se
puede entender en un sentido mas amplio como una conexion (posi-
blemente implicita) entre objetos matematicos. Algunos ejemplos de
relaciones entre objetos matematicos, digamos los niimeros enteros,
que son muy comunes son las relaciones = o <. Desde este punto de
vista, una relacién es una manera de comparar dos nimeros, que de
todas maneras es un tipo de conexion que podemos encontrar entre
ellos.

Por ejemplo, podemos definir otra relacion entre nimeros ente-
ros mediante la siguiente condicién: dos nimeros enteros a y b estin
relacionados si y solo si a divide a b. De esta manera, por ejemplo
vemos que, mediante esta relacion “divide a”, 2 no esta relacionado
con 3 (épor qué?) y 4 silo estd con 8. Esta es otra manera de conectar
numeros enteros diferente a compararlos mediante la igualdad (=) o
la relacién de orden usual (<) en los enteros.

Por otro lado, consideremos la relacién de una persona de ser pro-
genitor (padre o madre) biolégico de otra. Si tomamos dos personas
aleatoriamente, digamos Sutana y Perencejo, entonces Sutana puede
ser la madre biolégica de Perencejo, o no. Podemos responder a la
pregunta: {Sutana es madre biolégica de Perencejo? porque sabemos
el significado de la palabra “madre biolégica”, y sabemos verificar si la
condicién de alguien ser madre biolégica se satisface. En caso de que
Sutana sea la madre biolégica de Perencejo, sabemos que Perencejo
no puede ser madre biolégica de Sutana, asi que es importante el or-
den en que tomemos los objetos (en este caso, personas) que vamos a
relacionar. Como vimos anteriormente, los objetos matemadticos que
nos permiten distinguir el orden en que tomamos dos objetos son los
que denominamos parejas ordenadas.
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De esta manera, podemos hacer un listado de todas las parejas or-
denadas de personas (X,Y) para las cuales X es progenitor biolégi-
co de Y. De este modo, si una persona no sabe el significado de ser
progenitor biolégico y se ve en la tarea de decidir si una pareja de
personas (X, Y) estd conformada por su progenitor biolégico e hijo,
bastaria simplemente con revisar la lista y verificar si (X, Y) estd en la
lista, 0 no. En este ejemplo la relacién que consideramos muestra una
conexion entre dos personas, sin embargo, las relaciones no necesa-
riamente ocurren entre objetos que estén en el mismo conjunto. En
el ejemplo que estamos considerando, la pareja (Sutana, Perencejo)
estaria en la lista que tomamos anteriormente para definir la relacién
“ser progenitor biolégico de”. Mds concretamente, tomando A como
el conjunto de seres humanos, esta relaciéon puede ser descrita por el
siguiente conjunto:

P ={(X,Y) e AxA: X esprogenitor biolégico de Y},
en donde tenemos que (Sutana, Perencejo) € P.

Veamos un ejemplo de relacion mds general que nos permita in-
troducir algunas nociones de este concepto. Consideremos por ejem-
plo la relacién X leyé la obra Y. Esta relacion no conecta objetos del
mismo tipo, en efecto, conecta lectores con obras literarias. Es de-
cir, X representa elementos del conjunto 4 de personas, mientras Y
representa elementos del conjunto B de titulos de obras literarias.
De este modo, esta relacién nos permite formar parejas ordenadas
tomando como primera componente una persona de A4, que es un
lector, y como segunda componente uno de los titulos de obras de
B, que ha sido leida por él. En otras palabras, podemos separar de
A x B aquellas parejas ordenadas cuya primera componente estd re-
lacionada mediante esta relacion descrita con la segunda, es decir,
consideremos el conjunto

R ={(X,Y)eAxB| X ley6Y}.

Consecuentemente, a toda relacion dada entre los elementos de dos
conjuntos se le hace corresponder un tinico conjunto de parejas or-
denadas. Por este motivo podemos considerar que una relacion es el
conjunto de parejas ordenadas correspondiente. Ademds, nétese que
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del conjunto R se puede intuir el significado de la relacién entre lec-
tor y obra.

141. Concepto de relacion

Intuitivamente, una relacién es un conjunto de parejas ordenadas que
establece una conexion o correspondencia entre las componentes de
tales parejas ordenadas.

Definicién 14.1.1. Sean A y B conjuntos. Una relacion R de A en B
es un subconjunto de 4 X B, es decir, R C AXB.Siae€ Ayb € B,
escribimos aRb cuando (a,b) € R, y akb cuando (a,b) ¢ R. Si
A = B, diremos simplemente que R es una relacién en A.

Denotaremos las relaciones por las letras cursivas mayusculas R,
S,09.

Ejemplo 14.1.2. Dados A y B conjuntos, @ € A X B es una relacién
de A en B que denomimamos relacion vacia.

Ejemplo 14.1.3. Sean 4 = {2,3,4,5} y B = {a, b, ¢, d}. Existen
muchas posibles relaciones de 4 en B. Por ejemplo, consideremos la
relacion R definida por el conjunto {(2, b), (3, ¢), (4, ¢)}. Entonces
(2,0) e R, (3,c) e Ry (4,c) € R,pero (4,d) ¢ Ry (2,a) ¢ R.

Ejemplo 14.1.4. Sean X conjunto y A := P(X). Definimos la si-

guente relacion en A:

C:={(,Z)e AxA:Y essubconjunto de Z}.
Esta relacion la denominamos ser subconjunto de.
Ejemplo 14.1.5. La relacién en R,

<:={(x.y) € R X R : x es menor o igual que y},

es la que denominamos orden usual de los niimeros reales.
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Ejemplo 14.1.6. En Z* := {n € Z : n > 0}, definimos la relacién
de divide a de la siguiente manera:

|:={(m,n) € ZXZ : m divide an}.

Esta relacién fue introducida en la Leccién [0l

Ejemplo 14.1.7. Dado k € Z*, definimos la siguiente relacién:
=,:={(m,n) € ZxZ : k divideam —n}.

Esta relacion se denomina congruencia médulo k en Z. En el caso de
que dados a, b € Z se tenga que a = b, también es muy usual denotar
esto por a = b (mod k). Esta relacion serd estudiada con mds cuidado
en la siguiente leccién.

14.2. Representacion de relaciones

Hay por lo menos dos maneras reconocidas de representar relacio-
nes. Una estd apoyada en la representaciéon que presentamos en la
Leccion [18]para el producto cartesiano de dos conjuntos. La otra se
hace mediante diagramas de flechas. En los siguientes ejemplos mos-
tramos estas formas de representar relaciones.

Ejemplo 14.2.1. Consideremos 4 = {1,2,38,4}yB ={a, e,i,0,u}.
Consideremos la relacion
T ={(,e),(1,7),(2,a), (2,e), (2,1),
(3,a),(3,e),(3,7), (4, ) }.

La siguiente es una representacién de esta relacion I C A X B, basada

en el grafico de 4 X B del Ejemplo|13.3.1|.
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B
kL) 2, 1) B, u) 4, u)
o b WL0) 2,0) 3, 0) ¥4, 0)

J1,0) 42, 0) 3, )

Este tipo de representacion es llamado grdfico de una relacion.

Ejemplo 14.2.2. Sea A un conjunto. El conjunto {(x, y) € AXA |x =
y} es denotado usualmente por A4 y se denomina la relacion diagonal
de A. A continuacién presentamos el grafico de una relacion A 4. En
este grafico usamos una semirrecta para representar los elementos del
conjunto A.

x A

Ejemplo 14.2.3. Otra manera de representar las relaciones es usando
diagramas de flechas. Para mostrar esto consideremos una relacion
8 de A en B, donde A = {Carlos, José, Juana, Luisa, Maria, Pedro} y

B = {Atletismo, Baloncesto, Ciclismo, Futbol, Natacién, Tenis}.
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Diremos que la pareja (X,Y) € S donde X € 4 yY € B iy solo
si X practica el deporte Y. Supongamos que

S = {(Carlos, Ciclismo), (Carlos, Futbol), (José, Futbol),
(José, Natacion),(Juana, Natacion), (Luisa, Atletismo),

(Luisa, Baloncesto),(Luisa, Ciclismo), (Pedro, Fljtbol)}.

La representacion de esta relacion § mediante el diagrama de flechas
es la siguiente:

Atletismo
Baloncesto

Ciclismo
Futbol

Natacion

Tenis

Esta imagen estd compuesto por la representacion de los conjun-
tos A y B como diagramas de Venn, en los que se resalta cada uno
de sus elementos, y por las flechas que salen de elementos de A y
llegan a elementos de B. Cada una de estas flechas representa a cada
pareja ordenada que estd en §. Asi por ejemplo, vemos que (Juana,
Natacion)e S y en correspondencia en el grifico de arriba hay una
flecha que sale de Juana y llega a Natacion. De manera semejante ve-
mos que de Carlos sale una flecha que llega a Ciclismo esto significa
que la pareja (Carlos, Ciclismo)e 8, es decir, Carlos practica Ciclis-
mo. Notamos de esta representaciéon que Maria no practica deporte
alguno y que ninguno de este grupo de amigos A4 practica Tenis. Tam-
bién podemos ver que Luisa es una gran deportista pues practica tres
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deportes que son Atletismo, Baloncesto y Ciclismo; el Fiitbol es practi-
cado por los tres hombres de este grupo y ninguna de las mujeres lo
practica. Como acabamos de ver, este diagrama de flechas nos brinda
informacion rapida de la relacion S.

Ejemplo 14.2.4. La siguiente es la representacién de la relacion
T ={(1,0),(1,1),(2,0),(2,¢),(2,7),(3,a),(3,¢), (3,1), (4, ¢)}
de 4 ={1,2,3,4} en B = {a,e,i,0,u} del Ejemplo [14.2.1}, me-

diante diagrama de flechas.

Podemos notar que de todos los elementos de A salen flechas pero
no a todos los elementos de B llegan flechas.

En la siguiente subseccion vemos que los diagramas de flechas ins-
piran nombres para los conjuntos A4 y B, y se resaltan los subconjuntos
de A y de B de los cuales salen y llegan flechas, respectivamente.

14.3. Dominio y rango

Definicion 14.3.1. Sea R una relaciéon de A en B. El conjunto A
serd llamado conjunto de salida y el conjunto B sera llamado conjunto
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de llegada. Definimos el dominio de R, denotado por dom(R), como
el conjunto de todos los elementos x € A para los cuales existe y € B
tales que xRy o lo que es lo mismo (x, y) € R; es decir

dom(R) ={x € A|xRy paraalginy € B}.

Definimos el rango de la relaciéon R, denotado por rango(R), como
el conjunto de todos los elementos y € B para los cuales existe x € A
tales que xRy o lo que es lo mismo (x, y) € R; es decir

rango(R) ={y € B|aRy paraalginx e A}.

Nétese que de la anterior definicién podemos decir que el domi-
nio de la relaciéon & coincide con el conjunto de las primeras com-
ponentes de las parejas ordenadas que pertenecen a R, y el rango de
la relacion R coincide con el conjunto de las segundas componentes
de las parejas ordenadas que pertenecen R; en otras palabras, si tu-
vieramos un diagrama de flechas de la relacion R, dom(R) coincide
con el conjunto de todos los elementos de A4 de donde salen flechas
y rango(R) coincide con el conjunto de todos los elementos de B a
donde llegan flechas.

Ejemplo 14.3.2. Aqui se tienen en cuenta las relaciones considera-
das en los Ejemplos(14.1.2}(14.1.3}{14.1.4}[14.2.1}|14.2.2|y[14.2.3]
respectivamente.

dom (@) = rango(2) = @,

dom(R) ={2,38,4} yrango(R) = {b, c},

dom(C) =rango(C) = P(X),

dom(T)={1,2,3,4y =Ayrango(T) ={a,e,i},

dom(Ay4) =rango(Ay) = A,

dom(8) = {Carlos, José, Juana, Luisa, Pedro} y

rango(S) = {Atletismo, Baloncesto, Ciclismo, Fiitbol, Natacion}.

Como hemos observado en el anterior ejemplo, el dominio de una
relacién no necesariamente coincide con el conjunto de salida. Simi-
larmente, el rango de una relacién no necesariamente coincide con
el conjunto de llegada. Lo que siempre es verdad para una relacién
R de 4 en B es lo siguiente:

dom(R) C A, rango(R)CB y RCdom(R)Xxrango(R).
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14.4. Relacion inversa

Consideremos nuestro ejemplo coloquial de relacién “ser progenitor
biolégico de”, definido de manera matematica como

P :={(X,Y) e AxA: X esprogenitor biolégico de Y},

donde A es el conjunto de seres humanos. En dicho ejemplo toma-
mos que Sutana es progenitora biolégica (es decir, es la madre biols-
gica) de Perencejo, es decir (Sutana, Perencejo) € 9. Si analizamos
este vinculo en el sentido contrario, vemos que Perencejo es hijo bio-
lI6gico de Sutana. Esta relacion “ser hijo biolégico de” estd estrecha-
mente relacionada con la relacion original “ser progenitor biolégico
de” en el sentido de que simplemente es tomar el vinculo que la defi-
ne pero en el sentido contrario. Esto nos lleva al concepto de relacion
inversa.

Definicion 14.4.1. Sea R una relacién de un conjunto A4 en un con-
junto B. La relacion inversa de R, denotada por 71, se define como

RV ={(b,a) e BxA: (a,b) € R}.

Observacion 14.4.2. Dada R una relacién de un conjunto 4 en un
conjunto B,

dom(R~Y) = rango(R) y rango(R) = dom(R).
Ejemplo 14.4.3. En el ejemplo coloquial
P :={(X,Y) e AxA: X esprogenitor biolégico de Y},
notese que
P ={(X,Y) € AxA:Y esprogenitor biolégico de X}
={(X,Y) € AxA:X eshijo biolégico de Y}.
Ejemplo 14.4.4. Consideremos & como en el Ejemplo[14.1.3] No-

tamos que R~ = {(b,2), (¢, 3), (¢, 4)}, dom(R™1) = {b,c}y
rango(R1) = {2, 8, 4}.
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Definicion 14.4.5. Sean A y B conjuntos cualesquieray sean Ry S
dos relaciones de 4 en B. Decimos que R = § cuando ambas rela-
ciones estdn definidas por el mismo subconjunto de 4 x B. En otras
palabras, & = 8§ cuando para cualesquierax € Ay y € B se tiene que
xRy siy solo sixSy.

Una demostracion de que una relacién R es igual a otra relacién
§ es tipicamente una demostracion de igualdad entre conjuntos.

Ejemplo 14.4.6. Consideremos el conjunto 4 := {1, 2, 4} y las re-
laciones R = {(x,y) € AXA :x2 <y}yS = {(x,y) € AXx A :
x divide a y}. Nétese que

R={(1,1),(1,2),(1,4),(2,2),(2,4), 4,4)} =S.

14.5. Clases de una relacion

Pensemos nuevamente en nuestra relacién coloquial “ser progenitor
biolégico de”. Tomando X :=Sutana, nos podemos preguntar quiénes
estdn relacionados con Sutana por medio de esta relacion (es decir,
quiénes son hijos biol6gicos de Sutana). Este conjunto lo denomina-
mos la clase de Sutana relativa a la relacién “ser progenitor biolégico

de”

Este concepto lo podemos formalizar para relaciones arbitrarias,
como veremos a continuacion.

Definicién 14.5.1. Sean A y B conjuntos no vacios, sea R una rela-
cionde 4 en B,y seax € A. La clase de x con respecto a R, denotada
por [x]x, es el conjunto de todos los elementos de B tales que x se
relaciona con ellos mediante R, es decir,

[z]a = {y € Blx R y}.
Si no hay riesgo de confusién con alguna otra relacién, la clase de x
respecto a R serd denotada simplemente por [z] en lugar de [x]%.

Ejemplo 14.5.2. Continuamos con las relaciones dadas en los Ejem-

plos|14.1.3}({14.1.4|y(14.2.2
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1. Observamos que [2]g = {b} (puesto que (2, b) € R y ningtin
otro elemento x € B satisface que (2,x) € R), [3]a = [4]a =
{c} (dado que (3, ¢), (4, ¢) € R y ningun otro elemento x € B
satisface que (3,x) € R ni (4,¢) € R) y [6]a = ¢ (ya que para
ningin x € B tenemos que (5, x) € R).

2. [Plc = {Q € P(A)|P < Q} para cualquier P € P(A) fijo,
puesto que para todo Q € P(A) tenemos que (P,Q) € Csiy
solosi P C Q.

3. [z]a, = {2} parax € A fijjo, puesto que dado y € A tenemos
que (x,y) € Aysiysolosix =y.

14.6. Composicion de relaciones

Volvamos nuevamente a nuestra relacion coloquial “ser progenitor
biolégico”. Si Sutana es abuela (biolégica) de Fulano, es porque Suta-
na es la madre (biolégica) de alguno de los padres de Fulano, es decir,
existe una persona (la madre o el padre biolégico de Fulano, llamé-
mosla X) tal que Sutana es progenitora biolégica de X y X es pro-
genitor biolégico de Fulano. Vemos que la relacion “ser abuelo de”
puede ser obtenida de esta manera a partir de la relacion (a priori mas
primitiva) “ser progenitor biolégico de”. Esto lo podemos formalizar
matemdticamente por medio de lo que conocemos como composicion
de relaciones.

Definicion 14.6.1. Sean 4, B y C conjuntos, S una relacién de A
en B y R una relacién de B en C. Entonces, se define una nueva
relacion R o § de A en C llamada relacion compuesta de R y § cuyos
elementos son las parejas (a,c) € A X C para las cuales existe b €
rango(S) Ndom(R) C B tal que (a,b) € Sy (b,c) € R. Es decir,

RoS={(a,c) eAxXC|(a,b) €Sy (b,c) €R para algin b € B}.

Observacion 14.6.2. Dados 4, B y C conjuntos, § una relacién de
A en By R una relacién de B en C, tenemos que

dom(R o 8) ={a € dom(S) | aSb para algin b € dom(R)}.
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Ejemplo 14.6.3. Sean A := {a, b,c,d}, S :={(a, b), (a,c), (b,c)}y
R ={(a,a), (b,c), (c,d)}.

1. Puesto que (a,b) € Sy (b,c) € R, entonces podemos decir
que (a,c) € RoS.

2. Puesto que (a,c) € Sy (¢,d) € R, entonces podemos decir
que (a,d) € R o S.

3. Puesto que (b,c) € Sy (¢c,d) € R, entonces podemos decir
que (b,d) € R o S.

No hay mads posibilidades donde (x,y) € Sy (y, 2) € R, en-
tonces podemos decir que

RoS=A{(a,c), (a,d), (b,d)}.

El diagrama de flechas de estas relaciones es el siguiente:

Basados en este diagrama de flechas, podemos ver que las pa-
rejas ordenadas (x, 2) que pertenecen a la relacion R o S son
aquellas que satisfacen que a partir de x € A sale una flecha, por
medio de la relacién 8, que llega a algin elementoy € A, y que
después se conecta con otra flecha que sale de y y, via R, llega
az € A. Vemos que de esta manera salen flechas conectadas de
a hacia ¢ y hacia d y de b hacia d. Concluimos igualmente que

RoS={(a,c), (a,d), (b,d)}.
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14.7. Ejercicios

Ejercicio 14.7.1. Considere las siguientes relaciones definidas en

A:=1{1,2,8,4):

1. 21 :={(1,1),(2,2),3,3), (2,1),(1,2)}.
2. Ro:={(1,1),(2,2),3,3), 4,4),(1,2),(2,3), (1,3)}.
3. Ry = Q.

4. Ry:=A X B como relacion definida en un conjunto arbitrario B, y

donde A4 C B.
5. Rs:={(a,b)e A xA:a+b=06}.

Determine:

a) Rg o Ry b) R c) Ry o R; d) (RgoR5)7!

Ejercicio 14.7.2. Consideremos U como el conjunto de divisiones
politico-administrativas de Colombia y de personas nacidas en Co-

lombia. Dados

D ={x € U : x es un departamento de Colombia},
C ={y € U : y es una ciudad de Colombia} y

A={t €U :tesunalumno del curso de fundamentos},

considere las siguientes relaciones:

1. R € DXC definida como sigue: xRy siy solo siy es la capital
de x.

2. R9 C A XD definida como sigue: tRox siy solo sit es oriundo
de x.

3. Ry C A x D definida como sigue: tRgx siy solo si el nombre
de t y x empiezan por la misma letra.
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Dehinir por comprensién R N Ro, Qié, 97{1_1 , R3 N Rg, R o Ro
y dar ejemplos de por lo menos dos parejas que estén y dos parejas
que no estén en cada relacion.

¥#* Recuerde que dada una relacion R C A X B se define R’ :=
(AxB)-%R.

Ejercicio 14.7.3. Considere las siguientes relaciones definidas en el
conjunto de los nimeros naturales:

i) mRyn siysolosi m < n.
ii) mRg n siy solo sim divide a n.
iii) mRgn siysolosin=38m+ 1.

iv) m Ry n siysolo sinym tienen el mismo nimero de divisores.

1. Encuentre, si es posible, por lo menos cinco parejas que perte-
nezcan a cada relacion.

2. Determine las relaciones R1NRg, Ry, 9{51, R3URg, R1NR3,
R10Rg9, R3oRg, RooRg y dé, si es posible, por lo menos dos
parejas que estén y dos parejas que no estén en cada relacion.

Ejercicio 14.7.4. Sea D := {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Para cada

una de las siguientes relaciones, determine el dominio y el rango.

1) Ri={(x,y)€eDXD|x<y+1}.
ii) Ro ={(x,y) eDxD |y=a?}.
iii) Ry ={(s,t) € DX D |s+1 espar}.
iv) R9 N Rg.

v) (R1)".

vi) Ry € (DXD)x(DxD), definida por (a, b)R4(c,d) siy solo
sia+c=b+d.
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vii) R € N x N, definida por: x R5 y siy solo si x yy tienen el

mismo residuo al dividirlos por 5.

viii) Rg € P (D) x P (D), definida por X RgY siysolosi X C Y.

Ejercicio 14.7.5. Teniendo en cuenta las relaciones dadas en el Ejer-
cicio|14.7.4], determine cudles de las siguientes afirmaciones son ver-

daderas y cudles falsas. Justifique su respuesta.

1. Para todo elemento x de D existe y en D tal que (x, y) no estd

en R.
. Si una pareja (z, y) estd en R, la pareja (y, x) no estd en R .

. Si una pareja (x, y) estd en Rg, la pareja (y, x) también estd en

. Si(x,y)y (x, 2) estdn en R entonces y = 2.

. Para Rg y R; se tiene que todo elemento estd relacionado con
si mismo.

. Si(x,y)y (v, ) estdn en R, entonces (x, ) también estard en

Rs.

. Existen parejas de elementos de % (D) que no estdn relaciona-
dos segin Rg.

. Existe un elemento X en P (D) tal que para todo elemento Y
de P (D) se tiene X RgY

Ejercicio 14.7.6. Si F es un clan familiar y en F' X F' se consideran
las relaciones P, # y € definidas asi:

2Py siy solo siy es padre de x,
x#y siy solo siy es hermano de x,
2By siy solo siy es conyuge de .

Exprese en términos de P, # y 6, si es posible, las siguientes
relaciones:
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1. Ser tio.

2. Ser cufiado.
3. Ser primo.
4. Ser nieto.

5. Ser yerno.

Ejercicio 14.7.7. De los siguientes enunciados, determine si son ver-
daderos o si son falsos, justificando completamente su respuesta (de-
muestre o refute segun el caso).

1. Dada 2 unarelacion en un conjunto A4, entonces R = dom (R )X
rango(R).

2. Dado A conjunto, demuestre que Agl =Ay.

3. Dado A conjunto, demuestre que Ay 0 Ay = Ay.

En esta ultima parte de la leccién estudiaremos una relacion muy
importante que estd definida sobre el conjunto de los nimeros ente-
ros. Esta relacion no solo sirve como ejemplo para ilustrar las relacio-
nes de equivalencia, que son nuestro objeto de estudio en la siguiente
leccién, sino que también es una herramienta valiosa en las matema-
ticas y sus aplicaciones, por ejemplo en teoria de nimeros.

14.8. * Congruencias modulo n en Z

Volvemos a citar el teorema conocido como el Algoritmo de la division

de nimeros enteros (el cual ya fue mencionado —Teorema ).

Teorema 14.8.1 (Algoritmo de la division). Sean a, b € Z conb > 0.
Existen enteros iinicos q, r € Z tales que a = bq +r donde 0 < r < b.
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Para definir la relacién anunciada entre nimeros enteros, fijamos
un entero positivo n. Por el Algoritmo de la division sabemos que al
dividir cada entero entre n obtendremos residuos que solo pueden ser
enteros no negativos menores estrictamente a n. Con esto, diremos
que dos niimeros enteros a y b estdn relacionados si y solo si el residuo
de dividir @ entre n es el mismo residuo de dividir b entre n. En otras
palabras, dados a y b enteros, aplicando el Teorema sabemos
que existen enteros Unicos qi, 71 y ¢9, ro tales que ¢ = ngy +7r1 y
b = nge+rg donde 0 < ry, r9 < n. Entonces, a estard relacionado con
b siy solo siry = re. Cuando r| = rg tenemos que a —b = n(q; — q9),
es decir, n | a — b puesto que g1 — ¢qo es un entero. Nétese que esta
relacién que estamos definiendo entre niimeros enteros depende del
entero positivo n.

Definicion 14.8.2. Ver Ejemplo[14.1.7] Sean € Z* ysean a, b € Z.
Diremos que el nimero a es congruente al nimero b médulo n, lo que
es denotado por @ = b (mod n), cuando n | a — b. Si no es verdad que
a = b (mod n), como es costumbre, escribiremos: a Z b (mod n).

Ejemplo 14.8.3.
1. 12=5 (mod 7) porque 7 | 12 -5 =7.

2. 19 = 31 (mod 6) porque 19 — 31 = —12 = 6(-2), por lo que
61]19-31.

3. 8 = =5 (mod 13) porque 8 — (-5) = 13 = 13(1), luego 13 |
8 —(-H).

4. 6 £ 9 (mod 5) porque 6 — 9 = =3 y =3 no es multiplo de 5
(épor qué?).

5. A diario usamos esta relacién para calcular la hora del dia en
la que estamos. Por ejemplo, si un reloj marca las 18 horas del
dia, usando la relacién de congruencia médulo 12, sabremos
que son las 6 de la tarde puesto que 18 = 6 (mod 12) (épor
qué?).

6. Supdngase que son las 9 de la mafana en punto y que se quiere
saber qué horas serdn dentro de 59 horas. Lo primero que se
hace es calcular 9+59 = 68 y luego de 68 se sustrae venticuatro
veces el niimero de veces que cabe 24 en 68, es decir, 68 —48 =
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20 (nétese que 68 = 20 (mod 24) puesto que 24 | 68 — 20 =
48 = 24(2)). Este nimero que se obtiene es un nimero en el
rango de 1 a 24. Finalmente, como 20 = 8 (mod 12) (ipor
qué?), concluimos que en 59 horas serdan las 8 p.m.

Para cada n € Z*, tenemos una relacién en Z que es dada por
congruencia médulo n. El siguiente lema nos muestra que para cada n
entero positivo, la relacién de congruencia médulo 7 satisface algunas
propiedades que estudiaremos en la siguiente leccion.

Lema 14.8.4. Sean € Z* yseana, by c € Z.

1. a = a (modn).
2. Sia = b (mod n) entonces b = a (mod n).

8. Sia=b(modn)yb = c (modn), entonces a = ¢ (mod n).

Demostracion. Sean € Z* fijo.

1. Sean a € Z cualquiera. Como a—a =0=0-n, entonces a = a

(mod n).

2. Sean a, b € Z cualesquiera. Supéngase que a = b (mod n). Asi,
a —b = kn para algin k € Z. Luego, b — a = (—=k)n ({por qué?).
Como —k € Z, se concluye que b = a (mod n).

3. Sean a, b, ¢ € Z cualesquiera. Supongamos que a¢ = b (mod
n) y b = ¢ (mod n). Esto significa que existen &, j € Z tales
quea—-b=knyb—-c=jn. Luego,a—c=(a-b)+(b-c) =
kn+jn = (k+j)n (ipor qué?). Como k+j € Z, podemos concluir
que a = ¢ (mod n).

o

El siguiente teorema nos da informacién muy valiosa acerca de la
relacion de congruencia médulo 7. La demostracién de este resultado
es consecuencia directa del Algoritmo de la division mencionado en el

Teorema [14.8.1
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Teorema 14.8.5. Sea n € Z* fijo y sea a € Z cualquiera. Entonces,
existe un unicor € {0, 1, ...,n — 1} tal que a = r (mod n).

Demostracion. Por aplicacion del Algoritmo de la division pode-
mos decir que existen enteros tnicos ¢ y r € Z tales que a =nq +ry
0 < r < n. Entonces a — r = ¢qn, es decir, a = r (mod n). Esto prueba
el resultado de existencia del teorema.

Para probar la unicidad, supongamos que existen enteros x, y €
{0, 1, ..., n — 1} tales que @ = x (mod n) y a =y (mod n). Por el Le-
ma[14.8.4]parte 2, tenemos que x = a (mod n), y por el Lema

parte 3, x = y (mod n). Esto tultimo equivale a afirmar que existe
p € Z tal que x—y = pn. Asi, x —y es un multiplo de n. Denotemos el
conjunto {k € Z : existe p € Z tal que k = pn} de todos los multiplos
de n por nZ.

Puesto que x, y € {0, 1, ..., n — 1}, tenemos que

—-ye{-(n-1),-(n-2),...,-2,-1,0}.
Esto significa que x y y son enteros tales que

O<zx<n-1

—-(n—-1)<-y<0.

Entoncesx —ye{me Z| —(n—-1) <m < n - 1}. Denotemos este
conjunto por A,. Es decir,

z-ye{-(n-1),-n-2),...,-2,-1,0,1,2,...,n -1} =A4,.
Porlo tanto,x —y e nZ yx —y € A,, esto es
x—yenZnA,={0}.
Entonces x —y = 0y, por lo tanto, x = y. o

Podemos reescribir el Teorema [14.8.5]sin hacer referencia a la rela-
cion de congruencia médulo n de la siguiente manera.

Corolario 14.8.6. Sean € Z* fijoy sea a € Z cualquiera. Entonces,
una y solo una de las siguientes afirmaciones es verdad: a = nk para algin
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keZoa=nk+1 paraalgink € Z o a = nk +2 para algink € 7, ..., o
a=nk+ (n—1) para algin k € Z.

14.9. * Clases Residuales

Para entender mejor el resultado del Teorema [14.8.5|fiiemosn € Z*,
por ejemplo tomemos n = 5. En este caso particular, determinemos
las diferentes clases respecto a la relaciéon congruencia médulo 5 y
notemos que cada entero se encuentra en una y solo una de las clases

[0], [1], [2], [3], o [4]. Veamos:

[-1]={...,-11,-6,-1,4,9, ...}
[0] ={..., -10,-5,0, 5, 10, ...}
(1] ={...,-9,-4,1,6,11,...}
2] ={...,-8,-8,2,7,12, ...}
8] ={...,-7,-2,8,8,13, ...}
(4] ={...,-6,-1,4,9,14, ...}
[5]={...,=5,0,5,10,15, ...}

Ademds, vemos que estas clases, también llamadas clases residuales, se
repiten cada cinco enteros, es decir:

= [-10] = [-5] = [0] = [5] = [10] =
=[-9] =[-4]=[1] = [6] = [11] =
=[-8l =[-3]=[2] =[7] =[12] =
=[-71=[-2]=[3] =[8] =[13] =
=[-6] =[-1] = [4] = [9] = [14] =

A pesar de que a cada entero le corresponde una clase, en efecto,
hay apenas cinco clases residuales distintas respecto a la relacién con-
gruencia médulo 5, las cuales son: [0], [1], [2], [3] v [4]. Ademds,
estas clases son disyuntas dos a dos y su unién es todo Z. Lo mis-
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mo ocurre para cualquier valor de n como se enuncia en el siguiente
teorema.

Teorema 14.9.1. Sean € Z* fijoy sean a, b € Z cualesquiera.

1. Sia = b (mod n), entonces [a] = [b].
2. Sia # b (mod n), entonces [a] N [b] = @.

8. [0JU[I]U[2]U---U[n-1]=2Z.
Demostracion. Sean € Z* fijo y sean a y b enteros cualesquiera.

1. Supongamos que ¢ = b (mod n). Probemos la igualdad entre
conjuntos [a] = [b]. Asi, sea x € [a] cualquiera. Por definicién
de clases sabemos que ¢ = x (mod n). Como la relacién de
congruencia médulo n satisface la parte 2 del Lema[14.8.4] se
sigue que b = a (mod n) vy, por la parte 3 del Lema
tenemos que, b = x (mod n). Esto significa que x € [b], por lo
tanto, [a] € [b]. El mismo argumento, pero cambiando la letra

a por la letra b, nos permite concluir que [b] C [a]. Entonces,

[a] = [b]. )

2. Razonamos por reduccion al absurdo para concluir 2. Supon-
gamos que a # b (mod n) y que [a] N [b] # @. Entonces, existe
al menos un y € [a] N [b], es decir, y € [a] y también y € [b].
De nuevo, por la definicién de clases sabemos que, a =y (mod
n) y b =y (mod n). Luego, por la parte 2 del Lema te-
nemos que y = b (mod n) y por la la parte 3 del Lema[14.8.4]
concluimos que a = b (mod n), lo cual es absurdo. Esto prueba
lo que queriamos.

3. Laafirmacion en 8 es una igualdad entre conjuntos, asi que de-
bemos probar la doble contenencia. Por definicién de las clases
tenemos que dado cualquier ¢ € Z, vale que [z] € Z. Por lo
tanto, por Proposicién(12.4.1{(4), [O]JU[1]U[2]U---U[n—-1] C
Z.

Ahora, seax € Z cualquiera. Poraplicacién del Teorema [14.8.5)

existe un unico r € {0, 1,--- ,n — 1} tal que x = r (mod n).
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Como la relacién de congruencia satisface la parte 2 del Le-
ma([14.8.4]también es vdlido que r = x (mod n), asi que, x € [r]
donde r es alguno de los elementos del conjunto {0, 1, --- , n—
1}, entonces, x € [0] U [1] U [2] U --- U [n — 1]. Esto prueba
que Z C [OJU[1]JU[2]U---U[n—1]. Luego, [O]JU[1]U[2]U
-Uln-1]=2. o

El Teorema [14.9.1]nos permite ver que las clases para las relacio-
nes de congruencia médulo n cumplen propiedades muy particula-
res, comparadas con las clases respecto a relaciones arbitrarias; estas
propiedades nos permitirdan caracterizar las relaciones de equivalen-

cia y serdn estudiadas en el Teorema[16.2.1|de la Leccion [T6]

Definicion 14.9.2. Sea n € Z* fijo. El conjunto de todas las clases
respecto a la relacion de congruencia médulo 7, denotado por Z,,, es
la familia definida por

Zy ={lm] : mez}=A{[0], [1],---, [n - 1]},

donde los elementos son llamados clases residuales determinadas por
la relacién de congruencia médulo 7.

Ejemplo 14.9.3. La familia de las clases residuales respecto a la rela-
cion congruencia médulo 9 es el conjunto Zg = {[0], [1],---, [8]}.
Este conjunto tiene 9 elementos y cada uno de estos 9 elementos es
a su vez un conjunto, los cuales serdn vistos en este contexto como
simples elementos. Asi, escribiremos por ejemplo que: [6] € Zy.

1410. * Ejercicios

Ejercicio 14.10.1. Sean m, n € Z*y a, b € Z. Demuestre que si
m | nya=b(@modn), entonces a = b (mod m).

Ejercicio 14.10.2. Seann € Z*y a, b € Z. Demuestre que sia = b
(mod n), entonces n | a siy solo sin | b.

Ejercicio 14.10.8. Sean € Z. iEs n® = n (mod 6)? Justifique su
respuesta.
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Ejercicio 14.10.4. Demuestre o dé un contraejemplo para cada una
de las siguientes afirmaciones segun el caso.

1. Seann € Z*ya,b,c € Z.Si a+c¢ = b+ c (mod n), entonces
a =b (mod n).

2. Seann € Z*ya,b,c € Z - {0}. Si ¢ no es miltiplo de n y
ac = bec (mod n), entonces a = b (mod n).

Ejercicio 14.10.5. Demuestre que para todo natural n solo una de
las siguientes afirmaciones se cumple: n = O(mod 4), n = 1(mod 4),
n = 2(mod 4) on = 3(mod 4).
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Las relaciones que presentaremos aqui son fundamentales en di-
versos contextos de las matematicas y otras disciplinas, como la in-
formatica, la 16gica, la economia e incluso las ciencias sociales. A lo
largo de las siguientes lecciones solo consideraremos relaciones en
un conjunto A. Es decir, relaciones de 4 en A; o mejor, relaciones
contenidas en A4 X A.

15.1. Relaciones reflexivas

La palabra reflexivo viene del latin reflexus, que es el participio pasado
del verbo reflectere que significa “volver hacia atrds”. Esto explica el
nombre de este tipo de relaciones; puesto que si dibujaramos una
flecha para mostrar el vinculo entre un elemento « € A arbitrario y
él mismo, esa flecha volveria hacia el mismo elemento.

Definicién 15.1.1. Una relacion R en A se dice reflexiva en A cuan-
do todo elemento & € A estd relacionado mediante &R consigo mismo.
Es decir, R es reflexiva en A4 siy solo si xRx para todo x € A.

Observacion 15.1.2. Una relacion R en A no es reflexiva en A si'y
solo si existe al menos un elemento x € A tal que x&Kx.

A continuacién, mostramos algunos ejemplos refiriéndonos a las
relaciones que se presentaron en los Ejemplos|14.1.2}(14.1.3](14.1.4]
[14.1.5[[14.1.6}(14.1.7|y[14.2.2]

Ejemplo 15.1.3. Consideremos la relacién vacia R := @ dada en el
Ejemplo en el caso particular de que 4 = B = @. Notemos
que R = @ como relacion en 4 = @ es reflexiva; de lo contrario,
existiria x € 4 = @ (contradiccién) tal que (x,x) ¢ R = @. Co-
mo relacién sobre un conjunto 4 # @, observemos que R = @ no
es una relacion reflexiva. Como A es no vacio, tiene por lo menos
un elemento x € A. Claramente, por definicién del conjunto vacio,
tenemos que (r,r) ¢ @ = R.

Ejemplo 15.1.4. En larelacién dada en el ejemplo|14.1.3, tomando
A=1{2,3,4,5} vy B = {a, b, ¢, d}, no tiene sentido examinar si la
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relacion R = {(2,b), (3, ¢), (4, ¢)} es reflexiva porque el conjunto
de llegada no es el mismo conjunto de salida.

Ejemplo 15.1.5. Larelacion ser subconjunto de presentada en el Ejem-
plo[14.1.4] ¢:= {(Y, Z) € P(X) x P(X) : Y es subconjunto de Z},
es una relacion reflexiva en 2 (X) porque dado Y € P(X) tenemos
que Y es subconjunto de Y, en simbolos, Y C Y.

Ejemplo 15.1.6. La relacion dada en el Ejemplo|(14.2.2) A 4, la dia-
gonal de A, es reflexiva en A puesto que, dado x € A tenemos que
x =z, luego (x,x) € Ay.

Ejemplo 15.1.7. La relacion
<:={(x.y) € R X R : x es menor o igual que y}

dada en el ejemplo(14.1.5]es reflexiva en R porque todo x € R satis-

face x = x, por lo tanto, x es menor o igual que x.

Ejemplo 15.1.8. La relacion |:= {(m, n) € Z* X Z* : m divide a n}
definida en el Ejemplo es reflexiva en Z*: en efecto, seam €
77 cualquiera. Como m - 1 = m (1 es el neutro del producto en Z),
por definicién de divisibilidad en Z, tenemos que m divide a m, por
lo tanto, (m, m) €.

Ejemplo 15.1.9. Dado n € Z*. La relacién =, definida en el Ejem-
plo (congruencia médulo n en Z), es reflexiva tal como se vié
en la parte 1 de la Proposicion|14.8.4

15.2. Relaciones simetricas

Informalmente, la simetria se refiere a una propiedad que describe la
correspondencia exacta entre dos partes de un objeto o figura cuando
se las compara a través de un punto, una recta o un plano. En nuestro
caso, compararemos las relaciones contenidas en 4 X A con respecto
a la diagonal A 4.

Definiciéon 15.2.1. Una relacion R en A se dice siméirica cuando
para cualesquiera x,y € A, si Ry entonces yRx.
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Este grafico justifica el nombre de este tipo de relaciones debido
al hecho de presentar una simetria con respecto a la diagonal de A,
A4. Mis coloquialmente, si una pareja (x, y) estd en la relacion R
y A4 fuera un espejo, su reflejo con respecto a Ay —la pareja (y, x)—
también deberia estar en la relacion R).

Observacion 15.2.2. Una relacion R en A no es simétrica si existen x,
y € A tales que xRy pero yHKx.

A continuacién, mostramos algunos ejemplos refiriéndonos a las
relaciones que se presentaron en los Ejemplos(14.1.2}[14.1.3}(14.1.4}
(14.1.5}(14.1.6}(14.1.7|y(14.2.2]

Ejemplo 15.2.3. Consideremos B = A4 = @. Larelacién vaciaR = @
definidaen 4 = @ (Ejemplo[14.1.2) es simétrica, pues de lo contrario
existirian &, y € 4 = @ (contradiccién) tales que (z,y) € R =Qy
(v,x) ¢ R = @). R = @ como relacién sobre un conjunto 4 # @
continua siendo una relacién simétrica ({por qué?).

Ejemplo 15.2.4. En la relacion dada en el Ejemplo donde
tomamos A ={2,3,4,5} yB ={a, b, ¢, d}, no tiene sentido exami-
nar si la relacion R := {(2,0), (3, ¢), (4,¢)} es simétrica porque el
conjunto de llegada no es el mismo conjunto de salida.

Ejemplo 15.2.5. La relacion C del Ejemplo[14.1.4]ser subconjunto de
en P(X) en general no es una relacion simétrica. Considere X # @,
ae€eX,P:=2yQ :={a}. Notemos que P C Q pero Q ¢ P (épor
qué?). Dejamos como ejercicio analizar qué pasaria si X = @.
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Ejemplo 15.2.6. La relacion A4, la diagonal de A4, (Ejemplo[14.2.2))
es simétrica. En efecto, sean x, y € A tales que (x, y) € Ay, luego por
la definicién de A4 tenemos que x = y. De esto podemos decir que
y =z, por lo tanto, (y, x) € Ay.

Ejemplo 15.2.7. Larelacion < denominada orden usual de los niimeros
reales no es simétrica en R porque por ejemplo —3 es menor o igual
que 5 pero 5 no es menor o igual a —3.

Ejemplo 15.2.8. La relacién |:= {(m, n) € Z* x Z* : m divide a n}
(Ejemplo no es simétrica. Notemos que 1 divide a 2 (puesto
que 1 -2 =2) porlo que 1| 2, pero 2 no divide a 1 ({por qué?) por
lo que 2 1.

Ejemplo 15.2.9. Dado n € Z*. La relacién =, denominada con-

gruencia médulo n en Z (Ejemplo (14.1.7) es simétrica tal como se
vi6 en la parte 2. de la Proposicién [14.8.41

15.3. Relaciones antisimetricas

El concepto de antisimetria impone una condicién importante: dos
elementos pueden estar relacionados en ambos sentidos (es decir, da-
dos a, b € A, a estd relacionado con b y b con @) tinicamente si son
iguales. Es importante destacar que los conceptos de relacion simé-
trica y antisimétrica no se excluyen mutuamente, ni son opuestos, ya
que una relacion puede cumplir con una de estas propiedades, con
ambas, o con ninguna.

Definicién 15.3.1. Unarelacion R en A se dice antisimétrica cuando
para cualesquiera x,y € A, si xRy y yRzx, entonces x = y.

Observacion 15.3.2. Otra manera equivalente de definir que una
relacion R en A es antisimétrica es la siguiente: dados &,y € A con
x #y, si xRy, entonces yR .
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La unica posiblidad para que un par de parejas (x, y) y (y, ) estén
simultineamente en este tipo de relaciones es que estas parejas se
encuentren dentro de la diagonal de A; es decir, que x = y.

Observacion 15.3.3. Una relacion R en A no es antisimétrica si y
solo si existen x,y € A tales que xRy, yRx pero x + .

Ejemplo 15.3.4. Observaremos que antisimetria no significa la nega-
cion de simetria. Consideremos la relacién A 4 en un conjunto 4 # @
(la diagonal de A, ver Ejemplo [14.2.2), vimos que esta relacion es
simétrica (Ejemplo[15.2.6). Veamos que también esta relacion es an-
tisimétrica: sean @, b € A cualesquiera tales que (a,b) € Ayy (b, a) €
A 4. Por definicién de A4, como (a, b) € Ay, tenemos que a = b. Por
lo tanto, A4 es antisimétrica. De esta manera, tenemos un ejemplo
de una relacion que simultineamente es simétrica y antisimétrica.

Ejemplo 15.8.5. @ como relacién (Ejemplo en A # @ es
una relacion antisimétrica. De lo contrario, existirian x,y € A tales
que (x,y) € @, (v, x) € @ (lo que claramente contradice la definicién
del conjunto vacio @) y x # .

Ejemplo 15.3.6. Dados 4 ={2,3,4,5} y B ={a, b, c,d}, no tiene
sentido examinar si la relacion R := {(2, b), (3, ¢), (4, ¢)} del Ejem-
plo [14.1.8| es antisimétrica, porque el conjunto de llegada no es el

mismo conjunto de salida.

Ejemplo 15.3.7. La relacion C, del Ejemplo [14.1.4| ser subconjun-

to de, es una relacion antisimétrica, puesto que dados P, Q € P(X)
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cualesquiera tales que P € Q y Q C P, por la definicién de igualdad
entre conjuntos (ver Seccién [10.3)), tenemos que P = Q.

Ejemplo 15.8.8. La relacion
<:={(x,y) € RXR :x es menor o igual que y}

es antisimétrica (ver apéndice) puesto que dados x,y e Rsix <yy
y < x, entonces x =y (épor quér).

Ejemplo 15.3.9. En Z*, la relacion de divisibilidad
|:={(m,n) € Z* x Z* : m divide a n}

es antisimétrica. En efecto, sean m y n € Z*. Supongamos que m | n
y n | m. Esto significa que existen k,/ € Z tales quen = m -ky
m = n-[. Reemplazando m = n -[ en la primera igualdad, y usando la
asociatividad de la multiplicacién en Z, tenemos que n = (n-[) -k =
n - (k - 1), por consiguiente k£ - [ = 1 ({por qué?). Como m, n son
enteros positivos, entonces £ = [ = 1 (épor qué?). Por lo tanto, m = n,
de donde concluimos que esta relacién es antisimétrica.

Ejemplo 15.3.10. Dado n € Z*,larelacion =, (Ejemplo(14.1.7) no
es antisimétrica en general. Tomemos por ejemplo n = 2. Tenemos
que 2 =9 6y 6 =9 2 ({por qué?), sin embargo 2 # 6.

15.4. Relaciones transitivas

Imaginemos que Daniel confia en su amigo Juan, y que Juan confia
en Ana; es probable que Daniel también sienta que puede confiar en
Ana, incluso si no la conoce directamente. Esta idea de “transmitir”
una relacion a través de un intermediario ejemplifica lo que se conoce
como transitividad.

Definicién 15.4.1. Una relacion R en A se dice transitiva si para
cualesquiera x, vy, € 4, si Ry y yRz entonces xR z.

Observacion 15.4.2. Una relacion R en A no es transitiva en A si'y
solo si existen z, v, z € A tales que xRy y yRz pero xR z.
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Continuamos refiriéndonos a las relaciones que se presentaron en

los Ejemplos|14.1.2}({14.1.3}[14.1.4}({14.1.5}({14.1.6}{14.1.7|y(14.2.2|

Ejemplo 15.4.3. La relacién vacia R := @ como relacién en A —sin
importar si 4 = @ 0 A # @— es transitiva ({por qué?).

Ejemplo 15.4.4. La relacion C del Ejemplo[14.1.4]ser subconjunto de
en P(X) es unarelacion transitiva. Sean P, Q, R € P (X) cualesquie-
ra tales que P € Q y Q € R. Por la parte 8 de la Proposicion [10.2.5]
concluimos que P C R.

Ejemplo 15.4.5. La relacion diagonal respecto al conjunto A del
Ejemplo Ay, es transitiva en 4. En efecto, sean a, b,c € A
tales que (a, b), (b,c) € Ay. Por la definicién de Ay tenemos que
a="byb=c,porlotanto, a = ¢, es decir (a, c) € Ay.

Ejemplo 15.4.6. El orden usual de los niimeros reales es transitiva en R
(ver apéndice). Dados x,y,z € R, six <yyy < z entonces x < z.

Ejemplo 15.4.7. La relacién de divisibilidad en Z* definida en el
Ejemplo[I4.1.6]es transitiva. Esto se sigue de la Proposicion [6.4.8]

Ejemplo 15.4.8. Dado n € Z*, larelacién congruencia médulo n en

Z (Ejemplo|[14.1.7) es transitiva tal y como se vi6 en la parte 8 de la
Proposicion (14.8.4

15.5. Ejercicios

Ejercicio 15.5.1. Sean X un conjunto y & una relacion en X.
1. Suponga que R es reflexiva. Pruebe que U, cx[x] = X.

2. Suponga que R es simétrica. Pruebe que x € [y] si y solo si
y € [x], para cualesquiera x, y € X.

3. Suponga que R es transitiva. Pruebe que siz Ry, entonces [y] C
[x], para cualesquiera x, y € X.

Ejercicio 15.5.2. Sean R y § dos relaciones reflexivas en un conjun-
to A. Para cada una de las siguientes afirmaciones diga si es verdadera
o falsa. Si es verdadera, demuéstrela. Si es falsa, dé un contraejemplo.
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1. & N8 es también una relacion reflexiva en A.
2. R U S8 es también una relacion reflexiva en A.

Ejercicio 15.5.3. Sean R y S dos relaciones en A simétricas (resp.
antisimétricas, transitivas). Para cada una de las siguientes afirmacio-
nes diga si es verdadera o falsa. Si es verdadera, demuéstrela. Si es
falsa, dé un contraejemplo.

1. R NS es una relacién simétrica (resp. antisimétrica, transitiva)

enA.

2. R US es una relacién simétrica (resp. antisimétrica, transitiva)

enA.
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En matemiticas (y también en la vida real), a veces podemos iden-
tificar elementos de un conjunto (no vacio) 4 como si fueran el mis-
mo aunque sean diferentes (por ejemplo, si nos piden escoger alguien
de un pais en particular, daria lo mismo escoger al Papa Francisco o
a Mercedes Sosa porque ambos son de Argentina). Adicionalmen-
te, también comparamos elementos (por ejemplo, en una empresa
podemos comparar en un organigrama la jerarquia dentro de ella).
Para poder hacer esto bien desde las matemadticas, tenemos que aislar
algunas propiedades bdsicas que estudiaremos en esta leccion.

16.1. ;Qué es una relacion de
equivalencia?

Definicién 16.1.1. Sea A un conjunto y sea R una relacién en 4. Se
dice que R es una relacion de equivalencia en A cuando ella es reflexiva
en A, simétrica y transitiva. En general denotaremos una relacién de
equivalencia por ~.

Ejemplo 16.1.2. La relacién @, ver Ejemplo[14.1.2 es reflexiva en
A = @ (Ejemplo [15.1.3)), simétrica (Ejemplo [15.2.3) y transitiva
(Ejemplo |15.4.8). Por lo tanto, la relacién @ es de equivalencia en
A=0.

Ejemplo 16.1.3. Dado un conjunto 4 # @, Ay es reflexiva en A

(Ejemplo (15.1.6)), simétrica (Ejemplo [15.2.6)) y transitiva (Ejem-
plo(15.4.5), por lo tanto, A 4 es una relacién de equivalencia en A.

Ejemplo 16.1.4. Dado n € Z*, la relacién de congruencia médulo

n en los enteros (=,) ver Ejemplo [14.1.7] es reflexiva en Z (Ejem-
plo|15.1.9), simétrica (Ejemplo(15.2.9) y transitiva (Ejemplo(15.4.8)),

por lo tanto, es una relacion de equivalencia en Z.

Ejemplo 16.1.5. Otros ejemplos de relaciones de equivalencia son
los siguientes: la igualdad en el conjunto de los niimeros reales R, es
decir Ag, la relacion de semejanza de tridangulos en el conjunto de
todos los tridngulos del plano, la relacion entre personas dada por
haber nacido en la misma fecha del afio.
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16.2. Caracterizacion de clases de
equivalencia

El siguiente teorema es una generalizacion del Teorema (14.9.1|

Teorema 16.2.1. Sean A un conjunto no vacio, ~ una relacion de equi-
valencia en A y x, y € A cualesquiera.

1. Six ~ vy, entonces [x] = [y].
2. Six +y, entonces, [x] N [y] = @.

8. Uzealx] = 4.

Demostracion. Las demostraciones de 1 y 2 son muy similares a las
demostraciones de 1 y 2 del Teorema [14.9.1]en las que se usa prin-
cipalmente que la relacion es simétrica y transitiva (ejercicio para el
lector).

Por definicién de las clases sabemos que [x] € A paratodox € A,

lo cual implica que e 4[x] € A (Proposicién|12.4. 1| parte 4).

Sea a € A cualquiera. Como ~ es reflexiva en A4 se tiene que a ~ a,
por lo tanto, a € [a] € U,eq[x] (Proposicién parte 3); es
decir, 4 € U eylz]. Como U,eylx] € Ay A C Ureylz], podemos
concluir 3 (definicién de igualdad entre conjuntos). o

Observacion 16.2.2. Nétese que la reflexividad, la simetria y la tran-
sitividad de ~ fueron propiedades claves en las demostraciones del
teorema anterior. También es importante resaltar que en una relacién
de equivalencia muchas clases pueden coincidir a pesar que proven-
gan de elementos diferentes. Por ejemplo, recordemos que en el caso
de la relacién de congruencia médulo 7, la clase de un entero k coin-
cide con la clase del residuo r resultante al dividir £ entre n. De esta
manera, para tomar toda la unién |J,c7[x] no es necesario hacer la
unién de todas las clases [x] (x € Z) sino que es apenas suficiente
unir las clases [0], - - -, [n — 1] (Teorema[I4.9.1] parte 3), por lo que

tomar la unién |J,c4[x] sobre todos los elementos x € A se vuelve
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redundante en muchos de los ejemplos de relaciones de equivalencia
(no en todas, por ejemplo en la relacién diagonal A4, con A # @, te-
nemos que unir todas las clases de equivalencia para obtener a 4, {por
qué?).

Corolario 16.2.3. Sean A un conjunto no vacio, ~ una relacion de equi-
valencia en A y x,y € A cualesquiera. Entonces, [x] = [y] si y solo si

T ~ .

Este resultado es consecuencia inmediata de 1 y 2 del Teorema

16.2.11

Demostracion. Sean x, y € A cualesquiera. Supongamos que [z] = [y].
Como x € [z] (puesto que ~ es reflexiva en A), entonces [x]N[y] # @
(épor qué?), y por el contrarreciproco del Teorema parte 2,
tenemos que x ~ y. El reciproco es exactamente el Teorema
parte 1. &

En la leccién anterior, para cada n € Z* se definié el conjunto
Z, conformado por todas las clases con respecto a la relacién con-
gruencia médulo 7. Definimos a continuacion los conjuntos andlogos
a estos para relaciones de equivalencia arbitrarias.

Definicién 16.2.4. Sean A4 un conjunto y ~ una relacién de equiva-
lencia en A. El conjunto cociente de A con respecto a ~, que denotare-
mos por A/~, es el conjunto definido como sigue a continuacién:

A~ = {[x] 1 x EA}.
Formalmente,

Al~= {Y € P(A) : existex € Atal queY = [x]}

La familia 4/~ estda conformada por todas las clases de A4 con res-
pecto a ~. Debe tenerse en cuenta que en el conjunto A/~ pueden
haber elementos repetidos [x] = [y] incluso si x # y, lo cual ocurre
cuando x ~ v (x,y € A). Asi, cada clase puede tener varios nombres
pero aparece una tunica vez en la coleccion A /~.

Ejemplo 16.2.5. Sea A el conjunto de todas las personas y sea ~ la
relacion en A definida por: & ~ y si y solo si x y ¥ cumplen afios el
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mismo dia. Observemos que ~ es una relacion de equivalencia en A.
Si la persona x cumple afios el 5 de julio, entonces la clase de equiva-
lencia de x es el conjunto de todas las personas que cumplen afios el 5
de julio. Como cada elemento de A/~ es asi mismo un conjunto, los
elementos del conjunto cociente son los siguientes: el conjunto for-
mado por todas las personas que cumplen afios el 1° de enero, otro
elemento es el conjunto conformado por las personas que cumplen
anos el 2 de enero, etcétera. Aunque hay miles de millones de per-
sonas en A, hay apenas 366 clases segtin la relacion ~ (es decir, ele-
mentos de 4/~) porque hay 366 fechas distintas en que las personas
cumplen afios.

16.3. Particiones

Como siempre, pensemos en un ejemplo coloquial a manera de mo-
tivacion para introducir el concepto de particién. Tomando 4 como
el conjunto de los seres humanos, pensemos en la siguiente relacion:
la persona X se relaciona con la persona Y siy solo si X y Y nacieron
en el mismo pais (no pensemos en términos de nacionalidad porque
una misma persona puede tener multiples nacionalidades, pero tam-
poco pensemos en la posibilidad de que alguien haya nacido exac-
tamente en la frontera de dos paises en cuyo caso tomemos el pais
de nacimiento como el lugar donde fue registrado su nacimiento).
De esta manera, Marco Coll (el jugador de fiithbol famoso por ser el
tnico jugador en anotar un gol olimpico en una Copa del Mundo de
futbol) y Rodolfo Llinds (neurocirujano reconocido por sus estudios
sobre el cerebro) estdn relacionados porque ambos nacieron en Co-
lombia. Bernard Bolzano (matematico conocido por su demostracién
de una de las formas equivalentes del Teorema del valor intermedio que
se estudia en Cdlculo Diferencial) y Kurt Godel (renombrado 16gico
reconocido por su famoso Teorema de incompletitud que enuncia que
axiomatizaciones razonables de la aritmética de los nimeros natura-
les —e.g., la aritmética de Peano— no alcanzan a demostrar propieda-
des aritméticas que son verdaderas en los niimeros naturales) estdn
relacionados porque ambos nacieron en ciudades que actualmente
pertenecen a Republica Checa (Praga y Brno, respectivamente, aun-
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que en su momento Praga era parte del Reino de Bohemia y Brno
era parte del Imperio Austrohtingaro, pero no nos compliquemos la
vida por ahora).

Nétese que cada clase de equivalencia corresponde a partir el con-
junto de seres humanos en grupos dependiendo del pais donde haya
nacido cada uno. Un mapamundi es una representacion de esta par-
ticion.

Supongamos que tenemos un conjunto cociente 4/~. Del Teo-
rema sabemos que cualesquiera dos clases de equivalencia
distintas de A4/~ son disyuntas y que la unioén de todas las clases de
equivalencia es el conjunto original 4. Teniendo en cuenta esto, po-
demos imaginar que 4/~ determina una ruptura del conjunto A en
subconjuntos disyuntos. La siguiente definicién generaliza este com-
portamiento que hemos analizado en los ejemplos anteriores.

Definicién 16.3.1. Sea A un conjunto no vacio. Una particion de A
es una familia 2 de subconjuntos no vacios de A tal que

i. SiB,C e PyB#C,entonces, BNC = @ (P es una familia de
conjuntos disyuntos dos a dos; es decir, cualquier par de conjuntos
de o distintos, son disyuntos)

ll UBGE’]‘B :A.

La siguiente es una representacién de una particién de un conjunto
no vacio A.

A

Podemos pensar al conjunto 4 como si fuera una bandeja de por-
celana. Si se “quiebra” dicho conjunto, cada una de las piezas en que
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se ha “roto” es disyunta de las demds. Pero si “pegamos” todas las
piezas en que se ha roto nuestra “bandeja”, obtenemos nuevamente
a nuestro conjunto A. Esta es una motivacién informal del porqué
llamamos de esta manera a las particiones.

Ejemplo 16.3.2.

1. Sea P el conjunto de todos los niimeros enteros pares e I el
conjunto de todos los enteros impares. Entonces, = {P, I}
es una particién de Z.

2. Lafamilia ® = {Z~, {0}, Z*} es otra particién de los nimeros
enteros Z.

3. P ={[n,n+1) : n € Z} es una particién de los nimeros
reales R.

R [ ) ) )

T

n—1 n n+1 n+2

La siguiente afirmacion es una consecuencia inmediata del Teore-

ma [16.2.1]

Corolario 16.3.3. Sea A un conjunto y ~ una relacion de equivalencia en
A. Entonces, A/~ es una particion de A.

El anterior colorario es llamado por algunos autores (por ejemplo,
[1]) Teorema fundamental de las relaciones de equivalencia.

Por otro lado, una particion % de un conjunto no vacio A4 nos
determina una relacién de equivalencia Rg en A, como veremos a
continuacion.

Proposicion 16.3.4. Sea A # @ un conjuntoy P una particion de A. La
relacion

Ry :={(a,b) € AX A : existe B€ P talque a € By b € B}

es una relacion de equivalencia en A.
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Demostracion. Sea A # @ un conjunto y % una particiéon de 4. Vea-
mos que Rg es una relacion de equivalencia en A.

Reflexividad en A: sea a € A cualquiera. Como % es una par-
ticion en A, entonces |Jgep B = A4, luego existe B € &P tal que a € B;
como a € By a € B (valga la redundancia de esta afirmacion), por la
definiciéon de Ry tenemos que, aRgpa.

Simetria: sean a,b € A arbitrarios tales que aRgb. Por defini-
cion de Ry existe B € P tal que a € By b € B, porlo tanto, b € B
y a € B (épor qué?) y asi por la definicion de Rg tenemos que bR g a.

Transitividad: sean a, b, ¢ € A cualesquiera tales que aRgb y
bRgpc. Luego, existen B, C € P tales que a,b € By b,c € C. En
particular, tenemos que b € By b € C porlo que BN C # @. Como
P es una particion de 4 y BN C # @, entonces B = C. Por lo tanto,
a,c € B=C, porlo que aRgc.

Puesto que Rg es reflexiva en A4, simétrica y transitiva, entonces Rg
es una relacion de equivalencia. o

Dada ~ una relacién de equivalencia en A4, por el Colorario[16.3.3]
tenemos que P := A/~ es una particién de 4. De lo anterior, tenemos
que R 4/~ es una relacién de equivalencia en 4. Una pregunta natural
es como estdn relacionadas ~ y R 4/.. No es de sorprender que, por
lo estudiando en esta leccién, ~ y R 4/. son exactamente la misma
relacion (ejercicio —demostrar esta afirmacion via doble contenencia

entre conjuntos, Definicién {14.4.5}-).

16.4. Ejercicios

Ejercicio 16.4.1. {Cudles de las siguientes familias de subconjuntos
de R son particiones de [0, +c0)?

1. o = {{a}}ue[0,+c0)-
2. B = {(n - 1, n]}nez+.
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G = {[71 - 1, n)}7L€Z+'
D = {[0, 2) }2¢[0,+00)-
E={[r—1,2)}re[0,+00)-

F = {[271: 2n+1)}n€Z-

S & A~

Ejercicio 16.4.2. Para cada una de las siguientes relaciones de equi-
valencia describa la correspondiente particién.

1. Sea P el conjunto de todas las personas y sea ~ la relacion de
equivalencia en P definida asi: dados a, b elementos de P, a ~ b
siy solo si a y b tienen la misma madre biolégica.

2. Sea ~ la relacién en R definida por x =~ y siy solo si |z| = |y]
para cualesquiera x, y € R.

Ejercicio 16.4.3. Para cada una de las siguientes relaciones de equi-
valencia presentar una descripciéon geométrica de las correspondien-
tes clases de equivalencia.

1. Sea = la relacién en R? definida por (a, b) = (¢, d) siy solo si
a® + b2 = ¢? + d?, para cualesquiera (a, b), (¢, d) € R2.

2. Sea = la relacién en R? definida por (a, b) < (¢, d) siy solo si
Va3 + 3 = Ve3 + &8, para cualesquiera (a, b), (¢, d) € R2.

Ejercicio 16.4.4. Para cada una de las siguientes particiones describa
la correspondiente relacién de equivalencia.

1. Sea o la particién del conjunto {a,e,,0,u} dada por d =

{{a, e, o}, {i, u}}.

2. Sea @ la particién de R — {0} dada por @ = {Q,, },cz donde
Op={xeR :1<|x/2" < 2}.

Ejercicio 16.4.5. Sean R y § dos relaciones de equivalencia en un
conjunto 4. Para cada una de las siguientes afirmaciones diga si es
verdadera o falsa. Si es verdadera, demuéstrela. Si es falsa, dé un con-
traejemplo.
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1. R NS es también una relacién de equivalencia en A.
2. R U S es también una relacion de equivalencia en A.

Ejercicio 16.4.6. Sean X = {a, ¢,1,0,u} y R una relacién de equi-
valencia en X. Suponga que R tiene tres clases de equivalencia y que
eRi y uRo. Liste todos los elementos de R. Haga un grifico de R.
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En la leccién anterior estudiamos un tipo especial de relaciones
llamadas de equivalencia, en los cuales identificibamos elementos que,
aunque podrian ser diferentes, eran vistos como si fueran el mismo.
En esta leccién, abordaremos otro tipo especial de relaciones que nos
permite organizar los elementos de un conjunto no vacio.

Estamos acostumbrados a organizar cosas de acuerdo con ciertos
criterios: ordenamos nimeros de menor a mayor, organizamos tareas
segun su prioridad, o clasificamos objetos segin tamario o preferen-
cia. Esta idea de “colocar en orden” es la que subyace bajo el concepto
que estudiamos en esta leccién.

Por ejemplo, una nocién bdsica que aprendemos desde la prima-
ria es el orden en los ndmeros naturales. Decimos que un nimero
natural n es menor o igual que otro niimero natural m si y solo si existe
un numero natural £ tal que n + &k = m.

171. Conjuntos ordenados

Un conjunto ordenado es un conjunto en el cual se ha definido una
relacion de orden que proporciona un sentido de secuencia o jerar-
quia entre sus elementos.

Definicién 17.1.1. Sea X cualquier conjunto. Una relacién & en
X se dice de orden en X cuando es reflexiva en X, antisimétrica y
transitiva. Usaremos el simbolo < en lugar de &R para denotar las
relaciones de orden. El par (X, <) serd llamado conjunto parcialmente
ordenado, o simplemente conjunto ordenado.

Observacion 17.1.2. Una referencia muy frecuente en inglés para
estas estructuras es poset (Partially Order SET), pero no la recomen-
damos por evitar anglicismos en la referencia de los nombres de de-
finiciones matematicas (simplemente la mencionamos para que los
estudiantes puedan encontrar este término en la literatura que hay
en inglés).

Definicién 17.1.8. Sea X cualquier conjunto. Una relacién (< en X
se dice un orden total siy solo si < es una relacién de orden en X, y
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si para cada a, b € X, al menos una de las siguientes afirmaciones se
tiene: @ < b o b < a. El par (X, <) serd llamado conjunto totalmente
ordenado.

Un conjunto ordenado es un par (X, <); sin embargo, cuando la
relacion < es sobreentendida del contexto o no es importante desig-
nar el simbolo para la relacién, simplemente diremos que X es un
conjunto ordenado. De manera similar para los conjuntos totalmen-
te ordenados. Nétese que de las definiciones anteriores observamos
que todo conjunto totalmente ordenado es en particular un conjunto
ordenado.

Ejemplo 17.1.4. Hay muchas relaciones que son reflexivas y tran-
sitivas que no son antisimétricas. En particular, cualquier relacién de
equivalencia en un conjunto que tiene elementos distintos relaciona-
dos no puede ser antisimétrica. Por ejemplo, la relacion de congruen-

cia médulo n para cualquier n € Z* con n # 1 (Ejemplo es
reflexiva en Z (Ejemplo y transitiva (Ejemplo [15.4.8)) pe-
ro no antisimétrica (en el Ejemplo se analizé el caso n = 2,
como ejercicio argumente qué ocurre para n > 2). Como ejercicio,
demuestre esta afirmacién para cualquier relacién de equivalencia en
un conjunto que tenga al menos un par de elementos diferentes que
estén relacionados.

Ejemplo 17.1.5. Cada uno de los conjuntos N, Z, Q y R con la re-
lacién de orden usual en esos sistemas numéricos es un conjunto to-
talmente ordenado.

Ejemplo 17.1.6. Sea X un conjunto. Entonces (2 (X), C) es un con-
junto ordenado: es reflexiva en X (Ejemplo [15.1.5)), antisimétrica

(Ejemplo(15.8.7) y transitiva (Ejemplo|15.4.4).

Ejemplo 17.1.7. La relacién de divisibilidad en Z* (Definicién
14.1.6), es reflexiva en Z* (Ejemplo [I5.1.8)), antisimétrica (Ejem-
plo y transitiva (Ejemplo [15.4.7). Por lo tanto, (Z*, |) es un
conjunto ordenado pero no es un conjunto totalmente ordenado por-
que por ejemplo, 2 [ 8y 3 | 2 ({por qué?).
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17.2. Diagramas de Hasse

Los diagramas de Hasse corresponden a una manera minimalista de
representar graficamente un conjunto ordenado. La idea es repre-
sentar mediante puntos y conexiones entre estos colocando la menor
cantidad de datos posible que nos dé toda la informacion relativa al
orden considerado.

Definicién 17.2.1. Sea (X, <) un conjunto ordenado y sean a, b €
X. El elemento b cubre al elemento a sia < by a # by no existe
ceXtalquea<c<bcona#cyc#b.

Ejemplo 17.2.2. Tomemos el conjunto ordenado (P(X), C) con

= {0, 1, 2}. Nétese que A4 := {0} < {0, 1} =: B ({por qué?).
Sl existiera C eP(X)talqued cC B AcCC dlrla que existiria
x € Ctal que x ¢ A, es decir x # 0 (puesto que A := {0}). Puesto
que en particular C € B := {0, 1}, x € C yx # 0, entonces x = 1;
por lo tanto, 1 € C. Como en particular {0} =: 4 € C, entonces
0 € C. De esta manera, B := {0, 1} € C (épor qué?). Como C C B
y B € C, por la definicién de igualdad entre conjuntos tenemos que
B = C (contradice el hecho de que C ¢ B). Por lo tanto, B cubre a A.

Ejemplo 17.2.3. Tomemos el conjunto ordenado (R, <,,.). Ve-
mos que a pesar de que x, y € R satisfagan & < y y x # y, y no cubre

a x puesto que si tomamos 2 : Igy vemos que r < 2z <y perox # z

VZFY.

Para graficar el diagrama de Hasse de un conjunto ordenado finito
(X, <) (X # @), procedemos de la siguiente manera:

1. Representamos a cada elemento de X por un punto de tal ma-
nera que, dados x,y € X, six < y, con x # y, entonces el
punto que representa a y lo ubicamos mds alto que el punto
que representa a x.
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2. Trazamos una linea que una los puntos que representan a dos
elementos en X en caso de que uno de esos puntos cubra al
otro.

Y

N\

[ ]
X

{Por qué esto es suficiente? Si quisiéramos trazar una linea entre
dos elementos &,y € X en el caso de que x < v, debido a la refle-
xividad de < siempre deberiamos dibujar una linea entre cualquier
punto y él mismo, lo cual saturaria el grafico. Como a priori estamos
suponiendo que <X es reflexiva en X, estos bucles son redundantes.

<o

Adicionalmente, si trazaramos siempre una linea cada vez que x <
y, en caso de que también tuviéramos y < z tendriamos la siguiente
situacion:

ye
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Suponiendo que todos estos elementos sean diferentes, observa-
mos que z no cubre a x puesto que tendriamos a y en el medio. En el
caso de que z cubraay y que y cubra a x, basta dibujar una linea entre
xyyyotraentreyy z. La linea entre x y = no seria necesaria, puesto
que a priori estamos suponiendo que < es transitiva, de manera que
podemos ir desde el punto x al punto 2 pasando a través de y. Asi, la
linea entre x y z seria redundante.

Ejemplo 17.2.4. Considere 4 = {n € Z* : n es divisor de 12} con
la relacion de orden | (divisibilidad, Ejemplo(14.1.6)). El diagrama de

Hasse de este conjunto ordenado es el siguiente:

12
[J

Vemos por ejemplo que como 1 divide a cualquier entero, en par-
ticular a cualquier elemento en A4, luego el punto que lo representa
esta bien abajo en nuestro diagrama de Hasse. Un nivel mads arriba
tenemos los puntos que representan a 2 y a 3, que son nimeros pri-
mos, donde trazamos una linea entre 1 y estos dos elementos, puesto
que 2y 8 cubren a 1 en este conjunto. Observe también que 2|3 ni
3 /2. Un nivel mds arriba tenemos a 4 y a 6, donde 4 cubre a 2y 6
cubre tanto a 2 como a 3. Por ultimo, ubicamos a 12 bien arriba de
nuestro diagrama, donde 12 cubre tanto a 4 como a 6. Notemos que
pese a que 2 divide a 12, no trazamos una linea entre 2 y 12 puesto
que hay un elemento diferente en el medio segin este orden (4) por
lo que 12 no cubre a 2, pero dado que hay al menos una forma de
ir de 2 a 12 (pasando a través de 4), apelando a la transitividad de
la divisibilidad podemos inferir que 2 se relaciona con 12 segtin esta
grafica. Fijémonos ademads en que no trazamos por ejemplo una linea
entre 2 'y 8 puesto que 23 y 3|2 ({por qué? Argumente usando el
Algoritmo de la division - Hecho [14.8.1).
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Ejemplo 17.2.5. Considere el conjunto X := {0, 1, 2} y el conjunto
ordenado (A4, €) donde 4 := P?(X) \ {X, @}.

{Q,Q}

{.,1} {1,2
°/\/‘\o
{0y )y 2)

{1}

Notemos por ejemplo que colocamos una linea entre {1} y {0, 1}
puesto que {1} € {0, 1} y ademas {0, 1} cubre a {1} (podemos dar
un argumento similar al hecho en el Ejemplo [17.2.2). Las demads
lineas las pueden ser justificadas de manera andloga (ejercicio para el
lector).

17.3. Ejercicios

Ejercicio 17.3.1. Dado un conjunto 4 # @, decimos que < es una
relacion estricta de orden si'y solo si se satisfacen las siguientes condi-
ciones:

1. < es irreflexiva en A; es decir, para todo a € A tenemos que
a % a.

9. < es transitiva.

En este caso, decimos que (A, <) es un conjunto ordenado estrictamente.
Dada < una relacion en A y definiendo <:=< \A4, demuestre que
(A4, <) es un conjunto ordenado si y solo si (A4, <) es un conjunto
ordenado estrictamente.
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Ejercicio 17.3.2. Demuestre o refute: si (4, <) es un conjunto or-
denado, entonces (A, >) también es un conjunto ordenado, donde
>={(x,y) e AXA:y < x}.

Ejercicio 17.3.38. Dado 4 := {1, 2, 3, 4, 5, 6}, defina una relacién
de orden en A4. Represente el conjunto ordenado obtenido mediante
un diagrama de Hasse.

Ejercicio 17.3.4. Considere el conjunto 4 := {n € N : 0 <n < 20}.
Realice el diagrama de Hasse del conjunto ordenado (A, |).

Ejercicio 17.3.5. Considere el conjunto A := {1, 2, 3, 4}. Realice el
diagrama de Hasse del conjunto ordenado (% (A4), ).

Ejercicio 17.3.6. Dados (A4, <4) y (B, <g) conjuntos ordenados, de-
finimos las siguientes relaciones en A4 X B:

L. (a,b) <proq (@', 0") siysolosia<ya"yb<pb'.
2. (a,b) <y (d', ) siy solo si se da uno de los siguientes casos:

i) asydya#ado

i) a=d'yb<plb.

Demuestre que <;,,4 ¥ </ep son relaciones de orden en A4 X B, los
cuales son denominados orden producto y orden lexicogrdifico respecti-
vamente.
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Los elementos extremales de un conjunto ordenado son cruciales
porque nos permiten identificar puntos claves en la estructura de los
conjuntos y nos brindan informacion sobre el comportamiento y la
organizacion de sus elementos.

181. Maximos y minimos

Cuando trabajamos con conjuntos, dotados de una relacién de orden,
podemos identificar ciertos elementos que ocupan posiciones extre-
mas dentro de ese conjunto. Algunos de estos elementos son aquellos
que estan por debajo de todos o estdn por encima de todos los otros
elementos bajo la relacion de orden dada.

Definicién 18.1.1. Sean (A, <) un conjunto ordenadoy a € 4. Un
elemento a € A se dice un mdximo o un mayor elemento de 4 cuando
x < a paratodox € A.

N

Un elemento a € A se dice un minimo o un menor elemento de A
cuando a < x para todo x € A.

W
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Observacion 18.1.2. En un conjunto ordenado (A4, <), un elemento
a € A no es mdximo de A si existe un elemento x € A4 tal que xxa. En
un conjunto ordenado (A4, <), un elemento a € A no es minimo de A
si existe un elemento x € A tal que axx.

Recordemos que axx no quiere decir en general que x < a (lo cual
solo ocurre en un orden total), pues por ejemplo en el conjunto or-
denado (2P (X), €) con X := {0, 1, 2} tenemos que {0, 1} ¢ {0, 2}
pero {0, 2} € {0, 1} (épor qué?).

Ejemplo 18.1.3. El conjunto ordenado (Z, <) no tiene mdximo ni
minimo. Tomemos por ejemplo cualquier entero m, vemos que al
considerar x := m + 1 tenemos que x := m + 1 £ m, por lo tanto, m
no puede ser maximo de Z de acuerdo el orden usual <. Tampoco
m es minimo de Z puesto que al tomar x := m — 1 notamos que
m&m-—1= .

Ejemplo 18.1.4. Tomemos el conjunto ordenado (A4, C) con A :=
P(X)\ {2, X} X = {0, 1, 2}, Ejemplo [17.2.5). Observemos que
{0} no es minimo de este conjunto ordenado puesto que {0} ¢ {1}
(épor qué?). Como ejercicio, demuestre que ningun otro elemento de
este conjunto ordenado es minimo. Por otro lado, vemos que {0, 2}
no es maximo de este conjunto ordenado puesto que {1} ¢ {0, 2}
(épor qué?). Como ejercicio, demuestre que ningin otro elemento de
este conjunto ordenado es madximo.

Ejemplo 18.1.5. Considere el conjunto ordenado (% (X), C) en el
que X es un conjunto arbitrario pero fijo. Observemos que dado cual-
quier conjunto A € P(X), por definicién de conjunto potencia (De-
finicion [10.4.1)), tenemos que 4 € X y, como X € P(X), entonces
tenemos que X es maximo de este conjunto ordenado. Por otro lado,
como para todo conjunto A4 se tiene que @ C A (Proposicién
parte 1), en particular si tomamos A € P(X) arbitrario, entonces @
es minimo de (P (X), C) porque @ € P(X).

El siguiente teorema nos dice que si existe un elemento maximo
en un conjunto, este es tnico. Andlogamente, si existe un elemento
minimo en un conjunto, este es unico. Este resultado nos permite
precisar nuestro lenguaje en el momento de referirnos a estos ele-
mentos extremos de 4 pues no diremos apenas que a es un elemento
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mdximo de A sino que diremos mas precisamente que a es EL mad-
ximo o EL mayor de 4. De manera similar, no diremos apenas que
b es un elemento minimo de A4 sino que diremos mas precisamente
que b es EL minimo o EL menor de A.

Teorema 18.1.6. Sea (A, <) un conjunto ordenado. Si a € A es un
elemento mdximo de A entonces a es vnico. Analogamente, si b € A es un
elemento minimo de A entonces b es iinico.

Demostracion. Sean a, @ € A elementos maximos de 4. Por definicion
de elemento maximo, x < a para todo x € A, en particular, @ < a.
Del mismo modo, x < « para todo x € A, en particular, ¢ < «. Por
antisimetria se tiene que @ = a. Un argumento similar funciona para
probar la segunda parte del teorema. Esto es dejado como ejercicio
para el lector.

o

Notacién 18.1.7. Dado (A4, <) un conjunto ordenado, como en el
Teorema [18.1.6/ hemos demostrado que de tener 4 maximo este es
tnico, en caso de que tal mdaximo exista lo denotamos por max A. Por
otro lado, como en el Teorema también hemos demostrado
que de tener A minimo este es Unico, en caso de que tal minimo exista
lo denotamos por min A.

18.2. Maximales y minimales

Otros elementos extremales de un conjunto ordenado son aquellos
para los cuales no hay nadie por encima de ellos o nadie por debajo
de ellos.

Definicién 18.2.1. Sean (A, <) un conjunto ordenado y a € A. El
elemento a se dice un maximal de A cuando no existe x € A tal que
a < xya # x. En otras palabras, a es maximal si no hay nadie por
encima de €l segin el orden < (en la representacién de un diagrama
de Hasse, como el mostrado a continuacion, a es maximal si en la zona
tachada con rojo no hay ningtin elemento del conjunto ordenado).
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El elemento a se dice un minimal de A cuando no existe x € A tal que
x < aya # x. En otras palabras, a es minimal si no hay nadie por
debajo de €l segiin el orden < (en la representacion de un diagrama
de Hasse dado como se sigue, a es mimimal si en la zona tachado con
rojo no hay ningin elemento del conjunto ordenado).

a
..‘

Observacion 18.2.2. En un conjunto ordenado (A4, <), un elemento
maximal ¢ € A no necesariamente es maximo de 4. Consideremos
el Ejemplo Veamos que {0, 1} es un elemento maximal en
(A4, ©), donde 4 := P(X) \ {2, X} con X := {0, 1, 2}. Si existiera
B € A tal que {0, 1} ¢ B, esto dirfa que existe x € B tal que x ¢
{0, 1}, y puesto que B € 2(X)\ {2, X} en particular B € P(X) (con
X :={0, 1, 2}), por lo tanto, x = 2. Puesto que {0, 1} C B, entonces
tenemos que X := {0, 1,2} C B, luego B = X ({por qué?). Esto es
una contradiccén puesto que B € P(X) \ {2, X}. Porlo tanto, {0, 1}
es maximal en (A4, ). En el Ejemplo observamos que {0, 1}
no es maximo de (A, C). Nétese que en el diagrama de Hasse de este
conjunto ordenado, por encima de {0, 1} no hay ningin elemento

de A.
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0,2

(0} '
(1

/
N

NN
|

2}

Andlogamente, en general también tenemos que un elemento mi-
nimal @ € A no necesariamente es minimo de 4. Por ejemplo, tene-
mos que {1} es un elemento minimal en (A4, C), con A := P(X) \
{@, X} (X :={0, 1, 2}). Demostrar este hecho lo dejamos como ejer-
cicio para el lector, donde tenemos que {1} no es minimo de (A, C)
(ver Ejemplo[18.1.4). Notemos que en el diagrama de Hasse de este
conjunto ordenado, por debajo de {1} no hay ningun elemento de A.

Por otro lado, observemos que el elemento {0, 2} también es un
elemento maximal en (A, <) (ejercicio para el lector, de todas mane-
ras notemos que en el diagrama de Hasse de este conjunto ordenado,
no hay nadie por encima de {0, 2}). Esto demuestra que en general
no tenemos unicidad de maximales. Adicionalmente, vemos que {0}
también es minimal en (A4, <) (ejercicio para el lector), por lo que
esto también demuestra que en general tampoco tenemos unicidad de
minimales.

Ejemplo 18.2.3. El conjunto ordenado (Z, <) no tiene elementos
ni maximales ni minimales. En efecto, sea m € Z, como al tomar
x :=m+ 1 tenemos que m < m+1ym # m+ 1 entonces m no
es maximal en (Z, <) puesto que hay alguien mds en ese conjunto
ordenado por encima de él. De manera dual, podemos ver que m
tampoco es minimal en (Z, <) (ejercicio para el lector).
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18.2.1. Cotas superiores e inferiores de un
conjunto

Definicién 18.2.4. Sean (A4, <) un conjunto ordenado, X C A un
subconjunto no vacio de Ay a € A.

1. El elemento a se dice una cota superior de X cuando x < a para
todo x € X. En caso de que X tenga una cota superior, decimos
que X es acotado superiormente.

2. El elemento a se dice una cota inferior de X cuando a < x para
todo x € X. En caso de que X tenga una cota inferior, decimos
que X es acotado inferiormente.

Dados un conjunto ordenado (A4, <) y X € A, denotamos por T X
al conjunto de cotas superiores de X y por | X al conjunto de cotas
inferiores de X. Esta notacién es la usual tomada en Teoria de reticulos.

Ejemplo 18.2.5. Tomemos el orden parcial (R, <) (el orden usual
en R, verapéndice) y X :=[2,5) :={x e R: 2 < x < 5} (el intervalo
real definido de manera usual). Notamos que 5 € R es cota superior
de X: en efecto, por definiciéon del intervalo [2, 5) dado cualquier
y € [2, 5) entonces y < 5, en particular y < 5, por lo tanto, 5 es cota
superior de X.

Ejemplo 18.2.6. Tomemos el orden parcial (R, <) (el orden usual
en R, verapéndice) y X :=[2,5) :={x e R: 2 < x < 5} (el intervalo
real definido de manera usual). Vemos que 2 € R es cota inferior
de X: en efecto, por definicién del intervalo [2, 5) dado cualquier
y € [2, ) tenemos que 2 <y, por lo tanto, 2 es cota inferior de X.

Ejemplo 18.2.7. Tomemos el orden parcial (R, <) (el orden usual
en R, ver apéndice) y X := [4,+0) := {x € R : 4 < x} (el in-
tervalo real definido de manera usual). Veamos que X no es acotado
superiormente. En efecto, si razonando por reduccién al absurdo su-
ponemos que X tiene una cota superior ¢ € R, entonces para todo
y € X := [4, +o0) tendriamos que y < z. Por definicién del intervalo
[4, +00) tenemos que 4 < y y como y < gz, entonces tenemos que
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4 < z. Tomando w := z + 1, notemos que 4 < 2 < w, por lo tanto,
4 < wycomo en particular 4 < w entoncesw € X := [4, +00). Como
2 < w, por la tricotomia del orden usual de los nimeros reales (ver
Apéndice) tendriamos que w £ z. Como w € X, esto contradiria que
z es cota superior de X. Porlo tanto, X no es acotado superiormente.

18.3. Supremos e Infimos

Definicién 18.3.1. Sean (A, <) un conjunto ordenadoy X € 4. Un
elemento ¢ € X se dice supremo de X cuando a es la menor de las
cotas superiores de X (si tal existe), es decir, a es una cota superior de
X y a < z para cualquier otra cota superior £ de X. En otras palabras,
a es supremo de X simin T X existey ¢ = min T X.

Un elemento a € X se dice infimo de X cuando a es la mayor de las
cotas inferiores de X (si tal existe), es decir, a es una cota inferior de
X y z < a para cualquier otra cota inferior z de X. En otras palabras,
a es infimo de X si max | X existe y « = max | X.

Ejemplo 18.3.2. Tomemos el conjunto ordenado (R, <) y X :=
[2,5) :={x € R: 2 < & < 5} (el intervalo real definido de ma-
nera usual). Vimos en el Ejemplo que 5 es cota superior de
X. Veamos que 5 es supremo de X, es decir, es la menor de las co-
tas superiores de X. En efecto, supongamos que ¢ € R es cota su-
perior de X, luego por definicién de cota superior de X para todo
y € X :=[2,5) tenemos que y < z. Por reduccion al absurdo, su-
pongamos que 5 £ z, luego como (R, <) es un orden total entonces
z < b pero como 5 £ z en particular 5 # 2z por lo que podemos decir
que z < 5. Como 2 € X := [2, 5) y 2 es cota superior de X, en par-
ticular tenemos que 2 < z. Como 2 < 5, por la densidad de < (ver
apéndice), existe w € Q (en particularw € R) tal que 2 < z < w < 5,
luego w € X := [2, 5). Esto quiere decir que existe w € X := [2, ))
tal que 2 < w, pero por la tricotomia del orden usual de R (ver Apén-
dice) tenemos que w £ 2, luego esto contradice que 2 es cota superior
de X. De esta manera, podemos decir que 5 < z y, por tanto, 5 es la
menor de las cotas superiores de X (es decir, 5 es supremo de X).

Ejemplo 18.3.3. Tomemos el conjunto ordenado (R, <) y X :=
[2,5) = {x € R : 2 < x < 5}. Vimos en el Ejemplo [18.2.6[ que
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2 es cota inferior de X. Veamos que 2 es infimo de X, es decir, es
la mayor de las cotas inferiores de X. En efecto, supongamos que
z € R es cota inferior de X, luego por definicién de cota inferior de
X paratodoy € X := [2, 5) tenemos que z < y. Como en particular
2 e X :=1[2,5), entonces z < 2. De esta manera, podemos decir que
2 es la mayor de las cotas inferiores de X (es decir, 2 es infimo de X).

Ejemplo 18.3.4. Consideremos de nuevo (R, <) y X := [4, +o0) :=
{x € R : 4 < x}. Como ejercicio para el lector, dejamos la demostra-
cion de que 4 es infimo de X. Como X no es acotado superiormente

(Ejemplo[18.2.7), entonces X no tiene supremo.

Ejemplo 18.3.5. Consideremos el conjunto ordenado (R, <)y X :=
(=00, m) := {x € R : 2 < n}. Como ejercicio para el lector, dejamos
verificar que X no tiene cotas inferiores, por tanto, tampoco tiene
infimo.

Observacion 18.3.6. Sean (A, <) un conjunto ordenado y X C A.
Si X tiene supremo, este es tnico. Igual sucede en caso que A tenga
infimo. Esto se sigue del Teorema dado que si X tiene su-
premo, tal supremo es exactamente min T X, que denotaremos por
sup X. En el caso de que X tenga infimo tenemos que corresponde a
max | X, que denotaremos por inf X.

18.4. Buenos ordenes

Consideremos al conjunto de los nimeros naturales N junto a su or-
den usual <. Dentro de las propiedades que tiene este orden tenemos
las siguientes:

1. N tiene minimo (dependiendo de la discusién si 0 es natural o
no, dicho minimo seria 0 o 1, recordemos que para nosotros
en este texto 0 es natural).

2. N no tiene mdaximo.

3. Nesun orden total, donde ademas es un orden discreto (es decir,
dadon € N, no existe k e Ntal que n < k < n+1).
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4. Todo X € N, con X # @, tiene minimo.

Centrémonos en esta ultima propiedad. Aunque por la intuicién
que tenemos de los nimeros naturales pueda parecernos “obvia” esta
propiedad, tenemos que demostrarla. Veamos una demostracién de
este hecho.

Proposicion 18.4.1. En el conjunto ordenado (N, <), todo X C N, con
X # @, tiene minimo.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que existe X C
N, X # @, que no tiene minimo. Consideremos la propiedad P (x):
“r € N\ X”. Supongamos que para cierto £ € N se tiene que todo
natural n < k satisface P(n); es decir, n ¢ X (hipdtesis de induccion). Si
k € X, por la hipétesis de induccion ningin elemento menor a £ esta
en X, luego % seria el minimo de X (contradice el hecho de que X no
tiene minimo), por lo tanto, k£ ¢ X (k satisface la propiedad P (k)).
Por el Principio de induccion matemdtica forma III (Proposicion [9.3.1]
tenemos que todo natural n satisface la propiedad P, es decir N\ X =
N, por lo tanto, X = @ (contradice el hecho de que X se tomé no
vacio).

Por lo tanto, todo subconjunto no vacio de N tiene minimo (con res-
pecto al orden usual de N). o

Veamos una prueba alternativa de esta Proposicién|18.4.1|usando

el Principio de induccion matemdtica forma I, Proposicién

Demostracion alternativa. Sea X C N cualquiera no vacio. Considere-
mos el conjunto de las cotas inferiores de X:

lX={neN:n<xparatodox € X}.

1. 0 €| X porque 0 < x para todo x € N, en particular, 0 < x
para todo x € X.

2. Como X # @existey € X. Luego,y+1 ¢ | X, porquey+1 £ y.
Por lo tanto, | X # N.
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Como 0 € | Xy | X # N, por aplicacién de la afirmacién con-
trarreciproca del Principio de induccion matemdtica forma I, Proposi-

cion|9.1.1} existek € | X talque b+ 1 ¢ | X.

Veamos que £ = min X. Como k € | X, entonces k£ < x para todo
x € X. Solo falta ver que £ € X. Sik ¢ X, se tendria que £ < x
para todo x € X. Luego, k + 1 < x para todo x € X (épor qué?). Esto
implicaria que £+ 1 € | X, lo cual es absurdo. Asi k£ € X. Por lo tanto,
k =min X. o

Esta propiedad que acabamos de demostrar para el orden usual de
N la denominamos Principio de buen orden de N. Cualquier conjunto
ordenado que cumpla esta propiedad lo denominamos buen orden.
Mis precisamente:

Definicion 18.4.2. Sea (A4, <) un conjunto ordenado. Decimos que
(A4, <) es un buen orden si y solo si todo X C A4, con X # @ tiene
minimo.

Es un hecho bien conocido que todo buen orden es un orden total
(ejercicio para el lector).

18.5. Ejercicios

Ejercicio 18.5.1. Dado 4 := {1, 2, 3,4, 5, 6}, en cada literal de-
fina una relacién de orden en 4 que cumpla las condiciones dadas.
Ademis, represente el orden con un diagrama de Hasse.

[y

. Que sea orden total con minimo 3.

NO

. Que sea orden parcial sin minimo y con mdximo 5.

U]

. Que tenga tres maximales.

=

. Que tenga minimo 6 y maximo 1.
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Que sea un buen orden.

Que sea orden total con mdximo 4 y minimo 3.

Ejercicio 18.5.2. Dado 4 := {x e N : 1 < x < 10}, considere el
conjunto ordenado (X, <) donde a < b siy solo si a es divisor de b y

el subconjunto B = {4, 6, 10}.

SURCE

. Haga una representacién de este orden por medio de un dia-

grama de Hasse.
Determine el conjunto de elementos maximales de X.
Determine T B (el conjunto de cotas superiores de B).

Determine | B (el conjunto de cotas inferiores de B).

. Si existen, encuentre inf B, sup B, max B y min B. Justifique su

respuesta.

Determine si A tiene maximo, justificando su respuesta. De-
termine si A4 tiene minimo, justificando su respuesta. En caso
de que existan, determine qué elemento seria el mdximo de A
y cudl elemento seria el minimo de 4.

Ejercicio 18.5.3. En el conjunto N de los nimeros naturales defina,
si es posible, un orden que satisfaga la condicién dada en cada caso.

1.
2.

3.

Tener infinitos minimales.
Tener un tnico minimal y no tener minimo.

Tener minimo y maximo.

Ejercicio 18.5.4. En cada uno de los siguientes numerales, damos
un conjunto ordenado y varios subconjuntos que llamamos B. En
cada caso determinar (si es posible) el T B, | B, inf B, sup B, max B
y min B, justificando su respuesta.

1.

En (R, <),
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i) B:=]1,3]. ii) B:=(-3,1]U(2,4]
iii) B:=QnN(-2,3]. iv) B:=[-2, x).
v) B:=7Z. vi) B :=N.
vil) B := 2.
En (D3, |),

) B={2,8). i) B=1{25,610}. ii) B=o.

En (P(A), ) donde A ={a, b,c,d, e},
i) B={{a},{e}}.
ii) B={{b},{b,c},{a,b,c}}.
iii) B ={{a,c}, {b,c}, {b,e}}.

Ejercicio 18.5.5. Demuestre o refute, justificando su respuesta.

10.

. Si (A, <) es un conjunto ordenado, T @ = A4 =| @.

En cualquier conjunto ordenado (A4, <), sup @ e inf @ siempre
existen.

Si (A4, <) tiene mds de un maximal, entonces (A4, <) no es or-
den total.

Si (X, <) es un conjunto ordenado tal que @ tiene supremo,
entonces X tiene minimo.

Todo buen orden es un orden total.

(D100, |) es un buen orden (D es el conjunto de los divisores
de 100 con el orden de la divisibilidad).

Cualquiera sea el conjunto X y cualquiera que sea @ # 9B C
P(X), en el conjunto ordenado (P(X), C), B es acotado su-

periormente y es acotado inferiormente.
Si (X, <) es orden total, entonces (X, <) tiene minimo.

Si (X, <) tiene mds de un minimal, entonces (X, <) no tiene
minimo.

Si (X, <) tiene mdximo, €l es el inico maximal.
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En R con el orden usual, para todo par de subconjuntos no
vacios S y T de R se cumple que: si S es acotado superiomente
y T C S, entonces T' también es acotado superiormente y el
conjunto de cotas superiores de T' contiene al conjunto de cotas
superiores de S.

En R con el orden usual, para todo par de subconjuntos no
vacios S y T de R se cumple que: si S es acotado superiomente
yT C S, entonces supT' < supS.

Ejercicio 18.5.6. Sean (X, <) un conjunto ordenadoy @ # 4 C X.
Demuestre que si x es supremo de 4 y x € A, entonces x es maximo
de A. Adicionalmente, demuestre que si x es infimo de 4 yx € A,
entonces x es minimo de A.

Ejercicio 18.5.7. Demuestre que tomando X := @y <:= @, el con-
junto ordenado (X, <) es un buen orden.

Ejercicio 18.5.8. Definimos en R? las siguientes relaciones (donde
< corresponde al orden usual en R):

s (a,b) < (¢, d) siysolo si se dauno de los dos siguientes casos:

i) a<co

i) a=cyb <d,
denominado orden lexicogrifico.

(a,b) <y (¢,d)siysolosia < c¢yb < d, denominado orden
producto.

. Demuestre que <; y <, son realmente relaciones de orden en

RZ.

. Determine {(z, y) : (1, 1) < (x,y)} y represente este conjun-

to en el plano cartesiano.

. Determine {(x, y): (1, 1) < (x, y)} y represente este conjun-

to en el plano cartesiano.

Ejercicio 18.5.9. Pruebe que el Principio del buen orden de N es equi-
valente al Principio de induccion matemdtica forma I.
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19.1. Concepto de funcion

Podriamos decir que uno de los conceptos centrales en matemati-
cas es el de funcion, puesto que muy buena parte de los desarrollos de
lo conocido como matematicas modernas (e.g., topologia, andlisis, al-
gebra abstracta, geometria no euclidiana, teoria de niimeros, sistemas
dindmicos, ecuaciones diferenciales, teoria de modelos, etc.) estudia
y también utiliza como herramienta a las funciones.

Pensemos en el siguiente ejemplo coloquial: considerando A el
conjunto de todos los seres humanos, tomemos la relacion F defini-
daporF := {(X,Y) € A x A :Y es padre biolégico de X}. Note-
mos que todo ser humano X (quitando de A a seres mitolégicos y de
relatos religiosos) estd relacionado con un tnico ser humano Y por
intermedio de esta relacién (es decir, que todo ser humano X tiene
un unico padre biolégico Y).

Las funciones son relaciones que tienen una particularidad muy
especial y es que a cada elemento del conjunto de salida le corres-
ponde, o se le asigna, un tnico elemento del conjunto de llegada.
Asi, podemos imaginar a las funciones como un cierto tipo de md-
quinas abstractas a las que les introducimos un elemento, digamos x,
del conjunto de sdlida y esa maquina abstracta nos arroja un unico
elemento, digamos vy, del conjunto de llegada, correspondiente a x.
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Esto serd simbolizado simplemente por:
T .

Una funcién no se describe necesariamente mediante una férmula,
ni necesita tratar solo con nimeros. Una funcién puede relacionar
elementos de conjuntos que no son nimeros, por ejemplo, considere
la funcién que asigna a cada persona, representada por x, su fecha
de nacimiento (en el calendario gregoriano). En este caso tendriamos
que:

x +— fecha de nacimiento de x.

Particularmente,

Bernhard Riemann — 17 de septiembre de 1826
Georg Cantor — 3 de marzo de 1845
David Hilbert — 23 de enero de 1862

Albert Einstein — 14 de marzo de 1879
Alan Turing + 23 de junio de 1912

etcétera.

En lo que sigue daremos una definicién rigurosa de funcién en
términos de conjuntos.

Definicion 19.1.1. Sean A4 y B conjuntos. Una funcién f de A en
B, en simbolos /' : 4 — B, es una relacion de 4 en B, es decir,
f € A X B, que satisface:

i. dom(f) = A. Esto significa que para todo x € A existe y € B tal
que (z,y) € f.

ii. Dadosx € Ayy,y € B,si(x,y), (x,y') € f, entoncesy = y’.
El conjunto de salida A es llamado dominio de la funcion f, denotado

por dom(f), y el conjunto de llegada B es llamado codominio de la
Juncion [, el cual serd denotado por codom(f).
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Observacion 19.1.2. Nétese que como cualquier funcién f : 4 —

B es unarelacién podemos hablar de los conjuntos dom (f) yrango(f),
dominio y rango de la relacién f, respectivamente. En efecto, en este

caso en que f es funcion,

dom(f) = A, rango(f) C B

[ S dom(f) xrango(f).

Para referirnos a una funcién adecuadamente, es necesario decir:
“sean A y B conjuntos 'y f/ : A —> B una funcién”. Muchas veces
con el fin de ser mds conciso simplemente se dira: “sea f : 4 — B
una funcién”. De esto se sobreentenderd que A y B son conjuntos. No
serd suficiente escribir: “sea / una funcién”, sin especificar el dominio
y el codominio, a menos que sean conocidos del contexto, como en
los cursos elementales de cdlculo en los que se estudian funciones de
valor y variable real.

Sea f : A — B una funcién. Dado x € A4, como [ es una relacion,
la clase de x respecto a f es [x]; ={b € B : x f b}. Este conjunto no
es vacio por la condicién (i) de la Definicion[19.1.1]y tiene un tinico
elemento por la condicién (ii) de la Definicién [19.1.1L Supongamos
que y es el unico elemento de B para el cual x f y. Denotaremos a
este tinico elemento de [z]; por f(x). Es decir, y = f(x). Esto se
leerd diciendo que “y es la imagen de x bajo la funcién /7 o “y es el
unico elemento de B que toma f en x” o “x es una preimagen de y bajo
/7. Todo esto sera simbolizado por

f:A— B
x+—y=f(x) paratodo x € A.

Observacion 19.1.3. Aunque es habitual encontrar frases en cursos
elementales como: “sea f(x) una funcién”, esta frase solo serd correc-
ta cuando los elementos de B son funciones. Si f : A — B es una
funcién, su nombre es “f”, no “f(x)”. El término “f (x)” correspon-
de al dnico elemento del codominio B que toma la funcién f en el
elemento x de A; es decir, f(x) es un elemento de B y no el nombre
de la funcion.



256 e Funciones

19.2. Ejemplos de funciones

Hay algunas funciones particulares que son encontradas a través de
todas las matematicas.

Ejemplo 19.2.1. Sea A un conjunto no vacio. Recordemos el Ejem-

plo|14.2.2/en el que vimos la relacion Ay = {(x,y) e A XA : x =
v} € A X A. Veamos que Ay es una funcién:

1. Como Ay es una relacion en A, sabemos que dom(A4) C A.
Veamos que A C dom(A ) para concluir que dom(A4) = A. Sea
x € A cualquiera. Por definicién de A4 tenemos que (x, x) €
Ay. Asi, x € dom(Ay). Esto prueba que A C dom(Ay).

2. Sean x,y,y" € A cualesquiera. Supongamos que (x,y) € Ayy
(x,y") € Ay. Por definicion de Ay se tiene quex = yyx = y'.
Luegox =y =y".

Concluimos de 1, 2 y la Definicion [19.1.1| que A4 es funcién. Usa-

remos la notacién id, para referirnos a A 4 como funcién.

Definicion 19.2.2 (Funcién identidad). Sea 4 un conjunto no vacio.
La funcién

idg:A— A

x+—> idy(x) :=x, paratodo x € A,

es denominada funcion identidad en A. Vea el Ejemplo [19.2.1} Otras

notaciones muy usadas para la funcién identidad en 4 son I; 0 14.

Ejemplo 19.2.3. Sean 4 = {1,2,38,4,5}, B = {a,b,c} y S
{1,8,5} < A. Consideremos las relaciones f < A4 X B
g € S x B dadas por f = {(1,b), (2,b),(3,b),(4,b), (5,b)} y g
{(1,6),(3,b), (5,b)} ={(x,b) : x € S}. Vemos que tanto / como g
son funciones y que g C f ({por qué?). Mds precisamente, la funcién
/ coincide con la funcién g en cada uno de los elementos de S. Esto
es, f(x) = g(x) = b para todo x € S. Diremos que g es la restriccion
de la funcién f al conjunto S, o que f es una extension de la funcién
g al conjunto A.

Il <
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Definicion 19.2.4 (Restriccion y extension de funciones). Sean A,
B conjuntos no vacios y S € A4 un subconjunto.

1. Sea f : A — B una funcién. Consideremos ahora la siguiente
funcién

g:5—8B
x +— g(x) := f(x), paratodo x € S.

g es denominada la funcion restriccion de f al conjunto S. La
funcién g es denotada por f|g y se lee “f restringida a S".

2. Sea g : S — B una funcién. Cualquier funcion G : 4 — B
tal que G (x) = g(x) para todo x € S es denominada una funcion
extension de g al conjunto A. En este caso, g es la restriccion de
G al conjunto S, G|s.

Ejemplo 19.2.5 (Funcién inclusién). Sea 4 conjunto no vacioy S C
A. Consideremos la siguiente funcién

j:S— A4

x+— j(x) :=x, paratodo x € S.

Como consecuencia de la anterior Definicion [19.2.4] j es la restric-
cion de la funcion id4 al conjunto S, (id4)|s. La funcién j es deno-
minada funcion inclusion de S en A.

Ejemplo 19.2.6. Sean 4, B, Sy f como en el Ejemplo[19.2.3] La re-
lacién f € AXB es una funcién. En efecto, dom(f) = {1, 2, 3,4, 5} =
Avy,dadosx € Ayy,z € B cualesquiera, si (z, y), (x, 2) € / entonces
y =b = z. Es decir, f es funcién porque satisface las condiciones (i)

y (ii) de la Definicion [19.1.1] ese que

f:4— B
x+ [(x):=b, paratodo x € A.

Como a cada uno de los elementos de A le corresponde por f la mis-
ma imagen que es el elemento b € B, esta funcién es llamada fun-
cion constante. Obsérvese también que con respecto a la funcién g del
Ejemplo / es una extension de g al conjunto A4, es decir f|g

coincide con g.
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Definicién 19.2.7 (Funcién constante). Sean A4, B conjuntos no va-
cios y sea b algiin elemento fijo de B. Consideremos la funcién

fh:A— B

x+ fi(x) :=b paratodo x € A.

/» es denominada funcion constante.

La manera adecuada de definir una funcién es fijar su dominio,
su codominio y determinar lo que la funcién hace a cada elemento
del dominio (lo cual es exactamente lo mismo que definir un sub-
conjunto apropiado del producto cartesiano entre el dominio y el
codominio). Por ejemplo, podemos escribir: “sea /' : Z — Z una
funcién definida por la férmula algebraica f(z) := 52* — 72 + 17
En este caso se sobreentiende que el dominio de f es Z, su codo-
minio es también Z y lo que le hace la funcién a cada elemento
a € Z estd descrito por la expresién algebraica f(a) = 5a* — 7a + 1.
Por ejemplo, si tomamos a := —1 € Z, tenemos en este caso que

f(=1)=5(-D)*=7(-1)+1=18.

Ejemplo 19.2.8. Consideremos la férmula f(x) = x/2. Esta for-
mula no define propiamente una funcién, porque no nos presenta
un dominio ni un codominio. Supongamos, por ejemplo, que solo
nos importa cuando x es entero y su imagen sea un entero también.
Sera entendido que, dada una férmula como esta, se tomard como
dominio el mayor subconjunto de Z en el que todos sus elemen-
tos al dividirlos entre 2 sigue siendo entero; en este caso el conjunto
P :=1{k € Z : k espar} es tomado como dominio. El codomi-
nio serd Z, que corresponde justamente al rango de esta funcién. Sin
embargo, el codominio podria ser tomado como cualquier conjunto
que contenga a Z.

Ejemplo 19.2.9. En cursos de cilculo elemental, se pueden dar {6r-

mulas algebraicas como f(x) = % Como las funciones en estos
cursos son funciones de valor y variable real, podriamos seguir la
préctica estindar de tomar como dominio el mayor subconjunto de
R para el cual la expresién tiene sentido. Nétese que en este caso

dom(f)y={xeR :2-1>0yx—-1=%#0}
={reR:x>2lyax#1}=][1,+00) {1} =(1,+c0).
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El codominio puede ser tomado como R, aunque muchos otros sub-
conjuntos de R pueden ser tomados también como codominios, por
ejemplo [—3, +o0) 0 (0, +00). Este tltimo conjunto es exactamente el
rango de / ({por qué?).

No todas las funciones, incluidas las que tienen como dominio y
codominio R, pueden ser definidas por una férmula algebraica. In-
clusive cuando una funcion es definida por una férmula algebraica, no
siempre es posible usar una tnica férmula y algunas veces la férmu-
la debe ser dada por casos. Consideremos la conocida funcién valor
absoluto

[-]:R— R
x, sio x>0

x'—>|x|={ .
-z, si x<0.

En general, una funcién puede ser presentada separando su dominio
en dos o mas subconjuntos disyuntos dos a dos y definiendo la fun-
cion en cada uno de tales subconjuntos. Con el propésito de destacar
los subconjuntos usados en la funcién | - | anterior escribimos, de una
manera mds apropiada pero menos elegante y menos usada, asi:

[-]:R— R
z, si x € [0, +0)

v el = {—x, si x € (—00,0).

Definicion 19.2.10 (Funcién definida por partes). Sean A, B con-
juntos cualesquieray % = {4; : j € I} una particién de 4, donde /
es un conjunto de indices no vacio. Consideramos la funcién

f:4A— B

x> f(x) =13fi(x),si x €A

donde f; : Aj — B es una funcién para cada j € I. La funcién / es
denominada funcion definida por partes.
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/ definida de esta manera es funcién con dominio A por las si-
guientes razones:

1. Como & es una particién de A, entonces | Jje; Aj = A, y puesto
que dom(f;) = A; (j € I), luego dom(f) = A.

2. Como P es una particiéon de A4, entonces ningin x € A puede
estar simultdneamente en dos conjuntos A;, A; diferentes de
dicha particién, por lo que f(x) estd dada univocamente por la
imagen f;(x) para el tnico j € [ tal que x € A;.

Ejemplo 19.2.11. Consideremos & = {[j,j+ 1) : j € Z}, que es
una particion de R, y

f:R— R

f—](x)7 st x € [_170)7
x— f(x) =1 folx), si x€]0,1),
fi(x), si x€][1,2),

es decir, f(x) := fj(x) sixz € [j, j+ 1) para cada j € Z, donde

fitljj+1) —R

Asi, por ejemplo, f(n) = f3(nr) porque 3 < 7 < 4, luego, f(n) =
f(n) = 8. También, f(~V2) = fo(~V2) porque -2 < —V2 < -1,
por lo tanto, f(-V2) = fo(-V2) = -2.

Ejemplo 19.2.12 (Sucesiones). Dado A conjunto no vacio, una su-
cesion en A es simplemente una funcién

s:N — A4.

La forma usual en que encontramos denotada una sucesién en la
literatura es (s,),en O (Sn)72 s donde el elemento s, corresponde a
sy := s(n) € A para cada n € N. En los textos donde el cero no es to-
mado como un niimero natural, la notacién de este tipo de funciones

es ($,)77 -
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19.3. Representacion de las
funciones

En esta seccién presentamos las distintas maneras de representar las
funciones que no son diferentes a las formas como fueron represen-
tadas las relaciones.

Sean A y B conjuntos. De la Definicién sabemos que toda
funcién f : A — B es una relacion de A en B, es decir, un subcon-
junto de 4 x B. Podemos pensar y representar los elementos (a, b) de
AXB que estdn en esta relacion / mediante un diagrama de flechas de
tal manera que habra una flecha partiendo de ¢ € A y llegando hasta
b € B siempre que (a, b) esté en la relacion f; es decir, si f(a) = b.

Ejemplo 19.3.1. Sean 4 = {1,2,3,4}yB ={a, e, i, 0, u}. Dos dia-

gramas de flechas de A4 en B son presentados en la siguiente figura.

A B A B

I II

En la parte I de la figura, el diagrama de flechas corresponde a la
relacion {(1, e), (2,u), (3, a), (4,u)} C A x B, la cual es una fun-
cion, porque de cada elemento de A sale una tnica flecha. Que haya
elementos del codominio B alos que no le lleguen flechas, en este ca-
so 7 y 0, y que haya elementos en el codominio B alos que le lleguen
dos flechas, en este caso u, no afecta el hecho de ser funcién, porque
las condiciones pedidas en la definicion de funcién estan sobre los
elementos del dominio y no sobre los elementos del codominio.
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En la parte II de la figura, la relacién de 4 en B representada es
{(1, @), (2,e), (2,1), (3,0), (4,u)}, la cual no es funcién porque a
pesar de que de todos los elementos de A salen flechas, del elemento
2 € A salen dos flechas, es decir, la clase de 2 segtin esta relacion tiene
dos elementos distintos, a saber i y e.

Como podemos notar, tener una representacién mediante diagra-
ma de flechas nos permite reconocer si una relacion de 4 en B es una
funcién con dominio 4 y codominio B. Basta verificar que de todos
los elementos del conjunto de salida A salen flechas, esto significa que
el dominio de la relacion coincide con el conjunto de salida 4, y de
cada elemento del dominio de la relacién sale una tnica flecha.

B
u o __ S KAL) RERL)
I I I I
I I I I
I I I I
O ==---- 4-=-=--- F--—-- - = === + - -
I I I I
I I I I
I I I I
R R b
I I I I
e fo___ e
| | | |
I I I I
N e
I I I I
I I I I
I I I I
i i i i A
1 2 3 4

Ejemplo 19.3.2. Representamos en este ejemplo la funcién consi-
derada en la parte I del Ejemplo[19.3.1]. Esta representacién consiste
en resaltar los elementos de A4 y de B a lo largo de un eje horizon-
tal y a lo largo de un eje vertical, respectivamente. Luego, trazamos
lineas paralelas a los ejes y que pasen por las representaciones de los
elementos de estos conjuntos. Asi obtenemos una cuadricula en la
que cada interseccion representa las parejas ordenadas del producto
cartesiano 4 X B. En esta representacion resaltamos tinicamente las
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parejas ordenadas que estdn en la funcién que estamos considerando.
Ver grifico anterior.

Observacion 19.3.3. Tal como hicimos con las relaciones en la Lec-
cion |14}, la anterior representacion la denominamos grdfico de la fun-
cion f.

B
N R B JLw J4W
| | |
| | |
| | |
O +=---=-4q--=--- === == === + - -
| | |
| | |
| | |
i - — = = - - - - — — L - - - - | — — — — — 1 —
| | |
| | |
N e 1
| | |
| | |
| | |
a _-__________:_____1'.<_3la2__:___
| | |
| | |
| | |
: : — A
1 9 3 4

Una manera geométrica de verificar si una relacion f € 4 x B
es una funcién es centrando nuestra atencion en el grifico de f. Para
cadax € A,la Definicion[19.1.1]de funcién implica que « se relaciona
con un unico elemento y € B por intermedio de f. Por lo tanto, para
todo x € A existe una y solo una pareja ordenada en el grdfico de
/ tal que x aparece como primera coordenada. De este modo, si se
tiene una representacion de f por medio de su grifico como en el
Ejemplo basta trazar una recta vertical paralela al eje donde
estan representados los elementos del conjunto B y que pase por x,
que estara situado en el eje horizontal. Esta recta debe intersectarse
con un unico punto del grifico de f. Asi vemos que cada elemento x
de A tiene imagen en B y que esta imagen es Unica. Para ilustrar esto,
tomamos como caso particular x = 1 en el anterior grifico de f.
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19.4. lgualdad de funciones

En esta parte nos proponemos aclarar qué significa que dos de es-
tos objetos que hemos llamado funciones sean iguales. Supongamos
en principio que f y g son funciones tales que / = g. Por Defini-
cién tenemos que toda funcién es una relacion; es decir, es
un conjunto de parejas ordenadas. Asi que vemos la igualdad f = g
como una igualdad de conjuntos. Consideremos x € dom(f) cual-
quiera. Sabemos que existe y € rango(f) tal que (x,y) € f. Co-
mo [/ = g, entonces (x,y) € g y por consiguiente x € dom(g)
y y € rango(g); hemos demostrado asi que dom(f) C dom(g) y
que rango(f) C rango(g). De manera andloga podemos demostrar
que dom(g) C dom(f) y que rango(g) < rango(f). Por lo tanto,
dom(f) = dom(g) y rango(f) = rango(g) siempre que f = g. Néte-
se que los codominios de dichas funciones no necesariamente coin-
ciden. A continuacién, presentamos un ejemplo que clarifica esta si-
tuacion.

Ejemplo 19.4.1. Considere el conjunto / = {(n,n +2)|n € N}. El
conjunto f es un subconjunto de N X N que satisface las condiciones
de la Definicién y por lo tanto, f es una funcién de N en
N. Sin embargo, también es vilido que / c N X Z, e inclusive que
/ € NXR, que satisfacen las condiciones de la definicién de funcién.
Entonces f puede ser también pensada como una funcién de N en Z,
o de N en R. Tal ambigiiedad no es aceptable cuando usamos funcio-
nes rigurosamente, y por este motivo el dominio y el codominio de
una funcién deben ser especificados como parte de la definicion de
una funcién, a menos que sea claro del contexto y no se preste para
ninguna ambigiiedad como en este ejemplo.

De nuevo, suponemos que f = gyseax € dom(f) = dom(g) cual-
quiera. Como x € dom(f) = dom(g), (x, g(x)) € g = /. Entonces
(z, f(x)), (z, g(x)) € [ = g. Como g es funcion, de la condicién ii de
la Definicién se concluye que, f(x) = g(x). Esto prueba que
si / = g entonces f(x) = g(x) para todo x € dom(f) = dom(g). Re-
ciprocamente, supongamos que dom(f) = dom(g) y que f(x) = g(x)
para todo x € dom(f) = dom(g). Esto implica que

[=A(x, f(2)) : x € dom(f)} = {(z, g(x)) : x € dom(g)} = &.
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Por lo tanto, f = g (como conjuntos) siy solo si dom(f) = dom(g)y
[(x) = g(x) para todo x € dom(f) = dom(g).

Ademis de lo anterior, exigiremos que los codominios de las res-
pectivas funciones sean iguales cuando queramos ver que dichas fun-
ciones son iguales.

Definicion 19.4.2 (Igualdad de funciones). Sean / : A — By
g : C — D funciones. Decimos que f = gsiysolosiA=C,B=D
y f(x) = g(x) para todo x € A.

De la Definicion[19.4.2]se ve que una demostracion de la igualdad
de dos funciones f : A — By g : C — D tiene tres partes.
Primero, la prueba de que dom(f) es igual a dom(g), es decir, 4 = C.
Segundo, la prueba de que codom(f) es igual a codom(g), es decir
B = D. Y tercero, la prueba de que f(x) = g(x) paratodox € A =C.
Notese que las dos primeras partes de una demostracion de igualdad
de funciones corresponden a pruebas de igualdades entre conjuntos y
la dltima parte corresponde a una prueba de igualdad entre elementos

de B = codom(f) = codom(g).

Ejemplo 19.4.3 (Funcién parte entera). Veamos que la funcion f
del Ejemplo es igual a la funcién | -] : R — R definida por
|x] = n para todo x € R donde n es el mayor de los nimeros enteros
menores o iguales a x. Esta funcién es conocida como funcion parte
entera. Por definicion de las funciones f y | -] vemos que

codom(f) = codom(|-]) = R.

Veamos que dom(|-]) = dom(f) = R. Sea x € R cualquiera. Tal x
estd en uno y solo uno de los conjuntos [j, j + 1) puesto que P es una
particion de R, ver Ejemplo [16.3.2(8). Esto implica que f(x) = j vy,
por lo tanto, dom(f) = R. También sabemos que para todo x € R
existe m € Z tal que m < x, de no ser asi x seria una cota inferior
de Z lo cual es absurdo. Por lo tanto, el conjunto (—co, ] N Z es no
vacio y tiene maximo porque cualquier conjunto no vacio, acotado

superiormente de niimeros enteros tiene maximo. Esto muestra que

dom(|-]) = R.

Como x € [j,j+ 1), notamos que j € (—co,x] N Z y ademads
j = max (—oo, x] N Z, pues de no ser asi x no estaria en [j, j + 1) sino
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en otro conjunto de la particién P. Esto prueba que |x] = j = f(x)
para todo x € R. Concluimos que f = |-].

Ejemplo 19.4.4. Consideremos las funciones de R en R dadas por

2-1
las férmulas algebraicas f(x) =x+ 1y g(x) = ul T
T —

Vemos que

2—1:(x—1)(x+1)_

g(x)::jv—l p— =x+1=/f(x).

Sin embargo, estas identidades son validas inicamente cuando x # 1.
Es decir, f(x) = g(x) paratodox € R—{1}. Como dom(f) =R yen
cambio dom(g) = R — {1} entonces dom(f) # dom(g). Esto implica

que [ # g.

A

A
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19.5. Ejercicios

Ejercicio 19.5.1. Sean A = {a,b,c,d}, B = {a, b, ¢} conjuntos, y
f = {(a,b), (b,b), (c,a), (d,c)} funcién de 4 en B. i{Quiénes son
(@), f(b), f(e)y f(d)?

Ejercicio 19.5.2. Considere las funciones:

f: R = R definida por la expresién f(x) = 23 — 8z para todo x € R,
g:R — Zdadaporg = {(x,n) e RXZ : n <x <n+1l},y
h : N — C, donde N es el conjunto de todos los paises y C es el
conjunto de todas las ciudades, definida asi 2(n) := la capital del pais
n, para cualquier pais n. Halle £(3), /(=8), g(n), g(-n), g(~\7),
g(N7), h(Italia) y h(India).

Ejercicio 19.5.3. Demuestre que una relacién f de 4 en B es una
funcién si y solo si para cualesquiera x,y € Ay a, b € B tales que

(x,a) e fy(,b)ef,
x =y implica a =b.

Note que si / es una funcién de 4 en B, entonces para cualesquiera
x,y €A,
x =y implica f(x) = f(y).

Ejercicio 19.5.4. Sean A y B conjuntos no vacios. Considere

m:AXB— A y mg:AXB— B

definidas por 71 ((a, b)) = ay m1((a, b)) = b para cualquier (a, b) €
A X B. m1 y mg son conocidas como funciones proyeccion de A X B.
Pruebe que 7y y 9 son en efecto funciones.

Ejercicio 19.5.5. Sean f : A — By g : A — B funciones. Deter-
mine si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa. Justifique plena-
mente su respuesta.

f =g siysolosi rango(f) =rango(g).

Ejercicio 19.5.6. Del Ejemplo|19.4.3} demuestre que rango(|-]) =
Z.
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Ejercicio 19.5.7. Sea X un conjunto no vacio y sea S € X un sub-
conjunto. La funcion caracteristica para A en X, denotado por y 4, es
la funcién y 4 : X — {0, 1} definida por

o) = 1, si yeA,
XA = 0, si ygA.
Sean A, B C X subconjuntos. Pruebe que 4 = Bsiysolosi x4 = xp.
Ejercicio 19.5.8. Sean f : 4 — C y g : B— C funciones.

» Pruebe que si 4 N B = @, entonces la relacion f U g de A U B
en C es funcion.

= Mids generalmente, pruebe que f U g de AU B en C es funcién
siy solosi fl4np = gluns-

Ejercicio 19.5.9. Suponga que f : A — B es una funcién y § es una
relacion en B. Se define la relacion R en A de la siguiente manera:

R ={(x,3) e Ax A : (f@), /() € S}
Pruebe que:
= si S es reflexiva, entonces R es reflexiva.

» si S es simétrica, entonces R es simétrica.

= si § es transitiva, entonces %R es transitiva.
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Hasta aqui hemos visto la importancia, la precision y el papel que
juegan las definiciones en las matemadticas. Sin embargo, no todos los
conceptos que hemos usado en estas notas se han definido con toda
precisién. En tales casos hemos acudido a la intuicién que los estu-
diantes han construido desde sus primeros afios de estudio. Algunos
de esos conceptos son, por ejemplo, la adicién o la multiplicacion de
numeros, la potenciacién, la suma de finitos niimeros, etc.

En esta leccién vamos a restringirnos inicialmente a presentar de-
finiciones (con todo rigor para que no existan dudas o ambigiiedades
en su significado) de conceptos matemiticos sobre el conjunto de los
nimeros naturales. Como, intuitivamente por ahora, sabemos que el
conjunto N de los niimeros naturales es infinito, teniendo en cuenta
un andlisis similar al que hicimos cuando introdujimos la estrategia
de demostracion del Principio de induccion matemdtica, no podemos
definir un concepto matematico sobre cada uno de los nimeros na-
turales puesto que por mds que deleguemos esta tarea de generacién
en generacion nunca acabaremos. Entonces debemos ser practicos y
buscar una manera de construir, sin dejar de ser rigurosos, este tipo
de definiciones. Aqui es donde aparece lo que denominamos defini-
ciones recursivas. Pero équé quiere decir recursividad? Segun la RAE
en una de sus definiciones, recursividad quiere decir: “Dicho espe-
cialmente de un proceso: que se aplica de nuevo al resultado de ha-
berlo aplicado previamente”. Esto describe de muy buena manera
la construccion que realizaremos de las definiciones recursivas. Par-
ticularmente, para dar la definicién de un concepto matematico que
depende de un natural n # 0, aplicaremos cierta receta o procedimiento
que se habia aplicado para obtener la definicién en sus naturales pre-
decesores (usualmente aplicamos ese procedimiento en n — 1 pero
veremos aqui algunas otras variantes). En cada una de esas definicio-
nes tendremos que dar por decreto la definicion en el primer nimero
natural n = 0. En efecto, esto tiene mucho el sabor del Principio de
induccion matemdtica que estudiamos en la Leccion [9)

Antes de presentar rigurosamente el significado de las definiciones
de conceptos matematicos de forma recursiva, recordemos la nocién
de sucesion introducida en el Ejemplo [19.2.12| que nos ayudard a

expresar de manera mads simple esta nocién de recursion.
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20.1. Sucesiones

Sea A conjunto no vacio. Como sabemos, una sucesion en A, o una
sucesion de elementos de A, es simplemente una funcién

s:N—> A.

Escribiremos s, := s(n) € A, para cada n € N. Es costumbre denotar
la sucesion s por el simbolo (s,)nen = (S0, 1, 5 Suy = +) 0 (5,)% .

n=0
Los elementos del rango(s), esto es, los elementos s, de A, son lla-
mados los términos de la sucesién y asi, para n fijo, s, es llamado el
n-ésimo término de la sucesion.

Ejemplo 20.1.1 (Sucesiones de conjuntos). Para cada n € N, consi-
deremos el conjunto

Ay ={keN:0<k<n}.
En este caso podemos ver que

A:N— P(N)
n+—— A, ={keN:0<k<n},

para cada n € N, es una sucesion de conjuntos de P(N), (A, )nen con
indices en N. Notemos que el rango de esta sucesion corresponde a

la familia indexada de conjuntos {4, },en, ver Definicién [12.1.1

No sobra decir que en este caso

OA,L =Ny ﬁAn — {0}.
n=0 n=0

Ejemplo 20.1.2 (Sucesiones numéricas). Consideremos la sucesion
de nimeros reales

(1, 21/2’ 31/3’ 41/4’ c).

Observamos que los términos de esta sucesion tienen la forma x, =
n'/", para cada n € Z* = N — {0}. En este caso, podemos hacer
corresponder esta sucesion con la definicién que presentamos de la
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siguiente manera

x:N—R

n— x, = (n+ 1)V,

para cada n € N. Sin embargo, por facilidad en la notacién podemos
reescribir esta sucesion de la siguiente manera:

x: 7" — R
n— x, =n'"

para cadan € Z*.

Esto lo podremos hacer debido a que, como podemos ver en este
ejemplo, lo realmente importante en una sucesién no es su dominio
sIno su rango.

Note que los términos de una sucesién no necesariamente son dis-
tintos.

Ejemplo 20.1.3 (Sucesion constante). Sea ¢ € R fijo. Para cada n €
N, consideremos la sucesiéon de nimeros reales s : N — R dada por
sy = ¢, para todo n € N. Esta sucesion (¢, ¢, -+, ¢, --+) es conocida
como sucesion constante. En este caso, rango(s) = {c}.

20.2. Recursion

Con el propésito de motivar las definiciones de conceptos matemati-
cos usando recursién, veamos cémo podemos definir rigurosamente
la multiplicacién de dos nimeros naturales arbitrarios. Fijemos un
nimero natural cualquiera k. Intuitivamente, para cualquier n nu-
mero natural, desde nuestros primeros afios de primaria sabemos que
k - n corresponde a sumar n veces el niimero k. Pero, icémo forma-
lizamos esto? Comenzamos por definir el significado de £ - n en el
caso en que n = 0. Esto lo hacemos por decreto y nos da, lo que 1la-
maremos, la condicion inicial de nuestra definicién. Como queremos
que £ - 0 corresponda exactamente a sumar 0 veces el nimero &, lo
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natural es definir £ - 0 como 0 (sin importar k). Habiendo definido
asi & - 0, procedemos a definir k - n en el caso en que n = 1. En este
caso, k- 1 deberia corresponder a sumarle £ alo que ya teniamos (que
era k - 0), es decir, debemos definirk -1 :=k-0+k. =0+k = k. Si
seguimos con esta idea, k - 2 corresponderd a sumarle £ a lo que ya
teniamos (que era k- 1), es decir, k-2 := k- 1+k = k+k, y continuamos
asi sucesivamente. Notemos que en la definicién de & - n, para k fijo y
n # 0 natural, hay un patrén puesto que realizamos siempre el mismo
proceso, que es, sumar £ a lo que ya teniamos definido previamente.

Pero, icémo garantizar que podemos dar esta definicién en cada
uno de los nimeros naturales? Mds precisamente, éicomo garantizar
que podemos dar esta definicion sin tener que hacerla natural por na-
tural (lo cual nunca acabariamos de hacer, dado que el conjunto de
los niimeros naturales es infinito), pero de forma tal que quedemos
convencidos de que efectivamente hicimos dicha definicién cubrien-
do todos y cada uno de los nimeros naturales?

La respuesta concreta a esta pregunta estd en el siguiente teorema
que nos permitird hacer este tipo de definiciones. En general, como
pudimos ver en el caso de la multiplicaciéon de dos naturales arbi-
trarios, las definiciones recursivas estdn basadas en dos puntos claves
que son: la condicién inicial (definicién en 0) y la identificacién de un
patrén que determina el proceso o procedimiento que nos permite dar
la definicién para cualquier natural no nulo (i.e., que tiene la forma
n + 1 paran € N, que son llamados niimeros sucesores).

Definicién 20.2.1 (Procedimiento). Dado un conjunto A4 no vacio,
un procedimiento en A es una funcién g : N x 4 — A.

Note que para poder aplicar el siguiente teorema debemos siempre
identificar tres ingredientes que son: 4 conjunto no vacio, a € A que
determina la condicién inicial y el procedimiento g : Nx 4 — A.

Teorema 20.2.2 (Definiciones recursivas en N). Sean A un conjunto
no vacio, a un elemento fijo de Ay g : NxX A — A un procedimiento en
A. Entonces existe una tinica sucesion s : N — A que cumple las siguientes
condiciones:

= 50 := a (condicion inicial),

w 5,01 :=g(n,sy,), para todo n € N (condicion recursiva).
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Es decir, el (n + 1)-ésimo elemento de la sucesion s corresponde a aplicar el
procedimiento g a n 'y al n-ésimo término, s,, de esta sucesion.

Aqui no demostraremos este teorema: su prueba es un poco la-
boriosa para el nivel del curso (de todas maneras, se demostrard con
lujo de detalles en el curso Introduccién a la Teoria de Conjuntos;
aquellos lectores curiosos pueden consultar textos como [6]), por lo
que preferimos omitirla y mas bien centrarnos en ejemplos de cémo
utilizarlo para dar definiciones recursivas.

Por ahora, supondremos que ya hemos definido la suma de naturaleﬂ
y las propiedades que satisface (conmutatividad, asociatividad y que 0
es el neutro de la suma de naturales). Hacemos este supuesto por aho-
ra en estas notas dado que no es nuestro objetivo construir comple-
tamente el sistema de los nimeros naturales a la luz de la axiomatica
de Peano, y menos de axiomiticas de la Teoria de conjuntos como la
de Zermelo-Fraenkel; solo pretendemos hacer algunos ejemplos de
definiciones recursivas a nivel bdsico.

20.21. Multiplicacion de naturales

Ejemplo 20.2.3. Formalizando la motivacién que hicimos para in-
troducir las definiciones recursivas, utilicemos el Teorema para
mostrar cémo podemos dar esta definicién. Fijemos de antemano un
numero natural k£ cualquiera. Tomemos los siguientes tres ingredien-
tes: A := N, a := 0, que determina nuestra condicion inicial, esto es,
el 0-ésimo elemento de nuestra sucesién, y tomemos nuestro proce-
dimiento g en N, esto es, g : Nx N — N, dado por g(n, b) := b +k
para cualesquiera n, b € N. Note que g es constante respecto a n
y b representa el término anterior de la sucesién que se supone ya
fue definido. Ademds, el procedimiento g aparece de la identifica-
cion del patron encontrado en el andlisis descrito en la introduccién

'Para construir rigurosamente la definicién de adicién de nimeros naturales
requerimos conceptos como el de nimero natural o sucesor de un niimero que seran
estudiados en cursos como Sistemas Numeéricos e Introduccién a la Teoria de Con-
juntos.
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de esta seccién el cual consiste en sumar £ a lo que ya tengamos por
definicién en el paso previo, sin depender de n. El procedimiento g
es clave en la determinacion de la condicion recursiva.

Por lo tanto, aplicando el Teorema |[20.2.2] existe una tnica suce-
sion K : N — N que cumple las siguientes condiciones:

s K := a = 0 (condicién inicial),

s K1 :=g(n, K,) =K, +k, para todo n € N (condicién recur-
siva).

De este modo, denotando k - n := K,,, obtenemos que
m k-0:=0,
m k-(n+1)=%k-n+*k, paratodon € N.

Note que la existencia y unicidad de la funcién K : N — N garan-
tiza que k - n estd definido para cualquier natural n. Como £ es fijo
pero representa a cualquier natural, esto nos da la definicién de & - n
para cualesquiera k£ y n nimeros naturales. En otras palabras, hemos
definido recursivamente multiplicar £ a cualquier nimero natural 7.

Definicion 20.2.4. Sea k € N cualquiera pero fijo. Para n € N ar-
bitrario definimos recursivamente la multiplicacién de k£ por n de la
siguiente manera:

m k-0:=0,
m k-(n+1)=Fk-n+k, paratodon € N.

Ahora que hemos definido recursivamente el producto o multipli-
cacion entre nimeros naturales podemos demostrar algunas de sus
propiedades, utilizando el Principio de induccion matemdtica, como se
ve a continuacion:

Lema 20.2.5. Para todo natural n tenemos que n - 0 =0 -n = 0.

Antes de empezar la demostracion de este hecho, observemos que
por la condicién inicial de la definicién recursiva del producto en-
tre naturales, n - 0 := 0 para todo n € N. Asi, este lema se reduce
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a demostrar que para todo natural n vale que 0 - n = 0. Demostra-
cion. Razonaremos usando el Principio de induccion matemdtica forma I

(Hecho [9.1.1)). Consideremos la siguiente propiedad:
P(x):“0-2=0".

Esta propiedad estd dada por el predicado P(x) con variable x.

1. Tomando £ := 0 en la definicién recursiva del producto o mul-
tiplicaciénen el Ejemplo [20.2.3] de la condicién inicial vemos
que, k-0 = 0-0 := 0. Luego, concluimos que P(0) es verdadera.

2. Sean cualquier natural fijo. Supongamos que P(n) es verdade-
ra, es decir, 0-n = 0 (hipdtesis de induccion). Por lo tanto, usando
la definicién recursiva de multiplicar 0 a cualquier natural (to-
me k := 0 en Ejemplo[20.2.8]y aplique la condicién recursiva),
tenemos que

0-(n+1)=0-n+0.

Como 0-n = 0 (hipdtesis de induccion) y puesto que 0 es el neutro
de la suma de naturales, entonces 0 - (n+1) = 0+0 = 0. Por lo
tanto, P(n + 1) es verdadera.

Por el Principio de induccion matemdtica forma I (Hecho [9.1.1)) tene-

mos que para todo n € N la proposicién P(n) es verdadera, es decir,

0-n=0. o

A continuacién enunciaremos una afirmacién que utilizaremos en la
demostracion de la conmutatividad del producto en N.

Hecho 20.2.6. Para cualesquiera naturales [, k tenemos que (k+ 1) -1 =

(k-1)+1.

La demostracién del hecho anterior lo dejamos como ejercicio
para el lector (sugerencia: utilice el Principio de induccion matemdti-
ca forma I para la propiedad P(x): “para todo natural £ se tiene que
(k+1)-x = k-x+x”). Esta afirmacién tenemos que demostrarla, pues-
to que la definicién recursiva del producto entre naturales involucra
naturales de la forma & + 1 al lado derecho del producto y atin no
hemos demostrado la conmutatividad del producto entre naturales.

Ahora, podemos demostrar la conmutatividad del producto en los
naturales.
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Proposicién 20.2.7 (Conmutatividad del producto de naturales). Pa-
ra todo natural m y n tenemos que m - n = n - m.

Demostracion. Consideremos la siguiente propiedad:

P(x): “para todo natural m tenemos que m - x =x - m’.

1. Sea m nuimero natural arbitrario pero fijo. Del Lema [20.2.5|
tenemos que m - 0 = 0 = 0 - m. Por lo tanto, tenemos que la
proposicion P(0) es verdadera.

2. Supongamos que para cualquier natural fijo n tenemos que P (n)
es verdadera, es decir, para todo natural m tenemos que m -n =
n - m (hipotesis de induccion). Sea m natural arbitrario pero fijo.

Asi,

m-(n+1) = (m-n)+m
(tomando k := m, definicién recursiva de
producto entre naturales, Ejemplo[20.2.3)
= (n-m)+m
(hipétesis de induccion, m - n = n - m)
= (n+1)-m

(Hecho [20.2.6l tomando & :=n y [ :=m)

Por lo tanto, la proposicién P(n + 1) es verdadera.

De esta manera, por el Principio de induccion matemdtica forma I te-
nemos que para todo n € N la proposiciéon P(n) es verdadera, es
decir, para todo n € N vale que para cualquier m € N tenemos que
m-n=mn-m. o

Otras propiedades del producto de nimeros naturales pueden ser de-
mostradas de la misma forma. Vea los Ejercicios [20.3.1] [20.3.2| y

20.3.3.

20.2.2. Potenciacion de naturales

Ejemplo 20.2.8 (Potenciacién de naturales). Como un segundo ejem-
plo, daremos la definicién recursiva de la potenciacién de nimeros
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naturales. Fijemos m niimero natural arbitrario. Definiremos lo que
significa la potencia m” para cualquier n natural, la cual intuitivamen-
te corresponde a multiplicar n veces el nimero m. Tomemos los tres
ingredientes 4 := N, @ := 1 y el procedimientoen N, g : N x N — N
definido para cualesquieran, b € N por g(n, b) := b-m. Asi, en virtud
del Teorema [20.2.2 existe una unica funcion M : N — N (donde
denotaremos m" := M,,) tal que

» m" = My := a = 1 (condicion inicial: para todo m € N fijo defi-
nimos por “decreto” m® := 1, sin importar si m es cero o nd?),

= "™ = M, = g(n,M,) = M, -m = (m") - m, para todo
n € N (condicion recursiva: m"*! corresponde a multiplicarle m a

la definicién en el paso previo que corresponde a m").

Definicién 20.2.9. Sea m € N cualquiera pero fijo. Paran € N arbi-
trario definimos recursivamente la potenciacién de nimeros natura-
les m" de la siguiente manera:

» w1 =m" - m, para todo n € N.

Lema 20.2.10. Para todo natural n tenemos que 1" = 1.

Demostracion. Consideremos la siguiente propiedad:
P(x):“1"=1".
Note que P(x) es un predicado con variable .

1. Tomando m := 1, por la definicién recursiva de potenciacion
entre naturales (condicién inicial en Ejemplo [20.2.8) tenemos
que 19 := 1. Luego, P(0) es verdadera.

2. Supongamos que para cualquier n € N fijo tenemos que P(n)
es verdadera, es decir, 1" = 1 (hipétesis de induccion). Entonces,
por la definicién recursiva de potenciacién (condicién recursiva
en Ejemplotomando m := 1) tenemos que 1"*1 = 1".1.
Aplicando el Ejercicio[20.3.1] tomando m como 1", vemos que

2Cuando hablemos de conjuntos de funciones y su cardinal, mds adelante, veremos
que 0V tiene sentido y realmente se puede definir como 1.
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1" - 1 = 1". Finalmente, aplicando la hipétesis de induccion
obtenemos que

=1 1=1"=1.

Por lo tanto, P(n + 1) es verdadera.

Por el Principio de induccion matemdtica forma I (Hecho(9.1.1) conclui-

mos que 1" = 1 es verdadera para todo n € N. o

20.2.3. Factorial

Intuitivamente, dado n € N — {0}, el factorial de n (denotado por
n!) se define informalmente como el producto de multiplicar todos
los naturales £ tales que 1 < k& < n. Con el propésito de dar la defi-
nicion rigurosa del factorial de cualquier natural, primero que todo,

definimos por decreto la condicién inicial 0! := 1. Segun la nocién
anterior, 1! debe ser 1, que corresponde a 1! =1 = 0!'- (0 + 1). Asi
mismo, 2! := 1-2 = 1! (1 + 1). Continuando con esta intuicion,

vemos que 3! :=1-2-3=(1-2)-(2+1) =2!'-(2+1). Esto
nos permite identificar el patrén, para calcular (n + 1)! mediante la
nocién presentada, el cual consiste en multiplicar n! por (n + 1). Por
lo tanto, el procedimiento g : N x 4 — A que debemos considerar
para esta definicion recursiva estd dada por g(n, b) :==b- (n+ 1), con
n € Nyb € A := N. Observe que, en este caso, el procedimiento g no
es constante respecto a n como en los ejemplos vistos anteriormente
(producto y potenciacién de naturales) en los que g no dependia de
n sino unicamente de b.

Para definir rigurosamente el factorial de cualquier natural, con-
sideramos los tres ingredientes, que son: 4 := N, a =1 € Ay
g : NxA — A definida por g(n, b) := b - (n + 1) para cualesquiera
n € Nyb € A. Entonces, por el Teorema existe una unica

sucesion F' : N — N (donde denotaremos n! := F,,) tal que

s 0!:= Fy:= 1 (condicion inicial),
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s (n+ 1) =F =gn,F,) =F,-(n+1)=n!-(n+1) para
cualquier n € N (condicion recursiva).

Definicion 20.2.11. Sea n € N cualquiera pero fijo. Definimos re-
cursivamente el factorial de nimeros naturales n! de la siguiente
manera:

s (n+D!:=n!(n+1), paratodon € N.

De esta manera, hemos demostrado la existencia de la funcién fac-
torial definida en los nimeros naturales.

20.2.4. Sumatoria de numeros reales

Otro ejemplo de definicion recursiva es la que se da para aclarar el
significado de sumar finitos nimeros. Seguramente los estudiantes
han visto en cursos como Calculo Diferencial que la suma de nime-
ros reales es una operacion binaria; es decir, solo sumamos parejas de
numeros reales. Sin embargo, si tenemos xg, 21, r9 nimeros reales,
podemos considerar la suma de estos tres nimeros xg + &1 + xXg por-
que la podemos interpretar como (xg +x1) +x9 0 como xg + (] +9)
debido a que la suma de reales es asociativa (ver apéndice). Pero si
tenemos xg, - -+ , &, nimeros reales, icomo definir de manera rigu-
rosa la suma xg + - - - + x,? Ademds, esta notacién tiene un “peligro”
pues los puntos suspensivos “ - - ” podrian hacer que dicha notacién
se interprete de diferentes maneras. Introducimos el simbolo ¥3;_ x;
para denotar la suma de los nimeros x + - - - + x,,. Esta notacién que
es mds compacta es conocida como notacién de sumatoria. Nuestro
propésito es construir una definicién del simbolo };' , 2; para cada
n € N de manera rigurosa, es decir, que no lleve a ambigiiedades, y
que corresponda a la nocién de sumar todos los nimeros xg, - - - , ;.
Para hacer esto usamos recursion.

Definicion 20.2.12 (Sumatoria). Dada una sucesién de nimeros
reales (;)en, para cada natural 7, definimos recursivamente Y7, a;
de la siguiente manera:
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] Zl?:o xp, := x¢ (condicion inicial),

= Suponiendo que hemos definido 3;_ x;, definimos ZZ;'(% xp, =

(ZZZO x;) + 241 para cada n € N (condicion recursiva).

La forma como acabamos de presentar esta definicién recursiva
de sumatoria es muy usual pero no muestra cémo se aplicé el Teo-
rema Aclarar esto es un muy buen ejercicio para el lector el
cual consiste esencialmente en identificar los tres ingredientes que
nos permiten aplicar el teorema. En este caso, elegimos el conjunto
no vacio 4 := R, a := xg, el primer elemento de la sucesion (x)zen,
elemento fijo de R, y un procedimiento g : N x 4 — A. Esto nos
garantizard, por el Teorema que existe una unica sucesion
s : N — R tal que, para todo n € N, se tiene que Y x4 := snﬁ Deja-
mos como ejercicio para el lector determinar cudl es el procedimiento
g que debemos considerar en este ejemplo.

20.2.5. Sucesion de Fibonacci

La versién que hemos trabajado hasta ahora de definiciones recursi-
vas permite definir una sucesion I : N — A4 donde F, 41 := F(n + 1)
depende de la definicion hecha en el predecesor inmediato F), . De es-
ta manera, debemos dar solo una condicién inicial para definir Fy. Pe-
ro también tenemos variantes en los que la definicién F,, (n > 2) va a
depender de la definicién de los predecesores F,,_;, - -+ , F,_1 (k > 2),
en cuyo caso debemos dar condiciones iniciales para Fy, - - - , F_1.

Como caso particular, tomemos k := 2y 4 := N. Tomando co-
mo condiciones iniciales Fy := 1y F| := 1 y paran > 2 defini-
mos F, := F,_9 + F,_1, la sucesion (F),),cn definida de esta manera
se conoce como sucesion de Fibonacci. Como ilustracién, vemos que
Fo es definida recursivamente como Fy := Fp+F; = 1+1 =2y
F3 ::F1 +F2: 1+2=3.

Este tipo de definiciones es garantizada por un teorema mads gene-

ral que el Teorema|20.2.2[el cual es demostrado en cursos mds avan-

3Esta nueva sucesion (s, )nen es llamada sucesion de sumas parciales, o serie, co-
rrespondiente a la sucesion dada (x;)gen-
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zados como Introduccién a la Teoria de Conjuntos. Aquellos lectores
curiosos pueden encontrar esta demostracion en libros como [1].

20.3. Ejercicios

Ejercicio 20.3.1. Demuestre que para todo natural m tenemos que
m-1=1-m=m.

Ejercicio 20.3.2 (Asociatividad del producto entre naturales). De-
muestre que para cualesquiera naturales m, n, k tenemos que (m-n) -
k = m - (n - k) (sugerencia: realice un argumento inductivo sobre la

variable k).

Ejercicio 20.3.3 (Distributividad del producto con respecto a la su-
ma de naturales). Demuestre que para cualesquiera naturales m, n, k
tenemos que m - (n +k) = (m - n) + (m - k) (sugerencia: realice un
argumento inductivo sobre la variable k).

Ejercicio 20.3.4. Demuestre que para cualesquiera naturales m, n, k
tenemos que k™ - k" = B"*" (sugerencia: realice un argumento induc-
tivo sobre la variable n).

Ejercicio 20.3.5. Demuestre que para cualesquiera naturales m, n, k
tenemos que (£™)" = k™" (sugerencia: realice un argumento induc-
tivo sobre la variable n).

Ejercicio 20.3.6. Determine explicitamente el procedimiento g :
N X R — R para poder definir recursivamente la sumatoria ¥;_ x;

(Definicion [20.2.12).

Ejercicio 20.3.7. Demuestre que para toda sucesion de nimeros
reales (@ )pen, para todo nimero natural n y todo real ¢ tenemos que

¢ Z;'l:o a; = Z:Lz()(c L a;).

Ejercicio 20.3.8. Dada una sucesion de nimeros reales (ay),en, para
cada nimero natural n defina recursivamente [["_, a, (que intuitiva-
mente seria el producto ag - ... - ay).
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Ejercicio 20.3.9. Demuestre que para cualquier sucesiéon de nime-
ros naturales (a)zen (que en particular es una sucesion de nimeros

k g ai

reales) y todo niimero natural k£ tenemos que []"_, k% = (suge-

rencia: haga un argumento inductivo sobre la variable n).

Ejercicio 20.3.10. Sean n,r € N, con 0 < r < n, y A un conjunto
con n elementos distintos. Una combinacién de A es simplemente un
subconjunto de 4. Una r-combinacién de A4 es un subconjunto de A
con r elementos. El nimero de r-combinaciones de un conjunto de
n elementos es denotado por (") y corresponde, mds precisamente,

al nimero:
n\ n!
rl 7! (n—-r)!"

Pruebe que

D+,

3. () = %("“1), siempre que r > 1.



L.eccion

verntiuno

Imagenes directa
y reciproca



(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) (&) (
(A) (V) (=) (<) (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) (&) (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) (&) (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) (&) (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) (&) (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) (&) (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (

)
)
-)
)
)
)
)
)
)
)
)
-)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

e e e N e N N N N e e N N N
e N Y S N N s T N N e T e s e N N s e N N
L L 1 1 {1 1 11 1 11 11 1 11 1 11 1 1 11 11 1 A 1 e T 1|
R N e N N N N e N N N N N



Imagenes directa y reciproca e 287

Consideremos de nuevo el conjunto de todas las personas P y la
funcién F que asigna a cada persona x su fecha de nacimiento. Es-
ta funcion contiene informacién que nos puede interesar como por
ejemplo, si tenemos un interés histérico, las fechas de nacimiento de
las mujeres matematicas, o si tenemos un interés menos académico,
las fechas de nacimiento de todos los deportistas que han estado en al-
gunos juegos olimpicos representando nuestro pais. Denotemos por
M el conjunto de todas las mujeres matematicas. Claramente todas
las mujeres matematicas son personas, esto es M C P. El conjunto
de todas las fechas de nacimiento de las mujeres matematicas puede
ser escrito en notacién de conjunto como

{y € codom(F) : y = F(x) paraalguinx € M}
={F(x) : x € M} C codom(F).

Lo que se estd haciendo aqui es tomar un subconjunto del dominio de
la funcién F, en este caso M conformado por todas las mujeres mate-
maticas, y determinar el correspondiente subconjunto del codominio
cuyos elementos son exactamente todas las fechas de nacimiento de
las mujeres matemadticas, es decir, las imdgenes por la funcién F de

cadax e M.

Dado que la funcién F posee tanta informacion también puede
ser muy interesante saber, por ejemplo, si hubo mujeres matemati-
cas nacidas antes del afio 1500. Para mayor facilidad consideremos
la funcién G = F|y; que tiene dominio M y que simplemente asig-
na a cada mujer matematica su fecha de nacimiento. Ahora debemos
ver cudles son las mujeres matematicas nacidas antes de 1500. Esta
buisqueda nos determina un subconjunto del codominio de G, di-
gamos (), en el que estdn todas las fechas antes del afio 1500. Asi
mismo, el subconjunto de M = dom(G) correspondiente a todas
las mujeres matemadticas que tienen fecha de nacimiento en Q sera
{x e M |G(x) € Q} € M. En resumen, tomamos un subconjunto Q
del codominio de G y determinamos el correspondiente subconjun-
to de su dominio M conformado por todas las mujeres matemadticas
con fecha de nacimiento en Q, es decir, nacidas antes del afio 1500.
Alguien podria pensar que {x € M |G (x) € Q} es vacio, es decir, que
no hubo mujeres matematicas nacidas antes del afio 1500, pero no es
asi. Es sabido que Hipatia nacié alrededor del afio 360 en Alejandria,
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Egipto. Aunque no sabemos su fecha de nacimiento con precision,
en nuestro ejemplo tenemos que G (Hipatia) € Q, es decir la fecha
de nacimiento de Hipatia fue antes del afio 1500. Las Definiciones
121.1.1]y[21.2.1| generalizan los conjuntos descritos anteriormente.

211. Imagen directa

Definicion 21.1.1 (Imagen directa). Sean f/ : A — B una funcién
y P C A. La imagen directa de P bajo f, denotada por f[P], es el
conjunto definido por

fIP]={b€B :b=f(p) paraalgin p € P}.

Observacién 21.1.2. Sea / : 4 — B una funcién. Note que el
rango de f, que también es llamado imagen de f, es el conjunto f[A4].

La siguiente figura muestra una representaciéon de la imagen di-
recta de un conjunto P C A, bajo una funcién f : A — B, mediante
un diagrama de flechas.

Una manera relajada de describir este conjunto f[P] que aparece

en la Definicién [21. 1.1l es
fIP1={f(p) : p € P}.
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Ejemplo 21.1.3. Consideremos de nuevo la funcién parte entera
que hemos estudiado en los Ejemplos{19.2.11{y(19.4.3]

f=1]:R—R

r+— |x] =mn,

donde 7 es el mayor de los nimeros enteros menores o iguales a x.
Por la Definicion [21.1.1} vemos que la imagen directa del intervalo
abierto (1/2, 3/2), bajo la funcién f = |-], es:

f1(1/2,8/2)] ={n e Z : |x] =n paraalginx € (1/2,3/2)}
={0, 1},

porque el mayor de los niimeros enteros menores o iguales a cual-
quiera de los nimeros reales x € (1/2, 1) es 0, es decir |x]| = 0 para
todo x € (1/2, 1), y el mayor de los niimeros enteros menores o
iguales a cualquiera de los nimeros reales x € [1, 3/2) es 1, en otras
palabras |x| = 1 para todo x € [1, 3/2). También podemos ver que
la imagen directa del intervalo cerrado [0, 3], bajo la funcién f = -],
es:

f[[(), 3]] ={ne”Z: |x] =nparaalginx € [0, 3]} ={0, 1, 2, 3},

porque |x] = 0 paratodo x € [0, 1), |x] = 1 paratodo x € [1,2),
|x] = 2 para todo x € [2, 3) y finalmente | 3] = 3.

Ejemplo 21.1.4. Consideremos ahora la muy conocida funcién tri-
gonométrica seno, denotada aqui simplemente por sen,

sen: R — R
x +—> sen(x).
Nuestro conocimiento de la funcién seno de los cursos de cdlculo

elemental nos permite afirmar que la imagen directa del intervalo
cerrado [7/4, /2], bajo la funcién sen, es:

sen[[ﬂ/4, 71/2]] ={y eR : sen(x) = yparaalginx € [n/4, n/2]}
= [v2/2, 1],
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porque para todo z € [r/4, /2], V2/2 < sen(z) < 1. Para mayor
claridad presentamos el siguiente grifico de la funcién seno donde se
pueden apreciar estos conjuntos

___________ y = sen(x)

Otra notacién ampliamente usada para f[P], imagen directa de
P bajo [, es simplemente “/ (P)”. No usamos esta notacién debido a
que escribir “f(P)” puede ser ambigiio porque se puede interpretar
que la funcién f es evaluada en el subconjunto P, lo cual no tiene
sentido, y se indicé que f solo debe evaluarse en elementos de su
dominio y no en subconjuntos de €él. Este es un ejemplo de lo que
es referido como abuso de notacion. Sin embargo, reconocer qué ti-
po de objeto estd dentro del paréntesis en el simbolo: f(O), si O es
subconjunto de dom(f) o si O es elemento de dom(f), no siempre es
absolutamente claro. Consideremos la funcién idg ). Sabemos que
@€ P(@)y @ C P(@). Es decir, @ es elemento y subconjunto de
P (@), por lo tanto, el término “idg(z)(@)” no es claro si se refiere a
la funcién idg(g) evaluada en el elemento @ o si se refiere a la ima-
gen directa del subconjunto @ bajo la funcién idgg). No obstante,
en algunos contextos, como lo son los cursos de cdlculo y andlisis, es
posible reconocer de manera clara qué tipo de objeto estd dentro del
paréntesis en f(0O). Esto nos permitird entender a qué se refiere esta
notacién y, por lo tanto, esta manera de escribir no seria inconvenien-
te de usar ni deberia causar problemas. En los casos en los que esta
notacién genera ambigiiedades se recurre al contexto para mantener
con interpretacion tnica al término “f (P)”.
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Exploremos una visién un poco mads abstracta. Sea f : 4 — B
una funcién. Vimos que si P C A, entonces f[P] C B. Esto es, a cual-
quier elemento P € P(A) le corresponde un elemento f[P] € P(B).
Por lo tanto, el proceso de tomar imdgenes directas de subconjuntos
arbitrarios de A tiene el efecto de inducir una nueva funcién a partir
de la funcién f. Tal funcién es denotada por f. : P(A) — P(B)
y es definida por f.(P) = f[P]. Vale la pena mencionar que la no-
tacion “f,(P)” no significa otra cosa que la imagen del elemento P €

dom(f.) = P(A) por la funcion f..

Ejemplo 21.1.5. Consideremos la funcién f/ de 4 = {1, 2,3} en
B=1{a,e,i,o,u} dada por

f:{1,2,3}—>{a,€,i,0,u}
l—u
2+ a

33— u.

Vemos que f[{1}] = {u} porque el tinico elemento que estd en {1}

es 1y f(1) = u. Asi mismo, f[{2}] = {a} v f[{3}] = {«}. Como
f(1) =uy f(3) = u, consecuentemente f[{1,3}] = {«}. También
f1{1, 2}] = {a, u}. Vista como relacion,

f={(2,2), ({1}, {«}), ({2}, {a}), ({3}, {u}), ({1, 2}, {a, u}),
({1, 8}, {u}), ({2, 8}, {a, u}), ({1, 2, 8}, {a, u})}.

El hecho £.(@) = f[@] = @ es vdlido para cualquier funcién /. Tal
afirmacion es enunciada en el Teoremal21.3.1.

21.2. Imagen reciproca

Definiciéon 21.2.1. Sean / : 4 — B una funcion y Q € B. La
imagen reciproca de Q bajo f, denotada por f~1[Q], es el conjunto
definido por

fHQl={aed: f(a)€Q}.
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La siguiente figura muestra una representacion mediante diagra-
ma de flechas de la imagen reciproca de un conjunto Q C B bajo la

funcién f : 4 — B.

Una forma alternativa de describir este conjunto que aparece en la

Definicion [21.2.1] es

f'Ql={a€4 : f(a) =qparaalging € Q}.

Ejemplo 21.2.2. Consideremos de nuevo la funcién parte entera

[f=1]:R—>R

x> |lx] =mn,

donde n € Z satisface que n < & < n + 1. Nétese que f~1[{j}] =
[j, j+1) para cualquier j € Z porque | x| = j para cualquierx € [j, j+
1) por la misma definicién de la funcién | -], ver Ejemplo
También vale que f~![(j,j + 1)] = @ para cualquier j € Z porque
(J,j+1) Nrango(l-]) = @.

Supongamos que deseamos determinar la imagen reciproca del
intervalo abierto (3/2, 5/2), bajo la funcion f = |[-]. Como
rango(|-]) = Z, vea el Ejercicio[19.5.6] basta calcular la imagen reci-
proca del conjunto (8/2, 5/2) N Z = {2}, asi que f~1[(8/2, 5/2)] =
SN = (2, 9).
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Puesto que tenemos que (-1/2,3] n Z = {0, 1, 2, 3}, podemos
decir que 7! [(—1/2, 3]] = 71140, 1, 2, 8}] = [0, 4) porque para
cualquier x € [0, 4) se cumple que |x| =n donde n € {0, 1, 2, 3}.

Ejemplo 21.2.3. Respecto ala funcién seno considerada en el Ejem-

plo [21.1.4] se tiene que la imagen reciproca del intervalo cerrado

[ 2/2, 1], por Definicién [21.2.1] corresponde al conjunto
sen”'[[V2/2,1]] = {x € R : sen(x) € [V2/2, 1]}.

Note que el intervalo [7r/4, 37r/4] C sen”! [[\@/2, 1]] porque pa-
ra todo x € [71/4, 37r/4] se cumple que sen(z) € [V2/2, 1]. Sin
embargo, existen otros x € R que también cumplen esta condicién
porque la funcién seno es una funcién periédica de periodo 27, es
decir

sen(x + 2m) = sen(x) paratodo x € R.

Por lo tanto, para todo x € [7‘(/4 + 2r,3n/4 + 27r] se cumple que
sen(z) € [V2/2, 1] y para todo z € [7r/4 +4r,3n/4 + 47r] vale

que sen(z) € [V2/2, 1] y asi sucesivamente. Mds precisamente, para
cualquier k € Z se tiene que para todo x € [71'/4 + 2k, 31 /4 + 2]87'(]

es vdlido que sen(x) € [V2/2, 1]. Esto implica que

sen”! [[V2/2, 1]] = U [7/4 + 2k, 87/4 + 2kx].

keZ

Desafortunadamente, no se puede decir que la notacién “f~1[Q]”
no causa problemas. En efecto, si una funcién f : 4 — B tiene
una funcién inversa respecto a la composicién de funciones (esto se-
ra estudiado en la préxima leccién) entonces la funcién inversa sera
denotada por /=1 : B — A y asi el término “f~1[Q]” tendrd dos sig-
nificados. Un significado es el que hemos estado estudiando que es la
imagen reciproca de Q C B bajo f y el otro significado de f~1[Q] es
que es la imagen directa de Q € B bajo f~!. El problema de fondo es
que la funcién /=1 no siempre existe. Por lo tanto, es muy importan-
te tener presente que la notacién f -1 [Q] no necesariamente significa
la imagen directa de Q € B bajo f~! porque f~1[Q] es usado inclu-
sive cuando no existe la funcién inversa de f. Adicionalmente, si la
funcién f~1 existe, los dos significados para f~1[Q] coinciden.



294 e Imagenes directa y reciproca

Sean f : A — B una funcién, P € 4y Q C B. Notemos que
los términos “/ [ /71 [Q]]”y “/~'[/[P]]” tienen todo el sentido por-
que Q C B, f71[Q] € A v, por lo tanto, la imagen directa de es-
te subconjunto de A bajo la funcién f es f[f_l[Q]] Del mismo
modo, f~! [ f [P]] corresponde a la imagen reciproca del subconjun-
to f/[P] que estd contenido en B porque P C A. En este contexto
debemos tener mucha precaucién porque no siempre es vdlido que
f[f‘1 [Q]] =Q nique /7! [f[P]] = P. El siguiente ejemplo muestra
porque no siempre es verdad.

Ejemplo 21.2.4. Sea f : R — R la funcién definida por f(x) =
a2 para todo £ € R. Se puede probar que f[(0,2)] = (0,4) y
S0, 291] = /7110, 9] = (-2,0) U (0,2) # (0,2). Simi-
larmente, como f~1[(-4, 4)] = (-2, 2),

491 = f1=2,2)]
= [0,4)
= (-4,4).

Ejemplo 21.2.5. Sea f : R — R la funcién definida por f(x) =
x*—222 para cualquier z € R. Se puede ver quef[[—l, 1]] =[-1, 0]
y que rango(f) = f[R] = [ 1, +00). También se puede obtener

quef_l[[0,4]]:[ V1++v5 ] [\/_ V1 + ]U{O}yque

£l [[—4, —2]] = @. Los detalles de las pruebas de estas igualdades
de conjuntos son dejadas como ejercicios para el lector.

Sea f : A — B una funcién. Asi como construimos la funcién
fe : P(A) — P(B) basados en la imagen directa de cualquier sub-
conjunto de A4 bajo f, a todo elemento Q € P(B) le corresponde un
tnico elemento f~1[Q] € P(A). Por lo tanto, este proceso de tomar
imdgenes reciprocas de subconjuntos de B tiene el efecto de inducir
una nueva funcién denotada por f* : P(B) — P(A) a partir de
la funcién f. Esta funcién f* es definida por f*(Q) = f~1[Q]. Las
funciones f. y /* nos permiten dar una mirada mds abstracta a las
imdgenes directas y reciprocas de conjuntos bajo la funcién / pero
en estas notas solo serdn usadas en algunos ejercicios. Esta vision le
permitird a los estudiantes entender con mayor facilidad conceptos
mads abstractos que aparecen en cursos superiores como topologia o
teoria de la medida.
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21.3. Propiedades

El siguiente teorema presenta algunas de las propiedades mas basicas
de las imdgenes directas y reciprocas de funciones.

Teorema 21.3.1. Sean A, B conjuntos, sean P, S € Ay Q, T C B
subconjuntos y sea [ : A —> B una funcion. Sean J y K conjuntos no
vacios, sea {A;j}je; una familia de subconjuntos de A indexados por J, y
sea {By hrex una familia de subconjuntos de B indexados por K. Entonces,
valen las siguientes propiedades:

1 flol=oy [ o] =2.
fUB]=A.

fIP1 € QsiysolosiP < f71[Q].
Si P C S, entonces f[P] € f[S]-

SiQ C T, entonces f~1[Q] € f~1[T].
[ Ujer 4i] = Ujes F14;1.
SNjer 4] € Njes f141.

8 [ Urek Bt] = Usex /7' [Be]-

9. [ Nkex Br] = Miex /7' [Bil.

NS v R N

Para demostrar este teorema se debe tener en cuenta que objetos
de la forma f[P] o f~1[Q] son conjuntos, y para probar que ellos
son subconjuntos de otro conjunto X se procede de la manera estan-
dar, que es tomar cualquier elemento b de estos y probar que tal b es
también elemento del conjunto X. Para probar la igualdad entre dos
de estos conjuntos se debe probar que cada conjunto es subconjunto

”»”

del otro. Adicionalmente, una afirmacién de la forma “b € f[P]” es
equivalente, debido a la Definicién [21.1.1} a decir que existe a € P
tal que b = f(a); similarmente, la afirmacién “y € f~1[Q]” es equi-

valente, debido a la Definicién [21.2.1} a decir f(y) € Q.



296

Imagenes directa y reciproca

Demostracion. A continuacion, se realizaran las demostraciones de tres
afirmaciones del teorema. El resto de las pruebas son dejadas como
ejercicios para el lector.

1.

9.

Como @ es subconjunto de todo conjunto, entonces @ C [ [@

y también @ C f~![@]. Razonemos por reduccién al absur—
do. Supongamos que f ] ¢ @. Esto significa que existiria
b € f|@]. Por definicién de imagen directa existiria ¢ € @ tal
que f(a) = b. Esto es absurdo porque @ no tiene elementos.
Por lo tanto, f[@] € @. En conclusién f[@] = @ porque tam-
bién vimos que @ C /@]

Del mismo modo, por reduccién al absurdo, supongamos que
f~1[@] ¢ @. Esto significa que existiria a € f~![@]. Por defini-
cion de imagen reciproca f(a) € @. Esto es absurdo porque &
no tiene elementos. Por lo tanto, f~'[@] € @. Como también
@ C f~1[@], concluimos que f~'[2] = @.

3., 4., 5.y 6. Ejercicios para el lector.

Seab € [N ies A ;] cualquiera. Por Definicién de ima-
gen directa, podemos afirmar que existe a € (jcs A; tal que

= f(a). Sea k € J arbitrario pero fijo. Como a € (c; 4,
entonces a € A; para todo j € J; en particular a € A;. Por
lo tanto, por definiciéon de imagen directa tenemos que b :=
f(a) € f[A;]. Como k € J lo hemos tomado arbitrario, en-
tonces podemos decir que para todo j € J tenemos que b €

flA4;], es dec1r b € Njes f14}]. Esto pruebaquef[ﬂjeJ/I ] C
ﬂ]le

. Seaa € f_1 [UkeK Bk] cualquiera, es decir, f(a) € Upex B por

Definicién de imagen reciproca. Esto es equivalente a
que existe £ € K tal que f(a) € B, o mejor, usando de nuevo
la Deﬁnicién [21.2.1] de imagen reciproca, existe k € K tal que
a € f~1[B;], que es lo mismo que, a € Upegx /' [Bi]. Como en
esta prueba todas las afirmaciones son equlvalentes, podemos
concluir la doble contenencia de los conjuntos f~! [Ukex Bi] v
Ugex /= [B], probando asi lo que queriamos.

Ejercicio para el lector.
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o

21.4. Ejercicios

Ejercicio 21.4.1. Sean A = {a, b, c,d}, B = {1, 2, 3} conjuntos, y
[ ={(a, 2), (b 2), (c, 1) (d, 2)} funciénde A en B. Halle f[{a, b, d}],
SHa, 3], F7HE8Y y £, 23

Ejercicio 21.4.2. Sean A y B conjuntos, P,Q C Ayf : 4 — B
una funcion.

1. Pruebe que f[P] - f[Q] € f[P -Q].
2. {Es necesario que f[P-Q] C f[P]—/f[Q]? Dé una demostra-

cién o un contraejemplo.

Ejercicio 21.4.3. Sean A y B conjuntos, U,V C By f: A — B
una funcién. Pruebe que f~1[U = V] = f~HU] - f1[V].

Ejercicio 21.4.4. En el contexto del Teorema|21.3.1} encuentre un
contraejemplo en el que sea claro que f[ﬂie] Ui] 2 Nier /10,

Ejercicio 21.4.5. Sean A, B conjuntos, P € A,Q CByf: 4 —> B

una funcién. Pruebe que:

1. P c /1P

2. fI/71QI € Q.

3. fIP]= /L L/,

4 QI = £YQL.

Ejercicio 21.4.6. Sea f : A — B una funcion. Considere la relacién

F C P(A) x P(B) dada por:

(P,Q)eF siysolosi Q= f[P]

para cualesquiera P € P(A) y Q € P(B). Pruebe que F es funcién
de P(A) en P(B). En efecto, F = f.. Si ademds g : A — B es

también una funcién, pruebe que:

[ =g siysolosi f = g..
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Ejercicio 21.4.7. Sea f : A — B una funcién. Considere la relacion

T S P(B) x P(A) dada por:

(Q,P)e§ siysolosi P=/f"10],

para cualesquieraQ € P(B)y P € P(A). Pruebe que § es funcion de
P(B) en P(A). En efecto, § = /*. Si ademds g : 4 — B es también

una funcién, pruebe que:
f=g siysolosi [*=g"

Ejercicio 21.4.8. Para cada una de las expresiones de las siguientes
funciones / : R — R y cada uno de los siguientes conjuntos X C R

determine f[X], /' [XT, /7 A IXT] y £1/ XD

1. f(x) =+lz] y X =1, 2].

9. f(x) =+l y X =[1/2, 1].
3. f(x) =]y X =(1/2,5].
4. f(x)=a®-3zy X =[-1, 2].
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Hay diferentes maneras de “combinar” funciones de tal manera
que se puedan obtener (posiblemente) otras nuevas. Una forma sim-
ple de hacerlo es como se hace en los cursos de cdlculo. Veamos la
siguiente definicién:

Definicion 22.0.1. Sean f, g : R — R funciones. La suma y el
producto entre [y g corresponde a las funciones f +g : R — Ry
[+ g:R — R definidas por

(f+g)(x)=f(x)+g(x) paratodo x€eR, (22.1)
y (f-9)(x)=f(x) -g(x) paratodo z€R, (22.2)

respectivamente.

Es dejado como ejercicio para el lector probar que f+gy f - g son
en efecto funciones. Moralmente, se definieron dos nuevas funcio-
nes, llamadas / + gy / - g, a partir de las funciones f y g. Nétese que
la funcién suma f + g, evaluada en x € R, estd definida en términos
de la adicion de los nimeros reales f (x) y g(x); y del mismo modo la
funcién producto f - g, evaluada en x € R, estd definida en términos
de la multiplicacion entre los niimeros reales f(x) y g(x). Justamen-
te la estructura de R va a implicar que la adicién y multiplicacién
de funciones hereden prdcticamente las mismas propiedades de los
numeros reales. Es asi como la adicién de funciones, por ejemplo,
tiene elemento neutro (o elemento identidad) puesto que la funcién
0 : R — R, dada por O(x) := 0 para todo x € R, satisface que
[ +0=0+f =/ para toda funcién / : R — R porque

(f +0)(2) = f(x) +O(x) = f(2) + 0 = f (2)

(0+/)(x) =0(x) +/(x) =0+ f(x) = f (2),

para todo x € R. Sin embargo, el hecho de que el nimero cero no
tenga inverso multiplicativo va a impedir que todas las funciones que
tengan raices reales no tengan funcién inversa multiplicativa con do-
minio R. En efecto, la funcién inverso multiplicativo de una funcién
| (ver Observacion [22.4.5)), que es denotada por % y definida por

(})(x) = ﬁ, no tendrd en su dominio los x € R para los cuales la
funcién f se anula, es decir, los x € R para los cuales f(x) = 0. Por
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lo tanto,

1
dom(jT) —{zeR : f(x)#0).
El hecho de obtener nuevas funciones a partir de dos funciones arbi-
trarias / y g, mediante la adicién y la multiplicacién, no siempre es
posible debido a que no todos los conjuntos tienen la misma estuctura
de R donde se puede sumar y multiplicar.

221. Composicion de funciones

Una manera mds amplia de operar funciones es por medio de la
composicion. Realizar la composicion de dos funciones no es, a esta
altura, una operacion desconocida debido a que las funciones por de-
finicién son relaciones y en la Leccién 14 se introdujo la composicién
de relaciones.

Sean A, B, C, D conjuntosy sean f : A — By g : C — D fun-
ciones tales que rango(f) € dom(g) = C. Como [ y g son relaciones,
recordemos que la composicién de g y f, denotada por g o f, es una
relacion de 4 en D cuyos elementos son las parejas (a,d) € A X D
para las cuales existe b € rango(f) C dom(g) = C tal que (a, b) € f
y (b,d) € g, es decir, f(a) = by g(b) = d. Mads precisamente, la
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relacion g o f € A X D corresponde al conjunto:
{(a,d) € AXD : (a,b) € f y (b,d) € g paraalgin b € rango(f)}.

En otras palabras, la pareja (a,d) € g o [ siy solo si existe b €
rango(f) C C tal que (a,b) € fy (b,d) € g.

Dado que f y g son funciones, una pregunta que surge natural-
mente es: ¢la relacién g o f es funcién? Veamos:

i. Como g o [ es una relacion de 4 en D, sabemos por defi-
nicién que dom(g o f) € A. Sea a € A cualquiera. Como
[+ A — B es funcién, se tiene que dom(f) = A. Dado que
a € A = dom(f), existe un tnico elemento f(a) € B tal que
(a, f(a)) € f. El supuesto rango(f) € dom(g) = Cy el hecho
de que f(a) € rango(f) implican que f(a) € dom(g). Como
g : C — D es funcion, existe un tnico elemento g(f(a)) € D

tal que (f(a), g(f(a))) € g. Porlo tanto, (a, g(f(a))) € go [.
Es decir, a € dom(g o ). En conclusién, dom(g o f) = A.

ii. Seana € A =dom(g)yd,d € D tales que (a,d), (a,d’) € gof.
Veamos que d = d’. Como (a,d) € go [, existe b € B tal
que (a,b) € fy (b,d) € g. El hecho de ser / y g funciones
nos permite escribir b = f(a) yd = g(b) = g(f(a)). Como
hemos supuesto que (a,d’) € g o f, entonces existe b’ € B
tal que (a,b’) € [y (b',d") € g. De nuevo, como f y g son
funciones, por hipétesis, podemos escribir b’ = f(a) y d’ =

g(b") = g(f(a)). Porlo tanto, d = g(f(a)) =d’.

En conclusion, de iy ii, por la Definicién concluimos que
g o [ es funcion. Ademds, si (a,d) € g o f, se tiene que d = g(f(a)).
Esta discusion nos permite presentar la definicién de composicién de
funciones de manera mads concreta.

Definicion 22.1.1. Sean 4, B, C, D conjuntosy sean f : A — By
g : C — D funciones tales que rango(f) € dom(g). La composicion
de gy [ esla funcién

gof:A— D
x+— (gof)(x) :=g(f(x)) paratodo x € A.
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Obsérvese que el simbolo “g o /7 en la anterior definicién es el
nombre de la funcién de 4 en D, que fue construida a partir de las
funciones f y g. Nétese ademds que “(g o /)(x)” denota al elemen-
to del conjunto D que es la dnica imagen de x € A por medio de
la funcién g o /. La funcién f, que es la primera funcién que acta,
es conocida como funcion interna de esa composicién y, consecuente-
mente, la funcién g es la funcion externa. En general, no es correcto
escribir “g o f(x)” porque o es una “operaciénﬂ entre dos funcio-
nes y “f(x)” es un elemento del conjunto B y no es una funcién; a
menos que B sea un conjunto cuyos elementos sean funciones. Tén-
gase siempre en cuenta que para poder definir la composicion de dos
funciones el rango de la funcién interna debe estar contenido en el
dominio de la funcién externa.

Ejemplo 22.1.2.

1. Sea P el conjunto de todas las personas y seam : P — P la
funcién que asigna a cada persona su madre biolégica. Enton-
ces m o m es la funcién que asigna a cada persona la madre de
su madre, es decir, su abuela materna.

2. Sean f, g : R — R funciones definidas por f(x) = 22 y g(x) =
senx, para todo x € R. Entonces, f o gy g o f estan dadas por

(f 0 8)(x) = f(g(x)) = [ (senx) = (senx)® = sen’a,
(g0 /)(x) = g(f(2)) = g(a?) = sen(a?),
para todo x € R.

3. Sean

f:(0,+00) — R y g:(0,40) — R
x+— f(x) =nzx x — g(x) = Vr,

para todo x € (0, +c0), funciones. Entonces,

fog:(0,40) — R
= (fog)(x) = f(g(x) = f(Vx) = In(Va),

I Aqui no usamos el término operacién en el sentido estricto usual, sino apenas

para indicar que lo que se obtiene de componer dos funciones es también una
funcién, sin importar su dominio ni codominio.
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para todo x € (0, +o0). Sin embargo, como rango(f) = Ry
dom(g) = (0, +00), no se puede realizar la composicién g o f
porque no es valido que rango(f) C dom(g), es decir, VInz no
estd definida para todo x € (0, +0).

22.2. Propiedades de la composicion

Como fue discutido antes de la Definicién la composicion
gof delas funciones f : 4 — By g : C — D tales que rango(f) C
dom(g) = C es también una funcién. Esto nos permite afirmar que la
composicién de funciones es en cierto sentido “clausurativa” (no en el
sentido de que obtengamos siempre funciones con el mismo dominio
y mismo codominio, sino que lo obtenido es también funcién).

Los numerales 2 y 3 en el Ejemplo nos muestran que la
composicion de funciones no es conmutativa, porque algunas veces,
como en 3, ni siquiera es posible definir alguna de las composiciones.
En el caso que fuera posible realizar las dos composiciones, f o gy
gof,como en 2, no necesariamente vale que f(g(x)) = g(f(x)) para
todo x del respectivo dominio.

Ejemplo 22.2.1. Consideremos las funciones de R en R dadas por
las férmulas algebraicas f (z) = 23 y g(x) = 2+1 para cualquierx € R.
Es claro que rango(f) € R = dom(g) y rango(g) € R = dom(f).
Esto nos garantiza que podemos hacer las dos composiciones g o /'y
fog.Lafunciongo f : R — R es dada por (go f)(x) = g(f(x)) =
g(23) = 2% + 1 para todo z € R. La funcién f o g : R — R es dada
por (fog)(x) = f(g(x)) = f(x+1) = (x + 1)3 para todo z € R.
Noétese que dom(go f) =dom(f og) = R ycodom(go[f) =codom(f o
g) = R. Vemos que las expresiones algebraicas 2 + 1 y (x + 1)3 no
tienen la misma forma. Sin embargo, esto podria no ser suficiente
para concluir que g o f # f o g, porque hay muchas expresiones
algebraicas con apariencias distintas que acaban siendo iguales, por
ejemplo (z + 1)% y 22 + 22 + 1. Asi que para dejar todo lo mds claro
posible, evaluamos en un cierto ndmero real y veamos si coinciden,
(gof)(1) =13+1=2pero (fog)(l) = (1+1)3=8. Como es
vdlido que existe al menos un x € R tal que (g o f)(x) # (f o g)(x),
entonces podemos afirmar que go f # f o g.
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Proposicion 22.2.2. Sean A, B, C, D, E, K conjuntos, y sean f : A —
B, g:C— Dyh: E — K funciones tales que rango(f) C dom(g) =
Cyrango(g) € dom(h) = E. Entonces,

(hog)of=ho(gof).

Demostracion. Se deja como ejercicio para el lector probar que tanto
(hog)of comoho(gof)sonfunciones de A en K. Esto implica que
estas funciones tienen el mismo dominio, el conjunto A4, y el mismo
codominio, el conjunto K.

Ahora, seax € A cualquiera. Usando el hecho de que hogy go f son
también funciones, debido a que por hipétesis f, g y & son funciones,

y la Definicion [22.1.1| de composicién de funciones en cada una de
las siguientes igualdades tenemos que:

((hog)of)(x) (hog)(f(x))
(Definicion de composicionho gy f)
= h(g(f(2)))
(Definicién de composicién de by g)
= h((go/f)(x))
(Definicion de composicién gy [)
= (ho(gof)(a).
(Definicién de composicién de h
ygo/)

Porlo tanto, (hog)o f =ho (gof). v

22.3. Neutros de la composicion de
funciones

Consideremos la funcién constante 1 : R — R, dada por 1(x) = 1
para todo x € R. Notemos que para toda funcién f : R — R

fra=1=],
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porque

(/- D) = f(2) - Lx) = f(x) - 1 = f(x)

(L-f)(x) =1(x) - f(x) =1 f(2) = f(x),

para todo x € R. En efecto, la funcién 1 es la funcién identidad
respecto a la multiplicacién de funciones. Lo que vamos a estudiar
en esta subseccion es si es posible encontrar una funcién identidad
pero respecto a la composicion de funciones.

Como vimos en el Ejemplo numeral 3, es factible que a
pesar de que la composicion f o g esté definida, g o / no lo esté.
Esto tiene implicaciones serias cuando queremos hallar, por ejemplo,
una funcién que sea elemento neutro o identidad de esta operacién
entre funciones. Debemos entonces tener un poco mas de cuidado al
hablar de elementos identidad respecto a la composicién, pues como
veremos a continuacion, en general no tendremos una misma funcién
que al componer a izquierda y a derecha deje invariante la funcién
con la que estemos componiendo.

Proposicion 22.8.1. Sea [ : A — B funcion arbitraria.
1. foidgy=1/.
2. idgof=1{.
8. Si A = B, entonces idy = idp y

foidy=f=idgof.

Demostracion.

1. Sean f : A — B funcion arbitrariay idy : A — A la fun-
cién identidad en A. El rango de la funcién id4 es justamente
A = dom(f). Por lo tanto, f oidy : A — B es una funcién
con dominio 4 y codominio B. Ahora sea a € A = dom(f) =
dom(f o id,) cualquiera. Por Definicion de composi-
cion de funciones se tiene que (f o idy)(a) = f(id4(a)) y por
Definicién de la funcién identidad en A se tiene que
f(id4(a)) = f(a), es decir (f oidy)(a) = f(a). Como a € A es

arbitraria concluimos lo que se queria.
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2, 3. Ejercicios para el lector.

o

Observacion 22.3.2. Note que id4 o / no necesariamente estd defi-
nida; a no ser que B C A4 y, similarmente, f o idg no necesariamente
estd definida; a no ser que 4 C B. También, como consecuencia de
esta ultima Proposicion diremos que, para cualquier funcién
[ : A — B, respecto a la composicién de funciones, la funcién id,
es elemento neutro a la derecha de f y, del mismo modo, idg es elemento
neutro a la izquierda de f.Y en el caso en que A = B, para cualquier
funcién f : 4 — A se dice que id4 es elemento neutro de f porque

foidy=idgof=/. (22.3)

22.4. Inversa de una funcion

Una pregunta que surge naturalmente en este momento es si dada
una funcién f, dexiste otra funcién que sea inversa de la funcion f
respecto a la composicién de funciones? Recordemos lo que ocurre
en los conjuntos numéricos Z, Q y R. Se sabe que dado cualquier
nimero & existe un nimero y tal que x +y = y +x = 0, donde 0
es el elemento identidad de la adicién. Este nimero y es unico, es
denotado por y = —x y es llamado el opuesto, o el inverso, aditivo
de x. También en Q y R vale que para cualquier nimero x no nulo
existe un nimero y tal que x -y =y -x = 1, donde 1 es el elemento
identidad de la multiplicacién. Tal nimero y es tinico, es denotado
pory=a"! = % y es llamado el inverso multiplicativo de x. En estos
ejemplos se tiene que las operaciones adicién y multiplicacién son
conmutativas. No es asi en el caso de la composicién de funciones.

Vea el Ejemplo [22.2.1]y la discusion desarrollada.

Como no tenemos ademds un concepto de funcién que sea en ge-
neral neutro a izquierda y a derecha simultineamente (vea Obser-
vacion [22.3.2)); esto debido a que el dominio de una funcién dada
puede diferir de su codominio, entonces definimos a continuacién
los conceptos de funcién inversa a derecha y funcién inversa a izquierda
de una funcién.
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Definicién 22.4.1. Sea f : A — B cualquier funcion.

1. Una funcién g : B — A se dice una inversa a derecha de f si'y
solosi f o g =idp.

2. Una funcién g : B — A se dice una inversa a izquierda de [ si
ysolosigo f =idy.

3. Una funcién g se dice una inversa de f siy solo si g es inversa
a derecha y también inversa a izquierda de /.

En caso de que exista, aunque se ha usado el término una inversa
en la Definicion [22.4.13), vemos de la siguiente proposicién que de
ahora en adelante podremos escribir la inversa, puesto que demostra-
remos que en caso de existir dicha inversa, esta debe ser tinica.

Proposicion 22.4.2. Sea [ : A —> B cualquier funcion.

1. Sig: B — A es una inversa a derechade f yh : B — A es una
inversa a izquierda de f, entonces g = h.

2. Si [ tiene inversa, entonces tal inversa es unica.

8. Sig: B —> Aesinversade [, entonces [ es inversa de g.

Demostracion.

1. Sea f : A — B cualquier funcién. Supongamos que g : B —
A es una inversa a izquierda de f y que A : B — A4 es una
inversa a derecha de f. Por Definicion[22.4.1] esto implica que
fog =1idgyidy = ho f. Aplicando los resultados 1 y 2 de
la Proposicion tenemos que hoidg =hy g =1idyog.
Por lo tanto, usando la Proposicion[22.2.2] que nos dice que la

composicién de funciones es asociativa, concluimos que
g=idjog=(hof)og=ho(fog)=hoids=h.

2. Sea f : A — B cualquier funcién. Supongamos que g, & :
B — A son funciones inversas de /. Por la Definicion[22.4.1]3),
en particular, g es inversa a derechade f y & es inversa a izquier-
da de f. Entonces, por 1, se concluye que g = A.
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3. Sea f : A — B cualquier funcién. Supongamos que g : B —
A es inversa de f. Por Definicion [22.4.1(8), esto significa que
g es inversa a izquierda y a derecha de f. Mds precisamente,
gof =idyy [ og=idg. Esto es equivalente a decir que f es
inversa a derechay aizquierda de g. De nuevo por la Definicién

292.4.1(3) de funcién inversa, concluimos que f es inversa de g.
o

Observacion 22.4.3. Sea [ : A —> B una funcién. Fue probado en
la anterior Proposicién que la inversa de la funcion f es tdnica
siempre y cuando exista. Esta unicidad de la inversa de la funcién
f, en el caso de existir, la hace merecedora de una notacion especial
para referirnos a ella. Asi que, si f : 4 — B tiene inversa entonces
la denotaremos por /! : B —s A.

Ejemplo 22.4.4. Consideremos la funciones

J:10,40) — [0,400) y g0, +00) — [0, +00)

2

r— f(z) =z x +— g(a) =V,

para todo x € [0, +c0). Entonces,
[ og:[0,+) — [0, +o0)
2+ (f0g)(2) = f(g(x)) = (V&) =2 = id]p 4o (1),
para todo x € [0, +0), y
gof [0, +00) — [0, +)
2 (g0 (@) = g(f (@) = Va? = & = idjp 4o (@),

para todo x € [0, +o0). Por lo tanto,

Jog=gof=id )
Es decir, g = /7! es la inversa de la funcién f.

Observacion 22.4.5. Sea f : R — R una funcién. Nétese que /! :
R — R lainversa de la funcion f, en caso de existir, no coincide con
la funcién inversa multiplicativa de f que es
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%:D—HR
1
/

1
)(x) =—— paratodo x €D,

[(x)

=

donde |
D= dom(J—[) —{zeR : f(zx)#0).

Obsérvese que /17 es la inversa multiplicativa de / porque

f=fF=1b.

Mais precisamente, para todo x € D se tiene que

1

(l'f)(x):(l)(x)-f(x):I:f(x).(l !

/ / /

Ejemplo 22.4.6. Consideremos las funciones

J@ = (/- 5)@.

T T
tan : (_5’ §) — R arctan : R — (—5, §)
x +—> tan(x), x +— arctan(x),
T
y cot : (—5,5)—{0}—>R
1
t =
x +—> cot(x) @)’

definidas para todo x de su correspondiente dominio. Entonces,
tanoarctan = idg 'y arctanotan =id(_»;9,5/9).

Es decir, arctan es la inversa de la funcién tan respecto a la compo-
sicién de funciones, en cambio cot es la inversa multiplicativa de la
funcién tan porque

tan - cot = cot - tan = 1| (cor) -
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Mas precisamente,
(tan - cot)(x) = tan(x) - cot(x) = cot(x) - tan(x) = (cot-tan)(x) = 1

para todo x € dom(cot) = (-n/2, /2) — {0}. En resumen,

arctan = tan™ ! y cot= L
tan

Ejemplo 22.4.7. Consideremos de nuevo el Ejemplo [22.1.2(1) en
el que P es el conjunto de todas las personas y m : P — P es la fun-
cion que asigna a cada persona su madre biolégica. Una candidata a
ser inversa de la funcién m seria la relacion o € P x P tal que a cada
madre le corresponda sus hijos. Esta relacion no llega a tener el esta-
tus de funcién porque por ejemplo no todas las personas son madres,
es decir dom(h) no es P. Este inconveniente puede ser dejado de lado
si cambiamos el codominio de la funcién m, es decir, consideremos
m : P — M donde M es el conjunto de todas las personas que son
madres y asi consideremos A como una relacién de M en P. A pesar
de esta modificacion, sabemos que existen madres que tienen varios
hijos, es decir existen x € dom(h) = M y y,y" € P tales que (z,y),
(x,y) €ehyy #y,esto esyyy son hermanos. Esto significa que A
definitivamente no es funcion.

Como podemos notar del anterior ejemplo la inversa de una fun-
cién no siempre existe, es decir, la inversa de una funcién algunas
veces existe y otras veces no, por lo tanto, la pregunta que queda por
responder es la siguiente: icuando existe la inversa de una funcién?
Esta pregunta serd respondida en la siguiente leccion.

22.5. Ejercicios

En los siguientes ejercicios tenga en cuenta que: dados A4 y B conjun-
tos cualesquiera, denotamos por B al conjunto de todas las funciones
de 4 en B. Mds precisamente,

B! ={f € P(AxB) : [ esfuncién de A en B}.
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Ejercicio 22.5.1. Pruebe que la adicién de funciones de R®, tal y
como fue definida en (22.1), es clausurativa en RR, asociativa, con-
mutativa, tiene elemento neutro y opuestos aditivos. ¢Qué propieda-
des satisface la adicion de funciones de Q@? ¢Y las de Z%? {Y las de
NN?

Ejercicio 22.5.2. Pruebe que la multiplicacién de funciones de R,
tal y como fue definida en (22.2), es clausurativa en RR, asociativa,
conmultativa, tiene elemento neutro pero no necesariamente tiene in-
versos multiplicativos en RR. {Qué propiedades satisface la multipli-
cacién de funciones de Q®? ¢Y las de ZZ? (Y las de NV?

Ejercicio 22.5.8. Determine en cada caso las funciones f ogy go f
donde f, g € RR y estin dadas por las siguientes expresiones, para
cada x € R,

s f(x) =cosxyg(x)=senx.

= f(2)=22% - 1yg(x) =2(x-1)%

» (@)= F5ygla)=22-1.
Simplifique siempre que sea posible.

Ejercicio 22.5.4. SeaA = R - {1} ysea f : A — A la funcién
definida por la férmula algebraica

x+1
-1

f(x) =

para todo x € R. {Es f la inversa de f? Justifique su respuesta.

Ejercicio 22.5.5. Dada f : 4 — A una funcién, denotamos por
2 la funcién f o f. Similarmente, también se denota por f3 a la
funcién f o f o f. Defina rigurosamente para cada n € Z*, usando
recursividad, la funcién /" que corresponderia informalmente a la
funcién que se obtiene al componer n veces la funcién f, es decir, la
funcién f o fo---0o f (n veces).

Ejercicio 22.5.6. Sea f : A — B una funcién que tiene inversa.
Demuestre que f~! : B —s A como relacién es la relacién inversa

de /.
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Ejercicio 22.5.7. Sean A, B y C conjuntos, con U C A,V C C.
Ademds, sean f : A — By g : B— C funciones. Pruebe que

(go NI =¢lfIUN v (goN7'V1=/"1g ' V]I

Ejercicio 22.5.8. Sean A conjunto no vacioy f : A — A una fun-
cion. Suponga que existe ¢ € A tal que f(x) = a para todo x € A.
Pruebe que para toda funcion g : 4 — A, f o g = f. {Es vdlida la
reciproca de esta afirmacion? Es decir, des vilido que para cualquier
funcién g : 4 — A tal que f o g = f, se cumple que f es constante?
Justiﬁque su respuesta.
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Al final de la Leccion [22]se dejé abierta la pregunta: écuando existe
la funcién inversa de una funcién dada? Esta pregunta surgié natu-
ralmente de observar que algunas funciones si tienen inversa, pero
otras no tienen. El propésito en esta leccion es justamente respon-
der esta pregunta. Desafortunadamente, no es simple determinar si
una funcién tiene inversa o no; o al menos verificar si tiene inversa
a izquierda o inversa a derecha. La dificultad radica en que se debe
encontrar una candidata adecuada que sea funcién y que satisfaga la
condicién de ser el tipo de inversa buscado. Esto en algunas ocasio-
nes es practicamente imposible. Dada la importancia que tienen en
todas las matematicas las funciones inversas, seria maravilloso tener
criterios que nos permitieran chequear rapidamente si una funcién
tiene inversa a derecha o inversa a izquierda o ambas sin necesidad
de hallar explicitamente la funcién deseada.

En el siguiente ejemplo identificaremos algunos problemas que
puede tener una funcién para no tener inversa.

Ejemplo 23.0.1. Consideremos la conocidisima funcién f : R —
R dada por f(x) = 22 para todo x € R, es decir, / asigna a cada real
x su cuadrado 22, {Esta funcién tiene una inversa a derecha o una
inversa a izquierda?

Supongamos que 2 : R — R es una inversa a izquierda de [, es
decir, hof =idg, porlo tanto, h(f (x)) = x paratodo x € R. Es sabido
que (=8)* = 82, luego /(=8) = f(8) y h(f(=8)) = A(f(8)) puesto
que A es funcién. Como h(f(x)) = x para todo x € R, se deduce que
-3 = 3, lo que es una contradiccién. Entonces, f no tiene inversa
a izquierda. El problema que se tiene aqui para hallar una inversa a
izquierda de / es que hay distintos objetos en su dominio que tienen
la misma imagen en el codominio.

Ahora, supongamos que g : R — R es una inversa a derecha para
/. Esto seria que f o g = idg, es decir, f(g(x)) = x para todo x € R.
En particular, /(g(-3)) = =3, lo que significaria que el cuadrado del
real g(—3) es —3 lo cual no es posible dado que —38 es negativo y
(2(-8))? no lo puede ser. Por lo tanto, f no tiene inversa a derecha.
Nétese que el principal problema para hallar una inversa a derecha
de f es que hay objetos en su codominio, los reales negativos, que no
estdan en el rango de f.
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En las siguientes definiciones daremos nombres a las funciones
que no tienen los problemas que se vieron en el ejemplo anterior.

23.1. Funciones inyectivas

Definicién 23.1.1. Sea /' : 4 — B una funcién. La funcién f se
dice inyectiva (también llamada uno a uno) siy solo si dados x,y € A
cualesquiera se satisface que

f(x)=1(y) implica x=y.

Equivalentemente, para cualesquiera x, y € A,

TEY implica f(x) # f(y).

Observacion 23.1.2. Sea / : A — B una funcién. f no es inyectiva
si y solo si existen x, y € A4 tales que f(x) = f(v) pero x # y.

Ejemplo 23.1.3. Consideremos las siguientes funciones que se di-
ferencian en sus dominios.

1. La funcién & : [0, +00) — [0, +c0) definida por A(z) = a2
para todo x € [0, +00). Veamos que & es inyectiva. Sean z,
y € [0, +00) tales que h(z) = h(y). Es decir, 22 = y2. Comoz yy
son no negativos, se deduce que z = |x| = Va2 = \/y— =ly| =y.
Esto prueba que & es inyectiva.

2. Ahora, sea g : R — [0, +c0) definida por g(x) = 22 para todo
x € R. Esta funcién no es inyectiva. Una razén por la que g no
es inyectiva es porque g(-3) =9 =g(3) y -3 # 3.

Ejemplo 23.1.4. Sean a, b € R, con a # 0. La funcién

[TR—R
x+— f(x) =ax+b paratodo x € R,

es inyectiva. Sean x, 2’ € R cualesquiera tales que f(x) = f(2'), es
decir ax +b = ax’ + b. Veamos que x = 2’. Usando los axiomas de los
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numeros reales tenemos que

a ar ax+0 ax+[b+ (-b)]
x:lx:—x:—: =
a a a

_ (ax +ab) + (=b) _ (ax’ +b) + (-b)

ax’ + [b+ (-b)]

a a a
ar’+0 ax’ a ,
=—=—2a'=1a"=2".

a a a

Dejamos como ejercicio para el lector justificar cada una de las ante-
riores igualdades.

Por lo tanto, f es inyectiva.

23.2. Funciones sobreyectivas

Definicién 23.2.1. Sea f : A — B una funcién. La funcién f se
dice sobreyectiva (también llamada simplemente sobre) siy solo si para
todo b € B existe algiun a € A tal que f(a) = b, es decir B C f[A] =

rango(f). Como f[A] C B, equivalentemente, f se dice sobreyectiva
siy solo sirango(f) = f[A] = B.

Observacion 23.2.2. Sea f : A — B una funcién. f no es sobre-
yectiva si y solo si existe b € B tal que para todo a € A se tiene que

f(a) #b. Es decir, rango(f) = f[A] < B.

Ejemplo 23.2.3. Consideremos de nuevo las funciones del Ejemplo

23.1.3

1. Lafunciénh : [0, +00) —> [0, +00) definida pork(x) = x2 para
todo x € [0, +o0) es sobreyectiva. Sea b € [0, +o0) cualquiera.
Tomemos a = Vb € [0, +00) = dom (k) (ver apéndice). Asi
h(a) = h(\/[;) = (\/5)2 = b. Entonces, & es sobreyectiva.

9. La funcién ¢ : R — [0, +o0) definida por g(x) = x? para
todo x € R es sobreyectiva. La prueba de que g es sobreyectiva
coincide con la prueba de la sobreyectividad de 2 en 1.

3. La funcién j : R — R definida por j(x) = 2% para todo x € R
no es sobreyectiva, puesto que si tomamos —1 € R, ningun real
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x satisface j(x) = 22 = —1 (ningtn cuadrado de un nimero real
es negativo).

Notemos que a pesar de que las funciones dadas en los nu-
merales 1, 2 y 8 en este ejemplo son iguales como conjunto
de parejas ordenadas, la sobreyectividad de ellas depende del
conjunto que estemos tomando como codominio.

Ejemplo 23.2.4. Sean a, b € R, con a # 0. La funcién / : R — R
considerada en el Ejemplo [23.1.4]| dada por f(x) = ax + b para todo
x € R es sobreyectiva. Sea y € R cualquiera. Tomemos & = y%b

Usando los axiomas de los reales tenemos que

f(x):ax+b:a(y_b)+b:g(y—b)+b
a a
=(y-b)+b=y+[(-b)+b]=y+0=y.

Dejamos de nuevo como ejercicio justificar cada una de las anteriores
igualdades. Esto muestra que / es sobreyectiva.

23.3. Funciones biyectivas

Definicién 23.3.1. Sea /' : 4 — B una funcién. La funcién f se

dice biyectiva siy solo si [ es inyectiva y sobreyectiva.

Ejemplo 23.3.2. Consideremos de nuevo las funciones & y g de los
Ejemplos [23.1.3| vy [23.2.3| y la funcién f de los Ejemplos [23.1.4]y
[23.2.4]

1. & es biyectiva pero g no lo es porque a pesar de ser sobreyectiva
no es inyectiva.

2. f es biyectiva.
Lema 23.3.3. Sean f : A — By g : B —> C funciones.

1. Si f vy g son inyectivas, entonces g o | es inyectiva.
2. Si [y g son sobreyectivas, entonces g o [ es sobreyectiva.

8. Si [y g son biyectivas, entonces g o [ es biyectiva.
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Demostracion. Sean [ : A — By g : B— C funciones. Vemos que
gof : A — C esfuncién porque tanto f como g son funciones y

rango(f) C dom(g) = B.

1. Supongamos que [ y g son funciones inyectivas. Veamos que
g o / es también inyectiva. Sean x, vy € A cualesquiera. Su-
pongamos que (g o f)(x) = (g o f)(y). Por Definicién
de composicion de funciones tenemos que g(f(x)) = g(f (v)).
Como por hipétesis g es inyectiva, se concluye que f(x) =
/(y), y finalmente, como f es inyectiva, se deduce que x = y.
Esto prueba que g o f es inyectiva.

2. Supongamos que [ y g son funciones sobreyectivas. Veamos
que g o f es también sobreyectiva. Sea ¢ € C cualquiera. Por
hipétesis sabemos que g : B — C es sobreyectiva, entonces
existe b € B tal que g(b) = ¢. Como [ : A — B también
es sobreyectiva, existe a € A tal que f(a) = b. En conclusion,

existe a € A tal que (g o f)(a) = g(f(a)) = g(b) = c. Esto
prueba que g o f es sobreyectiva.

3. Esta parte es consecuencia directa de las anteriores.

23.4. Existencia de funciones
Inversas

El siguiente teorema aborda la cuestion planteada al inicio de esta
leccién, en la que se indagaba por la existencia de funciones inversas.
Este teorema nos dice cuando una funcién dada posee una inversa a
derecha, una inversa a izquierda, o una inversa.

Teorema 23.4.1. Sean Ay B conjuntos no vacios y sea f : A — B una
Jfuncion.

1. La funcion [ tiene una inversa a derecha siy solo si f es sobreyectiva.
2. La funcion [ tiene una inversa a izquierda si vy solo si [ es inyectiva.

8. La funcion [ tiene una inversa si y solo si [ es biyectiva.
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Antes de dar una demostracion de estas equivalencias tenemos que
hablar de, uno de los axiomas de la Teoria de conjuntos, el conocido
axioma de eleccion. En estas notas no pretendemos profundizar en este
tema, ampliamente estudiado en el curso Introduccién a la Teoria de
Conjuntos, pero si vale la pena acercarnos intuitivamente a lo que nos
dice este axioma puesto que la demostracion de la equivalencia 1 del

Teorema requiere de esteEI

Dado un conjunto 4 # @, sabemos que por lo menos tiene un
elemento; asi que si lo necesitamos podemos escoger un elemento
a € A. Dentro de la axiomdtica de Zermelo-Fraenkel, si tenemos fini-
tos conjuntos no vacios Ay, -+ , A, (n € N = {0}), podemos esco-
ger al tiempo un elemento de cada uno de estos conjuntos a; € A;

@e{l,---,n}).

Al AQ An
[ ] [ ] [}

Aunque parezca intuitivamente hablando “trivial”, existen univer-
sos de la Teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel en los que si te-
nemos una familia infinita de conjuntos no vacios F = {4; : i €
I}, no podemos escoger al tiempo un elemento a; € A; para cada
j € I. Afortunadamente, si existen universos de la Teoria de conjun-
tos de Zermelo-Fraenkel en los que si podemos hacer esta eleccion
simultdnea infinita. Suponer que podemos hacerlo es lo que se cono-
ce como axioma de eleccion. Este axioma es ampliamente estudiado en

Mas atn, 1 es equivalente al axioma de eleccién (AE). El hecho de que AE
implica 1 puede ser visto en la demostracién abajo. Sin embargo, el hecho de que
1 implica AE no serd estudiado en estas notas.
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textos como [6] por lo que los lectores curiosos pueden remitirse a
este texto para profundizar al respecto. Rigurosamente, el enunciado
del axioma de eleccion es el siguiente:

(AE) Dada una familia indexada de conjuntos no vacios F := {4, :

i € I} (I # @), existe una funcién g : I — ;5 A; tal que
para todo j € I tenemos que g(j) € A;. Dicha funcién g se
denomina funcion de eleccién para F.

Vale la pena notar que la funcién g estd eligiendo simultdneamente un
elemento g(j) de cada conjunto 4; (j € I).

Demostracion del Teorema|28.4.1) Sea f : A —> B una funcion.

1. Supongamos que f tiene una inversa a derecha g : B — A,

esto es, [ o g = idg. Veamos que f : A —> B es sobreyectiva.
Sea b € B cualquiera. Tomemos a = g(b) € A. Entonces,
como | es funcién, f(a) = f(g(b)), y por Definicion
de composicion de funciones f(g(b)) = (f o g)(b). Dado que
[og =1idp,se tiene que (f og)(b) =idg(b) = b. Es decir, existe
a € A tal que f(a) = b. Esto prueba que / es sobreyectiva.

Ahora supongamos que f es sobreyectiva. Veamos que existe
una funcién h : B— A tal que f oh = idg. Como f : A — B
es sobreyectiva, dado cualquier b € B existe a € A tal que
f(a) = b. Mis espedﬁcamente, la imagen reciproca de {b}
bajo f, es decir, f~1[{b}], es un conjunto no vacio. Entonces

{6} e € UNA familia de conjuntos no vacios. El pro-

pésito es construir una funcién k tal que A(b) € f~1[{b}] pa-
ra todo b € B. AE nos garantiza la existencia de una funcién
h : B — Upep fH{b}] tal que h(b) € f~1[{b}] para to-
do b € B. Es decir, esta funcién nos da una eleccién de un
elemento a € f~1[{b}] para cada b € B de tal manera que
h(b) = a. Como para cada b € B tenemos que f~1[{b}] C A4,
podemos tomar la funcién 4 con codominio 4. Consecuente-
mente, por la Definicion [22.1.1]y la construccion de 4 se tiene
que (f o h)(b) = f(h(b)) = b para todo b € B. Por lo tanto,
foh=1idp.

. Supongamos que [ tiene una inversa a izquierda g : B —
A, esto es, g o [ = idy. Veamos que [ es inyectiva. Sean x,
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y € A cualesquiera. Supongamos que f(x) = f(y). Como g
es funcion, se tiene que g(f(x)) = g(f(y)) y, por Dehfinicién
292.1.1, podemos escribir esta igualdad asi (g o f)(x) = (g o
[)(v). Como por hipétesis g o f = idy, es decir g(f(a)) = a
para todo a € A, se deduce que x = y. Esto prueba que f es
inyectiva.

Ahora supongamos que [ es inyectiva. Veamos que existe una
funcién & : B — A tal que h o f = idy4. El propésito es des-
cribir cémo actiia la funcion & en cada elemento de B. Como
rango(f) € B entonces para cada b € B hay solo dos posibles
opciones: b € rango(f) o b ¢ rango(f).

Si b € rango(f) = f[A], entonces existe a; € A tal que
b = f(ap). Tal @, es dnico porque si existiese otro a € B tal que
b = f(a), tendriamos que f(a;) = f(a), pero como [ es inyec-
tiva, se deduciria que a; = a. En este caso, definimos 4(b) = a;.
Si por el contrario b ¢ rango(f) = f[A] entonces definimos
h(b) = a, donde a es algin elemento fijo de 4. En resumen,
consideramos

h:B— A
ap, si be f[A]; donde f(ay) =0,
@, si b flA].

Consecuentemente, por la Definicion [22.1.1]y la construccion
de h se tiene que, h : B — A es funcién y (h o f)(a) =

h(f(a)) = ay) = a para todo a € A, porque f(as)) = f(a).
Por lo tanto, h o /' =id4.

b|—>h(b)={

. Esta parte es consecuencia inmediata de las partes (1) y (2) de

este teorema junto con el Lema|23.3.3
o

El siguiente teorema nos muestra una aplicacion directa del Teore-
ma[23.4.1] en la cual, esencialmente, se “cancelan” las funciones por
la derecha o por la izquierda, dependiendo de si la funcién es inyec-
tiva o sobreyectiva.
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Teorema 23.4.2. Sean A, B conjuntos no vacios y sea | : A — B una
Juncion.

1. La funcion [ es inyectiva siy solo si f o g = f o h implica g = h para

cualesquiera funciones g, h : Y — A donde Y es cualquier conjunto.

2. La funcion [ es sobreyectiva si y solo si g o f = h o f implica g = h
para cualesquiera funciones g, h : B —> X donde X es cualquier
conjunto.

Demostracion. Sean A, B conjuntos no vacios y sea f : A — B una
funcion.

1. Supongamos que / es inyectiva. Sean Y cualquier conjuntoy g,
h:Y — A funciones tales que f o g = f o h. Por la parte 2 del
Teorema la funcién f posee una inversa a izquierda,
digamos k : B — A. Asi, ko (f o g) = ko (f oh), porque k
es funcién. Como la composicién de funciones es asociativa y
k es una inversa a izquierda de f, es decir ko f = id 4, se deduce
que

g=idgjog=(kof)og=(kof)oh=idgjoh=h.

La implicacién que falta es dejada como ejercicio para el lector.

2. Supongamos que [ es sobreyectiva. Sean X cualquier conjunto
y g,h : B— X funciones tales que gof = ho f. Porla parte 1
del Teorema [23.4.1] la funcién f posee un inversa a derecha,
digamos k£ : B— A. Entonces (go f) ok = (ho f) o k. Como
la composicién de funciones es asociativa y k es una inversa a
derecha de f, es decir f o k = idp, se deduce que

g=goidg=go(fok)=ho(fok)=hoidg=h.

Ahora supongamos que f no es sobreyectiva. Veamos que exis-
te un conjunto X y existen funciones g, h : B — X tales que
gof =hof perog # h. Seac € B tal que ¢ ¢ rango(f).
Tomemos X = {1,2}y g,h : B— X definidas por g(b) = 1
para todo b € B, h(b) = 1 paratodo b € B — {c} y h(c) = 2.
Noétese que g o f = h o [ a pesar de que g # h. Esto prueba la
afirmacion contrarreciproca de la implicacién que nos faltaba
por probar del numeral 2.

o



326 e Funciones biyectivas
23.5. Ejercicios

Ejercicio 23.5.1. Sean A y B conjuntos, P,Q C Ayf: 4 — B
una funcién inyectiva. Pruebe que f[P — Q] = f[P] - f[Q]. {Qué
puede concluir si / no es inyectiva?
Ejercicio 23.5.2. Sean a, b € N tales que ¢ < b. Denotemos [a, b]y =
{reN:a<x<b}.

1. Seak € N. Pruebe que existe una funcién biyectiva [a, o]y, —

[a+k,b+k]y.

2. Seam € Z* el inico elemento tal que a + m = b. Pruebe que
existe una funcion biyectiva [a, b]y — [1, m + 1]y.

Ejercicio 23.5.3. En el enunciado del Teorema|23.4.1} analice cud-

les de los numerales siguen siendo verdaderos en los casos en que
A=20B=0.

Ejercicio 23.5.4. Dada f : 4 — B funcion, si f tiene inversa enton-
_1)-1

ces (/1) = 1.

Ejercicio 23.5.5. Sean A, B conjuntos y f : A — B una funcién.

Consideremos las funciones f,: P(A) = P(B) y [ *: P(B) — P(A).
Pruebe o refute que:

1. f. esinyectiva si y solo si f es inyectiva.
2. /. es sobreyectiva siy solo si [ es sobreyectiva.

3. /¥ es sobreyectiva siy solo si / es sobreyectiva.
4. Si f es biyectiva entonces (£)™1 = [*y (f)7! = f.

Ejercicio 23.5.6. Dada f : A — B funcién, demuestre o refute: si f
es inyectiva, cualquier inversa a izquierda de / es sobreyectiva.

Ejercicio 28.5.7 (AE). Dada f : 4 — B funcién, demuestre o refu-

te: si / es sobreyectiva, cualquier inversa a derecha de f es inyectiva.

Ejercicio 23.5.8. Demuestre o refute: dada / : 4 — B funcion, si f
tiene inversa a izquierda, esta es Unica.

Ejercicio 23.5.9. Demuestre o refute: dada / : 4 — B funcion, si f
tiene inversa a derecha, esta es tinica.



Parte VI

Cardinales






L.eccion
veinticuatro
Equipotenciay

dominacién. entre
conjuntos



(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) (&) (
(A) (V) (=) (<) (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) (&) (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) (&) (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) (&) (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) (&) (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) (&) (
(A) (V) (=) () (
(A) (V) (=) () (

)
)
-)
)
)
)
)
)
)
)
)
-)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

e e e N e N N N N e e N N N
e N Y S N N s T N N e T e s e N N s e N N
L L 1 1 {1 1 11 1 11 11 1 11 1 11 1 1 11 11 1 A 1 e T 1|
R N e N N N N e N N N N N



Equipotencia y dominacion entre conjuntos e 331

Intuitivamente, la nocion de cardinal de un conjunto corresponde
al tamanio del mismo; es decir, al nimero de elementos que tiene.
Pero, éic6mo determinamos el nimero de elementos de un conjunto?
En otras palabras, icémo es el proceso de contar? En esta leccién
analizaremos cémo contamos los elementos de un conjunto y, a partir
de este andlisis, formalizaremos dos mecanismos que nos permitiran
comparar cualesquiera par de conjuntos respecto a su tamario.

241. Equipotencia

Pensemos por un momento cémo es el proceso que realizamos para
responder a la pregunta: {cudntos elementos tiene un cierto conjun-
to? Para mayor simplicidad pensemos que el conjunto en cuestion es
finito. Recordemos que el sistema numérico en el que nos apoyamos
para realizar el proceso del conteo de elementos de conjuntos finitos
es el conjunto de los niimeros naturales N. En estas notas no estudia-
remos en detalle este sistema numérico (el cudl es uno de los temas de
la asignatura Sistemas Numéricos de la carrera de Matematicas de la
Universidad Nacional de Colombia), nos apoyaremos en la intuicién
que tenemos de ellos.

Concretamente, supongamos que nos preguntan cudntos objetos
hay en el siguiente conjunto:

Para contar los elementos de este conjunto empezamos por cualquier
elemento del conjunto, digamos 0. A este le asociamos el nimero 1.
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A continuacion escogemos otro elemento del conjunto, diferente de
O, digamos ¢, a este le asociamos el natural que le sigue al 1 en el
orden usual de N, es decir le asociamos el niimero 2. De nuevo, esco-
gemos otro elemento diferente a los que fueron tomados, digamos A,
y le asociamos el siguiente natural (8 en este caso). La intuicion que
tenemos del concepto de conjunto finito nos dice que este proceso
acabard en algiin momento. En nuestro ejemplo, el tinico elemento
que nos falta por hacer esta asociacién es *, a quien siguiendo este
orden de ideas le asociamos el nimero 4. De esta manera y usan-
do el lenguaje estudiado en las lecciones previas, hemos definido la
siguiente funcién:

> o O
1111
~ W N =

*

No es dificil darnos cuenta de que esta funcién que hemos defini-
do entre nuestro conjunto {0, ¢, A, *} y el conjunto {1, 2, 3,4} es
una biyeccion. Por lo tanto, podemos concluir que nuestro conjunto
{0, ¢, A, %} tiene 4 elementos.

En conclusion, el proceso de contar el nimero de elementos de un
cierto conjunto finito no vacio corresponde a establecer una funcién
biyectiva de este conjunto en el conjunto [1, n]y = {1, 2, -+, n} pa-
ra algin n € N. Esta nueva forma de ver el conteo nos permitird defi-
nir con mds precisiéon dos mecanismos que nos permitirin comparar
conjuntos respecto a su tamano.

Definicién 24.1.1. Sean 4 y B conjuntos. Diremos que A es equipo-
tente a B, lo que denotamos por A ~ B, siy solo si existe una biyeccién
f:4—B.

Consecuentemente, podemos afirmar que nuestro conjunto
{O, ¢, A, %} es equipotente al conjunto {1, 2, 3, 4}. En efecto, basa-
dos en la anterior discusién, diremos que dos conjuntos 4 y B tienen
la misma cantidad de elementos si y solo si son equipotentes. Este con-
cepto lo podemos extender incluso si estamos trabajando con con-
juntos infinitos (no nos preocupemos por ahora qué es formalmente
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un conjunto infinito, mds adelante en estas notas precisaremos este
concepto).

Basados en propiedades que fueron demostradas sobre funciones
biyectivas, tenemos como corolario el siguiente hecho:

Proposicion 24.1.2. Sean A, B y C conjuntos. Entonces,
1. A~ A.

2. Si A ~ B, entonces B ~ A.

3. 85iA~ByB ~ C, entonces A ~ C.

Dejamos la demostracion de esta proposicién como ejercicio para
el lector.

Dados dos conjuntos 4 y B tales que A ~ B, la Proposicién
(2) nos dice que también vale que B ~ A. Es decir, que si A es equi-
potente a B, entonces B es equipotente a A. Por lo tanto, podemos
afirmar simplemente que estos dos conjuntos son equipotentes sin lugar
a confusiones.

Observacion 24.1.3. Alguien podria pensar que la Proposicion[24.1.2]
nos dice que el vinculo ~ entre conjuntos se comporta como una rela-
cion de equivalencia. Pero, ésobre cudles conjuntos estaria definido ~?
Es decir, {cudles serian los conjuntos de salida y de llegada? Observe-
mos que, en la Proposicion [24.1.2} estamos considerando 4, By C
conjuntos arbitrarios, asi que la coleccion de conjuntos de referencia
donde deberiamos definir ~ es la coleccién de todos los conjunto Pe-
ro en axiomadticas como la de Zermelo-Fraenkel (volvemos a aclarar
que no es objetivo de estas notas profundizar en ninguna axiomatica
de la teoria de conjuntos) podemos demostrar ficilmente que dicha co-
leccién de conjuntos no es un conjunto (ver [6]). Desde ese punto de
vista, para que un vinculo entre objetos matematicos tenga el derecho
de llamarse relacion, este debe estar definido entre elementos de un
mismo conjunto de referencia, lo cual no es el caso.

'En teorfa de conjuntos la coleccién de todos los conjuntos es un ejemplo de lo
que se conoce como clase.
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Ejemplo 24.1.4. La funcién f : Z — N definida por

2n sin >0,
n—f(n) ‘:{ 9-n)—1 sin <D0,

es una biyeccién (ejercicio para el lector). Por lo tanto, tenemos que
Z ~ N.

Ejemplo 24.1.5. Sean a,b,c,d € R tales que a < byc < d. La
funcién

fi(a,b) — (c,d)
T (d_c)(x—a)+c,
a

es una biyeccion (ejercicio para el lector). Esto nos dice que cuales-
quiera intervalos reales abiertos (a,b) y (¢,d) (a < byc¢ < d) son
equipotentes.

Ejemplo 24.1.6. La funcién tan | (%.5) (FF, §) — R esbiyectiva.
Es un hecho conocido desde la secundaria que el grafico de esta fun-
cion se puede dibujar en el plano cartesiano de la siguiente manera:

R A :
(@) = tan(@)] (£, 5)

A

Doy
olN
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Por lo tanto, (%, %) ~ R. De esta manera, dados a, b € R tales
- IT)

que a < b, envirtud de lo anterior y del hecho de que (a, b) ~ (3, §

(Ejemplo|24.1.5)), porla Proposicion(24.1.2/(8) tenemos que (a, b) ~
R.

Ejemplo 24.1.7. Notemos que la funcién f : N — N\ {0} defini-
da por n — n + 1 es una biyeccién. Veamos que f es sobreyectiva:
dado n € N\ {0}, vimos que existe £ € N tal que f(k) =k+1 =n
(Ejemplo [9.1.2), por lo tanto, f es sobreyectiva. Para demostrar la
inyectividad, tomemos m,n € N tales que f(m) = f(n), es decir
m+ 1 =n+ 1. Puesto que N C Z, viendo m y n como niimeros en-
teros tenemos que m =m+0=m+ (1 +(=1)) =(m+1)+(-1) =
(n+1)+(-1)=n+(1+(-1)) =n+0 =n (dejamos como ejercicio
para el lector justificar cada una de las anteriores igualdades). Por lo
tanto, como f es inyectiva y sobreyectiva entonces es biyectiva. De
esta manera, N ~ N\ {0}.

NN

24.2. Dominacion

Al inicio de esta leccién vimos cémo establecer una biyeccién del
conjunto {O, ¢, A, *} en el conjunto [1,4]y = {1, 2, 3,4}, por lo
que intuitivamente concluimos que {0, ¢, A, *} tiene 4 elementos.
Si consideramos el conjunto {®, @, ®}, haciendo un ejercicio simi-
lar, podemos construir una biyeccion entre este conjuntoy [1, 3]y =
{1, 2, 3} (ejercicio para el lector). Esto implica que {®, @, ®} tiene 3
elementos. Si suponemos por un momento que no conocemos el or-
den usual en N, éic6mo podemos determinar cudl conjunto tiene mas
elementos? Para responder esta pregunta realizaremos un proceso de
comparacién similar al que hicimos al inicio de esta lecciéon, es de-



336 e Equipotenciay dominacion entre conjuntos

cir, tomaremos cada uno de los elementos del conjunto {R, @, ©} y
le asignaremos un tnico elemento del conjunto {0, ¢, A, *}.

Empecemos con el elemento R, al cual le asociamos algin elemen-
to del conjunto {0, ¢, A, *}, digamos O. A otro elemento del conjunto
{=, @, ®} distinto de ®, digamos &, le asociamos otro elemento dife-
rente de O, digamos ¢. Por tltimo, al elemento de {R, @, ®} que ain
no le hemos asociado nada (®) le asignamos un elemento diferente
de Oy de ¢, digamos A. De esta manera, hemos definido la siguiente
funcién con dominio {®, @, ®} y codominio {0, ¢, A, x}:

X +— 0O
O - ¢
© B> A

Notemos que esta funcién es inyectiva pero no sobreyectiva, al menos
un elemento del conjunto {0, ¢, A, %}, %, no es imagen de
nadie segun esta asignacion. Este proceso de comparacion nos lleva a
intuir que por mads que intentemos establecer asignaciones, de los ele-
mentos de {R, @, ®} en los elementos de {O, ¢, A, *}, nunca vamos a
obtener una funcién sobreyectiva. Por lo tanto, intuitivamente
concluimos que el conjunto {R, @, ®} tiene menos elementos que el
conjunto {Od, ¢, A, *x}. Basados en esta intuicién, definimos a
continuacion el concepto de dominacion entre conjuntos.

Definicion 24.2.1. Sean 4 y B conjuntos.

1. Decimos que B domina a A o que A es dominado por B, hecho
que denotaremos por A < B, si y solo si existe una funcién
inyectiva f : A — B.

2. Decimos que B domina estrictamente a A o que A es dominado
estrictamente por B, hecho que denotaremos por 4 < B, siy
solosi 4 < B pero A + B (es decir, existen funciones inyectivas
pero no existen funciones biyectivas de 4 en B).

Ejemplo 24.2.2. Tomando 4 := {8, 3,0} y B := {0, ¢, A, *} (los
ejemplos del inicio de esta seccién), tenemos que A4 < B. Mds atn,
A < B (ejercicio para el lector).

A continuacién, veremos algunas propiedades que tiene la nocién
de dominacion entre conjuntos.
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Proposicion 24.2.3. Sean A, B y C conjuntos. Entonces,
1. A< A

2. 814 <ByB<C, entonces A < C.
8. Si A C B, entonces A < B.

Dejamos como ejercicio para el lector la demostracion de los he-
chos anteriores.

Con base a la Observacién sabemos que < no es una re-
lacién y, consecuentemente, no podemos decir que es una relacién
reflexiva, ni tampoco que es relacién transitiva. Sin embargo, una
pregunta natural es: {vale que dados 4 y B conjuntos, si 4 < By
B < A, entonces A = B? No es dificil ver que esta propiedad no es
vdlida pero si se satisface una propiedad similar que recibe el nombre
de Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein, debido a los matematicos
Georg Cantor, Ernst Schroeder y Felix Bernstein; aunque usualmen-
te es conocido solamente como el Teorema de Cantor-Bernstein debi-
do a que Schroeder habia dado una prueba inicialmente y esta tenia
errores que fueron corregidos por Bernstein en su tesis doctoral. En
estas notas no haremos su demostracién, a pesar de que tenemos las
herramientas para verla, porque es muy laboriosa y de todas mane-
ras se estudiard con cuidado en el curso Introduccién a la Teoria de
Conjuntos. Los lectores curiosos pueden leer la demostracion de este

hecho en [6] (Teorema 1.6).

Hecho 24.2.4 (Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein). Sean A y
B conjuntos. St A < By B < A, entonces A ~ B.

Este resultado serd muy 1itil cuando tengamos que determinar si
dos conjuntos son equipotentes, porque no sera necesario dar expli-
citamente una biyeccién entre los conjuntos que estamos estudiando,
sino que bastard presentar un par de funciones inyectivas que a priori
que pueden ser mads fdciles de construir. Es decir, para probar que
dos conjuntos 4 y B son equipotentes basta con mostrar que existen
una funcién inyectiva / : 4 — By otra funcién inyectiva g : B — A.

Ejemplo 24.2.5. No es simple encontrar una biyeccion entre los
conjuntos [0, 1) y (0, 1) con el fin de determinar si estos conjun-
tos son equipotentes. Sin embargo, es facil encontrar inyecciones que
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nos permitan afirmar que (0, 1) < [0, 1) y que [0, 1) < (0, 1). Co-
mo (0, 1) € [0, 1), la funcién inclusion es inyectiva, y por lo tanto,
(0, 1) < [0, 1). En el otro sentido, definimos la funcién f : [0, 1) —
(0, 1) por la expresion f(x) = 2“%1 para todo x € [0, 1). Esta fun-
cion f es inyectiva (aunque no es sobreyectiva, pero realmente no nos
interesa que no lo sea), por lo tanto, [0, 1) < (0, 1). Por el Teorema

de Cantor-Schroeder-Bernstein, [0, 1) ~ (0, 1).

24.3. Ejercicios

Ejercicio 24.3.1. Demuestre la Proposicion (24.1.2
Ejercicio 24.3.2. Dado A4 un conjunto, demuestre que 4 X {x} ~ A.

Ejercicio 24.3.3. Demuestre o refute: dados A, By C conjuntos, si
A ~ B, entonces A U C ~ BU C. Caso negativo, determine una con-
dicién suficiente para A, By C en la cual la conclusion es verdadera,
justificando su respuesta.

Ejercicio 24.3.4. Dada f : A — B funcién inyectiva, demuestre que

A~ [IA].

Ejercicio 24.3.5. Dados 4 y B conjuntos, demuestre que 4 X B ~
B xA.

Ejercicio 24.3.6. Dados A4, B y C conjuntos, demuestre que (A X
B)yxC~Ax(BxC(C).

Ejercicio 24.3.7. Dados A, B, C y D conjuntos, demuestre que si
A~CyB~D,entonces A XB ~CxD.

Ejercicio 24.3.8. Demuestre o refute: dados 4, B, C 'y D conjuntos,
siAd~CyAxB~CXxD,entonces B~ D.

Ejercicio 24.3.9. Demuestre la Proposicién|[24.2.3

Ejercicio 24.3.10. Dados A4, B conjuntos tales que 4 C B, demues-
tre que 4 < B.

Ejercicio 24.3.11. Considere los conjuntos 4 := {o,0,A} y B :=
{*, o}.
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1. Demuestre o refute: 4 < B.

2. Demuestre o refute: B < A.

3. {Podemos afirmar que 4 ~ B? Justifique su respuesta.
Ejercicio 24.3.12. Demuestre o refute: dado A4 un conjunto, @ < A.

Ejercicio 24.3.13. Dados A4 y B conjuntos, demuestre que si 4 < B
entonces P(A4) < P(B).

Ejercicio 24.3.14. Dados a, b € R tales que a < b, demuestre que
[a,b) ~ R (sugerencia: utilice el Teorema de Cantor-Schroeder-
Bernstein).

Ejercicio 24.3.15. Dados A y B conjuntos, demuestre que si 4 < B
y si existe g : A — B sobreyectiva, entonces 4 ~ B (sugerencia:
utilice AE o una de sus consecuencias vistas en estas Notas).
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En la leccion anterior formalizamos la nocién de contar elementos
de cualquier conjunto y vimos cémo podemos comparar conjuntos
respecto a su tamafo por medio de la construccién de funciones bi-
yectivas o inyectivas. Ahora estudiaremos aquellos conjuntos en los
cuales el proceso de contar en algin momento acaba, es decir, tiene
fin. Estos conjuntos son llamados conjuntos finitos. Adicionalmente,
asignaremos un numero cardinal a cada conjunto finito el cual nos
facilitard la tarea de comparar estos conjuntos respecto a su tamano.

251. Intervalos naturales y definicion
de conjunto finito

Como se discuti6 al inicio de la Leccion [24] el conjunto {0, ¢, A, *}
es equipotente al conjunto {1, 2, 8, 4} y de esto se concluyé que este
conjunto tiene 4 elementos. Vamos a apoyarnos en esta intuicion,
para definir nuestro concepto de conjunto finito.

Definicion 25.1.1. Sean € N\ {0}. El conjunto
[1,n]ny:={keN:1<k<n},

es llamado intervalo natural entre 1 y n'y corresponde al conjunto con-
formado por todos los nimeros naturales desde 1 hasta n.

Ejemplo 25.1.2.
I. [1,1]ny:={keN:1<k<1}={1}.
2. [1,2]n:={keN:1<k<2}={1,2}
3. [,4]n:={keN:1<k<4}={1,2,3,4}.
4. [1,9]ny={keN:1<k<9}={1,2,3,4,5,6,7,8, 9}.
Intuitivamente vemos que, una vez fijado n € N'\ {0}, el intervalo

natural [1, n]y tiene n elementos. Recordemos que en la Leccion [24]
se describié que el proceso de contar los elementos de un conjunto
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A corresponde a establecer una biyeccién que asigna a cada elemen-
to de 4 un tnico nimero natural empezando desde el nimero 1.
En general, si este proceso de contar los elementos de un cierto con-
junto acaba, es decir, si existe n € N\ {0} tal que cada uno de los
elementos de A estd relacionado con un tnico natural del intervalo
natural [1, n]y diremos que tal conjunto es finito. Esto incluye el ca-
so especial del conjunto vacio @, puesto que al no tener elementos
ni siquiera empezamos este proceso. Siguiendo esta idea, definamos
formalmente el concepto de conjunto finito.

Definicién 25.1.3. Sea A4 un conjunto. Decimos que A es finito si'y
solo si A es el conjunto vacio o 4 ~ [1, n]y para algin n € N\ {0}.

Ejemplo 25.1.4. Sea n € N\ {0} cualquiera. Como el intervalo
natural [1, n]y es equipotente a si mismo, entonces dicho intervalo
es un conjunto finito.

Ejemplo 25.1.5. El conjunto {0, ¢, A, *} del inicio de la Leccion [24]

es finito porque es equipotente al intervalo natural [1, 4]y.

25.2. Algunas propiedades de los
conjuntos finitos

Veamos algunos hechos bdsicos sobre conjuntos finitos.
Proposicion 25.2.1. Dado n € N\ {0}, ningtn subconjunto propio X

de |1, n]y es equipotente a [1, n]n.

Demostracion. Haremos esta demostracion utilizando el Principio de
induccion matemdtica forma Il (ver Proposicion [9.2.1). Consideremos

la propiedad auxiliar

P(n) : “ningin subconjunto propio X de [1, n]y
es equipotente a [1, n]y”.

Veamos que P(n) es verdadera para todo natural n > 1.
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1. Considerando n = 1, el resultado es ficil de demostrar, puesto
que [1, 1]y := {1} y el tnico subconjunto propio de [1, 1]y
es X := @. No es dificil ver que no existen funciones con do-
minio [1, 1]y y codominio X := @, mucho menos que sean
biyectivas. Esto prueba que P(1) es verdadera.

2. Supongamos que para cierto n € N\ {0} fijo (es decirn > 1) la
proposicién P(n) es verdadera (hipdtesis de induccion). Veamos
que esto implica que P(n + 1) es verdadero. Razonando por
reduccion al absurdo, supongamos que el enunciado es falso para
n + 1. Esto significa que existe X ¢ [1,n + 1]y equipotente a
[1,n+ 1]y. Como [1,n+ 1]y ~ X,sea f : [1,n+ 1]y = X
funcién biyectiva. Nétese ademds que bajo nuestro supuesto
se tiene que existe m € [1,n + 1]y tal que m ¢ X porque
X ¢ [1,n+ 1]n. Esto nos lleva a considerar las siguientes dos
posibilidades que analizaremos a continuacién.

a) Supongamos que n+1 ¢ X. Esto implica que X C [1, n]y
y consecuentemente que f(n + 1) # n + 1 (épor qué?).
Seaa = f(n+1) € X C [1,n]y. Claramente, a ¢
X\ {f(n+1)}. Finalmente, consideremos la funcion res-
triccion f |[1,u)4: [1, 2]y = X\ {f(n+1)} la cual es tam-
bién biyectiva ({por qué?). En conclusion, X \{/(n+1)} ¢
[1, n]n vy es equipotente a [ 1, n]y.

b) Supongamos que n+1 € X. Como [ es sobreyectiva, exis-
tek € [1,n+ 1]y tal que f(k) =n+1 € X. Consideremos
la funcién g : [1, 7]y — X \ {n + 1} dada por

~ | f@), sii # k;
g(@) '_{f(n+l), sii =k,

donde ¢ € [1,n]n. Note quesik =n+1,g = [ [[1,4],
En cualquier caso, esta funcién g es biyectiva (épor qué?).
Como existe m € [1,n + 1]y tal que m ¢ X, entonces
m#n+1¢€X. Luego,m € [1l,n]yym ¢ X\ {n+1}.
Esto prueba que X \ {n + 1} ¢ [1, n]n.

Sea que n + 1 € X o no, hemos construido en cualquiera de
estos dos casos una biyecién entre [1, n]y y un subconjunto
propio de él. Esto contradice la hipétesis de induccion.
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Por el Principio de induccion matemdtica forma I (Proposicion [9.2.1]),
tenemos que para todo n € N\ {0} no existe un subconjunto propio
X ¢ [1, n]n equipotente a [1, n]y. o

Corolario 25.2.2. Dado un conjunto finito no vacio A, no existe B ¢ A
equipotente a A.

Demostracion. Es dejada como ejercicio para el lector (utilice la Pro-

posicion [25.2.1). o

Como consecuencia inmediata de la Proposicion[25.2. 1{tenemos que
dado un conjunto finito no vacio, este es equipotente a un intervalo
[1, n]n para un tnico n € N\ {0}.

Corolario 25.2.3. Dado A conjunto finito no vacio, existe un iinico n €
N\ {0} tal que A ~ [1, n]n.

Demostracion. Sea A # @ finito. Por Definicién existe n €
N\ {0} tal que A ~ [1, n]n. Supongamos que existe £ € N\ {0}, con
k # n, tal que A ~ [1, k]n. Sin pérdida de generalidad podemos con-
siderar que £ < n. De esta manera, tendriamos que X := [1, k]y &
[1, n]n Epor qué?) y [1, n]y ~ [1, k]n (dejamos la prueba como ejer-
cicio para el lector, utilice la Proposicion [24.1.2)), lo que contradice
la Proposicion [25.2.1] Por lo tanto, tal n € N\ {0} es tnico. o

Observacion 25.2.4. Notemos que ningun intervalo natural [1, n]y
(n € N\ {0}) es equipotente al conjunto vacio @ (ejercicio para el
lector).

Ahora si podemos formalizar el concepto de cardinal de un conjun-
to finito, de manera que no haya ambigiiedades, teniendo en cuenta
que queremos que este concepto corresponda al niimero de elementos
que tiene un conjunto.

Definicion 25.2.5. Sea A un conjunto finito. Definimos el cardinal
de A, denotado por |A4], de la siguiente manera:

1. Si A := @, definimos |A| := 0.

2. SiA # @, definimos |A4| := n donde n es el tinicon € N\ {0} tal
que A ~ [1, n]y (el cual existe en virtud del Corolario[25.2.3).
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Observacion 25.2.6. Algunos autores denotan el cardinal de un con-
junto como #(A) pero esto corresponde a una notaciéon muy antigua
que actualmente estd en desuso.

Como consecuencia casi inmediata del Corolario [25.2.92]tenemos
que el conjunto de los nimeros naturales no es finito.

Corolario 25.2.7. N no es finito.

Demostracion. Razonando por reduccion al absurdo, supongamos que N
es finito. Como X := N\ {0} ¢ Ny N ~ X (Ejemplo [24.1.7), esto
contradice el Corolario|25.2.2] Por lo tanto, N no es finito. o

Por otro lado, veamos que todo subconjunto de un conjunto finito
debe ser finito.

Proposicion 25.2.8. Si X es un conjunto finitoy Y C X, entonces Y es
también finito. Mds ain, |Y| < |X]|.

Demostracion. Si X := @, es sencillo de demostrar que si Y C X,
entonces Y = @. De esta manera Y es finitoy |Y]| =0 < 0 = | X].

Supongamos que X # @. Como X es finito, existen n € N\ {0} y
/ :[1,n]y — X biyectiva. SiY = @, no hay nada que probar. Su-
pongamos, por lo tanto, que también Y # @. Definamos los nimeros
k; recursivamente, de la siguiente manera:

1. ky := min{k € [1,n]n : f(k) € Y} = min f~'[Y]. Este mi-
nimo existe porque (N, <) es bien ordenado, vea la Proposi-

cion(18.4.1, y porque N 2 {k € [1,n]n : f(k) € Y} # @ pues
X 2Y # @y [ essobreyectiva.

2. kiy1 ;= min{k € [1,n]n : f(k) € Y yk > k;}, si tal minimo
existe. Note que kip1 = min f7UY]\ {k1, -+, ki}.

Al intentar definir £;,1 es factible que ya estén agotadas todas las
posibles preimdgenes via / de los elementos en Y, por lo que en algin
momento el conjunto {k € [1,n]n: f(k) €Y yk > k;} ya seria vacio
y asi no tendria minimo ({por qué?). Es decir, este proceso de definir
k; acaba en algtin momento por la manera en que hemos definido esta
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sucesion. Porlo tanto, existe m € N tal que lafunciéng : [1, m]y — Y
definida por g(i) := f(k;) es una funcién biyectiva. Por otro lado,
por el Principio de induccion matemdtica forma Il (Proposicion
truncada podemos demostrar que para todo i € [1, m]y se tiene que
i < k; (ejercicio para el lector), en particular m < k,, € [1, n]y, luego
Y|=m <n=IX|. o

Como una consecuencia de la proposicién anterior, tenemos el si-
guiente corolario.

Corolario 25.2.9. (AE) Dada una funcion [ cuyo dominio contiene a un

conjunto finito X, entonces [ [X] es finito y |f[X]| < |X].

Demostracion. Sea f una funcién tal que X C dom(f) y X es finito.
Note que la funcién f|xy : X — f[X] es sobreyectiva. Si X = @
entonces el resultado es evidente ({por qué?). Si X # @, existe n € N
tal que X ~ [1, n]n. Luego, existe g : [1, n]y — X funcién biyectiva.
Consideremos la funcion o = (f|x) o g : [1,n]y — f[X]. Una
adaptacion de la demostracién de la Proposicién nos da el

resultado que queremos. Ejercicio para el lector. o

Como una consecuencia casi inmediata tenemos que la unién de dos
conjuntos finitos es también finito. Mds atin:

Corolario 25.2.10. Sean X yY conjuntos finitos, entonces X UY es finito.
Mas aiin, | X UY| < |X|+1|Y|; si X v Y son disyuntos, entonces | X UY | =
| X[+ Y],

Demostracion. Sean X y Y conjuntos finitos. En el caso de que alguno
de esos conjuntos sea el conjunto vacio, sin pérdida de generalidad
supongamos que Y := @, tenemos que | X UY| = [ X U@| = |X]| =
|X|+ 0 =|X]|+ Y| (notemos que en este caso X y Y son disyuntos).

Supongamos ahora que X # @ yY # @, luego existen m,n €
N\ {0} tales que |X| := my |Y] := n. Sean f : [1,m]y — Xy
g : [1,n]y — Y biyecciones. Definamos la funcion s : [1, m+n]y —
X UY de la siguiente manera:

gli—-m), sim+1<i<m+n.

h(i)::{f(i)’ sil<i<m
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Notemos que & es sobreyectiva (ejercicio para el lector), aunque es
factible que no sea inyectiva (en caso que X y Y no sean disyuntos).
Observemos también que A[[1, m+n]y] = X UY y como [1, m+n]y
es finito (es equipotente a si mismo), por el Corolario tenemos
que h[[1,m+n]y] = X UY es finitoy [ X UY| = |A[[1, m + n]n]| <
[[1,m +n]n] = m+n = |X]|+|Y]. En el caso de que X y Y sean
disyuntos, notemos que & seria inyectiva (ejercicio para el lector), por
lo que en ese caso | X UY|=m+n = |X|+|Y]. o

25.3. Ejercicios

Ejercicio 25.3.1. Demuestre que ningun intervalo natural [1, n]y

(n € N\{0}) es equipotente al conjunto vacio @ (Observacién(25.2.4)).

Ejercicio 25.3.2. Demuestre que si 4 # @ es finitoy n, k € N\ {0}
son tales que 4 ~ [1,n]yy A ~ [1, k], entonces [1, n]y ~ [1, &]n.

Ejercicio 25.3.3. Demuestre que dado un conjunto finito no vacio
A, no existe B ¢ A equipotente a A (Corolario [25.2.2).

Ejercicio 25.3.4. Complete la demostracién del Corolario [25.2.9

que nos dice que dada una funcién f cuyo dominio contiene a un
conjunto finito X, entonces f[X] es finito y |/ [X]] < |X].

Ejercicio 25.3.5. Demuestre que si X es un conjunto finitoy 4 C X,
entonces |X| = |4| + |X \ 4|. Ademds, demuestre que si A ¢ X,
entonces |A| < |X]|.

Ejercicio 25.3.6. Demuestre que si X y Y son conjuntos finitos, en-
tonces [ X UY|=|X|+|Y|-|XNY]|.

Ejercicio 25.3.7. Demuestre que si X es finito, entonces P(X) es
finito. Mds aun, si |X| = n entonces |2 (X)| = 2" (sugerencia: utilice
el Principio de induccion matemdtica).
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En el Corolario demostramos que el conjunto de los ni-
meros naturales N no es finito. Esto implica que ningin niimero na-
tural puede asignarse como cardinal del conjunto N. En esta leccién
compararemos los tamafios de los conjuntos que no son finitos y les
asignaremos nimeros cardinales. En efecto, veremos que, sorpren-
dentemente, por aplicacion del Teorema de Cantor, existen conjun-
tos infinitos de diferentes tamafios.

26.1. Conjuntos infinitos y conjuntos
contables

Definicién 26.1.1. Un conjunto A se dice infinito si y solo si no es
finito.

Ejemplo 26.1.2. N es infinito (Corolario[25.2.7).

Ejemplo 26.1.3. Z (el conjunto de los nimeros enteros) también
es infinito, puesto que si fuera finito, como Z ~ N (Ejemplo [24.1.4))

entonces N también seria finito ({por qué?).
Definiciéon 26.1.4. Un conjunto A se dice contable si'y solo si A ~ N.

Observacion 26.1.5. El hecho de que un conjunto sea equipotente
a N recibe diferentes nombres en la literatura. El término que utiliza-
mos en estas notas (ser contable) es la mds utilizada en la literatura de
la teorfa de conjuntos y es la utilizada en [6], que es el texto guia del
curso Introduccion ala Teoria de Conjuntos de la carrera de Matema-
ticas de la Universidad Nacional de Colombia, sede Bogotd, motivo
por el cual utilizamos este término en estas notas. Bloch, en su tex-
to [1]], llama a estos conjuntos contablemente infinitos (el cual no es el
nombre estdndar en la literatura) y hay textos que los llaman conjun-
tos enumerables (por ejemplo [8]). Siempre que se consulte un texto
de matematicas se debe revisar cuidadosamente las definiciones que
hace el autor porque, como vemos en este caso, el mismo concepto
recibe diferentes nombres en diferentes textos.

Definicion 26.1.6. El cardinal del conjunto N es denotado por el
simbolo Ny, que se lee alef cero. Es decir,

IN| := Ro.
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N es la primera letra del alfabeto hebreo.

Una pregunta natural después de esta definicién es: {por qué colo-
camos el subindice cero a la letra X? {Acaso existen cardinales como
N1, No, etcétera? Como veremos, hay conjuntos infinitos de diferen-
tes tamanos. Esto implicard que existen diferentes cardinales infini-
tos, de los cuales & es el primer cardinal infinito, es decir, X es el
menor de los cardinales infinitos. Este hecho serd probado. Vea la

Observacion

Proposicion 26.1.7. Sean A y B conjuntos. Si B C A, B es infinito y A
es contable, entonces B es contable.

Demostracion. Sean A y B conjuntos tales que B C A, B es infinito y A4
es contable. Como A4 ~ N, por Definicién [26.1.4} existe / : N — A

biyeccion. Recursivamente definimos la siguiente sucesion:

1. Definimos kg := min{k € N : f(k) € B}. Como B es infinito,
no puede ser vacio, luego este minimo existe por el Principio del

buen orden de N (vea Proposicion [18.4.1). Definamos ademas
g(0) := (ko).

2. Supongamos definido k, para n € N fijo. Definamos
kyy1 :=min{k e N: f(k) € By [ (k) # g(i) paratodoi < n}.

Este minimo existe por aplicacion del Principio del buen orden
en N porque, como B es infinito, es no vacio y asi, el conjunto

dado por {k e N : f(k) € By f(k) # g(i) paratodoi < n} es

un subconjunto de N no vacio (vea Proposicién [18.4.1)). Defi-
namos g(n + 1) := f(kys1).

Notemos que para todo n € N tenemos que g(n) € By tal g(n) es
tnico porque estd definido en términos del minimo de un conjunto
no vacio, que también es tinico. Luego, g es una funcién con dominio
Ny codominio B. Por esta misma definicién recursiva de g, podemos
ver que g es inyectiva (la justificacion de este detalle es dejado como
ejercicio para el lector). Veamos que g es también sobreyectiva: razo-
nando por reduccion al absurdo, supongamos que g no es sobreyectiva.
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Por lo tanto, existe b € B tal que g(n) # b para todo n € N. Como
beBCAyf :N — A esbiyectiva, en particular es sobreyectiva,
entonces existe £ € N tal que b = f (k). Como b ¢ rango(g), no puede
ocurrir que k < k, para algin n € N por la misma definicién de ca-
da uno de los elementos de la sucesion (k,),en. Consecuentemente,
vemos que k, < k para todo n € N. Esto nos dice que el rango de
la sucesion (k,)en es finito, pero por la condicion recursiva 2 vemos
que realmente todos los elementos de esa sucecién son diferentes, es
decir, ese rango es infinito. Absurdo. Por lo tanto, g : N — B es una
biyeccién, es decir, B ~ N. o

Corolario 26.1.8. Sean A y B conjuntos tales que B C A. Si A es conta-
ble, entonces B es finito o es contable.

Observacion 26.1.9. Una consecuencia inmediata del anterior
Corolario es que Nq es el primer cardinal infinito. En efec-
to, si tuviéramos un cardinal A tal que n < A paratodon € Ny
A < Ny, existiria un conjunto A de cardinal A, una funcién inyectiva
| : A — Ny no existird ninguna funcién sobreyectiva g : 4 — N,
en particular / no seria sobreyectiva. Consecuentemente 4 ~ f[A]

y f1A4] € N. Entonces por el Corolario [26.1.8} f[A] seria finito o

contable. Esto es absurdo.
Proposicién 26.1.10. Dada [/ : N — A, f[N] es finito o contable.

Demostracion. Sea [ : N — A. Definimos la sucesion, de los términos
k,,, recursivamente, asi:

1. Definamos kg := 0.

2. Sean € N cualquiera. Supongamos que se ha definido &; para
todo i € N donde i < n y ademds cumplen que f(k;) # f(k;)
cuando i # j, para cualesquiera i, j € N con 7, j < n. Conside-
remos el conjunto

D, :={k e N: f(k;) # f (k) paratodoi € N coni < n}.

Para cada n € N, tenemos dos posibles casos, que son, D, = @
oD, # @. Veamos cada uno de estos casos.

a) Si D, = @, esto quiere decir que f[N] es finito puesto
que g : [1,n+ 1]y — f[N] definida por g(i) = f(k;_1)
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es una funcién biyectiva con rango f[N] (dejamos como
ejercicio para el lector comprobar esta afirmacién). Por lo
tanto, /[N] seria en este caso finito.

b) Si D, # @, por el Principio del buen orden en N (Proposi-
cién tenemos que existe el minimo del conjunto
D,,. De este modo, definimos la condicién recursiva asi:
ky1 := minD,,.

Si para algin n € N, D, = @, definitivamente f[N] seria finito tal y
como se vié en a). Si por el contrario, para todo n € N se tiene que
D, # @, es decir, nunca ocurre el caso @) anterior, entonces podemos
definir una funcién g : N — f[N] dada por n +— g(n) := b, = [ (k,).
Por la condicién recursiva de la anterior definicién de la sucesion de
términos k,, vemos que g : N — f[N] es inyectiva (ejercicio para el
lector). Ademads, por un argumento similar al presentado en la prueba
de la Proposicién podemos demostrar que g es sobreyectiva
(ejercicio para el lector). Por lo tanto, g : N — f[N] es biyectiva.
Consecuentemente, en este caso, f[N] es contable. o

Estas proposiciones nos permiten demostrar facilmente que la unién
de dos conjuntos contables es también contable.

Proposicion 26.1.11. Dados A v B conjuntos contables, entonces A U B
es también contable.

Demostracion. Sean A y B conjuntos contables. Luego, existen fun-
ciones biyectivas f : N — 4y g : N — B. Definamos la funcién
h:N — AU B de la siguiente manera:

N | f]2), siz € N es par;
h(i) = { g(((i =1)/2), siie€ Nesimpar.

Notemos que % es sobreyectiva (ejercicio para el lector) aunque no
necesariamente inyectiva. La inyectividad fallaria en el caso en que
Ay B no sean disyuntos, pero realmente esto no interesa en nuestro
argumento. Luego, A[N] = 4 U B. Como A € AU B y A es infinito,
por ser contable, de la Proposicién tenemos que A4 U B tiene
que ser infinito (ejercicio para el lector). Por la Proposicion
tenemos que 2[N] = 4 U B es finito o contable, pero como 4 U B es
infinito, entonces 4 U B tiene que ser contable. o
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Para finalizar, veamos que el producto cartesiano de dos conjuntos
contables es también contable.

Proposicion 26.1.12. N x N es contable.

Demostracion. Sea f : NxN — N definida por f (k, n) := 2%-(2n+1)—1.
Veamos que [ es biyectiva:

1. Sean (k,n), ([, m) € N x N tales que f(k,n) = f(l, m). Porlo
tanto, 28 - (2n+1) -1 =2 - (2m+ 1) - 1, es decir, 2¢ - (2n +
1) = 2/ - (2m + 1). Por el Teorema fundamental de la aritmética,
Proposicién podemos decir que £k = [y que 2n + 1 =
2m + 1. De esto, podemos decir que 2n = 2m vy, por lo tanto,
n = m. Asi, (k,n) = ([, m). Esto implica que f es inyectiva.
Consecuentemente, tenemos que N X N < N,

2. Sea g : N — N x N definida por f(m) := (0, m) para todo
m € N. No es dificil ver que g es inyectiva (ejercicio para el
lector). Por lo tanto, N < N x N.

Puesto que N XN < Ny N < N x N, por el Teorema de Cantor-
Schroeder-Berstein (Hecho[24.2.4) tenemos que N XN ~ N. o

Como un corolario de este hecho, tenemos que el producto carte-
siano de dos conjuntos contables es contable.

Corolario 26.1.13. Sean A v B conjuntos contables, entonces A X B es
contable.

Demostracion. Se deja como ejercicio para el lector. o

Ejemplo 26.1.14. Como ya vimos anteriomente, Z es un conjunto
contable. No es dificil ver que Z \ {0} es también contable (ejercicio
para el lector). De esta manera, por el Corolario tenemos
también que Z X (Z \ {0}) es un conjunto contable.

Comparemos ahora el tamafio del conjunto de los nimeros raciona-
les @ con el tamaiio de N ~ Z. Sorprendentemente, Q tiene la misma
cantidad de elementos que N. Veamos su demostracion.

Proposicion 26.1.15. Q es contable.
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Demostracion. Consideremos la funcién f : Z x (Z \ {0}) — Q de-
finida por f(p,q) = f]—> para cualesquiera p € Zyq € Z \ {0}. Es
claro que f es sobreyectiva, por lo que f[Z x (Z \ {0})] = Q. Del

Ejemplo [26.1.14}, sabemos que Z x (Z \ {0}) ~ N, entonces la Pro-
posicion [26.1.10| nos permite afirmar que Q = f[Z x (Z \ {0})] es

finito o contable. Pero Q es infinito (épor qué?). Por lo tanto, Q es

contable. o

26.2. Conjuntos no contables

Hemos visto que los sistemas numéricos N, Z y Q son todos conta-
bles. Una pregunta natural que nos podemos hacer es: {existen con-
juntos infinitos que no sean contables? La respuesta a esta pregunta
es afirmativa y la dio Georg Cantor en un célebre teorema que lleva
su nombre.

Teorema 26.2.1 (Teorema de Cantor). Dado cualquier conjunto A,
A< P(A).

Demostracion. Sea A cualquier conjunto. La funcion F : 4 — P(A)
definida por & +— {x}, para todo x € A, es una funcién inyectiva
(ejercicio para el lector). Por lo tanto, 4 < P(A).

Veamos ahora que no hay ninguna funcién sobreyectiva de 4 en
P(A). Razonando por el absurdo, supongamos que existe una fun-
cion sobreyectiva G : A — P(A). Entonces, para el conjunto B :=
{xreAd:x¢Gx)} € P(A), existiriax € A tal que B = G(x). En

particular, como x € A, hay dos posiblidades:

1. Six € B, por la definicién de B tendriamos que x ¢ G(x) = B,
contradiccién.

2. Six ¢ B=G(x), comox € A, por la definicién de B, tendria-
mos entonces que x € G (x), absurdo.

En resumen, cualquier posibilidad nos lleva a una contradiccién. Por
lo tanto, tal funcién G no puede existir.
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De esta manera, como no hay funciones G : 4 — P(A) sobre-
yectivas, en particular, tampoco existen funciones G : 4 — P(A)
biyectivas. Luego, 4 + P(A) y, en consecuencia, 4 < P(A). o

Como un corolario inmediato del Teorema de Cantor tenemos la exis-
tencia de por lo menos un conjunto infinito no contable.

Corolario 26.2.2. P (N) es infinito no contable.

Demostracion. Consideremos la funcion F : N — P(N) definida por
n +— {n}, para todo n € N. Sabemos que F es inyectiva de la demos-
tracion del Teorema de Cantor|26.2.1} por lo tanto, P (N) es infinito.

De lo contrario, esto implicaria que N serfa finito, lo cual es absurdo.

Por aplicacién del Teorema de Cantor (Teorema [26.2.1), tenemos
que N < P(N), en particular N » P(N). Se concluye entonces que
%P (N) no es contable. o

Observacién 26.2.3. Por el Ejercicio dado A cualquier con-
junto, vale que P(A) ~ {0, 1}*. Recordemos que {0, 1}/ denota el
conjunto conformado por todas las funciones f : 4 — {0, 1}, vea
Ejercicios[22.5] En el caso en el que A es finito, suponga que [4| = n
para algin n € N, no es dificil ver que el cardinal de {0, 1} es justa-
mente [{0, 1}|MI = oMl = 97 Es decir, |2 (A4)| = 2. Motivados por
este hecho, para cualquier conjunto A, deﬁnimo

|P(A)] := 2. (26.1)
En particular, cuando 4 = N, tendremos que
|2 (N)| = 2Nl = 9%,

Ahora vamos a estudiar cudl es el tamafio del conjunto de los ni-
meros reales R. Para comenzar veamos que R + N. El razonamiento
que utilizaremos para probar esto es conocido como argumento diago-
nal de Cantor. Esta idea ha inspirado otras demostraciones y por esto
también es conocido como método de la diagonal.

Proposiciéon 26.2.4. R no es contable.

'En el curso de Introduccién a la Teoria de Conjuntos se estudia con toda ri-
gurosidad el tema de aritmética cardinal, en el que se define la potenciacién de
numeros cardinales.
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Demostracion. Tenemos que R es infinito ({por qué?). Razonando por
reduccién al absurdo, supongamos que R es contable. Por el Ejem-
plo[24.1.6l sabemos que R ~ (0, 1). Esto significa que (0, 1) es tam-

bién contable. Consideremos / : N — (0, 1) una biyeccién.

Como todo nimero real x € (0, 1) tiene una representacién uni-
ca, con infinitos decimales, de la forma x = 0.cgcjcg - - - en la que no
aparece el digito 9 de manera periédica al ﬁnalﬂ entonces para todo
n € N tenemos que para f(n) € (0, 1) existe una tinica representa-
cion decimal infinita de la forma f(n) = 0.4]'a"a? - - - sin el digito 9

07172
repetido periodicamente a final.

Consideremos el nimero b := 0.bgb1bg - - -, que estd en el intervalo
(0, 1), tal que para cualquier £ € N

1, siak#1
Z '_{ 2, sia%zl.

Notemos que para todon € N, b, # ai, en otras palabras, b difiere en
la n-ésima cifra decimal del real f(n) para todo n € N. Por lo tanto,
b # f(n) para todo n € N;j es decir, b no tiene preimagen bajo la
funcién f. Esto contradice el hecho de que / es una biyeccién pues,
por lo anterior, / no es sobreyectiva. Entonces, R no es contable.

o

Claramente, como R no es contable, su cardinal no es 8. Pero en-
tonces, ¢cudl es el cardinal de R? Para enfrentar esta pregunta recor-
demos que, de los Ejemplos [24.1.6]y[24.2.5) R ~ (0, 1) ~ [0, 1).
Asi que bastard con hallar el cardinal del conjunto [0, 1).

El siguiente teorema tiene como consecuencia inmediata que R ~
P (N), lo cual implica que

IR| = |2 (N)| = 2Nl = 9%,

Teorema 26.2.5. [0, 1) ~ P(N).

Demostracion. Por el Teoremal[24.2.4lde Cantor-Schroeder-Bernstein
es suficiente con encontrar dos funciones inyectivas f : [0, 1) —

PN)yg:2P(N)— [0,1).

2Recuerde que, por ejemplo, 0.582479 = 0.582480, vea el apéndice.
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Como todo nimero x en [0, 1) tiene una representacion deci-
mal tnica x = 0.cpcicg - -+ donde cada ¢j, j € N, es un digito y no
aparece el 9 repetido de forma periédica al final, entonces definimos

f:10,1) - P(N) como
f(x) = f(0.cocrcacs - - - ) = {co, 10cy, 10%¢q, 103¢g, - - -},
para cada x € [0, 1). Por ejemplo,

£(0.8683030) = {8, 60, 800, 3000, 0, 300000} c N,

£(0.3) = {3, 80, 300, 3000, 30000, --- } c N,
£(0.08) = {0, 30} c N,

etcétera. Esta funcion f es inyectiva (ejercicio para el lector).

Definimos la funcién g : P(N) — [0, 1) tal que para todo X C N,
g(X) = O.cocregeg - -+ es el nimero parael cual ¢; = 1,sij € X,y
¢; = 0,sij ¢ X. Por ejemplo, g(P) = 0.101010101, donde P es
el conjunto de todos los naturales pares; g(N) = 0.1111, g(2) = 0,
2({0}) = 0.10, etcétera. Esta funcion g es inyectiva (ejercicio para el
lector).

Como [y g son funciones inyectivas, tenemos que [0, 1) < P(N)
y 2(N) < [0, 1). Por el Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein
concluimos que [0, 1) ~ P(N). o

Ejemplo 26.2.6. Determinemos el cardinal del intervalo real [0, 1].
Como (0, 1) € [0, 1], entonces (0, 1) < [0, 1]. Como R ~ (0, 1),
no es dificil ver que R < [0, 1] (ejercicio para el lector). Puesto que
[0, 1] € R, entonces [0, 1] < R. Como R < [0,1] y [0, 1] < R,
por el Teorema[24.2.4]de Cantor-Schroeder-Bernstein, tenemos que
[0, 1] ~ R. Por lo tanto, |[0, 1]| = 2™.

Por el Teorema de Cantor, sabemos que 280 es un cardinal que
es mayor estricto que Ng. Es posible demostrar que existe un primer
cardinal no contable inﬁnit que es denotado por &;. Como con-
secuencia del Teorema de Cantor y de la definicién de &; tenemos

3Esta prueba utiliza los conocidos nimeros de Hartogs y es ampliamente estu-
diada en el curso Introduccién a la Teoria de Conjuntos, ver [6].
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que 2% > K. Cantor se pregunté si 280 es precisamente el primer
cardinal infinito no contable (pregunta que David Hilbert recogio en
su famosa lista de preguntas dada en el Congreso Internacional de
Matemiticas de 1900). La afirmacién 2% = 8 es la que se conoce
como hipdtesis del continuo. Esta pregunta no fue fdcil de responder,
de hecho Kurt Gédel construyé un universo de la teoria de conjuntos
de Zermelo-Fraenkel donde esta afirmacion es cierta (usando lo que
se conoce como el universo de los definibles) y en los afios 60 Paul
Cohen (quien gané la Medalla Fields por este trabajo) construyé un
universo de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel donde esta
afirmacion es falsa (usando una técnica llamada forzamiento, la cual es
estudiada en un segundo curso de Teoria de Conjuntos). Estos dos
argumentos prueban que la hipétesis del continuo es independiente de
la Teoria de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel, es decir, es imposible
probar la hipétesis del continuo, pero también es imposible probar
que es falsa, a partir de la axiomadtica de la teoria de conjuntos de
Zermelo-Fraenkel.

Aplicando el Teorema de Cantor tantas veces como queramos, te-
nemos que

N<2PN)<P(PN)) < P(PPN))) <---,

y aplicando la definicién dada en (26.1), expuesta en la Observa-
cion [26.2.3] tenemos que
9280

N,
No < 2% <92 <927 ...

demostrando de esta manera que hay muchisimos cardinales no con-
tables cada vez mayores.

26.3. Ejercicios

Ejercicio 26.3.1. Demuestre que si 4 y B son contables, entonces
A % B es contable.

Ejercicio 26.3.2. Sea F = {X € (N) : X es finito}. Pruebe que F
es contable.
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Ejercicio 26.3.3. Sea A cualquier conjunto. Demuestre que % (A)
es equipotente a {0, 1} = {f : f es funcién de 4 en {0, 1}}. Suge-
rencia: a cada B € P (A) asignele la funcion caracteristica y g.

Ejercicio 26.3.4. Sean A, B y C conjuntos arbitrarios. Pruebe que:
1. BxC)Y!~B1x A,
9. (CAxB _ (CB)A.

Ejercicio 26.8.5. Pruebe que P (N)N ~ P (N).

Ejercicio 26.3.6. Pruebe que las funciones f y g dadas en el Teore-
ma [26.2.5|son inyectivas.

Ejercicio 26.3.7. Determine el cardinal de los siguientes conjuntos,
justificando su respuesta:

1. Z\ {0}
{0,1,2} x N.

Q\N.

El intervalo real (0, +c0).
P(Q).

El intervalo real (—co, 7].
El intervalo real [-1, 1).

P(R).

© »® N o - A~ Wb

R\ Q.

Ejercicio 26.3.8. Considere la funcion f : R — P(Q) definida por
x> f(x) :={q € Q : g < x}. Pruebe que [ es inyectiva (sugerencia:
use el Teorema[A.4.3|del apéndice). Adicionalmente, use este resul-

tado para probar, de manera distinta a la expuesta en esta leccién, que

R ~ P(N).
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Numeros reales
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El concepto de nimero es uno de los mads profundos de las mate-
madticas. Su origen se remonta a los tiempos en los que la ciencia y la
religién eran indistinguibles. En efecto, durante el siglo VI a.C., los
estudios de la Escuela Pitagorica estaban envueltos de un cierto mis-
ticismo porque creian que existia una cierta armonia interna en el
mundo que era gobernada por los nimeros. Los nimeros para ellos
eran lo que hoy escribimos como 2, 3, 4, 5, etcétera. El mismo 1 era
entendido como la unidad fundamental a partir de la cual los nime-
ros eran formados. La creencia de la necesidad de tener intimidad
con estos objetos abstractos acabé cuando un descubrimiento en el
seno de la misma comunidad pitagérica violé uno de sus principios
mas fundamentales; este era que dos segmentos de recta son siempre
conmensurables. El descubrimiento se dio en una figura geométri-
ca que tiene propiedades aparentemente muy simples, el cuadrado.
Especificamente, el lado y la diagonal de un cuadrado son inconmen-
surables. Esta situacion fue estudiada por el matematico y astrénomo
Eudoxo de Cnidos (408 a.C-355 a.C.), miembro de la escuela platé-
nica, quien creé la Teoria de las proporciones, registrada en los Elementos
de Euclides, justamente con el objetivo de profundizar en las gran-
dezas inconmensurables a través de la geometria. Solamente, hasta
finales del siglo XIX, por los trabajos de Richard Dedekind (1831-
1916), Georg Cantor (1845-1918) y Giuseppe Peano (1858-1932)
fue que el concepto de niimero quedé totalmente formalizado. Esta
fundamentacién del concepto fue motivada por las demandas tedri-
cas que surgieron a partir del desarrollo del cdlculo de Isaac Newton

(1643-1727) y Gottlried Leibniz (1646-1716), en el siglo XVII.

A1, Axiomas de cuerpo

Nuestra presentacion en este apéndice de los nimeros reales no es
constructiva. De este modo, la naturaleza intrinseca de estos objetos
es irrelevante y lo importante son las relaciones entre ellos. Supo-
nemos entonces la existencia de un conjunto R de objetos, llamados
niimeros reales, dotado de dos operaciones binarias, llamadas adicion (+)
y multiplicacion (-), que satisfacen los siguientes 10 axiomas que se-
ran especificados abajo. Todas las propiedades de los niimeros reales
pueden ser deducidas de estos axiomas. Cuando los reales son defini-
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dos por un proceso constructivo, las propiedades que listamos como
axiomas deben ser probadas como teoremas.

Cuando decimos que la adicién y la multiplicacién son operacio-
nes binarias nos referimos a que estas son funciones del siguiente tipo:

+:RxR— S y tRXR —P
(x,y) — x+y, (x,y) —x-y,

donde S y P son los conjuntos de llegada de la funcién adicién (+)
y de la funcién multiplicacion (-), respectivament A continuacion,
enunciamos el primer grupo de axiomas, que son conocidos como
axiomas de cuerpo.

Al. Clausuratividad: la adicién y la multiplicacién hacen corres-
ponder a cada par de elementos x y y en R su suma x +y y su
producto x -y que también estin en R. Es decir, S =Ry P = R.

A2. Conmutatividad: x +y=y+xyx-y=y-x, para cualesquiera
xzyyenR.

A3. Asociatividad: (x +y)+z=x+(y+2)y(x-y)-z=x-(y-=2),
para cualesquiera x, v, 2 € R.

A4. Modulatividad: existen elementos 0, 1 € R tales quex +0 =z
yx -1 =x paratodo x € R.

Ab. Opuesto Aditivo: paratodo x € R existe un elemento y € R tal
que x +y = 0.

A6. Inverso Multiplicativo: para todo x € R \ {0} existe un ele-
mentoy € R tal quex -y = 1.

Los nimeros 0 y 1 que aparecen en los axiomas A5 y A6 son los
mismos que aparecen en el axioma A4. De estos axiomas de cuer-
po podemos deducir todas las propiedades usuales del dlgebra ele-
mental. Las mds importantes de esas propiedades se encuentran en
el siguiente teorema.

'Dado un conjunto A4, una operacion binaria sobre A es una funcién de 4 x A4 en
A. En efecto, la adicién y la multiplicacién serdan operaciones binarias sobre R, pero
aqui, en principio, no estamos exigiendo que el conjunto de llegada de estas opera-
ciones sea R con el tnico propésito de resaltar en el Axioma Al la clausuratividad
de estas operaciones.
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Teorema A.1.1. Sean a, b, ¢ y d niimeros reales arbitrarios.

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Sia+b=a+c, entonces b = c.
El niimero O del axioma A4 es iinico.
Existe un iinico x € R tal que a+x = b. Este x es denotado por b — a.

b—a = b+ (—a). En particular, 0 — a = —a que es llamado el inverso
aditivo de a.

—(-a) =a.

a(b—c)=ab - ac.

a-0=0-a=0.
Sia-b=a-cya+0, entonces b = c.
El miimero 1 del axioma A4 es unico.

Sia # 0, existe un unico x € R tal que a - x = b. Este x es denotado
por % ob/a.

Sia #0, % =b- é En particular, % es denotado por a™' y es llamado
el inverso multiplicativo de a.

Sia#0, (aH) ! =a

Sia-b=0,entoncesa=00b=0.

(=a)b = —(ab) y (—=a)(=b) = ab.
ad+bc

%+§:T”b¢0yd¢0'

o =1sib#0yd#0.

>~

%/fl:‘é—fsibi(),ci()ydio-
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A.2. Axiomas de orden

El segundo grupo de axiomas nos permitird establecer una relacion
de orden en el conjunto R. Es por esta razén que estos axiomas son
llamados axiomas de orden. Con este propdsito suponemos que exis-
te un subconjunto R* C R cuyos elementos seran llamados reales
positivos. Estos nimeros positivos satisfacen los siguientes axiomas:

A7. Cerradura en R*: siz,y € R* entoncesx+y € R* yx-y € R*.

AS8. Tricotomia: para todo real x # 0, x € R* 0o —x € R*, pero no
ambas.

A9. Neutralidad: 0 ¢ R*.

A continuacién, se definen las relaciones definidas sobre R, represen-
tadas por los simbolos: <, <, >y >.

Definiciéon A.2.1. Sean x, y € R cualesquiera. Decimos que:
i. x es menor que y (en simbolos: x < y) siysolosiy —x € R,
ii. x es mayor que y (en simbolos: x > y) siysolosiy < .

iii. x es menor o igual que y (en simbolos: x < y) siysolosix <y o
x=y.

iv. x es mayor o igual que 'y (en simbolos: x > y) siy solosiy < x.
Adicionalmente, diremos que:

v. x es positivo siy solo six > 0.

vi. x es negativo siy solo six < 0.

vil. x es no positivo siy solo six < 0.

viil. & es no negativo si'y solo six > 0.

Sean x, y y z reales. Es muy usual, cuando tenemos dos desigual-
dades del tipo x < y y ¥ < z, escribir simplemente: x < y < =z.
Del mismo modo, por ejemplo, x < y < z significa que x < yy
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y < z. De manera similar interpretamos las cadenas de desigualda-
des:x <y<zyax<y<z.

De estos axiomas de orden podemos deducir todas las reglas que
nos permitiran trabajar con desigualdades. Las mds importantes de
esas propiedades se encuentran listadas en el siguiente teorema.

Teorema A.2.2. Sean a, b, ¢ y d niimeros reales arbitrarios.

1.

A

10.
11.

12.
18.
14.
15.
16.
17.

© Lo N S W

Vale una y solo una de las siguientes tres afirmaciones: a < bob < a
0oa=hb.

Sia <byb <c, entonces a < c.

Si a < b, entonces —a > —b. En particular, si a es negativo, —a es
positivo.

Sia <byc >0, entonces ac < bc.

Sia + 0, entonces a® > 0.

1>0.

Sia <byc <0, entonces ac > bc.

Sia <cyb <d, entonces a +b < ¢ +d.

Si ab > 0, entonces ambos son positivos o ambos son negativos.
La suma de dos niimeros negativos es negativa.

Sia > 0, entonces a™' > 0. Si a < 0, entonces a=! < 0.
Si0 < a< b, entonces 0 < b1 < a1,

Sia <byb < c, entonces a < c.

Sia <byb < a, entonces a = b.

Sia <b<cya=c, entonces b = c.

Sia® +b? > 0y ay b no son ambos cero, entonces a® + b > 0.

Si0 < a < € paratodo € > 0, entonces a = 0.
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Note que evidentemente a < a para cualquier a € R. Esta propie-
dad junto con las propiedades consignadas en los numerales 13 y 14
muestran que < es en efecto una relacion de orden definida sobre R
y este orden < es conocido como el orden usual en R. Es mads, por el
numeral 1 del anterior teorema vemos fdcilmente que (R, <) es un
conjunto totalmente ordenado.

A.3. Sistemas numericos

Uno de los sistemas numéricos contenidos en R es el de los nime-
ros naturales. El conjunto de los nimeros naturales serd denotado por
la letra N. Los ndmeros naturales son los utilizamos para contar y
ademas estdn asociados con la idea de cantidad. Para mostrar la exis-
tencia de los nimeros naturales comenzamos con los nimeros 0 y 1
que aparecen citados en el Axioma A4. Como 0 < 1, por el Teore-
mal[A.2.2(6.), es claro que 0 # 1. Es mds, 0+ 1 = 1 por el Axioma A4.
Los objetos: 1+1, (1+1)+1, (1+ 1)+ 1D+ 1, (((1+D)+1)+1)+1,
-+, son todos nimeros reales por el Axioma Al. El nimero 1 + 1
serd denotado por 2, 2 + 1 serd denotado por 3, 3 + 1 serd denotado
por 4, 4 + 1 serd denotado por 5, y asi sucesivamente. Los nimeros
reales 0, 1,2, 3,4, 5, - - -, obtenidos al sumar 1 repetidamente son los
llamados nimeros naturales. Para referirnos a cada uno de los nime-
ros naturales usamos la numeracion en base 10 o decimal que es en
la que usamos 10 simbolos que estdn en el siguiente conjunto

D={0,1,2,8,4,5,6,7,8,9}.
Este conjunto es llamado conjunto de los digitos.

A pesar de que esta descripcion de los elementos de N pueda pa-
recernos muy clara e intuitiva lo cierto es que no es nada rigurosa
porque las expresiones “asi sucesivamente”, “sumar 1 repetidamen-
te” o inclusive el simbolo “ - -”, no son absolutamente claros. No hay
duda de que es necesaria una definicion mucho mads precisa y detalla-
da de los niimeros naturales, y aunque hay varias formas de hacerlo,
nos saltaremos esa definicién aqui y diremos simplemente que:

N:{O, 1,2,314)51”'}7
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es el conjunto de los niimeros naturales.

Consideremos ahora los inversos aditivos de cada uno de los ni-
meros naturales. Del Teorema[A.1.1[4) sabemos que el inverso adi-
tivo de cualquier nimero real a es denotado por —a. Por lo tanto, —1,
-2, -8, =4, =5, - -+, son también numeros reales. Seria redundan-
te considerar —0 en la lista anterior porque —0 = 0 ({por qué?). El
conjunto conformado por todos los niimeros naturales juntos a sus
opuestos aditivos es el conjunto de los niimeros enteros, el cual serd
denotado por Z, en referencia a la primera letra de la palabra alemana
zahl, que quiere decir nimero. Mds precisamente:

Z:{ ’_5J_4,_3’_27_1’0’ 1)2737475J“'}7

es el conjunto de los nimeros enteros. El conjunto conformado por
todos los nimeros naturales distintos al 0 es llamado el conjunto de
los nimeros enteros positivos el cual serda denotado por Z™. El conjunto
conformado por todos los opuestos aditivos de los elementos de Z* es
llamado el conjunto de los nimeros enteros negativos y sera denotado
por Z~. Mis exactamente:

7t ={1,2,3,4,5,---},

7 ={-,-5,-4,-8,-9,-1}.

En conclusion,
Z=7 U{0}uZzZ*.

Si se estuviera presentando un estudio riguroso del sistema de los
numeros reales, en este punto tendriamos que demostrar ciertas pro-
piedades de los niimeros enteros como las que estdan consideradas en
la Seccion [6.2] como axiomas. Esto no se detallard aqui.

Debido al Teorema[A.1.1(10) podemos considerar las fracciones
= en el caso particular en el que m, n € Z, conn # 0. El conjunto
conformado por todos estos nimeros que se expresan como cociente
o razén de dos nimeros enteros es llamado el conjunto de los nu-
meros racionales, que serd denotado por la letra Q, en referencia a la
primera letra de la palabra italiana quoziente, vea la Definicion [7.2.4]

Es decir,

@={% : mGZyHEZ—{O}}.
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El lector puede comprobar que Q satisface todos los axiomas de
cuerpo y todos los axiomas de orden consignados arriba. Para refe-
rirnos a esto diremos simplemente que Q es un cuerpo ordenado.
Por lo tanto, todos los teoremas que se deducen de estos axiomas
también son vilidos cuando tomamos como universo de referencia
al conjunto Q a cambio de R. Pero, entonces {qué tienen de diferente
los cuerpos ordenados Q y R? Volvamos al descubrimiento “desafor-
tunado” de los pitagéricos. Supongamos que la diagonal y el lado de
un cuadrado son conmensurable Digamos que la diagonal mide
mu y el lado nu, donde u es la medida de un tercer segmento que
es submultiplo comuin de la diagonal y del lado del cuadrado. Por el
Teorema de Pitdgoras se deduce que:

m?u? = (mu)? = (nw)? + (nu)? = 2n%u?.

Esto implica que m? = 212, lo cual es absurdo porque m? se descom-
pone en una cantidad par de factores primos y, en cambio, 2n? en
una cantidad impar de factores primos. Esto es contradictorio con la
unicidad de la descomposicién de un nimero natural en factores pri-
mos como muestra el Teorema fundamental de la aritmética [7.2.2
Asi es claro que la diagonal y el lado de un cuadrado no son conmen-
surables pero ademds, como la relacién m? = 2n?, lo cual equivale a

2
que (’,—’l‘) = 2, no se puede dar, entonces, no existe un nimero racio-

nal cuyo cuadrado sea 2, vea la Proposicion[7.2.7} Esto nos muestra
que existen nimeros que no son racionales. En efecto, el ultimo de
los axiomas de los niimeros reales, el axioma del extremo superior, nos
permitird mostrar la existencia de otros nimeros reales que no son
racionales. Esos otros nimeros reales que no son racionales son los
llamados nimeros irracionales. El conjunto de los niimeros irraciona-
les serd denotado por . De hecho, R=QU I, conQnNIl=@.

[s . T =S . .

2Dos segmentos de recta cualesquiera, AB y CD, se dicen conmensurables si y
solo si existe un tercer segmento EF contenido un nimero entero de veces en AB
y un numero entero de veces en CD. También se dice que EF es un submiltiplo

comiin de ABy CD.
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A.4. Axioma del extremo superior

El dltimo axioma que establece el sistema de los nimeros reales, lla-
mado Axioma del extremo superior, o también llamado Axioma de com-
pletez, es el que marca la diferencia existente entre los cuerpos orde-
nados Q y R.

A10. Del extremo superior: todo conjunto no vacio /~ de nimeros
reales acotado superiormente tiene extremo superior; esto sig-
nifica que existe un ndmero real a tal que @ = sup /.

Vale la pena mencionar que si el lector no sabe el contenido de la Lec-
cion[17} serd muy dificil para él comprender el enunciado del anterior
axioma. Sin embargo, si el lector conoce esa leccion, no sobra resaltar
que el extremo superior del conjunto /" no pertenece necesariamente
al . En efecto, sup/ estda en V' siy solo si /' tiene mdximo, es decir,
max /) =sup/ .

El siguiente teorema contiene algunas propiedades importantes
que son consecuencia del axioma de completez.

Teorema A.4.1.

1. Todo conjunto no vacio W C R acotado inferiormente posee extremo
inferior.

2. El conjunto Z* no estd acotado superiormente.
8. Para cada x € R existe n € Z* tal que n > x.
4. Six > 0yy € R cualquiera, entonces existe n € 7™ tal que nx > y.

5. Si tres miimeros reales a, x vy 'y satisfacen las desigualdades

ax<a+=—,
n

para todo entero n > 1, entonces x = a.

La proposicién enunciada en el numeral 4 del anterior teorema
es llamada Propiedad arquimediana del sistema de los nimeros reales.
Se llama asi porque Arquimedes consideré esta como una propiedad
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geométrica fundamental de la recta real, en efecto, la incluyé como
uno de los axiomas de la geometriaﬂ

Demostracion.

1. Sea W cualquier conjunto no vacio de nimeros reales acotado
inferiormente. Consideremos el conjunto

V ={xeR : existey € W tal que x = —y},

conformado por todos los niimeros que son opuestos aditivos
de los elementos de . Luego, /' es no vacio y acotado su-
periormente porque W, por hipdétesis, es no vacio y acotado
inferiormente. Por el Axioma A10 sabemos que existe un nu-
mero @ € R tal que @ = sup/. Note que —a = inf W~ (ipor
qué?). Esto significa que existe un ndmero real g = —a tal que

B =infW.

2. Supongamos que Z* es acotado superiormente. Como Z* no
es vacio, el Axioma A10 nos asegura que Z* tiene extremo su-
perior. Digamos que oo = supZ*. Note que o = 1 < o no
puede ser cota superior de Z*. Por lo tanto, existe n € Z* tal
quen > o —1l,omejor:n+1 > o. Como n+ 1 € Z*, esto
niega que o sea una cota superior de Z*. Absurdo.

3. Sino fuera asi, x serfa una cota superior de Z*. Esto es contra-
dictorio con el numeral anterior.

Y

4. Basta aplicar el numeral anterior pero cambiando x por <.

5. Es dejado como ejercicio para el lector.

o
Una forma equivalente de enunciar la Proposicién (V2 no

es racional) es diciendo que la ecuacién 22 = 2 no tiene solucién

en Q. Veremos a continuacién que usando el Axioma A10 se puede
., C . e

demostrar que la ecuacién &2 = a tiene solucién en R cuando a > 0.

Teorema A.4.2. Para cada real no negativo a existe un wunico real no

negativo x tal que 2° = a.

3Desde el siglo XIX se han construido geometrias no arquimedianas que son
aquellas en las que la propiedad arquimediana no es vilida.
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Demostracion. Sea a > 0 cualquiera. Sia = 0, x = 0 es la vnica solu-
.. ¢ .
cién para 22 = 0. Entonces, supongamos que a > 0. Consideremos

V:{xEIR:x>nyQSa}.

Note que /' es no vacio y acotado superiormente ({por qué?). Asi,
por aplicacion del axioma A10, existe B € R tal que B = sup/.
Claramente 8 > 0 ({por qué?). Por el numeral 1 del Teorema[A.2.2]
vale una y solo una de las siguientes tres afirmaciones: 82 < a o
ﬁ2 >ao ,82 =a.

Supongamos que 82 < a. Luego, a — 82 > 0, y como B > 0,
entonces (a — 82)/88 > 0. Por lo tanto, existe y > 0 tal que y <
vy < (a—B2%)/88. Esto implica que

(B+y) =p2+28y+y* < B2+2By+ By < B +(a-p% =q,

porque 38y < a — B2. Esto muestra que 8 +y € V, lo cual es
contradictorio con que B es la menor de las cotas superiores de V’
porque B < B +7. En conclusién, no se puede dar que 82 < a.

Supongamos que 82 > a. Mostraremos que y = %(,B + %) > 0
siendo menor que B es también cota superior de /. Notemos prime-
ro que

28%2-p%+a  B?-a
T B

2_
porque ﬁQ—ﬁa > 0. Es decir, 0 < y < B.

Yy = < B,

Ahora,

(B2 - a)* (B2 - a)®
72:’82_(ﬁ2_a)+4—ﬁ2:a+4—ﬁ2>a'

Entonces, y2 > a2 para todo x € V', o mejor, y > x paratodo z € V.
En conclusién, y es cota superior de /' pero y es menor que 8 que
es la menor de las cotas superiores de /. Esto es absurdo. Asi que es
imposible que valga 82 > a.

La tnica opcién posible es 82 = a. o
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En general, si n € Z* impar, para todo ¢ € R existe un tinico
x € R tal que 2" = a. Y sin € Z* es par, para todo ¢ € R, no
negativo, existe un tnico x € R, no negativo, tal que 2" = a. En estos
casos, tal x se llama raiz n-ésima de « y se denota por: = a!/” o
x = {/a. En el caso en que n es par, 2" > 0 para todo x € R, por lo
que la ecuacién 2" = a no tiene sentido cuando a es negativo. Estos
resultados pueden ser probados usando el Axioma A10, sin embargo
las pruebas no las expondremos aqui porque se estudian en el curso
Cdlculo Diferencial en Una Variable.

Adicionalmente, no sobra decir que, si 2 € Q y x # 0, se define
m . m L L, . .
xn = (™) es decir, 27 es la raiz n-ésima de 2™, siempre que esta
exista.

Teorema A.4.3 (Densidad de Q en R). Suponga que x, y € R tales que
x < y. Entonces existe un q € Q tal que x < q < y.

.. + 1 .
Demostracion. Seak € Z* mayor que et Esto es posible porque Z no

es acotado superiormente en R. Entonces, % <y—x.Seanm,n € Z
tales que m < & < n y consideremos el conjunto

A:{jEN : m+%>x}.
Note que m + M = n > x, lo que significa que k(n —m) € A.
Es decir, 4 # @. Por el Principio del buen orden, vea la Proposi-
cién |18.4.1} existe [ = min 4. Como 0 ¢ A, porque m + % =m < x,
entonces [ > 0. Luego,[—1 € Npero/—1 ¢ A porque [ es el menor

de los elementos de A4. Por lo tanto, m + Z_Tl <.

Tomemos ¢ =m + /l; € Q. Como [ € A entonces ¢ > x. Ademds,

= +£— +l_—1+l< +l< +(y—x) =
qg=m k—m 7 k_x 7 x x)=y.

En conclusién, x < ¢ <y como queriamos.
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A.;a. Representacion de R

Como el lector debe estar familiarizado, usamos la recta para repre-
sentar el conjunto de los nimeros reales. Adoptando un conjunto de
axiomas adecuados para la geometria euclideana se puede mostrar
que a cada nimero real le corresponde uno y solo un punto de la
recta y, reciprocamente, a cada punto de la recta le corresponde uno
y solo un nimero real. Este hecho permite que tratemos indistinta-
mente las expresiones punto de la recta y niimero real. Asi que cuando
ubiquemos el nimero real x en la recta también podemos decir que
x es un punto de la recta. Por todo esto nos referimos a R como la
recta real.

Para representar los nimeros reales en la recta elegimos un punto
para representar el 0 y otro a la derecha del 0 para representar al 1.
Esta eleccion determina la escala en la recta y con esto podemos de-
terminar facilmente cualquier nimero entero o racional en la recta.
Todos los niimeros que estdn a la derecha del 0 son los nimeros po-
sitivos y todos los que estdn a la izquierda son los negativos. Ademds,
el punto x estd a la izquierda del punto y siy solo six < y.

Esta representacion geométrica de R es una ayuda inmensa por-
que nos permite entender mejor ciertas propiedades. Aunque en es-
tas notas nos hemos concentrado principalmente en mostrar cémo
se pueden escribir las demostraciones de teoremas, no podemos des-
cartar para nada las intuiciones sobre los objetos que estudiamos. Por
ejemplo, en el caso de R, la intuicién geométrica sobre la recta algu-
nas veces es mucho mds contundente que una demostracién analiti-
ca soportada exclusivamente en los axiomas de los nimeros reales. A
continuacién, presentamos una grafica que nos ayuda a entender me-
jor la propiedad arquimediana, vea el Teorema[A.4.1(4). Sean x > 0
y v cualquier real. Existe n € Z* tal que nx > y. Intuitivamente, si
avanzamos desde 0 con pasos de tamafio x, sin importar que tan pe-
quefio sea x, existe una cantidad finita n € Z* de pasos, este n podria
ser gigante, que al realizarlos nos permiten superar a y.

(n—=1x

LI
0 2z 3z y nr
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Informalmente, si pudieramos resaltar de algtin modo en la rec-
ta tinicamente los puntos correspondientes a los nimeros racionales,
estos serian una cantidad contable de puntoﬂ y obtendriamos una
recta incompleta. Esto serfa, intuitivamente, una recta con un niime-
ro incontable de “huecos” porque R \ Q no es contable, vea el Ejer-
cicio Estos “huecos” corresponderian a los nimeros irracio-
nales. Asi que podemos decir que los irracionales completan la recta.
En efecto, diremos que R es completo mientras que Q no lo es. Este
ejercicio intuitivo explica porqué el Axioma del extremo superior es
también llamado Axioma de completez.

A.5. Ejercicios

Ejercicio A.5.1. Sean x, y nimeros reales positivos. Pruebe que si
p, q € Q, entonces

1. a? 27 = al*4,
2. (xP)1 = a1,
3. (xy)? = alyl.

{Estas igualdades valen para cualesquiera x, y € R?

4|1Q| = Ny, es decir, Q es contable, vea la Proposicién|26.1.15
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Desde la reforma del 2008, en la Universidad Nacional de Colom-
bia se venia ensefiando en el curso Fundamentos de Matematicas los
sistemas deductivos proposicionales y de predicados cldsicos. Real-
mente muy pocos libros de fundamentos de matemadticas desarrollan
estos temas; de hecho, de los textos guia utilizados en nuestro curso
—[1} 15, I8]- el vinico que hace “algo” de estos temas es [1], pero real-
mente no lo hace con mucho detalle. Como parte del proceso de au-
toevaluacion, desde hace un par de afios empezamos la discusién en
el interior del Departamento de Matematicas sobre la conveniencia
de reemplazar estos temas por algunos que potencialmente puedan
ser mds ttiles para un estudiante que acaba de iniciar su pregrado en
Matemadticas o carreras afines, como por ejemplo el principio de in-
duccién matematica y las definiciones recursivas. Sin embargo, hay
colegas que piensan que desarrollar estos sistemas deductivos puede
ayudar al estudiante a afianzar la mecanica al realizar demostracio-
nes en matemdticas. En contraste, otros piensan que es suficiente con
que dichas estrategias de demostracion estén basadas en argumentos
semanticos (valores de verdad). Como esto hace parte todavia de la
discusion, decidimos dejar los sistemas deductivos cldsicos dentro de
estas notas, pero a manera de apéndice.

B1. Sistema deductivo proposicional
clasico

En las primeras lecciones basamos nuestros argumentos en hallar
todos los posibles valores de verdad de diferentes tipos de propo-
siciones. Esto es, estudiamos las proposiciones desde el punto de vis-
ta semdntico. Sin embargo, no es asi como se realizan demostracio-
nes de teoremas en matemadticas, en las cuales comenzamos desde
afirmaciones que suponemos a priori verdaderas —que denominamos
hipdtesis—, pasando por proposiciones que estan debidamente justifi-
cadas; es decir, son consecuencias de las anteriores e implican la si-
guiente, hasta llegar a la conclusion o tesis. Consideremos el siguiente
conjunto de proposiciones:
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Si estudias otras culturas, aprenderds que existen diversas
costumbres.
Si aprendes que existen diversas costumbres, evaluards tus propias
costumbres.
Por lo tanto, si estudias otras culturas, evaluards tus propias
costumbres.

Esta coleccion o conjunto de proposiciones es un ejemplo de un
argumento. Entenderemos por argumento un conjunto finito de propo-
siciones a1, - - - , @y, B donde las primeras proposiciones ay, - - - , @,
son llamadas premisas y la ultima B es llamada conclusion. Denotare-
mos esto por: @y, -, @,/B.

Un conjunto finito de proposiciones arbitrario, donde no hay re-
lacién entre las afirmaciones que lo componen, no corresponde a los
argumentos que deseamos estudiar. Justamente por esto, serd necesa-
rio distinguir entre argumentos vilidos de invilidos. Intuitivamente,
un argumento es vdlido cuando su conclusién es consecuencia direc-
ta de sus premisas y un argumento es invdlido simplemente si no es
vdlido. Cuando decimos que una proposicién S es consecuencia di-
recta de otras a1, - - - @, queremos decir que suponiendo ay, - -+ , @,
(premisas) verdaderas podemos concluir que B (conclusion) es ver-
dadera. Pero, {cémo obtenemos conclusiones verdaderas a partir de
proposiciones que suponemos verdaderas? Una manera de hacerlo
es realizando un andlisis de valores de verdad de las premisas y la
conclusiéon como se hizo en la Seccién de la Leccion [3] (viendo
que las premisas implican semdnticamente la conclusion). Este andli-
sis podria ser muy tedioso y ocultaria la esencia de los razonamientos
que empezaremos a estudiar en esta leccion.

Cuando queremos estudiar si una implicacién semantica compli-
cada se tiene, lo que podemos hacer es descomponer dicha afirmacién
en una sucesion de implicaciones semdnticas mads simples de mani-
pular que sean conocidas. En este momento, la pregunta seria cudles
de esas implicaciones semanticas mas simples debemos considerar de
manera que con ellas se pueda capturar todos los posibles argumentos
validos.

Dichas implicaciones semdnticas que escogeremos para tal fin las
llamaremos reglas de inferencia.
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B.1.41. Las reglas de inferencia del sistema
deductivo proposicional clasico

Un sistema deductivo se compone de una serie de proposiciones que
siempre vamos a poder introducir en cualquier argumento —que lla-
maremos axiomas— y unas reglas de inferencia. La idea es que si te-
nemos una semadntica desarrollada en el contexto en el que estemos
trabajando, los axiomas sean siempre tautologias y que las reglas de
inferencia sean compatibles con los valores de verdad de las premisas
de las que partimos y de la conclusién del argumento.

En esta parte estudiaremos un sistema deductivo que es cono-
cido como cdlculo proposicional cldsico. No daremos un sistema de-
ductivo a la Hilbert (muchos axiomas y pocas reglas de inferencia
—generalmente Modus Ponens-), sino por simplicidad daremos una
presentaciéon equivalente que es denominada deduccion natural (una
regla general para introducir axiomas y muchas reglas de inferencia).

Basaremos las reglas de inferencia del cdlculo proposicional cldsico en

las implicaciones semdnticas estudiadas los Ejemplos (3.2.4] y
en el Ejercicio[3.5.2]

1. Modus Ponens (MP): de la afirmacién @ — B y de @ podemos
concluir B. Esto lo denotamos por

a— fB,arf.

2. Modos Tollendo Ponens (MTP): de las afirmaciones a V 8 y —~a
podemos concluir B, lo que denotamos por

aV B,natr g,

y de las afirmaciones @ vV 8 y =8 podemos concluir a, lo que
denotamos por
aV B, pFa.

3. Modus Tollendo Tollens (MTT): de las proposiciones @ — By
-8 podemos concluir —a. Esto lo denotamos por

a— B, Fa.
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4. Silogismo hipotético (SH): de las afirmacionesa — By 8 — ¥y
podemos concluir @ — 7. Esta regla la denotamos por

a—p,BovFa —y.

5. Doble negacion (DN): de @ podemos concluir —=—a, lo que de-
notamos por
a k-,

y de ==a podemos concluir @, lo que denotamos por

-k @.

6. Introduccion de la conjuncién (IA): de las proposiciones a y 8
podemos concluir @ A B, lo que denotamos por

a,Branp.

7. Eliminacién de la conjuncién (EA): de la proposicién a A B
podemos concluir tanto «, lo que denotamos por

aApfBFa,
como f3, lo que denotamos por

aANBFpB.

8. Introduccion de la disyuncién (IV): de @ podemos concluir a v
B, lo que denotamos por

atraVp.

9. Dilema constructivo (DC): de las proposiciones ¢ — By y —
6 podemos concluir (@ Vy) — (B V 6), lo que denotamos por

a— B,y =>0r(aVy) — (B V9I).

Una deduccién de B con premisas a7, - -+ , @, es una sucesion fini-
ta de proposiciones yy, - -+ , y; donde caday;, coni =1, --- , k=1, es:
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1. axioma,
2. alguna de las proposiciones @; (que llamamos premisas),

3. o se obtuvo usando alguna de las reglas de inferencia anteriores
aplicadas con las proposiciones y; que aparecen previamente en

dicha lista.
4. e =B.
En tal caso, diremos que B es teorema de a1, - - - , @,, lo que denota-
remos por ai, - , @y F B.

Ejemplo B.1.1. Queremos ver que p — —g¢, ¢ + —p. Nuestras premi-
sas son las afirmaciones p — —q y ¢ (es de lo que tenemos que partir)
y tenemos que deducir —p. Lo primero que tenemos que analizar es
cémo podemos obtener lo que se nos solicita (en este caso —p) a par-
tir de la informacién que tenemos (p — —¢ y ¢). Mirando las reglas
de inferencia descritas atrds, como p es el antecedente de una impli-
cacion que tenemos como premisa (p — —¢) y tenemos que obtener
—p, la regla que deberiamos utilizar es Modus Tollendo Tollens. Pero
para poder utilizar esta regla, deberiamos tener la negacion del con-
secuente de dicha implicacién p — =g, es decir, deberiamos tener
—=q. Pero directamente no tenemos esta proposicién, realmente te-
nemos como premisa la afirmacion ¢, pero a la luz de las reglas de
inferencia dadas anteriormente podemos obtener ——¢ a partir de ¢
usando la regla de la doble negacion. El anterior andlisis no corres-
ponde realmente a la deduccién formal solicitada, pero nos da una
idea de la manera para construirla. A continuacién, daremos la de-
duccién formal del anterior argumento.

1. p > —¢ Premisa.
. q Premisa.

3. -—q DN 2.
(esto dice que aplicamos la regla DN
a la proposicion 2 en la lista).

4. =p MTT 1, 3.
(esto dice que aplicamos la regla MTT a las
proposiciones 1 y 3 de la lista).

Ejemplo B.1.2. Queremos realizar una deduccion formal del argu-
mento pV—q, qV(pVr), =p + r. Es decir, partiendo de las proposicio-
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nes pV-q,qV (pVr), —p (premisas de nuestro argumento) tenemos
que concluir 7. Como queremos concluir r, analizamos que la podria-
mos obtener a partir de la proposicién ¢ V (p V r) que tenemos como
premisa, pero para lograrlo primero deberiamos tener sélo p Vv r, lo
que se obtendria utilizando Modos Tollendo Ponens, en el caso de
que podamos incluir en el argumento —q. Pero para obtener —¢ ne-
cesitamos tener —p para poder aplicar Modus Tollendo Ponens en la
proposiciéon p V —g. Pero nosotros tenemos —p como premisa, por
lo tanto, podemos concluir p V r. Para obtener r, debemos tener en
nuestro argumento —p para poder aplicar Modos Tollendo Ponens a
p Vr, pero recordemos que tenemos a —p como premisa. Como en el
ejemplo anterior, este andlisis no es la deduccion formal, pero es una
descripcién de la manera como debemos escribir dicha deduccién.

1. pv—q Premisa.
2. gV (pVr) Premisa.
3. —p Premisa.
4. —q MTP 1, 8.

(esto dice que aplicamos la regla MTP a las
proposiciones 1y 3 de la lista).

5. pvr MTP 2, 4.
(esto dice que aplicamos la regla MTP a las
proposiciones 2 y 4 de la lista).

6. r MTP 3, 5.
(esto dice que aplicamos la regla MTP a las
proposiciones 8 y 5 de la lista).

Ba.2. Regla de reemplazo

En una deduccién, vamos a permitir reemplazar una proposicién por
alguna que sea semdnticamente equivalente. Esta regla se conoce co-
mo regla de reemplazo.

Es decir, si @ y B son proposiciones que son semdnticamente equi-
valentes (recordemos, esto quiere decir que tienen la misma tabla de
verdad), entonces de @ podemos deducir 8 (en simbolos, @ + B8) y
de B podemos deducir « (es decir, 8 + a).
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Ejemplo B.1.3. Veamos una deduccién de =(p — ¢) + p. Direc-
tamente no podriamos obtener p, ya que no podemos usar directa-
mente ninguna de las reglas vistas anteriormente. Asi que usamos una
proposicién semdnticamente equivalente a nuestra premisa adecua-
da. Recordemos que una implicacién p — q es falsa si p es verdadera
y q es falsa, luego no es complicado demostrar que =(p — q) = pA—q
(ejercicio). De esta afirmacién equivalente a nuestra premisa, pode-
mos obtener directamente p por medio de la eliminacién de la con-
juncion. Por lo tanto, la deduccién queda de la siguiente manera:

1. =(p > q) Premisa.
2. pA—q Reemplazo 1.

~(p o) =pA—g
3. p EA 2.

B.1.3. Validez de argumentos
proposicionales

Recordemos que un argumento es una sucesion finita de proposiciones
ai, -, a,/B. Decimos que el argumento ay, --- , @, /B es vdlido si
ysélosiay, -+, a, E B. Caso contrario, diremos que el argumento
es tnvdlido.

Ejemplo B.1.4. Veamos que el argumento p — ¢, p A7 /q es vilido,
es decir, p — ¢, p A7 E ¢. Supongamos que ¢ es falso. Veamos que
no es posible que ambas premisas de este argumento sean verdaderas
simultdineamente bajo este supuesto. Né6tese que el valor de verdad
de p A r no depende del valor de verdad de g¢.

1. Supongamos ahora que p A r es verdadera y veamos que en
este caso la premisa p — ¢ debe ser falsa. Puesto que p A r es
verdadera en este caso, tanto p como 7 son verdaderas. Asi p es
verdadera y ¢ es falsa en este caso, entonces p — ¢ es falsa.

2. Supongamos que p — ¢ es verdadera y veamos que bajo este
supuesto p Ar no puede ser verdadera. Como g es falsay p — ¢
es verdadera, la tinica opcién de valor de verdad para p es que
sea falso. Por lo tanto, p A r es falsa.
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Hemos visto que, suponiendo que ¢ es falsa, alguna de las premisas
es falsa. Por lo tanto, el argumento es vilido.

Ejemplo B.1.5 (Modus Ponens erréneo). Elargumentoa — B, 8/«
no es valido, ya que @ — B, B ¢ a (Ejemplo [3.2.6).

Hay que tener cuidado con este argumento erréneo, es un error
muy comun de los estudiantes que apenas estin empezando a mirar
estos temas a usar el erréneo argumento @ — B, 8/a como si fuera
vilido.

Observacién B.1.6. Si un argumento a1, -+ , @,/ es vilido, ten-
dremos la seguridad de que podremos dar una deduccién para
ai, - ,a, + B. Este resultado se conoce como Teorema de completi-
tud. Pero en el caso de que aq, -+, @, /B no sea vilido, con certeza
no podremos encontrar una deduccién con premisas ay, -, @, y
conclusion B. Esto nos lo garantiza el Teorema de validez. La demos-
tracion del Teorema de completitud y del Teorema de validez se escapa del
objetivo y del nivel de estas notas, asi que no las daremos aqui. Los
lectores curiosos pueden encontrarlas en libros de l6gica matematica

como [2,3]].

Observacién B.1.7. Verificar que un argumento ay, --- , a,/B sea
vdlido (argumento semdntico) no es lo mismo que dar una deduc-
cion formal en el sistema deductivo (argumento sintdctico, usando
las reglas de inferencia). A pesar de que los Teoremas de completitud
y validez del cdlculo proposicional cldsico implican que argumentos
sintdcticos son equivalentes a argumentos semanticos, cuando se pi-
da verificar la validez de un argumento se pide hacer un argumento
semadntico (es decir, usando valores de verdad) y cuando se pida la
deduccion del argumento se pide hacer un argumento sintdctico (es
decir, usando las reglas de inferencia vistas atras).

B.1.4. Regla indirecta reduccion al absurdo

Algunas veces no podemos deducir una proposicién B directamente
de unas proposiciones a1y, - - - , @,. Una forma de argumentacién uti-
lizada en la antigua Grecia consistia en suponer que tanto ay, - - - , @,
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son verdaderas pero que S es falsa (es decir, =8 es verdadera) vy si
llegaban a una contradiccion es porque la afirmacién B era verdade-
ra.

Notemos que en la Proposicién vimos que si . es una con-
tradicciéony ay, - -+ , a,, 7B E I, entonces tenemos que ay, - - - , @,

B.

Argumentando via validez de argumentos, podemos introducir la
siguiente regla de inferencia indirecta, que denominaremos reduccion
al absurdo (RA):

Siay, -, a,, 7B + L, entonces tenemos que ay, -+ , @, F B.

Esta regla de inferencia la denominamos indirecta puesto que la idea
inicial es deducir g a partir de aq, - - - , @,, y utilizando esta regla de
inferencia no deducimos directamente a 8 sino que suponiendo =3
como premisa adicional, lo que realmente deducimos es una contra-
diccion.

Ejemplo B.1.8. Analicemos el argumento p — ¢,p - r/p — (¢ V
r). De las reglas de inferencia dadas anteriormente, la tinica manera
de obtener un condicional es utilizando la regla silogismo hipotético
(SH), pero en este caso aqui no la podemos usar directamente. Asi que
intentemos un argumento indirecto utilizando la regla de inferencia
indirecta reduccién al absurdo (que abreviaremos RA).

1. p—oygq Premisa.

2. por Premisa.

3. | =(p > (¢gVvr)) Premisaadicional (RA).

4. | pA=(qgVr)) Reemplazo 3
~(p—>(qVvr)=pA-(gVr)).

5. | p EA 4.

6. |¢q MP 1, 5.

7. | =(gVvr) EA 4.

8. | ~qgA-r Reemplazo Leyes de De Morgan.

9. —q EA 8.

10. | ¢ A —q IA 6, 9.

11. p—>(qVvr) RA 3, 10.

Analicemos esta deduccién. En la lineas 1 y 2 hemos colocado
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las premisas originales del argumento que estamos estudiando y en
la linea 3 hemos colocado como premisa adicional la negacién de lo
que nos piden deducir.

En la linea 10 de esta deduccién hemos obtenido una contradic-
cion: ¢ A —q. Por lo tanto, apelando a la regla RA aplicada a las propo-
siciones 3 (negacién de lo que queremos deducir) y 10 (la contradic-
cion obtenida) en la siguiente linea podemos colocar la proposicién
que buscamos deducir: p — (¢ V 7).

Observemos que en esta deduccion no obtenemos directamente
lo que nos piden, sino que entre las lineas 3 a la 10 hacemos una
deduccién auxiliar. Para indicar esto, entre esas lineas colocamos una
linea vertical a la izquierda de esta deduccion auxiliar. Note que la
linea 11 ya no tiene esa linea vertical a su izquierda, puesto que ya no
hace parte de la deduccién auxiliar.

B.1.5. Regla indirecta Teorema de la
deduccion

La vnica regla de inferencia que nos permite deducir un condicional
es el silogismo hipotético (SH), pero tinicamente se puede utilizar si
tenemos en nuestra deduccién proposiciones de la forma o — By
B — 7v,lo que nos permitiria deducir @ — 7, pero no siempre lo que
nos piden obtener tiene este patrén. En el fondo, podemos entender
E como un condicional, si lo vemos desde el punto de vista de su in-
terpretacion. En la Proposicion [3.4.1] vimos la siguiente implicacion
semantica:

Sean ay, -, a,, @, B proposiciones. Si a1, -+ , a,, @ F B,
entonces tenemos que @y, - , @, Fa — f.

Si reemplazamos |= por F, obtenemos la siguiente regla de inferencia,
que denominaremos Teorema de la deduccion (abreviado como TD):

Siay, -, a,, aF B, entonces tenemos que @y, - , @, - @ — B.
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Ejemplo B.1.9. Veamos una deduccién indirecta del argumento p —
q,p — r/p — (¢ Ar), usando la regla de inferencia TD.

1. p—>yg Premisa.

2. por Premisa.

3.1 p Premisa adicional TD.
4. | q MP 1, 3.

5. r MP 2, 3.

6. |gAT IN4, 5.

7. p—>(¢gAr) TDS3,6.

Noétese que no hemos realizado una deduccion directa del condi-
cional p — (¢ A7), sino que en la linea 3 colocamos p (el antecedente
de lo que queremos deducir) como premisa adicional hasta que ob-
tenemos en la linea 6 el consecuente de lo pedido: ¢ A 7. Asi, en la
linea 7 colocamos p — (¢ A r) apelando a la regla TD aplicada a p
(linea 3 de la deduccién) y a ¢ A r (linea 6 de la deduccién). Ademads,
observemos que desde la linea 3 hasta la linea 6 corresponde a la de-
duccién auxiliar que utilizamos para poder aplicar TD, razén por la
cual al lado izquierdo de las proposiciones entre estas lineas coloca-
mos una linea vertical continua para indicar que esto hace parte de
dicha deduccién auxiliar.

B.2. Reglas de inferencia del calculo
de predicados clasico

Como habiamos visto antes, el cdlculo proposicional cldsico dejaba
de lado el andlisis de la estructura interna de las afirmaciones y solo
se centra en la forma como las afirmaciones se conectaban externa-
mente con otras, lo que deja por fuera el andlisis de propiedades de
los objetos considerados y de cuantificar en los argumentos. Enton-
ces, nos vemos en la necesidad de introducir reglas de inferencia que
nos permitan trabajar tanto con propiedades (predicados) como con
cuantificadores, vea la Leccion[d] El objetivo de esta seccion es intro-
ducir dichas reglas de inferencia asociadas a cuantificadores y trabajar
argumentos desde este punto de vista.
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En esta parte, las constantes van a representar elementos fijos de un
conjunto de referencia donde estemos trabajando, que denotaremos
por letras minusculas, usualmente «a, b, ¢, etc.

Desde este punto de vista, vamos a considerar las siguientes reglas
de inferencia:

1. Las mismas reglas del cdlculo proposicional cldsico.

2. Introducimos nuevas reglas de inferencia relacionadas con los
cuantificadores.

I.

ii.

(Especificacion del universal, EV) Dada cualquier cons-
tante c,

VYaxo(x) + ¢(c).

Esta regla nos dice que si en un argumento tenemos que
una propiedad ¢ vale para todo elemento de un conjun-
to de referencia, en particular esa propiedad ¢ vale para
cualquier elemento de ese conjunto que hayamos fijado.

(Especificacion del existencial, £3)

Jxe(x) F ¢(c),

siempre y cuando ¢ sea una constante que no haya apare-
cido en el argumento. Esta regla nos dice que si en un
argumento hemos llegado a una expresion de la forma
Axe(x), podemos exhibir un elemento representado por
una constante que cumpla la propiedad ¢. Aqui es muy
importante resaltar que debemos usar una constante ¢ que
no haya aparecido antes en el argumento; ilustremos el
motivo de esta exigencia con un ejemplo: en el conjun-
to de los estudiante de Fundamentos de Matematicas es
cierto que la afirmacién VaxE(x) es cierta, donde E(x) es
el predicado E(x): “x es estudiante”. Supongamos que la
constante p representa a Perencejo, quien es estudiante
de Fisica y no de Matematicas que estd viendo el curso de
Fundamentos. Por otro lado, si la afirmaciéon 3xM (x) es
cierta, donde M (x) es el predicado M (x): “x es estudiante
de Matemiticas”, no la podemos especificar con la misma
letra p que ya aparecia en el contexto y ademads no cumple
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el predicado M (z). El problema potencial que surge al es-
pecificar existenciales con constantes que ya aparecian en
el contexto, es precisamente que no hay garantia de que
el objeto que representa esa constante cumpla realmente
la propiedad pedida, como vimos en el ejemplo anterior.

Cuando en un argumento tengamos un universal y un
existencial, se sugiere especificar primero la afirmacién
existencial y luego especificar la afirmacién universal (en
el caso de la especificacion del universal no hay limitacio-
nes, puesto que en ese caso la propiedad vale para cual-
quier elemento del universo, en particular para aquel que
cumple la propiedad existencial). Es un error muy comiin
en los estudiantes especificar primero la propiedad uni-
versal y luego la propiedad existencial con la misma cons-
tante con la que se especificé la propiedad universal. Hay
que tener mucho cuidado, por el posible problema que se
puede presentar, que analizamos atrds.

(Generalizacion del universal, GY)
¢(c), ¢ constante arbitraria + Vxg(x).

Esta regla de inferencia nos dice que si en un argumento
tenemos que el predicado ¢(c¢) vale donde ¢ es una cons-
tante que no es fija (es decir, representa cualquier elemen-
to de nuestro conjunto de referencia), entonces podemos
concluir Vx¢(x). En este caso, ¢ no debe representar a un
elemento particular del conjunto de referencia, sino que
representa cualquier elemento del conjunto de referencia.
Un error muy comin de los estudiantes es generalizar el
universal a partir de un existencial. Consideremos nues-
tro ejemplo dado atrds, donde el conjunto de referencia
es la coleccion de estudiantes del curso de Fundamentos
de Matemadticas. Si s es una constante que representa a
Sutano, quien es estudiante de Matematicas, tenemos que
JxM (x) es cierto y de hecho lo podemos especificar con la
constante s, obteniendo M (s). Pero de esta afirmacién no
podemos generalizar el universal y asi obtener YaM (x),
pues de hecho habiamos considerado que habia un es-
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tudiante del curso, Perencejo, quien no era estudiante de
Matemiticas; el error aqui consiste en que s no representa
a cualquier elemento del conjunto de referencia sino que
representa a un estudiante fijo (Sutano).

iv. (Generalizacion del existencial, G3)
¢(c), alguna constante ¢ + Jx(x)

Esta regla nos dice que si para algiin elemento fijo se tiene
una afirmacién, podemos concluir que existe un elemento
que cumple dicha afirmacion.

Ejemplo B.2.1. Dar una deduccién del siguiente argumento

Va(P(x) — Q(x)), 3x(=Q(x) A R(x))/Fx (=P (x)).

Vax(P(x) — Q(x)) Premisa.
Jx(-Q(x) AR(x)) Premisa.
3. =Q(c) ANR(c) E3 2, ¢ constante fija.
(Primero especificamos las expresiones
existenciales. Aqui podemos especificar
con cualquier constante ¢, ya que ain no
hay ninguna constante en el contexto).
4. P(c) = Q(c) EV 1.
(Especificamos el universal en 1, pues
esa afirmacién universal vale para cual-
quier elemento; en particular para aquel
que satisface el existencial dado en 2).

N —

5. =Q(c) EA 3.
6. =P(c) MTT 5, 4.
7. dx(=P(x)) G36.

(Como hay una constante que satisface
—-P(x), asi vale que 3x(=P(x))).

Ejemplo B.2.2. Dar una deduccién de

Va(P(x) € Q(2)), Vx(Q(x) = R(x))/Vx(P(x) = R(x)).
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[

Va(P(x) € Q(x)) Premisa.

Vx(Q(x) = R(x)) Premisa.

3. P(c) = Qo) EY ¢ arbitraria.
(Nétese que aqui ¢ no representa una
constante fija como en el paso 3 del
ejemplo anterior, sino que representa
un elemento arbitrario).

Q(c) = R(c) EY donde ¢ fue dada en 3.

P(c) = R(c) SH 3, 4.

6. Vx(P(x) > R(x)) GV5.

(Podemos generalizar el universal

en 6, dado que la constante tomada

en 3 y 4 representa un elemento

arbitrario y no fijo como cuando

especificamos un existencial).

N

o

Ejemplo B.2.3. Dar una deduccién del siguiente argumento: todo
nimero entero es par o impar. Existe un nimero entero que no es
impar que es primo. Entonces existe un nimero entero que es par'y
primo.

Lo primero que tenemos que hacer es identificar los predicados
mas sencillos que aparecen en este argumento

E(x) : “x es un nimero entero”.
I(x) : “x esimpar”.
P(x) : “x espar’.

R(x) : “x es primo”.

De esta manera, las premisas de nuestro argumento quedan simboli-
zados en lenguaje 16gico de la siguiente manera:

Vx(E(x) — (P(x) Vv I(x))), que afirma que todo nimero entero
es par o impar; 3x(E(x) A =1 (x) A R(x)), que nos dice que existe un
nuimero entero que no es impar que es primo.

La conclusion de este argumento queda simbolizado de la siguien-
te manera: 3x(E(x) AP(x) AR(x)), esto afirma que existe un nimero
entero que es par y primo. Veamos una deduccién de este argumento:
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Ve(E(x) = (P(x) VvV I(x)))
Ax(E(x) A=I(x) AR(x))
E(c) A=I(c) AR(c)

E(c) — (P(c) VI(c))
E(c)

P(c)VvI(c)

—J(C)

P(c)

R(c)

E(c) AP(c) ANR(c)
Ax(E(x) A P(x) AR(x))

Premisa.

Premisa.

E3 2, donde ¢ representa
una constante particular fija.
(Nétese que especificamos
primero afirmaciones
existenciales antes que las
afirmaciones universales,
aqui ¢ representa un entero
que no es impar y es primo).
EV 3.

EA 3.

MP 5, 4.

EA 3.

MTP 6, 7.

EA 3.

IND, 8, 9.

G310.

B.3. Ejercicios

Ejercicio B.3.1. Dé una deduccién de los siguientes argumentos va-
lidos, usando reglas de inferencia:

1. (pVvqg) - (rvs),(rvs) - (tAu),plu.

2. (nVo)—>p,(pVg) > r,qVnlr.

3. O bien el gerente no noté el cambio o lo aprobé. El noté el
cambio, por lo tanto, debe haberlo aprobado.

4. Siuna funcién f de valor y variable real es diferenciable en un
punto a € R entonces es continua en «. Si f es continua en a,
entonces f(a) estd definida y lim,_,, f(x) = f(a). Pero f no
estd definida en a. Por lo tanto, / no es diferenciable en a.

5. p—q,r =5, (qV-s)AN(=pV—q) [-pV-r.
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6. p—=> (A1), (qVr)—>sp/s.

Ejercicio B.3.2. Senale en las siguientes estructuras sintdcticas cudn-
do se trata de premisas (p) y cudando de conclusiones (c).

a) Teniendo en cuenta___, y puesto que___, habria entonces que___.

b) Si y. entonces

) , ya que .

d) Porque y

e) y porque y

f) pues

g) De y , se deduce

h) se sigue de

i) Suponiendo tenemos que , luego

j) Solo bajo la condicién de se puede admitir
k) Acepto pero si , pues y

1) Debido a , y considerando , tendriamos que

Ejercicio B.3.3. Use las reglas de inferencia del cdlculo de predica-
dos cldsico para dar una deduccién de los siguientes argumentos:

1. Todos los celulares con ciamara y plan de datos consumen mu-
cha energia. Todo iPhone es un celular. Todo iPhone tiene cd-
mara. Hay iPhones que no consumen mucha energia. Entonces
hay celulares sin plan de datos.

2. Todo alumno que haga el taller correctamente entiende las no-
ciones bdsicas. Juan es estudiante, pero no entiende las nocio-
nes bdsicas. Por lo tanto, Juan es un estudiante que no hace el
taller correctamente.

3. Todo nimero es alef o es beth. Un ndmero es alef si y solo si es
guimel y no es ddlet. Hay un nimero que es ddlet. Por lo tanto,
hay un nimero que es beth.

4. Ninguin nimero impar es divisible por dos. Cinco es un nime-
ro entero que no es par. Todo nimero entero es par o impar.
Por lo tanto, cinco no es divisible por dos.
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