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Prefacio

La inferencia estadistica es, en la actualidad, un elemento esencial de los
conocimientos estadisticos necesarios para estadisticos y cientificos de datos.
Ademids, la comprensién de las temdticas abordadas en inferencia (métodos
de estimacion, intervalos de confianza y pruebas de hipétesis) son apropiadas
para estadisticos, economistas, {isicos y profesionales que necesitan realizar
prondsticos.

Pese a las diversas utilidades de inferencia estadistica, la mayoria de los
textos de inferencia no introducen algunos temas; por eso, en muchos casos,
no se encuentra un libro que se ajuste a los requerimientos y necesidades de
ciertas materias. Este material estd basado en los cursos de inferencia estadis-
tica y estadistica matemadtica de los programas académicos en estadistica de
la Universidad Nacional, sede Bogotd; y se redacté usando diferentes textos,
se resaltan, principalmente, los libros referenciados en la bibliografia: [12],
[20], [48], [65], [67], [77] y [82], entre otros.

Este texto sirve de ayuda para aquellos estudiantes que toman diversas
asignaturas en las cuales deben tener o les serfan ttiles las metodologias de
inferencia. Aunque es recomendable tomar un curso de probabilidad antes de
comenzar un curso de inferencia, este material le permitird al lector adquirir
la practica necesaria en el manejo de métodos de estimacién y pruebas de
hipdtesis.

El objetivo principal de este material es el de capacitar al lector para
que adquiera la habilidad de usar herramientas de estadistica inferencial en
diferentes 4mbitos, proporcionandole conceptos como la estimacién puntual
y por intervalo, para que pueda realizar pruebas de hipétesis de una manera
éptima; durante su desarrollo, se plantean ejemplos y ejercicios relacionados
con la teoria. Algunos ejemplos se pueden replicar siguiendo las instrucciones
del paquete estadistico R (se empleé [73] version 4.3.1). Se incluyeron dos
capitulos a manera de recopilacién de conceptos, procedimientos y resultados
bdsicos que, por lo general, forman parte del curso de probabilidad, con el
propdsito de que el material sea autocontenido. Si el lector tiene amplios
conocimientos de probabilidad, puede pasar de inmediato al capitulo 3.
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Este material estd escrito de forma secuencial, pues los contenidos previos
son importantes para tener una mejor comprension del desarrollo de cada
seccién posterior, lo cual ayudard al lector a alcanzar su principal objetivo.
Asimismo, proporciona un medio individual para estudiar el tema expuesto
y es muy prdctico como texto autodiddctico. Ademds, permitira que el lector
avance a su propio ritmo. Por este motivo, pueden usarlo los estudiantes con
diferentes aptitudes, conocimientos y velocidades de lectura.

Agradecemos la colaboracién de la Facultad de Ciencias, que por medio
de su oficina de publicaciones nos permitié la divulgacién de este material.
También queremos dar las gracias tanto a los colegas que evaluaron este
manuscrito, como a nuestros estudiantes del curso de inferencia de la carrera
de Estadistica, por sus sugerencias y comentarios, los cuales fueron muy ttiles
en la redaccion de este libro. Ademds, queremos agradecer al equipo editorial
de la Universidad Nacional de Colombia, sede Bogotd, por la correccién de
estilo.
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Este capitulo es una recopilacién de conceptos, procedimientos y resultados
basicos que, por lo general, forman parte del curso de probabilidad. Por
consiguiente, una gran parte de estos resultados aparecen sin prueba; ademds,
en algunos casos se consideran temas que el lector debe manejar y que por
su importancia son retomados posteriormente.

El propésito fundamental de este capitulo es servir como prerrequisito
para los siguientes capitulos y, como ya se menciond, no se profundizard en
los temas considerados aqui.

11. Conceptos basicos de espacio muestral

1. Fendmeno: un suceso puede ser

Fenémeno
Deterministico: “prediccion Al azar (aleatorio):
cierta”. Ejemplo: resultado “prediccion incierta”.
al dejar caer una moneda Ejemplo: resultado al dejar
con dos caras iguales. caer un dado “normal”.

2. Experimento aleatorio: teniendo en cuenta que alea es una palabra del
latin que significa “dado o suerte” o “la suerte estd echada”, experimento
aleatorio es aquel proceso que tiene mds de un posible resultado y
cumple con las siguientes condiciones:

a) Todos los posibles resultados son conocidos antes de realizar el
experimento.

b) En cualquier ejecucion del experimento el resultado no se puede
conocer por anticipado.

¢) El experimento se debe poder repetir bajo idénticas condiciones.

Ejemplo 1.1. (Aleatorio). Seleccionar un estudiante aleatoriamente de la
Universidad Nacional de Colombia, sede Bogotd, y preguntarle su edad.

Ejemplo 1.2. (No aleatorio). En un colegio femenino preguntar el sexo a
los estudiantes de un salon o grupo.

3. Espacio muestral: es el conjunto de todos los posibles resultados de un
experimento estadistico, se denota por el simbolo S 0 Q (omega).
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Ejemplo 1.3. Algunos ejemplos de espacio muestral son:

» Clasificar un pollo al nacer por su sexo.
S1 = {macho, hembra}
= Anotar el peso de un pollo al nacer en gramos.
So ={x:2 > 0}
s Lanzar un dado “normal” una vez y observar su resultado.
Ss =1{1,2,3,4,5,6}
s Niimero de accidentes automovilisticos un sdbado dado en la via
Bogotd-Tunja.
Sy ={0,1,2,8,4,5,6,...}

4. Tipos de espacio muestral

Finito = L Sly/\
S3

Espacio
muestral discreto

Infinito numerable =
= 5

Infinito no numerable Espacio muestral
= Ej: S continuo

~_

Sea w el resultado de un experimento aleatorio E, a w se le llama un
punto muestral. L.os puntos muestrales pueden ser nimeros, vecto-
res, simbolos, etc., los cuales estan determinados por el experimento
considerado. Luego, el nimero de puntos muestrales puede ser finito,
enumerable o no enumerable (ver [11, p. 1]).

A la totalidad de resultados posibles del experimento aleatorio E se
denota por Qy es llamado el espacio muestral. Estos conjuntos pueden
ser expresados por comprensién o por extension. Una coleccion de
resultados del experimento aleatorio E en la cual se este interesado se
llama un evento. Entonces, un evento es un subconjunto de Q.

Para ver graficamente la relacion entre varios eventos, sus uniones e
intersecciones, se usan Diagramas de Venn. Este diagrama se denomina
asi en honor de John Venn (1834-1928). En €l se representa el con-
junto de posibilidades para un experimento mediante un rectdngulo,
por ejemplo.
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Sean dos eventos £} y E9 en un espacio muestral Q [19, p.33]:

s El evento formado por todos los posibles resultados en E; o en
Eg o en ambos recibe el nombre de la unién de E| y Eg, y se

denota por E; U Ey.
Q

s Kl evento formado por los posibles resultados comunes tanto a
E| como a Eg recibe el nombre de la interseccién de E1 y Eg y

se denota por £ N Eqy.
Q

S

s Se dice que los eventos E| y E9 son mutuamente excluyentes
disyuntos si no tienen resultados en comun; o sea, E1 N Eg = @

evento vacio.
Q

s Si cualquier resultado de E| también es resultado de E9, se dice
que el evento E| esta contenido en Egy y se denota E; C Ey.
Q

Ey
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= El complemento de un evento E con respecto al espacio muestral
omega, es aquel que contiene a todos los resultados de omega que
no se encuentran en E y se denota por E° 6 E’.

Q

Ejemplo 1.4. Suponga que una moneda “legal” se lanza 3 veces. Determine
el espacio muestral.

Solucion. Los posibles resultados son:

cce, ces, csc, scc, Css, scs, Ssc, SSS
—_—— —— — T — T — o — N ——
w1 w9 w3 wy ws we w7y wg

Si B es el evento que salga exactamente una cara, entonces,
B = {(05,(4)6,(1_)7} y B = {(U],CL)Q,CL)3,(L)4,0)8},

note que B¢, también, es un evento. Q queda conformado por todos
los posibles resultados:

Q = {w),ws,ws,ws,ws,we,W7,Ws },

y se llama un evento seguro. Al evento (vacio) @ se le llama evento

imposible. o

DEFINICION 1.1. (o-—dlgebra). Sea Q # @. Una coleccion .F de subcon-
juntos de & es una o —dlgebra sobre Q, si y solo si, (ver [16, p. 9]):
a) Qe Z.
b) Si A € F entonces A° € F (F es cerrado bajo complementos).
c) St Ay, Ay, As, -+ € F entonces \ J A; € F. Es decir, cualquier
i=1
coleccion arbitraria de F pertenece a F (F es cerrado bajo uniones
numerables).

Los elementos de .F se llaman eventos.

Ejemplo 1.5. Considere los datos del ejemplo 1.4. Determine Fp = 2 (Q).
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Solucion. La cardinalidad de Q, que corresponde al nimero de puntos
en Q, es 8. El nimero de todos los posibles subconjuntos de Q en este
caso es finito y es:

n(2(Q)) = 2% =256

donde 1(.) denota la cardinalidad. Veamos:
%] 1

(w1} {w1,wg,w3} {w1,w,w3,ws,w5}
(ws) {w1,wg,04} i {w1,wg,w3,04, 05} .
w2 56 . 56
{u;x} {we,wy7,ws} {ws,ws,we,w7,w8}
(w1,w9) {wi,wg,w3z,w4} {w1,we,w3,w4,ws5,we}
( ’ 2} {w1,we,w3,w5} {wi,wy,ws,w4,w5,07}
w1,w3s 98 ) 70 i 98
{w7.wg} {ws,we,w7,ws} {ws,w4,ws5,w6,w7,ws}
,

{wlaw2aw3’w4’w5’wﬁ’w7}
{wi,we,w3,ws,ws5,ws,ws }

{we,w3,wy4,ws,ws,w7,ws}
Q = {w1,wy,ws,ws,w;,ws,w7,ws} 1

Ejemplo 1.6. En el caso de Q' = {1,2,3}, se tiene que .F es la coleccion
de 2% = 8 conjuntos

{1y {12} {1,2,3}
{2v {1,3} @
{3} {2,3}

Ejemplo 1.7. De acuerdo a [11, p. 5], sea Q = (—o0,00) la recta real. En

este caso F es seleccionado para que contenga todos los conjuntos de la forma

[a,0], (a,0], (a,b), [a,b),
para todo niimero real a y b.

Ejemplo 1.8. Suponga que Q es la recta real, R, consistiendo de todos los
puntos, w, en la recta real, R.

Q={w:-0 < w < oo},
Sea:

A=(-0,a) ={w eR:w < a}
B=(c,d)={weR:c<w<d},
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entonces:

AC = [a,OO), BC = (_0076] U [d,OO)
@ si a<c<d
ANB=1q(c,a) si c<a<d
(c,d) si c<d<a

AUB={weR:w<a d c<w<d}
Si a < c se tiene que
A°>B, AUB=A4° A°NB=B8B.

Una o —ilgebra que es de interés es la o-—dlgebra de Borel, deno-

minada asi en honor de Emile Borel (1871-1956) (ver [16, p. 10]).

DEFINICION 1.2. La menor o—dlgebra sobre R se denomina o —dlgebra de
Borel y se denota por:

B(R) = 0 {(-,a] CR:a €R}.

Ejemplo 1.9. (o—dlgebra de Borel en R"). Segiin [16, p. 11], dados
a = (ay,ag, ...,ay) yb = (b1,bg, ...,b,) elementos de R" con a < b,
esto es, a; < b; para todoi = 1,2, ... ,n. La o—dlgebra generada por todos
los intervalos de la forma:

(a,b] :={x = (x1,29, ..., 2p) ER" 1 q; < x; <b;,i =1,2,...,n},

se llama o —dlgebra de Borel en R".

DEerFINICION 1.3. (Espacio medible). Sean Q # @ y .F una o —dlgebra
sobre Q. La pareja (Q,.7) se llama espacio medible (ver [16, p. 11]).

Nota 1.1. Se tiene un caso especial cuando Q = Ry F = B. Luego (R,B)
es un espacio medible. De forma similar, si Q = R" y F = B" se tendrd que
(R™,B™") es un espacio medible.

1.2. Concepto de probabilidad

El objetivo ahora es asignar a cada evento E un nimero real no negativo
que indique el “chance” que tiene E de ocurrir. Hay tres formas de
calcular o estimar la probabilidad.
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DEFINICION 1.4. Definicion cldsica, ley de Laplace o a priori: este
método es de uso limitado, ya que necesita las siguientes caracteristicas:

» El espacio muestral es finito.
s Los resultados del espacio muestral deben ser equiprobables.

Bajo estas condiciones, si un evento E tiene h posibilidades de ocurrir entre
un total de k posibilidades igualmente posibles, entonces la probabilidad de
que ocurra E se denota por:

n(E) h

P(E)Im—z

Y la probabilidad de que no ocurra E le corresponde:

nE) _k=h by p.

PEY =@ = 7% k

Por tanto,

P(E)+P(E")=%+1—%= 1.

Ejemplo 1.10. Retomando el ejemplo 1.4, encuentre la probabilidad de
obtener solo caras en los tres lanzamientos de una moneda.

Solucion. Sea X:= “ndmero de caras obtenidas”, entonces:

Tabla 1.1. Probabilidades de caras en 3 lanzadas de una moneda

X [ PXw)
0 §
1 §
2 §
3 8

Esta tabla se construyé usando el enfoque cldsico de probabilidad. &

Ejemplo 1.11. Sea E el resultado de lanzar un dado “legal” una vez v que
salga 2 0 4. Existen seis formas de caer el dado, {1,2,3,4,5,6}. Si el dado es
bueno o legal, cada cara del dado tiene la misma oportunidad de caer. Como
el evento E puede ocurrir de dos formas, entonces:

2 1
h=nE)=2% k=n@=6 = PE)=;=3
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La probabilidad de que no ocurra E, es decir, que no salga ni 2 ni 4 es:

o 2 2
P(E)=1- -3

DEFINICION 1.5. Definicion empirica, frecuencial o a posterioriz en
muchas situaciones, los resultados de un experimento no son igualmente posibles.
En este caso, no es correcto estimar la probabilidad usando el méiodo cldsico.
En lugar de esto, se emplea la interpretacion de la probabilidad como una
[recuencia relativa, que se basa en que un experimento aleatorio se debe poder
efectuar bajo idénticas condiciones varias veces. Cada vez que el experimento
aleatorio se ejecuta se observa un resultado, el cual no se conoce por anticipado
por la aleatoriedad. Asi, la probabilidad de un suceso se aproxima por la
Jrecuencia relativa de los resultados. Conforme aumenta la repeticion del
experimento, la frecuencia relativa de los resultados favorables se aproxima al
verdadero valor de la probabilidad del evento.

Si un experimento aleatorio se repite del mismo modo n veces y ng de los
resultados son favorables a un evento B, la probabilidad de que ocurra B
definida desde la frecuencia relativa serd el limite de ng /n cuando n es grande:

P(B) = lim 22
n—oo n
Ejemplo 1.12. Un investigador trabaja en un nuevo farmaco para insensi-
bilizar a los pacientes frente a picaduras de abejas. De 200 sujetos sometidos
a prueba, 180 presentaron una disminucion en la gravedad de los sintomas
tras sufrir una picadura después de ser sometidos al tratamiento. Es natural
suponer, entonces, que la probabilidad de que ocurra lo mismo en otro paciente
que reciba el mismo tratamiento es aproximadamente:

ng 180

P(B):7=%:O,90

Seguin este estudio, se establece que el farmaco en un 90 % de los casos es
efectivo para disminuir la reaccion de sensibilidad a las picaduras de abejas.

DEFINICION 1.6. Definicién axiomadtica o matemadtica de la pro-
babilidad (Kolmogorov). Sea (Q,.%) un espacio medible. Una funcion
P : .7 — R que satisface las siguientes condiciones (ver [16, p. 14]):

a) P(A) = 0 paratodo A € F.
b) P(Q) = 1.
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c) Si Ay, Ag,Asg, ... son elementos de F mutuamente excluyentes, es
decir, A; N Aj = @ para todo i # j, entonces:

W

i=1

P

= > P, (1.1)
i=1

se llama medida de probabilidad sobre (Q,F). La tripla (Q,.F,P)
se llama espacio de probabilidad.

Nota 1.2.

» Los subconjuntos A del espacio muestral Q se llaman eventos. El con-
junto {w} se llama evento elemental.

n Elevento A ocurre si w € A se observa.

» A cada conjunto A € F se le asigna un miimero real no negativo P(A),

(P(A) = 0), el cual es llamado la probabilidad del evento A.

Ejemplo 1.13. En un estudio retrospectivo de una nueva recombinacion del
bacilo para influenza, al paciente se le aplica el bacilo y se mide la respuesta, la
cual se clasifica en tres niveles de anticuerpos inhibidores de la hemaglutinacion
(HIA) que se encuentra en la sangre después de seis semanas de aplicado. Los
datos se presentan en la tabla 1.2.

Tabla 1.2. Clasificacién de los pacientes segtin su nivel de HIA

Bajo | Moderado | Alto | Total
31 26 16 73
Fuente: adaptada de [26, p. 207]

Supdngase que se selecciona un paciente al azar'y se le aplica el bacilo. éCudl
es la probabilidad de que su nivel de respuesta sea alto?

Solucion. Sean los eventos:

E1: El paciente fue clasificado en nivel bajo.

Eq: El paciente fue clasificado en nivel moderado.
Eg: El paciente fue clasificado en nivel alto.

Luego,

16
P(Es) = =5 =0,2192,

es decir, al seleccionar un paciente al azar y aplicarle el bacilo, se espera

con probabilidad 0,22 que su nivel de HIA sea alto. o
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Ejemplo 1.14. Una tienda de video vende 8 marcas diferentes de videogra-
badoras (o video cassette recorder-VCR), cada una con 2 o 4 cabezas. En la
tabla 1.8 se indica el mimero de compradores que adquirieron solo una VCR

recientemente.

Tabla 1.3. N.° de compradores de VCR por marca y N.° de cabezas

Marca Numero de cabezas Total
Dos Cuatro
Sony 10 20 30
Panasonic 5 15 20
Samsung 8 13 21
Total 23 48 71

Suponga que se selecciona un comprador reciente.

a) éCudl es la probabilidad de que este elija una VCR de la marca Sony?
b) éCudl es la probabilidad de que este elija una VCR de cuatro cabezas?
¢) éCudl es la probabilidad de que este elija una VCR de la marca Panasonic

o Samsung?

Solucion. Sean los eventos:

E;: El comprador elige una VCR de la marca Sony.

Eg: El comprador elige una VCR de la marca Panasonic.
E3: El comprador elige una VCR de la marca Samsung.

E4: El comprador elige una VCR de dos cabezas.

Ej: El comprador elige una VCR de cuatro cabezas.

a) La probabilidad de que el comprador elija la marca Sony es

es decir, €l elige la marca Sony el 42 % de las veces.
b) La probabilidad de que se elija una VCR de 4 cabezas es

es decir, el comprador elige una VCR de cuatro cabezas el 68 %

de las veces.

P(Ey) = =

30

=0,4225,

48
P(Es) = == =0,6761,
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¢) La probabilidad de que el comprador elija la marca Panasonic o

Samsung, es decir, P(E9UEg), pero como E9NEg = @, entonces:

20 21
P(Ey U Ey) = P(Ey) + P(Ey) = == + == = 0,5775,

es decir, €l elige la marca Panasonic o Samsung el 58 % de las
veces. o

Teorema 1.1. Propiedades elementales del espacio de probabilidad.
Si P(-) es una medida de probabilidad sobre (Q,.7). Entonces:

1. P(v)=0.
2. 0<P(A) <1, paratodo A C Q.
8. P(A°) =1-P(A).
4. Si A, B C Q entonces:
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB). (1.2)
5. SiA, BC QyAC Bentonces P(A) < P(B) (esto es, P es mondtona
creciente).
Demostracion.
3. Si A y A° son dos eventos complementarios, entonces:
(AUVA)=Q y ANnA) =,
por lo que por el axioma 4c:
PAUA)=P(A) +P(A) =1. (1.3)
Despejando P(A°) se obtiene la prueba.
4. Sean A y B eventos del espacio muestral , entonces

Q

Sy
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Luego, AUB = (AN B°)U(ANB)U(A°N B). Nétese que estos

eventos son excluyentes y por el axioma 4c¢:
P(AUB)=P(ANB)+P(ANB)+P(A° NB).
Por otra parte,
A=UANB)YUuANB) y B=(A°NnB)U(A4nNB),
nuevamente por el axioma 4¢:

P(A) = P(ANB°) + P(A N B) y
P(B) = P(A° N B) + P(AN B).

Sumando se tiene que

P(A) +P(B) =P(ANB°) + P(ANB) + P(A° N B)

P(AUB)
+P(ANB),

por consiguiente:
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

Como consecuencia, si 4 y B son mutuamente excluyentes, es
decir, si A N B = @, entonces:
P(AUB)=P(A)+P(B). o

Ejemplo 1.15. La probabilidad de que una industria estadounidense se ubique en
Muinich (M) es 0,7; que se localice en Bruselas (B), de 0,4, v que se encuentre ya sea
en Bruselas o en Miinich, o en ambas, de 0,8 (ver [89, p. 59]).

1. éCudl es la probabilidad de que la industria se localice en ambas ciudades?
2. éCudl es la probabilidad de que la industria no se localice en ninguna ciudad?

Solucion. De la informacion dada se tiene que:
PM)=0,7, P(B)=0,4 y P(MUB)=0,8.

1. Estdn preguntando P(M N B) =?
De la expresiéon (1.2) se tiene que para dos eventos 4 y B,

P(ANB) = P(A) +P(B) - P(AUB). (1.4)
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Luego, al reemplazar se obtiene:
P(MAB)=P(M)+P((B)-P(MUB)=0,7+0,4—0,8=0,8.

Por tanto, la probabilidad de que la industria esté en ambas ciudades
es 0,3.
2. Estdn preguntando P((M U B)°) =?

A partir de la expresion (1.8), despejando se obtiene:

P(MUB)Y)+P(MUB)=1
P(MUB))=1-P(MUB)
P(MuUB))=1-0,8
P ((M uUB)") =0,2.
Luego, la probabilidad de que la industria no esté localizada en ninguna
de las ciudades es 0,2. o

Teorema 1.2. Principio de inclusién-exclusion. Dados A1, . . ., A, eventos
en un espacio probabilistico (Q,.F, P), entonces (ver [20, p. 45]):

P(Ja) =Y pean- ¥ pernas
i=1 i=1

i,j:i<j
Z P(AinAjnAy) =+ (=)' P(ﬂAi). (1.5)
i,j,k:i<j<k i=1
Demostracion. La prueba es por induccién matematica. El caso n = 2 fue
dado en (1.2). Sin = 8 usando (1.2) se llega a:
P((A1 U Ag) UAg) = P(A1 U Ag) + P(As) — P((Ay U Ag) N As)
=P (A1) + P(Ag) — P(A1 N Ag) + P(A3)
—P(A;nAg) —P(A9nAg) + P(A; N A9y N Ag). (1.6)

Supongamos que el principio (1.5) es cierto para n y probemos su validez
para n + 1. Usando de nuevo (1.2) para n + 1 se tiene que:

n+1

P(UAi) - P(LHJAZ-) +P(Ay11) —P(O(Ai ﬂAn+1))-
i=1 i=1 i=1

Empleando (1.5) en el primer y tltimo término y agrupando términos se
obtiene el resultado. uf



16 o Variables aleatorias y distribuciones univariadas

Ejemplo 1.16. Mutaciones en una especie animal. Se estudian en una especie
animal tres mutaciones no relacionadas, A, B y C. La probabilidad de tener la
mutacion A es 0,13, la B es 0,11 y la C es 0,14. Calcular las probabilidades de

que:

1) Un animal no tenga ninguna de las mutaciones.
2) Un animal tenga alguna de las mutaciones.
8) Un animal tenga la mutacion Ay C, pero no la B.

Solucion. En este caso, los eventos que representan las mutaciones 4, By C
son independientes y se tiene de la informacién suministrada que:

Tabla 1.4. Mutaciones en una especie animal

Mutacién | A B C
Presente | 0,13 | 0,11 | 0,14
Ausente 0,87 | 0,89 | 0,86

1) Dado que los eventos son independientes, entonces:

P(A° N BN CY) =P(A)P(B°)P(C°)
=0,87 x 0,89 x 0,86 = 0,665898.

2) Puesto que los eventos no son excluyentes, usando (1.6):

P(AUBUC) =P(4) + P(B) + P(C) - P(A N B)
~P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)
=0,18+0,11+0,14 - (0,18 x 0,11) — (0,18 x 0, 14)
—(0,11x0,14) + (0,18 x 0,11 x 0,14) = 0,334102.

Notese que, esta probabilidad también se pudo establecer como:

P(AUBUC)=1-P[(AUBUC)]=1-PA°NB°NnC°
=1-0,665898 = 0,334102.

3) Finalmente, la probabilidad de que un animal tenga la mutacion A y
C, pero no la B estd dada por:

P(ANB N C) =P(A)P(B)P(C) = P(A)(1 - P(B))P(C)
=0,13x 0,89 x 0,14 = 0,016198. o
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1.3. Probabilidad condicional

La probabilidad de que un evento B ocurra cuando se sabe que ya ocurrié un
evento A se llama probabilidad condicional y se indica por P(B | 4), que se
lee como probabilidad de que “ocurra B dado que ya ocurrié A”. Se define
como:

P(ANB)

Ejemplo 1.17. Se estima que entre la poblacion total de Estados Unidos, el 55 %
padece de obesidad (A), el 20 % es hipertensa (B) y el 60 % es obesa o hipertensa. éLa
probabilidad de que una persona obesa padezca hipertension es igual a la probabilidad
de que una persona padezca hipertension?

Solucion. Sean los eventos

A : “Poblacion que tiene problemas de obesidad”.
B : “Poblacién que tiene problemas de hipertensién”.

En la tabla de contingencia 1.5 se muestra la relacién entre estos dos eventos.

Tabla 1.5. Tabla de contingencia problemas de obesidad vs. hipertensién

[ B [ B [ Toul]
A 0,15 ] 0,40 | 0,55
A° 0,05 | 0,40 | 0,45
Total || 0,20 | 0,80 | 1,00

En la construccién de esta tabla se empleé la expresién (1.4), luego:
P(ANB)=0,0+0,2-0,6=0,15.
A partir de los datos de la tabla, P (Hipertenso|Obeso) queda

P(ANB) 0,15

PB14)= P(A) 0,55

= 0,27 # P(B) = P(Hipertenso).

Luego, se concluye que las dos probabilidades no son iguales, es mds, si una
persona es obesa, aumenta la probabilidad de tener hipertensién. o

Ejemplo 1.18. Suponga que personas afectadas de cierta enfermedad fueron asig-
nadas a dos tratamientos: un grupo al que se le aplico suero v el otro sin suero. Los
datos estdn presentados en la tabla 1.6.
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Tabla 1.6. Nimero de personas segin tratamiento y cura

Curados (C) | No curados (NC) | Total

Grupo A (Usando suero) 72 23 95
Grupo B (Sin suero) 67 38 105
Total 189 61 200

1. éCudl es la probabilidad de que una persona curada estuviera asignada al
grupo sin suero?

2. éCudl es la probabilidad de que a una persona que no se curd se le hubiera
asignado al grupo sin suero?

8. Si una persona fue asignada al grupo con suero, écudl es la probabilidad de
que no se cure?

Solucion. De los datos suministrados en la tabla se tiene que

1. P(Sin suero|Curado) = P(B|C) = Z£55) = fT = 0,4820.

Asi, la probabilidad de que una persona curada estuviera asignada al

grupo sin suero es 0,48.

. 38
2. P(Sin suero|No curado) = P(B|NC) = P},’fQ;‘}g) = 20 = (),62295.
200

Entonces, la probabilidad de que una persona que no se curé estuviera

asignada al grupo sin suero es 0,62.
93
3. P(No curado|Con suero) = P(NC|A) = P(l\,&r;/l) =30 =0,2421.

2(
Si una persona fue asignada al grupo con suero, la probabilidad de que

no se cure es 0,24. o

1.4. Regla de multiplicacion
Si Ay B son eventos de Q y P(A) > 0y P(B) > 0, entonces:

P(ANB)=P(A4]|B)P(B)=P(B|APA). (1.7)

Ejemplo 1.19. [68, p. 180] La denominada prospeccion geobotdnica se basa en
el estudio de las plantas que aparecen en depdsitos de minerales; por ejemplo, una
pequeria planta de menta con una flor de color malva es un indicador del cobre.
Suponga que en una region dada existe un 80 % de probabilidad de que el suelo tenga
un alto contenido de cobre y un 28 % de probabilidad de que la menta esté presente
en ese lugar. Si el contenido de cobre es alto, existe un 70 % de probabilidad de que
esté presente la menta. éCudl es la probabilidad de que el contenido de cobre sea alio
¥ que la menta esté presente?
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Solucion. Sean los eventos:

A: “El suelo contiene un alto contenido de cobre”.
B: “La menta estd presente en ese lugar”.

Por la informacion que da el ejemplo se tiene que:
P(A4)=0,3, P(B) =0,23 y P(B|A) =0,7.

Estdn preguntando P(A N B) =? Puesto que:

P(ANB)

= P(ANB)=P(B|APA) =0,7%x0,8=0,21.

Por tanto, la probabilidad de que el contenido de cobre sea alto y la menta
esté presente es 0,21. o

Teorema 1.3. Teorema de probabilidad total. Sean A1,49,A3, ..., 4y, q

q
evenios mutuamente excluyentes de Q, tal que por lo menos uno ocurre ( >, P(Ay) = 1).
k=1

Entonces para cualquier B € .F se satisface:

q
P(B) = ZP(B | )P (Ap).
=1

Demostracion. Nétese que A1,A9,As, .. .,A, es una particién finita de Q.

. b .
a E

9 [\

Luego,

P(B)=P(BNnQ)=P|Bn (OAk)] :P[O(B mAk)].

k=1 k=1

Estos eventos son mutuamente excluyentes, entonces por el axioma 4¢:

P(B) = Zq:P(B N Ay).
k=1
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Por la expresién (1.7) se tiene que:
q
P(B) = > P(A)P(B| 4y),
k=1

con lo cual queda probado el teorema. o

1.5. Independencia

Se dird que dos eventos son independientes si uno puede producirse con
independencia de otro, es decir, la realizacién o no realizacién de uno no
tiene efecto alguno sobre la probabilidad de la realizacién o no del otro. Por
tal motivo, sean A y B dos eventos tales que P(A) > 0y P(B) > 0. Estos
eventos son independientes, si y solo si:

PB|A)=P(B) y P(A|B)=P(A).
También se dird que dos eventos A y B son independientes, si y solo si:
P(ANB)=P(A)P(B). (1.8)
En caso contrario se dice que los eventos son dependientes.

Ejemplo 1.20. En un pequefio pueblo se dispone de un carro de bomberos vy
una ambulancia para casos de emergencia. La probabilidad de que el primero esté
disponible cuando se le necesite es 0,98 y que la ambulancia lo esté cuando se le
llame, es 0,92. En el caso que resulte un herido al quemarse un edificio, encuentre la
probabilidad de que tanto el carro de bomberos como la ambulancia esién disponibles.

Solucion. Sean los eventos:
A: “El carro de bomberos esta disponible”.
B: “La ambulancia esta disponible”.
Luego,

P(ANB) =P(A)P(B) = 0,98 x 0,92 = 0,9016.

Asi, la probabilidad de que tanto el carro de bomberos como la ambulancia

estén disponibles es 0,9016. o

Teorema 1.4. Silos eventos A y B son independientes, se satisface que:

1. La independencia es una propiedad reciproca.
2. Los eventos A y B son independientes.
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8. Los eventos A° vy B son independientes.
4. Los eventos A° y B¢ son independientes.

Demostracion.

1. Por la definicién de probabilidad condicional

P(A|B)=% P(B|A):%
Al despejar:
P(ANB) =P(B)P(A|B) = P(B| A)P(A), (1.9)

como por hipétesis 4 es independiente de B, P(A4 | B) = P(A), susti-
tuyendo en (1.9) se tiene: P(A N B) = P(B)P(A | B) = P(B)P(A).
2. Usando el diagrama de Venn

Q A=(ANB)U(A4nB).
Luego
P(A)=PANB)+P(ANB)

——
=PANB)+P(A)P(B).

Por lo tanto, despejando:
P(ANB)=P(A)-P(A)PB) =P(A) [1 - P(B)] =P(A)P(B°),
como se satisface (1.8), se tiene lo que se queria demostrar.

3. La prueba es andloga al item 2.
4. Por las leyes de De Morgan:

")

A° B¢

(A4 U B)
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Luego, (AU B)‘ = A°n B, por lo tanto
P(A°NnB)=P[(AUB)| =1-P(AUB).

Sustituyendo la expresion (1.2) se tiene que
P(A°NB°) =1-[P(A) + P(B) - P(ANn B)]

=(1=P(A) - P(B)(1 - P(A))
=P(A4°)(1 - P(B)) = P(A)P(B"),

como se satisface (1.8), se tiene lo que se queria demostrar. o

DEerFmNicION 1.7. Independencia de eventos 2 a 2. Una familia de eventos
o ={Ay, 1 <k <n}={A41,...,A,} sedice independiente dos a dos si

P(A;nAj) = P(A)P(A}) i#j, 1<i,j<n.

La independencia dos a dos no implica la independencia mutua de la familia.

DEerFINICION 1.8. Coleccién mutuamente independiente. Una familia de
eventos o = {Ay, 1 <k <n} ={Ay, ..., Ay} se dice independiente si

Py ndyn...0dy) =] [Py,
j=1

por lo que se denomina coleccion de eventos mutuamente independientes.

Nota 1.3. En un experimento, si los eventos Ay,Aq, . .. ,Ay ocurren, entonces:

P(A; N Ag N Az (-0 Ay) = P(A)P(As| A1) P(A3| A1 N Ag) .. .
PAlAynAgnAgn---NA,_q)

Si los eventos A1,A9,As, . .. ,Ay son independientes, entonces:
PA NnAgynAgn---NAy) =P(A1)P(A9)P(Ag)...P(Ay).

Ejemplo 1.21. Segiin [61, p. 65], en una escuela el 20 % de los estudiantes tienen
problemas visuales, el 8 % problemas auditivos v el 4 % tienen ambos problemas,
visuales v auditivos. Determine:

1. éLos dos eventos, tener problemas visuales y auditivos, son independientes?

2. éCudl es la probabilidad de que un estudiante tenga problemas auditivos si
tiene problemas visuales?

8. éCudl es la probabilidad de que un estudiante no tenga problemas auditivos si
tiene problemas visuales?
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Solucion. Sean los eventos

A : “Estudiantes que tienen problemas auditivos”.
V' : “Estudiantes que tienen problemas visuales”.

En la tabla de contingencia 1.7 se muestra la relacion entre estos dos eventos.

Tabla 1.7. Tabla de contingencia problemas auditivos vs. visuales

V Ve | Total
A 0,04 | 0,04 | 0,08
A° 0,16 | 0,76 | 0,92

Total || 0,20 | 0,80 | 1,00
Fuente: adaptada de [61, p. 66].

Luego:

1. P(A)PV) =(0,08).(0,20) = 0,016 y P(AN}V') = 0,04. Como estos
resultados son distintos, 4 y /" no son independientes.
2. P(A) =505 = 000 = 1 = 0,90.

PO ~ 0,20
3. P(A W) =) = 308 = 4 = 0,80. o

Ejemplo 1.22. Se sacan tres cartas de un juego en sucesion, sin reemplazo, de una
baraja francesa ordinaria. Sea A\ el evento la primera carta es un As rojo, A9 la
segunda carta es un 10 o una Jota'y Ag la tercera es mayor que 8 pero menor que 7.
Encuentre la probabilidad de obtener P(A1 N Ag N As3).

Solucion. Sean los eventos:
Ay :“La primera carta es un As rojo”,
Ag :“La segunda carta es 10 o Jota”,

Ag :“La tercera carta es mayor que 3 y menor que 7, es decir, {4, 5, 6},

entonces:
2 8 12
P() =25 Plald) = 533 P(shdindy) = =
192

= P(41 N Ay N As) = =0,0014.

132600
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Luego, la probabilidad de sacar tres cartas de una baraja en el orden
propuesto (As rojo, 10 o Jota, mayor que 3 y menor que 7) es 0,0014 o
0,14 %. uf

Ejemplo 1.238. Una urna contiene bolas de tres colores: 4 blancas (B), 6 rojas (R)
vy & negras (N ). Se sacan tres bolas al azar sin reponerlas. Hallar la probabilidad de
que salgan en el orden R, B, R.

Solucion. Sean los eventos:
Ay “La primera bola es R”, Ag “La tercera bola es R”,
Ay :“La segunda bola es B”,

entonces:

6 4 )
P(AI)ZE; P(A2|A1)=ﬁ; P(A3|A10A2)=§
120

= P(A;NnAyNAg) = 9730

= 0,0440
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Asi, la probabilidad de que al sacar tres bolas de una caja que contiene
4 bolas blancas, 6 rojas y 5 negras, sin reponerlas, salgan en el orden roja,
blanca y roja es 0,044 o 4 %. o

1.6. Regla de Bayes

Sean E| y E9 una particién de Q (espacio muestral), es decir, E1 U Eg = Qy
E; N E9 = @, de los cuales se conoce sus probabilidades P(E1) y P(E9), y
las probabilidades condicionadas P(B|E) y P(B|Ey), entonces:

_P(E\nB) _ P(Ey N B)
P(E\|B) = P(B)  P(BNE;))+P(BnNEy)
P(B|E1)P(E1)

" P(BIE\)P(E)) + P(B|Ey)P(Eg)’
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Ey

Ey

En general, usando el teorema de probabilidad total se tiene que:

P(B|E;)P (L))

2 P(BIE)P(ED)

P(E;|B) = para todo j.

Ejemplo 1.24. Supdngase, como en [19, p. 44], que en un centro médico, de todos
los fumadores de quienes se sospecha que tenian cdancer pulmonar, el 90 % lo tenia,
mientras que inicamente el 5% de los no fumadores lo padecian. St la proporcion de
Sfumadores es 0,45, éudl es la probabilidad de que un paciente con cancer pulmonar,
seleccionado al azar, sea fumador?

Solucion. Sean los eventos:
Bj: “El paciente es fumador”.
By: “El paciente no es fumador”.
A: “El paciente tiene cancer pulmonar”.

Fumadores No Fumadores

Del enunciado se sabe que:

P(By1) =0,45, entonces P(Bg)=1-P(B;)=0,55
PA|B1)=0,9 'y  P(4]Bg) =0,05,
y preguntan P(B1|A4) =?
Usando el teorema de Bayes,

P(ANB))
P(ANB)) + P(AN By)

P(By|4) =
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3 P(A| B1)P(By)
~ P(A | B1)P(By) + P(A | Bo)P(By)
B (0,90)(0,45)

~(0,9)(0,45) + (0,05)(0,55)

=0,9364.

Luego, la probabilidad de que un paciente con cdncer pulmonar, seleccionado
aleatoriamente, sea fumador es 0,9364 o de un 94 %. Graficamente:
P(ANB)) =55 X %

P(A"OBI):%X ﬁ

11 1
P(ANBg) = 5 x o

¢ _ 11 19
P(4°NBg) = 14 x 8 of

Ejemplo 1.25. Suponga que se distribuyen pelotas de colores en tres cajas idénticas,
de la siguiente manera:

Tabla 1.8. Distribucién de pelotas de acuerdo a color y caja

Caja . ]

Color ! 2 3
Roja 2 4 3
Blanca 3 1 4
Negra 5 3 3

Una caja se elige al azar vy se saca una pelota de ella, también aleatoriamente, y
se observa que es roja. éCudl es la probabilidad de que la caja 8 sea la que se escogic?

Solucion. Sean los eventos:
B: “La pelota seleccionada es roja”.
Cy: “Se selecciona la k-ésima caja”.

De la tabla se tiene que:

P(Cy) =1/3 P(Ce) =1/3 P(C3) =1/3
P(B|Cy) = 2/10 P(B|Cy) = 4/8 P(B|Cs) = 8/10
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Preguntan P(Cg|B) =?

P(BNCy)
P(BNCy) +P(BNCy) +P(BNCy)
B P(B|C3)P(Cs)
~ P(B|C1)P(C1) + P(B|C)P(Cy) + P(B|C3)P(Cy)
_ (3/10)(1/3)

(2/10)(1/3) + (4/8)(1/3) + (3/10)(1/3)

Asi, la probabilidad de que la caja 8 seala que se escogié es 0,8 0 del 30 %. &

P(Cs|B) =

=0,3

1.7. Variable aleatoria

DEFINICION 1.9. Variable aleatoria. Una variable aleatoria X en un espacio
de probabilidad (Q,.%,P) es una funcion real definida en el espacio Q, tal que
[X < x] es un evento aleatorio para todo x € R; es decir, X : Q — R es variable
aleatoria si [X < x] € .F Vx € R (ver [48, p. 36]).

Ejemplo 1.26. Considérese que los hoteles ubicados en la cabecera del municipio A
son cinco:

Hotel AA Hotel AD
Hotel AB Hotel AE
HotelAC

Se desea estudiar las inversiones, costos y gastos por categoria de proteccion ambiental,
durante el afio, de estos hoteles, pero no es posible tener informacion de los cinco
hoteles; se puede hacer una encuesta por muestreo, en la que la poblacion finita
corresponde a los hoteles ubicados en la cabecera del municipio A en el afio de interés.

Solucion. En este caso, Q = U = {HAA,HAB,HAC, HAD,HAE} y
% es una coleccién de subconjuntos de U, que corresponde a un conjunto

de muestras,
y = {Sl’s2,s3’ .. ’sj’ .. ’slw}i

que se puedan obtener de un procedimiento de muestreo sin reemplazo de
los cinco hoteles. En este caso, n(.%) = 2% =82 = M, veamos:
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$1=0

59 = (HAA}
53 = {HAB)
54 = {HAC)
55 = {HAD}
s = {HAE}

s; = {HAA,HAB}
sy = {HAA,HAC}
so = {HAA,HAD}
s10 = {HAA,HAE}

s17 = {HAA,HAB,HAC}
s1s = {HAA,HAB,HAD}
s19 = {HAA,HAB,HAE}
s90 = {HAA,HAC,HAD}
so1 = {HAA,HAC ,HAE)}
so9 = {(HAA,HAD,HAE}
sog = {HAB,HAC,HAD}
sos = {HAB,HAC ,HAE}
so5 = {HAB,HAD,HAE}
so6 = {HAC,HAD,HAE}

s11 = {HAB,HAC}
s19 = {HAB,HAD}
s13 = {(HAB,HAE}
s1 = {HAC,HAD}
s15 = {HAC,HAE}

sg7 = {HAA,HAB,HAC,HAD}
sog = {HAA,HAB,HAC,HAE}
s99 = {HAA,HAB,HAD,HAE)
ss0 = {HAA,HAC,HAD,HAE}
ss1 = {HAB,HAC,HAD,HAE}

s16 = {HAD,HAE}

sgg ={HAA,HAB,HAC,HAD ,HAE}

Note que los eventos corresponden a muestras. Usando la notacién de mues-

treo estadistico, a cada muestra

se le asigna una probabilidad conocida de

seleccién P(s) (en muestreo se le llama disefio muestral):

P(s1) =0 P(s12) =0
P(sg) =0 P(s13) =0
P(s3) =0 P(s14) =0
P(s4) =0 P(s15) =0

P(s93) = 9/90

P(s94) = 10/90
P(s95) = 11/90
P(s96) = 12/90

P(s5) =0 P(s16) =0 P(sg7) =0
P(ss) =0 P(s17) = 6/90 P(s98) =0 o
P(s7) =0 P(s18) = 7/90 P(s99) = 0
P(sg) =0 P(s19) = 8/90 P(s30) =0
P(sg) =0 P(s90) = 8/90 P(s31) =0
P(s10) =0 P(s91) = 9/90 P(s39) =0

P(s11) =0 P(sg9) = 10/9

Nota 1.4.

0

» X (w) es la imagen del argumento w bajo la funcion X, que también se conoce

como el valor de X en w.

. o ) X
s X es también una aplicacion de Q hacia &', denotada por Q — Q.

» X establece una relacion de correspondencia entre los puntos de Q con los

puntos de Q.
s Q es llamado el dominio de
» Si el espacio del rango es la re

X y Q' es llamado el rango.
cta real, R, o un subconjunto de ella, la funcion

se dice que es numérica o funcion de valor real.
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Considerando la informacion del ejemplo 1.4, para cada punto w’ € €/,

puede existir uno o mds puntos de Q cuya imagen bajo X es w’. El conjunto
de todos los puntos w € Q cuya imagen bajo X es w’ se llama la imagen

inversa de {w’} y se denota por X ! ({w’}), asi:

X '{w'}) ={weQ: X(w) =w}.

Si se trata de un evento B’, con B’ C €/, el conjunto de todos los puntos
de Q para los cuales X (w) € B’ se llama la imagen inversa de B’ bajo X,

denotada por X1 (B’):
X Y(B) :={w: X(w) € B'}.

X1 es llamada la funcion inversa de X. La notacién es:

X(B) :={X(w):w € B}, BCcQ,
X NF)={X""(B):B €7},

donde .Z” es una coleccion de subconjuntos de Q” (ver [11, p. 21]).

Ejemplo 1.27. Considerando la informacion del ejemplo 1.4, supongase que X (w)
es el miimero de caras, es decir, la funcidon dada por:
— Q'

X: Q
- X(w)=0o

w
= P(Q'). Determine la funcion

donde @ = (', W}, w0} = {0,1,2,8} y 7

inversa de esta aplicacion.

Solucion. Note que para cada valor w, X (w) es tnico, y estd dado por:

we =CCS - X(wg) =2 =wyg
wy =SCC - X(wy) =2 =wg
we =SCS - X(wp) =1=w
wg =85S - X(wg) =0=0w]

w; =CCC - X(w) =3 =w]
w3 =CSC - X(wg) =2 = wy
w; =CSS - X(ws) =1=wj
wy; =8SC - X(wy) =1=w

Luego, la coleccién de subconjuntos de Q’ es dada por:

7" ={2,{0},{1},{2},{3},{0,1},{0,2},{0,3},{1,2},{1,3},{2,3},
{0,1,2},{0,1,8},{0,2,3},{1,2,3},Q'} .
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En este caso, la imagen inversa de {w’} estd dada por:

w) =0 - X '({wi}) = {ws}
wy =1 - X' ({wh}) = {ws,ws,w7}
wy =2 - X T{wy}) = {we,ws, w4}
wy =3 - X' ({w)}) = {w1}.
Si B’ = {0,2} entonces X 1 (B’) = {wy,ws,ws,wg}. o

Ejemplo 1.28. Considere la funcion de valor real 14 0 I1(A) definida sobre Q, es
decir, 15 : Q — R dada por

{1 si weA
Li(w) = (1.10)

0 s1 weAd

A la funcion 14 o 1(A) se le llama indicadora o caracteristica. Determine la
Juncion inversa de esta aplicacion.

Solucion. El rango estricto de 14 es
14(Q) = {L4(w) : w € Q} ={0,1}.
Si B C R, entonces:
@ si BnocontieneniaQ,nial
IJI(B) _ sf B cont?ene al,peronoal
A si B contiene a 0, perono a 1

Q si BcontieneaOyal

luego:

1;1(B) = {2,4,4°,Q}. o

Nota 1.5. En particular,
X NQ)={w: X(w) e Q} = Q.

Nota 1.6. (Espacio de probabilidad inducido por X). Sea X una variable
aleatoria real definida sobre (Q,. % ,P). Para cualquier B € B(R), se puede definir

Px(B) := P[{w: X(w) € B}] = P[X~1(B)].
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Px sobre (R, B(R)) es una medida de probabilidad y entonces (R,B(R),Px) es el
espacio de probabilidad inducido por X. A Px se le llama la distribucidn de
probabilidad de X (ver [11, p. 59)).

Ejemplo 1.29. Supingase, como en [19, p. 58], que se lanzan dos dados, uno rojo
y otro azul. Sea la variable aleatoria X que representa la suma de las caras de los
dados al ser lanzados:

Resultado Vr. de la Variable Probabilidad

(w) Aleatoria (X (w)) h
(1,1) 2 1 P(X=2)=1/386
(1,2) (2,1) 8 2 P(X =3)=2/36
(1,3) (2,2) (3,1) 4 3 P(X =4)=38/36
(1,4 (238) (8,2) (4,1) 5 4 P(X =5)=4/36
(1,5) (24) (8,8) (4,2) (5,1) 6 5 P(X =6)=5/36
(1,6) (2,5) (8,4 (43) (52) (6,1) 7 6 P(X=7)=6/36
(2,6) (8,5) (4,4) (53) (6,2) 8 5 P(X =8)=5/86
(8,6) (4,5) (5,4) (6,3) 9 4 P(X =9)=4/36
4,6) (5,5) (6,4) 10 3 P(X =10) =38/36
(5,6) (6,5) 11 2 P(X=11)=2/36
(6,6) 12 1 P(X =12)=1/36

Total k=386

donde h denota la frecuencia absoluta, es decir, el niimero de ocurrencias.

= Si se esid interesado en el evento en el que la suma de las caras al ser lanzados
dos dados, uno rojo y otro azul, es igual a 4, se tiene que:

Px([4,4]) := P[{w : X (w) € [4,4]}] = P[X~'([4,4])] = 3/36.

= Si nos interesa el evento en el que la suma de las caras al ser lanzados dos
dados, uno rojo vy otro azul, sea menor a 5, se tiene que:

Px[(~0,5)] := P[{w : X(w) € (=00,5)}] = P[X ! ((~00,5))] = 6/36.

Ejemplo 1.30. Se sacan dos pelotas en sucesion, sin reemplazos, de una urna que
contiene 4 pelotas rojas (R) vy 8 negras (N). Los resultados posibles, vy, v los valores
de la variable aleatoria Y, donde Y es el niimero de pelotas rojas, son:

Primer Segundo

resultado resultado Trayectoria Probabilidad

5 N NN = #x2

3 4
& R NR = SX§
§ 4.3
6 N RN = 4 % g
g 4.3
§ R RR = =X g
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Resultado
(w's) Y(w) Probabilidad
_ _ 4 3 _ 12
RR 2 P(Y_QZ_ZXQ_P 9
RN - NR 1 P(Y:l):7><‘§+‘z><66:E
NN 0 PY=0)=2x¢=1

Ejemplo 1.31. Segin [64, pg. 107], un estudio de mercadotecnia estima que un
nuevo instrumento para el andlisis de muestras de suelo tendrd mucho, poco o ninguin
éxito, con probabilidades 0,8, 0,6 y 0,1, respectivamente. Las ganancias anuales
asociadas con un producto muy exitoso, poco exitoso o no exitoso son 10 millones, 5
millones y 1 millon de ddlares, respectivamente. La variable aleatoria es la ganancia
anual del producto. Determine P(X = x).

Solucion. Sea X la ganancia anual del producto, entonces
x=10, 5 ¢ 1

Una forma reducida y adecuada de expresar la funcién de probabilidad
anterior es:

0,1 si =1
0,6 si =5
PX=x)=] > 0 ° of
0,3 si =10
0 en otro caso

Ejemplo 1.32. Segiin [16, p. 67], sea X una variable aleatoria tal que:

fx(x)Z{l si O0<zx<1

0 en otro caso,
encuentre P[X < 0,2].

Solucion. Sea B = (—0,0,2), entonces

Px[(~0,0,2)] = P[{w : X(w) € (=,0,2)}] = P [X ' ((~,0,2))]

0,2 0 0,2
- [ K= [ K [ A
—oco —o0 0

:/dx:x|8’2:0,2—020,2. o
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Nota 1.7. El soporte de una “medida” corresponde a todos los conjuntos que no
tiene medida cero.

DErFINICION 1.10. (Funcién de distribuciéon acumulada). Sea X una variable
aleatoria real. La funcion Fx definida sobre R mediante:

Fx(x) := Px((=o0,x]) = P(X <),

se denomina funcion de distribucion acumulada (fda) de la variable aleatoria X (ver

[16, p. 56]).

Teorema 1.5. Propiedades de la fda. Sea X una variable aleatoria real definida
sobre (Q,. % ,P). La fda Fx satisface las siguientes condiciones:

Six <y entonces Fx (x) < Fx (y).

Fx(z*) := hlirg+ Fx(x +h) =Fx(x) paratodox € R.
lim Fx(x) = L

lim Fx (x) = 0.

R Lo N~

Demostracion. Ver detalles de la prueba en [16, p. 59]. o

Ejemplo 1.33. Considerando la informacion del ejemplo 1.10, determine la Fx ().

Solucion. La fda correspondiente es dada por

si 2<x<3

0 six<O
P(XSI) % si O<x<1
— = % si 1<x<2 o
Fx (x) 7
8
1

si x> 3.

Ejemplo 1.34. Considerando la informacion del ejemplo 1.82, determine la Fx (x).

Solucion. La fda correspondiente es dada por

0 six<0
PX<z) |«
—_— fdt:x si0<zx<1 o
Fx(x) 0

1 si x> 1.
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1.8. Distribuciones de probabilidad

En la seccién anterior se dio en la definicién 1.9 el concepto de variable alea-
foria, en esta seccion se presentan las distribuciones asociadas a las variables
aleatorias mds empleadas.

DEerINICION 1.11. (Tipos de variables aleatorias). Segiin [48, p. 41]:

» Una variable aleatoria X es discreta si toma un miimero finito o numerable de
valores, es decir, si existe un conjunto finito o numerable {x,x9, ...} C Rial
que X (w) € {x1,29,x3, ...} paratodo w € Q. La funcion p(x;) definida
porp(x;) = P(X =x;),i =1,2,8, ..., como sigue,

P(X=xz;) si x=ux1,29,23,...

fx(x) = {

0 en otro caso

se llama funcién de masa de probabilidad (fmp) (por sus siglas o funcion
de frecuencia) de la variable aleatoria X. Esta funcion satisface que:

a) fx(x) = 0 para todos los valores de .

b) ¥ fx(x) = 1.

» Una variable aleatoria X es (absolutamente) continua si existe una funcion
Jfx(x) > 0 tal que:

Fx(x) = /fx(t)dt Vr € R.

En este caso, se dice que fx(x) es funcién de densidad de probabilidad
(funcion de densidad de probabilidad (fdp), por sus siglas) de la variable
aleatoria X o simplemente densidad de X. La fdp cumple que

a) fx(x) > 0 para todos los valores de .

b) /fx(x)dx =1.

1.8.1. Algunas distribuciones discretas
Ejemplo 1.85. (Distribucién uniforme discreta). Para [16, p. 108], una

variable aleatoria X tiene distribucion uniforme discreta de pardmetro n, conn € Z*,
s su fmp es:
g 2=1,2,8,....n

P(X=x):{" (1.11)

0 en otro caso.
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Determine su fda Fx.

Solucion. En este caso, Fx es dada por:

0 si <1

7—11 si 1<x<2
Fx(x)=P(X <2)=1"

";1 si n—1<x<n

1 si x> mn.

En las figuras 1.1 y 1.2 se presentan la fmp y la fda, respectivamente, para

valores de n iguales a 5y 10. o
Tyl Tyl
= ° = c
LS L

Fx(z)
!

Fx(x)

00
00

Figura 1.2. fda uniforme discreta. (a) n = 5y (b) n = 10

Ejemplo 1.36. Considere el experimento de lanzar un dado “normal” y observe el
valor de la cara que queda hacia arriba.
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Solucion. En este caso la variable aleatoria X tiene distribucién uniforme dis-
creta. Luego, los posibles valores de la variable aleatoria X y su probabilidad
se presentan en la tabla 1.9.

Tabla 1.9. Probabilidad para el ejemplo sobre el lanzamiendo de un dado

Resultado  Vr. de la variable
(w) aleatoria (X (w)) Probabilidad

1 I PX=1)=1/6
) ) P(X=2)=1/6
3 3 P(X=38)=1/6
4 4 P(X=4)=1/6
5 5 P(X=5)=1/6
6 6 P(X=6)=1/6

La probabilidad de que el dado caiga médximo en 3 es dada por:

1 1 1
P(XS3)26+5+6:6:0,5. o

Antes de presentar el siguiente ejemplo, se presentard el concepto de un
experimento (proceso) Bernoulli.

Nota 1.8. (Proceso Bernoulli). Un proceso Bernoulli satisface que:

1. El experimento consiste de m ensayos repetidos.

2. El resultado de cada uno de los ensayos puede clasificarse como un éxito o
como un fracaso.

8. La probabilidad de éxito, representada por p, permanece constante para todos
los ensayos.

4. Hay independencia entre los m ensayos.

Sea X la variable aleatoria que determina el miimero de éxitos en un experimento
Bernoulli, se dice que X tiene distribucion binomial. Notacion: X ~ B(m,p)'.

Ejemplo 1.37. (Distribucién binomial). Para [16, p. 109], una variable alea-
toria X tiene distribucion binomial de pardmetros my p, conm € Z*y0 < p < 1,
s su fmp es:

(Mpr(1=p)"* si x=0,1,2,8,...,m

P(X=x)={0 (1.12)

en otro caso.

Determine su fda Fy.

I Cuando en la distribucién binomial m = 1, la distribucién se llama distribucién Bernoulli y
se denota por X ~ Ber(p).
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Solucion. En este caso Fx es dada por:

Fx(x)=P(X <x) =

0
('{V]l)pO(l _ p)m—O

(1=p)"+ (P)p(1 = p) !

;n—l
Z (Gt =pm

si

w
—.

si

si

x<0
O<zx<1

l<zx<?2

m—-—1<x<m

x =>m.

En las figuras 1.3 y 1.4 se presentan la fmp y la fda, respectivamente, para

m = 10 y valores de p iguales a 0,2 y 0,5.

P(X =x)

000 005 010 015 020 025 030
I I I

0,20 0,25
I I

=u1)
015

PO
0,10
L

of

Figura 1.3. fmp binomial, m = 10. (@) p = 0,2y (b) p = 0,5

rx(z)
06 08 10
L L

04

02

1,0

0.4 06

Fx(x)

0,2

0,8
L

0,0
L

Figura 1.4. fda binomial, m = 10. (@) p = 0,2y (b) p = 0,5
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Ejemplo 1.38. Un agricultor que siembra fruta afirma que 2/3 de su cosecha de
duraznos se contaming con una especie de mosca de fruta (mediterrdanea). Encuentre
la probabilidad de que al examinar 4 duraznos:

1. Los 4 duraznos estén contaminados por la mosca del mediterrdneo.

2. Menos de 2 duraznos estén contaminados por la mosca del mediterrdneo.

8. Cualquier cantidad entre 1y 8 duraznos, inclusive, esté contaminada por la
mosca del mediterrdaneo.

Solucion. Sea la variable aleatoria X que indica si “un durazno estd contami-
nado por la larva de la mosca mediterranea”. Considerando que:

» La probabilidad de que en cada inspeccién un durazno esté contami-
. -, [P ”
nado por la mosca del mediterraneo, “éxito”, p, permanece constante.
» Las m = 4 selecciones son independientes entre si.

Suponiendo que X tiene fmp binomial B(m,p) conm =4y p = 2/38.

1. Los 4 duraznos estén contaminados por la mosca del mediterraneo, es

decir, P(X =4) =?

4 4-4 4
== () (1-2)" = 2) -omrs.

Por tanto, la probabilidad de que los cuatro duraznos estén contami-
nados por la mosca del mediterrdaneo es 0,1975 o de un 20 %.

2. Menos de 2 duraznos estén contaminados por la mosca del mediterra-
neo, es decir, P(X < 2).

e [Ef -3 ) -3

=0,01285+0,09877 = 0,1111.

Por tanto, la probabilidad de que menos de 2 duraznos estén contami-

nados por la mosca del mediterraneo es 0,1111 o 11 %.
3. Cualquier cantidad entre 1 y 8 duraznos, inclusive, esté contaminada
por la mosca del mediterraneo, es decir, P(1 < X < 3):

rassso (30303

A4\ (2\3(. 92\
(3)(5) (1_5) =0,09877 +0,2963 + 0,3951

=0,7901.
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Luego, la probabilidad de que entre 1 y 8 duraznos, inclusive, estén
contaminados por la mosca mediterrdnea es 0,7901 o 79 %. o

Antes de presentar el siguiente ejemplo, se presentard el concepto de un
experimento (proceso) Poisson.

Nota 1.9. (Proceso Poisson). Un proceso Poisson en particular considera que un
intervalo en los niimeros reales puede subdividirse en subintervalos suficientemente

pequerios (ver [64, p. 148]) tales que:

1. La probabilidad de que ocurra mds de un resultado en un intervalo de tiempo
may corto es despreciable.

2. La probabilidad de que un resultado sencillo ocurra en un intervalo de tiempo
0 en una region especifica es proporcional a la longitud del intervalo de tiempo.

8. El proceso Poisson no tiene memoria, esto significa que el niimero de resul-
tados que ocurren en un intervalo de tiempo o en una region especifica es
independiente del niimero que ocurre en otro intervalo disyunto de tiempo.

Ejemplo 1.39. (Distribucion Poisson). Para [16, p. 121], una variable aleatoria
X tiene distribucion Poisson de pardmetro A, A > 0, si su fmp es:

G 2 =0,1,2,8, ...
P(X =x) = 0‘”' (1.13)

en otro caso.

Determine su fda Fx.

Solucion. En este caso, Fy es dada por:

0 si <0
# si O<zx<l1
Fy(@) =P(X <2) = { et + <74 i l<x<2

e_/l+e_/l/1+% si 2<x<38

El pardmetro A indica la tasa de ocurrencia por unidad de medida bajo un
proceso Poisson. En la figura 1.5 se presentan la fmp y la fda para 4 = 2,93
y 4 =19,90.

La distribucién de Poisson es el principal modelo de probabilidad usado
para analizar problemas de linea de espera. Notacion: X ~ P(21). o

Ejemplo 1.40. Se sospecha que muchas muestras de agua, todas del mismo tamafio
vy tomadas del rio A a 2 kilometros de su nacimiento, han sido contaminadas por
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operarios irresponsables de una planta de tratamiento de aguas. Se contd el miimero de
organismos coliformes en cada muestra. El niimero medio de organismos por muestra
Jue de 15. Suponiendo que la distribucion de probabilidad del mimero de organismos
se pueda considerar que sigue una distribucion Poisson, calcular la probabilidad de
que el miimero de organismos en la siguiente muestra sea:

1. Mads de 16. 3. Exactamente dos.
2. 18 0 menos.

Funcion de probabilidad Funciéon de probabilidad
T e s
et . [l
g P19 s ] ??TT TTT?%
U= T T T T T T S T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
T T
Funcion de distribucion Funcion de distribucion

Fx (z)
02 06 1.0
I I
00 04 08
] I |

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Figura 1.5. fmp y fda Poisson. (a) 1 = 2,98 y (b) 2 = 19,90

Solucion. Sea X la variable aleatoria que cuenta el “nimero de organismos

coliformes en cada muestra”, supéngase que cada muestra se recoge a 2
ilémetros del nacimiento del rio A. Si se considera que las condiciones son

kilometros del to del rio A. S d 1 d

propias para un proceso Poisson, se tiene que X ~ P(1) con 1 = 15.

1. P(X > 16) =P(X >17) =1 - P(X < 16), es decir,

P(X>16)=1-[P(X=0)+P(X = 1) +P(X = 2)
+P(X=3)+ - +P(X =15) + P(X = 16)]
=1- [O+0+O+0,0002+---+0,1024+0,0960]
=1-0,6641 = 0,3359.

Asi, la probabilidad de que la siguiente muestra contenga mas de 16
organismos es de 0,34.
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18
2. P(X <18) = Y P(X =k), luego
k=0

P(X<18)=0+0+0+0,0002+---+0,0847+0,0706 = 0,8195.

Entonces, la probabilidad de que la siguiente muestra contenga 18 o
menos organismos es 0,8195 o 82 7%.

3. P(X = 9) = 5% = <115% = ,000084.
Por tanto, la probabilidad de que la siguiente muestra contenga exacta-
mente dos organismos es 0,000034. o

Ejemplo 1.41. (Distribucién geométrica). Para [16, p. 126], una variable

aleatoria X tiene distribucion geoméirica de pardmetro p, 0 < p < 1, si su fmp es:

1-p)* si =0,1,2,3,...
P(sz):{P( Pyt s (1.14)

0 en otro caso.

Determine su fda Fy.

Solucion. Su fda Fx es dada por:
0 si x<0
p(1=p)° si 0<z<l

Fx(x)=P(X <x) = p+p(l—p)! si 1<x<?2

p+p(L=p)+p(1-p)* si 2<x<3

Siendo X la variable aleatoria que determina el nimero de fracasos en
un experimento Bernoulli, antes de aparecer un éxito, se dice que X tiene
distribucién geométrica. Notacién: X ~ G(p). o

Ejemplo 1.42. Muestre que (1.14) satisface las propiedades de fmp (definicion
1.11, items 1.11y 1.11).

Solucion. La parte a) se satisface de manera trivial. A partir de la expresion
(A.6) se tiene que:

> 1
dirt= - si ] < 1. (1.15)
=0 -7
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Si |r| = 1, la serie diverge. Para probar b) en la expresién anterior se toma
r =1-p, luego:

ZP(X—JCk)—ZP(l—P)k W = 1. o

En la figura 1.6 se presentan la fmp y la fda parap = 0,19y p = 0,41.

Funcion de probabilidad Funcion de probabilidad
& s
s S
T2 T o]
s | S 7
2] WTTT?TMWMMM‘ o TT??MW
U= T T T f T T S T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
T T
Funcion de distribucion Funcion de distribucion
o . °
O ~
>< o B ° |
e B <
3 S
25 30 0 5 10 15 20 25 30
T T

(a) (b)

Figura 1.6. fmp y fda geométrica. (a) p = 0,19y (b) p = 0,41

Ejemplo 1.43. Segiin [64, p. 182], la probabilidad de que una muestra de aire
contenga una molécula rara es 0,02. Si se supone que las muestras son independientes
con respecto a la molécula rara, écudl es la probabilidad de que sea necesario analizar
exactamente 125 muestras antes de detectar una molécula rara?

Solucion. Sea X la variable aleatoria que cuenta el nimero de muestras que
se analizan antes de detectar una molécula rara, si se considera que las
condiciones son propias para un proceso Bernoulli se podria asumir que

X ~G(0,02). Preguntan por P(X = 125).
P(X =125) = p(1-p)* = 0,02 x (1 -0,02)'?% = 0,0016.

Entonces, la probabilidad de que sea necesario analizar exactamente 125
muestras antes de detectar una molécula rara es 0,0016. o

DEFINICION 1.12. Distribucién de probabilidad binomial negativa. Sea X
la variable aleatoria que determina el mimero de fracasos antes de aparecer r-éxitos.
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Si X tiene fmp dada por:

r+k—l)Prq/€ si £=0,1,2,3,...

P(X=/e)={é k (1.16)

en otro caso,

donder > 0,0 < p < 1yqg = 1- p. Entonces se dice que X tiene distribucion
binomial negativa con pardmetros r y p, vy se denota “X ~ BN (r,p)”. Esta fmp
cuando r € N se conoce como la fmp de Pascal.

La férmula del binomio de Newton con exponente negativo estd dada

por (A.5):
f@=-2"=) ( e 1)xk,

k=0

usando la expresién dada en [32] se tiene que:
- _E_r_ o rt+k-1 Ek
(@-B)" =a (1 a/) =a ;( ' )(Q) , (1.17)

donde @ = 1 + B. Luego, la fmp binomial negativa se expresa como:

o fr+k=1\ (1 Y B
S [ P

donde p = (1 + 8)~!. Puesto que r > 0, (r € R), para encontrar la combi-
natoria, se usa el simbolo de Pochhammer dado en [1] como sigue:

1, si k=0
(r+k—l) o _ |1 (019)
k k! mir, osio k> 1.
m=0

Ejemplo 1.44. De acuerdo con [16, p. 126], en un departamento de control
de calidad se inspeccionan las unidades terminadas que provienen de una linea de
ensamble. Si la proporcion de unidades defectuosas es de 0,08, écudl es la probabilidad
de que la vigésima unidad inspeccionada sea la tercera que se encuentra defectuosa?

Solucion. Sea Y= “nimero de unidades que es necesario inspeccionar hasta
obtener exactamente tres unidades defectuosas”. Denotando X =Y —r, es
claro que X ~ BN (3,0,08). Por lo tanto,

P(X=17) = (129)(0,03)3(1 ~0,08)'7 =92,7509 x 1073, o
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DEFINICION 1.13. Distribucién de probabilidad hipergeométrica. Sea M el
niémero total de objetos en una poblacion finita, con m de estos de un tipoy M —m
de otro. Al elegir una muestra aleatoria de la poblacion constituida por n objetos, la
probabilidad de que sean exactamente x de un tipo 'y n — x sean del otro, estd dada
por la fmp hipergeoméirica:

mY (M-m
(1)(7:71 Si x:O’l’Q,...,n

P(X=2x)= ¢ (1.20)
0 en otro caso,

donde los pardmetros (M ,m,n) satisfacenn <M, m <M —n.

m M-m|U

Ejemplo 1.45. De acuerdo con [16, p. 115], la division de vigilancia de una
Institucion de Educacion Superior (IES) ha adquirido 50 equipos de comunicacion
para optimizar el servicio de sus predios. Se selecciona aleatoriamente 8 equipos y se
ensayan para encontrar posibles defectos. Si 3 de los 50 equipos estdn defectuosos,
écudl es la probabilidad de que la muestra contenga a lo mds dos equipos defectuosos?.

Solucion. Sea X:= “ndmero de equipos defectuosos en la muestra”. Luego,

X ~ Hg(50,3,8). Por lo tanto,
PX<2)=PX=0)+PX=1)+P(X =2
B OH G

: = 0,99714. o
(53 I O B W

1.8.2. Algunas distribuciones continuas

Ejemplo 1.46. (Distribucion uniforme continua). Segiin [16, p. 140], una
variable aleatoria X tiene distribucion uniforme sobre el intervalo [a,b], con a < b
niémeros reales, si su fdp es:

1 .
fX(x)Z{(b)T" § aswsh (1.21)

en otro caso.
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Solucion. Su fda Fx es dada por:

Fx(x) =P(X <x)={ &% si a<zx<b

En las figuras 1.7 y 1.8 se presentan la fdp y la fda, respectivamente, para
los intervalos [a,b] = [1,8] y [a,b] = [4,7;7,8].

fx(a
fx(@)

T
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

Figura 1.7. fdp uniforme sobre [a, b]. (a) [1,8] y (b) [4,7;7,8]

Fx(x
Fx(x)

ssssssssssssssssssssssss

Figura 1.8. fda uniforme sobre [a, b]. (a) [1,8] y (b) [4,7;7,8]
o

Ejemplo 1.47. Suponga que las ventas diarias de una gasolinera A estd entre 12
vy 17 millones. Si se considera que una distribucion uniforme es apropiada para la
variable aleatoria “volumen de ventas diarias de la gasolinera™

1. éQué porcentaje de dias venderd mds de 15 millones?
2. 8Qué porcentaje de dias venderd entre 18 y 14 millones?
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Solucion.

1. El porcentaje de dias que venderda mds de 15 millones sera:

17-15 92

5 5

17 1 1
P(X > 15) = dt = =t =0,40.

s 17-127 7 5

=17
t=

=15

Es decir, la gasolinera venderd mas de 15 millones el 40 % de los dias.
2. El porcentaje de dias que venderd entre 13 y 14 millones ser4:

14 t=14
1 1 14-13 1
P(13<X<14)—‘/13 mdt—g[ = 5 —3—0,20.
=13
Luego, se venderdn entre 13 y 14 millones el 20 % de los dfas. of

DEFINICION 1.14. (Distribucién beta). Para [16, p. 161], una variable aleatoria
X tiene distribucion beta de pardmetros a v 3, si su fdp es dada por:

Fla+B) oo p-1
r;a,B)=——=x 1-x O<z<l1, a>0, > 0,
(1.22)
donde T'(.) es la funcion gamma?®, es decir,
I(r) = / letde. (1.28)
0

DEeFINICION 1.15. (Distribucion normal). Para [16, p. 145], una variable

aleatoria X tiene distribucion normal de pardmetros 'y o>

o2 > 0, si sufdp es:

, con u nimero real y

fx(x) =

1 1 9
Wexp {_Tr? (x — p) } ;x € R, (1.24)

Notacién: X ~ N (u,02). Luego, su fda Fx es dada por:

Fx(x)=P(X <x) = \/21_2‘/ exp {—T‘l_g (u— ,u)Q}du.
no? J-c

21La funcién gamma satisface en particular que [20, p. 99]:

IRY r=20, I'(k)y=(k—1)! parakez*
Lr+1)= {rl"(r), r>0, F(l/Q) = 7.
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La distribucién normal es muy usada en la literatura estadistica, ya que
no solo una gran variedad de variables aleatorias se considera que siguen
esta fdp, sino que al tener en cuenta muestras grandes (teoria asintética), en
variados casos se tiene convergencia a la distribucién normal.

Nota 1.10. La demostracion que (1.24) satisface las propiedades de fdp (definicion
1.11, items 1.11y 1.11) se puede consultar en [21, p. 12].

En la figura 1.9 se presentan la fdp y la fda para o2 = 22, y valores de u
iguala u =4y u=-3.

Ix(x)

000 005 010 015 020 025 030

fx(@)

000 005 010 015 020 025 030

Fx(x)

Fy(@)

T T T
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
T T

Figura 1.9. fdp y fda normal con 02 =4. @) u =4y (b) u= -8

En la figura 1.10 se presentan la fdp y la fda para u = 2, y valores de o
igualac?=22yo?=0,72
Un caso especial de la distribucién normal es cuando g = 0y o2 = 1

3

(distribucion normal estdndar). En este caso® es usual usar la notacién

Z ~N(0,1) ydenotar P(Z < z) = ®(2).

8Una notacién matemdtica unificada utilizada en este material es:

gp(x,(), 1) =p(x) y KIJ(x,O,l) =®(x).
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Ix(@)

00 01 02 03 04 05 06 07
T

00 01 02 03 04 05 06 07

Fx(z)

Fx(x)

T T T T T
-10 -5 0 5 10 10 -5 0 5 10
3 T

Figura 1.10. fdp y fda normal con u = 2. @) 02 =22y (b) 02 = 0.72

En la figura 1.11 se presentan la fdp y la fda para la distribucién normal
estdandar.

Fx(z)

Figura 1.11. fdp y fda normal estandar

Ejemplo 1.48. Suponga que entre los diabéticos, el nivel de glucosa en la sangre,
en ayunas, puede considerarse que tiene distribucion aproximadamente normal, con

media de 126 mg/100mly desviacion estandar de 8 mg/100ml.

1. Hallar la probabilidad de que el nivel de glucosa en la sangre, en ayunas, sea
menor de 140 mg/100ml.



50 e Variables aleatorias y distribuciones univariadas

2. éQué porcentaje de diabéticos tendrd niveles de glucosa entre 110 mg/100ml
y 140 mg/100ml?

8. Encontrar un punto xy que tenga la propiedad que el 25 % de los diabéticos
tenga un nivel de glucosa, X, por debajo de este valor.

Solucion. En este caso, X ~ N(126,64), luego:

1. La probabilidad de que el nivel de glucosa en la sangre, en ayunas, sea
menor de 140 mg/100ml es:

P(X < 140) = p (X4 140-1206) (X -p 14
8 o 8
——
Z

= P(Z < 1,75) = ®(1,75) = 0,9599.

Entonces, la probabilidad de que un diabético tenga niveles de glucosa,

en ayunas, por debajo de 140 mg/100ml es del 96 %.
2. El porcentaje de diabéticos que tendran niveles entre 110 mg/100ml
y 140 mg/100ml es:

P(110 < X < 140)=p(“0‘126 X-m 140—126)

8 o 8
(16 X —p 14\
_P(T<T<§)_P( 2<7Z<1,75)
~———

Z
=d(1,75) — ®(=2) = 0,9599 — 0,0228 = 0,9371.

Entonces, el porcentaje de diabéticos que tendra niveles de glucosa,
en ayunas, entre 110 mg/100ml y 140 mg/100ml es del 94 %.
3. El punto xg se establece como:

P(X < a0) = 0,25

pl XK xo_l%):o,%
o 8
~——— —_———
A 20
P(Z < 20) =0,20 — g= -0,675
xo — 126

3 =-0,67)5,

luego  ap = (=0,675)(8) + 126 = 120,6.

Por tanto, el 25 7% de los diabéticos tienen un nivel de glucosa, en
ayunas, por debajo de 120,6 mg/100ml. o
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Nota 1.11. Interpolacion. Suponga que x + @ = 100z

() = a® (%) +(1-a)o ()

donde x es entero y « es decimal. Ejemplo:

®(1,3678) = 0,78®(1,37) + (1 - 0,78)®(1,36).

DEFINICION 1.16. De acuerdo con [21, p. 16] seaZ; ~N(0,1),i=1,2,.

n variables aleatorias independientes. Si R = Z Z 2, entonces, R tiene dzsmbuczon
i=1
chi-cuadrada con n grados de libertad.

Ejemplo 1.49. (Distribucién gamma). Para [16, p. 156], una variable aleatoria
X tiene distribucion gamma de pardmetros r v A, conr > 0y A > 0, si su fdp estd

dada por:

fx(@) = ——(az) et 2 > 0, (1.25)

F( )
donde T'(.) es dada en (1.23). Notacion: X ~ gamma(r,A). Determine su fda.

Solucion. Su fda Fx es dada por:
Fy(2) = P(X <) = —— / Syt e,
L'(r) Jo

Para r = n con n € N, realizando la integral anterior por partes, se obtiene la
siguiente fda para la correspondiente variable aleatoria gamma:

!
“ k!

n-1 k
B = s [ eta= 1=y Bl

Esta expresion es similar a la fda de una Poisson. of

Nota 1.12. Casos particulares de la distribucion gamma:

s Cuandor =1y A > 0, la variable aleatoria X tiene distribucion expo-
nencial de pardmetro A. Notacion: X ~ Exp(Q).

x) e = g ;x> 0. (1.27)

fx(x) = F(l)( )

En la figura 1.12 se presentan la fdp v la fda para A = 0,2y 1 = 0,1,

respectivamente.
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fx(x)

000 005 010 o1 020 02
fx(x)

S 5 T T T T
0 10 20 20 40
%

Fx(x)
Fx(z)

Figura 1.12. fdp y la fda exponencial. (a) 2 = 0,2y (b) 1 = 0,1

s Cuando r = % yA = %, la variable aleatoria X tiene distribucion chi-
cuadrada con k grados de libertad. Notacion: X ~ /\/(Qk).

1 £-1
o) = =i (g e

Ik
- Wl(k)xk/ﬂ—le—x/g ;x> 0. (1.28)
92

Enla figura 1.18 se presentan la fdp y la fda parar = 2,5 (k = 5)yr = 7,5
(k = 15), respectivamente.
En la figura 1.14 se presentan la fdp v la fda parar = 11,11y A = 2,22,

r=4y A =0,8, respectivamente.

En la figura 1.15 se presentan la fdp vy la fda parar = 11,11y A = 5,55,
r=277,78y A = 27,78, respectivamente.
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fx(x)

Figura 1.13. fdp y la fda chi-cuadrada. (@) r = 2,56 (k = 5) y(b) r = 7,5
k=15)

Fx(x
4 0

Fy(x)

v
Fx(x)
10 015 020

Fx(z)

Figura 1.14. fdp y fda Gamma. (a) »r = 11,11y21 =2,22y (b) r =4y
1=0,8
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fx(x)
fx(x)

Fi(z)
Fi(z)

Figura 1.15. fdp y la fda gamma. (a) » = 11,11y A2 = 5,55y (b)
r=277,78y 1 =27,78

DerFiNicION 1.17. Distribucion log-normal. Si X tiene fdp log-normal con
pardmetros uy o2, su fdp estd dada por:

1(logcx— p 2
fx(x) = - —(—) } (1.29)

1
——exXp
V2o InC { 2

donde x > 0, o > 0 ylogc x es el logaritmo en base C (C > 1) y se denota como
X ~ LN (u,02). La mayoria de textos considera C = e.

Nota 1.13. Para graficar diferentes distribuciones cuando su(s) pardmetro(s) cam-
bian, se puede usar la instruccion en R:

remove(list=1s())
library(gamlss.demo)
demoDist ()

Ejemplo 1.50. En los ejemplos 1.85, 1.87, 1.89 y 1.41, la variable aleatoria
considerada es discreta. En los ejemplos 1.46, 1.16y 1.49, la variable aleatoria
considerada es continua.

DeriNiciON 1.18. (Valor esperado). Segiin [16, p. 74], dada X una variable
aleatoria real definida sobre el espacio de probabilidad (Q, F ,P).
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s Si X es una variable aleatoria discreta, con valores x1,x9,x3, . . ., se dice
que X posee un valor esperado si:

(o0

I |P(X = xp) < 0. (1.30)
k=1

El valor esperado E(X) (esperanza matemdtica, media) de X se define como:
E(X) := Zka(X = 7). (1.81)
k=1

» Si X es una variable aleatoria continua con fdp fx, se dice que X posee un
valor esperado si:

‘/_"0 |z fx (x)dx < oo. (1.32)

(o)

El valor esperado E(X) (esperanza matemdtica, media) de X se define como:

E(X) := '/_Ooxfx(x)dx. (1.33)

Teorema 1.6. Propiedades del valor esperado. Dadas las variables aleatorias
X, Y, la funcion E(-) tiene las siguientes propiedades:

1) Si X > 0 entonces E(X) = 0.
) |[E(X)| < E(1X]).
m) E(cX) = cE(X), para toda c € R.
w) E(X +£Y) =E(X) £ E(Y).
V) Si X <Y entonces E(X) < E(Y), (esto es, el valor esperado es mondtona-
mente creciente).
vy) Si X, Y son independientes vy existe E(XY),

E(XY) = E(X)E(Y).
Demostracion. Ver detalles de la prueba en [43]. o

Ejemplo 1.51. Considerando la informacion del ejemplo 1.85, es decir, una
variable aleatoria X con distribucion uniforme discreta de pardmetro n, determine
su valor esperado.

Solucion. Su valor esperado es dado por la expresién (1.31)

[E(X):Zxkp(X:xk):Zk%=%Zk:l"("+l)="+1_ o
k=1 =1 =1

n 2 2
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Ejemplo 1.52. Considerando la informacion del ejemplo 1.87, es decir, una
variable aleatoria X con distribucion binomial de pardmetros m v p, determine su
valor esperado.

Solucion. Su valor esperado es dado por la expresion (1.31)

[E(X) = Zka(X _xk = ik( )Pk(l _P)m_k _ i kapk(l _P)m—k

P p L4 (= k!
m'p (1 p)m ' N m(m B 1) k—1 m—k

(m_l) le—l m—k
pZ(m DIED G

considerando j = £ — 1, cabe notar que los nuevos limites de la sumatoria
son: cuando k = 1 se tiene que j = 1 — 1 = 0 y cuando k£ = m se tiene que
j=m—1=n,luego:

[E(X)—mpz( ),],;b’( —p)" = mp. of

1

Ejemplo 1.53. Considerando la informacion del ejemplo 1.89, es decir, una
variable aleatoria X con distribucion Poisson de pardmetro A, determine su valor
esperado.

Solucion. Su valor esperado es dado por la expresién (1.31)

(9] (9]

[E(X)—Zka(X—xk) Z/e uk Z/“_W

— k!
©0 _/l/l/lk 1
Z 1)| ’

k=1

considerando j = k£ — 1 y haciendo los respectivos cambios, se tiene que:

E(X) :Ae‘ﬂzf = e et = 2,
— j!
]:

empleando la expresion (A.2) dada en el apéndice A. o
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Ejemplo 1.54. Considerando la informacion del ejemplo 1.41, es decir, una
variable aleatoria X con distribucion geoméirica de pardmetro p, determine su valor
esperado.

Solucion. Su valor esperado es dado por la expresién (1.31)

E(X) = ) aP(X =a) = ) kp(1=p)' =p ) k(1-p)" (1-p)
k=1 k=0 k=0

=pu—p>mku—p%*.
kZlR/—/

Derivando* ambos lados de la expresion (1.15) se llega a:

- 1
Zkrk_l = a0 sir| < 1. (1.84)
k=1

Al sustituir esta dltima expresién en E(X) se obtiene:

1 I (1-p)
X)=p(l-p)———— = p(l —p)— = ) of
E(X) = p( ;1))(1_(1_1)))2 p( ppg 5

Ejemplo 1.55. Considerando la informacion del ejemplo 1.45, es decir, una
variable aleatoria X con distribucion hipergeométrica de pardmetros M, m y n,
determine su valor esperado.

Solucion. Su valor esperado es dado por la expresion (1.31)

S n (m) (x’l/[—m) n c ]”Z!)'k' (M*/:")
_ m—k) k! \ n—
E(X) = Zka(X =) = Zk S = M
ps = () 4 oram
n _mm=D! (M ’”L) n (m=1\(M-m n (m=1\(M-m
_ (m=k)! (k=)' \ n—k _ Z (/e—])( n—k ) _ m (k—l)( n—k )
= MM-1)! =m M (M- Y (1)
k=1 (ﬂ[—n)!n(n—l)! k=1 n \n—1 k=1 n—1

Sea j = k — 1 los nuevos limites de la sumatoria son: cuando k = 1 se tiene
que j =1—-1=0ycuando k = n se tiene que j = n — 1, es decir,

=G 1 -1\ M
|E(X) _ nm j wn—(]+1) _ nm — Z (m — )( —-m )
M-1 M~ i —1-=7
M j=0 ( ) M (7171) j=0 J -1 J

n—1

4En [20, p. 70], teorema 2.4.8 se puede consultar las condiciones para diferenciar bajo el
operador de integracion. Para condiciones para diferenciar bajo el operador de sumatoria
consultar [20, p. 74], teorema 2.4.8.
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Por la “identidad de Vandermonde” o “convolucién de Vandermonde”, cuyo
nombre le fue dado en honor del matematico francés Alexandre-Théophile
Vandermonde (1772), se tiene que:

C)=2 (G0 e (1.35)

k=0

Luego, el valor esperado:

nm 1 " m=1\( M —m nm
= (M-l).z( j )(n—l—j):ﬁ' !

<|

Ejemplo 1.56. Considerando la informacion del ejemplo 1.46, es decir, una
variable aleatoria X con distribucion uniforme sobre el intervalo [a,b], con a < b
niimeros reales, determine su valor esperado.

Solucion. Su valor esperado es dado por la expresién (1.33)

b
© b 1t 1) a?
E(X):[wxfx(x)dxz‘/a Imdlzm‘/a Idl'z(b_a)§

1 ﬁ_f _b—aj(a+b) a+b o
T b-a\2 2 20b—a @ 2 °

Ejemplo 1.57. Sea una variable aleatoria X con distribucion exponencial de
pardmetro A, ver (1.27), determine su valor esperado.

Solucion. El valor esperado de X es dado por la expresién (1.33)

E(X) = ‘/_mxfx(x)dx = ‘/Ow/lxe_”dx.

[e9)

Esta integral se evalia mediante cambio de variable, sea © = Ax entonces
du = Adz, ahora sixz = 0 entonces « = 0 y six — oo entonces u — oo; luego:

/ Azxe Y¥dx = ue (—) du = —/ we “du,
0 0 A A Jo

usando la integracion por partes (ver [5, p. 266]), seav = u y dw = e “du,

entoncesdv = du yw = —e™*

— MR (1.86)
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por tanto:

w+ 1
eu

”=k) 1(, /e+1) 1
=——| lim +—,

u:O k—)oo ek

o=

usando la regla de I’Hopital (ver nota B.9):

1 (/e+l) 1 1., 1 of

B B Gy I Rl i

1

T
DEFINICION 1.19. De acuerdo con [20, p. 55], si X es una variable aleatoriay g
una funcion real tal que g(X) es también una variable aleatoria. Entonces el valor

esperado de g(X) estd dado por:

Y g(@)P[X =x], siX esdiscreta,

Elg(X)] = (1.37)

f_ O:O g(@)fx(x)dx, si X es continua.

El valor esperado de una variable aleatoria X es un miimero fijo y una caracteristica
de la fdp de X, luego, no es una funcion de X. Notese que el valor esperado existe si
la respectiva suma (o integral) converge a un valor finito. En algunos textos, esto se
conoce como la ley del estadistico inconsciente.

DEeFINICION 1.20. (n-ésimo momento de X (o Fx(x))). Segiin [20, p. 59],
para cada entero n, el n—ésimo momento ordinario de X (o Fx (x)), u, (X), es

1, (X) = E(X™).
El n—ésimo momento central de X, p, (X), es
pa(X) = E[(X = )",
con p = p' (X) = E(X).

DEFINICION 1.21. Segiin [88, p. 144], el momento factorial de orden r de una
variable aleatoria de valores enteros, X, se define como:

_ X +1) o T(k+1)
N[H(X)—[E[m] LTErion

donde r € Ny T'(.) es la funcion gamma dada en (1.23).

P[X =k],  (1.88)

Ejemplo 1.58. Considerando la informacion del ejemplo 1.85, es decir, una
variable aleatoria X con fmp uniforme de pardmetro n, determine pg(X).
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Solucion.

S 1 I, lon@mr+1)2n+1
=Zx}fP(X=xk)—Z/e2 —_Zk2=_$
k=1 k=1 nk:l n
_(n+1)(2n+1)

_T.

o

Ejemplo 1.59. Considerando la informacion del ejemplo 1.87, es decir, una
variable aleatoria X con distribucion binomial de pardmetros m vy p (ver [19, p.
95]), determine Mg (X).

Solucion.
E(X?=X) = > (af —a)P(X =) = ) (k2 = k) (’;j)pm -p)"
N———— ™ k=0

~
Sl
—

k(k 1)m! m— m—
Mgy (X) = b’ P —pnt Z( ),(k A

=

$II

m(m —1)(m - 2)! zkz m—k
=k = 2), (I-p)"",

=~

=2

y tomando j = k — 2, los nuevos limites de la sumatoria son: cuando k£ = 2
se tiene que j = 2 — 2 = 0 y cuando k£ = m se tiene que j = m — 2 = n, luego:

g (X) = m(m_npzz( ), 20/(1=p)" = m(m —1)p?, (1.89)

1

aqui se usé la férmula del binomio de Newton dada en (A.4). o

Ejemplo 1.60. Considerando la informacion del ejemplo 1.89, es decir, una
variable aleatoria X con distribucion Poisson de pardmetro A (ver [19, p. 106]),
determine Mg (X).

Solucion.

R /l/lk

yl2J(X)=[E(X2—X)=Z( —xk)P(X—xk) Z(kl B’
k
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considerando j = k£ — 2 y haciendo los respectivos cambios, se tiene:

O Ay
Uig)(X) = E(X%-X) =% Y — =22, (1.40)
(2] ]Z:(; 7
—_——
e/l
aqui se empled la serie de Taylor de la exponencial, expresién (A.2). &

Ejemplo 1.61. Considerando la informacion del ejemplo 1.41, es decir, una va-
riable aleatoria X con distribucion geométrica de pardmetro p, determine [ 121(X).

Solucion.
o)) =E(X*=X) = 3" (af ) P(X =) = Y k(k = Dp(1 = p)*
k=1 =0
=p ) k=1 (1 =p)" " (1=p) =p(1=p)* > k(k=1)(1-p)*.

k:z] /€=ZQ ———

Derivando ambos lados de la expresion (1.34) se llega a:
N §—2 2 :
Dlkte-1t = —— si || < 1. (1.41)
k=2 (1-r)?

Al sustituir esta ultima expresién en Hig) (X) se obtiene:

2 _20-p)’
I=(=p)* %

Ejemplo 1.62. Considerando la informacion del ejemplo 1.46, es decir, una
variable aleatoria X con distribucion uniforme sobre el intervalo [a,b], con a < b

o

M[Q](X) :P(l _P)Q

niimeros reales, determine p(X).

Solucion.
b
o by 1 1) a®

2\ _ 2 _ 2 _ 2 — i
E(X)—[mxfx(x)dx—L x b—adx_b—a,/a xdx—(b_a) 3

1 ﬁ_f _,(11/——11”)’(@2+czb+l72)_a2+ab+b2
" b-a\8 8] 3(b—ay B 3 '

uf

Ejemplo 1.63. Considerando la informacion del ejemplo 1.57, es decir, una
variable aleatoria X con distribucion exponencial de pardmetro A, determine py(X).
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Solucion.

[E(XQ) =/ foX(x)dx=/ Az?e M dz.
- 0

(9]

Haciendo cambio de variable: # = Ax entonces du = Adx, ahorasixz = 0
entonces « = 0y six — oo entonces « — oo; luego:

< . © 1 1 ©
/ Axe M dx = / u (ﬁ) e ! (—) du = —2/ ule " du,
2

usando el método de integracién tabular (ver [68]). Si se elige v = u” y
w = e~ ", y se realiza las derivaciones e integraciones respectivas. En la tabla
1.10 se muestran los resultados de este procedimiento.

Tabla 1.10. Método de integracién tabular

i Signo Derivadas v/ Integrales w®)
0 " “ \ :
1 - 2u —e "

El valor de la integral es la suma de los productos con los signos apropia-
dos de las respectivas derivaciones e integraciones que dan las diagonales
descendentes. De lo obtenido en la tabla anterior se obtiene que

/ wWe ™ du = —ule™ = Que™ — 2 = —[(u+ 1)? + 1]e7Y,

entonces
//lx2e_/l‘”dx = ;—;[(/lx + 1)2 + l]e_“,
por tanto
2 k 2
) = fim - | | )= }—5232(  — —2),
0
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usando la regla de I”Hopital

-1, [(k+D%+1) 2 -1_ (20k+DX\ 2

X? _ _

B )‘4_2;}52(%—/6 U_Q_T?kll”; T et )t a2
=__11’ —7 +£:£' m/

27 oo /I/e/lk 12 22

DEFINICION 1.22. (Varianza). La varianza de una variable aleatoria X es el
segundo momento central de X. Se denota por:

V(X) = E{[X - E(X)]%}. (1.42)
A la raiz cuadrada de V(X)) se le llama desviacion estdndar de X.

Teorema 1.7. Propiedades de la varianza. La funcion V(X)) tiene las siguientes

propiedades:

1) V(X) = 0siy solo si X es constante.
1) V(cX) = c2V(X), para toda ¢ € R.
1) Dadas X, Y variables aleatorias y a,b € R, entonces:

V(aX +bY) = a*V(X) + b2V(Y) + 2abCov(X,Y), (1.48)
donde (ver [20, p. 169)):

Cov(X,Y) =E[(X - E(X))(Y — E(Y))]
=E(XY) - E(X)E(Y) (1.44)

es una relacion conocida como “covarianza’.

Esta funcion covarianza, para cualesquiera variables aleatorias X,Y,Z v a,b € R,
cumple las siguientes propiedades:

1) Cov(X,a) = Cov(a,X) =0.
1) Cov(X,Y) = Cov(Y,X). Si X =Y entonces Cov(X,X) = V(X).
1) Cov(X,Y) =0, si las variables X, Y son independientes®.
) Cov(aX +b,Y) = aCov(X,Y) = Cov(X,aY +b).
7) Cov(X +Y,7) = Cov(X,Z) + Cov(Y,Z).
) Cov(X,Y +Z7) = Cov(X,Y) + Cov(X,Z).

Demosiracion. Ver detalles de la prueba en [43]. o

SEl reciproco no es vilido, ya que hay variables aleatorias con Cov(X,Y) = 0, pero depen-
dientes, un ejemplo se puede consultar en [20, p. 171].
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Ejemplo 1.64. Considerando la informacion del ejemplo 1.85, es decir, una
variable aleatoria X con distribucion uniforme discreta de pardmetro n, calcular

V(X).
Solucion. Usando los resultados de los ejemplo 1.51 y 1.58,

V(X) = E{[X ~E(0)]?} = E(X?) - [E0)]”

D@+ 1) (1)
- -

_(n+D(2n+1) (n+1)2_n+1 2n+1 n+1

B 6 42 3 2

_n+1 4n+2—3n—3}_(n+l)(n—1)_n2—l of
2 6 12 12 -

Ejemplo 1.65. Considerando la informacion del ejemplo 1.87, es decir, una
variable aleatoria X con distribucion binomial de parametros m y p, calcular V(X).

Solucion. Usando los resultados de los ejemplo 1.52 y 1.59,
V(X) = E{[X - E(X)]%} = E(X?) - [E(X)]?
=E(X2 - X) +E(X) - [ECX)]® = m(m = 1)p® + mp — m?p?
= —mp? +mp = mp(1 — p). of

Ejemplo 1.66. Considerando la informacion del ejemplo 1.89, es decir, una
variable aleatoria X con distribucion Poisson de pardmetro A, calcular V(X).

Solucion. Usando los resultados de los ejemplo 1.53 y 1.60,
V(X) = E{[X - E(X)]%} = E(X?) - [E(X)]?
=E(X2-X)+EX) - [EX)]*=a2+21-2%= 1. of

Ejemplo 1.67. Considerando la informacion del ejemplo 1.41, es decir, una
variable aleatoria X con distribucion geométrica de pardmetro p, calcular V(X).

Solucion. Usando los resultados de los ejemplo 1.54 y 1.61,

V(X) = E{[X - E(X)]?} = E(X?) - [E(0)]”

»? P
_1-p 2(1—p)+1_1—p)= 1—p(1—p zg)z

+
P P P P P P

2
B X) + B0 - e = 2520 22 (100
1
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Ejemplo 1.68. Considerando la informacion del ejemplo 1.46, es decir, una
variable aleatoria X con distribucion uniforme sobre el intervalo [a,b], con a < b
niémeros reales, calcular V(X).

Solucion. Usando los resultados de los ejemplo 1.56 y 1.62,

V(X) = E{[X - E(X)]%} = E(X?) - [EC0)]?
a® + ab + b? _(a+b)2_ 4a® + 4ab + 4b* — 8a® - 6ab — 3b>
3 2 12
a® — 2ab + b* 3 (b —a)?
12 12

o

Ejemplo 1.69. Considerando la informacion del ejemplo 1.57, es decir, una
variable aleatoria X con distribucion exponencial de pardmetro A, calcular V(X).

Solucion. Usando el resultado del ejemplo 1.63,

V(X) = E(X?) - [E(X)]” = 2_1_1

A2 12 a2 o

Ejemplo 1.70. Segiin [20, p. 56], una variable aleatoria X tiene distribucion
Cauchy estdndar si su fdp es:

1
1+a2’

Jx(x) = % —00 < & < 0o, (1.45)

Muestre que esta variable aleatoria X no tiene valor esperado.

Demostracion. Por la expresion (1.32) se tiene que:

o0 x| 1 1 /°° ||
dx = ———dx = — ———dx,
[m llfx (@) de [m 7 1+z2 * ) 1+a2 *

como % es una funcién par, entonces:

o 0 C
2
/ i dx=2/ ! dr = lim a dx
oo 1 + 22 0o 1+a2 Cooo Jo 1 +22

= lim (ln(l +x2)’§) = oo,

C—o0

Asi,
/ el fx (@)de = oo,

(o9

y por tanto la variable aleatoria X no tiene valor esperado. o
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DEFINICION 1.23. Medidas estadisticas. Si X es una variable aleatoria otras
medidas principales son [45]:
(X)) - i (X)

Ex = - =9%x -1 Razon de Katz
w(X)

Clx = Coeficiente de variacion

Coeficiente de asimetria

indice de curtosis

donde Sx denota el indice de dispersion de X. En general,

pr(X)
Vg (X)

La expresién CVx mide la dispersion de una variable aleatoria en relacién

Br-o(X) = r=384,....

con la media. El término £;(X) es una medida de la asimetria de una fdp
sobre su dispersién. Una fdp es asimétrica positivamente, negativamente o
simétrica si B81(X) > 0, B1(X) < 00 B1(X) =0, respectivamente.

De acuerdo con [19, p. 71], la curtosis, B9(X), es una medida que nos
indica qué tan puntiaguda es la fdp. Una fdp presenta un pico relativamente
alto, relativamente bajo (relativamente plana) o no exhibe un pico muy alto
ni muy bajo si B2(X) > 3, B2(X) < 3 0 B2(X) = 3, respectivamente. En
[20, p. 79], Bo(X), se define como la curtosis estandarizada.

Cualquier variable aleatoria X satisface la siguiente desigualdad dada en
[92],

Ba(X) - BA(X) ~ 12 0.

1.9. Aproximaciones de distribuciones de
probabilidad

Teorema 1.8. De acuerdo con [19, p. 104], si X es una variable aleatoria con
distribucion binomial y fmp dada por (1.12), tal que la relacion p = A /m para
m=1,2,3, ..., es vdilida para alguna constante A > 0, entonces:

x

lim P(X:yc)z/l—_/l x=0,1,2,38,...

e
m—00 x!



Variables aleatorias y distribuciones univariadas « 67

Demostracion. Ver detalles de la prueba en [19, p. 128]. o

Ejemplo 1.71. De acuerdo con [19, p. 104], un comprador de grandes cantidades
de circuitos integrados ha adoptado un plan para aceptar un envio de estos que
consiste en inspeccionar una muestra aleatoria de 100 circuitos provenientes del lote.
Si el comprador encuentra no mds de dos circuitos defectuosos en la muestra, acepta
el lote; de otra forma, lo rechaza. Si se envia al comprador un lote que contiene 1%
de circuitos defectuosos, écudl es la probabilidad de que éste sea aceptado?.

Solucion. Sea X := “nimero de circuitos defectuosos encontrados en una
muestra de tamafio 100”. Luego, X ~ Bin(100,0,01) y la probabilidad de

aceptar el lote seria
0 100-0 1 100-1
0 100 100 1 100 100

100 1 2 1 100-2
— - — = 0,9206.
+( 9 )(100) ( 100) ’

Dado que m = 100 es relativamente un valor grande y p = 0,01 es pequefio;
la probabilidad binomial se puede aproximar mediante la distribucién de
Poisson, escogiendo A = mp = 1:
10 11 12
P(X<2)=—el+—e '+ —¢1=2251=0,919698. o
0! 1! 21
Nota 1.14. La formula de Stirling es una aproximacion para factoriales grandes.
Lleva el nombre en honor al matemdtico escocés del siglo XVIII, James Stirling. Esta

Jformula es dada por (ver [8, p. 24]):

n! =nl(n) ~ V27n (E)n = Ve " n" 12, (1.46)
e

Teorema 1.9. De acuerdo con [19, p. 141], sea X una variable aleatoria con
distribucion binomial y fmp dada por (1.12), sim — ooy, nipniqg =1 —p son
muy pequenios y, ademds cuando:

{<
p
>

se satisface que mpq > 9 omp > b

DO — DO —

se cumple que mq > 5,

entonces:

X ~ N(mp, mpq).

Demostracion. Ver detalles de la prueba en [19, p. 182]. uf
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0,15

0,10

0,05

o
Sy
o

q

b

Figura 1.16. fmp binomial conm =20y p = 0,5

La correccién por continuidad es un ajuste que se realiza cuando una

distribucién discreta se aproxima mediante una distribucién continua, en la

tabla 1.11 se muestra la respectiva correccién:

Tabla 1.11. Correccién por continuidad

Probabilidad Aproximacion
PX=xz) |Px-0,0<X<x+0,5)
P(X > x) P(X >x+0,5)
P(X >x) P(X >x-0,5)
P(X <x) P(X <x-0,5)
P(X <x) P(X <x+0,5)

Ejemplo 1.72. De acuerdo con [19, p. 148], un partido politico planea llevar

a cabo una encuesta para detectar la preferencia de los votantes con respecto a los

candidatos Ay B que ocupardn un cargo en la administracion piblica. Supongase
que toma una muestra aleatoria de mil ciudadanos, écudl es la probabilidad de que
550 0 mds de los votantes indiquen una preferencia por el candidato A si la poblacion,

con respecto a los candidatos, se encuentra igualmente dividida?

Solucion. Sea X:= “numero de ciudadanos que muestran preferencia por
el candidato 4”. Luego, X ~ Bin(1000,0,5), pero dado que m = 1000 es



Variables aleatorias y distribuciones univariadas ¢ 69

relativamente un valor grande y p = 0,5 no es pequefio; la probabilidad
binomial se puede aproximar mediante la distribucién normal, escogiendo
u=mp =500, 0% = mpg = 250 y usando la correccién por continuidad:

X—-—pu  549,5-500
>

V250
—P(Z>3818)=1-P(Z<83,13)=1-d(3,18) = 0,0009.

P(X = 550) = P(X > 549,5) = P

Luego, se concluye que A serd el ganador en la encuesta. o

110. Desigualdad de Chebyshev

Teorema 1.10. (Desigualdad bdsica). Sea X una variable aleatoria cualquiera
Yy g una funcion no negativa definida sobre R. Si g es pary es no decreciente sobre
[0,00), para cada a > O se tiene que:

P(X| > a) < ZET (1.47)

g(a)

Si g es no decreciente sobre R y P(|X| > a) es reemplazada por P(X > a), (1.47)
es cierta para todo real a.

Demostracion. Ver detalles de la prueba en [11, p. 98]. of

Un caso especial, que se conoce como la desigualdad de Chebyshev, es
cuando g(x) = |x —¢|* para @ > 0 y ¢ € R. En este caso, sea X variable
aleatoriay @ > 0 con E(]X|%) < c. Entonces,V c € R yV e > 0,

E(IX =cl*)

eoz

P(X -c|z¢€) < (1.48)

Veamos:

X — el < IX| + le| < 2max{|X],le|}
X — el <2 (max{|X], e[})* = 2 max{|X|%, e[*} < 2 [IX|* +c]"],

aplicando el operador esperanza se tiene que:

E(IX —c|*) <E(2Y [IX]|* + c|*]) < o (hipdtesis).
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Por otro lado,

——
subconj.

[E(|X—c|“):/|x—c|“dF(x) > / | —c|* dF(x)

{lx—c|=€}

AN
-

Si |z —¢|® > €? entonces’:

/lx—c|“dF(x)2/6“dF(x).

Luego,
|z —¢|® dF(x) > / e dF(x) = € / dF (x)
{lx—=c|=€} {lx—c|=€} {lx—c| =€}
| —
P(lX—che)
E(X —c|*) 2 e*P(IX —¢| > €)
E(|X —c|®
P(X —c| > e) < 22— o
€

Nota 1.15. Sic=u=E(X)ya =2 en(1.48), entonces:

E(X - pl®) _ vix)

PAX - i 2 €) < == :

€ €

Ejemplo 1.78. Sea X una variable aleatoria con E(X) = uy V(X) = o2,
aplique la desigualdad de Chebyshev, para:

1. e=1 2. e=10 3. e=to.

Solucion.

1. Para e = 1 se tiene que P(|X — u| > 1) < V(X).

6Dadas dos funciones f(x) y g(z), entonces:

/ zeff@de i g ze
/g(x)f(x)df {Sfff(x)dx si g(x) <e
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2. Sie = 10, entonces P(IX — u| > 10) < 48 = Y60

3. Sie =to, se tiene que:

V(X 2
PUX-uz o< XX o pX -l 210 < L
€? (to)?
1 1
P(|X—ﬂ|2t0')ﬁt—2 o 1—P(|X—,u|<m-)§t—2 o
-1 1
—1+P(|X—,u|<to')2t—2 S P(|X—,u|<to-)zl—t—2. o

Ejemplo 1.74. Sea X una variable aleatoria tal que su media es 20 y su desviacion
estandar es 5. Si se obtienen realizaciones de esta variable aleatoria:

1. éAl menos qué porcentaje de las realizaciones de la variable aleatoria se espera
que estén entre 10y 302
2. éA4l menos qué porcentaje de las realizaciones se espera que estén entre 0y 40?

Solucion.

1. Para determinar la probabilidad:

P(10< X <80)=P(10-pu< X — u < 30— u)
=P(10-20 < X - 20 < 30 — 20)
=P(-10 < X - 20 < 10) = P(|X - 20| < 10)
=P(X-201<5(2))

o t

1 1
21_1321_@:0’75’
por tanto, al menos el 75 % de las realizaciones de la variable aleatoria
se espera que estén entre 10 y 30.
2. En este caso, la probabilidad solicitada queda

PO<X<40)=P0—-pu<X—pu<40- p)
=P(0-20 < X — 20 < 40 — 20)
= P(=20 < X - 20 < 20) = P(|X - 20| < 20)
=P(X-201< 5 (4))

o t

1 1

21_[72:1_4_2:0,9875’

por tanto, al menos el 98,75 % de las realizaciones de la variable alea-
toria se espera que estén entre 0 y 40. of
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111. Funciones generadoras

En esta seccién se estudian las tres funciones generadoras: de probabilidad,
momentos y caracteristica, las cuales corresponden a niveles crecientes de
generalidad. La primera es la mds restrictiva, pero también, por mucho,
la mds simple, ya que la teoria se reduce a hechos bdsicos sobre series de
potencias tematicas de cdlculo. La tercera es la mds general y para la que
la teorfa es mds completa y elegante, pero también requiere conocimientos
bdsicos de andlisis y variable compleja. La del medio es quizds la que se usa
con mds frecuencia y es suficiente para la mayoria de las distribuciones en
probabilidad aplicada.

111.1. Funcion generadora de probabilidad

Dada una funcién generadora P(t) = Y, at*, donde los coeficientes a; se
k

p® (0)
k!
(coeficientes de la serie de Taylor, ver apéndice A), en la practica, puede

encuentran mediante derivacién y se establecen por la férmula a; =

resultar imposible la obtencién de expresiones explicitas, sin embargo, en
algunas ocasiones resulta mds sencillo usar una funcién auxiliar, Hy (¢) = t¥,
y calcular su esperanza.

DEFINICION 1.24. Sea X una variable aleatoria y 0 < ¢ < 1, la “funcion
generadora de probabilidad (fgp)” se define como el valor esperado (cuando exista)
de la variable aleatoria t~; esto e,

Gx (1) Yt*P[X =x], siX esdiscreta,
— = x o (1 49)
E(X) f_oo t* fx (x)dx, si X es continua.

La mayor utilidad de la fgp se presenta cuando X es una variable aleatoria
discreta, luego se consideran solo las fgp para este tipo de variables.

Teorema 1.11. Propiedades de la fgp. Segiin [45, p. 58], si X es una variable

aleatoria de valores enteros cuya fgp existe, entonces:

1. Gx(1)=1.
2. La probabilidad del evento {X = r} se establece como la r—ésima derivada
de Gx (t) evaluada en t = 0 dividido por r\, es decir:

r G (0
Lde o &9 (1.50)
rl der =

PX=r)= "
=0 :
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siendo G (0) = Gx (0).
8. SiY =aX +bconayb e R, entonces:
Gy (1) = I’ Gx (1%).
4. Si X yY son variables aleatorias independientes, entonces:
Gxsy (1) = Gx(0)Gy (1), O<r< 1.
5. 81 X1,Xo,...,X, son variables aleatorias independientes, entonces:

G, ()= Gy, (1), VOo<t< 1.
2 X /El[ !

k=1

6. Elr—ésimo momento factorial de X se establece como la r—ésima derivada de
Gx (1) evaluada en t = 1, es decir:

=G (1), (1.51)
=1

i) = & O 0|

7. Unicidad. St X y Y son dos variables aleatorias cwyas [gp existen, v son
iguales, entonces ellas tienen la misma fmp.

Demostracion. En todas las propiedades, basta con realizar los respectivos
reemplazos y se obtienen las pruebas:

1. Por la definicién se tiene que:
Gx(1) = S *P[X = k], (1.52)
k=0

claramente si se toma ¢t = 1 entonces Gx (1) = 1.
2. Al derivar r veces la expresion (1.52) respecto a ¢, se llega a:

G (1) = Gx (1) = Z (k

=r!{P(X=r)+ Z (/:r) - ’P[sz]}.

k=r+1

k TP[X = k] (1.53)

Notese que sit = 0, esta tltima expresion queda:

GU(0) = r1P(X =1).
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Se llega a lo mismo usando el desarrollo en serie de Taylor de la
funcién Gy (¢):
© ;%
©

Gx(t)_z X ]

k=0
En otras palabras, la funcién Gx (¢) se define por las Px [x] v, a su vez,
esta define la P(X = r) desde una expansién polinémica que es tnica.
3. Noétese que:

Guxsy(t) = E (t("x’“b)) =FE (t"th) = "E[(t)X] = P Gx (19).
—_————
Gx (1)

4. En este caso, como X y Y son independientes:

Gysy (1) = E (t(X’“Y)) =E (thY) = E(M)E(Y) = Gx(1)Gy (1).
~~ ~——
Indep- Gy (1) Gy (1)

5. Similar al caso anterior.

&

Si se hace t = 1 en la expresion (1.53) se llega al resultado.
7. Este resultado es un caso especial del teorema de unicidad para series
de potencias. o

Ejemplo 1.75. Considerando la informacion del ejemplo 1.87, esto es, una variable
aleatoria X con fmp binomial de pardmetros m y p, determine Gx (t) y Mgy (X).

Solucion. Su fgp es dada por:
Gy (1) =E A N 1 = pyn—k (m) DE(T = pym—k
x(0) kZ()p( ~7) ;k(zn( ?)
= [pr+(1-p)]",

aqui se empleé la expresion (A.4) dada en el apéndice A. Las respectivas
derivadas de esta funcion son:

Cox) = mplp+ (1 - )]

dQ m—2
dZGX(t)—m(m—l)P [pt+(1-p)]"

dr
7Ox (0 = ( T4 "ot + (1 -p)]

m—r
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Usando la expresion (1.51) conr = 2:
2 m!

d o m—¢ y
Hia (0 = 356x0| = =gt o+ (L=p] " = mGn = 2,

la cual coincide con la expresién dada en (1.39). uf

Ejemplo 1.76. Considerando la informacion del ejemplo 1.89, esto es, una variable
aleatoria X con distribucion Poisson de pardametro A, determine Gx (t) y Mg (X).

Solucion. Su fgp es dada por:

Gy (1) = Zlke /lk B Z tk/lk _ A Z (t/l)k

k=0

=e e = exp{d(t-1)},

aqui se us6 la expresion (A.2) dada en el apéndice A. Las respectivas deriva-
das de esta funcién son:

Cox() = Aesp A= 1)
2

dZGX(t) =22exp{A(t-1)}

(cierX(t) =A"exp{a(t—-1)}.

Usando la expresién (1.51) conr = 2:
2

d C
Hig(X) = 356x0] =%

la cual coincide con la expresion dada en (1.40). of

111.2. Funcion generadora de momentos

DEerFINICION 1.25. (Funcion generadora de momentos). Segiin [16, p. 87],
si X es una variable aleatoria tal que E(e'X) es finito para todo t € (—a,a), con
a real positivo. Entonces se define la funcion generadora de momentos (fgm) de X,
denotada por mx (.) como:

my (1) = E(e'Y), cont € (—a,a).
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Teorema 1.12. Propiedades de la fgm. Si X tiene fgm mx (), entonces:

~

mx (0) = 1.
mx (t) es continua en todo su dominio.
SiY =aX +bconayb e R, entonces:

o o

my (t) = e"mx (at), Vi€ R.
4. Si X y Y son variables aleatorias independientes, entonces:
mxy (t) = mx (t)my(t) paratodot € R.

5. Si X1,Xg,...,X, son variables aleatorias independientes, entonces:

(r) = ﬁmxk(t), Vi € R.

3
X
P} k k=1

6. Elr—ésimo momento de X se establece como la r—ésima derivada de mx (t)

evaluada en t = 0, es decir:

, dr
E(X") =m{(0) = (1) r=12,...

t=0

7. Unicidad. Si X v Y son dos variables aleatorias cuyas funciones generadoras

de momentos existen, y son iguales, entonces ellas tienen la misma fda.

Demostracion. En todas las propiedades, basta con realizar los respectivos

reemplazos y se obtienen las pruebas:
1. Por la definicién de la fgm:

mx (0) = E(e”*) = E(e") = 1.

2. Este resultado es consecuencia del teorema de convergencia dominada.

3. Ver [20, p. 68].
4. Nétese que:

myx+y (1) = [E(eZ(X+Y)) = [E(eZXe[Y) = [E(e[X) [E(ely) =mx (t)my(t).
e ——
PPy () my (1)
5. Simy,(1),j=1,2,3, ...,ns0n las respectivas funciones generadoras

de momentos de las Xj, entonces la fgm de la suma estd dada por:

(D) = E [#5] = E[ % o],
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donde
S=X1+Xo+Xg+---+X,. (1.54)

Si las variables aleatorias X; son independientes, se tiene que:

ms (1) = mx, (Omy, (1) ... mx, () = [ | mx, (1), (1.55)
j=1

y si ademds, las X; son idénticamente distribuidas, es decir, las mx; (1)
son iguales para ¢ en alguna vecindad de cero, entonces:

ms(t) = [mx ()]". (1.56)

. Caso continuo: suponiendo que se puede diferenciar bajo el signo de
integracion, para r = 1, se tiene que [20, p. 62]:

d d o > (d
Sox@ =5 [Cop@a= [ (ge”)fx(x) da
= /OO (xe') fx (2) dz = E(Xe'Y),

evaluando en %mx () ent = 0 se tiene que:

= E(Xe") = E(X).

= E(Xe'Y)|

d
$mx(t) o

t=0
De forma similar, parar = 2,

d2 d|[d re *d
@mx(t) =9 [a /_oo €”fx($)dx] = /_Oo a(ezx)ﬂffx(l“)dﬂﬁ

= / 226! fx (x)dx = E(X2e!X),

2 .
evaluando en LSmy (1) ent = 0 se tiene que:

de?
2 C
—mx ()| = E(X?%)| =E(X%") = E(X?),
dt =0 =0
etc.
7. Ver detalles de la prueba en [83, p. 106]. o

Ejemplo 1.77. Considerando la informacion del ejemplo 1.85, esto es, una variable

aleatoria X con distribucion uniforme discreta de pardmetro n, determine mx (t).
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Solucion. La fgm estd dada por:

n

mx(t) = [E(etX) = Zetk% = %Zetk.

k=1 k=1
Como la suma parcial de la serie geométrica es dada por (ver [5, p. 474]):
1

n
l_xﬂ+
Zxk=1— six#1,
=0 -t

tomando en esta expresion x = ¢’ con ¢ # 0 se tiene que:

- 1- (el)n+1 n 1 - e(n+1)t
Sy =TT e
_ _
p 1-e yt 1-e
Luego,
n
1-— (n+1)t t _ (n+l)t el (1 —e™
Zehz ¢ - _1=¢ et = ( z)’ t#0,
— 1-e 1-e 1-e
por tanto:
LMt — ]
mx (1) = aer-l para ¢ # 0. o
n(et = 1)

Ejemplo 1.78. Considerando la informacion del ejemplo 1.87, esto es, una variable
aleatoria X con distribucion binomial de pardmetros m vy p, determine mx (t).

Solucion. La fgm es dada por:

m

mx (Z) = [E(etX) = Zetk (Z)Pk(l _P)m—k

k=0

=Y (z)(pe‘)k(l —p)" = [pe + (1 =p)]",

aqui se usé la expresion (A.4) dada en el apéndice A. o

Ejemplo 1.79. Considerando la informacion del ejemplo 1.89, esto es, una variable
aleatoria X con distribucion Poisson de pardmetro A, determine mx (t).

Solucion. La fgm es dada por:

© —/l/lk © tk/l/e

o [ 1q\k
mx(t) =E(e¥) = Y M = et Y =t Y (eljz)

k=0 ’ k=0 ) k=0
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= el = exp {4 [exp(t) - 11},
aqui se usé la expresion (A.2) dada en el apéndice A. o

Ejemplo 1.80. Considerando la informacion del ejemplo 1.41, esto es, una variable
aleatoria X con distribucion geométrica de pardmetro p, determine mx (t).

Solucion. La fgm es dada por:

(o]

mx (2) = E(e'X) =k§0e‘kp(1 ~pt=p > [(1-pe]
= k=0

Serie geométrica,
expresion (1.15)
1
Y
1-(1-p)e' | >

Si|(1-p)et|<1

entonces si:

(1-p) <1 = e[<L p>0

1_p’ ki
1

t<ln(1_ ) & t<-In(1-p),

luego,
m;dt):ﬁ, para ¢ < —In(l-p). o

Ejemplo 1.81. Considerando la informacion del ejemplo 1.46, esto es, la variable
aleatoria X ~ Ul(a,b), con a < b niimeros reales, determine mx ().

Solucion. La fgm es dada por:

b b tx
mX(t)=[E(etX)=/ e”biadx=bia/ e”dx=(bia)87

1 etb ola 1 " ,
_ A b _ gt .o
b—a(z t) (b—a)t(P p)’ para ¢ # 0

Ejemplo 1.82. Considerando la informacion del ejemplo 1.15, esto es, la variable
aleatoria X ~ N (u,0°2), con u miimero real y o2 > 0, determine mx (t).

Solucion. La fgm es dada por:

® 1 1
mx (1) = E(e'Y) = / exp{tzx} = eXp {_Tﬂ(x - ;1)2} dx

—o0 2ro

© 1 1 )
:/_oo Wexp{—ﬁ (x2—2/1x+,uz)+tx}dx
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< 1 1
= / NP exp {—202 (x2 —Qux + p? - 20—21:35)} dx
-0 V210

/°° 1 { x2—2x(u+a’2t)+u2+(,u+0'2t)2—(,u+0'2t)2}
= exp | — dx’
—eo Vo702 202

el término que se suma y resta en el exponente es para completar cuadrados:

0o 1 1 .
) = / Vonoz P {‘202 {le=(uro®0]” + 2= (u+ oQt)Q}} de
- o
- (pro®)*—p®| = 1 [:C—(,u+a'2t)]2
= CXP{T}‘/_M _2710—? exp {—T dz

1

9 2 _\2 2,9
=exp{>\+2ﬂ1tg;;g/(t >\}=exp{t,u+%}. uf

Ejemplo 1.83. Considerando la informacion del ejemplo 1.49, esto es, una variable

aleatoria X con distribucion gamma de pardmetros vy A, conr > 0y 1 > 0,
determine my (1).

Solucion. La fgm es dada por:

my (1) = [E(eLX) = '/000 e“”% (Azx) e dx

— A’ ‘/mxr—letx—/lxdx — A '/mxr—le—l(/l—t)dx
L(r) Jo (r) Jo ’

considerando que A —t > 0 y haciendo el cambio de variable « = (1 —t)x,

du = (1 - t)dx se tiene

r o

w -l odu A7 1 L
mx ) =505 (/l—t) Tty v
ar <t PR 1\ .
= (/l_t)r A F(r)e du = (ﬁ) = (ﬁ) sit<A. uf
————

1

Ejemplo 1.84. Un caso particular del ejemplo 1.88 es cuando r = 1, esto es, X
tiene distribucion exponencial, determine my (t).

Solucion. La fgm de X es dada por:

" 1
mX(t):( ) = 1< si t<A. o
~ 7
Sir=1

-3
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Ejemplo 1.85. Un caso particular del ejemplo 1.88 es cuando A = %, esto es, X
tiene distribucion chi-cuadrada, determine myx (t).

Solucion. La fgm de X es dada por:

k/2
1Y 1 . 1
mx (1) = - = il s sit<A, /1=§,

2
Si r—2

=(1-207*? & 1< of

l\DI—'

Ejemplo 1.86. Considerando la informacion del ejemplo 1.82 (distribucion nor-
mal), evaluar E(X) y E(X?) a partir de mx (1).
dmx (1)

B d , +0'2t2
dr oy A\ TP g
{ 0'21:2}( 20’21:)
= exp t,u+T pt—5—

es decir, E(X) =

Solucion.

E(X) =

t=0

= exp {(0)p + 7*(0)*} (1 + o *(0)),
t=0

EPmx ()| d? s o212
a2 |y~ a2 \“PUH T e

i [l e 5oL - e {w—}ﬂm]

= [exp{ G-;IQ}(,u+o-2t)(,u+o- t)+exp{ 5 }0-2]

E(X?) =

t=0

2/M2 20M2
= exp ((O)u + Z ;0) ) (/J + 0'2(0))2 + exp ((O)u +Z ;0) ) o?
=’ +0?,
luego,
V(X)=EX?) - [EX))? =2 +02- 2 =02 o

Ejemplo 1.87. Considerando la informacion del ejemplo 1.88 (distribucién gam-
ma), evaluar E(X) y E(X?) a partir de mx (t).

Sl

Solucion.

dmy (t)

E(X) = dt
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e R e G I M e

t=0

AT @=0)" = = 2

. d®my (1) d? Y d d _
9\ _ X _ 9 _r _ r_ _ r
B = de2 | de2 [(/1 _t) ]z:() e {/l d =0 ]} =0
_ i r _pnr-1 _ Tl _p\r=1-1,_
= g a0 = frer-n -0 eny|
=rA"(r+Ha7""% = r(r/l-; D ,
luego,

3 ¢ _r(r+1) T\ T
V(X) = E(X?) - [E0) = = - (1) = 5

Como casos especiales se tiene X ~ Exp(2) (r = 1),

) 9 1
E(X)=—, EX?=-= V(X) = —
(X) = A, (X%) = Y (X) 12
yX~xf@=}4yr=4)
L k(k+1) k
E(X)=2=k EX?=22 =k(k+2) vy V(X)=—2-=%. o
2 1

BO|—

2

(4

Ejemplo 1.88. De acuerdo con [65, p. 190], sea X una variable aleatoria con

distribucion normal estdndar, esto es, X ~ N(0,1). Sea la variable aleatoria

Y = X2, encuentre la fda de Y.

Solucion. Lafgm de Y es dada por:

my (t) = E(e") = [E(etxg) = /_wexp{th}\/;_ exp {—%xQ} dx

/ me p{—lx + tx }dx—/:\/;_ﬂexp{—%(l—%)x }dx

1 9 ~1/2

/ exp i — xpde=(1-2t)""7,
Vo 1
ZI)Z (1-20)% 2(1— ‘)

1

por la unicidad de la fgm, esta corresponde a una distribucién chi-cuadrada
con k = 1 grado de libertad, Y ~ )(?1). o
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En la tabla 1.12 se presenta un resumen de la media, la varianza y la fgm

para algunas distribuciones.

Tabla 1.12. Resumen E(X), V(X) y mx (¢) para algunas distribuciones

Distribucién Pardmetros |E(X)| V(X) mx (1)
Uniforme discreta n "le "21;1 e;((j:%ll))
Binomial myp mp |mp(1l —p) [Pet +(1 _P)]m
Poisson A Pl A exp{a (¢ — 1)}
Geométrica p % lp;f ﬁ
Uniforme continua ayb a%b (bI;)Q l([)l—a) (e‘b - e“’)
Normal uy o? u o? exp {t,u + g;ﬂ}
Gamma rya T = (ﬁ)r
Exponencial A /{l /1% #
chi-cuadrada k k 2k (1-90)7*?2

Ejemplo 1.89. Sea X una variable aleatoria con fdp Weibull de pardmetros A vy

:

Fuente: adaptada de [65, p. 541].

fx () = Aax® e,

con() <x <oo, @>0yA > 0. Determine mx (t).

Solucion. Una aplicacién de las series de Taylor (ver apéndice A):

mx(t) =E

Noétese que:

[oe]

() = E (Z

k=0

k!

(1X)* )

k=0

:ZE[E(X ).

E(X%) :/ xkfx(x) dx :/la// 2t e dg.
0

Haciendo el cambio de variable # = 12, du = 1ax®~! dx, se obtiene que:

o)
/
0

k

E(X*) = /0Oo (%); e " du =

Ada

0

uée_” du = ikF (é + 1) .

Ao \&
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Por lo tanto,

111.3. Funcion caracteristica

DEFINICION 1.26. De acuerdo con [48, p. 224], si X es una variable aleatoria,
la funcion caracteristica de X es una funcion yx(t) : R — C (C nimeros

complejos) definida por:

Ux(t) =y () = [E(e”X):/_/[E[cos(tX)] + i[E[sen(tX)] cont € R.

7

donde i = V-1 se llama la unidad imaginaria.
Teorema 1.13. Propiedades de la funcién caracteristica. Algunas de las

propiedades de la funcion caracteristica son dadas en [55]:

Cux@| < 1veeR,

2. yx(0)=1.

3. wx(t) = yx(=t) para todo t € R, en que yx (1) es el complejo conjugado®
de yx (1).

Wx es uniformemente continua.

5 SiY =aX +bconayb € R, entonces:

~

EN

Uy (t) = ePyx (ar), VieR.

6. Si X vY son variables aleatorias independientes, entonces:

Uxsy (6) =ux @y (t) paratodot € R.

7. 81 X1,X9,...,X, son variables aleatorias independientes, entonces:

n t) = t, Vi € R.
Ve © Bm)

k=1

8. Férmula de inversion. Sean Fx (x) vy ¢x(t) la fda y la funcion caracteris-
tica de la variable aleatoria X, respectivamente. Sia =y —hyb =y +h son

7Segtin [5, p. 448], la forma polar del nimero complejo z = x + iy es
z =r(cosf +isenf) = re?, (1.57)

donde r = Va2 +y2 y tan 4 = ); Entonces €% = cos(tX) + i sen(tX).
8Si z = x + iy, su complejo conjugado es z = x — iy. [5, p. 445].
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puntos de continuidad de la fda, entonces:

1 T e—ial _ e—ibt
Fx(b) ~ Fx () = Jim o / e sy

9. Unicidad. La funcion caracteristica de una variable aleatoria X determina
la fda de X.
10. Una variable aleatoria X tiene distribucion simétrica en torno de cero, es
decir, P(X <x) = P(X > —x), Yx € R, siy solo si yx () es real, Vt € R.
11. SiE|X|" < oo, entonces yrx tiene n derivadas continuas y

ll/;((k)(t)=/(ix)kei‘xde(x), k=12,

En particular, lﬁ)((k) (0) = *E(X*).
Demostracion.

1. Por la definicién de la funcion caracteristica

wx (1) = / Fh @ de o |¢X(t)|=’ / €mfx(x)dx’-

[

Por la desigualdad triangular para integrales ([81, p. 85])

‘ / "o d[Fy ()]

< [l

y el valor absoluto (médulo) del nimero complejo ¢ es uno”, ya que:

|e”xf = \/COSQ(IZ) +sen?(tx) = 1.

Aqui se us6 la identidad trigonométrica sen?(x) + cos?(x) = 1. Por lo
tanto,

Wx ()] < / 6] d[Fy ()] = / d[Fy(0)] = 1.

2. Claramente:
'J’X(O) — [E(ei.().X) — [E(e()) =1.
3. Puesto que:
Ux(=t) = [E(e_”X) = [E[cos(—tX)] + i[E[sen(—tX)]
=E[ cos(tX)]| - iE[ sen(¢X)] = E(eX) = yx (1)

9El valor absoluto de un nimero complejo z = 2 + iy es dado por |z]| = Va2 +y2.
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4. Ver [36, p. 220].

5. Veamos:
(//aX+b(t) — [E(eit(aX+b)) — eilb[E(ei(az)X) — e”b;bx (at).
6. Notese que:

¢X+y(t)=[E(eitXeitY) — [E(eitX) (th) W (Oyy (1).

——
Indep.

n
7. SiS = Y, X}, entonces:
k=1

ws() =E () = [E(exp{ ];ZLIXk}):[E(ﬁeizxk)

n

= []E(e™) = FWmn

Indep. k=1

8. Esta propiedad fue demostrada en [31]. Usando la férmula de Euler
se obtiene que (ver [5, p. 454]):

sen(z) =

2

luego, factorizando el integrando de la expresién (1.58) queda:

,
Fx(y+h) = Fx(y—h) = m L / ) Ser‘tﬂe-%x(z)dt.

T—)oo e

Para calcular esta integral impropia, se denota

T
h:1/5$gkmmm¢
-T

T

y por la definicién de la funcién caracteristica se tiene:

T o0
1 / / senh) it fo ().
T J-T J-oo t
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Aqui el teorema de Fubini se puede aplicar para justificar el intercambio
de integrales y, ademads, usando (1.57) se obtiene que:

1 T sen(ht) iemy
- ] e R
_ 1 o T sen(ht) . .
T /_oo /_T — [ cos[(x — y)t] +isen[(x — y)t]] fx (x)dtdx;

como la funcién coseno es par y la funcién seno es impar, entonces:

o pT
= % / / %sen(/zt) cos[(x — y)t] fx (x)dt da.
—00 O
Por la identidad trigonométrica (ver [5, p. 120])

2senu cosv = sen(u +v) + sen(u —v),

y las sustituciones u = ht yv = (x — y)t, se llega a:

/ / %en(ht + (x —y)t) + sen(ht — (x —y)t)]fX (x)dt dx

_/ [/ “sen[(x — y+h)t] t—‘/T sen[(x—y—h))t]dt
e 0 it 0 nt

= '/_00 [kr (x = a) — by (x = b) | fx (x)da = /wg*p(x)fx (x)dz,

fx (x)dx

donde g7 (x) denota la expresion entre corchetes. Se sabe del andlisis
matemadtico que la integral impropia de la funcién seno sobre la linea
real positiva es (ver [4, p. 285]):

r sen w

T
lim dw = )
T—o0 Jg w 2

haciendo el cambio de variable w = 8¢, dw = 8dt, luego para 6 # 0:

1

lim —/ sen)f@t)d = hm kr(9) = l51gn(9) 1|z|
0

T—co T
donde sign(.) denota la funcién signo. Tomando § = x —y + A, la

convergencia aqui es uniforme con respecto a  donde || > § > 0.
De este hecho se obtiene que:

0 si Jx—y|>nh
- _ 1 ) _
Th_r)r;g’r(x)— g si |r-yl=
1 si Jo—y|<h
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Luego, realizando la particién adecuada, se llega a

y+h o

y—h
Jr :[ gr (@) fx (z)dx + gr(z) fx (x)dx + , gr(x)fx (x)dx,

y=h yH
por lo tanto,
y+h
Jim Jp = [ f@de = e +h) - o= ).
o y—h
9. Dividiendo ambos lados de (1.58) por b — a = 2k y haciendo & — 0

Ry 4R -Fy(—h) 1/T sen()] iy
i % =g g | ¢ e (e

1 T
Ko =) =Jim oo [ e .59

Esta férmula relaciona la fdp fx (x) con la funcién caracteristica v x ()
y, permite determinar fx (x) a partir de ¥ x () bajo el supuesto que
Ux (t) es absolutamente integrable.

10. Puesto que 2 = z si y solo si z es un nimero real. De la propiedad 3 se

tiene que:
Uox(®) = gx (=) = E(e ) = E(e") = yx (1),

(=) SiX esuna variable aleatoria con fda simétrica alrededor de cero,
entonces usando la propiedad anterior, que dice que Fx = F_x
siy solo si yx (¢) = ¢_x(¢), se tiene que:

yox (@) =yx(t) =y_x(1),

entonces Yx (t) es real.

(&) Siyx(t) esreal, entonces y_x(t) = y_x(t) = yx (), luego X es
una variable aleatoria con fda simétrica en torno de cero.

11. Ver detalles de la prueba en [43, p. 229]. o
Nota 1.16. Si X es una variable aleatoria que tiene fgm mx (t), entonces:
Ux (t) = mx(it). (1.60)

Como aplicacién de la nota anterior, consideremos las distribuciones
dadas en la tabla 1.12, por lo que se tiene que:
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Tabla 1.13. Resumen mx (t) y yx (¢) para algunas distribuciones

Distribucién Pardmetros mx (t) Wx (1)
Uniforme discreta n elﬂ((ll;_j:;) 628::2;;)
Binomial my p [pe! + (1 - p)]m [pe’ + (1 - p)]m
Poisson Pl exp{d (¢ = 1)} | exp {2 (¢ - 1)}
Geométrica p ﬁ #—p)e“
Uniforme continua ayb ﬁ (etb - e”’) m (e‘it“ - eitb)
Normal uyo? |exp {t,u + #} exp {it,u - #}
Gamma rya (ﬁ)r (/l/_lil)r
Exponencial A % /1/_11. i
chi-cuadrada k (1-920)7*2 (1 = 2it)™*?

Ejemplo 1.90. Segin [18, p. 261], si X ~ Cauchy(a, B) con fdp dada por:
1

Ix(x) = nﬁ[l N (%)z]

, reR, aeR, 8>0, (1.61)

determinar yx (t).

Solucion. Sea f(t) = e 1!l k > 0, entonces la transformada de Fourier de

f(t) es dada en [69, p. 23] como:

© T
Fl/W] = / e f(n)dt = 71]—r>r;o /_T ot o=kl g,

—0c0
0 ) T )
/ ekte—l:rt dr + / e—Kte—lxl dt] .
-T 0

En la primera integral del lado derecho hacemos la sustitucién « = —t

= lim
T—oo

entonces du = —dt, luego:

0 T
_ / efkuezxu du + / efklefzft dt]
T 0

T

lim e Xt (ei” + e_m)dt
T—- Jo

F[/@)] = lim

T—o0

T

= lim e [ (cos(xt) + i sentxT)) + (cos(xt) — i sentx?)) | dt

T—- Jo
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T 00
= lim e~ cos(xt)dt = 2 e ¥ cos(xt)dt.

Esta ultima integral es la transformada de Laplace de la funcién coseno,
evaluada en s = « (ver [1, p. 1022]), luego,

2
FIf ()] = m

Ahora, la transformada inversa de esta dltima expresion es:

_ -1 _ 1 ® ixt
0 =F TN = 5 [ F@erde

) e ixl
—xlt] _ 1 2k iy K e
e - e dx = — —dx
2 J_oo k2 + 22 T Jooo k2 + 22

Al tomar « = 1, en la integral anterior se obtiene que:

©o ixt
l/ AT (1.62)

7)o x2+1

esta expresion es la ¢x (t) de la fdp dada en (1.45). Por consiguiente,

1 & eixt
'70X (t) - 5 C dx,
Bl 1 (552)°
haciendo el cambio de variable
r—a ) _dx
z=—3 (derivamos) dz —F.
Usando la expresion (1.62) se llega a
eiat 0 ei,Bz[
Ux(f) = / dz = exp{iat — B|t|}. o
T ) 1 +22

Ejemplo 1.91. Segin [88, p. 118], la funcion caracteristica de una variable
aleatoria X es dada por:

ZQ
Yx (1) = exp {—5} , (1.63)

determine la fdp de esta variable aleatoria.
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Solucion. De la expresion (1.59) se tiene que:

1 T ' /2
fx (x) =T11_I>Tgo 9 /_T exp{—itx} exp {_5} dt

1 [re 2 + Qitx 1 re (t +ix)? — (iz)?
_%'/_ooexp{——2 }dt—g‘/_wexp{— ) }dl

= \/;_ﬂexp {—%xQ} [\/% ‘/_wexp {—%(t +ix)2} dt]

1

et
= exp{—=x-;,
2r 2

esta es la fdp de la normal estandar. o

112. Ejercicios

Conceptos basicos de probabilidad

1. De seis aplicantes para un trabajo ejecutivo, el sefior A es gradua-
do, extranjero y soltero; el sefior B no es graduado, es extranjero
y casado; el sefior C es graduado, nativo y casado; el sefior D no
es graduado, es nativo y soltero; el sefior E es graduado, nativo y
casado; el sefior F no es graduado, es nativo y casado. Dibuje un
diagrama de Venn.

2. Sean 7| = {A4,4°,Q,0} vy F9 = {B,B¢,Q,2}, su unién:
{®’Q7A7AC,B,BC}

no es una o —dlgebra. {por qué?

3. Latabla 1.14 presenta el nimero de estudiantes admitidos por
Facultad en la Universidad Nacional de Colombia, sede Bogotd,
en el afio 2007.

Si se selecciona un estudiante aleatoriamente, entre los estudian-
tes admitidos en el 2007,

a) {Cudl es la probabilidad de que estudie una carrera de la
Facultad de Ciencias Humanas?

b) ¢{Cuadl es la probabilidad de que estudie una carrera de la
Facultad de Ciencias?
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Tabla 1.14. Admitidos en pregrado por Facultad, 2007

Facultad 2007 -1 | 2007-11
Agronomia 72 86
Artes 249 233
Ciencias 397 402
Ciencias Econémicas 174 169
Ciencias Humanas 498 421
Derecho, Ciencias Politicas y Sociales 171 171
Enfermeria 114 82
Ingenieria 715 714
Medicina 272 235
Medicina Veterinaria y de Zootecnia 104 101
Odontologia 57 57

©)

Fuente: adaptada de [17, p. 51]

{Cudl es la probabilidad de que estudie una carrera de la
Facultad de Enfermeria?

4. Considerando la informacién del ejercicio 3.,

a)
b)

c)

d)

€)

f)

g)

{Cudl es la probabilidad de que estudie una carrera de la
Facultad de Medicina o de la Facultad de Odontologia?
{Cudl es la probabilidad de que estudie una carrera de la
Facultad de Medicina y de la Facultad de Odontologia?
{Cudl es la probabilidad de que NO estudie una carrera de
la Facultad de Medicina, ni una carrera de la Facultad de
Odontologia?

{Cudl es la probabilidad de que haya sido admitido en el
segundo semestre?

Si el estudiante fue admitido en el periodo 2007-1, écudl es
la probabilidad de que estudie una carrera de la Facultad de
Medicina o de la Facultad de Odontologia?

Si el estudiante fue admitido en el periodo 2007-1, {cudl es
la probabilidad de que estudie una carrera de la Facultad de
Medicina y de la Facultad de Odontologia?

Si el estudiante fue admitido en el periodo 2007-1, {cudl es
la probabilidad de que NO estudie una carrera de la Facultad
de Medicina, ni una carrera de la Facultad de Odontologia?

5. El nimero de estudiantes graduados en el periodo 2007-1 en la

Universidad Nacional de Colombia, sede Bogotd, en la Facultad

de Ciencias Humanas fue 286, en la carrera de Trabajo Social



Variables aleatorias y distribuciones univariadas ¢ 93

en el ano 2007 se graduaron 69, y el nimero de graduados en
Trabajo Social en el periodo 2007-1 fueron 40. Si el total de
estudiantes graduados de la Facultad de Ciencias Humanas en el
afio 2007 fue 578 [17, p. 94], icudl es la probabilidad de que un
estudiante graduado en el afio 2007 se haya graduado de Trabajo
Social en el primer semestre del 2007?.

5. El niimero de estudiantes graduados en el periodo 2006-1 en la

Universidad Nacional de Colombia, sede Bogotd, en la Facultad
de Ciencias Humanas fue 416, en la carrera de Sociologia en
el afio 2006 se graduaron 124, y el nimero de graduados en
Sociologia en el periodo 2006-1 fueron 60. Si el total de estu-
diantes graduados de la Facultad de Ciencias Humanas en el afio
2006 fue 798 [17, p. 94], icudl es la probabilidad de que un estu-
diante graduado en el afio 2006 se haya graduado en el segundo
semestre del 2006 de una carrera diferente a Sociologia?.

. Considerando la informacién del ejercicio 3.:

a) Dado que el estudiante fue admitido en el segundo semestre
del afio 2007, icudl es la probabilidad de que haya estudiado
una carrera de la Facultad de Enfermeria?

b) Dado que el estudiante fue admitido en el segundo semestre
del afio 2007, icudl es la probabilidad de que haya estudiado
una carrera de la Facultad de Enfermeria o una carrera de la
Facultad de Medicina?

c) Dado que el estudiante se admitié a una carrera de la Facultad
de Ciencias Humanas en el afio 2007, icudl es la probabilidad
de que se haya admitido en el primer semestre del 2007?

d) Dado que el estudiante NO se admitié en una carrera de la
Facultad de Ciencias Humanas en el afio 2007, icudl es la
probabilidad de que se haya admitido en el primer semestre

del 20077

. El nimero de estudiantes graduados en el periodo 2005-1 en
la Universidad Nacional de Colombia, sede Bogotd, en la Facul-
tad de Ciencias Humanas fue 120, en la carrera de Sociologia
en el periodo 2005-1 se graduaron 14. El total de estudiantes
graduados de la Facultad de Ciencias Humanas en el afio 2005
fue 825 [17, p. 94]. Dado que un estudiante de la Facultad de
Ciencias Humanas se gradudé en el periodo 2005-1, écudl es la
probabilidad de que sea de la carrera de Sociologia?.
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9.

10.

11.

12.

En un lanzamiento de una moneda 5 veces, en que C indica cara
y S indica sello:

a) <Cudl es la probabilidad de que salga CCSCC?
b) ¢Cuadl es la probabilidad de que salga SCCCC?
¢) ¢Cudl es la probabilidad de que salga SSSCC?

Con base en encuestas al consumidor se sabe que la preferencia
de éste con respecto a dos marcas, Ay B, de un producto dado,
se encuentra muy pareja [19, p. 122]. Si la opcién de compra
entre estas marcas es independiente, {cudl es la probabilidad de
que entre 6 personas seleccionadas al azar, maximo 3 prefieran
la marca A?

Con base en varios estudios una compaiiia ha clasificado, de
acuerdo con la posibilidad de descubrir petréleo, las formaciones
geoldgicas en tres tipos. La compafiia pretende perforar un pozo
en un determinado sitio, al que se le asignan las probabilidades
de 0,35, 0,40, y 0,25 para los tres tipos de formaciones, respecti-
vamente [19, p. 51]. De acuerdo con la experiencia, se sabe que
el petréleo se encuentra en un 40 % de formaciones tipo I, en un
20 % de formaciones tipo Il y en un 80 % de formaciones tipo I11.
Si la compaiiia no descubre petréleo en ese lugar, determinese la
probabilidad de que exista una formacion del tipo I1.

Los clientes se encargan de evaluar los disefios preliminares de
varios productos. En el pasado, el 95 % de los productos con ma-
yor éxito en el mercado recibieron buenas evaluaciones, el 60 %
de los productos con éxito moderado recibieron buenas evalua-
ciones y el 10 % de productos de escaso éxito recibieron buenas
evaluaciones. Ademids, el 40 % de los productos ha tenido mucho
éxito, el 35 % un éxito moderado y el 25 % una baja aceptacién
[64, p. 93].

a) ¢Cudl es la probabilidad de que un producto obtenga buena
evaluacion?

b) Si un nuevo disefio obtiene una buena evaluacion écudl es
la probabilidad de que se convierta en un producto de gran
éxito?

¢) Si un producto no obtiene una buena evaluacién, écudl es
la probabilidad de que se convierta en un producto de gran
éxito?

Tipos de variables aleatorias
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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Sea X una variable aleatoria tal que

0,2 si —1<x<0
fx@)=30,2+cx si 0<zx<l1
0 en otro caso.

Determinar ¢ y obtener la fda de X [16, p. 93].

Determine el valor o los valores de ¢, para que las siguientes
funciones sean una fdp

o f(x) = cos(x)] (g, () 0 r< -1
‘f(x) = chI(_(,C)(x) ° f(x) =4 —cx -1<x2<0
o [(x) = cx%e " [(g,00) () ce™ >0

Muestre que (1.11) satisface las propiedades de una fmp (defini-
cién 1.11, items a) y b)).

Muestre que (1.12) satisface las propiedades de una fmp (defini-
cién 1.11, items a) y b)).

La probabilidad de que un paciente se recupere de una delicada
operacion de corazon es 0,9. {Cudl es la probabilidad de que:

a) exactamente 5 de los préximos 7 pacientes que se sometan
a esta intervencion sobrevivan?

b) alo mds 2 de los préximos 10 pacientes que se sometan a
esta intervenciéon mueran?

Muestre que (1.138) satisface las propiedades de funcién una fmp
(definicién 1.11, items a) y b)).

El nimero de componentes que fallan antes de cumplir 100
horas de operacién se considera que proviene de una variable
aleatoria con fmp Poisson [19, p. 124]. Si el nimero promedio
de estas es ocho, icudl es la probabilidad de que:

a) falle un componente en 25 horas?
b) fallen no mas de dos componentes en 50 horas?
c¢) fallen por lo menos diez en 125 horas?

Considere el lanzamiento de una moneda legal repetidas veces,
dcudl es la probabilidad de que aparezca un sello solo hasta el
décimo lanzamiento?

Considere el lanzamiento de un dado repetidas veces, {cudl es
la probabilidad de que aparezca el 5 solo hasta el décimo lanza-
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

miento?, {cudl es la probabilidad de que sea necesario lanzar el
dado mads de 6 veces para que aparezca un 5?

Muestre que (1.21) satisface las propiedades de una fdp (defini-
cién 1.11, items a) y b)).

Suponga que el tiempo de duracién de una conferencia de “una
hora” en el auditorio B oscila entre 45 y 80 minutos. Considére-
se que una distribucion uniforme es apropiada para la variable
aleatoria “tiempo de duracién de una conferencia de una hora”,

a) {Qué porcentaje de conferencias durard mas de una hora?
b) {Qué porcentaje de conferencias durard maximo 50 minu-
tos?
Suponga que el puntaje en un examen de ingreso a una institucion
A se puede considerar que sigue una distribucién normal con
media 350 puntos y desviacién estindar 50 puntos. Evaluar la
probabilidad de que el puntaje de un examen seleccionado al azar
en una cohorte,

a) sea menor de 220 puntos.

b) sea mayor de 450 puntos.

c) este entre 300 y 400 puntos.

d) sea menor de 250 puntos o mayor de 400 puntos.

e) Encontrar un punto xy que tenga la propiedad que el 25 %
de los exdmenes tenga un puntaje por debajo de este valor.

) Encontrar un punto xy que tenga la propiedad que el 25 %
de los exdimenes tenga un puntaje por encima de este valor.

Continuando con el ejemplo 1.45, es decir, una variable aleatoria
X con distribucién hipergeométrica de pardametros M, m y n,
evaluar

2) ) (X): b) V(X).

EncontrarlaE(X),laE (XQ) ylaV(X) paralas variables aleatorias
dadas:

¢) En el ejercicio 1.12.

d) En el ejercicio 1.12.

a) En el ejemplo 1.10.
b) En el ejemplo 1.32.

Demuestre que si X ~ Beta(a, 8), entonces:

a ap

[E(X):a+/3 Y \/(X):(a+ﬁ)2(a+,8+l)'
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29.
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Sea X ~ Beta(a,b) cona, b € Z* tales que a+b = n+ 1. Muestre
que para 0 < x < 1 la fda se puede expresar como:
ff’ua—l(l_u)b—ldu n

0 — Z (Z)xk(l _x)n—/e.

ﬁ)l w1 —w)b-1du =,
(1.64)

La expresion en el centro se denomina funcion beta incompleta

I(z;a,b) =

regularizada (ver [1]).

Muestre que si X sigue la fdp dada en (1.29), el valor esperado y
la varianza estdn dados por:

1.2 N 2 2
ux = CH+3o InC y 0_}2( — C2u+(r lnC(CO' lnC_l)’

Funciones generadoras

30.

31.

32.

Sea X una variable aleatoria con distribucién Laplace, esto es,

v — al

fX(x)=%exp{— 7 }, r €R,

en que a y b son pardmetros de localizacion y de escala, respec-
tivamente, tal que ¢ € Ry b > 0. Mostrar que la fgm es dada

por:

eal

mx(l):m, si i < Z
Evaluar E(X) y E(X?) usando la fgm presentadas en los ejemplos
1.77,1.78,1.79, 1.80 y 1.81.
Para las siguientes fmp o fdp, segun sea el caso, encuentre la fgm
y obtenga a partir de ellala E(X) y V(X).

a) La familia binomial negativa de pardmetros n (fijo) y 6,

xX

n+x—-1\ , .
fx(x) = ( n 1 )9 (1 —9) '1{0,1’2,”_}(‘%), para 0<0<1.

b) fx(x) =%, 0<ux<c [20,p.80].
¢) Distribucién Gumbel

fx(x) = %exp{_(xb_ a)}exp {—exp (_(xb_ a))} ,reR, b>0.
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33.

34.

35.

36.

37.

0 xr<-1
d) f(@)=9-—cx -1<2<0
ce % x>0

Encontrar la funcién caracteristica de X para las siguientes distri-
buciones:

a) Binomial negativa (r,p).

b) Gamma(r,q1).

¢) Weibull (1,@). fx(z) = dax® e ™ con 0 < z < oo,

a>0yA>0.

Sea X una variable aleatoria con fdp fx(x) = %e"“', £ numero
real [59, p. 289]. Muestre que la funcién caracteristica de X es
dada por ¥x (t) = —5

1+:2°
Sea X una variable aleatoria con fdp fx(x) = (i + %) I10,9)(x) +
%I(—I,O) (x) [59, p. 290]. Obtenga la funcién caracteristica de X
y verifique su respuesta calculando ¢ x (0).
Sea X una variable aleatoria tal que X ~ N (u,02) [59, p. 290].
Obtenga la funcién caracteristica de X2 e identifique la fdp.
Usando la férmula de Stirling dada en (1.46), demuestre que:

Cim+x) m
C(m) X

(1+5) (m+6)2, x>0, (1.65)
m
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[+ VEY[X)] V() =E[V(Y[X)]+V[EY[X)] V() =EV(Y[X)]+V[EY[X)] V(I)=EV(Y

V(Y) =E[V(Y[X)]+ VE(Y[X)] V() =E[V(Y[X)]+V[EY[X)] V()=E[V(YI[X)]+ V[E(Y]X)

J+VEY[X)] V() =E[V(Y[X)]+V[EY[X)] V() =EV(Y[X)]+V[EY[X)] V()=EV(Y

V(Y) =E[V(Y|X)]+ VE(Y[X)] V(Y)=E[V(Y[X)]+V[E(Y[X)] V() =E[V(YI[X)]+ V[E(Y]X)

J+VEY|X)] V() =EVY|X)]+VEY|X)] V() =EVY|X)]+V[EY[X)] V() =E[V(Y

V) =E[VY[X)] + VIEY|X)] V() =EVY|X)]+VEY|X)] V() =EVY|X)]+ V[EY]X)

J+VEY|X)] V) =EVYX)]+VEY|X)] V() =EVY[X)]+V[EY[X)] V(I)=E[V(Y

V(Y) =E[V(Y[X)] + VEY[X)] V() =E[V(Y[X)]+V[EY[X)] V({)=E[VY[X)]+ V[EY]X)

[+ VEY[X)] V() =E[V(Y[X)]+VEY[X)] V() =EV(Y[X)]+V[EY[X)] V(I)=EV(Y
(

V(Y) =E[V
1L VIE(YIX) V(Y)=EWV(YIX)+VEYIX)] V() =EVYIX)+VEYIX)] V)=E[V(Y

YIX)I+VIEY|X)]  V(Y)=E[V{[X)] +VIEY|X)] V() =E[V({Y[X)] + VE(Y|X)
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En este capitulo se desarrolla la teorfa del capitulo anterior para el caso en el
que se trabaje con muchas variables aleatorias, se considera primero el caso
bivariado.

DEFINICION 2.1. Vector aleatorio bidimensional. Seq Z (w) = (X (w),Y (w))
para cualquier w € €, entonces:

n Z(w) es un punto en el plano euclidiano R2.

w7 define una funcion de Q a R2.

» Dada € = {By c R} la clase de todas las regiones rectangulares limitadas
por las lineas x = a,x = b,y =c,y =d cona < b, ¢ < d, tal que:

By = {(x,y) € RZ:a<x<b,c <y<d}, a,byec,deR. (2.1)

10 que contiene a € es el campo de Borel B2 en R2.

w7 se llamard un vector aleatorio bidimensional si 7~ (B?) c €.
w Z-1(B2) es el o--campo inducido por Z, es decir, Z~1(B?) = 0 {Z~ 1 (By)}.

El minimo o -campo

En otras palabras, Z serd un vector aleatorio bidimensional si'y solo si Z~1(B?) es
un evento para cualquier rectaingulo By en R? (ver [11, p. 80]).

Ejemplo 2.1. Sean X = 14, Y = Iz como en (1.10) y defina Z = (14,1g) como

(0,0) si weA°NB°,
(1,0) si weAnB,
0,1) si weA°NnB,
(1,1) si weAnB.

Z(w) =

Determine la funcién inversa de esta aplicacion.

Solucion. Considérese la region rectangular en el plano cartesiano dada en
(2.1). Sea €6 = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}, si el rectdngulo By contiene solo

uno de los puntos de 6, entonces:

AN B¢ si By contiene solo el punto (0,0)
7-1 (By) = ANB° siBg contiene solo el punto (1,0)
2 A°N B siBg contiene solo el punto (0,1)

ANB si By contiene solo el punto (1,1).

10Un campo es una clase de conjuntos no vacia ., cerrada bajo complementos, es decir,
siA € o, entonces A° € &,y cerrada bajo intersecciones finitas, es decir, si 4, B €
o, entonces A N B € o. Para ser un o--campo & debe ser cerrada bajo complementos
y cerrada bajo intersecciones contables. Un campo que contiene un nimero infinito de
conjuntos puede no ser un o--campo.
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Si el rectingulo Bg contiene mds de un punto de 6, entonces:

%] si By no contiene ningun punto de 6
A°NB°+ANB° siBy contiene solo los puntos (0,0) y (1,0)
A°NB°+A°NB si By contiene solo los puntos (0,0) y (0,1)

771 (Bg) =
(Be) A°NB +ANB si By contiene solo los puntos (0,0) y (1,1)
Q si Bg contiene los cuatro puntos de 6,
en que C + D denota C U D siempre y cuando C N D = @. o

DEFINICION 2.2. (Variables aleatorias independientes). Sean X y Y dos va-
riables aleatorias reales definidas sobre el mismo espacio de probabilidad. Si para
cualquier pareja de conjuntos Borel Ay B de R se tiene que:

P(XeAdYeB)=P(XeA)P(Y €B),
entonces X yY se dice que son independientes.

Las variables aleatorias X, Y se denominan “independientes” cuando:

F(z,y) = Fx (2)Fy (). (2.2)

Nota 2.1. Para todo v; con fy (y) > 0y todo conjunto Borel A de R, se tiene que:

P(X e AlY =) = /A Fe (aly) de.

21. Distribucion de probabilidad conjunta

Aligual que en el caso univariado, existen variables aleatorias bidimensionales
asociadas a otra funcién llamada, fmp o fdp conjunta. Cada par de valores
representa la medicién de dos caracteristicas de un mismo individuo, ya
sea de forma individual o conjunta, lo que puede interpretarse como las
componentes de un vector.

n Caso discreto:

Dadas dos variables aleatorias X, Y, se llama “fmp conjunta” de X y
Y ala funcién p(z,y) = P[X = x,Y = y] si:
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a) p(x,y) = 0 para todos los valores de x, y.

b) XX p(x,y) = 1.
xy

Las “fmp marginales” de las variables aleatorias X y Y son dadas por:

P(X =2) PY =y)
—— =y y T~ =) py).  (23)
px(x) y Py () z

La “fmp condicional” de Y dado que X = x es definida como:

p(x,y)
px(x)

De manera similar se define la fmp condicional de X, dado que Y = y.

pyix(ylx) = con px(x) > 0. (2.4)

Las variables aleatorias X, Y se denominan “independientes” si para
todos los valores de x y y, se cumple que:

p(x,y) = px (2)py (). (2.5)

Caso continuo:
Si X, Y son dos variables aleatorias, entonces la funcién f(x,y) se dice

que es la “fdp conjunta” de X y Y si:

a) f(x,y) > ( para todos los valores de x, v.

b) f ff(x,y)docdy—l

—00 —00

Las “fdp marginales” de las variables aleatorias X, Y son dadas por las
integrales

(@) = / fandy vy )= / Sy de.  (2.6)

En este caso, la “fdp condicional” de X dadaY = y es definida como:

_[(x,y)
Iy (xly) = %0 con A > 0. 2.7)

De manera andloga, se define la fdp condicional de Y dado que X = x.

Por otra parte, las variables aleatorias X, Y son “estadisticamente inde-
pendientes” si se satisface que:

o) (@) = fx (@) fy (). (2.8)
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Ejemplo 2.2. Una urna contiene tres bolas rojas iy dos bolas verdes, se extrae una
muestra aleatoria de tamaiio 2 (con reemplazo) [16, p. 260]. Sean:

{ 1 sila primera bola extraida es roja

0  sila primera bola extraida es verde

{ 1 sila segunda bola extraida es roja

0  si la segunda bola extraida es verde

Determine:
1) La fmp conjunta. 2 P(X=zx|Y=k), k=0,1.

Solucion. Primero se determina el espacio muestral de este experimento
estadistico:

Q ={(R1,R1),(R1,R9) (R1,R3),(Rg,R1)(R2,R9),(Rg,R3) (R3,R1),
(Rg,Rg)(R3,R3),(R1,/1)(R1,V9) (Re, V1) (Re,Va) (R, V1),
(R3,V9),(F1,R1),(Ve,R1),(V1,Re),(Va,R9) (V1,R3) ,(Vo,R3),
), Fe) (Ve 1), (Va,Va) }

Luego,

1. La fmp conjunta estd dada por:

X Y 0 1 Total
0 4/25 6/25 2/5
1 6/25 9/25 3/5

Total 2/5 3/5 1

Nétese que las fmp marginales son idénticas, es decir, son variables
aleatorias idénticamente distribuidas.
2. Las probabilidades condicionales quedan:

P(X=xY=0)

{QM i x=0
P(X =zlY =0) = =

3/6 si x=1
2/6 si x=0
3/6 si x=1

P(Y = 0)

HX:ﬂY:D:P“:LY:D:{

PY =1)
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2.2. Funcion de distribucion conjunta

La “fda conjunta” de dos variables aleatorias X, Y se define como:
F(x,y) =P[X <z,Y <y]. (2.9

Las “fda marginales” de las variables aleatorias X, Y estin dadas por:

P[X < z] P[Y <y]
——— = lim F(x,y) y — = lim F(z,y). (2.10)
Fx(z) 7% F) 7

Las “fdas condicionales” de X, dadaY =y, yde Y, dada X = x, son definidas

comao:

F(x,y)
Fy(y) Y

con Fy(x) >0y Fy(y) > 0.

F(x,y)
2.11
Fx(z)’ @1

Fxy(zly) = Fy|x (ylx) =

Ejemplo 2.8. Segiin [16, p. 268], si X v Y son variables aleatorias con fdp
conjunta dada por:

e_x/ye_y

Joxyy(x,y) = x>0,y>0.

Encuentre P(X > 1]Y =y).

Solucion. Primero se determina la fdp marginal de Y, es decir,

e_x/ye_y

X,

K () =/0 Jx.y)(x,y) dx:/() 5

haciendo el cambio de variable « = y£ entonces du = %, luego,

for = [Cetdim e (—efy e
Luego Y ~ exp(1) y se tiene que:

— f(X,Y)(x,y) B e~y
ety = TEn )

y > 0.
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Por lo tanto,

e

x/y de ( _7)
= —e v
Y

P(X > 1|Y=y)=/1 fxy<oc|y)obc=/l

Nota 2.2. Regla de Bayes. Dado que la “fdp condicional” de X dadaY =y es
definida como:

fxy (xly) = % con  fy(y) = /_w oy (@,y)de > 0. (2.12)

Ademds, f(x y)(x,y) = fx(x)fyix (), entonces:

JOok)f(@)  fOl)f(x)

= — (2.13)
/) 5 Ol f(x) da

f(xly) =

2.3. Valores esperados y momentos

En esta seccién se estudiardn los conceptos de valor esperado y momentos
para distribuciones de probabilidad conjuntas.

DEeFINICION 2.8. (Ley del estadistico inconsciente). Segiin [19, p. 191], si X y
Y son variables aleatorias que se distribuyen conjuntamente, el valor esperado de una

Juncion de X y deY, h(x,y), se define como:

Sy h(x,y)P(X =a,Y =) si X, Y son discretas,

E[A(X,Y)] ={ = e

f / h(x,y) fix,vy(x,y)dy de  si X, Y son continuas.
Ejemplo 2.4. Segin [19, p. 192], si X y Y son variables aleatorias con fdp
conjunta:
%(x+y)e‘1 sio >0,0<y<1

fx,y) = {

0 en otro caso.

Determine E [}L (X ,Y)] donde h(x,y) = xy.

Solucion. En este caso,

) 1
[E[h(X,Y)] =[E[XY] =‘/0 '/0 %xy(m +y)e *dydx
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1 > , 2 1 .
=§/O xge_"”dx+§/0 xe ' dx,

usando el método tabular empleado en el ejemplo 1.63 (ver tabla 1.10):

T—>00 T—>00

[E[h(X,Y)] = % [—;1326_’r — Qxe™" — Qe_x]

=0

2 9 8
=3+ 79 4

2.4. Valor esperado condicional

Sean X y Y variables aleatorias distribuidas conjuntamente, entonces el valor
esperado de la variable aleatoria X, dado Y =y se define como:

2xpxy (zly) si X, Y son discretas,

E[X)Y =yl =1 "
f x fx|y (x]y) de  si X, Y son continuas.

—00

Teorema 2.1. Propiedades del valor esperado condicional. Las propiedades
Jundamentales de [E [Y|X = x] son las siguientes:

1) Ley de esperanza total: El valor esperado respecto a la ley de probabilidad
de X proporciona E(Y), es decir,

E[E[YIX =z|]| = E[Y]. (2.14)

1) El valor esperado condicional de una variable aleatoria que es el producto de
Y por una funcion h(X) de la variable aleatoria X satisface:

E[A(X)Y|X = x| = h(x) E[Y|X = 2], (2.15)
tal que E [h (X) Y] sea finita.
Demostracion. Ver detalles de la prueba en [83, p. 55]. uf

Ejemplo 2.5. Segin [16, p. 262], dadas X y Y variables aleatorias con fdp

conjunta:

xz+y si O<ax<1, O0<y<1

0 en otro caso.

Jox vy (@,y) = {

Determine:
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L fxpy(zly) 2. Fxpy(xly) 3. E[XIY =y].

Solucion. Primero se determina la fdp marginal de Y, es decir,

1

) 1 1‘2 1
K =/ foxy) (@,y) de =/ (x+y)de = |5 +ay|| =5+,
0 0 2 0 2
luego,
iy si 0<y<1
_ 2
K { 0 en otro caso.
Entonces,

1. La fdp condicional queda:

T+
Jxyy(@y) nyy

K ) - 0 en otro caso.

si O<ax<1

=

Ixpy (zly) =

2. Lafda condicional queda

x

x t+
FXIY(ny):'A leY(tb’)dt:/l ~di
0

gty
9 x 22
1 [t g txy
:1 §+ty = 1
g Ty 0 g Ty
0 si <0
2
= Ilig;y si O<a<1
1 sio x> 1.

3. El valor esperado condicional es

1
1
[E<X|Y=y>=/0 fo|y<x|y)dx—/ ”dx

l
2
1 (x3 x2 )
= 4+ —

1
1 I 1
ST
0 2 +y\3 2
Ejemplo 2.6. Segiin [16, p. 266], dadas X y Y variables aleatorias con fdp
conjunta:

en otro caso.

f(x,y)—{2y€x si x>0,0<y<2
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Determine [E[exp{X/2}|Y = 1].

Solucion. Primero se determina la fdp marginal de Y, es decir,

<1 1 R |
= —ye W = ——p W = —
F () A Ve dx 3¢ T3 0<y<?2.
Nétese que Y ~ U(0,2). Luego,
x, .
iy (xly) = fﬁ(/(yy)) =ye ", x>0

Por lo tanto,

[E[eX/2|Y = 1] =/ et/? (ye_xy)|y:1dx =/ 2o~ da
0 0

o9

=0

— _26—:6/2
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o

Teorema 2.2. Sean X v Y variables aleatorias reales definidas sobre un espacio de
probabilidad (Q, F, P) y h(-) una funcion tal que h(X) es una variable aleatoria.

St [E[h (X )] existe, entonces (ver [16, p. 268]):

E[2(X)] = E[E[A(X)V]]

Demostracion. Supéngase que X y Y son ambas variables aleatorias discretas.

Entonces,

Ey[Ex[(X)IY] ] = D Ex[h(X)IY =] P(Y =)

N— y

=Y Y h@P(X =2, =y)
y x

zzh(x) DP(X =12,Y =y)
:Zh(x)P(X = z) = E[h(X)].

P(Y =y)

D h@)P(X =aly =y)

La cual es similar a la expresion (2.14).
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2.5. Varianza condicional

Sean X y Y variables aleatorias definidas sobre un mismo espacio de proba-
bilidad. Si E[Y?] < o, la varianza condicional de Y, dada X = z, se define
por:

V[Y|X = 2] = E[Y?|X = 2] - (E[YIX = z])*. (2.16)
En general, [E[Yk|X = ;c] parak = 1,2, ..., se establece como sigue:
Zyku|X (y|x) si X,Y son discretas,
E[Y¥X =x] =4 ¥ (2.17)

f_O:O ykfy|X(y|x) dy si X,Y son continuas.

Teorema 2.3. Descomposicién de la varianza. Si X v Y son variables aleatorias
distribuidas conjuntamente, entonces la varianza de cualquiera de ellas se puede
descomponer como:

V() = E[V(Y|X)] + V[E(Y|X)]. (2.18)
Demostracion. Tomando esperanza en la expresion (2.16) se obtiene:

E[V(Y[X)] = Ex [Ey [Y2X]] - Ex [ (Ey [Y1X])’]
= E(Y?) - Ex[E2(Y[X)].

Por otra parte,

VIE(YX)] = Ex [EZ(Y1X)] - (Ex [Ey (Y|X)1])*
= Ex[E} (Y1X)] - (E(Y))”.

Sumando las dos ultimas expresiones se obtiene el resultado. o

Teorema 2.4. Descomposicion de la covarianza. Si X, Y y Z son variables
aleatorias sobre el mismo espacio de probabilidad, vy las covarianzas de X yY son
finitas, entonces:

Cov(X,Y) = E(Cov(X, Y|Z)) + Cov(E(X|Z), E(Y|Z)). (2.19)

Demostracion. Esta férmula se prueba usando la ley de esperanza total: por
la expresion de la covarianza (1.44) se tiene que:

Cov[X,Y] = E[XY] - E[X]E[Y].
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Al reescribir el lado derecho en términos de la ley de esperanza total condi-
cionada por la variable aleatoria Z se obtiene que:

Cov[X, Y] = E[E[XY|Z]] - E[E[X|Z]]E[E[Y|Z]].

El término dentro de la primera esperanza del lado derecho se reescribe
usando la definicién de covarianza:

Cov[X,Y] = E[Cov[X, Y|Z] + E[X|Z]E[Y|Z]] - E[E[X|Z]]E[E[Y|Z]]
=E[Cov[X,Y|Z]] + E[E[X|Z]E[Y|Z]] - E[E[X|Z]E[E[Y|Z]],

aqui se usé el hecho que el valor esperado es lineal. Finalmente, nétese
que los dos dltimos términos equivalen a la covarianza de la esperanzas
condicionales E[ X |Z] y E[Y|Z]:

Cov[X,Y] = E[Cov(X, Y|Z2)] + Cov[E(X]|Z),E(Y|Z)]. o

Nota 2.3. Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Para dos variables aleatorias
cualquiera X y'Y con [E(XQ) < ooy [E(YQ) < oo (ver [16, p. 210]),

[E(XY)| < E(XY)]) < [E(XD)] P [EQYH)] .

Entonces, )
[C@\/(X,Y)]z < 0')2(0'3

 se tiene la igualdad solo si X — p, = c(Y — p,) para alguna constante c, es decir,
siy solo si X y Y estdn linealmente relacionadas.

2.6. Correlacion entre variables

Una medida de dependencia indica, en cierta medida, lo estrechamente
relacionadas que estdn dos variables cuantitativas X y Y, con extremos en la
independencia mutua y la dependencia mutua completa (siY = g(X), se dice
que Y depende completamente de X o que estdn mutuamente determinadas).
El coeficiente de correlacién de Pearson cuantifica la dependencia lineal entre
las variables X y Y, para luego poder compararlas.

DEFINICION 2.4. De acuerdo con [20, p. 169], dadas X y Y variables aleatorias
sobre una misma poblacion; el coeficiente de correlacion de Pearson se simboliza con
la letra px y, siendo la expresion que nos permite calcularlo:

oxy _E[(X—-p)Y - py)] _ E[XY] - uxpy

PX)yY = = , (2.20)
ox0oy ox0oy ox0oy
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donde:
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oxy es la covarianza entre las variables X yY.
ox v oy son las desviaciones estandar de las variables X y Y, respectivamente.

480 485 490 495 500 505 510 515

Figura 2.1. Coeficiente de correlacién

Nota 2.4. La interpretacion geoméirica de las rectas presentadas en la figura 2.1 es

Notese

Si pxy = 1, existe una correlacion positiva perfecta. El coeficiente indica
una dependencia total entre las dos variables denominada “relacion directa’
cuando una de ellas aumenta, la otra también lo hace en proporcion constante.
Si0 < pxy < 1, existe una correlacion positiva.

St px,y = —1, existe una correlacion negativa perfecta. El coeficiente indica
una dependencia total entre las dos variables llamada “relacion inversa™
cuando una de ellas aumenta, la otra disminuye en proporcion constante.

Si -1 < pxy < 0, existe una correlacion negativa.

Si pxy =0, no existe relacion lineal. Pero esto no necesariamente implica
que las variables son independientes: pueden existir todavia relaciones no
lineales entre las dos variables.

que el valor del coeficiente de correlacion varia en el intervalo [—1,1], donde

el signo indica el sentido de la relacion.

Teorema 2.5. Sean X y Y variables aleatorias, entonces:

1)

pxy = py,x. St X =Y entonces px x = 1.
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1) pxy =0, silas variables X, Y son independientes'!.
) Pax+by = PX,av+h = s1gn(a) px y-
w) |pxy| < 1.

o

Demosiracion. Ver detalles de la prueba en [20].

Nota 2.5. De manera andloga, se puede calcular este coeficiente sobre una muestra

de tamaiio n, denotado como ry, asi:

'Zl (x;i —2)(yi =) '21 xiy; — NIy
= _i= 9.91
T y 7 Y m Y (n _ I)sty ( )
gl(xi - ) gl(yi )
noYL Ay = XX X Yi
3 i=1 i=1 =1

nog n 2 no n 2
n Z x: = (_lei) n .Zlyl' - (Zlyz)

1

Ejemplo 2.7. Segiin [16, p. 226] dadas dos variables aleatorias X yY con fmp

conjunta:
Y
X -1 0 1
1 1/6 2/6 0
2 1/6 1/6 1/6

Definiendo X = (X,Y). Determine E(X), V(X) y px.

Solucion. Primero se determina las fmp marginales:

< Y -1 0 1 P(X =x)
1 1/6 2/6 0 172
9 176 1/6 1/6 172
PY =y) | 1/3 172 1/6

Si A es la matriz cuyos elementos son a;; = p(z;,y;), entonces

1
 vTaA1. 1/6 2/6 0 3
E(X) = X A13_(1 2)(1/6 16 1/6) 1 -5

'El reciproco no es valido, ya que hay variables aleatorias con py,y = 0, pero dependientes,

un ejemplo se puede consultar en [20, p. 171].
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y
RN I
Luego, E(X) = (8/2, —1/6). Ahora se halla:
E(X?) =5/2 E(Y?) =1/2,
por lo tanto,
V(X) = 1/4 V(Y) = 17/36.

Finalmente, se encuentra la covarianza de la siguiente manera:

~5/6
. _ 1/6 2/6 0
(X - E(X)) AW - E(Y)) = (-1/2 1/2)(1/6 6 1/6) ;;g
=506\
Cov(X,Y) ::(0 ~1/12 1/12) 1/6 | = .
7/6

También, la covarianza se puede establecer como:
Cov(X,Y) =E(XY) - E(X)E(Y) = XTAY — (X TAl3)(15AY)
~—— ——

oxy  =XTAY - XTA(131])AY = XT(A-AJA)Y, (2.22)

donde J = 1314 es una matriz de unos, por lo que:

1 0\ (1/6 2/6 0 1/6 2/6 0
0 1 "(1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
(1/2 -1/2)\(1/6 2/6 0 0 &5 -1

“(—1/2 1/2)(1/6 1/6 1/6 (o -5 -% )'

(Iy— AJ)A =

Por lo tanto, al sustituir en (2.22) se tiene que:

B 1
C@WLXAQ::(I 2)( 8 R ) 0 |=—.
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Por consiguiente, la matriz de varianza covarianza queda:

1 iz 1
EX:(Zll %%) = pPX = ! =
2 36 11 V17

aqui se establecid el coeficiente de correlacién mediante (2.20).
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2.7. Distribucion de suma de variables

aleatorias independientes

En muchos casos es conveniente definir nuevas variables aleatorias en tér-
minos de X; y X9. Cuando estas variables son no negativas, la variable
S = X, + Xg es de gran interés. Denotando las fda de X; y X9 por F' y G,
respectivamente, la convolucién entre las funciones F' y G es un operador
matemadtico que las convierte en una nueva funcién H, que representa la
magnitud en la que se superponen F'y una version trasladada e invertida de

G. En este caso, la {dp, hg(s), y fda, Hg(s), estdn dadas por:

;P[Xl ZS—y’XQ :y]
y<s
hs(s) =1 s

[ fixi x) (s = 3,3) dy

0

si X1, X9 son discretas,

si X1, X9 son continuas.

Y P[Xi=x,Xg =]
xT+y<s
ff Jix1,x0) (@,y) dzdy  si Xy, X son continuas.

{x+y<s}

si X1, X9 son discretas,
Hs(s) =

Cuando las variables X y X9 son independientes, entonces:

ZP[Xl =s—y]P[Xe =y] siXj, Xy son discretas,

y<s

hs(s) = s
/ fx, (s —y)d [GX2 (y)] si X1, X9 son continuas.
0
Z Fx,(s—y)P[Xg =y] siXj, Xg son discretas,
Hs(s)={ "%

/‘ Fx, (s —y)d [GX2 (y)] si X1, X9 son continuas.
0

(2.28)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Por la propiedad de simetria, las f{da F' y G se pueden intercambiar sin afectar

la convolucién. Las variables aleatorias positivas son de interés especial, ya

que si /'y g estdan definidas en (0,0), la convolucién [ * g dada en (2.26)
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queda:

(f *g)(s) = /O ey (5 — ), () dy = /O (g, (- 2) de. (2.29)

Teorema 2.6. Propiedades fundamentales de las convoluciones. Sean [, g
y h fdp, la convolucion de ellas satisface que:

1. Conmutatividad: (f = g)(s) = (g * [)(s).

2. Asociatividad: [f = (g = h)](s) = [(f = g) = h](s).

8. Distributividad: [f = (g +h)](s) = (f = g)(s) + (f = h)(s).

4. Multiplicacion por escalar: [a (f = g)](s) = [(af)*g](s) = [[ *(ag)](s).

5. Regla de derivacion: B(f + g)()] = [D(f) *£1(5) = [f + D()](5),
donde 9 = % denota el operador derivada.

Demostracion. Queda como ejercicio para el lector. o

Ejemplo 2.8. Segiin [85, p. 895], dadas X1, X9 variables aleatorias indepen-
dientes Poisson con pardmetros A y u respectivamente. Sea S = X1 + Xg, calcule
hs (s) usando:

1) Elméiodo de convoluciones. 2) La propiedad 4 de la fgm.

Solucion.

1) Usando la expresion (2.25) de convolucion se tiene que:

S

B ’usfx 2 pE:
hs(s) = > P[Xo=s—-x|P[X| =x] = e H———e"—
; ;} (s—x)! a
) & 1)’
¢ > (*)wrmrar = BEA -, (2.30)
s! H\x s!

luego, S se distribuye Poisson con pardametro A + u.
2) Empleando la propiedad 4 de la fgm:

my, +x, (1) = mx, (t)mx,(t) = exp {4 (exp(t) — 1)} exp {p (exp(t) — 1)}
=exp{(4 + p) (exp(t) - D},

que corresponde a la fgm de una variable aleatoria con distribucién
Poisson de pardametro A + u. Por lo que,

X1 +Xo~P(A+ p). o
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Ejemplo 2.9. De acuerdo con [75, p. 66], dadas X y Xo variables aleatorias
independientes donde X1 ~ B(ny,p) v Xo ~ B(ng,p). éCudl es la distribucion de
X1+ Xo?

Solucion. Usando la propiedad 4 de la fgm:

mx,+x, () = mx, (t)mx, (t) = [pe' + (1 =p)]"" [pe' + (1 - p)]™
= [pe' + (1 =p)]"™™,

que corresponde a la fgm de una variable aleatoria con distribucién binomial
de pardmetro ny + ng y p. Entonces:

X1+X2~B(n1+n2,p). o

Ejemplo 2.10. De acuerdo con [75, p. 67], dadas X y Xo variables aleatorias in-
dependientes donde X1 ~ N (u; ,0'12) y Xg ~ N( ug,o'g). éCudl es la distribucion
de X 1+ XQ?

Solucion. Usando la propiedad 4 de la fgm:

012[2 0'22t2
mx,+x, (1) = my, (t)my, (1) = exp {tuy + exp{lug +

2 2
9,2 9,9 9
ol o5t t ¢ ¢
1 2
= exp {t,ul +lug + 5 + T} = exp {t(,ul + u9) + E(o-f +ouj)},

que corresponde a la fgm de una variable aleatoria con distribucién normal
5 2 2 Z.
de pardmetros uj + pg y oy + oy Asi:

X1+X2~N(,ul+p2,0'12+0'22). o

Ejemplo 2.11. Sean X, v X9 dos variables aleatorias independientes donde
X1 ~ Exp(1) y X9 ~ Exp(Q). éCudl es la distribucion de X7 + Xo?

Solucion. Usando la propiedad 4 de la fgm:

2
mX1+X2(t):mX1(t)mX2(t):( 1 )( : ):(llt)

[y i gy

T2
que corresponde a la fgm de una variable aleatoria con distribucién gamma
de pardametros 2 y 1. Asi:

X1 + Xo ~ gamma(2,1). o
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Ejemplo 2.12. Sean X| v Xg dos variables aleatorias independientes tal que
X1 ~ gamma(ry,d) y Xg ~ gamma(rg,A). éCudl es la distribucion de X1 + Xo?

Solucion. Usando la propiedad 4 de la fgm:
1 1 1 r 1 r1+ry
mX1+X2(Z) = le(t)mX2(t) = ( ) ( ) - ( ) ’

-] \1-¢ - L

que corresponde a la fgm de una variable aleatoria con distribucién gamma
de pardametros 7| +rg y 4. Asi:

X1+ X9 ~ gamma(r1 +r2,/l). o

Ejemplo 2.13. Segiin [16, p. 261], dadas X v Xg variables aleatorias indepen-
dientes con fmp Poisson de pardmetros A y u, respectivamente. Calcular el valor
esperado de X, bajo la condicion X1 + X9 = n, con n entero no negativo.

Solucion. Como:

P(X;=x,Xg=n-z) P[X;=2]P[Xg=n-z]

P(X) =z|S =n) = PS=n) P(S =n)

>

donde S = X + Xg, por la expresién (2.30) se tiene que:

P(S=n)= @+ wr +"u) e~ ATH)
n.

Por lo tanto,

_/lﬂ —ﬂ ll’ﬂ*l .
e " are (n—-2)! n! /lx/.ln x

%e—(mm S (n—a)lal (A + )

CﬂﬂiuY&fuyﬁ‘

Es decir, X; bajo la condicién X; + Xg = n se distribuye binomial con

P(X] =x|X1 +X2 = n)

pardmetros n'y p = /I/ITp Por lo tanto,

A
A+u

[E(X1|X1+X2:n):n o

2.8. Transformaciones de variables aleatorias

En algunas ocasiones es necesario conocer la distribucién de probabilidad de
una funcion o transformacion de una variable aleatoria. Hasta este momento,
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estamos en condiciones de modelar un fenémeno en términos de una variable
aleatoria X mediante su fda Fx(x). La pregunta es si estamos ademads en
condiciones de estudiar el comportamiento de aquellas variables aleatorias
que son trasformaciones de X. En esta seccién se presenta una técnica que
permite conocer el comportamiento probabilistico de U = g(X).

Teorema 2.7. Teorema del cambio de variable. Sea X una variable aleatoria
con fdp fx v sea g una funcion estrictamente mondtona y diferenciable, con inversa
diferenciable g='. Entonces la fdp de la variable aleatoria U = g(X) es

fotw) = fxlg™ @) ]%g—uu) . 2.31)

Se puede expresar de una manera mds intuitiva como:
dy
-1
pw=k0|Y e -,
u
Si g no es biyectiva, entonces se pueden encontrar subconjuntos de R en los que g es
biyectiva, v aplicar el teorema separadamentie en cada subconjunto.

Demostracion. Ver detalles de la prueba en [20, p. 51]. o

Ejemplo 2.14. Sea X una variable aleatoria con fdp normal estindar, defina

U = X, determine la fdp de U.

Solucion. Considere u = g(x) = €%, la cual es una funcién creciente de x vy,
ademds, que g(x) es diferenciable. Ahora:

u=gx)=¢" = g ') =z =1nu.

Luego,
d _,; 1
8 W=_

Puesto que U = X satisface las condiciones del teorema 2.7, se tiene que:

Jo(u) = fxlg™ )]

exp{—%(lnu)g}.

d -1 )‘ 1
_g u =
du Voru

Por consiguiente,

L_exp {—l(lnu)Q} siou>0
fU(u) — 2nu 2
0

en otra parte,

es decir, U ~ LN (0,1). o
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2.9. Normal bivariada

El andlisis de nubes de datos fue realizado por primera vez por el cientifico
britdnico Francis Galton (1822 - 1911), quien describi6 las propiedades de
la distribucién normal bivariada y su relacion con el andlisis de regresion y
también introdujo el concepto de correlacién, posteriormente desarrollado
por Pearson y Sperman.

2.91. Distribucion normal bivariada estandar

Las variables aleatorias X y X9 se dice que tienen distribucién normal
bivariada estindar con correlacion p siy solo si:

X1 1 0 Z1
Xo)——\p V1-p2]\Zy

donde Z; y Zg son variables normales estdndar independientes. En cuanto a

Xi1=7
Xo = pZ1 + N1 - p?Zy,

sus marginales, tanto X como Xy siguen una fdp normal estdndar. Ademds,

(Xo|X1 =a1) ~ N(pa1, 1 - p?) (2.32)
(X11Xg = a9) ~ N(pzg, 1 - p).

Si X = (X1,X9), la fdp conjunta de X; y X9 estd dada por:
Jx(x1,9) ! { ! (47 - 2pw1as + )} 2.33)
X (X1,r9) = —F———¢€xXp pr1x9 + X . .
2141 — p? 2(1- p?) 2

Si X} y Xg tienen fdp normal bivariada estandar, se dice que X y X9 son
independientes si y solo si p = 0.

2.9.2. Distribucion normal bivariada

Si X = (X1,X9) es un vector aleatorio en R? tal que X; ~ N(u1, 0'12),
Xg ~ N(pg, o)y p(X1, Xg) = p, definiendo:

Z

Zyl’

)G+ (5 ) v
Xo)  \po 0 o9)\p +1-p?

12 Aplicando descomposicién de Cholesky a la matriz de correlaciones.
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donde Z1 y Zg son variables normales estindar independientes, por lo tanto:
Xy = +012) y X2=,112+0'2(PZ1+ VI_PQZQ),

entonces la fdp conjunta de X y X9 tiene una distribucién normal bivariada
con media gy y matriz de varianza-covarianza Xy, dada por:

(@) = ———exp {—% (= my) 2R (o - m} @3
2n|Zx |2

En este caso, el determinante estda dado por:

2
o o109
2al=| T PO <ot - prated = (1 pPrated,
poioy O
y la inversa estd dada por:
¢ -1 ¢ 1 =
( o'l2 pa‘lo'g) (1= P2~ 1( 0'22 —pmo'g)_ 1 2 T
’ 2 - 2,2 _ 9 =T -» E
poiocy O oo poiocy o -0 \7e o

por lo que la forma cuadritica que aparece en el exponente seria:

(x = 1) 2 (x — p)

(-G (2 )M

xy- #1 _ plxa—p9)

1 o109
T 12 (xl THL T2 'UQ) x9— #2 _ plai—p)
p 1079
1 g9 — 9 — 2
- :“1 _2p 27 Mo (T2 He
1-p? ol o1 op) op)

Luego, la fdp dada en (2.84) queda:
1

Jx(x) = X
2r((1 - ;)2)(7'19‘0'22)§

1
‘”‘p{_m —0?)

Haciendo los cambios de variable,

(x1 = u1)* 2/0(361 — p1) (g — pg) N (g — pg)*

B)
91

3 .
01079 or }

- U1 X9 — K2
Y1 = y Yo = ’
(o g9
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entonces, f(v1,y2) coincide con la expresion (2.33), es decir, es una fdp
normal bivariada estdndar.
2.9.2.1. Transformacion lineal de las variables

Usando la transformacién dada en (B.4) (ver apéndice B.1.1), se tiene que:

cos@ senf)\ [x] —
y:(yl):( )(1 “‘):Ag(x—p). 2.85)
V9 —senf cos@) \xg — ug

Luego, el exponente de la expresion (2.34) se reescribe como:
_ _ -1 _
(- ) "2 (- 1) = (Agy) "I (Apy) =y T(AJExAg) ¥ =yTEyy,
ya que Ag es una matriz ortogonal, entonces A, = A;l. Luego,

O-;Vzl 0—3'12}’2) _ ( cosf  sen 9) (
Oyye Oy —send cosf
2 cos 2 o2 Lo )
_ (0’ cos” 0 + oy sen” 0 + pojog sen 26 pO109 cos 26 — 5(0’1 - 2) sen 260 ) ’

a’f po1og) [cosf —senf
pO1079 o senf  cosf

1

1(.2_ 9 9 a9 9 9
po10gcos20 — 5 (o7 —0y)sen20 o sen® 6 + 05 cos® § — porjog sen 26

por la expresion (B.6), el dngulo de rotacién 6 se puede establecer como:

pPT10Y

2_ 9
01 0y

tan(QG) =92 0< o9 <0y, (2.36)

nétese entonces que la covarianza entre las coordenadas del vector Y, cu-
yo valor depende del dangulo 6, es igual a cero. Por otra parte, usando las
siguientes identidades trigonométricas (ver [5, p. 120])

2cos®0 = 1+ cos(26) y 2sen?6 = 1 —cos(20), (2.37)

y a partir de la expresion (2.86) se deducen las funciones trigonométricas

para el dngulo doble en términos de las varianzas iniciales, 0'12 y 0'22,

2 21
sen(20) = pX y cos(260) = K ,
V(K2 = 1)2 + 4242 V(K2 = 1)2 + 4242

donde k = o1 /09, sustituyendo en (2.87) el valor de cos(26) se tiene que:

2 _ . 2 _
cos2 0 = l + ( /2 y sen?f = — (x D/2

2 V(- 1)2+4p2k? 2 JE_1214p%2

Empleando estas expresiones, los elementos de la diagonal de Xy se definen
en términos de las varianzas iniciales; es decir,
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0'y21 =a';2 cos® 6 + 0'22 sen? 6 + pojog sen(20) = poog sen(26)
92 9
(o -1 (o -1
+—1(1+ a )+—2(1— K
2 V2 =12 + 4p2x2 2 V&2 = 1)2 + 4p22
_otral (0} - 3)? .\ 2(po09)*
B 2\/(0' o) +4pPoiod \/(0'11 o) +4pPoiod
_0'12+0'22 (0' -0y 2)2 + 4 p? 0'20'22
2 2\/(0 o2 + 4ploio?
2 2 2 2\2
o +0-‘ o7 — 0¢
122+\/(122)+p 252 (2.38)

De manera andloga, el otro elemento de la diagonal queda:

9 ) 9 2
oy, =07 sen” 0 + oy cos” 6 — poog sen(20) = —poog sen(26)

+0-—12(1+ unlat )+O-—§(l— 1
2 VZ-1)2+4p2%2) 2 VK2 =1)2 + 49242
Lty (o7 ~y)® 2(poroy)”
2 2\/(0' - 0'(2)2 +4po; 2 2 \/(0'12 - 0'22)2 + 4,020'20'22
_0'12+o'§ (0' —0'2)2+4p 2 2
2 2\/(0' —0)? +4poiod
a1 ;’ % \/(”f 5 i )2 + p2ood. (2.89)

Las expresiones (2.38) y (2.39) determinan las componentes de Zy, luego,

2 2
:a—yl 0: 10 ﬁ 2221 0
By (o af?) e (o 1 7| TP g o)

nétese que |Zy| = |[Xx]|. Por lo tanto, la fdp de Y es dada por:

2 . 2
(y_l) N (y_z)
Oy, Oyg

1 1
fY(y) = m exXp {‘5

donde Y es dado en (2.35).

}, con oy, > Oy,
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Ejemplo 2.15. Supingase que el vector aleatorio X es normal bivariado con vector
de medias py y matriz de varianza-covarianza Xx dados por:

~ (0) .o 5 (0,5)V5V8

Encuentre la grdfica de la fdp del vector X.

Solucion. En la figura 2.2 se presenta la {dp del vector X normal bivariado:

Figura 2.2. fdp de la normal bivariada en 3D

Las instrucciones en R para el grifico son:

library(mvtnorm)
remove(list=1s())
x1 = seq(-10,10,0.3); x2 = seq(-5,15,0.3)
media = c(0,5)
Varianza=matrix(c(5, (0.5)*sqrt(5)*sqrt(8), (0.5)*sqrt(5)*sqrt(8),
8),2)
z = matrix(0,length(x1),length(x2))
for (i in 1:length(x1)){
for (j in 1:length(x2)){
z[i,j]1 = dmvnorm(c(x1[i],x2[j1),mean=media, sigma=Varianza)
1
3
persp(x1, x2, z, col="lightgrey", theta=30, phi=20, r=50, d=0.1,
expand=0.5,ltheta=90, lphi=180, shade=0.75, ticktype="detailed",
nticks=5,xlab=" ", ylab=" " zlab=" ")
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210. Familia exponencial lineal

Muchas de las {dp utilizadas en el campo estadistico pertenecen a la fami-
lia exponencial lineal, esta es una ventaja importante con respecto a otros
modelos que no pertenecen a esta familia, ventaja que es una caracteristica
cuando se trata de calcular el estadistico de una muestra aleatoria.

2.10.. Familia exponencial lineal (uniparamétrica)

La familia de funciones de distribuciones de un modelo & = {P,, 6 € O} es
de la familia exponencial de un pardmetro si existen:

» ¢(0) y d(0) funciones de valor real sobre O,

s T'(x) y S(x) funciones de valor real sobre R" y

= Un conjunto 4 ¢ R”, que no depende de 6, tal que la fdp p(x; 6) de
Py se parametriza en términos del pardmetro 6, de tal forma que:

p(x;0) = exp [C(H)T(x) +d(9) + S(x)] Ly(x), (2.40)

donde 14 (.Z‘) es la funcién indicadora del conjunto 4 dada en (1.10).
Nota 2.6. Las funciones c(0),d(0), T (x) y S(x) no son iinicas.

Ejemplo 2.16. (Familia binomial). Sea X una variable aleatoria con distribucion
Bin(m,0), 0 < 8 < 1. Demuestre que es un miembro de la familia exponencial.

Solucion. Reescribiendo la expresion (1.12) se tiene que:

p(x;@):(f)ex(l—e)m--flA(x) con A=1{0,1,2,...,m}

m 9 ; m
- (1) (+55) a-oro.

usando la identidad a® = ¢*"(9) ge tiene que:

p(x;0) = exp {ln{(?)} +ycln(1 f 9) +mln(l - 0)}IA(x),

entonces A = {0,1,2, ...,m} y las funciones son:

c(0)=]n(lf9) d(0) =mIn(1-0)

T(x) = S(z) = m{(’z)} of
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Nota 2.7. La familia de distribuciones obtenida por muestreo de una familia
exponencial de un pardmetro es en st misma una familia exponencial de un pardmetro.

Tabla 2.1. Funciones asociadas a algunas distribuciones miembros de la
familia exponencial (con T'(x) = x)

Distribuc. p(x;0) c(6) d(6) S(x)
Bin(m, 0) | (")6*(1 - 6)"" | In (%) |In[(1 - 6)"] In ()
2(9) Lot In (6) -9 —In(a!)
BN(r,6) [ ("™71er(1-6)" |In(1-6)| rIn(d) In (")
N(@,02) lee—% 4 _%g_i B [721”“2(%)]
G(r,0) | 15 (62) e | -0 rIn(6) In (;ﬁ’(;‘))
NI(6,1) (2731.3)é o iy 4 b (gs)-s

Nota 2.8. De acuerdo con [15, p. 179] una fmp o fdp es de tipo exponencial si

p(x;0) = Zg;

donde a(x) > 0, v(0) = Y a(x) exp{c(8)x} o v(0) = /a(x) exp{c(0)x} dx

segiin sea el caso. Comparando las expresiones (2.40) y (2.41) se tiene que

exp{c(0)T (x)} con T(x)=ucx, (2.41)

a(z) = exp{S(z)} y v(6) = exp{-d(6)}.

Nota 2.9. Cuando el soporte de la fdp depende de 8, por ejemplo, si X} ~ U (0,8),

la familia de distribuciones no son de la familia exponencial.

210.2. Familia exponencial de un parametro en forma
natural

Esta clase se obtiene reparametrizando (2.40) al usar n = ¢(0). Entonces,

P(2:0) = {exp [L(QT(;.:) +d(0) + ()| | 1 ()

= {exp [T (x) +do(n) + S(x) ]|} L4 (x) (9.42)
=plx;n).
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Note que si la funcién ¢(8) es una funcién uno a uno, c='(n) = 6 y

d(6) = d(c™'(n)) = do(n).

Ejemplo 2.17. Sea X una variable aleatoria con distribucion Bin(n,0), n € N,
0 < 0 < 1. Demuestre que su fmp se puede expresar en forma natural.

Solucion. Considerando la informacién del ejemplo 2.16,

p(x30) = (”)94‘?(1 —6)"Iy(x) cond=1{0,1,2,...,n)
z
6 n
:exp{]n( ) x +n]n(1—9)+]n{( )}}IA(JC), (2.43)
1-0)—— . y x
T T dhee) T
n=n(0) S(x)
entonces A = {0,1,2, ... ,n} y las funciones son:
0 e
_ n__Y _
n(6) ln(l—H) = e =% = 0(n) T
do(1) = do(1(8)) = nIn(1 —8) = nln (1 = ——) = nin [ —
0l77) = aoki - - T+er]  "\Txen
:—nln(1+e'7)
Tx)=x S(x)=ln{(2)}. o

211. Probabilidad y estadistica multivariada

El énfasis principal de esta seccion es la extension de la nocién bdsica de
datos multidimensionales.

DEFINICION 2.5. Vector aleatorio n-dimensional. Sean X1, Xo, ..., X, va-
riables aleatorias reales definidas sobre el mismo espacio de probabilidad (Q, F, P).
La % — B" variable aleatoria X : Q — R" definida por:

X () = (Xi(0), Xg(w), ..., X, (w)),

se llama vector aleatorio n-dimensional.

DEFINICION 2.6. Funcion de probabilidad conjunta. Sea un vector aleatorio
X = (X 1, Xo, ..., Xn) n-dimensional. Si las variables aleatorias X; con k =
1,2, ... ,n son todas discretas, se dice que el vector aleatorio es discreto. En tal caso,
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se define la fmp de X o fmp conjunta de las variables aleatorias X, Xo, ..., X,
como:
P(X =x) six pertenece al rango de X

0 en otro caso.

Ix(x) = {

2111, Funcion de distribucion acumulada conjunta

DEeFINICION 2.7. Funcién de distribuciéon acumulada conjunta. Sea X =

(X 1, X9, ..., Xn) un vector aleatorio n-dimensional. La funcion

FX(SCI,.Z‘Q, .. ',xn) :P(Xl le,XQ Sx27 .. ',Xn an)’
para todo (x1,x2, . .., x,) € R, sellama fda conjunta de las variables aleatorias
X1, Xo, ..., X, ofda del vector aleatorio n-dimensional X.

Teorema 2.8. Segiin [16, p. 183], si X = (Xl, Xo, ..., Xn) es un vector
aleatorio n-dimensional discreto. Entonces, para todo j = 1,2, ..., n se satisface:
P[Xj=z]=) > ... > P(Xi=a1,Xp=a9,...,X;1 =21, X =,
——— ] a9 — n ———

SIn x; Xiv1 =xjs1, .., Xo =)

y se llama distribucion marginal de la variable aleatoria X; a la funcion

P(X;=x) six pertenece al rango de X

fXj (x) = {

0 en otro caso.
Demostracion. Ver detalles de la prueba en [16, p. 183]. o
DEFINICION 2.8. Sean X1, Xo, ..., X, variables aleatorias reales definidas sobre

el mismo espacio de probabilidad. Si existe una funcion [ no negativa e integrable

tal que [16, p. 183]:

P[(Xl,Xg,...,Xn)eC]=/---/fx(xl,xg,...,xn)dxldxz...dxn,
C

con C € B", entonces son variables conjuntamente continuas.

Teorema 2.9. Segiin [16, p. 192], si X = (Xl, X9, ..., X,L) es un vector

aleatorio n-dimensional. Entonces, para todo j = 1,2, ..., n se satisface:

fo(x)zf /f(xl,...,xj_l,x,xj+1,...,xn)dxl...dxj_ldxj+1,...,dxn
’ T - Xy

Sin x;
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esta funcion fx; (x) se llama fdp marginal de la variable aleatoria X;.
Demosiracion. Ver detalles de la prueba en [16, p. 192]. o
Nota 2.10. La fmp condicional p( - |y) de X dadoY =y es definida como:

p(x,y)

plaly) = P(X = z|Y =y) = )

, (2.44)

donde p y py son las fmp conjunta de (X,Y) y Y, respectivamente (ver [12, p.
477]).

DEerFINICION 2.9. (Distribucién multinomial). De acuerdo con [20, p. 180], si

m y n son enteros positivos y p = (P1,p2, - - - ,Pn) es el vector de probabilidades
n

cuyos elementos son tales que 0 < p; < 1,1 =1,2,...,n,y Y. p; = 1. Entonces, el
i=1

vector aleatorio X = (X1,Xo, ...,X,)" tiene una fmp multinomial con m ensayos,

n categorias y vector de probabilidades p si la distribucion conjunta de X es:

n Pxi
. — : 1, X9 T3 Tn _ i
f(x’P) - Tre Lol |p1 PQ P3 co Py = m! l_l TR (245)
xlxolxg! . .. x,! i !
T n
donde el conjunto de x = (xl 9 X3 ... x,,) estalquex; € Z*y Y, x; =
i=1

m.

212. Valor esperado de un vector aleatorioy
matriz de covarianzas

DEFINICION 2.10. Sea X = (X 1, X9, ..., Xn) un vector aleatorio. La esperanza
(0 valor esperado) de X, se define como:

px = E[X] = (E(X)), E(Xg), . .., E(X,)) (2.46)

Teorema 2.10. Propiedades del valor esperado. Sean a un vector de constantes,
A una matriz de constantes y X un vector aleatorio, entonces la funcion E(-) tiene
las siguientes propiedades:

[a"X] = a"E[X].
[AX] = AE[X].
E(X £Y) =E(X) £E®Y).

1 E
2 E
3.
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Demostracion. Solo se presenta la prueba de la propiedad 1:

[E(aTX) = [E(Z anj) = Zale(Xj) = Zaj,uj = aTyX. (247)

= i1 i1

Las demads quedan como ejercicio. o
L . T

DEFINICION 2.11. Si las entradas del vector-columna X = [X 1 ... X,,l] son

variables aleatorias, cada una con varianza finita, entonces la matriz de covarianzas
X es la matriz cuya entrada (i, j) es la covarianza entre X; y X; (ver (1.44)):

E(XD) - p2=V(X) <0 i=]

oi; = E[(Xi = i) (X; = pj)] =
! o E(X:X;) — pip;'® i %7,

donde u; = E(X;) es el valor esperado de la i-ésima entrada del vector X. En
otras palabras, tenemos:

Y=
[E[(X1 = p) (X1 = )] E[Xy = )Xo = po)] -+ E[(X1 = 1) (X = pa)]]
E[(Xg — po) (X1 —u1)]  E[(Xg — po)(Xg —po)] -+ E[(Xg — o) (X — )]
(ELXn = pa) (X1 = )] X — ) (X = o)l - LXK = ) (X = )]
(2.48)
La anterior definicién es equivalente a la igualdad matricial:
T =E[(X-EX])(X-EX])]. (2.49)

Teorema 2.11. Propiedades de la matriz de varianza covarianza. Sea
Cov(X,Y) = E[(X-E[X])(Y -E[Y])"] v ux = E(X), las siguientes propie-

dades fundamentales se satisfacen:

Ix = Cov(X,X) = E(XXT) — px .

V[a"X] =a"V[X]a.

Xx es una matriz semidefinida positiva.

V(AX +a) = AV(X)A".

Cov(X,Y) = Cov(Y,X) .

6. Cov(X] + Xg,Y) = Cov(X1,Y) + Cov(Xg, Y).

PR oo~

13Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, 7; < oo implica que 0y < 0.
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7. Si los vectores X y'Y son de igual tamario, entonces:
VIX+Y) =V(X) +Cov(X,Y) + Cov(Y, X) + V(Y).

8. Cov(AX,BY) =ACov(X,Y)B".
9. Si Xy 'Y son independientes, entonces Cov(X,Y) = O,

donde X, X1 y Xg son vectores aleatorios de tamarnio (n x 1), Y es un vector
aleatorio (m x 1), a es (n x 1), AT y B son matrices de (n X m).

Demostracion. Solo se prueba la propiedad 2 y las demds quedan como ejer-
cicio. Sea a € R" un vector columna arbitrario, considérese la variable
aleatoria Y definida como:

Y=a"X.

Por la propiedad 1 del teorema 2.10
E[Y] =E[a"X] =a "E[X].
Usando la expresion (2.49) se tiene que:

V() =V(a'X) = [E{[aTX -E(a"X)][a" X - [E(aTX)]T}
=E{a"[X - E(X)][X -E(X)]"a} = a"Exa, (2.50)

donde X£x = V(X). Nétese que la expresion (2.50) es un escalar y dado que
V(Y) > 0, entonces Xx es una matriz semidefinida positiva. o

213. Funciones generadoras
multidimensionales

Al igual que en el caso univariado, las fgm y caracteristica conjuntas, es-
pecifican la fdp conjunta y, ademads, a partir de estas se obtienen los mo-
mentos conjuntos de érdenes (k1,k9, ... ,k,), es decir, aquellos de la forma

E[X}'Xy ... X0

2434. Funcion generadora de momentos
multidimensional
DEFINICION 2.12. (fgm conjunta o multidimensional). Segin [16, p. 231] y

[59, p. 270], dado un vector aleatorio n dimensional X = (X1,Xo, ..., X,)". Si
existe 5 > 0 tal que E( exp{tT X }) es finito para todo t = (11,19, . .. ,t,)" € R"
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con ”t“ = \/t(f + tg + -+ 12 < &, entonces, la fgm conjunta de X, denotada
por mx (t), se define como sigue:
mx (t) := [E(etTX) para ||t|| <4, 2.51)

donde 6 es conocido como el radio de convergencia de mx (t).

Teorema 2.12. Propiedades de la fgm multidimensional. Sea X un vector
aleatorio n dimensional con fgm mx (t), entonces [83, p. 110]

~

mx (0) = 1.
2. Sean A una matriz de tamasio m X n y b € R™ arbitrarios,

N
maxsp(t) =€ Pmx(ATt), ViteR™
8. Si X yvY son vectores aleatorios independientes, entonces:
mx 4y (t) = mx (t)my (t) paratodot € R".

4. 851 X1,X9,...,X,, son vectores aleatorios independientes, todos de dimension
n X 1, entonces:

m
m = Rn.
my (@) L[ mx, (1), Vi€

k=1

5. El vector de medias de X se establece como el gradiente (ver nota B.10) de
mx (t) evaluado en t = 0, es decir,

E(X) =Vmx(0) = Vinx (t)],=0 - (2.52)
6. Los momentos conjuntos de drdenes (ky,kg, ... ,k,) se establecen como:
[E[XfIXSQ X = %mx(t) con k= ikj. (2.53)
ot'oty ... oty =0 =

Demostracion. Noétese que estas propiedades son las generalizaciones de las
propiedades dadas en el teorema 1.12, solo se presenta la prueba del item 2.

2. SeaY = AX + b, luego,

t'Y =t"(AX +b)=t"A X +t"b=c"X +t"b.
——

cT
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La fgm de Y es dada por:
my (t) = [E(etTY) = [E(ecTXHTb) = eth[E(eCTX) = eLTme(c). o

Ejemplo 2.18. Supongase, como en [69, p. 270], que la fmp conjunta de X1,Xo
v X3 es multinomial con pardmetros n,py,pg y ps, esto es,

1 , ‘
P(Xy =21,X9 = x9,Xg =a3) = LPTIP?P?,
;Cﬂxg!xg! ¢
conx; € {0,1,2,3,...,n}, x1 +x9 + 23 =ny p1 + pg + p3 = 1. Encontrar:
1. Lafgmde (X,X9,X3).

2. Elvector de medias.
8. El momento cruzado de orden (1,1,0), es decir, el valor esperado de X1 Xo.

Xy 4}
Solucion. Sean Z =|Xo |yt =|to| € R3 con|Jt]| < 8,8 > 0.
X3 I3

1. De la definicién 2.12 para ||t]| < &, se tiene que:

X
[E(exp {tTZ} ) =[E|exp (t1 to Zg) X9
N X3

mZ(t) — [E(et1X1+[2XQ+[3X3)

|

n. ;

_ L1 +tox9+igas X1 X9 4T3
g e Y C <

ZZZ xlllexglpl pz P3

xp T2 X3
xX1+x9+rg=n

— 71' 13 x t X tg X
= D D e ) () ()

x] 9 X3
x1+x9+r3=n

i3 I e n
= (e 1p1 +e2p2 +edp3) .

En la ultima expresion se empleé el teorema multinomial de Leibniz
(ver [20, p. 181]).

2. Por la expresion (2.52), se tiene que:
sz(t) = n(e”pl + e‘2p2 + e‘3p3)"_1 (p1€[1 ,pge‘2 ,P3€t3),
evaluando esta expresion en t = 0 se obtiene E(Z) como:

E(Z) = Vinz(0) = n(p1,p2,ps3).
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3. Por la expresion (2.53), se tiene que:

2

_ 0 i1 1) i3 n=1 1
G W= 51 (n [e'1p1 + e2pg + e'3pg]" e Pz)

-2
=n(n —1)e2pg [e"1p1 + e'2pg + e3pg|" ™" e py,

evaluando esta expresion en t = 0 se obtiene E(X{X9) como:
2

E(X1X9) = 9090,

=n(n— L)p1pe. of
t=0

mz (t)

2.13.2. Funcion caracteristica multidimensional

DEeFINICION 2.13. (Funcion caracteristica multidimensional). De acuerdo con
[48, p. 241], si X = (X1,X9,X3, ...,X,) " es un vector aleatorio n-dimensional
yt=(t1,lg,...,t0)" unvector cualquiera en R". Entonces la funcion caracte-
ristica de X es una funcion¥x (t) : R" — C definida por:

. n
P (1) =Py (1) = E(e" X) = [E(exp {i 3 thj}). (2.54)
j=1
La funcién caracteristica multivariada tiene propiedades andlogas a las
enunciadas en el teorema 1.13, las cuales se presentan a continuacion.

Teorema 2.13. Propiedades de la funcion caracteristica multidimensional.
Sea X un vector aleatorio n dimensional entonces [88, p. 81]:

1. ¥x(0) = 1.

2. Px (t)| <¥Px(0) Ve € R

8. Yx (t) =¥x (-t) para todo t € R".

4. Sean A una matriz de tamafio m X n'y b € R™ arbitrarios,

axap(t) = 6 00y (AT),  Vie R™.
5. Si X yY son vectores aleatorios independientes, entonces:
Px.y (t) =¥x (t)Py(t) paratodot € R".

6. Si X1,Xg,...,X,, son vectores aleatorios independientes, todos de dimension
n X 1, entonces:

m
le t = y/ t N VteRn.
Eﬁ‘k() ﬂ x, (1)
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7. Férmula de inversion. Sean Fx (x) y¥x (t) la fda y la funcién caracte-
ristica del vector aleatorio X, respectivamente. Si a = (ay,aq, . ..,a,) y
b = (b1,by, ...,b,) elementos de R™ son punios de continuidad de la fda
con a < b, entonces [18, p. 261]:

T n
P )~ Ex@ = Jim ot [ [ [ Joswms o,

(2.55)

_ e~ _e—itkbk

8. El vector de medias de X se establece como el gradiente de Px (t) evaluado
ent = 0, es dectr,

iE(X) = Wx(0) = Wx (t),—0 -

Demostracion. Las pruebas se realizan con las modificaciones adecuadas, co-
mo que en vez de trabajar sobre la recta real se trabaja sobre R". Solo se
presenta la prueba del item 4.

4. SeaY = AX + b, entonces:

Y =t"T(AX +b)=t"A X +t'b=c"X +t'b.
——

cT

Usando la expresion (2.54), la funcién caracteristica de Y es dada por:
Py (t) = [E(ei(”TX”Tb)) = e PE(TY) = o iy (o). o

Nota 2.11. La funcion caracteristica de cualquier distribucion marginal se obtiene
haciendo todos los términos “extras” iguales a cero. Por ejemplo, para las variables
aleatorias X, Y vy Z, se tiene que:

xyz(l1,t9,t3) = E(exp{i (11X + 1Y +132)}) .
Para encontrar la funcion caracteristica de X y 'Y basta tomar tg = 0, es decir,
?’X,y(tl,tg) =E (exp {i(th + tQY + OZ)}) =E (exp {i(tIX + tQY)}) .

Teorema 2.14. Cramér-Wold. Segiin [55, p. 84], la distribucion de un vector
aleatorio X =(X1,X9,X3, ..., X,) " es completamente determinada por el conjunto
de las distribuciones de todas las combinaciones lineales de la forma

n
t"X = thXj, donde t € R".
=1
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Demostracion.

(=) Paratodot € R” se tiene que:

ux(®) = E(e") = [E(exp {i 2 thj}) = yurx (1),

J

Ux () =y, x(1) = / ¢ dF,rx(w) con w = i t;X; vVt € R".
R .

~—— ———— j=1
] l
Fx Firx

Note que las fdp marginales determinan de manera tnica a la fdp
conjunta.
(&) Parat € R, fijjo,

Ux (ut) = [E(exp {m i thj}) = [E(eiutTX) =y, x (1), Vu € R,

j=1
entonces,
Yx(ut) = yprx(u) = / ¢ X ARy (x).
\/_—-/ H/——/ Rn
l )
Fx Firx
Note que la fdp conjunta determina las fdp marginales. o

214. Distribucion de suma de variables
aleatorias independientes

En esta seccién se generaliza la metodologia dada en el apartado 2.7, esto
permite encontrar la fdp de la variable suma, S = X; + Xo +--- + X,.

Teorema 2.15. Segiin [65, p. 193], si X1,Xo, ...,X, son variables aleato-
rias independientes Poisson con pardmetros 11,19, . .. ,A,, entonces la suma tiene
distribucion Poisson con pardmetro A1 + Ag + -+ + A,,.

Demostracion. Puesto que las variables aleatorias X1,Xg, ...,X,, son inde-
pendientes, de (1.55) se tiene que:

n

mg(t) = ﬁmxi(t) = l_[e’l"("tfl) = exp {zn: A; (et - 1)} )
i=1 i=1

i=1
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la cual coincide con la fgm de una variable aleatoria Poisson con pardmetro
n

2 A o

i=1

Teorema 2.16. Si X1,Xo, .. .,X, son variables aleatorias independientes e idén-

ticamente distribuidas geométricas con pardmetro q, entonces la suma es una variable

aleatoria binomial negativa con pardmetros p yr = n.

Demostracion. Como las variables aleatorias X1,Xo, . ..,X,, son independien-
tes e idénticamente distribuidas (iid) geométricas, de (1.56) se tiene que:

ns@ = ) = (2]
i=1

la cual coincide con la fgm de una variable aleatoria binomial negativa con
parametros p y r = n. o

Teorema 2.17. Segiin [65, p. 198], si X1,Xo, ..., X, son variables aleatorias
iid exponencialmente con pardmetro B, entonces la suma es una variable aleatoria
gamma con pardmetros @ =ny f3.

Demostracion. Puesto que las variables aleatorias X1,Xg, ...,X,, son iid ex-
ponencialmente, de (1.56) se tiene que:

ns @) = [ [0 = (525
i=1

la cual coincide con la fgm de una variable aleatoria gamma con pardmetros

a=nyp. of

Teorema 2.18. Si X1,Xo, ...,X, son variables aleatorias independientes nor-

. . . . C C
males con medias respectivas i, (g, . . . , dy y varianzas respectivas 0'12,0'22, ce

9 . . ) .
o7, entonces la suma es una variable aleatoria normal con media py + pg +- - -+ py,

y varianza 0'12 + 0'22 +e0 4+ 0'3.
Demostracion. Como las variables aleatorias X1,Xo, . ..,X, son independien-
tes, de (1.55) se tiene que:

n n
el o242
ms(0) = | [mx, () = | [erirreert
i=1 i=1
n 1 2 g 1
=exp Z /,tz'l+§0'ilf =expy! ,ui+§t a7
i=1 ] ]

=
=
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la cual coincide con la fgm de una variable aleatoria normal con pardmetros

n=x piyo? = X ol o
i= i=

215. Transformaciones de dos o mas
variables aleatorias

En esta seccién se analiza cémo determinar las fdp de variables (o vectores)
aleatorios que son funcién de otras variables aleatorias, el siguiente resultado
es una generalizacién del teorema 2.7.

Teorema 2.19. Teorema del cambio de variable. Sea X un vector aleatorio

n dimensional con fdp conjunta fx v sea g : R" — R" una aplicacion inyectiva.

1

Supongase que tanto g v g~ : A C R" — R" son continuas. St las derivadas

parciales de g~ existen y son continuas vy si su jacobiano, |¥|, es distinto de cero,

entonces la fdp conjunta deY = g(X) es:

-1 - si y estd en el rango de
h) = {fx [ T )] siy go de g (©.56)
0 en otro caso,
donde F,-1(y) es la matriz jacobiana definida por
W 5 ;
Vi (y) . .
P : aylhl(y) aynhl (y)
Jo ) =g-e'=| =] 1 1|, @57)
y .
W] |amhal) o )
nY _8y1 n\y E n\Y |
vy Vhy(y) es el vector gradiente de hy,('y) = gk_1 (y) (ver nota B.10).
Demostracion. Ver detalles de la prueba en [20, p. 185]. o

Ejemplo 2.19. Supingase, como en [16, p. 216], que X y Y son dos variables
aleatorias independientes con fdp conjunta f. Sean U y V' dos variables aleatorias

dadas porU = X +Y yV = X — Y. Determine una fdp de U y una fdp de V.

Solucion. En este caso, g : R? — R? y es dada por:

g(x,y) = (q1(x,y), go(x,y) = (x+y,x-y),
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como es una transformacion lineal, matricialmente queda:

) [ R ¥ B R 4 R

la transformacién inversa estd dada por:

g_l(x’y) = (hl(xhy)’hQ(x’y)) = (‘%1 ‘%);

139

y la matriz jacobiana dada en (2.57) de la transformacién inversa queda:

3};(35,3’) =

ox dy 2
Ohg(x,y)  Ohg(x,y)

2 2
L
ox ay

6}11(1"32) ah’l (IJ’) 1 1
2
El jacobiano es el determinante de la matriz $,. Luego,

T (x| = |det (Fu(xm)| = | - 4] = 3.

Por lo tanto, la fdp conjunta de U y V" estd dada por (2.56); es decir,

2 2

fwo(x,y) = —f(XY)(x+y al y). (2.58)

1. Luego, la fdp marginal de la variable U es:

1
ﬁJ($)=§[ f(XY)(x;y ny)dy,

haciendo el siguiente cambio de variable:

entonces,
fu(x) Z/ j’(x,y)(w,x—w) dw.

2. Luego, la fdp marginal de la variable /' es:

1 x X —
fl/(y)=§'/_ f(XY)( ;—y Qy)dx,

haciendo el siguiente cambio de variable:

T -y _l
3 dz—de,

=
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entonces,

() =[oof(x,y)(z +y,2)dz. of

Ejemplo 2.20. Sean X yY dos variables aleatorias independientes con distribucion
exponencial de pardmeiro A, esto es, X ~ Exp(A)yY ~ Exp(A). Sean U vV dos
variables aleatorias dadas porU = X +Y yV = X =Y. Encuentre la fdp de U, la
Jfdp de V' y la fgm conjunia de U y V.

Solucion. Como X y Y son variables aleatorias independientes, entonces la
fdp conjunta es:

A2exp{-A.(x+y)} si >0,y>0

0 en otra parte,

Jaxn(@y) = fx(@) - ;) = {

como la fdp conjunta de U y V" estd dada por (2.58), al reemplazar:

%/IQexp {—/l (%y + %)} = %/128_/11 st bf<e

0 en otra parte

Ty (@) = {
1. Puesto que |y| < x, la fdp marginal de la variable U es:

1 C x C

Ju(x) = 5/12/ e dy = 12ge™ M x>0,
es decir, U ~ gamma(2,1).

2. Siy > 0, entonces y < & < oo, luego la fdp marginal de /" es:

(o)

1
== y>0.

= -1 Cdr= —=de M

y

Siy < 0, entonces —y < x < o0, luego la fdp marginal de /" es:

1 e 1 ©0 1
fry) = —/12/ e Wdr = ——de | = Z eV y < 0.
2 -y 2 —y 2
Por lo tanto,
Ae™ si ¥y >0
= (2.59)

es decir, V' ~ Laplace(0, %)
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3. Sea Z = v yit= i e R%Zcon ||t|]| = [t2 +12 < 6,6 > 0.Dela
V Ly 1 2

definicién 2.12 se tiene que para ||f]| < &,

E(exp{t'Z}) =E (exp {(tl L‘Q) (g)}) =E(exp {t1U +toV})

_
mz(t) =E(exp{ti[X +Y]+10[X-Y]})
= E (exp {X[t1 +t2] +Y[t1 —12]})

= E (exp {X[t1 +12]}) E (exp {Y [t1 — t2]})

Indep. mx (11 +tg) my (t1—tg)

1 1
mZ(t)—(l_¥)(l_M). (2.60)

A

» Para obtener la distribucién de U se toma t = (¢1, 0)T en (2.60),

- (=) (23]

A
que corresponde a la fgm de una variable aleatoria con distribu-
cién gamma de pardmetros r = 2y 4, esto es, U ~ gamma(2,1).
s Para obtener la distribucion de /” se toma t = (0, tg)T en (2.60),

oyl (s =) (el

1 e()xt
- P P
-2 1_-%
A2 A2

que corresponde a la fgm de una variable aleatoria con dis-
tribucién Laplace, ver ejercicio 1.12, de pardametros ¢ = 0y

b=%. o

Ejemplo 2.21. De acuerdo con [76, p. 229], sean X y'Y dos variables aleatorias
independientes tales que X ~ N(0,1)yY ~ )(?n). Sean U y V' dos variables

aleatorias dadas por U = \/% yV =Y. Encuentre la fdp de U.

Solucion. Primero, se calcula la fdp conjunta de X y Y, dado que son inde-
pendientes:

Sy (@) = — Lol 2 (LN ks
oy (2:9) = o= e =g 10 gy | g e reR,y> 0.
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Ahora, para calcular la fdp conjunta de U y V" se considera la transformacion

g(:v,;v)=(gl(x,y),gg(x,y))=( =y )
v/

u

la transformacién inversa esta dada por:

- Y
g M @y) = (hi(x,), ho(x,y)) = (x\/; ;v),
y la matriz jacobiana de la transformacion inversa es

Ol (x,y) 6h1(xy)} [\/’ / ]

0.
jh(x’y) = |:8112(;,y) Ohg (x,y)
ox

El jacobiano es el determinante de la matriz $,. Luego,

| (2,9)| = | det (% (,3))| = ‘\/%‘ = %

Por lo tanto, la fdp conjunta de U y /" estd dada por:

Jw.ry(u,v) \/7f(XY)( \/g )
B 1 \/; 1 \/; 2 ”()n/2_1 1 n/2 _%v
vz VP2 (“ Z) T(n/2) (E) c

Luego, la fdp marginal de la variable U es:

1 1\"2 oo yn=1)/2 1 {u?v q
ﬁ](”)‘m(ﬁ) A WCXP{E(T*”)} "

haciendo el siguiente cambio de variable:

NO| —

= [Z 41
w 2n+

2
v (u ) dio =
Al despejar v y dv, y sustituir en la integral:

u? -1
—+ 1) e " dw

1
) = v [Zw(_”) l G
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n

2 o uQ _% n=1
:”—/ —+1 w 2 e “dw
2T (n/2)nr Jo \n

n+l
2

1 n+1 uQ T
:F(n/ﬂ)\/ﬁr( 2 )(7”) u€R, (2.61)

una variable aleatoria U con fdp dada por (2.61) sigue una fdp ¢-Student
con n grados de libertad y se denota U ~ t(,). Sin = 1 la fdp dada en (2.61)
coincide con la expresién (1.45), es decir, la fdp ¢-Student se convierte en la
fdp estindar de Cauchy. Por otra parte, usando la férmula dada en (1.65),

conm=gyK= %, cuando n — oo en (2.61) se tiene que'*
1 ¢ 1 2\~
2 u 1,9
li 1+—-| =— lim |1+ — =e 2", o

Luego, la expresion (2.61) converge a la fdp normal estandar (ver figura 2.3).

04
I

Distribuciones t
— gi=1
gl=2

-=- Normal(0,1)

Densidad
0.2
I

0,1

0,0
I

Valores de x

Figura 2.3. fdp t-Student para diferentes grados de libertad

Ejemplo 2.22. De acuerdo con [76, p. 281], dadas X yY dos variables aleatorias
independientes tales que X ~ y (Qm) yY ~ x (271). Sean U y V' dos variables aleatorias

dadas por U = )}i—%’ yV =Y. Encuentre la fdp de U.

Solucion. Primero, se calcula la {dp conjunta de X y Y, dado que son inde-
pendientes:

% % 1 m/2-1 1 n/2-1 ! eay)
[ N — _ —g (xty 0 0.
Joen @) = 50 75 Ty (Qx) (Qy) ¢’ v>Uy>

4De acuerdo con [5, p. 870], para todo nimero real ¢, lim (1+ f)f =¢°.

xr—oo
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Ahora, para calcular la fdp conjunta de U y V" se considera la transformacion

g(x,y) = (gl(xhy)? gQ(x’y)) = ( :Tj} PR );

N—— v
u

la transformacién inversa esta dada por:

g (@) = ((x,p), ha(a,y)) = (%xy,y)

y la matriz jacobiana de la transformacién inversa es

ox dy ny a7t
Ohg(x,y)  Ohg(x,y) 0 1
ox dy

jh(xh/y) =

Ol (x,y) 5’11(173’)] [ﬂ m]

El jacobiano es el determinante de la matriz $,. Luego,

1% (x| = |det (F(x,3))] = |Zy] = Zy.

Por lo tanto, la fdp conjunta de U y /" estd dada por:

m m
f(U,I/)(U,U) = —vf()(,y) (—uv, v)
n n

3 m-v 1\ (m &7 1y vfm .4
‘nr(m/Q)r(n/Q)(ﬁ) (Z””) v eXp{_i(Z“ )}

Luego, la fdp marginal de la variable U es:

(m/n) - 273 [ m \5-1 min _q v(m
_\mn) -2 2 m : 22y
@) = Fe T Jo ( “) vy e gl et do,
haciendo el siguiente cambio de variable:

w=2(ﬁu+l) dw=%(ﬁu+l)dv.

2\ n n

Al despejar v y dv, y sustituir en la integral:

min _

m+n

wl-91=%" o % m T -1 o

_min

u! m g [7(m R
_—F(m/Q)F(n/Q) (;u) /0 (;u+l) w2 e Vdw
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m+n

u! m+n\[/m \3s [(m 2
=F(7n/2)F(71/2)F( ; )(Z“) (Z“”)

u_l mu m/2 mu n/2
= 1- 0 2.62
B(m/2,n/2) (mu+n) ( mu+n) “=u ( )

donde B(.) es la funcién beta dada en (1.22), una variable aleatoria real U
con fdp dada por la expresion (2.62) se dice que tiene distribucién F, con m
grados de libertad en el numerador y n grados de libertad en el denominador
yse denotaU ~ Fy, ). o

Teorema 2.20. Propiedades de la distribucién F. Segin [20, p. 225]:

1. Si X ~ F(y,n), entonces la variable aleatoria )l( ~ Fom)
2. Si X ~ (y), entonces la variable aleatoria X 2 F (1,n)-

Demostracion. La prueba es directa usando el teorema del cambio de variable
(teorema 2.7) y con g(x) = ch y g(x) = a2, respectivamente, en (2.81).

216. Normal multivariada

De acuerdo con [74, p. 83], si Y es un vector aleatorio p-dimensional tal
que tiene una distribucién normal multivariada con media gy y matriz de
varianza-covarianza Xy, la fdp conjunta es dada por:

Ky = exp {—% (y—py)" Z{/l (y - ﬂy)} .

(27)% [Ty 2

Notacion: Y ~ N,(py ,Zy).
De acuerdo a [74, p. 88]: SiY ~ N, (py, V'), se puede particionar como:

Y, [ﬂl}
Y = ~N ,
(Yé) ( Hy
usando el complemento de Schur (V/V ;) = V;; -V Vl-_i1 Vii, i #].
Entonces,

Vi ‘712])
Vo Vagl)’

YVilVs~ N (py +VisV3d (Vs = py), (Vi = VisV3Van) . (2.63)

Ejemplo 2.23. (Normal p-variada). Sea X = (X1,X9, X3, ...,Xp)T un vector
aleatorio p-dimensional con vector de medias:

px = (U1, 19, 13, eees fip) T = (E(X1),E(X2),E(X3), ..., E(X,)" € R?
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y matriz de covarianzas finita:

o1l o1 ... Olp
o91 093 ... 09
Xx =| . . .| = (Tiji<ij<p

Como aplicacion del teorema de Cramér-Wold se tiene que X = (X1, Xo, ..., X,)"
tiene distribucion normal p-variada, mnotacion: X ~ N,(px,Xx), si para todo
¢ = (c1,¢9,...,¢5)" € R? la variable aleatoria ¢ X tiene distribucion normal
univariada. La esperanza 'y varianza de ¢* X son dadas por las expresiones (2.47)
v (2.50). Por lo tanto, st X ~ N,(pu,X), entonces:

¢"X ~N(c"puy,c"Exc). (2.64)

Ejemplo 2.24. Mostrar que si X ~ Ny(0,1,) y Y px1 = ApxpXpx1 + Hyx1
entonces Y ~ N,(p,AAT).

Solucion. Notese que V ¢ € R?,

b
Y =c"AX +p)=cAX+c pu=b"X+c"p= cTy+Zb‘,-Xj.
—— 7_:1
b' ’

La funcién caracteristica de ¢ 'Y es dada por:
. T P
expiiufc p+ 3 biX;
j=1
L . - Cor
e Hexpiu 3 b Xjp| =" FE |exp{iu X, b;jX;
j=1 j=1

?
= exp {iuch} l//zp: bvxv(u) = exp {iucTy} !:1[ Y x; ()

very () = E (V) =

=E

j=1 Indep.

14 _leuQ
e 2
i1

)
= exp {iuch} 1_[ l//xj(bju)15 = exp {iucTﬂ}
1 j

j
1 4 1
= exp {iucTy} exp {—§u2 > 5]2} = exp {iuch - §u2bTb}
=1

1
= exp {iucTu - §u2cTAATc} .
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Entonces,
c'Y ~N(c"pu;c"AA'c) Ve € R?
Usando el teorema de Cramér-Wold y del ejemplo 2.23 se tiene que:

Y ~ N,(u,AAT). ot

Teorema 2.21. Sea py € R" y sea Xx una matriz definida no negativa de
tamafio n X n. El vector aleatorio X = (X1, Xo, ..., X)) tiene una distribucion
normal multivariante con pardmetros gy vy Xx si su fgm multivariante es:

1 ,
mx (t) = exp {tTyX + §tT}:Xt}, t e R".

Demostracion. Sea a € R" un vector columna arbitrario, considérese la varia-
ble aleatoria Y definida como Y = a” X. Por las propiedades 1 del teorema
2.10 y 2 del teorema 2.11 se tiene que:

E[Y] =E[a"X]=a" px y V(Y) =a'Exa.

Por la expresion (2.64) la variable Y tiene distribucién normal y, por lo tanto,
su fgm es:

1 C
my (u) = [E(e”Y) = exp {u(aTyX) + §u2(aTZXa)} .
Haciendo el cambio de variable t = ua, se tiene que:

T 1
E(e” X) :exp{tT,uX+§tTEXt}. o

217. Ejercicios

Probabilidad y estadistica univariada

1. Usando la fgm, si X; y X9 son dos variables aleatorias indepen-
dientes donde X| ~ )((le) y Xg ~ X(2/e2)' {Cudl es la distribucién
de X1 + XQ?

2. Sea X una variable aleatoria con fdp dada por fx () = 8¢73%, z >
0, defina U = VX, determine la fdp de U.

14 172
5Como X ~ N,(0,1,), se tiene que X; ~ N(0,1) y, por tanto, ¢y, (v) =€~ 2.
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3. Sean X y Y dos variables aleatorias con fdp conjunta dada por
[16, p. 227]:

1

foxy)(x,y) = {z

0 en otro caso.

si O<ax<l1,0<y<z

Defina X = (X,Y). Determine E(X), V(X) y px.
Probabilidad y estadistica multivariada

4. Sean X| y Xy variables aleatorias iid normales estdndar, es decir,

X, ~N(0,1) [65, p. 214]. Encuentre la fgm de Y = X; Xo.

5. Comprobar que las funciones ¢(8), d(8), T (x) y S(x) presenta-
das en la tabla 2.1 permiten representar la familia dada como un
miembro de la familia exponencial y encontrar el conjunto A.

6. Encontrar funciones 8(n) y dy(n) para cada una de las familias
de distribuciones dadas en la tabla 2.1.
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)] 2= N(0,02[¢'(6)]’
)
)
)
)
)
)
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31. Conceptos basicos de muestra aleatoria

DEFINICION 3.1. Muestra aleatoria. Variables aleatorias que poseen la misma
Jda son llamadas idénticamente distribuidas. Si X1,Xo, . .., X, son variables
aleatorias iid, con fda F' = Fy,, se dice que las X; forman una muestra aleatoria
de tamaiio n (extraida de F, o extraida de una poblacion con distribucion F) (ver

[43, p. 84)).

DEerINICION 3.2. Estadistico(a). Sea X1,Xo, . .., X, una muestra aleatoria de
tamafio n de una poblacion y sea T (X1,Xo, .. .,X,) una funcién de valor real
o0 un vector cuyo dominio incluye el espacio muestral de (X1,Xo, .. .,X,), enton-
ces la variable aleatoria o vector aleatorio Y = T (X1,Xo, ...,X,) se llama un
estadistico(a). La distribucion de probabilidad de un estadistico Y es llamada la

distribucion de muestreo de'Y (ver [20, p. 211]).

Ejemplo 3.1. Sea X1,Xo, . ..,X, una muestra aleatoria y sea el vector aleatorio
X = (X1,Xq, ...,X,)T", encuentre algunos estadisticos.

Solucion. Algunos ejemplos de estadisticos son:

T(X) = 3 X;

Ty(X) = 3 X?
i=1

T5(X) = TaXRT5(X)

- n Xl
Ty(X) =13 X X o
P! T,(X) =
T4(X) = min {X;} -
1<i<n X

T'5(X) = max {X;}
1<i<n
Ejemplo 3.2. En la tabla 8.1 se presentan algunos datos ilustrativos de un experi-
mento sobre la respuesta de los drboles jovenes de tung a los fertilizantes. Los datos
muestran las alturas medidas en centimetros, tomadas luego de 7 meses de plantados
los drboles.

Tabla 3.1. Datos ilustrativos sobre altura (cm) de drboles tung luego de siete
meses de plantados

80 | 86| 70 | 74 | 82 | 86 | 78 | 55 | 82
67| 67 | 57 |68 |73 | 75| 78| 51 | 66

Determine algunos estadisticos.

Solucion. Los datos ordenados se presentan en la tabla 3.2.
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Tabla 3.2. Datos ilustrativos sobre altura (cm) de drboles tung luego de siete
meses de plantados, datos ordenados

51 55 57 66 67 67 68 70 73
M) | @) | *@) | *@) | XG) | X6) | X(7) | X8 | *(9)
74 75 78 78 80 82 82 86 86
Xa0) | *an | X*a2) | *as) | Xa4) | X¥1s) | £16) | ¥(a7) | £(18)

Luego, las estadisticas dadas en el ejemplo 3.1 para estos datos son:

3 (X)) = TaX)+T5(X) _
T1(X) =X X; = 1295 Ts(X) = 5 = 68,5

i=1

To(X)= 5 X2 = 94971 80
i=1 s X 86 of

T3(X) = ﬁgxi =T Xz _ 7.0

T4(X)= 1228{&-} =51 X‘}g 51

T5(X) = 122?148{)(:} = 86 66
Ejemplo 3.3. Sean X1,Xo, . ..,X, una muestra aleatoria de una variable aleato-

ria con distribucion X ~ N (0, 1). Entonces a medida que aumenta n, la probabilidad
de que | X,,| sea mayor que, por ejemplo 1,5, es:

P(IX,| > 1,5) = P(X, > 1,5) + P(X, < —1,5) = 0,1336,

la cual permanece fija y no tiende a cero.

Ejemplo 3.4. Sean X1,Xo,...,X, variables aleatorias iid X ~ exp(1). Sea
Y, = ln)i_;;)’ muestre que a medida que aumenta n, la probabilidad de que Y| sea
mayor que un valor { > 0 tiende a cero.

Solucion. Por el teorema de transformacién (teorema 2.7):

Xﬂ

P(|Yn|2§)=P(m2§

) =P(X,>¢In(n) =P (Xn > 1n(n<)) .

Puesto que X,, ~ exp(1), se sabe que:
fx, (x) =e™" y Fx (x)=1-¢7", 3.1)

por tanto,

P(X, > ln(n{)) = exp{ - ln(n{)} = exp{ln(n_{)} = i{ 3.2)

n
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Si ¢ = 0,3, entonces P(|Y,| > 0,3) = n()%’ la cual tiende a cero. o

3.2. Estadisticos de orden

DEeFINICION 8.8. De acuerdo con [20, p. 226], dada una muestra aleatoria de
tamafio n, X1,Xe, . ..,X, de una poblacion con fda, F, los estadisticos de orden

son los valores de la muestra organizados en orden ascendente. Estos se denotan por
X(l),X(Q), ey X(j), ceey X(n).

Nota 3.1. La mediana muestral depende del tamaiio de muestra n y estd dada por:

Me = )1((m+1): 57': n=2m+1,
§[X(m) +X(m+1)], st n=2m.

Ejemplo 3.5. Segiin [16, p. 206], si X1,Xg, ..., X, son variables aleatorias

reales independientes definidas sobre (Q, F, P) y se definen las variables aleatorias

Y y Z como:
Y =X = lrgka;l{Xk} y Z=Xqa) = @12"{&}
Determine Fy (y) y Fz(2).

Solucion. Sean Fx,(-) y fx, () la fda y fdp de las variables aleatorias X, es
claro que:

1. Parala variable Y = X, se tiene que:

Y :Q— R
w — max {X,(w)}

1<k<n
luego,

Fy(y)=PY <y)=P(X; <y,Xo<y,X3<y,..., X, <y)

= [P <o) =] [Fu0), (8.3)
k=1 k=1
al derivar logaritmicamente (3.3) se llega a:

In [Fy ()] = ) In [Fx, ()]
P
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K = y ka l_l
i

/a

Si las variables aleatorias son idénticamente distribuidas entonces:

FO) =[Fx®]" vy A0 =[Ex0] T &G 34

2. Para la variable Z = X (1) se tiene que:

Z Q- R
w — min {X;(w)},
1<k<n

luego,

F;(2)=P(Z<2)=1-P(X;1 >=2,X9>2,Xg>2z2,..., X, >2)

_l—nP(Xk > z) = 1—]_[ [1-P(X; <2)]
k=1

=1- 1_[ [1-Fy,(2)], (8.5)

k=1

al derivar logaritmicamente (3.5) se llega a:
In [1 - FZ(z)] =Zln [1 - ka(z)]

fo(z >—Zle;( )( )]_[ - Fy,(2)].

Si las variables aleatorias son idénticamente distribuidas entonces:

Fr(2) = 1-[1-Fx()|" v fz(z) =n[1-Fx(®)]" " /x(2). (3.6)

uf

Teorema 3.1. De acuerdo con [20, p. 227], dada una muestra aleatoria X1,Xo, . . .
X, de una distribucion discreta con fmp p(x;) = P(X =x;)) = p;, 1 = 1,2, ...,

donde x1 < x9 < ... son los posibles valores de X en orden ascendente. Sean:

Pi= " pi=P(X; <) = Fx; (x:) i=12....m,
k=1

)
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donde Py = 0 y puesto que las variables aleatorias X1,Xg, . . . , X, sonidénticamente
distribuidas P; = Fx, (x;) = - - - = Fx,(x;). Entonces,
P(Xy) <) =), (n)Pf(l - Pyt (3.7)
k=) k

Demostracion. Para i fijo sea la variable aleatoria Y que cuenta el nimero de
X1,Xg, ...,X, que son menores o iguales a x;, para cada X1,Xg, ..., X, el
evento {X; < z;} es un acierto y el evento {X; > a;} es un fracaso.

Entonces se puede considerar que Y es el niimero de éxitos en n ensayos
independientes, es decir, Y ~ Bin(n,P;). Luego, el evento {X(j) < x;} es
equivalente al evento {Y > j}, por lo tanto,

P(X(j) < x,') = P(Y > ]) (3.8)
y la expresion (3.7) representa la fda. o

Ejemplo 3.6. Suponga que se genera una muestra aleatoria de tamafio 20 de una
variable con fmp uniforme de pardmeiro n = 10, y cuyos valores son 10, 20, 85,

50, 66, 70, 75, 85, 90y 100. En la tabla 8.8 se presenta p(x;) y P;.
Tabla 8.3. Funcién de frecuencia, P(10)

i | % |PX=x)=p | P(X <) =P
0 0
1 10 1/10 1/10
2 20 1/10 2/10
3 35 1/10 3/10
4 50 1/10 4/10
5 55 1/10 5/10
6 70 1/10 6/10
7 75 1/10 7/10
8 85 1/10 8/10
9 90 1/10 9/10
10 | 100 1/10 1

Determine para esta muestra e i = 8 la probabilidad P(X ;) = xg).

Solucion. La tabla 8.4 muestra los datos generados (usando set.seed(500)).

Tabla 8.4. Muestra aleatoria de tamarfio 20, ejemplo 3.6

90 | 85 | 100 | 55| 90 | 85 | 70 | 100 | 90 | 85
35190 | 8 |20 (|85|85(70 | 75 |75 3b
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De acuerdo con (8.7), la variable aleatoria Y que cuenta el nimero de
X1,Xo,...,X90 que son menores o iguales a xg = 85 tiene distribucién
binomial de pardametros n = 20 y Pg = 8/10, esto es, Y ~ Bin(20,8/10).

En la tabla 3.5 se presentan los datos ordenados, en la cual se observa que
y = 14, esto es, el numero de resultados en los 20 ensayos que son menores
o iguales a 85 fueron 14. Note que x(11) = x(12) = £(13) = Z(14) = 85.

Tabla 3.5. Muestra aleatoria de tamarfio 20, ejemplo 3.6, datos ordenados

20 35 35 35 35 55 70 70 75 75
T | *©Q) | X¥@) | W) | XG) | X6) | T7) | X®) | L(9) | *10)
85 85 85 85 90 90 90 90 | 100 | 100
(1) | $12) | X18) | X(4) | F1s) | X(16) | T(17) | 18) | £(19) | *(20)

Paran = 20 e { = 8, la probabilidad solicitada P(Y = 14), seria:

20 ,
P(Y =14) = (14)(8/10)14(1 - 8/10)2°-1* = 0,1091. of
Las instrucciones en R para generar la muestra fueron:

remove(list=1s())

set.seed(500)

sam=sample(c(10,20,35,50,55,70,75,85,90,100), 20,
replace=TRUE)

sam[order (sam)]

Ejemplo 3.7. Considere la muestra del ejemplo 3.6, determine la probabilidad de
que el minimo, el mdximo vy la estadistica de orden 2 sean menores o iguales que 85.

Demostracion. Se estd interesado en las siguientes probabilidades:

1. La probabilidad de que al menos 1 dato de los 20 datos generados en
la muestra sea menor o igual que 85, esto es,

P(X(1)<85)=P(Y>21)=1-PY <1)=1-PY =0)~ 1.

2. La probabilidad de que todos los 20 datos generados en la muestra
sean menores o iguales que 85, es decir, por la expresion (3.8),

P(X(90) < 85) = P(Y > 20) = P(Y = 20) = 0,0115.
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3. La probabilidad de que al menos 2 datos de los 20 datos generados en
la muestra sean menores o iguales que 85, esto es,

P(X9)<85)=P(Y>2=1-PY=0-P¥=1)=~1. o

Ejemplo 3.8. Suponga que se genera una muestra aleatoria de tamasio 15 de
una variable con distribucion Poisson de pardmetro A = 10, esto es, P(10). En la
tabla 8.6 se presenta p(x;) y P;.

Tabla 3.6. Funcién de frecuencia, P(10)

i | & | PX=x)=p | P(Xp <) =P
0 0,0000
1 0 0,00005 0,00005
2 1 0,0005 0,000565
3 2 0,0023 0,0027
4 3 0,0076 0,0103
5 4 0,0189 0,0293
6 5 0,03878 0,0671
7 6 0,0631 0,1301
8 7 0,0901 0,2202
9 8 0,1126 0,3328
10 9 0,1251 0,4579
11 10 0,1251 0,5830
12 | 11 0,11387 0,6968
13 | 12 0,0948 0,7916
14 | 13 0,0729 0,8645
15 | 14 0,0521 0,9165
16 | 15 0,0847 0,9512
17 | 16 0,0217 0,9730
18 | 17 0,0128 0,9857

Determine para esta muestra e i = 9 la probabilidad P(Xj) = x9).

Solucion. La tabla 3.7 muestra los datos generados (usando set.seed(1000)).

De acuerdo con (8.7), la variable aleatoria Y que cuenta el nimero de
X1,X9,...,X15 que son menores o iguales a xg = 8 tiene distribucién
binomial de pardmetros n = 15y Py = 0,3328, esto es, Y ~ B(15,0,3328).
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Tabla 8.7. Muestra aleatoria de tamaifio 15, fmp Poisson de pardmetro
A =10

8165|712 ]13 |5 |13
519154110 3 |8

En la tabla 3.8 se presentan los datos ordenados, en la cual se observa que
y = 10, esto significa que el nimero de resultados en los 15 ensayos menores
o iguales a 8 fueron 10. Note que x(9) = x(10) = 8.

Tabla 8.8. Muestra aleatoria de tamaifio 15, fmp Poisson de pardmetro
A = 10, datos ordenados

3 4 5 5 5 5 6 7
) | @) | @) | *@) | X&) | X6) | X(7) | X(B)
8 8 9 10 12 13 13
X9 | *ao) | *ay | ¥a2) | ¥a8) | Xa4) | L15)

Paran = 15 ei = 9, la probabilidad solicitada P(Y = 14), seria: si se estd
interesado en P(Y = 10), cuandon = 15 ei = 9, se tendria:

15
P(Y =10) = (10)(0,3328)10(1 -0,3328)15710 = 0,0066. of

Las instrucciones en R para generar la muestra fueron:

remove(list=1s())
set.seed(1000)
muestra=rpois(15,10)
muestralorder (muestra)l

Nota 3.2. En general, una vez fijado i, Y ~ Bin(n,P;), esto es,

pev =i = (t)pia-
J
Para obtener la fda de X j), esto es, la fda de la estadistica de orden j, P(X ;) < x;),
se emplea la expresion (3.7), por tanto:

P(X() <a) =P(Y 2j) = Zl: (:)pﬁ(l _pyt,
k=
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Por ejemplo para j = 1, el minimo,

k=1

=1- (S)Pio(l -P)" ' =1-(1-P),

la cual coincide con la expresion (3.6) y para j = n, el mdaximo,

n

P <) = P20 = ) (- pyt = .
k=n

Ntese que coincide con la expresion (3.4). Para la fmp de X ;) se tiene que:

P(aiy < Xy <a) = ). (:)Pfu SOEDY (’,;)11-’11 (1-P)"

k=j k=j

P(X(j) =x) = Z (Z) [Pl-k(l —Pi)n_k _Pik—l(l _Pz'—l)n_k].

k=

Teorema 8.2. De acuerdo con [20, p. 229], si X (1), X(2),X(8) - - - » X(n) son los
estadisticos de orden de una muestra aleatoria X1,Xq, . .., X, de una distribucion
continua con fdp [ (x), entonces para un x; fijo, la fdp de X ;) es:

Jxg) (@) = Sy (@) [Fx (@)~ 1= Fx(@)]"™,  (3.9)

n!
(n =G - D!
donde la fda es: _
Fx (x;) = / Jx(@)dte.

Demostracion. Supéngase que la variable aleatoria Y cuenta el nimero de
X1,Xg, ...,X, que son menores (o iguales) a x;, luego Y ~ B(n,Fx(x;)) y
la expresion (8.7) queda:

P(Xg) <a) =P(Y 2 j) = ) (Z) [Fx (@)]* [1 - Fx(@)]"™*.  (3.10)
k=j

Para j = 1, la fda del minimo estd dada por:

Py <) =P 2 ) = Y (7 Rl 11 - By
k=1
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S 1- (8) [Fx ()] [1 = Fx ()] = 1 = (1 = Fx ()",

la cual coincide con (3.6) y para j = n, la fda del mdximo es dada por:

n

P(Xy <) =P(Y 2m) = (’,:) [Fx ()] [1 = Fx (@] ™ = [Py @)]"

k=n

Noétese que esta expresion coincide con (3.4). Para encontrar fX(j) (x;), se
usa el primer teorema fundamental del cdlculo (ver nota B.11),

fiy () = ™ 4 kﬁ (Z) [Fx (2)]* [1 - Fy (2)]"™*
=j
= % (e ™ et 11 = Fx ()™
=j

~ [Fx @)1t (= k) [1 = Fx @)™ ()
= f) 3 () (B @) 1= F ()™
=j

() 5 (1) b [Fx ()t 11 = Fxa)
=j

= fx (xz)(")j [Fx ()71 [1 = Fy ()]
@) S (kP @)l [1 - Fy (@)™

_]+

~/x (%) z_ (1) (n = &) [Fx (x)]* [1 = Fx (2)]" !

= Kz )W]Lw [Fx (@)~ [1 = Fx ()]
+Hh(w) z m[mm] M1 = Fx ()]

n—

_fX(xz) Z (n— k 1)'k‘ [FX(xl)] [1 _FX(JCi)]n_k_l .

It Wé;‘—lﬂfx (a7) [Fx ()" [1 = Fx (x)]"™

n—1
(@) L oetom [Fx ()] [1 - Fx (x)]" ™!
=j

n—1
~fx (x;) kZ. (n+—'l)’/e' [Fx(xi)]k [1- Fx(xi)]n—k—l )
=J
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El cambio de variable [ = £ — 1 solo se hizo en la primera sumatoria. Cance-
lando términos se llega a:

n!
(n =G - D!

Ejemplo 3.9. Sean X1,Xo, ...,X, una muestra aleatoria de una distribucion
uniforme sobre el intervalo Jy = (0,6), 6 > 0. éCudl es la fdp y fda del mdaximo,

esto es, fx,,, (x) ¥ Fx,, (2)?

Ixg (i) = fx (@) [Fx ()1 [1 = Fx(a)]" ™. o

Solucion. La fdp de X es dada por:

1 .
- s O<zx<¥6
px,(x;0) = fx, (x) = { o (8.11)
0, en otro caso,
y
0 siz<0
Fx,(x) =45 para0 <z <6
1 siz>0,
por la expresion (3.4) se tiene que:
n—1
i (@) = g [g] T para O<zx<4,
y
0 siz<0
Fx, (x) = ‘g—',ﬁ para0<x <6 (3.12)
1 six=>6.

De acuerdo con [87] la variable X, tiene fdp uniforme generalizada y se
denota por X,y ~ GU(n - 1,0,6). o

Teorema 3.3. De acuerdo con [20, p. 230], si X(1),X2), ..., X @), son los
estadisticos de orden de una muestra aleatoria, X1,Xg, . .., X, con fdp fx(x)y fda
Fx (x). Entonces la fdp conjunta de X ;) y X(j), 1 <i < j < n, es dada por:

n!

Jx) x5 (w50) = (i-D'G- 1.— il (n _].)!fx(u)fx(v)
x [Fx ()]~ [Fx (v) = Fx (@)} [1 - Fx (v)]" ™,

para —oco < u < v < o0,

Demostracion. Ver detalles de la prueba en [20, p. 260]. o



162 o Propiedades de una muestra aleatoria

Nota 3.3. (Distribucién del rango). La fdp conjunta del minimo v el mdximo
estd dada por (i = 1,5 = n):

iar) = S 1 )| [Py ) = B o] [1 - Py

=n(n — D) fx (@) fx (@) [Fx (@) = Fx(x)]", ? (3.13)

donde X = (X(1),X(n)). Sean U y V' las variables aleatorias rango medio y rango,
es decir,

1

U=3l[Xw+Xw) y V=X =Xy

Este sistema de ecuaciones puede escribirse matricialmente como:

u\ % % x] x1y (1 —% u\ _(u-v/2)
v)]  \-1 1)\x, x,]  \1 % vl  \u+v/2)’
la wltima transformacion (inversa) se puede expresar como:

(hl(x,y),hg(x,y)) = (1‘ - %1x + %)7

y la matriz jacobiana dada en (2.57) de la transformacion inversa queda:

1

Fn(x,y) = [i f] y det [}h(:c,y)] = 1.

2

Por lo tanto, la fdp conjunta de U y V" estd dada por (2.56); es decir,

Jwr @,0) =fixq),xw) @ =g, u+§)
=n(n = Dfs(u—§)fx(+3)[Fx(u+3) - Fx(u—3)]"".

Luego, la fdp marginal de la variable V' es:

Jr() = [oo”(n ~ D fx (= 8w+ 3) [Fx(w+2) - Fx(w—2)]" " du,

haciendo cambio de variable z = u — §, entonces dz = du; luego:
1@ = [ 0= DA@AG ) [Fxe+o) - F@] s @10

Ejemplo 3.10. Continuando con el ejemplo 3.9, écudl es la distribucion conjunta
del mdzximo y del minimo?
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Solucion. En este caso, por la expresion (3.13) se tiene que:

_n(n -1 _ (x _xl)n_2 _ n(n—1)(x, —xl)"_Q
X)X (@1,20) = X = o ’

para0 < x; < x, < 6. o

3.3. Ordenes de magnitud

Un orden de magnitud es una medida o magnitud de alguna cantidad, donde
cada tipo incluye valores de un cociente fijo en términos del valor previo.
Las referencias usadas en la elaboracion de esta seccién fueron [55] y [82].

3.31. Ordenes de magnitud de sucesiones de
nameros reales y vectores. Notacion: O(:) y o(+)

El orden de magnitud de un nimero nos permite concebir de inmediato su
dimension respecto a sus centenas, decenas, unidades, décimas, centésimas.

Ejemplo 83.11. La tabla 8.9 muestra algunas sucesiones de miimeros a,, v la figura
8.1, los respectivos grdficos que exhiben el comportamiento mondtono (creciente o
decreciente) de estas.

Tabla 8.9. Ejemplo de sucesiones de nimeros a,

an 1 2 3 4 10 50 100 200 500

n? 1 4 9 16 100 2500 10000 40000 250000

1 |7 1 1 S | ] 1 1
n2 4 9 16 100 2500 10000 40000 250000
1] 1 1 1 ST TR R I 1
n 2 3 4 10 50 100 200 500
1-1 1o 1 2 3 9 49 99 199 499
n 2 3 4 10 50 100 200 500

(1+1y2 2,250 2,370 2441 2,594 2,692 2,705 2,712 2,716

In(z) |0 0,698 1,099 1,386 2,303 3,912 4,605 5,298 6,215
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Figura 3.1. Ejemplos de sucesiones de nimeros a,

DEFINICION 3.4. De acuerdo con [82, p. 86], dadas {a,}p>1 Y {bn}n>1 sucesiones
de niimeros reales. Se dice que:

1. a, = O(by,) si existe un mimero real k > O y un niimero entero positivo
ng = no(k) tal que:
ap

<k, VYn:=ng.

n

2. a, = o(by) si para todo miimero real € > 0 existe un niimero entero positivo

no = no(&) tal que:
a”

—| <&, Vn2=ng.

n

Asi, a, = O(by) si la razon ’% estd acotada para todo n suficientemente grande, y

que a, = o(by) si:

a
lim —= = 0.
"l_r)r;’ bn
Ejemplo 3.12. Muestre que:
1) n =o(n?). 2) 1002 +n = O(n?).
Solucion. Veamos:
D) n=o(n?),
lim = = lim 1 =0
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2) 1022 +n = O(n?),

10n?
10" +n o4 L
n? n
tomando £ = 11, se tiene que:
‘10"# <11,Vn> 1. o
n

Ejemplo 3.13. Muestre que si a,, = O(b,), entonces —a, = O(b,).

Solucio’n Por la definicién 3.4 si a, = O(b,), entonces existe k; > 0y ny(k;)

tal que || < ky para todo n > ny(ky), luego,
n <k & —k< an <k © k> —n > —ky = —n < ky,
bn bn bn n

Ll,,

entonces existe k1 > 0y ny (k) tal que < k para todo n > ny(ky), es
decir, —a, = O(b,). o

Ejemplo 3.14. Muestre que si a,, = O(by,) v b, = O(c,), entonces
a, + b, = O(cy).

Solucion. Por la definicién 8.4 si a,, = O(b,), entonces existe k; > 0y ny (k)

tal que | | < k; para todo n > ny(k;) y como b, = O(c,), entonces existe

ko > 0y ng(kg) tal que |2

< kg para todo n > ng(kg), luego,

an

7 - SkQ < |bn|Sk2 |Cn|;
n

n

Skl =4 |an| Skl |bn| y

tomando n > max{ny,ng} y por la desigualdad triangular se tiene que:

|an| + |ba] < k1 |ba| +holcu|
——— ——
16

>

an+b,

|an +bn| < k1k2lcn | = k2|6n|(k1 + 1).

Al dividir a ambos lados por |c,| se obtiene que:

a, +b
L M <ko(ky+1) Vn>ng=max{ny,ne},
Cn S———
i

168 4 y b € R, entonces |a + b| < |a| + |b] (ver [56, p. 14]).
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entonces existe £ > 0 y 1o (/g) tal que

""C—er”| < k para todo n > ng k), es decir,

ay + by = 0(cy). o

Teorema 3.4. Propiedades de los 6rdenes de magnitud. Sean {a,},>1,
{bn}ns1, {cntns1 ¥ {dn}ns1 sucesiones de niimeros reales:

1. Sia, = o(by,), entonces a,, = O(by,).
2. Sia, =0(b,) yc, =0(d,), entonces:

a) anCy = O(bndn)- C) |an|s = O(lan): Vs> 0.
b) ap +Cp = O(méX{Ibn|a|dn|})

8. Sia, =o0(b,)yc, =o(d,), entonces:

a) apCp = O(bndn)- C) |an|s = 0(|bn|s)’ Vs> 0.
b) ay+c, = O(méxﬂbnlaldnl})

4. Sia, = O(b,) v cy, = o(dy), entonces a,c, = o(b,d,).
5. Sia, =0(b,) yb, =o(cy), entonces a, = o(cy).

Demostracion. Ver detalles de la prueba en [55]. o

DEFINICION 8.5. Sean {a, },>1 una sucesion de vectores en R™, y {b, },>1 una
sucesion de niimeros reales, entonces:

a, = O(by) sil|la,|| = O(b,) y a, =o(b,) si|la,|| = o(by,),

donde ||a,|| se define como en (B.1).

Ejemplo 8.15. En la tabla 8.10 se muestran algunas sucesiones de vectores en R3:

Tabla 8.10. Ejemplo de sucesiones de vectores en R?

n

a, 1 2 3 50 100 500

1 0,5 0,33 0,02 0,01 0,002
1 0,25 0,11 0,0004 | [0,0001 | [0,000004
0 0,5 0,667 0,98 0,99 0,998

la l | 1,414 0,750 0,754 0,980 0,990 0,998

%ﬁ 1 0,707\ (0,577\ (0,141 0,1 0,045
1 1 0,5 | 10,883 | 0,02 0,01 0,002
] {\0,868) \0,185/ \ 0,05 0 0 0

llaal] | 1,461 0,877 0,669 0,143 0,1 0,045
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v en la figura 8.2, el respectivo grdfico.

(1/n,1/n?,1-1/n)'
08 10 12 14

500

(147, 1/n, &)

00 04 08 12

300 400 500
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Figura 8.2. Ejemplos de sucesiones de normas de vectores en R®

Teorema 3.5. Sean {a,},>1 una sucesion de vectores en R™ vy {b,},>1 una

sucesion de nimeros reales:

1 a,
2. a,

Demostracion. Teniendo en cuenta que si a, = (ay,, ..

1
||axl| _ I(a;lran)2| _

1

bul 16l

(b2)12

|

m

>la

O(by) siy solo si an; = O(by), paraj=1,2,...,m.
o(by) siy solo si an; = o(by), paraj=1,2,...,m.

1/2
1/2 1 & /
I
{2 nj )
n =1

nj

.,ap,) ", entonces:

(8.15)

1. De la definicién 3.5 se sabe que a,, = O(b,) si ||a,|| = O(b,) y por la

definicion 8.4 existe £ > 0y ng = ng(k) tal que |%| <k, ¥Yn > ng.

(=) A partir de (3.15)

notese que:

Ay .
n;

b

) 1/2
lanll 1 (<0 o
= <k
R 2] =
j=1
211/2 m 1/2
:M< 1 az / <k
bul 7 lbul\ &) T
j=1

luego, se tiene que a,; = O(by).
(&) De la definicion 3.4 se sabe que an; = O(b,),j=1,2,3,...,m,

es decir, para cada j existe k; > 0y n; = nj(k;) tal que

An;
bn

Skj
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para todo n > n;. Sea k = max {k;} y nop = max {n;}, entonces:
1<j<m 1<j<m

m 2 172 m 172
a ay; ;
llanll _ Z_ﬂzf Zkz <m\/2%,
|6 | = o
Vn>no

luego, ”anH = O(bn)

2. De la definicién 3.5 se sabe que a, = o(b,) si ||a,|| = o(b,), y por la

a,l|

definicién 8.4 Y € > 0, 3 ny = ny(¢) tal que ||b r <&, Yn > ng.

=) Seaa, = (a,,,...,a, )", se tiene que:
( ) 1 m q
llan|
|bn| , Vn > ng,
n

y notando que:

Boj—

2y4
|anj| (anf)2 1 - 2 ||an||
—_— = — @ | = < g,
|6 | 16| Ib I\ < 16 |
j=
se tiene Vn > ng y para j = 1,2, ... ,m. Por tanto, an; = o(b,).

(&) De la definicién 3.4 se sabe que an; = olby),j=1,2,3,...,m,

esto significa que V j, 1 < j <m, V & > 0 existe un nimero
lan. |
entero positivo n; = nj(g;) tal que o < &is Vn > nj. Sea

np = max {n;}, por la expresion (3.15):
1<j<m

no
o=
Noj—

||an|| Z i aﬁ < i 2
- b2 n; | = b2 &l
n

7l

j=1 j=1
para todo n > ng, luego ||a,|| = o(b,). o
Ejemplo 3.16. Considere la sucesion definida por a, = % + n% % y aproxime
mediante las sucesiones:
2 2 3
@ b, = n ®) ¢y = a2t oe

Solucion. En la tabla 8.11 se presentan las dos aproximaciones y las diferen-
cias a, — b, y a, — c,.

Note que cuando n aumenta, las diferencias a, — b, y a, — ¢, se acercan a
cero; sin embargo la segunda, a, —c,, llegé a cero mds rdpido que a, —b,. o
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Tabla 8.11. Sucesién a, aproximada por (a) y por (b)
n

1 2 3 4 50 100 500
ay =2+ % - 7;% 1 1,25 0,85185 0,625 0,04117 0,0203 0,00401

b, =2 9 1 0,66667 0,5 0,04 0,02 0,004
=2+ % 5 1,75 1 0,6875 0,0412 0,0203 0,00401
ay — by -1 0,25 0,18519 0,125 0,00117 0,0008 0,00001

ay — Cn -4 -0,5 -0,14815 -0,0625 -0,00003 0 0

3.3.2. Ordenes de magnitud de funciones

Las diferencias en el comportamiento de las funciones para valores grandes

del argumento x € R llevan a la nocién de orden de magnitud. Debido a

su gran importancia, esta temdtica es abordada en este apartado, aunque no

estd directamente relacionada con el concepto de la integral o de la derivada.

DEeFINICION 8.6. De acuerdo con [55, p. 19], dadas [ vy g funciones reales de
variable real y xy un miimero real. Se dice que:

1. f(x) = O(g(x)) cuando x — x, si existen niimeros realesk > 0y 6 > 0
tal que para todo x € R que satisface que |x — xo| < 6, entonces

/()

e =

2. f(x) = O0(g(x)) cuando x — +o0(—c0), si existen niimeros reales k > Oy
M > 0 (M < 0) tal que para todo x > M (x < M), entonces

G2 Y
g(x)

8. f(x) = o(g(x)) cuando x — xg, si para todo & > O arbitrario existe un
niimero real 6 > 0 tal que para todo x € R que satisface que |x — xo| < 6,
entonces

M <e¢ lim & =0.
g(x) 7= g(x)
4. f(x) = o(g(x)) cuando x — +oo(—o0), si para todo € > 0 arbitrario

existe un niimero real M > 0 (M < 0) tal que para todo x > M (x < M),

entonces
/(@)

@)
li - =
¢@) m 0

<& ] =
T—+00 g(x)
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Ejemplo 3.17. Determine los ordenes de magnitud de las siguientes funciones:
1) 72% + 1022 2 10(x - D2 +4(x - 1).

Solucion. Veamos:

1) La funcién 728 + 1022 = o(x), £ 0, x — 0, ya que

3 1 2
o 22108 (74 4 100) = 0,
x—0 x x—0

Entonces 722 + 1022 = o(z) cuando 2 — 0.
2) La funcién 10(z — 1)2 +4(x — 1) = o(1) cuando  — 1, ya que

/ljrri 10(x - 1% +4(x-1) = 0.
Entonces,
10(z-1)?+4(z-1) =0o(1) v  10(x=1)?-4(z=1) =0(1). &

Teorema 3.6. De acuerdo con [55, p. 21], dadas fi, fo, g1, o v & funciones reales
de variable real y xo un niimero real:

1. Sifi(x) = 0(g(x)) v folx) = O(g(x)) cuando x — xo(+00), entonces
f(x) + fo(x) = O(g(x)) cuando x — xo(+0).
2. Sifi(x) = o0(g(x)) y folx) = 0(g(x)) cuando x — xo(200), entonces
A@@) + fo(x) = o(g(x)) cuando x — xo(x00).
3. Si fi(x) = O(g1(x)) y folx) = O(ga(x)) cuando x — o(x0), entonces
Ni(2)fo(x) = O(g1(x)ga(2)) cuando x — xo(£e0).
4. Si fi(x) = 0(g1(x)) y fo(x) = 0(ge(x)) cuando x — xo(%00), entonces

Ni(@)fo(x) = 0(g1(x)g2(x)) cuando x — xo(£e0).

Demostracion. Ver detalles de la prueba en [55]. o
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3.3.3. Ordenes de magnitud en probabilidad de
sucesiones estocasticas. Notacion: O,(-) y 0,(+)
DEFINICION 3.7. De acuerdo con [65, p. 89], dada una sucesion {X,},s, de

variables aleatorias definidas en un mismo espacio de probabilidad y una sucesion
{by}, 51 de miimeros reales (o de variables aleatorias). Se dice que:

1. X, = O,(by) si para todo miimero real n > O existe un niimero real positivo
k = k() y un niimero entero positivo ng = no(n), tal que:

X
P(b_ Zk)Sn, VYn > ny, (3.16)
es decir, f—,’l‘ estd acotada con probabilidad 1.

2. Xy, = 0,(by) si para todo niimero real € > 0y para todo niimero real n > 0
existe un niimero entero positivo ny = ng(&), tal que:

n

p(X

bn

> 8) —> 0 cuando n — oo, (38.17)

es decir,

)b%| —> 0 con probabilidad 1 cuando n — oo.
Nota 3.4. Note que:

1. X, =0,(1) siVn > 0, existe 0 < k = k(n)(< o), tal que:
P(X,| = k) <n, paratodo n>ny(n).
2. X, = 0,(1) si para todo miimero real & > 0
P(X,| =€) — 0 cuando n — oo,

0 lo que es igual a:
lim P (|X,| >¢&)=0.
n—oo

Ejemplo 3.18. Considerando la informacion del ejemplo 8.8, sobre la muestra

aleatoria de X,, ~ N(0,1), X,, = O,(1), pero P (|X,| > 1,5) no converge a

cero 1 7.

I7Ver www. stat. purdue.edu/~dasgupta/lst.pdf


www.stat.purdue.edu/~dasgupta/lst.pdf
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Ejemplo 3.19. Sean X1,Xo,...,X, variables aleatorias iid con E(X}) = uy
V(X;) = 02 < 0. Sea X, = 717 Y. Xj, muestre que:
j=1

. 1

X,—u=0 .
e (w)

Solucion. Por la desigualdad de Chebyshev se tiene que:

V(Y
P(Y —uy|lz¢) < (2 , Ve > 0.
£

(3.18)

SeaY =X, = % 2. Xj, entonces,
j=1
- - 0-2
py:[E(Y):[E(Xn):u y \/(Y):\/( ,l)z—,
n
luego, tomando & = %0‘ conm > \n en (3.18):
2 0'2
_ m vl ,Q/E/ 1
P Xn - 2 — 0 S n = = = —,
(' W= ) (o) ot mietom
Vi Jl
por lo tanto, i
X, - 1
K = mO’) < 5>

#. Luego, para todo n > 0, se tiene que

sean = #, entonces m =

X — 2
P(an Kl U_)Sﬂ,
v n
haciendo & :‘,%2 se concluye que Xn—ﬂzop(‘/iﬁ)' o

Ejemplo 3.20. Considerando la informacion del ejemplo 3.4 sobre una muestra

aleatoria de X ~ exp(1), muestre que X,, = op(Inn).

Solucion. Por la expresion (8.2) se tiene que Ve > Oy n > 2:

Pll—=|>¢ :i = lim P ﬁZS:limi:O.
Inn né n—oo Inn n—oo N
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Como se satisface (3.17), entonces X,, = 0,(Inn). o
Ejemplo 3.21. Sea {X,}, -1 una sucesion de variables aleatorias reales tales que

E(X2) < oo, n > 1. Muestre que X,, = O, ([[E (X2)] ﬁ)

Solucion. Por la desigualdad de Chebyshev se tiene que:

()
E(]X,]
X, 1 X, n 1
P >k Sﬁ[E = 2y = 32 Vk > 0,
E(X7) E(xp)| | CEE)
haciendo el cambio de variable = k%, entonces k = \/Lﬁ Luego, se satisface
(3.16), para todo n > 0, existe £ = \/%7 =k(n) > 0 yng = no(n) tal que

P ( —E
VE(X)

Ejemplo 3.22. Sea {X,}, 1 una sucesion de variables aleatorias y {a,}, 1 una
sucesion de mimeros reales, tales que w, = E(X,) = O(a,) y ol = V(X,) =
O(a,%). Muestre que X,, = Op(an).

1
> k) < n para todo n > ng, es decir, X,, = O, ([[E (X,?)] 2). v

Solucion. Del enunciado y por la definicién 3.4 se tiene que existe:

E(X,)

an

v(x,)

7
a,

s Unk; > 0yng =ng(ky) tal que < ky para todo n > ng(ky).

» Unkg > 0yny =n(ke) tal que < kg para todo n > ny(kg).

Luego, por la desigualdad de Chebysheyv,

P( _ v(s) +k£[E(%)]2

X 2

an

Xu

an

Yk >0

1
zk)s 3

|

2 2

L vX)  [EE)T] 1 VX)) 1 [E(X)]
2l T2 TR e TR 2
V)] ][EX)]
_]3_2 d?l k_2 a%

~— NI

SkQ Sk%
1

< k_Q(kQ +k%) VY n > max{ng,n; }.

[ —
n
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kg+k2
Entonces, para todo n > 0 existe k = ﬂ% = k(,k1,k9) > 0, tal que
P ( Xn

Nota 3.5. Segiin [52, p. 54], para cualquier sucesion {c,} de nmiimeros reales, se

[

> k) < 7 para todo n > max{ng,n1 }, por tanto, X,, = O, (a,). o

liene que:

a) Si X, = 0,(by), entonces c, Xy, = ¢,05(by) = 0p(cpby)
b) Si X, = 0, (by), entonces ¢, Xy, = ¢,0p(by) = Op(cnby).

Teorema 3.7. Propiedades de los 6rdenes de magnitud en probabilidad. De
acuerdo con [56, p. 40], dadas {X,,},51, {Yn},>1 sucesiones de variables aleatorias
y{an}nus1, {bn}us1 sucesiones de niimeros reales (o variables aleatorias):

1. Si X, = o0y(ay), entonces X,, = Oy(ay).
2. Si Xy, =0p(an) yY, = 0,(by), entonces:

a) X,Y, = Op(ayby). o 1Xul' = 0p(ayl’), Vs > 0.
b) Xn+Yn = O;D(méx{|an|,|bn|})-

3. Si X, =0,(an) y Yy = 0y(by), entonces:

a) X,Y, = Op(anbn)- ¢) |Xn|s = 01)(|an|s); Vs > 0.
b) Xn+Yn = Op(méx{lanla |bn|})

4. Si X, = Op(ay) yY, = 0,(by), entonces X,,Y,, = 0,(a,by).
Demostracion. Ver detalles de la prueba en [55, p. 41]. o

DEFINICION 8.8. De acuerdo con [55, p. 42], dada una sucesion {X,},s1 =
{(Xu1,.-, Xoum) T }us1 de vectores aleatorios m-dimensionales (m > 2) y una suce-
sion {by},>1 de niimeros reales, se dice que:

X, = Op(bn) st || X0l = Op(bn) Yy X, = op(bn) st || Xl = Op(bn);
donde || X || se define como en (B.1).

Teorema 3.8. De acuerdo con [55, p. 42], dada una sucesion {X ,},,= de vectores
aleatorios m-dimensionales y una sucesion {b, },>1 de niimeros reales, entonces:

1. X, = 0y(by) siysolosi X,j = Oy(by), paraj=1,...,m.
2. X, =0p(by) siysolosi Xy; =0p(by), paraj=1,...,m.

Demostracion. Se presenta la prueba del primer item.
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(&) De la definicién 3.8 se sabe que X, = Oy (by) si || X || = Op(b,) y de
la definicion 3.7 se sabe que | X, || = O,(b,) si para todo nimero real
n > 0 existe un nimero real positivo £ = k(7)) y un niimero entero
positivo ng = ng(n), tal que:

X
P(|l|bn|“ Zk) <n, Vn>n.

Luego, para j, 1 < j < m, se tiene que:

1X,.51 } Xy, X% { I1X | }
>k > k2L > k%) = >k,
{ 16, b2 b2 16

Tomando probabilidad se obtiene que:

| X1 1 Xl
P(Ibnl z/e)<P(|b| >k) Vn > ng,

por tanto, X,,; = O, (by).

(=) De la definicién 8.7 se sabe que X,,j = O, (b,) si para todo nimero real
n > 0 existe un nimero real positivo k; = £;(17) y un niimero entero
positivo n; = n;(n), tal que:

nj

P(|3

bn

>k) l V?”Lan.
m

Sea k = max{ki,ka, ... kn}, k = \mk y ng = max{nj,ng, ...,nn},

entonces Vn > ng:

m 2 |2 m 2
Xl _ 7\ _ nj j 2
P( o > k| =P Z -3 >Vmk|=P Z 2> mk
]=1 n ]=1 n
P(iX2> k2b2) < Zm:P(XQ m%,‘f‘)
= >m < >
a n —— = n }’}‘f
ver lema B.1
en apéndice B
< P(X2 > k2b2) = > P (1X,] = kjlbs n_
\,/ < (nj j ) = ;M Flm n
k:lmax{kj} <n
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3.4. Convergencia estocastica

3.41. Tipos de convergencia estocastica

Sean {X,},>1 una sucesién de variables aleatorias y X una variable aleatoria
definida en el mismo espacio de probabilidad.

DEFINICION 8.9. De acuerdo con [11, p. 105], una sucesion {X,,},,» de variables
aleatorias reales converge en probabilidad para una variable aleatoria X (puede
ser degenerada'®) si, para todo € > 0,

lim P(|X, - X|>¢e)=0 es decir X, — X =0,(1).

.. P
Notacion: X, — X.

Esto significa que la diferencia entre X, y X es pequefia con una alta
probabilidad, para n grande. No implica que X, (w) — X (w) sea pequefia
para cada w ain cuando n sea suficientemente grande.

Ejemplo 3.23. Sea {X,}, 1 una sucesion de variables aleatorias reales tales que

C P
E(X,) = u, —— cy V(X)) = 02 —— 0, muestre que X,, — c.
n—oo n— 00

Solucion. Ve > 0, se sabe (por la desigualdad de Chebyshev) que:

— 12 _ T
0 SP(|XH—C| 28) < lE([X” C] ) — lE([Xn HMn +/,ln C] )

82 82
_ [IE([)(71_1171]2)"'[E([,un_6]2)4'2[/171_6]”E /Jn])
= o
_ 0-_7(12 [ﬂn _0]2
= g2 7

tomando limite:

1 1
0 < Hm P(an _Cl > 8) < —2 lim 0'"2 + — lim [,un —6]2

n—oo &£ n—oo 82 n—oo
=0+0=0,
. P
por tanto, X, — ¢ = 0,(1), es decir, X, — c. o

181.a fda de una variable aleatoria X degenerada en ¢ estd dada por:

1 si x>¢

0 si xz<c

}'X(x) = I[C,m)(x) = {
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DEerFINICION 3.10. Segiin [55, p. 48], una sucesion de vectores aleatorios m-
dimensionales {X , }n>1={(Xn1,---,Xum) " }n>1 converge en probabilidad para
un vector aleatorio X o = (Xo1,...,Xom) " (puede ser degenerado), si la sucesion de
variables aleatorias {|| X, — Xol|},>1 converge en probabilidad para 0.

P
Notacion: X, — Xy ¢ || X, = Xoll = 0,(1).

Teorema 3.9. De acuerdo con [56, p. 48], dada una sucesion { X ,},,s1 de vectores
aleatorios y X o un vector aleatorio. Entonces,

P . . P .
X, — X siysolosi X,; — Xoj, para j=1,...,m.
Demostracion. De la definicion 3.10 se tiene que:

r
X, — Xy = |X,-Xoll=0(1) = X,;—Xpj=0,(1),
——
Teorema 8.8

P .

= Xy — Xoj, 1<j<m. o
——
Defin. 3.9

Ejemplo 3.24. Sean X1,Xo, . ..,X, variables aleatorias iid con E(X) = p,
— n n
V(X)) = 02 y E[(X = '] < oo, Sean K, = 1 3 X9 82 = 11 (X -

1
j=1 j=1

X,))2, muestre que:
(%,82) —— (u,0%). (3.19)

Solucion. Reescribiendo S? se tiene que:

1 e 1 _ 0
Sr% = n—1 Z (X] -Xy) = n—1 [(X] - 1) - (Xy - /'[)]
= A
1

n—

1 i [(X] - ﬂ)Q - Q(XJ - :u)(Xn - ,U) + (Xn - #)2] .
=1

Distribuyendo la sumatoria se puede expresar como:

. 1 <« . (X, — y) © n  — 9

St = — DX -2 S (X - )+ = (X - )
j=1 i=1

_ 1 C 2 (Xn_/i) < n = 92

—m;(xj—ﬂ) _Qﬁ(an_n/O"'n_l(Xn_:u)
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1 7 g n _ 9
=—— ) (Xj-p)?-—(X, - p?.
n_lj;(] W = — & - p)

Empleando los 6rdenes de magnitud dados en la tabla 3.12:

Tabla 8.12. Ordenes de magnitud de nimeros a,;

7| an r}l_r)r.}o ay; | orden de magnitud
1 % 0 o(1)
2| 1 0 o(1)
3| 44 0 o(1)
4 | 25 1 O(1)

» SeaT), = X,,—u, del ejemplo 3.19 se sabe que T}, = 0, (\/Lﬁ) =0, (an1),
por tanto,

X, = 1= 0y (a1) = Op(0(1)) = oM.

Ejercicio b)

De otro lado, por el teorema 3.7 se tiene que:

el C 1
X, = ul* =0, (;) = 0p(an2) = Op(o(1)) = op(1).
—— N——

T2 Ejercicio b)

» Sea U, = au|T,|* = ﬁ()_(n — u)?, usando el item a) de la nota 8.5:

| T l* = 40405 (0(1)) = Op(ans 0(1)) = 0,(O(1)o(1))

~—_————

o9
U, =0,(0(1)) = o0,(1), esdecir, HM=OP(1).
N—— n—l

Ejercicio b)

Por otro lado, las variables aleatorias (X1 — )2, (Xo — )2, ..., (X, — p)?
son iid con media E[(X] — p)?] = o2 y varianza:

V[(Xi-?] = [{(X0 - 2 |- [EG-0?]* = Bl =)' -0 < o0,
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s Seay, = % > (X; - w? - o2, del ejemplo 8.19, se sabe que:
=1

1 & 1
= g Z(X] - /1)2 - O'2 = Op (%) = Op(anl)'
im1

s Sea

Ry = apsYy + n_1_ m}}Z(X] - ) - nfO’ +

1 " C
= HZ(Xj—#)z—O'Q,
i=1

se tiene que:

2

R, = a,4Y, + no-j = an40p(an1) +o(l) = Op(an4 anl) +o(1)

——
19

= 0,(0(1)o(1)) +0(1) = 0,(o(1)) +o(1) = 0,(1) +0(1) = 0,(1).

Entonces,

S22 =

n

Z<X W= ——= (X, - )’ -

n—l
=R, _Un = Op(l) —Op(l) =0p(1),

por tanto,

P
S22 =0,(1) = 82 — o2,

concluyendo que:

(%089 — (,02). o

Ejemplo 8.25. Sea {X,}, s una sucesion de variables aleatorias iid uniformes en
el intervalo (0,1) y sea Y,, = max{Xy,Xo, ...,X,}. Para verificar numéricamente
que a medida que n aumenta, Y, se acerca a 1, se emplea el siguiente cédigo en R:

remove(list=1s())
library(plotly)
muestra.n=NULL

- 2 -
19 1im - =02 lim Ll =02x0=0.
n—oo "~ n—oo "N~
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for(i in 1:100) {
Xn=runif(i,0,1)
Yn=max (Xn)
muestra.n=rbind(muestra.n,cbind(i,Yn))
3
muestra.n=data.frame(muestra.n)
pl <- muestra.n %>%

plot_Lly(
X =~ 1,
y =~ ¥n,
frame = ~ i,
type = "scatter",
mode = "markers",

showlegend = FALSE
) %>% add_trace(y = ~1,marker=list(color="red"))
p1

DEFINICION 8.11. Segiin [11, p. 110] y [16, p. 297], una sucesion de variables
aleatorias {X,},>, converge casi siempre (o converge en casi toda parte) o
Juertemente para una variable aleatoria X si X, (w) — X(w) para todo w,
excepto para aquellos w que pertenecen a un conjunto nulo, es decir,

P( lim X, :X) =1.

n—oo

. c.s.
Notacion: X,, — X.

Nota 3.6. En [20, p. 284] se presenta la definicion 8.11 como sigue: una sucesion
de variables aleatorias {X, },>| converge casi siempre (o converge en casi toda
parte) o fuertemente para una variable aleatoria X si, para cada € > 0,

P(lim |X,,—X|<e):1.

n—oo

Nota 3.7. De acuerdo con [82, p. 88]:

X, - X =5 0 & X, - X| = 0,(1)

X, -X 250 = 1X,, — X| = 0(1) casi siempre®°.

20Para una sucesion de variables aleatorias {Xu},>1,siparacadan > 0y e > 0, existe un
entero positivo n(n,€), tal que:

P{|X,| > n paraalgin N >n}<e, n=n(n,e)),

entonces se dice que X,, = 0(1) casi siempre (ver [82, p. 38]).
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DEFINICION 8.12. Segiin [82, p. 44], una sucesion de variables aleatorias {X, }, 1
converge completamente para una variable aleatoria X (posiblemente degenerada)
st para todo &€ > 0,

ZP(|X,, ~X|>é) < oo.

n=1
_, C
Notacion: X,, — X.

Nota 3.8. Sea {X,},s una sucesion de variables aleatorias:

. C c.s.
s S1 X, — X, entonces X,, — X.

. c.s. P
s S1 X, — X, entonces X,, —> X.

DEFINICION 8.18. De acuerdo con [55, p. 51], una sucesion de vectores aleatorios
{ X ts1 = (X1, . Xum) " Yus1 converge casi siempre (o converge en casi
toda parte) para un vector aleatorio X o (posiblemente degenerado) si la sucesion

de variables aleatorias || X ,, — X ol|n>1 converge casi siempre para cero. Notacion:
C.S.
X, — X,.

Nota 3.9. Segin [55, p. 52]:

X, =% X o X,j — Xy, para 1 <j<m.

DEFINICION 8.14. De acuerdo con [11, p. 117], dadas {X,},>1 una sucesion de
variables aleatorias v X una variable aleatoria, vy r un miimero real positivo tal que
E(|X,]") < oo, para todo n > 1. Se dice que {X,,},>1 converge en media de

orden r para X si E(|X,, — X|") ——— 0. Notacion: X, BN 'S
n—>o0

Ejemplo 3.26. De acuerdo con [55, p. 53], si{X, },51 es una sucesion de variables
aleatorias iid con E(X1) = py V(X1) = 02 < oo. Entonces,
_ _ 0'2
E(1X, — ul*) = V(X)) = — ——0,
n

n—oo

por tanto,
X, 225
Nota 3.10. Segiin [82, p. 44] y [65, p. 58], dada una sucesion de variables

aleatorias {X,},,=1 vy r un nimero real positivo.

. P
s ST X, AR X, entonces X,, — X.
« Si Y E(1X, - X|") < oo, entonces X,, —— X.

n=1
. m.r. m.s
n S$i X, — X, entonces X, —— X, paratodo 0 < s <r.



182 o Propiedades de una muestra aleatoria

3.4.2. Convergencia en distribucion o convergencia

en ley
DEeFINICION 8.15. De acuerdo con [48, p. 288], dadas las variables aleatorias
X, X1,Xo, ... confda F,F\,Fy,Fs, ..., respectivamente. Se dice que la sucesion
{X,}ns1 converge en distribucion (o en ley*') para X si, para todo punto x de

continuidad de F,
lim Fy, (x) = Fx(z).

Notacion: X, L) XdX, L) X.

Ejemplo 3.27. Segiin [14, p. 477], dada una sucesion de variables aleatorias
{Xo},s did con X1 ~ exp(d). S$iY, = min{X1,X9,Xs, ...,Xy}, para todo

D
n > 1. Mostrar que Z,, — Y1 con Z,, = nY,,.

Solucion. De estadisticas de orden, expresion (3.9), se sabe que:

Jx (@) = Sx(@)[Fx ()P [1 = Fx (2)]"7;

n!
(= Din - j)!

tomando j = 1 y usando las expresiones dadas en (3.1), se tiene que:

n!
fX(l)(x) = mfx(x) FX(J?)]I 1[1 —F (x)]n 1
= an(x) [1- FX(I)]" 1 _ nle—/lx(e—/lx)n—l — (n/l)e’M_/lmH'%
—_—— ——— ——
Ae—Ax e—Ax
= (nd)e ™=,

luego fx,,, () coincide con la fdp exp(nd), es decir, Y, ~ exp(nAd).
La funcién caracteristica de Y,, (ver tabla 1.13) estd dada por:

1
Yy, (1) = ,

n/l

luego la funcién caracteristica de Z,, = nY,, es dada por:

1 1
Yz, (1) = Yy, (1) = Yy, (n1) = W o

23
#a !
21Segin [11, p. 114], una sucesién de fda {F, ()}, no necesariamente de variables aleatorias,
y si F,(x) — F(x) para todo punto x de continuidad de F, entonces {F,} se dice que
converge débilmente o en ley para F. En general, F(x) puede no ser una fda, pero si
F, (x) es una fda de una variable aleatoria X,, y F'(x) es una fda de una variable aleatoria X,
entonces la sucesion X, se dice que converge en distribucién o en ley o débilmente a X.
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que corresponde a la distribucién exp(4). Aqui se usé la propiedad 5 de la
funcién caracteristica que establece que ¥, x (¢) = yx(at).

Aplicando limite:

lim Fy, (x) = lim (1 -e™ %) = (1-¢™) = 1 — e~ V7 = 1y, (2),
D
concluyendo que Z, — Y;. o

Teorema 3.10. (Lema de Helly-Bray). De acuerdo con [82, p. 102], dadas
F.F\, Fo,Fs, ... fda. Si {F,} converge en distribucion (o débilmenie) para F,

entonces

[ewalrw] — [ ewalra],

para toda funcion g continua y acotada (g : R — R).

Demostracion. Ver detalles de la prueba en [82, p. 103] o [66, p. 178].

Teorema 3.11. De acuerdo con [55, p. 55], dadas X ,X1,Xo, ... variables
aleatorias con fda F,F,Fe, ... v funciones caracteristicas W ,yr1,¥a, . . ., respec-
titvamente. Entonces para cada t € R se tiene que:

X, =5 X e g () —— gx(0).

Demostracion. Por la definicién 3.15 se sabe que X, L, X
FX" (x) n—>—oo) FX (l‘)

(=) Por la definicién de funcién caracteristica, definicién 1.26, se tiene
que para todo t € R:

Uy, (1) = E (e”X”) — E [cos (tX,)] + iE [sen (¢X,)]
:/cos(tx)d[FXn(x)] +i/sen(tx)d[FXn(x)]

_— cos(tx)d[FX(x)] +i/sen(tx)d[FX(x)]

n—>00

= [E [cos (tX)] + iE [sen (tX)] = vx(2).

En el peniiltimo paso, se usé Helly-Bray ya que las funciones seno y
coseno son continuas y acotadas. Por tanto, yx (1) — yx().
n—oo



184 o Propiedades de una muestra aleatoria

(&) Setiene que paratodot € R

wx, (1) — Yx (1) .

—— ——
! l
FX FX

n

Usando la propiedad 9 de funcién caracteristica se concluye que

Fx, (x) — Fx(x), luego X, LX. o

Nota 8.11. Sean X, X1, Xo, . .. variables aleatorias reales cuyas fda son I, F,
Fy, ..., respectivamente.

1. Si X, —}:—> X, entonces X, ~IZ—> X.
Para la demostracion, consultar [16, p. 302].
2. Si X es una variable aleatoria degenerada en un punto.

X, 25X = X, 45 X.

3. S1X, L X, entonces X,, = O, (1).
Ver detalles de la prueba en [82, p. 106].

Nota 3.12. En general,

X, = X = X, — X.
Ejemplo 3.28. Sean las variables aleatorias X, X1,Xo, . . ., tid Bernoulli de
pardmetro p = %, esdecir, P(X1=1)=P(X; =0) = % Muestre que X, L X.
Solucion. Se tiene que X, 2, X, sin embargo, paratodo 0 < € < 1,

P(X,-X|>€)=P X, -X>e)+P (X, - X < —e€)
=P(X,=1,X=0)+P(X,=0X=1)
1 1 1 1 1

X — 4 =X — = — para todo n,

2 2 2 2 2
aplicando limite:

1
lim P (X, —X|>¢€)=Ilim = #0,
n—oo n—oo 2

luego, XWZX. o



Propiedades de una muestra aleatoria ¢ 185

DEFINICION 8.16. De acuerdo con [55, p. 59], dados los vectores aleatorios m-
dimensionales X = (Xo1,X02, ---»Xom)' v X, = (Xu1,X09, -, Xum) ',
n =1,23,... confda Fx,,Fx,, Fx,, ..., respectivamente. Se dice que la
sucesion {X ,},,s1 converge en distribucion (o en ley) para X si, para todo punto
x = (1,29, ..., 2n)" de continuidad de Fx,,

FX,,(I) n—>—oo) FX(;(x)'

Notacion: X, L) Xo.
Teorema 3.12. Segiin [55, p. 59], dados los vectores aleatorios m-dimensionales

Xo = (XOI’XOQ; cees XOm)Tan = (an;XnQ’ ce :Xnm)T ,n= 172,"- con

funciones caracteristicas yx,,, Y x,, - - ., respectivamente. Entonces,
D m
X, —X) < lﬁX”(t)nT)lﬂXo(t) ViteR"™.

Demosiracion. Ver detalles de la prueba en [13]. o

Teorema 3.13. (Cramér-Wold). De acuerdo con [82, p. 106], dados los vectores

aleatorios m-dimensionales X oy X ,, n = 1,2,8, ... Entonces:
D T D T m
X,— Xy &= t'X,—t Xy ViteR"

Demostracion.

(=) Usando el teorema 3.12, se sigue que:
D m
Xy —— X0 &= VieR" yx, @) — yx, (1),
luego para todo t € R™, fjjo,

¥x, (ut) — ¥x,(ut)
| Definicién 2.13

[E (eiutTX,,) IE (eiulTX())

n—oo

irx, (u) — Wi x, (u),

por tanto,
D
t"X, —t"'Xg VteR"
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(&) Se parte de
D
tTXn E— tTX() YV teR™,

Del teorema 3.11 se tiene que:

vx,(t) =E (eithn)

= g, (1) —— g, (1) = E (64750) =y (1),

. D
por tanto, por el teorema 3.12 se tiene que X,, — X. o

Teorema 3.14. De acuerdo con [55, p. 61], dados los vectores aleatorios m-dimen-
sionales X o v X, definidos en un mismo espacio de probabilidad y g : R™ — R*
(s = 1) una funcion continua, entonces:

1 X, —5X) = g(X,) —> g(Xo).

P P

2.X, — Xy = g(X,) — g(Xy).

8 X, = Xg = g(X,) = g(Xo).
Demostracion. Ver detalles de la prueba en [55, p. 61]y [11, p. 109]. o

Ejemplo 3.29. Sea {X, },>1 una sucesion de variables aleatorias que converge en
distribucion hacia Z, Z ~ N(0,1). Sea g : R — R dada por g(z) = 22, luego,
X, 257 = x2 2, 72

es decir, X2 converge en distribucion a la distribucion chi-cuadrada con un grado de
libertad (ver [20, p. 53]).

Ejemplo 3.30. Sean (Z1 Z9)" v (X, Y,)",n=1,2,3, ..., vectores aleatorios

bidimensionales, tal que:

b)) e ()l

esto es, (Z1,29) tiene fdp normal bivariada estandar, con p = 0, luego las variables
aleatorias Zy v Zg soniid N (0,1). Sea f : RxR—-{0} — R dada por f (x,y) = i,
luego por el teorema de transformacion (teorema 2.7):

Xn D Z] Xn D Zl
—_— = —_ — —,
Yn ZQ Yn Z2

es decir, el cociente )Y(—: converge en distribucion a una fdp Cauchy estindar (0,1) (

ver [20, p. 162]).
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D D
Nota 3.13. Si X,, —> X y Y, — Y, NO necesariamente se tiene que:

X\ b (X
H .
Y, Y
Teorema 3.15. Sean {X, },>1y {Yn}us1 sucesiones de variables aleatorias de-

finidas en el mismo espacio de probabilidad (Q,.7 ,P) y X una variable aleatoria.
Entonces, si

Y, -X, =0 y X, 25X — Y, 25X,
Demosiracion. Ver detalles de la prueba en [30, p. 41] o [55, p. 56]. o

El teorema 8.15 se conoce como Slutsky I.

Teorema 3.16. Operaciones algebraicas. De acuerdo con [55, p. 68], dadas
dos sucesiones de variables aleatorias {X,},>1 v {Yu}n>1 definidas en el mismo
espacio de probabilidad (Q,.%,P) vy X yY variables aleatorias.

1. Si X, BREEN XyY, BN Y, entonces:
@) X, +Y, —5 X +Y, b X,Y, — XY.
. P P
2. 81X, — XyY, —> Y, entonces:
P P
a) X,+Y, — X +Y, b X,Y, — XY.
8. (Slutsky) Si X, L, XyY, L) ¢ donde ¢ es una constante, entonces:

D D
@) Xy +Y, — X +¢ c) Sic;t(),};—:—>§,
D X,Y, - X,

Demostracion.

1. Sean f; : R2 > Ry f5 : R = R las funciones definidas para todo
(x,9)T € R? por:

hxy) =x+y y fo(x,y) = xy. (3.20)
Note que f] y fo son funciones continuas. Por otra parte, dado que:

Xn c.S. X y Yn C.S. Y’
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usando la nota 3.9 se tiene que:

=)

Como f] y f9 son funciones continuas, del teorema 3.14 se tiene que:

X, +Y, —5 X +Y y X,Y, — XY.

P P
2. Se parte de X;, — X y Y, — Y, luego por el teorema 3.9 se tiene

que:
X,\ P (X

% .

)= )

Considerando de nuevo las funciones dadas en (3.20), por el teorema
3.14 se tiene que:

X, +Y, = X +Y y X,Y, = XY
3. Sean g1 : R - Ry g9 : R — R las funciones definidas por

gi(@) =x+c¢ y go(x) =tx Ve, t e R

y g3 una funcién tal que g3 : R — {0} — R definida por g3(z) = 1

X
(note que g1, g9 y g3 son funciones continuas).

D
a) Como X, — X se tiene, por el teorema 3.14 y usando la

D
funcién gy, que la variable W), = X,, + c — X +c¢. Por otro lado,

P
Y,—-c— 0, sumando y restando X, :

P
Y, + X, - (X, +¢) — 0,
N——— N——

Zn ’/I/N

usando el teorema 3.15,
Zy 2o X 4o

D
Y, +X, — X +c.

D
b) Como X,, — X se tiene, por el teorema 3.14, y considerando

D .
g9, que 11X, —> 1 X para todo t; € R, de igual forma, como
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P . P
Y, — ¢ se tiene, por el teorema 3.14, que t9Y, — t9c para
todo t9 € R. Usando el resultado del item 3a:

D
0X, +t9Y, — 11X +ctg Ve = (11,19)7 € R?,

por tanto, por Cramér-Wold, teorema 3.13,

()= {C)

% .

Y, c

Aplicando el teorema 3.14 y usando la funcién fo dada en (3.20),
se tiene que:

X,Y, =25 cX.

P
¢) ComoY, — ¢ yc # 0 se tiene, por el teorema 3.14 y usando

P
la funcién gg, que Yln — (l Ahora, aplicando el resultado del

item 3b:
X\ b (X
) \1/
Y, ¢
luego, considerando la funcién fy dada en (3.20):

Xni D Xl

—. o
Y, ¢

Ejemplo 3.31. Supongase, como en [77, p. 269], que {X,,} 1 es una sucesion

. . D C
de variables aleatorias tal que X, — X, X ~ N(u,02), y sean a,, a, b, y b
constantes tales que a, — a y b, — b. Muestre que:

D
an Xy +by —Y, YNN(CZ/J+[7,CZQO'2).

Solucién. De manera trivial se tiene que:

D D
a, — a y b, — b.

Luego, por las partes 36 y 3a del teorema 3.16:
D D
an X, — aX, y an X, +b, — aX +b.

Puesto que X ~ N(u,0?) implica que aX +b ~ N(au + b,a*c?). Por lo
tanto,

aan+bn——Q—>aX+b=Y, Y ~N(ap+b,d?c?). o
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Teorema 3.17. (Método delta). De acuerdo con [20, p. 248], dada una sucesion

de variables aleatorias {X,, },>1 y un valor especifico de 0, tal que:
D 2
Vn(X, - 6) — N(0,07).

Si g es una funcion continua que es diferenciable en 0 y g’ (0) # 0. Entonces,

Vi [g(X,) - g(0)] == N(0,02[¢’ (0)]?). (3.21)

Demostracion. Siguiendo a [82, p. 131], sean

X,) —
Zn =\/E(Xn_9) y G, = %’
luego:
216Gy = Vi =TS E D i g(x,) - g(0)].

Como Z, L Z donde Z ~ N(0,02), por el item b) de la nota 8.5, los
6rdenes de magnitud dados en la tabla 3.12 y la nota 3.11, se tiene que:

Zn = Op(l)
LA, = 0) = 50,0 = 0, ) =on(1),

luego,
P
Xn B 97

y por el teorema 3.14:
P
g(Xy) — £(6).

Por otro lado, la expansién de Taylor para g(X,) en torno de X,, = 0 es:
g(Xn) = g(@) + g/(g)(Xn —0) +o(X, - 9)1
al despejar se obtiene que:

g(Xn) - g(e) = g,(e) (Xn - 9) + O(Xn - 0) >

—_—— N—— —
0, (1) 0,(1) 0(1) cuando X, —6
asi,
Xu)—g@) rp
Gn:g( 7!) g( ) g/(e).

X, —6
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Usando Slutsky, se tiene que:
D ’
Z,G, — g'(0)Z
D ’
Vi [g(X,) - g(0)] — g'(0)Z =W,

donde W = g/ (0)Z ~ N (0,(72 [g'(e)]Q). of

3.4.3. Teoremas limites

Teorema 3.18. (Ley débil de los grandes nimeros). Segiin [52, p. 49], dadas

las variables aleatorias X1,Xs, ...,X, iid con media E(X|) = u y varianza

n
V(X)) =02 <00 S8iT, = 3 Xp Entonces,

k=1

T, P
— % u-
n

Demostracion. Del ejemplo 3.19 se tiene que:

T, 1
— —u=0,1—] =0,(1),
n M P( '_n) 0p(1)
y de la definicién 3.9:
T, p
— — u. o
n

Para una animacion de la ley débil de los grandes niimeros, se puede usar
el cédigo en R:

library(animation)
oopt=ani.options(interval=0.01,nmax=ifelse(interactive(),150,2))
lambda=4

1ln.ani(FUN=function(n, lambda) rpois(n, lambda),mu=lambda,cex=0.6)

Teorema 3.19. (Ley débil de los grandes nimeros de Khintchine). De acuerdo
con [82, p. 61], dada una sucesion de variables aleatorias {X} };s 1 tid con media

n
E(Xy) = u. SiT, = Y X,, entonces,
k=1

T, P
— _—% /l.
n
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Demostracion. Sea Fx, (z), z € R,lafda de Xj, yseayy, (¢),¢ € R, la funcién
caracteristica de Xi:

v,b%(t) =E (exp {zt%}) =E (exp {% ZX/‘})
k=1

n t
k=1

Ident.Distr.

Usando la expresion (A.9) del apéndice A, para yx, (i), con i = £ en torno
de 0, para algun ¢ tal que 0 < ¢ < i, se tiene que:

B} 3 P —0)*
s, 1) = 0, 0) + (= 0w 0 + E Pt o

. ~ f2 ’” L4 ZQ ’
=1 +iE(X))(?) + §¢X1 (¢c)=1+iui+ §¢x1 (c),

aqui se usé la propiedad 5 de la funcién caracteristica. Elevando a ambos

I

lados a la n:

2

. " i
1+iui+ §¢X1 (¢)

[, ()] = L+ ipd + S0g,

n
= exp {n In

Por otra parte, la férmula de Taylor para In(1 + 2) estda dada por:

©0 Zle+1
1n(1+z):Z(—l)kk+1 0<z<1,
k=0

o~ 72 .
tomando z =i ui + %(//)'(’1 (¢) se obtiene que:

72 2
oot 7" oo 0 ’” ~
In|1+zuf+ E"[’Xl (o)| =iui+ Et//Xl (¢) cuandoi — 0
~ ~ il t t
= ipi+o(7) = e 0(—) cuando — — 0,
n n n

luego, dado unn > 0 fijo, cuando ¢ — O:

S R [ e
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Ahora, para un ¢ fijo, tomando limite sobre 7, se tiene que:

R

n
} = lim {exp
(n)

lim ¢, (1) = lim {
n— oo n n—oo n—oo

= ’}1_{1010 {exp [iut +0(t)]} = exp {i,ut}.

Como exp {i ut} corresponde a la funcién caracteristica de una variable
aleatoria que es degenerada en el punto g, se tiene por el teorema 3.11 que:
T, D

_—)/l
n

y por la nota 8.11 se tiene que:

——_>/l. Er

T, p
n

Teorema 3.20. (Ley fuerte de los grandes nimeros de Kolmogorov). De
acuerdo con [82, p. 67], dada una sucesion {Xy}; 1 de variables aleatorias inde-
pendientes con media E(X}) = uy y varianza V(X}) = (J'k2 < 00, St

) 1 n n
un—zZuk y Tn—sza n>1.
k=1 k=1
Entonces,
% 0-/? c.s
PA oo e
k
k=1
Demostracion. Ver detalles de la prueba en [82, p. 67]. uf

Teorema 3.21. (Ley fuerte de los grandes niimeros de Khintchine). De

acuerdo con [82, p. 69], dada una sucesion de variables aleatorias { Xy} did. Si

T, = >, X, entonces,
k=1
Tn c.s.
— .
n

donde c es una constante siy solo si E(|X1]) < coyc = E(X)).

Demostracion. Ver detalles de la prueba en [82, p. 69]. uf

Ejemplo 3.32. Sea una muestra aleatoria (X1,Y1)",(Xo,Yo)", ..., (X,,Y,)"
de la distribucion bivariada del vector aleatorio (X1,Y1)", con vector de medias y
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matriz de varianzas-covarianzas dadas por:
_E X1\ (ux 5 - of  poxoy
p=E|y|= y = o |
1 My poxoy oy
Se define el coeficiente de correlacion muestral de r, como:

5 (% - K0 - T,)

Tn = s

\/ 3 (X - X2 5 (¥ -T2
k=1 k=1

donde X, = %kz X, yY, =
=1

C.S.
Y. Muestre que r, —— p.
1

S |—
M=

k

Solucion. De manera andloga al proceso dado en la nota 2.5, se tiene que:
n

XY v v
Z n XnYn S
k=1 XY,n

- noox2 .y noy2 _ - \/SXX,n\/SYY,n
\/(/eZI k=1

1. Por la ley fuerte de los grandes nimeros de Khintchine, teorema 3.21,

n XY, c.s.
kZl % —— pOXOy + uxpy, (3.22)

porque (X1,Y)7,(X9,Y9)T, ... ,(X,,Y,)" son vectores aleatorios iid
con:

E(X1Y1) = Cov(X1Y1) + E(X1)E(Y1) = poxoy + uxpy < co.

2. Sea f(z) = 22, por el teorema 8.14:

C.S.

bl C.S. = C C
a) X, — ux = X,f E— ,uf( porque X1,Xo,...,X, son

variables aleatorias iid con E(X}) = uyx < oo.
C.S.

b) Y, SN uy = Y,? —_— ,u)% porque Y1,Yo, ...,Y, son varia-
bles aleatorias iid con E(Y]) = uy < co.

3. SiY, = X, Vk, entonces p = 1 y la expresién (38.22) queda:

nox2 o . c
k 2 2 2y _ 2 2
a) El ~- — py + oy porque E(XY) = oy + uy < oo.
n Y2 C.S. C C C C C
by ¥ E —> i +0f porque E(Y?) = o + pf < oo.
k=1

n
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entonces por la nota 3.9,

n X, Y,
kz knk
=1X POXOY + X Ly
n
o HX
% “
Y, c.s. X
v2olT Hy
S nX/? oHY
& Kty
n Y2 Hy + Oy
A
y por el teorema 3.20,
XY vy
Z % _XnYn
. k=1 POXOY + UXHY — PxHT
=
noox2 _ noy2 _ < 2_‘\/‘ 2 _ 0
\/z,—;—x,f\/ZTk—Y,? \/}"?“’X WA+ =
k=1 k=1
_ poxey _ o
= ——— = p.
oxeY7

Teorema 3.22. (Teorema del limite central cldsico). De acuerdo con [82,
p. 107], si { X3}y 1 son variables aleatorias iid con media E(X1) = u y varianza

n
V(X1) = 02 < oo. Definiendo T), = Y, X;, entonces,
k=1

T,—nu D

o~ Z, (8.23)

Zn =
donde 7 ~ N(0,1). Notacion: 7, - N(0,1).

Demostracion. Siguiendo a [82, p. 107], la funcién caracteristica de Z,, es:
rrn -
'»bZ,, (t) =E {CXp [llen]} =E {CXP [lt (—nﬂ)]}
ovn

=E {exp [o-lz/ﬁ (Zn: X — nﬂ)

k=1 k=1 _
U,
n . n n
l_[ 1t 1—[ it t
{kzl v } k=1 v W
Indep. Ident.
Distr.
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Usando la férmula de Taylor dada en (A.2) para la funcién exponencial:
2 3

¢ x
=1 — R
e’ +x+2+3 + Rg(x,0),

donde Rg(x,0) denota el residuo, se tiene que la expansién de exp {%Ul}

en torno de 0, es dada por:

itUy it 12UE ( it )
o 22 o Ly Ry[—0Uy,0).
‘”‘p{vz} Vo o2n U\

Xi—u
(o

Por otra parte, como U = , aplicando el operador esperanza:

2
EU)=0 vy [E(Uf):\/(u)+l[g as! =1,
g g

se tiene que:

fi) r-feefu ).

elevando a ambos lados a la n se obtiene que:

Wz, (t) = [l/’Ul (%)r {1 - ;—2 + [E(lfh(li/(%1 0))} )

2
Aphcando limite cuando n — oo y dado que Rg ( 7 ,0) =0 (iQtQI,J,—l‘) cuando

bl el

en la dltima expresién se usé el resultado del pie de pagina 14 y corresponde
a la funcién caracteristica de la {dp normal estdndar dada en (1.63). o

Una animacion del teorema central de limite, se obtiene con el cédigo en R:

library(animation)
oopt=ani.options(interval=0.1,nmax=ifelse(interactive(),200,2))
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op=par(mar=c(3,3,1,0.5), mgp = c(1.5, 0.5, 0), tcl = -0.3)
lambda=4

f = function(n) rpois(n, lambda)

clt.ani(FUN = f, mean = lambda, sd = lambda,type="s")
par(op)

gl=5

f = function(n) rchisq(n, gl)

clt.ani(FUN = f, mean = gl, sd = sqrt(2 * gl),type="s")

Ejemplo 3.33. Sean X1, X9, X3, . ..,X, variables aleatorias iid Bernoulli de
pardmetro p, luego E(X1) = u = py V(X)) = o2 = p(1 - p). Definiendo

n -
T, =2 Xy X, = % Mouestre que:
k=1

Vi (X, = p) = N(0,p(1 - p)).

Solucion. Como X} es una variable aleatoria Bernoulli, solo toma los valores

X, = 1, con probabilidad p, (3.94)
0, con probabilidad 1 — p.
Por la expresion (3.23) se tiene que:
T,—nu D kZle—np D
Iy =—m—— —7 o — N(0,]) &
on Viyp(1 =)
i Xy —np .
k=1 D n(X,—-p) D
N(0,p(1 - _ N(@0,p(1 -p)).
NG 0,p(1-p)) & 7 —>N(0,p(1 -p))
Al racionalizar el denominador se tiene el resultado. o

Ejemplo 3.34. Sean X1,X9,Xs, ...,X, variables aleatorias iid Poisson de pa-
rdmetro A, luego [E(Xl) =u=Aay \/(Xl) = 02 = A. Definiendo Ty, = Y, Xp y
k=1

X, = % Mouestre que:
. D
\/%(Xn —/l) L2, N©,2). (3.25)
Solucion. Por la expresién (8.28) se tiene que:

T ZXk—n/l
L ANy o Xl P,N01) e

Zy = O'\/ﬁ \/ﬁ\/ﬁ
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5 X - na n (%, - 1)
k=1 " D
7 N@,)) o " N(0,1).

Al racionalizar el denominador se tiene el resultado. En este caso, si se usa

el método delta para encontrar una distribucién asintética que sea indepen-
diente del pardimetro A, se puede tomar g(y) = +/y (ver [52, p. 88]). De la
expresion (3.25):

\/E(Xn— 1 )LN(O,L),

0 o2
y se tiene que g’(y) = %ﬁ’ entonces por la expresion (3.21):

Vi [g(X,) = g(6)] = N (0,0%[¢'(0)]"),

sustituyendo,

W@mpywhiN@ﬁiEﬁf)
[
vi| X, - 1] L’N( b r)
iy | 2 ¥ (0.1)

2\/5»\/5(7—«/3- L2, N, ). o

A

Teorema 3.23. (Teorema central del limite de Lindeberg). Segiin [55, p. 81],
dada una sucesion {X, },>1 de variables aleatorias independientes con fda F ()

tales que E(X,)) = 0y V(X,)) = 02 < co. Definiendo T}, = Z Xiys?= Z 0' .
i=1 i=1

Si para todo € > 0:

R

n 1= 1 |>53n
entonces,
E(T,
(T,) » N(0,1)
Sn

Demostracion. Ver detalles de la prueba en [55, p. 81]. o
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Teorema 3.24. (Teorema central del limite de Liapunov). Segiin [55, p. 84],
dada una sucesion {X, },»1 de variables aleatorias independientes con E(X,,) = ,

y V(X,) = 0'3 < oo, en que por lo menos un 0'7? > 0, suponiendo que, para

algin § > 0, E (|1 X, - ,un|2+5) <oo,n=1,2,3,.... Definiendo T, = >, X; y
i=1
s2 = i O'Z.Q. Si

i=1
n

lim 5,270 3 E (|Xi - ui|2+6) -0, (3.26)
i=1
entonces,
T, - E(T,
T 2, N,
Sn
Demostracion. Ver detalles de la prueba en [55, p. 85] . o

Ejemplo 3.35. Supingase, como en [59, p. 345], una sucesion X1, Xo,..., X, de
variables aleatorias independientes definidas como:

|
—

con probabilidad
X, =

sl
O|—  bO|—
<2
=
I
2

con probabilidad

Encuentre la distribucion limite de T,, cuando es convenientemente normalizada.

Solucion. Para cada una de las X}, se tiene que:

-1 1 1 1
EX) = x5+ x5 =0
2 2 9 -1\% 1 1\ 1
V(X}) = E Xk)—[[E(Xk)] =[E(X/<):(%) X§+(ﬁ) 9
_1 1—1
_ﬂ-l-ﬂ_z,

luego,

k=1
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Note que V(7)) diverge. Por otro lado, se va a evaluar (3.26), esto es, la

condicién de Liapunov,

=2-5
] o n ) ) n 1 2 n .
Tim 5270 3 (1Xe - ul*?) =nlgrolo( z) D E (1)
=1 =1 b=l e
(@)
~1 246 1 1 246 1
(a) = E(|X,2*0 =‘— xs+|=| x5
) =1z *3+|g
_( 1 )2+5 B 1 _ 1
Vi S el
Entonces,
converge
—_—

) PUE(1X) = lim =0
n—00 n 1+5
=1 k=1 ( 1)
k=1 k
~—— ——
diverge
Por el teorema del limite central de Liapunov:
0
—
an = Tln Tln
T 2 N0y = 2N, of

Sn

Teorema 3.25. De acuerdo con [82, p. 167], dada una muestra aleatoria X1,
Xo, ..., X, de una variable aleatoria con fda F vy considerando que su q-ésimo
cuantil, &, 0 < q < 1, estd definido de forma inica, es decir, para todo n > 0,
F(&,-1) < F(&) = q < F(&,+n). Entonces, para el g-ésimo cuantil muestral?*
Xopy con k = ky tal que:

k=ky=[ng]+1 0 k=ky=[(n+1)q],
donde la funcion [.] indica parte entera, se tiene que:

c.s.
Xn:/e — fq'

221 a notacioén X, = X(1), es decir, es el estadistico de orden k. Si f—l converge a q de alguna
forma, entonces X,,; es llamado el g-ésimo cuantil muestral (ver [82, p. 158]).
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Demostracion. Ver detalles de la prueba en [82, p. 167]. o

Teorema 3.26. De acuerdo con [82, p. 168], dada una muestra aleatoria X, Xo,
-+ » X, de una variable aleatoria con fda F y fdp f, continuaen &, 0 < g < 1,y
tal que f(&;) > 0; definiendo k de modo que k = nq + o(nl/g). Entonces,

D ¢ —q)
\/E(Xn:k _é: ) — N (0’ ) .
! f2(&)
Demostracion. Ver detalles de la prueba en [82, p. 168]. o

Teorema 3.27. De acuerdo con [82, p. 169], dada una muestra aleatoria X1, Xo,
-+ Xy de una variable aleatoria con fda F y fdp f continuaen &, j = 1,2; 0 <
q1 < q9 < 1,y tal que f(fq].) > 0,7 =1,2. Sikj = ng; +0(n1/2), j =12
Entonces,

\/% (Xn:k] - fl]l) L) Ny (0’2)

Xn:/eg - ‘;:(12
con:
(IIZ(E_(II)) (‘]I(;_(EQ) )
_ T2(& S (€q) S (&4
z —( 01(1-g3) g2li=g)’ )
J(ET ) 12 ()
Demostracion. Ver detalles de la prueba en [82, p. 170]. o

Teorema 3.28. De acuerdo con [82, p. 178], dada una muestra aleatoria X, Xo,
.« X, de una variable aleatoria con fda F. Si F tiene un punto extremo superior
en &1, entonces X,,., BN &1. Si F tiene un punto extremo inferior en &g, entonces
X1 — &o.

Demostracion. Ver detalles de la prueba en [82, p. 174]. o

3.5. Ejercicios

Conceptos basicos de muestra aleatoria
1. Sean X;,Xy, ...,X, una muestra aleatoria de una distribucién
uniforme sobre el intervalo (0,0). {Cudl es la fdp del minimo,
esto es, fx,, (x)?
2. Sean X1,Xg, ...,X, variables aleatorias iid con fdp [20, p. 259]:

Lpi-l i 0<x<@

fx(x) = {8

en otro caso.
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{Cudl es la fdp del minimo, esto es, fx, (2)?, écudl es la fdp del
mdximo, esto es, fx,, (¥)?

3. Enelejercicio 2., écudl es la fdp conjunta del maximo y el minimo,
esto es, fX(]),X(n> (u,v)?

4. Muestre que la expresion (3.10) se puede expresar usando (1.64)
como:

n—k

Fx(j>($)=Z(Z)[FX(Z)]k(1—FX(Z)) = I(Fx(@);j,r), (3.27)

k=j

donder =n—j+ 1.

5. Sean X1,Xy, ...,X, variables aleatorias iid continuamente con
fdp fx(x) y fda Fx(x). Sean los estadisticos de orden para esta
muestra aleatoria X (1), X(9), ..., X(»). Muestre que para cual-
quier dos valores a y b con a < b:

n Fx (b) - )
Plas X0 $0) = iy g 0
=1(Fx(b);j,r) —1(Fx(a); j,r), (3.28)

donde I (y; a,b) esdadaen (1.64) yr =n—j+ 1.
Ordenes de magnitud

6. Sean {X,l}">1 una sucesion de variables aleatorias y {an}n>1,

{b"}n>1 sucesiones de nimeros reales [55, p. 46]. Muestre que:
a) Sia, =0(b,)y X, = 0y(ay), entonces X, = Oy(by,).

b) Sia, =o0(b,) y X, = Oy(ay,), entonces X,, = 0,(by,).

¢) Sia, =0(b,) y X, =0y(ay,), entonces X,, = 0,(by,).

d) Sia, =o0(b,)y X, =0,(ay), entonces X,, = 0,(b,).

7. Sean {a"}n>l y {b"}n>1 sucesiones de nimeros reales. Muestre

que:
a) ¢, =0(,) = a=50(1) < F=0().
b) a, =0(b,) < a,=b,0(l) Z—Z =o(1).
Convergencia estocdstica

8. Sea {X,},>1 una sucesién de variables aleatorias tales que

X, ~ exp(n) [16, p. 312]. Demostrar que X, 0.
9. Suponga, como en [21, p. 35], que X,X9,X3, ...,X, son varia-
bles aleatorias iid, tales que X; ~ B(1,p). Encuentre ¢ tal que

P(|X - 0,5| <¢)>0,5 con p = 0,5.
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a) Utilizando el teorema central de limite.
b) Aplicando Chebyshev.

10. Una compaiifa compra grandes cantidades de componentes elec-

11.

trénicos. La decision para rechazar o aceptar un lote de compo-
nentes se toma con base en una muestra aleatoria de 100 unidades
[19, p. 123]. Si el lote se rechaza al encontrar tres o mds unidades
defectuosas en la muestra:

a) {Cudl es la probabilidad de rechazar un lote si este contiene
un 1% de componentes defectuosos?
b) {Cudl es la probabilidad de rechazar un lote si este contiene
un 8 % de unidades defectuosas?
En un estudio se encontré que la probabilidad de morir por causa
de una cierta vacuna es 0,00002 [19, p. 124]. Si se administra la
vacuna a 100 000 personas y se supone que ellas constituyen un
conjunto independiente de ensayos:
a) {Cudl es la probabilidad de que mueran no mds de dos per-
sonas a causa de la vacuna?
b) ¢Cuadl es la probabilidad de que muera mas de una persona a
causa de la vacuna?
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Supéngase que X es una variable aleatoria con fmp o fdp fx (x; ), pero con
0 desconocido. En este capitulo se aborda la pregunta éc6mo obtener una
estimacién puntual para el pardmetro 8?, y se presentan algunos métodos para
estimar dicho pardmetro. El procedimiento de la estimacién puntual busca, a
partir de una muestra X, ..., X,,, un estadistico 7'(X1, . .., X,;) que mejor
estime el pardmetro 0, es decir, una funcién de los datos muestrales; esto es,
una férmula que depende de los datos obtenidos de una muestra, con la cual
se obtiene el valor exacto del pardmetro 6.

Existen varios métodos que nos van a permitir obtener los estimadores
puntuales. Este capitulo inicia presentando tres métodos para obtener la
estimacién puntual del parametro 6: principio de sustitucién, método de
maxima verosimilitud y método bayesiano.

DEeFINICION 4.1. (Estimador). Un estimador de g(6) es cualquier estadistico,
digamos 5 (X)), cuyos valores son usados para estimar g (), donde g(.) es alguna
Juncion del pardmetro  (ver [65, p. 278]).

Se espera que §(X) tienda a estar cerca de g(0) (que es desconocido),
aunque este requerimiento no sea parte de la definicién de estimador. Sea
6(x) un valor de §(X) para el valor (vector) observado x de la variable
aleatoria (vector aleatorio) X. A §(x) se le llama la estimativa de g(9), es
decir, la estimativa serd un nimero.

41. Principio de sustitucion

En esta seccién se presenta un resultado relevante de la convergencia de F,
a I, la definicién de estimadores mediante el principio de sustitucién el cual
considera dos métodos:

= Sustitucion de frecuencias.
» Método de momentos.

412, Estimacion por sustitucion de frecuencias

Suponga que se desea estimar una funcién continua ¢(8). Si py, ... ,p; son
funciones continuas de 8, se puede expresar ¢(8) como una funcién continua
depl, e PRt

9(0) = h(p1(6), . ...;(0)),



208 o Métodos de estimacién puntual

con & definida y continua sobre:

k
Jk:{(Pl,-~«,Pk): PiZO,ZPi:1}~

i=1

El estimador por sustitucion de frecuencias de ¢(0) se define como:
N

X, \Tl

Xy 2

Tx)=T| |l =r|| "
Xn %

Ejemplo 4.1. De acuerdo con [12, p. 108], al muestrear de una poblacion en
equilibrio genético respecto a un gen con dos alelos A v a. Las posibilidades para los

genes de los progenitores se muestran en el siguiente cuadro de Punnett:
’ Alelos H A ‘ a ‘

A AA | Aa

a aA aa

Notese que hay tres diferentes genotipos identificables, AA, Aa y aa, los cuales
ocurren de acuerdo con las proporciones de Hardy-Weinberg (ver [48, p. 801]):

aa

i | A4 Aa
pi | 6% [2000-06) | (1-6)*

con 0 < 0 < 1. Encuentre algunos estimadores por frecuencias para 6.

Solucion. Si se estiman las proporciones p1, pg y pg usando las proporciones
muestrales de cada genotipo, es decir,
- nj .
pj = — ) j = 1 ) 2 ) 3,
n
donde n; es el niimero de individuos del tipo j en una muestra de tamaiio
n =ny + ng + ng. Luego,
= Para j = 1 se obtiene el estimador:

=0 > 0=vp -

= Sij = 2 se tiene que:

po=20(1-60) — 9
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aplicando cuadrdtica (ver nota B.7):

11\11—2;02 li\fl—Qj;Q

=5 — 0= 9
R ENE

fg= — "

2 9

» Para j = 3 se obtiene el estimador:

ng

0=1-vp3 — Os=1-ps — Gg=1- [—=.
n

= Un cuarto estimador posible sera 64 = =L + 52, veamos:

do= Mo iR p—e. @)
n In 2
—— Y—
p1 )

Usando (4.1), un estimador por sustitucién de frecuencias del odds ratio o
razon de chances, 1%9’ es dado por:

0 %1 + 3, 2n1 + ng 2n1 + ng
~ = n n = = ’ (42)

1-6 1-(2+5) 2n-2nm-ng 2ng+ng
la dltima expresién se obtuvo reemplazando el tamafio de muestra. uf

4.2, Estimacion por método de momentos

Sean X1,Xg, ...,X, variables aleatorias iid, con la misma f{dp o con fmp
p(x;0) con 8 = (01,09, ...,0;)" vector de dimensién k. Suponga que
m1(0), mg(0), ..., m(0) son los primeros £ momentos de la poblacién

de la cual se estd muestreando. Entonces,
mj(8) = Eq(X]) 1<j<k.

Sea 1 el j-ésimo momento muestral dado por (ver [20, p. 312]):
R .
mj=;;Xl. 1<j<k.

Suponga que se desea estimar una funcién continua ¢(8) y que se puede
expresar como una funcién que depende de m;(6),m9(0), ...,m;(0), es
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decir,
m1(6)
mgy(6)
q(0) =g )

my ()
El método de los momentos consiste en estimar ¢(6) usando:

my
g
T(X)=¢g

ny

Segun [20, p. 313], el estimador por el método de los momentos (EMM)

de 8,0 = (61,09, ...,0,)7 se obtiene al resolver el sistema de ecuaciones
para @ = (61,09, ...,0;)" en términos de (7,Mg, ... ,1my)":
mj = m;(6) para i=12,... k.

Ejemplo 4.2. Sea q(0) = V(X) = mg(0) — m%(@) ELEMM de q(0) es:

n n 2 n
T(X) =y =t = = X (%Zx,-) R
i=1 i=1 i=1

Ejemplo 4.3. Sea X1,Xo, ...,X, una muestra aleatoria de la distribucion ex-
ponencial de pardmetro A, X, ~ exp(A), encuentre diferentes estimadores para A
usando el método de los momentos.

Solucion. Por la expresion (1.27) se tiene que:
flx;0) =1, 0<ax<oo, A>0,

donde,

1 1
E(Xy) = 7 y V(Xy) = FER

Luego, algunos estimadores para A son:

1. Tomando ¢1(1) =m; = /ll, entonces:
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2. Tomando g9(1) = mg — m% = /%2, entonces:

1 1 1

- l=— - /i2=

2 n -
e =M \mg —m? 1y x2_xe?
n 1

Usando A1, un estimador, por ejemplo, de Py (X1 > 1) es dado por:

p=P(X;>1) =/ de dz = /l/ e .
1 1

Esta integral se evalia mediante cambio de variable, sea # = Ax entonces
du = Adx, ahorasixz = 1 entonces u = A y six — oo entonces u — oo; luego:

p= / e “du = lim [-e™]] = - lim [¢7]] = - lim [¢7 - e_’l] =1,
P

a—oo a—oo a—oo

entonces, )
p=et =X, ]

Ejemplo 4.4. De acuerdo con [20, p. 818], si X1,Xo, ...,X, son variables
aleatorias iid binomiales con pardmetros m y p desconocidos, B(m,p), determine la
estimacion de los pardmetros.

Solucion. Puesto que:
P(Xy=a;m,p) = (’Z)pf(l " 2=0,1,2,...,m.
Se desean estimadores puntuales para los pardmetros, m y p. Se sabe que:
E(X1) =mp y V(Xy) =mp(1 -p).
Tomando § = (m,p) T, se tiene que:

m1(8) = mp mg(0) —m3(8) = mp(1 - p)
mo(8) = mp(1 - p) +m3(0) = mp(1 - p) +m*p*.

Luego, el sistema de ecuaciones para @ = (m,p) " en términos de (7,79)"
es dado por:

np 4.8)
mp(1 - p) +m*p?, (4.4)

3
Il

S
o
I
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de (4.3) se tiene que:

Métodos de estimacién puntual

IR 1 ¢ . . X
1=mp — =) Xj=mp - p=—_,
n = m
reemplazando (4.5) en (4.4) se obtiene que:
g = mp(1 - p) +m*p* = mp(1 - p) + X*
I v . X X - X
- X2-X?=m—|1-Z|=X[1-=
DR I R
% s X s X
l-—=— - —=1-—= - m=- 9°
mo X m X X-S?

4.5)

Luego, se pueden obtener valores negativos para 7 y p. Por tanto, el rango
o

del estimador no coincide con el rango del pardimetro.

En la tabla 4.1 se presentan los EMM de los pardametros de algunas

distribuciones.

Tabla 4.1. EMM de los parametros de algunas distribuciones

Distribucién Pardametro(s) Estimador(es)?
Uniforme discreta n i=92X-1
. . N e A~ X-S?
Binomial my p m= HX}ES,?H yh="—5*
Poisson A 1=X
Stri 5= _1_
Geométrica P P=1x
Uniforme continua avyb a=X-3s, y5 =X +v38S,
Normal uy o? a=Xya?=5?2
Gamma ryad f“=§—§yé’2=s%
Exponencial A A= )l(
chi-cuadrada k k=X

n
“Donde $2 =1 ¥ X2
i=1

- X2
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4.2. Estimacion por maxima verosimilitud

El método de mdxima verosimilitud es el mds usado para encontrar estimado-
res. Este consiste en encontrar el valor del pardmetro o vector de pardimetros,
0, mds probable, dados los datos observados.

DEFINICION 4.2. Sea p (x;0) la fmp o fdp conjunta de una muestra aleatoria
= (X1,Xg, ..., X)), conx = (x1,29, ...,2,) v O = (01,09, ...,0,)".
Entonces, dado que se observa X = x, la funcion de 0 definida por

L(6;x) =p(x;0), (4.6)
se llama la funcion de verosimilitud (ver [20, p. 290]).

Ejemplo 4.5. De acuerdo con [21, p. 48], si X es una variable aleatoria con
distribucion hipergeoméirica de pardmetros N@ = 50, N = 5y n = 8, entonces,

(536 = (w)((,jﬁ'l si max{0,n — N(1 -6)} <z <min{Né,n}

0 en otro caso

4.7)
Si se sabe que 0 toma los valores del conjunto ® = {0, 55 ,% % 1}, determine el
valor de 0 que maximiza la expresion (4.6) si se observa x =

Solucion. En este caso,

Rango de x

Valor de 6 [méx{0,59 -9}, min{59,3}]

)

—t o] [ QO R DO | —
|| e e e

Como x = 1, se descartan los valores de 6 iguales a 0, % yal,yaquex =1
no estd en el rango de los posibles valores de x. Dado que x = 1 los posibles
valores de 6 son 7, 7 y 5. Para encontrar, de estos tres, el valor mds probable
de 6 dado que se observé = 1 se sustituye en (4.7) y se obtiene que:

5

p(1:6) = L{6:2 = 1) = 20(1 - 6) (4 - 56),
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evaluando la verosimilitud para cada uno de los valores de 9:

L(@;

Il
—
—

nfeo o fo— | D
oo foles frles | &

Luego, la estimacién de médxima verosimilitud de 6 es § = % 00 = % o

DEFINICION 4.3. (Principio de verosimilitud). Si x y y son dos puntos muestrales
tales que L(0;x) es proporcional a L(0;y), es decir, existe una constante k, tal que

L(0;x) = kL(6;y)

para todo 0. Luego, las conclusiones que se extraen de x y 'y sobre 0 son equivalentes,
en particular si k = 1 las conclusiones que se extraen de x v y sobre @ son idénticas

(ver [20, p. 291]).
Nota 4.1. Del principio de verosimilitud se observa que:

» Si dos puntos muestrales, x y 'y, tienen la misma funcion de verosimilitud, es
decir, k = 1, entonces x v 'y contienen la misma informacién acerca de 0.

s La funcion de verosimilitud se usa para comparar si un valor candidato para
0, digamos 01, es mds factible que otro valor candidato para 0, digamos
09. Por ejemplo, si L(01;x) = 2L(09;x) se tiene que 1 es dos veces mds
Jactible que 0.

» Considerando que el vector de pardmetros 0 es un valor fijo (aunque sea
desconocido), se debe usar palabras como factible o plausible o verosimil, en
vez de la palabra probable, ya que L(0;x) a pesar de ser una fdp o una fmp
como funcion de x, puede no ser una fdp o fmp como funcion de 0.

Sean X;,Xo, ...,X, variables aleatorias iid de una poblacién con fdp o
con fmp p (x;0), donde x = (21,29, ...,2,)" y 0 = (01,09,03,...,0;)".
La funcién de verosimilitud es dada por:

L(6;x) =] [p(xi01,...,00). (4.8)
i=1

DEFINICION 4.4. Para cada punto muestral x, sea 0 (x) un valor del pardmetro
tal que L (0;x) alcanza su mdximo como una funcion de 0, mientras x permanece
Jijo. Un estimador via mdxima verosimilitud (EMV) del pardmetro 8 basado en una
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muestra aleatoria X es dado por 0(X) (ver [20, p. 816]). En otras palabras si
X = x, se puede buscar 6 (X) tal que satisface:

L (9(x);x) = (x; 9@)) = max{p(x;0) : 0 € O)
=max{L(0;x) : 6 € O}.

Si existe @ (x), cualquier funcién ¢(6) se puede estimar por ¢(0).

Nota 4.2.

El EMV da una estimacion puntual para el pardmetro que segin la muestra
observada es mds factible (o plausible o verosimil).

Por construccién, el rango del EMV coincide con el rango del pardmetro.
Solo tiene sentido calcular el EMV en modelos paramétricos regulares.

El EMYV puede o no existir o no ser iinico.

En general hay dos inconvenientes asociados con el problema de encontrar el
mdximo de una funcion:

1. Encontrar el mdximo vy verificar que efectivamente lo es.
2. La sensibilidad numérica del estimador encontrado: équé tanto cambia
el estimador ante pequerios cambios en los datos?

Suponga que k = 1, es decir, @ = 0 y sean 01, . . . ,0;, posibles candidatos
de 0 que cumplen con que

C'?L(O; x)

= 0.
99 ly=s,

éPor qué posibles candidatos? Porque ser un valor en el que la primera
derivada se anula es una condicion necesaria para ser mdaximo pero no suficiente
(ver apéndice B.2.1).

Ejemplo 4.6. Determine un EMV para la proporcion 6 del ejemplo 4.1.

Solucion. La ley de Hardy-Weinberg es una distribucién trinomial (caso
especial de (2.45)) con probabilidades p1 = 62,p9 = 20(1-6), p3 = (1-6)2,

considerando n; = a3, la funcién de verosimilitud queda:

n! 2x @ PR
L(0;x) = —————07"1(20(1 - 0))™2(1 — 6)**3
x1lxglag!
3
£(0;x) = In(n!) - Zln(xi!) +2211In6 + 29 In(26(1 - 9))
i=1
+ 2x3 ln(l - 9),
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derivando con respecto a 6 se tiene que:

0t(6;x) 21 +xg ~ 2x3 + x9
a0 0 1-6°

igualando esta ultima expresién a cero se obtiene:

911 + x Q13 + x ] Qx1 +x
1ty 2wty - _ 2x) +xg

7] 1-6 1-6 2ag+x9

4.9)

La expresion (4.9) coincide con la razén de chances encontrada en el ejemplo

4.1, expresion (4.2). Despejando 6 se llega a:

~ 2x1 + 29
=02
2n

Este EMV es igual a la estimacién dada en (4.1) del ejemplo 4.1.

o

Ejemplo 4.7. De acuerdo con [20, p. 816], dadas las variables aleatorias X,Xo,

X, td N(0,1). Encuentre un EMV para 6.

Solucion. La funcién de verosimilitud es dada por:

L(6;x) = ﬁ
i=1

derivando se tiene que:

n eXp

00 (271')2

<27r>z {

igualando a cero se obtiene:

1 _l n e n o _
(%)gexp{ 2;<x, e)}(;(xl e)) 0

>0

oL(o;x) _ 1 {

l\OI»—A

[\'DI»—A

Z(xl - 0) }( (xz-—9>),
=1

n

in—né=0 =

i=1

D
1l
Sl

im - 9)2} (—%im - e><—1>)
i=1 =1

LA U V%] SN S U5 B o P
v_ﬂexp{ 5 (@i e)} (QF)geXp{ 2;@ e)},
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Luego, § = & es un candidato a ser EMV. Para verificarlo se toma la segunda
derivada de L(8;x) con respecto a 0 y se evalda en 0 = &:

ﬁL(G-x)—i ! exp 1 i(x,—@) ixi—ne
062 0 | (2m)% i=1

z:l

2
l 1 n 2 n
= Wexp {—§ Z(x, -0) } [;xz —nb

+

82 1 n 0 n
—L(0;x) = —expi—= ) (x; — &) “nip —n
692 =1 71') 2 ; =1
n €x p Y (‘rl _‘r)
e a g <o
Entonces, £ es un extremo en el interior y es maximo. o

En la mayoria de los casos, es mds fdcil trabajar con el logaritmo natural
de L(0;x), £(0;x) =In[L(8;x)], conocido como la log-verosimilitud. Se
puede usar £(8; x) porque la funcién logaritmo es estrictamente creciente
en (0,00), lo cual implica que el extremo de L(6;x) y £(8;x) coinciden.
Ejemplo 4.8. Sean X1,Xo, . ..,X,, variables aleatorias iid Bernoulli(60), en-
cuentre un EMV para 6.

Solucion. En este caso,

n ixi n—ixi
—[]ev-0=65"(1-0)" 5

i=1

£(0;x) = (Zn:xl) Inég + (n - Zn:xi)ln(l -0).

i=1 i=1

n
Si0 < ) x; < n, entonces,
i=1
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igualando a cero se tiene que:

n(Lﬁ)ZO —~ i-6=0 — d=4
g 62

Luego 6 = & es un candidato para ser EMV. Para verificarlo se toma la
segunda derivada de £(8;x) con respecto a 8 y se evaltia en 0 = &:

o%[L(0;x)] 9 [ (gz—e)]:n(—l)e(l—e)—(:i—e)(l—%)

002 a0 |"\o_e2 602(1- 6)2
_ 0(1 -0)+(x-0)(1-20)
B 62(1 — 9)2
8%[L(6;x)] (1 -0+ @E—5(1-25) -
- <0,
062 o 72(1 - x)2 )
puesto que 0 < & < 1, se tiene entonces que § = & es un maximo. o
Ejemplo 4.9. Sean X1,Xy, ...,X, variables aleatorias iid binomial negativa

(BN) de pardmetros r v 0, con fmp dada por (1.16). Encuentre los pardmetros
mediante EMM y EMV.

Solucion. Para el EMM se tiene que:

1-6 - 1-6
10 % y 7 Aezs,%.
9 02
Luego
~ X 1 X? X
0=—=— T = — = 4.10
s2 7 9y Y TR CX T -1 (1.10)

donde Fx es el indice de dispersién muestral de X. Para el EMV se usa la
expresion (1.18) y se obtiene que la funcién de verosimilitud es:

rea-l L)V (8 "C/«] con ,3—1;8
x 1+8) \1+5 e

Al tomar logaritmo natural se obtiene:

m{L(r, )} = Z[ (ka )—rln(l+,8)+xkln(lfﬂ)].

k=0

n

L(r, ) =] ]

k=0
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Puesto que r > 0 (r € R), se puede emplear la expresion (1.19), se tiene
que la funcién de log-verosimilitud se expresa como:

-1

n{L( } Z[xk]nﬂ—xkln(l+,8)—ln x!) Z]n(m+r)

k=1

—Zrln(1+ﬁ).
k=0

Las derivadas parciales de In {L (r, B)} con respecto a 8 y a r son:

1 n n 1
—Bln{L(r B)} = ( 1+,\)2xk—2?
n -1

0
or ML B} =2, S|

m=0

Las condiciones necesarias para alcanzar el maximo se obtienen igualando a
cero las anteriores derivadas parciales respecto de los pardmetros, es decir,

R 1 n ) . n [xp—1 1
r,8=; x, =X y nln(l+ﬁ)=Z[Z

k=1 k=1 Lm=0 m+r

)

si se despeja B de la primera expresién y se reemplaza en la segunda, el valor

de 7 se determina como la solucién de la ecuacién

n [x—1
nln(l+—) Z kZ:m+r

La ecuacién (4.11) se puede resolver numéricamente mediante el método
de Newton-Raphson (ver [56, p. 366]), luego se tiene que:

Tn+l =Tn — jj:, ((rr;))

4.11)

rm # 0, (4.12)

donde

]

X\ 1SS
for=m(1+3) - [Zm+;

Sy == 52
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Aqui se puede usar como valor inicial ry el estimador de r establecido
en (4.10) por el método de los momentos. Por lo tanto, la estimacién de 6,
se obtiene como:

—~ 1 T
= —— = (4.13)
1+ X+7
Un ejemplo numérico se encuentra en el apéndice B.4.2. o

Ejemplo 4.10. Sean X1,Xo, . ..,X, variables aleatorias iid G(0), distribucion
geométrica, encuentre un EMV para 6.

Solucion. En este caso,

L(g;x) = [ [ -0y =0"(1 - 0)
i=1

n

£(0;2) =nln(6) +1In(1 - 0) in,
i=1

derivando 5(0; x) con respecto a 6 se tiene que:

8[5(9;x)]_ﬁ_ 1 z": .
00 6 1-e4""
igualando a cero:
no g0 o ml-0-nbr
0 1-0i2 0(1-19)
A A ~ A 1
1— - r :0 1 r :1 = .
n[(1-9)-6z] - 0(l+x) - =1

Luego, § = ﬁ es un candidato para ser EMV. Para verificarlo se toma la
segunda derivada de £(6;x) con respecto a 6 y se evalia en 6 = —:

1+z
%t(6;x2)] 8 [n 1 i n nx
962 6 le  1-04 92 (1-0)2
0%[¢(0; r
802 1 1 2 1 1 2
S Y
como & > 0, se tiene entonces que 6 = ﬁ es un maximo. o
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Ejemplo 4.11. Sean X|,Xo, ...,X,, variables aleatorias iid P (), encuentre
un EMV para 6.

Solucion. En este caso:

a[(0;x)] 1 » na
06 ——n+§i§1£€z n+?,
igualando a cero:
a+Z-0 5 o1 5 d=a (4.14)
6 0

Luego 8 = & es un candidato para ser EMV. Para verificarlo se toma la
segunda derivada de £(6;x) con respecto a 8 y se evalia en 6 = &:

*e(6;x)] o i ni
T = % [ n + nxf ] _ﬁ
o2 [€ (H;x)] na n
s — =-—==-=-<0,
062 i 2 z
0=t
puesto que & > 0, se tiene entonces que 6 = & es un maximo. o

Ejemplo 4.12. Sean X1,Xo, . ..,X, variables aleatorias iid con fmp uniforme
discreta sobre 1,2, ... ,0, es decir, P(X = x) = %I{xe{l,g,gw,g}}, encuentre un
EMV para 6.

Solucion. La funcién de verosimilitud es dada por:

n

1 1 n
L(6;x) = n gl{xie{1,2,3,...,9}} = nl{xie{1,2,3,...,9}}
i=1

i=1

o (ﬂ{xz € {L,2,3,. 9}}) = i min {Iisieq1,2.8,.011}

n1<i<
23
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Luego?*,
L(6;2) = 07" I imiaxiay ag,.ante(1,2,8,...00 = 0 "Ii128 01 (X)),

la cual no es diferenciable con respecto a 8. Los valores candidatos posibles
para 6 son 1,2,3, ..., max{x,x9, ...,2,},

iy (Tw) sif =1
11,9 (@) sifg =2
+1(1,9,3) (X)) sig =3
L(6;x) =1 .
W[{l,&&...,x(”)—l}(x(n)) sif =@ -1
1 co
WI{I,Q,&.,.,I(N)}(x(n)) si 0 =)
0 sifg=1
0 sif =2
0 sif =3
0 sif =z, —1
1 C
W sifg = .ZC(n)
y, por tanto, L(0;x) = O parad = 1,2,8, ... 24, — 1y L(0;x) = ei" para
0 = x(,). En este sentido, el EMV es dado por 0= Z(n)- o

28 Considere la funcién indicadora I; dada en (1.10). Sea 41,49, As, . .. ,A, una coleccion
de subconjuntos de Q y denotemos I (A};) sus funciones indicadoras. Se puede mostrar que
(ver [11, p. 22]):

(ﬂA) 1_[1<A>—mm{l</11>1(/12> I(Az), - I(A)}.

j=1

9 . . . . . . . . . . . -
24E] principio de inclusién-exclusién para funciones indicadoras estd dado por:

I(OAj):iI(Ai)— Z I(A; N Aj)
j=1 i=1

i,j:1<i<j<n
n+1
+ Z I(AinAjn Ay = - + (=1 (A1 00 A,)
i,j,k:1<i<j<k<n

=max{l(A41),1(A2),I(A3), ..., 1(An)}.
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Ejemplo 4.13. Sean X1,Xo, ...,X, variables aleatorias iid uniforme sobre el
intervalo o = (0,0) con @ > 0 desconocido, encuentre un EMV para 6.

Solucion. La funcion de verosimilitud es:

n n n
1 1 1
L(Q;x) = l_[ gl{xiejg} = 9_" l_lll{xieyg} = %1 Q{Ii € je}
1= 1=

i=1

1 . 1
= ﬁl (0 < max{x,x9,...,x,} <0) = ﬁlgg (x(n))

1
= ﬁl[x(n),oo)(e)'

Dado que la funcién indicadora en el intervalo [z(,),o0) estd dada por:

I, si 6 € [xey),»)

Ix, ) (0) =
Lz, )( ) O, si 0 € (O,&C(n)),
entonces,
st 0 >x,
L(6;x) = o
0, si 6 < Z(n)

Nétese que L(6;x) es estrictamente decreciente en (x(,),) y es 0 en
(0,2(n)), ver figura 4.1, luego, un maximo tunico de L(6;x) es x(,), el cual
es un punto de discontinuidad de L(8;x).

o o
w 7 [
o | o
~ <~
5 - o -
2 9 2 94
E 7 E
g o 8 o |
g o 5 o
= 4 = 4
< <
o] o] \\
i e s m e e S T T T T T 7
00 05 10 15 20 25 3,0 00 05 10 15 20 25 3,0
Valores de 6 . max (x) =05 Valores de 6 . max (x) = 1,0
< S
- Iy
o o
< <
2 o] 3 o]
E 7 E 7
3 o | g o |
« &
2 B 2 i
< e
o | — o | _
S T T T T T T S T T T T T T
00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30
Valores de 0. max (x)=1,5 Valores de 0. max (x;) =2,0

Figura 4.1. Funciones de verosimilitud para la fdp uniforme en %y,
considerando diferentes valores de z(,)
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Por otra parte, L(6;x) no es diferenciable en x,):

dL(6;x) | -n07™"71, s 022
de

0, si 0 <.

y, por ende, obtener un EMV no es viable. Ahora, considere el caso donde
F;=(60- %, 0+ %) con 0 € R. Luego, la fdp de X es dada por:

1, i -t cr<o+id
fxl(ﬂf):{ 2 2

0, en otro caso.

Por lo tanto, la funcién de verosimilitud es [24, p. 97]:
L(8;x) = I(v’"<n>—$w’f<1>+%)(6)’

donde x(1) = min{zy,...,x,}. Nuevamente, el método de usar la funcién
de verosimilitud no es aplicable. Sin embargo, se deduce que cualquier
estadistica 7' (X) que satisface

T(n) — % <T(x) <z + %,

esun EMV de 4.

Este ejemplo indica que los EMV pueden no ser tnicos y tampoco ser
razonables. o

Ejemplo 4.14. Sean X1,Xo, . ..,X, variables aleatorias iid Exp(0), encuentre
un EMV para 6.

Solucion. La funcién de verosimilitud es dada por:

L or: -0 i x;
L(0;x) = l_lHe‘ Ti=Q"% =l
i=1

£(0;x) =nln(6) - 6 Zaci =nlIn(0) — noz,
i=1

derivando se tiene que:

igualando a cero:

2071~z =0 = 6=x" (4.15)
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Luego, § = } es un candidato para ser EMV. Para verificarlo se toma la

segunda derivada de €(6;x) con respecto a 0 y se evalia en 6 = %

w_i[ﬁ_ -
902 a0 le T T2

n
_ﬁ

1 -2
=-nl|l— < 0,
6=1 (x)

es un maximo.

o

1

por tanto § = ¢

La tabla 4.2 muestra los EMV de los pardmetros de algunas distribuciones.

Tabla 4.2. EMYV de los pardmetros de algunas distribuciones

Distribucién Parametro(s) Estimador(es)
Uniforme discreta 0 0 = X
o . Q2
Binomial myp m = [[X}ijﬂ yp= XXSn
Poisson A 1=X
Stri N
Geométrica P P=13
Normal uy o? a=Xya?=52
Gamma ryad f"=§—§yé‘2=%
Exponencial A 1=1

Ejemplo 4.15. Sean X1,Xo, . .., X, variables aleatorias iid N (6, c2) con 6 y

o2 desconocidos. Encuentre estimadores para 0y o2.

Solucion. En este caso,

1 1 <
2, _ _ § . _p)2
L(G; o 71.) - (271_0_2),1/2 exp{ 20_2 = (‘rl 9) }

n
(xi - 6)2 )
1

2. . __"1 n 2
£(0,0%x) = —§ln(27r) - §1n(0' ) — = 2

derivando con respecto a 6 y con respecto a o2 se tiene que:

a0, o?;x) 3

1 n no ‘
g 0= 0w
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+
0?2 202 20

2. -
0l(0,0%x) __ n 14 Z(x" ~ )2, (4.17)
i=1

igualando a cero, de (4.16) y de (4.17):

2 (@-0)=0 - d=zx

o2
n 1 n n
_ — i—éQZO —A2+ i-éQZO
952 t 951 ;(ar ) — no ;(x )

. 171
— ‘2:—5 —3)2>0.
o ni:l(xl r)° >

Para verificar que esta solucién es un método global, ver apéndice B.2.1.
Primero se calculan las segundas derivadas parciales

%¢ (9, 0'2;1‘) o
062 o2
8%¢ (0, 0'2;.1‘) n 1 < 9
82?2 90t 4O Z;(xi -9

y las respectivas derivadas mixtas o cruzadas son:

00002  Ho2

%6 (0, o2 x o [d6(0,0%x n
(6, %) ( O.rtal) _n

Luego, la matriz de segundas derivadas (hessiana, ver apéndice B.2.1) queda:

026(9,02;1:) 826’(0,0'2;17) _LQ _M
2. ) = 002 a9 dc? | = g i (
Hg (9,0’ ;X = 325(9’0_2”[) 025&’3—2;@ = _n(x—ﬂ) o i (xif‘g)Z .
96002 3002 R
Puesto que 52 > 0,y evaluando en = &y 072 = 62
\ —3 0 —n
Hg(x,a;x): 0 L_Lﬂi(x._j)Q = 8 | “4.18)
954 56 n | 1 9514

como H, (JE, 52 x) es una matriz diagonal, sus valores propios son los ele-
. . . - ~ <
mentos de la diagonal, como ambos son negativos se tiene que (&, 5-2) es un
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2

mdximo local de £(z, 6-%; x). Por lo tanto, los EMV para (6, o?) son:

D

Il

ST
<

C 171 [y
52 _ A of
loa n;(xl xr)“.

4.3. Estimacion bayesiana

El enfoque bayesiano a la estadistica es diferente al procedimiento cldsico a
la estadistica.

» En el enfoque cldsico, el pardmetro, 8, se considera una cantidad
desconocida pero fija y para tener informacién de 6 se elige una
muestra aleatoria X1,Xg, ...,X, de una poblacién indexada por 6,
luego basados en los valores observados se obtiene la informacion de
6.

» En el enfoque bayesiano, 6 (el pardmetro de la distribucién) es consi-
derado una realizacién de una variable aleatoria 6 cuya distribucién es
conocida. La distribucién de 6 (la variable aleatoria) se puede expresar
por una fdp que se llamara la distribucion a priori. Esta distribucién
es subjetiva y se basa en las “creencias” que el investigador tenga sobre
0 antes de observar los datos, es decir, la distribucién a priori se pro-
pone antes de observar los datos. Después se selecciona una muestra
aleatoria X1,Xg, . ..,X, de una poblacién indexada por 8 y la distribu-
cion a priori se actualiza con los datos obtenidos en esta muestra. A la
fdp actualizada se le llama funcién de distribucion a posteriori. Cabe
aclarar que la distribucién a posteriori es una distribucién condicional a
la muestra observada.

4.31. Distribuciones a priori 'y a posteriori

Bajo el enfoque cldsico se usa la notacion p(x; 6), pero en la version bayesiana,
el pardmetro 0 es una cantidad aleatoria con distribucién inicial p(x | 9),

P(X =, = 6)

P |60) = P(X =alp = 0) = =P,

4.19)

con ¥ la variable aleatoria asociadaa 8. P(¥ = 0) = p(6; 1) es la distribucién
a priori y usualmente se le denota por 7(6; 1), con A siendo otro parametro,
algunas veces llamado hiperpardametro. Entonces de (4.19):

P(X =2,9 = 0) = n(8; )p(x | 6)
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p(x,0) =m(0; )p(x | 0). (4.20)

Si tanto X como @& son variables aleatorias continuas (discretas, respectiva-
9 . . . .
mente), entonces ( x| esun vector aleatorio continuo (discreto, respectiva-
mente) con fdp (fmp, respectivamente)?’.
La distribucién a posteriori es dada por la distribucién condicional de
dada X = x,

P(X =a,0=0) _7(6;)p(x | 0)

4.21
PX =) (@) “.21)

PW=0|X=x) =
AP = 0|X = x) = p(0]x) se le denota por 7(0|x) y es una fmp o
una fdp, de acuerdo a si la distribucién a priori era una fmp o una fdp.

Retomando (4.21):

m(0; 1)p(x|0) si ¢ es una variable

m(6;)p(x|6)

p(x) § 7(0,)p(x]6,) aleatoria discreta
——————— = ) 1=
m(0|x) 7(6;2)p(x|6) si 9 es una variable

f_ 0:0 7 (t)p(x|t)dt  aleatoria continua.

Ejemplo 4.16. (Ensayos binomiales). Supdngase, como en [12, p. 14], que
X1, ..., X, son funciones indicadoras de n ensayos Bernoulli con probabilidad de
éxito 9, 0 < ¥ < 1. En la escogencia de la distribucién a priori para 9, se debe
cumplir que se concentre en el intervalo (0, 1), una candidata es la distribucion beta
con pardmetros a v 3, con fdp B(a,B) dada en (1.22). Determine n(0|x).

Solucion.

= Distribucién modelo: la fmp condicional en ¢ = 6 es:

n . l—z: i X n— i X
plo)=]ema-o' =5 1-0)" &

i=1
= Distribucién a priori: note que el hiperpardmetro A, mencionado

en (4.19), corresponde al vector de pardmetros 1 = (Z) Entonces,

I'la+ B)
I'(a)T'(B)

25Cuando ¢ es una variable aleatoria continua y X es una variable aleatoria discreta, la
distribucién conjunta no es ni discreta ni continua (ver [12, p. 13]).

n(0;1) = o 1(1-0)~"1. (4.292)
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s Distribucién a posteriori: se considera que ¥ tiene fdp a priori 7(0),
luego:

ixi n—ix,-
0)0=1 (1-0) =

n n

1 > n—y, x; .
/ a(t)ti=t (1—-1t) = 0Ot

0

Reemplazando en esta ultima expresion la a priori dada en (4.22):

ixi n—ixi
0)0=1 (1-9) =
r(Oly = OO (1= 0)

n

1 > n— ) X
/ r()e=t (1 —¢) =1 dt
0

n

> x n_i T
FF(altﬁ_ﬁ(ﬂ)ga—l(l -9)f-lgs1 (1-0) =

n

T I(a+ ) e n-3,
N1 =P ST (1 - & de
| mer =i -y

n n
a+ ) xi—1 B+n— xi—1
i i=1

SR

n - n
Tomandoa =a+ X x;y 8 = B +n— ) x, se tiene que:

i=1 i=1
B(&,f)
F(d_'-ﬁ) 9{1”—](1 _9)ﬁ~—1
__ I@r) Chis A
n(@lx)—/l L@+pB) 4.1 B-1 = B@p)
——t" (1 -t)Pdt
o T'(@)I'(p)
1

n
Cabe notar que 7(8]x) depende de los datos solo mediante Y x;.
i=1

En la figura 4.2 se presentan distribucién a priori, verosimilitud y fdp a
10

posteriori paran = 10, Y x; = 8, B(1,5), B(6,6) y B(6,0,2). En la figura
i=1

4.3 se presentan distribucién a priori, verosimilitud y fdp a posteriori para

10
n=10, Y x; =9, B(1,5), B(6,6) y B(6,0,2).
i=1
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Las instrucciones en R para las figuras son:

remove(list=1s())
x1<-seq(0,1, length=10000)
x2<-seq(0, 1, length=100000)
alpha=1; beta=5; n=10; x=3; alpha2=6; beta2=6; beta3=0.2
yl=round(dbeta(x1,alpha,beta),digits=4)
y2=round((x2*x)*(1-x2)*(n-x),digits=4)
y3=round(dbeta(x1,alpha+x,beta+n-x),digits=4)
y4=round(dbeta(x1,alpha2,beta2),digits=4)
y5=round(dbeta(x1,alpha2+x,beta2+n-x),digits=4)
y6=round(dbeta(x1,alpha2,beta3),digits=4)
y7=round(dbeta(x1,alpha2+x,beta3+n-x),digits=4)
par (mfrow=c(3,3),mar=c(4,4,1,1))
plot(y1~x1,ylim=c(0,6),xlim=c(0,1),type="s", lty=1,
xlab=expression("Valores de"~theta),ylab="a priori")
plot(y2~x2,xlim=c(0,1), type="1",1ty=1,
xlab=expression("Valores de"~theta),ylab="Verosimilitud")
plot(y3~x1,ylim=c(0,6),xlim=c(0,1),type="s", lty=1,
xlab=expression("Valores de"~theta),ylab="a posteriori")
plot(y4~x1,ylim=c(0,6),xlim=c(0,1), type="s",lty=1,
xlab=expression("Valores de"~theta),ylab="a priori")
plot(y2~x2,xlim=c(0,1), type="1",lty=1,
xlab=expression("Valores de"~theta),ylab="Verosimilitud")
plot(y5~x1,ylim=c(0,6),xlim=c(0,1),type="s", lty=1,
xlab=expression("Valores de"~theta),ylab="a posteriori")
plot(y6~x1,ylim=c(0,6),xlim=c(0,1),type="s", lty=1,
xlab=expression("Valores de"~theta),ylab="a priori")
plot(y2~x2,xlim=c(0,1), type="1",1ty=1,
xlab=expression("Valores de"~theta),ylab="Verosimilitud")
plot(y7~x1,ylim=c(0,6),xlim=c(0,1), type="s",lty=1,
xlab=expression("Valores de"~theta),ylab="a posteriori")

Los gréficos por fila (distribucién a priori, verosimilitud y fdp a posteriori)
en las figuras 4.2 y 4.3, para una proporcién (ensayos Bernoulli) y usando
como a priori la distribucién beta, se pueden simplificar en un solo grdfico
usando la libreria de R LearnBayes:

library(LearnBayes)

prior=c(1,5); datos=c(3,7)

triplot(prior,datos) # En datos: 3 éxitos y 7 fracasos
prior=c(6,6); datos=c(3,7); triplot(prior,datos)
prior=c(6,0.2); datos=c(3,7); triplot(prior,datos)
prior=c(1,5); datos=c(9,1)

triplot(prior,datos) # En datos: 9 éxitos y 1 fracaso
prior=c(6,6); datos=c(9,1); triplot(prior,datos)
prior=c(6,0.2); datos=c(9,1); triplot(prior,datos)
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uf

Ejemplo 4.17. Sean X1,Xo, . ..,X, variables aleatorias iid Poisson de pardmetro

0, Z(0), y sea 0 ~ gamma(a,b). Encontrar la distribucion a posteriori de 0
dado X = x.

Solucion.

» Distribuciéon modelo:

3 ]
n -0 px; -n6 ;= -n6 gnx
e~70%  eT"gi=1 e "0
o)== -

n
=1 [T ;! [T ;!
i=1

i=1

= Distribucién a priori:

) b a-1,-b6 b 0! g _[a
7(0; 1) = a )(bH) —We , con /l—(b).

= Distribucién a posteriori:

e—ng gru

m(6)=

!

o i B ﬂ.(g)e—neeni

) e~ nyni o b
n(t) de m(t)e M t"dr
0 ﬁ/l/' 0

!740{1 1 —bH ‘"90“ 9~ 1+nz —bH no
/ -1 —bt —nt nrdt / 14 1+n:c —bt— "tdt
(d 0

9a+n1 1 —(b+n)6

m(0lx) =

= — ,
/ ta+n;i‘—le—(b+n)tdt
0

haciendo el cambio de variable « = (b + n)t, du = (b + n)dt se tiene:

0a—1+nie—(b+n)9 9a+ni—l€—(b+n)9
n(0lx) = - = -
) a+nz—1 d 1 a+nt 00 )
/ u et u / ua+nx—le—udu
o \b+mn b+n b+n 0
I'(a+nx)
_ (b + n)aﬂm a+n.i—le—(b+n)€)

" T(a+nx)



Métodos de estimacion puntual o 233

Sead =a+niyb=b+n. Entonces,

7(6la) = % 6710

=G (a+nz,b+n).

= gamma(d,/;)

n
Cabe notar que 7 (6|x) depende de los datos solo mediante  x;. &
i=1

Ejemplo 4.18. Sean X1,Xo, . .., X, variables aleatorias iid exponencial de pard-
metro 9, Exp (1), y sea ® ~ gamma(a,b). Encontrar la distribucion a posteriori

de # dado X = x.

Solucion.
= Distribucién modelo:
n H A _9
plxl0) =[] =0m &
i=1
» Distribucion a priori

m(0; 1) = T

@ )(b )¢~ 1e=0 —b;g((;_)le_w, con A= (a).

s Distribucién a posteriori:

6 2 x;
7'['(0)0” i=1 %au 1 —bﬁgn 21
m(flx) =
© -ty -t Z i
/ O R / ?Z“ Le=btne 517 dy
0 (a)
gatn-1, ~bo- 012111 9a+n—l€—(}1+ni)9

n - 00
o —ht— . m— _ na
t(“'"_lg bt tig‘l Zi & / et 16 (b+n,(,)tdZ
0 0

haciendo el cambio de variable « = (b +nx)t, du = (b +nx)dt se tiene:

)

ga+n— 1 e—(b+n.i)é)

a+n-1
) _, du

b+nx

m(0|x) =

(o)
0 (b+mE
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9a+n—1e—(b+n;5)9

1 a+n o)
(b " _) / ua+n—1€—udu
nx 0

I'(a+n)

— (b + n‘i)a+n 9a+n—le—(b+ni)9.
I'(a +n)

Sead =a+nyb=>b+ni. Entonces,

7(0|x) = %0&_18_95 = gamma(@,b) = G (a +n,b + n¥).

Cabe notar que 7 (6]x) depende de los datos solo mediante }; x;. o
i=1

4.3.2. Estimacion puntual bayesiana

DEFINICION 4.5. Sea .F que denota la clase de las fmp o las fdp p(x|0), indexada
por 0. Una clase T1 de distribuciones a priori es una familia conjugada para F
st la distribucidn a posteriori estd en la clase T1 para todas las p(x|0) € Z, todas
las a priori en I1, y todas las x.

En la tabla 4.3 se presentan las distribuciones conjugadas para las distri-
buciones consideradas en los ejemplos previos.

Tabla 4.3. Algunas distribuciones conjugadas

Modelo A priori A posteriori
p(x|6) n(6) m(6|x)
Binomial Beta Beta
Bin(n, ) | Be(a, ) Be(a + nx, B +n —nx)
Poisson Gamma Gamma
Z2(0) G(a, B) G(a+nz, B +n)
Exponencial | Gamma Gamma
exp{0} G(a, B) G(a+n, B +nx)
Normal Normal Normal®
N6, o) | N@, 12 N(wnﬂ+ (1 - w,)7, (1 —a)n)%)
2 Donde w, = (r;r/i/:'ﬂ.

La primera linea es interpretada como la familia beta es conjugada para
la familia binomial, ya que si se inicia con una distribucién a priori beta, se
tendrd una distribucion a posteriori beta.
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DEFINICION 4.6. Sean X1,Xo, .. .,X, variables aleatorias iid con fdp p(x | 9).
Sea 7 (0; A) la distribucion a priori de 0. La media de la distribucién a posteriori
es usada como el estimador puntual bayesiano del pardmetro, es decir, E(0|x).

Ejemplo 4.19. Considerando la informacion del ejemplo 4.16, se encontrd que:

n(f)x) = If(fy—”{)ed—‘(l—e)ﬁ—l,

(@)I'(B)

n - n
con@=a+ >, x;yB=B+n— Y xi. Determine un estimador de 6.
i=1 i=1

Solucion. Como la esperanza de la distribucién Beta(a,B) es E(X) = =%

a+pB’
entonces:
n n
_ a+ ) x; a+ )
~ a i=1 i=1
9:[E(0|x):_+~: n n _a/+,8+n
¥+p a+ Y +B+n—
i=1 i=1
_ a +nx, o
S a+fB+n

Ejemplo 4.20. Considerando la informacion del ejemplo 4.17, se encontro que:

ne )
7_[_(0|x) — ( )~ ea—le—gb’
I'(a)
con @ = a+nxyb = b+ n. Determine un estimador de 6.
Solucion. En el ejemplo (1.83) se establecié que la esperanza de la distribu-
cién gamma(r,A) era E(X) = 7, entonces,

a a+nx
= o

Ejemplo 4.21. Considerando la informacion del ejemplo 4.18, se encontro que:

7(6la) = %Hd_le_eg,

cond=a+nyb=0b+ni Determine un estimador de 6.
Solucion. En el ejemplo (1.83) se establecié que la esperanza de la distribu-

cién gamma(r,A) era E(X) = 7, entonces,

« a a+n
:[E = = = . Ef
0 (0]x) b b+nx
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4.4. Estimacion por el metodo de minimos
cuadrados

Suponga que Y1,Y9,Ys, ...,Y, es una muestra aleatoria y considérese el
problema de encontrar el estimador 6 que minimiza la norma euclidiana al
cuadrado

Y -61, |*= (Y—Hln)T(Y—Gln), (4.23)

dondeY = (Y1,Yq,Ys,...,Y,) T, la expresion (4.23) mide la distancia cua-
drdtica total entre el estimador 6 y los valores muestrales Y;. Luego,

Ly _on2= Ly -9y +62171,) = 200 - 17Y),
dg de n n n
——

igualando esta ultima ecuacién a cero se obtiene que la expresion (4.23) se
minimiza cuando =Y.

Puesto que 6 es un estimador de E(Y), entonces se puede interpretar co-
mo una prediccién de cada valor Y;, en consecuencia, para cada 7 la distancia
Y; — 6 denota un error de prediccion. Luego, la expresion (4.23) representa
la suma de los cuadrados de los errores de prediccién y el estimador 6 que
minimiza esta expresién se denomina estimador de minimos cuadrados.

En esta seccién se presentan los métodos de estimacién por minimos
cuadrados ordinarios (MCO) y por minimos cuadrados ponderados (MCP).

4.4.1. Minimos cuadrados ordinarios

Suponga que las variables aleatorias Y1,Y9,Ys, ...,Y,, se pueden expresar
de la forma:
)]i=gi(01,927""6k)+8i? 1Si£”’

con g; funciones conocidas y 81,09, .. .,0;, parametros de interés, de valor
desconocido. Suponga que 8 = (61,09, ...,0;)", el vector de pardmetros,
puede variar libremente sobre un conjunto A C R”. También, suponga que
los g; satisfacen, al menos en forma aproximada, las siguientes restricciones:

= E(g)=0,1<7<n.
= V(gj)=02>0,1<i<n.
= C@\/(ai,aj)2026,1§i<j§n.

26Ver expresion (1.44)



Meétodos de estimacion puntual o 237

Cabe notar que o2 es, también, un parametro. Sea g(60) = (g1(0),g2(8),
@ (0)TyY = (Y1,Ye,Ys, ...,Y,) T, el valor esperado de Y es:

Y; g1(0)
Yol| |[g2(6)
Yﬂ gn(a)
EY) = g(0)
Una vez se observaY =y, cony = (y1,v9,¥3, - ..,¥») ", el estimador obteni-

do por MCO resulta de minimizar
D&, ,001% = [y -2(0)] [y - g(0)] = lly - 2(6)]?,
i=1

con rango de 0 sobre 4. Silas g;,i = 1,2, ... ,n son diferenciables y el rango
de (g1, ...,g) es cerrado, @ estd siempre definido.

Ejemplo 4.22. (Regresion lineal simple). Un caso especial es cuando®”:
Y =gi(0)+ei=a+bx;+&;, 1<i<n,

con @ = (a,b)", el vector de pardmetros, y x;, i = 1,2,3, ... ,n, valores conocidos
(variables explicativas). Determine la estimacion de 0.

Solucion. En este caso
g(@)=a+bx;, 1=1,2,3,...,n. (4.24)

Para minimizar:

n

Q= Z [ — gi(61,09)]* = Z lyi —a —bxi]g,
in1

i=1

se deriva Q con respectoa 8, VQ(0) = % (ver nota B.10), y se iguala a cero,
V(@) =0:

@ (—1)%2(yi—a—bxi) iyi—na—bnxi
=, = _g| i sl

o0 5 2y — a — bay) (—az) Y ayi—a Y ai—b Y x?

ob i=1 i=1 i=1 i=1

27Lineal en los pardmetros significa que ninguin pardmetro en el modelo aparece como un
exponente o es multiplicado (o dividido) por cualquier otro pardimetro.



238 ¢ Métodos de estimacién puntual

9Q ny —na — bnx
g_é =2 i xiy; —ank — b i x? ’ (4.25)
b '

i=1 i=1

igualando (4.25) al vector nulo y reescribiendo se tiene que:

a+ox y
nl.. 17 9|=n(1 <
az + ;b ¥ x; 7 % i
i=1 i=1
1 x P y
S IO L Y el DR
xr oy Zl x7 [\b " ‘21 XY
1= 1=

La solucion de este sistema lineal de ecuaciones se realiza mediante la matriz
inversa y se obtiene:

1 x y
n n
-1 1 2 1 .
) x n Z xi n 'Zl XiYi

i=1 i=

n —
1 2 _ji Yy
_ 1 n AZ] X X Lo
- n =1 1 Z TV
1y a2-a2\ -z WA=
i=1
B g
x Ny,
T -1y
L2 2| —ay+5 X ay
O I i-1
_r g
1 Yy Z X, - Z X;yi
= — = (4.26)
ZxQ—m':Q 2 Tiyi — NIy
i=1 i=1

Usando el coeficiente de correlacion muestral dado en (2.21):

n
2 Xiyi — nLy
i=1

H
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al reemplazar en la expresion del coeficiente b y simplificar, se obtiene:

n
Ty —nxy X Ty — NIy
i1 (n—T)rpy828, Sy
= B = 5 = 7"xy . —_
22 — i (n—1)sz (n—T)sz Sz

1

S
Il
| L

1

1

La segunda derivada de Q, es decir, la derivada de (4.25), es la matriz
hessiana:

9 2
RN AN
3 a _ n _ n
Hg(a,b) = azaQ 32Q | | 2nz 2% x? =2n x Tlt 2 ng ’
< i=1 i=1

dadb  0b2

nétese que det (Hg(a, b)) = 4n2S? y tr (Ho(a, b)) = 2n(1 + % i x?),
i=1

luego ambos son positivos y por ende H (a, b) es definida positiva (apéndice
B.1.2), es decir, (@, )" es un minimo. o

Para una ilustracién del método de minimos cuadrados en el caso de
regresion lineal simple, se puede usar el cédigo en R:

remove(list=1s())
library(animation)
least.squares(n=25)

Ejemplo 4.28. Considere los datos presentados en la tabla 4.4, donde y; corres-
ponde al valor pagado (en millones) y x; al mimero de reclamaciones en el i-ésimo
ramo. Encuentre las estimativas de a v b.

Tabla 4.4. Ejemplo ilustrativo sobre un modelo de regresién. N.° de
reclamaciones y valor pagado para diferentes ramos

Cdédigo ramo | Reclamaciones | Valor pagado
1 65 350
2 35 250
3 20 130
4 10 75
5 15 60
6 5 20
7 30 120

Solucion. Si fuera adecuado el modelo (4.24) para este conjunto de datos,
de la informacion dada:

T =25,71428571 y=143,57142857
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7 7 7

2 =7100 Y 97 =225925 ) miyi = 89450,
=1 i=1 i=1

4

luego, a partir de (4.26) las estimaciones son:

_n 9 n
y X x; =T X xiy
i=1 i=1

a=

ix? —na?

i=1
_ (143,57142857) (7100) ~ 25,71428571(39450) _ | 000
- 7100 — (7) (25,71422) v

P BT 80450 - (7)(25,7142)(143,57149857)
- $ 2 - 7100 — (7) (25,71422)
i=1 '

= 5,50578.

En la figura 4.4 se presenta un grdfico de dispersién para los datos del
ejemplo 4.23, agregando la linea estimada por MCO.

Valor pago
250000 350000
| |
o
o

150000
1

50000
1

Reclamaciones

Figura 4.4. Grafico de dispersién para los datos del ejemplo 4.23 y linea
ajustada

Las instrucciones en R para la estimacion y el gréfico se presentan a
continuacion:
remove(list=1s())

Reclamaciones=c(65, 35,20,10,15,5,30)
Valor_Pago=c(350,250,130,75,60,20,120)
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ajustel=lm(Valor_Pago~Reclamaciones)

par(mfrow=c(1,1))
plot(Valor_Pago~Reclamaciones,ylim=c(15,370),xlim=c(4,70))
abline(coef(ajustel)) o

Ejemplo 4.24. (Regresion lineal multiple). Otro caso especial es cuando:
Y =g(0) +& = Brx;1 +,ngi2+--~+ﬂpxip+8i, 1<i<n, 4.27)

con @ = (B1,Be, ...,Bp)", el vector de pardmetros, y z;j, i = 1,2,8,..., n
vj=1,2,3,...,p, valores conocidos (variables explicativas). Matricialmente el
modelo (4.27) se expresa como:

Y: x11 X1 ... X1\ (B €1

Yo x91 x99 ... X9 || B2 £9
= . . + .

Y, Tl Tng ... Tup) \Bp &p
= X 0 + &.

Encuentre la estimacion por MCO de 0, para ello, supongase que:

[E[s] =0.

[E[ssT] =o?l,.

La matriz X es no estocdstica, es decir, consta de niimeros fijos.
Elrango de X es p(X) = p.

& tiene una distribucion normal multivariada, es decir:

S

£ ~N(0,0%L,).
Solucion. En este caso:
2(0) = Bra;1 + Boxig + Baxig + -+ + Bprip, 1=1,2,8,...,n.
El objetivo es minimizar
Q=ly-g®)"=[y-g@®] [y-g®)] =(y-X6) (y-X0);

para ello, se deriva Q respecto a 8, VQ(6) = g—%, y se iguala al vector nulo,
vQ() =0.

. . o 0
Si se define %0 - [(3,31')

, entonces:
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a) para un vector a de tamafio adecuado:

d(07a) _ 0(a’0) _

T _
50 a y 50 (a’) =a (4.28)

b) para una matriz A, simétrica, de tamafio adecuado:

d(67TA6)
99

Usando las expresiones (4.28) y (4.29):

A6+ (0TA)T =240. (4.29)

00 0
vO(8) = % = =Ty -y"X6-6"X "y + 07X X0)
=-("X) - X"y +2X7X6
=-2X"Ty+2X7X0, (4.30)

igualando al vector nulo,

0= % =-9XTy+2X7X9

XTX6=XTy. 4.31)
Si X "X es no singular,
6=(X"X)'XTy. (4.32)

La segunda derivada de Q, es decir, la derivada de (4.30), estda dada por:

9%Q
—=_ =92(XTX).
00007 ( )
Puesto que X ' X es de rango columna completo, esta matriz de segundas
derivadas (hessiana) es definida positiva, es decir, # es un minimo. Si X no
es de rango columna completo, X " X es singular, ver apéndice B.1.3. &

Ejemplo 4.25. Considere los datos ilustrativos presentados en la tabla 4.5 sobre
el miimero de reclamaciones, valor pagado (en millones) y niimero de expuestos afio
poliza®®, para diferentes ramos.

9 . . .
28Esta variable se establece como la suma de dias que las personas estuvieron aseguradas en
la vigencia anual de una pdliza dividido por 365 dias, es decir,

Total de dias que las personas de la i-ésima pdliza estuvieron aseguradas
Xy = ” .
' 365 dias
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Tabla 4.5. Ejemplo ilustrativo sobre un modelo de regresién muiltiple. N.°
de reclamaciones, valor pagado para diferentes ramos y N.° de expuestos

ano poliza
N.° de expuestos afio péliza | Reclamaciones | Valor pagado
1200,35 65 350
800,70 35 250
300,65 20 130
170,10 10 75
300,40 15 60
120,15 5 20
600,24 30 120

Si el modelo (4.27) fuera adecuado, el modelo propuesto seria:
yi = Bo + Bi1x1; + Boxy; + &, i=1,2,...,n,

donde las variables aleatorias &; son independentes con distribucion normal de media
. C . . -
cero y varianza 2. Encuentre las estimaciones por MCO de los pardmetros del

modelo (4.27).

Solucion. Las respectivas matrices y, X, B y & son dadas por:

350 1 1200,35 65 &1
250 1 800,70 35 &9
130 1 300,65 20|(Bo £3
75 [=[1 170,10 10||B1|+]|é&4
60 1 300,40 15(\B9 &5
20 1 120,15 5 &6
120 1 600,24 30 &7
y = X B + e&.

Los cdlculos para encontrar el estimador de los pardmetros, 8, por MCO
son:

7 3492,59 180 1005

XTX =|8492,59 2666249,285 136875,2|, X'y =|764595,3
180 186875,2 7100 39450
| (41885 34 —400

(X™X)'=—| -84 3,6 -70],
105

-400 -70 1870
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luego,
1 633,43
B=——| 147,27
1000 2701,164

En la figura 4.5 se presenta una matriz de diagrama de dispersion (scatter plot)
para las variables Numero de expuestos afio péliza (Insured), Reclamaciones
y Valor_Pago.

9e-04 -

6e-04- Corr: Corr: >
2
0,985*** 0,958*** g
3e-04-
0e+00 -
L]
60-
3
o
40~ Corr: 2
. 3
. 0,958*** s
20- . 3
L]
L]
L]
L] L]
3e+05-
L] L] <
L
2e+05- S
B
L] ° L] ° %
1e+05-
L] L]
L] L]
L] L]
250 500 750 1000 1250 20 40 60 1e+05 2e+05 3e+05

Figura 4.5. Matriz de scatter plot para los datos del ejemplo 4.25

En la figura 4.6 se presenta un grifico de dispersion, y en la figura 4.7 se
presenta un grifico de dispersién agregando un plano estimado por MCO.
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4e+05

3e+05

S
70

© w
- 3 60
o ~
2 S04,
> . 40, &

4 S

T 30 &

2 \'bé\

20 3

0e+00
o

0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Insured

Figura 4.6. Grafico de dispersion para los datos del ejemplo 4.25 en 3D

4e+05

3e+05

Valor pago
2e+05

1e+05

0e+00

0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Insured

Figura 4.7. Grdfico de dispersion para los datos del ejemplo 4.25 en 8D y
plano ajustado

Las instrucciones en R para la estimacion y el grdfico se presentan a
continuacion:

remove(list=1s())
library(scatterplot3d)
library(car)
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Insured=c(1200.35,800.70,300.65,170.10,300.40,120.15,600.24)
Reclamaciones=c(65, 35,20,10,15,5, 30)
Valor_Pago=c (350,250,130, 75, 60,20, 120)
ajuste2=lm(Valor_Pago~Insured+Reclamaciones)
ejemplo.regm=data.frame(Insured,Reclamaciones,Valor_Pago)
pairs(ejemplo.regm, pch=19)
figura3d <-scatterplot3d(Insured,Reclamaciones,Valor_Pago,
x1lim=c(100,1250),ylim=c(4,70),zlim=c(15,370),
angle=30,pch=16, highlight.3d=TRUE, type="h")
library(rgl)
figura3d\$plane3d(ajuste2, lty.box = "solid")
scatter3d(Valor_Pago~Insured+Reclamaciones,
data=ejemplo.regm, fit="linear")

4.4.2. Minimos cuadrados ponderados

Supéngase que las variables aleatorias Y1,Y9,Ys, . ..,Y,, se pueden expresar
de la forma
Yvi:gi(el,QQ,-~~70k)+8i; ISlSn,

donde g; son funciones conocidas y 61,09, . .. ,0; son parimetros de interés,
de valor desconocido. Considere que varia libremente el vector de parame-
tros @ = (01,09, ...,0;)" sobre un conjunto 4 C R”. También, suponga que
los &; satisfacen, al menos en forma aproximada, las siguientes restricciones:

= El valor esperado del vector de perturbaciones es:
E(e) =0 (4.33)
= [a matriz de varianza-covarianza del vector de perturbaciones es:

{wiaz, si =7,

x = [oyj] = Elee] = 0 sioi#j

(4.34)

2 es, también, un parametro desconocido, pero los w;

Cabe notar que o
se consideran pesos conocidos. Este tipo de modelo estd enmarcado en los
llamados modelos heteroceddsticos. Para afrontar este problema se proponen

las variables aleatorias Z1,%9,Z3, . .. ,Z,, como:

Y _gi(0)+ &i
VWi Nw N

Zi (4.35)
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entonces,
y (8_) _wio? o
N
Tomando g7 (0) = ‘% y&f = j—%, se tiene que:

Zi=g'(0)+e 1<i<n.

Igual que en el método de MCO, sea g(0) = (g1(0),g2(0), ...,2.(0) "y
Y = (Y1,Y9,Ys,...,Y,)T, el valor esperado de Y es:

Y3 g1(0)
Yy 22(0)
Efl . || = .
Y, gn(0)
EY) = g(0).
Una vez se observaY = y, cony = (v1,y2,¥3, ...,¥n) ", se tiene Z = gz,
con 2z = (21,29,23, ...,2,)". El estimador obtenido por MCP resulta de

minimizar
n . 2 n 1 . ~
Dla-g @ =Y — i -a(@) = ly - 2@ W'y - (0],
i=1 i=1 "
con W = diag{w,we,ws, ...,w,}*" y rango de 8 sobre A.

Ejemplo 4.26. Considérese el modelo de regresion:
Yi = gi(0) + & = Braj1 + Poxig + -+ Bpxip+ &, 1<i<n, (4.36)
con 0 = (B1,Be,...,Bp)", el vector de parametros, x;j, i = 1,2,3,...,ny

j=1,2,8, ...,p, valores conocidos (variables explicativas) y suponga que:

m E(g;)=0,1<i<n.
u \/(ei):wi0'2>0,lSiSn.
» Cov(g,ej))=0,1<i<j<n

Encuentre las estimaciones de los pardmetros del modelo (4.36) por MCP.

Solucion. En este caso:

1 .
g (0) = (Brxi1 + Batig + Baxig + - -+ + Bprip) , 1=1,2,8,...,n.
Vi
291 a notacion C = [cij] = diag{c1,c9,¢3, . .. ,¢.} indica la matriz diagonal cuyos elementos
¢ii = ¢ ycij=0paratodai # j.
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Considerando (4.35) se tiene que:

RN L
| (v ? 0\,
12 0 . 0 Y-
2 1
Z: ‘/172 = X @ . :W_QY,
Y, _L Y,
— 0 0 o n
EITRNIT Ty
Vor o Ner vt | (B
T2l Tgg 29 Be
2(0) = Vwg  Nwg T Afwg 2
Tnl TnQ Lnp
w0, Nw. T By
1
Nah 0 ONfzy a9 ... x1p\ (B1
0 L O XS ¢ s B(
N 91 X992 9% 2
0 0 ‘/% Inl Tn2 ... Tpp ﬂp
1
=W~2X60
*
€
8*
92 _1
g = "|=W~2¢
8*

Para minimizar:
Q=[z-2g"(0)]"[z-2"(0)]
— [W iy - W IX0]T[W iy - W 1X4]
= (y-X0)"Wl(y-X#),

(4.37)

(4.38)

4.39)

se deriva Q respecto a @, VQ(0) = %, y se iguala al vector nulo, VQ(6) = 0.

Usando (4.28) y (4.29):

P
vO(0) = = (yTW—ly CyTWIIX0-0TX Wy + aTXTW—lxa)

_9
" 90
= 2X"Wly+2X"W-1Xo,

(yTW—ly —99TX WLy + 0TXTW—1X0)
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igualando a 0,

0= % =2X"Wly+2X"W X6

X"WlX6=X"Wly. (4.40)

Si XWX es no singular,
0=X"WIX) ' XTw-ly. (4.41)
o

Note que si W = I, esta estimacion coincide con (4.32).

Ejemplo 4.27. Considerando la informacion del ejemplo 4.26, sea p = 2, ;1 = 1
yaxig =, para i = 1,...,n, entonces Y; = 1+ Box; +¢&;, i =1,...,n

Determine los pardmetros por el método ponderado.

Solucion. Primero se crean los vectores dados en (4.37), (4.38) y (4.39),
luego, usando la expresion (4.41) se tiene que:

B — (XTw—lX)—lew—ly

1
uTl | 0 1 X1
: 1 1 1 0 172 0 X9 «
B x| X9 X : .
0 O u% 1 =z,
n
1
o (1) ... 0 Y1
11 ... 1)\|0 % URIRE
X X9 ... Xy .
0 0 o/ o
n n -1 n
1 i y %
_ igl i i§1 i i=1 "
— | n noop2 noooo
xi i 3 L
=1 Y i=1
n ‘1:2 n P n _’,V
- —_ = 2L
_ 1 E‘l wi El Cill s
2 X Z 1 2z xi)i
yu oy Ll y o

A
1l 3
i
&l
S —
—
1l =
i
§|“$1l\4
S —
|
.
I =
i
e
S —
(3]
|
11
I
E|
Il
i
g
11
I
g
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2
n
dividiendo tanto numerador como denominador por ( > 1%) y denotando
i=1 "
n 1 1 1
w =12 w | se tiene que:

1 ( % ulez)( % uiyi) - ( utxt)( % uw’wz)
B i=1 i=1 i=1 i=1
n n 2 c . YA p— d . . c Y ’
st (fue] | (B (B £

nétese que si w; = 1, Vi entonces u; = ,l—l y se obtienen las estimaciones del

modelo via MCO dadas en (4.26). o

M=

4.5. Conceptos basicos para estimacion
minimax

En la teoria de decisiones, la metodologia estindar de evaluacion-eleccién
(toma de decision) se facilita construyendo una matriz de decisiones. En
esta matriz se recogen los resultados z;; del decisor para cada alternativa a;
(representadas por las filas de la matriz) con respecto a cada situacion o estado
de la naturaleza e; (ubicado por las columnas).

El criterio minimax dado en [79] consiste en comparar el resultado de
una alternativa bajo una situacién (probable o incierta) con todos los demas
resultados, independientemente de la situacién bajo la cual ocurren. Cuando
la situacién corresponda a un estado de la naturaleza, este no es controlable
por el decisor, por lo que el resultado de una alternativa solo debe ser com-
parado con los resultados de las demads alternativas bajo el mismo estado de
la naturaleza.

Ejemplo 4.28. (Concurso de cancién inédita). Supdngase, como en [84, p.
28], que en un festival de miisica hay siete jurados para evaluar cuatro canciones
inéditas de los participantes, A, B, C vy D. Cada juez valora las canciones conforme
sus preferencias v atribuye 4 puntos para la primera que escoge, 8 puntos para la
segunda, etc. éCudl es la cancion ganadora?, es decir, la que suma mds puntos. St
un participante es descalificado durante o después del festival, éesta descalificacion
afecta la premiacion?

Solucion. En la tabla 4.6 se presentan los puntajes otorgados.
Por el criterio establecido, la cancién C es la ganadora.

Los compositores de la cancién D no debieron entrar en el concurso
porque ya habian participado con esa cancién en otro festival, lo que iba en
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Tabla 4.6. Puntajes de las 4 canciones en el festival de muisica

Cancion ver Ji J2 J3 Jy Js J6 Jy Total
A 4 1 2 4 1 2 4 18
B 3 I | 8| 4 1 | 3 19
G 2 3 4 2 3 4 2 20
D 1 2 3 1 2 3 1 13

Fuente: adaptada de [34, p. 23].

contra del reglamento del concurso. Los organizadores del evento aceptan
que hubo un error y descalifican a la cancién D, manteniendo la premiacién
que fue divulgada, ya que D fue la de menor puntaje y no influye en los
resultados. Sin embargo, los compositores de la cancién A protestan, ya que
si la cancién D se hubiera descalificado antes de la votacién, habria apenas
tres canciones para escoger. En ese caso cada juez darfa 3 puntos a la primera
escogida, dos puntos a la segunda y un punto a la tltima. Como se esperaba,
los jurados mantuvieron su orden de preferencia, por lo que los resultados
fueron:

Tabla 4.7. Puntajes de las 8 canciones en el festival de musica

Cancién e Ji J2 J3 Jy Js J6 J7 | Total
A 3 1 ) 3 1 2 3 15
B 2 1 2 3 1 2 14
G 1 2 3 I 2 3 I 13

Fuente: adaptada de [34, p. 24].

Asi, la cancién ganadora es la A4, con lo cual los compositores de la cancién
A quedan satisfechos. En este caso, la premiacién cambia. o

Ejemplo 4.29. Segiin [84, p. 16], una asociacion de padres de familia estd or-
ganizando un evento para recoger fondos para el colegio. Hay dos alternativas (a;)
entre las cuales el comité organizador debe seleccionar: un dia de deportes (ay) o
un dia de campo (ay). El ingreso ($) dependerd del estado de la naturaleza (clima),
el cual por simplicidad se considera que serd seco (e1) o luvioso (e9). El presidente
del comité quiere evitar arriesgarse 'y resalta que si se realiza el dia de deportes se
garantiza una entrada de $850 000, mientras que si se realiza el dia de campo el
ingreso serd de $750 000, por lo que propone que se organice el dia de deportes. Los
ingresos dependiendo de si llueve o no se presentan en la tabla 4.8.

Sin embargo, antes de la votacion, el tesorero recuerda que es posible tomar un
seguro por si llueve. La poliza paga $500 000 si llueve y la prima es de $100 000.
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Tabla 4.8. Ingresos ($) del evento de acuerdo al clima

Evento Clima lluvioso | Clima seco
Dia de deportes $850 000 $1 200 000
Dia de campo $750 000 $1 500 000

Fuente: adaptada de [34, p. 16].

st llueve o no, se presentan en la tabla 4.9.

Tabla 4.9. Ingresos ($) del evento segtin el clima si se compra una pdéliza

contra la lluvia

Evento Clima lluvioso | Clima seco
Dia de deportes $1250 000 $1100 000
Dia de campo $1150 000 $1400 000

Fuente: adaptada de [34, p. 16].

El presidente del comité resalta que el dia de campo, comprando el seguro, ga-
rantiza una entrada de $1 150 000, mientras que el dia de deportes garantiza solo
$1 100 000, por tanto él propone que se organice un dia de campo. Sin embargo,
la secretaria interviene y comenta que no hay diferencia entre tomar o no tomar el
seguro contra lluvia, ya que en ambos casos el dia de deportes da $100 000 mads si el
dia es lluvioso y $8300 000 menos si el dia es seco, por lo cual ella considera que no se
tome la decision ni a partir de la tabla 4.8, ni a partir de la tabla 4.9. La secretaria
pide tener en cuenta la pérdida o lo que “lamentarian” o “dejarian de ganar” al
tomar una decision. Lo que “dejarian de ganar” se presenta en la tabla 4.10.

Tabla 4.10. Lo que dejarfan de ganar

Fvento Clima Lo maximo que
Lluvioso Seco dejarfan de ganar
Dia de deportes $0 $300 000 $300 000
Dia de campo | $100 000 $0 $100 000

Fuente: adaptada de [34, p. 17].

El presidente del comité, una vez mds, analiza las alternativas y recuerda a los
miembros del comité que la tabla 4.10 muestra lo que pueden dejar de ganar y no
los ingresos proponiendo organizar un dia de campo, ya que seria el escenario donde
menos se lamentarian, garantizando que la pérdida no excederia los $100 000.
Pero el tesorero pregunta si deberian considerar o no la compra del seguro, va que en
realidad son 4 las opciones entre las cuales deberia elegir el comité: dia de deportes
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comprando el seguro, dia de deportes sin comprar el seguro, dia de campo comprando
el seguro v dia de campo sin comprar el seguro. Para el clima lluvioso v seco, la
ganancia mds alta es $ 1250 000y $ 1500 000, respectivamente. Las cuatro
opciones mostrando los ingresos v las pérdidas (restando en cada una de las columnas
el mdximo valor a los demds elementos) se presentan en la tabla 4.11.

Tabla 4.11. Ingresos y pérdidas (entre paréntesis) para las 4 opciones

Evento Clima Lo maximo que
Lluvioso Seco dejarfan de ganar
imscgmn | 6100000 | ($300000) | $ 400000
Vi | @00000) |0y | 3300000
Deomsemma | (5100 000) | (5100 000y | 8 100000

Fuente: adaptada de [34, p. 17].

Finalmente, observando la tabla 4.11, el presidente del comité sugiere que se
escoja la opcion que garantiza que la pérdida no sea mds de $100 000, esto es
organizar un dia de campo 'y comprar el seguro. Asi, el comité elige la opcion del dia
de campo comprando el seguro (el comité usd el criterio minimax).

DEFINICION 4.7. Una funcién de decision (o una regla de decision) 6 es una fun-
cion (medible) definida de R™ a R. Elvalor de 6 evaluado enx = (xy,x9, . .
es decir, 6(x) se llama una decision®® (ver [76, p. 809)).

. 7xn)T7

DEFINICION 4.8. Para estimar 6 con base en X1,Xg, . .., X, v usando una funcion

de decision 6, se establece una funcion de pérdida®' como una funcion no negativa
en los argumentos 0 v § (x), la cual expresa la pérdida incurrida cuando  es estimada

por & (x) (ver [76, p. 309)).
Ejemplo 4.30. Algunas funciones de pérdida son:

o [[0;6(x)] = [0 —6(x)]%, funcion de pérdida cuadritica.
e [[0;6(x)] =w(0)[0 — 6(x)]%, funcion de pérdida cuadrdtica ponderada.

30 Aunque escoger y decidir no es lo mismo, ya que escoger se puede hacer y se supone decidir
que requiere pensar cuidadosamente, en teoria de la decisién no necesariamente se hace
distinticion entre escoger y decidir (ver [34, p. 27]).

31Se expresard por [, sigla de loss.
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o[[0;6(x)] =10 —d(x)|, funcion de pérdida absoluta.
[0 —6(x)]? sil0—6(x)| <k
2%k|0 —5(x)| — k2 si)0-6(x)| =k
o l[6;6(x)]=160-6), 1<p<2.

o l[6;0(x)] = { , dadaen [40].

DEFINICION 4.9. Una funcion de riesgo correspondiente a la funcion de pérdida
[[8;6(x)] es denotada por R[0; 6 (x)] v definida por:

R[0;06(x)] = Eo{l[0;0(x)]}.

Es decir, la funcion de riesgo correspondienie a una funcion de decision, 6, es el

promedio de pérdida cometido al usar dicha funcion de decision (ver [76, p. 309]).

Nota 4.3.

» Dadas dos funciones de decision § v 6*. Si para todo 0 € ©:
R[0;6(x)] = R[0; 67 (x)],

entonces se dice que las funciones de riesgo son equivalentes.
» Bajo estimacion puntual, §(x) corresponde a un estimado de 6, donde su
calidad se mira con respecto a la funcion de pérdida seleccionada.

DEeFINICION 4.10. El estimador §(x) de 6 se dice admisible si no hay otro
estimador de 0 tal que R[0;6"(x)] < R[0;6(x)] para todo 6 € O, donde la
desigualdad es estricta al menos para un 0 (ver [76, p. 810]).

Ejemplo 4.31. Sea X,Xo, ... ,X, una muestra aleatoria y definase
6(X) =a+bT(X), (4.42)

donde T (X)) es una estadistica tal que Eg [T (X)] = 0. Encuentre la funcion de
riesgo correspondiente a la funcion de pérdida cuadrdtica.

Solucion. En este caso, [[6;6(X)] = [0 — §(X)]?, entonces:
R[6;6(X)] =Eo{l[6;6(X)]} = Eq {[0 - 6(X)]}
—E, {[9 —(a+ bT(X))]Q} — Eq {[(9 —q) - bT(X)]Q}
=g {[(6  a) ~ BT(X) + bE, [T (X)] ~ bEG[T(X)]]}

=Eq {[(6 - a = bE[T(X)]) = b(T'(X) = Eo[T(X)]) |}
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=E¢ [((1 - 0)8 — a)2] + b2E, [(T(X) ~E, [T(X)])Q]
- 2E [(1=0)0 — o) (T(X) - Eo[T(X)])]
=b2Vp [T(X)] + [(1 - b)6 - a]*. (4.48)

Esta funcién de riesgo es cuadrdtica. o

DEFINICION 4.11. Un estimador 6™ (x) de 6, que minimiza el mdximo riesgo,
satisface
i%f supR[0;6(x)] = supR[6;6Y (2)],
0 0

se llama un estimador minimax (ver [58, p. 809]).

Teorema 4.1. Suponga que hay una fdp a priori 7(0; 1) sobre ©, tal que 5 es un
estimador bayesiano del pardmetro 6. Si el riesgo R[0; 6 (x)] es constante para todo
6 € O, entonces & es minimad.

Demostracion. Ver detalles de la prueba en [53, p. 811]. of

Ejemplo 4.32. Considerando la informacion del ejemplo 4.16 sobre ensayos Ber-
noulli, determine el estimador minimazx usando la funcion de pérdida cuadrdtica.

Solucion. En el ejemplo 4.19 se encontré que el estimador puntual bayesiano
para 0 era:

a + nx, a n

0 = = +
a+pB+n a+B+n a+p+n

I, =a+bzx,,

con a + B # 0. Ademads, se sabe que si X; ~ Bernoulli(8) y se toma una

n
muestra aleatoria de tamafio n, se tiene que Y, X; ~ Binomial(n,0), luego
i=1

[Eg(ixi):ne y \/g(iXi):nH(l—G).
i=1 i=1

Seaen (4.42), T(X) = X,,, y como [[8; 6 (x)] = [0 — 6(x)]?, entonces por
(4.43):

R[6;5(X)] = bQW +

[(1-6)8 - a]®

_p 0020 202 _9a(1 —bya + a2,
n
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Agrupando términos:

C

Rw“xxnz[a—wﬁ—%-#+ %—Qﬂl—m 0+d%.  (4.44)

Ahora, se establecen los coeficientes de R[6; § (X)] para que sea constante,
es decir, no dependa de 8 y asi 6* (un caso particular de §) sea un estimador
minimax. Luego, los coeficientes que acompanan a 62 y a 8 en la expresion
(4.44) deben ser iguales a cero, esto es,

b? b?
(1-b5)2%2-=—=0 y ——2(1-b)=0
n n
9 2
(1-p2=" y 2a(1-4) =",
n n

usando el método de igualacién y dado que b # 1:
(1-0)% =2a(1-10) = 1-b=2%a,

al sustituir a y b se obtiene:

n e @
a/+,3+n_ a+p+n
a+ B =2a,

luego @ = B y sustituyendo en la primera expresién, se tiene que:

s i)
a+p+n n\a+pB+n
(@+p)*=n
(20)? =n
Vn
9 -

a =

Puesto que 6 (X) = a + bX,,, reemplazando a y b se llega a:

_ _ 1 o
5*(X)_ CI+an _ %"'TLXH _)ﬁ;(g-’-\/ﬁX")
a+pf+n ‘/7’7’+‘/7’€+n )/ﬁ(1+\/ﬁ)
_ 1+2vnX,

21 ++n)’
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y por la expresion (4.44):

a? n 1
R[6;6%(X)] = _ - ,
1907 (@+B+n)?  [2n+Vm)]?  [2(1 ++n)]?
la cual no depende de 6 y, por el teorema 4.1, 6*(X) es minimax. o

4.6. Ejercicios

1. Una variable aleatoria X, con distribucién de Gumbel tiene como fda

a [62, p. 138]:

Fx(x) = exp {— exp {_x ;201 }} .

Las componentes del pardametro @ = (61,09)" son tales que 61 € R,
09 > 0. Explore la forma de estimar puntualmente el pardmetro 6,
teniendo en cuenta que E(X) = 0 + y0g, siendo la constante de Euler,

7{2 2
v ~0,5677216 y, ademads, V(X) = %

2. Sean X1,Xq, ...,X, variables aleatorias iid tal que la fdp de X es
dada por [21, p. 43]:

2(0 —x)
fx (@) = 9—21(0,9)(1)-
Halle los estimadores de 8 y V(X) por el método de los momentos.

3. Sean X1,Xo, ...,X, variables aleatorias iid tal que la fdp de X es beta
de pardmetros @ y B [21, p. 48], es decir,

B I'la + B)
- I(a)L(B)

donde @ > 0y 8 > 0. Si @ + B = 5, encuentre los estimadores de a y
B por el método de los momentos.

Ix(x) 21 =) ) (@),

4. Sea X1,Xq, ...,X, una muestra aleatoria de la distribucién normal
inversa N1(6,4), con A y 8 desconocidos [20, p. 303],

e 20%: para x > 0.
Qmad

f(x;0) =( & )2 i
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Encuentre los EMV de 0§ y 2.

5. Sea X1,Xo, ...,X, una muestra aleatoria de la fmp [20, p. 366]:

||
0 -z
f(x;0)=(§) (1-0)""" 2={-1,0,1}; 0<o<1.
Encuentre el EMV para 6.

6. Sean X1,Xo, ...,X, variables aleatorias iid. Para cada una de las si-
guientes fdp, encontrar el EMV.

a) Para el parametro 6 desconocido:
p(x;0) =022, 0<0<z<oo.

b) Para el pardmetro u considerando que A es conocido:

g —da-p?
pla; p,A) = (2 %) e para x > 0.
nx

¢) Para el pardmetro 6 desconocido [65, p. 367]:
f(x;0) = exp {—(:c -0) - e_(‘”_g)} con —o00<6 < oo.

d) Para el parametro a considerando que S es conocido:

0 six<0
Fy(z) = (%)“ si0<z<p
1 si x> 3.
7. Sean X1,Xo, ...,X, variables aleatorias iid normales con media 9 y

varianza o2, y sea ® ~ N(u,72), se considera que u, 72y o2 son

conocidos. Encontrar la distribucion a posteriori de ¥ dado X = x y el
estimador de Bayes.

8. Sean X,Xo, ...,X, variables aleatorias iid normales con media u

y varianza ¥, y sea % ~ X%’ se considera que u y k son conocidos.
9

Encontrar la distribucién a posteriori de % dado X = x y el estimador
de Bayes.

9. En el ejemplo 5.17, mostrar que 8 = 1 + X es un maximo.
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11.

12.

13.
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. Sea el modelo y;; = p+ia +ej,coni =1,...,ayj=1,...,r.

Encontrar la estimacién por MCO de (,u)
a

{Como quedan las estimaciones de a y b del ejemplo 4.22 si en vez de
usar x; y ¥;, se usan rangos? (Suponga que no hay empates).

Considere para el modelo y; = a + bx; + €;,7 = 1,2,3, el siguiente
conjunto de datos:

i 1 2 3
xz 2 -6 7
vy, 3 4 6

Encuentre las estimaciones por MCO de a y de b, suponiendo que:

a) E()=0yV(e) =02,i=1,2,3.
b) E(ei) =0y V(e1) = 02, V(eg) =402 y V(eg) = 952

Una compaiiia de seguros desea determinar el grado de relacion que
existe entre el ingreso familiar x y el monto de seguro de vida Y del

jefe de familia (en miles de délares) [19, p. 492]. En la tabla 4.12 se
presentan los datos para una muestra aleatoria de 18 familias. Si fuera

Tabla 4.12. Ingreso y monto del seguro de vida del jefe de familia

Ingreso | Seguro | Ingreso | Seguro | Ingreso | Seguro
(en miles) | de vida | (en miles) | de vida | (en miles) | de vida

45 70 47 90 15 40

20 50 30 55 35 65

40 60 25 55 40 75

40 50 20 35 55 105

50 110 60 120 15 30

30 40 35 65 45 80

14.

Fuente: adaptada de [19, p. 492].

adecuado el modelo (4.24) para este conjunto de datos, obtener las
estimativas de a y b. Realizar un grifico de dispersion con los datos de
ingreso y seguro de vida, presentando la recta ajustada.

Una compaiiia desea predecir el costo unitario de fabricacion, Y, como
una funcién de la tasa de produccion, x1, y de los costos, x9. En la tabla
4.18 se presentan los datos de 12 meses.



260

o Métodos de estimacién puntual

Tabla 4.13. Datos sobre el valor unitario, tasa de produccién y costos

Valor Tasa de Costos | Valor Tasa de Costos
unitario | produccién unitario | produccién

14,39 85 80 16,70 80 95
16 80 105 21,20 65 115

24,60 50 125 22,25 60 130

19,90 70 116 14,9 90 90

15,10 95 94 16,50 100 110

15,90 100 115 17,40 80 115

15.

16.

17.

Si el modelo (4.27) fuera adecuado para este conjunto de datos, obte-
ner una estimacién para 8. Realizar un grifico de dispersion, presen-
tando la recta ajustada.

{Cémo quedan las estimaciones de 81y B9 del ejemplo 4.27 si en vez
de usar x; y y;, se usan rangos? (Suponga que no hay empates).

Seap =2,x;1 =1yaj9g =a;,para i =1, ...,n, entonces,

Yi:ﬂ1+ﬁ2xi+8i, i=1,...

.
SiV(e;) = o2(1 —hij), donde h;; es el elemento i-ésimo de la diagonal

de la matriz hat, H = X (X " X)) “Ix T, icémo quedan las estimaciones
de 1y Beo?

n

En el ejemplo 4.8, encontrar el EMV cuando }, x; = 0 o cuando
=1

N 1

> x; = n, respectivamente.

i=1
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En el capitulo anterior se estudiaron algunos métodos para establecer esti-
madores de un parametro desconocido 6. Dado que se pueden considerar
candidatas para ser empleadas como estimadores de los pardmetros descono-
cidos de una fdp, una o varias estadisticas, entonces se deben estudiar algunas
caracteristicas con el fin de escoger el mejor estimador posible. Pero, iqué
caracteristicas hacen que un estimador sea bueno? Hay varias respuestas a
esta pregunta. En este capitulo se establecen algunas propiedades 6ptimas
que deben tener los estimadores puntuales.

5.1. Suficiencia

Una vez adoptado un modelo estadistico, se debe separar la informacién
irrelevante que estd presente en los datos, y que puede entorpecer el enten-
dimiento de la situacion.

La idea de suficiencia es reducir los datos con “estadisticos” cuyo uso
implique no perder informacion sobre el(los) parametro(s) de interés. En
otras palabras, una estadistica suficiente para un parametro 6 es una estadistica
que capture, de alguna forma, toda la informacion contenida en la muestra

acerca de 4 (ver [20, p. 272]).

DEFINICION 5.1. Una estadistica T (X)) es llamada suficiente para un pardmetro
0, siy solo s, la distribucion condicional de X dado T (X)) = t no involucra a 0

(ver [12, p. 42]).

Ejemplo 5.1. Segiin[12, p. 42],si X = (X1, Xo, ...,X,) " con X; son funciones

indicadoras de un conjunto de n ensayos Bernoulli con probabilidad de éxito 6,

n
demostrar que T (x) = Y, X; es una estadistica suficiente para 6.
i=1

Solucion. Sean

0 si el ensayo resulta en fracaso

1 si el ensayo resulta en éxito
y la estadistica

Y =T(x) = iXi’
i=1

la cual denota el nimero total de ensayos que resultaron en éxito. Entonces,

P(Y =y) = (Z)ay(l — gy,
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Por otra parte, la fmp conjunta estd dada por:

n
n—, &

n n
2 xi
P(X=zY=y) =[]o"(1-0)'"=05"(1-0) F
i=1

=0"(1-0)"".
Usando la expresion (2.44) se tiene que:

plaly) = A= L

Por lo tanto, P (X = x|T'(x) = y) no depende de 6, el pardmetro, asi:

T(x) = iXi

es una estadistica suficiente para 6. o

Ejemplo 5.2. De acuerdo con [58, p. 33], dadas X y Xo variables aleatorias
independientes con fmp Poisson y esperanza comiin A, mostrar que X + Xg es una
estadistica suficiente para A.

Solucion. Su fmp conjunta es dada por:

/lx1+172€—2/l
Pa(Xy =x1,X9 =x9) = ————
xX1.x9.

y la fmp de S = X| + X9 es Poisson con esperanza 21 (ver ejemplo 2.8).
Usando (2.44) la distribucién condicional de X; dado S = ¢ estd dada por:

P(Xi=x|S=1t)= (X =2,,8 t): (X1 =x1,X9g =t —11)

P(S=1) P(S=1t)
Ale=24 M
=) o) t! xl ¢t l
CeMeyt T g Tl o) T2 \m )20
t! t!

esto es, X1, bajo la condicién S = ¢, tiene una distribucién binomial de
pardmetros t y %, luego, P (X = x1|S = ¢) no depende de A, por ende,

X
T [(X:)} =S5 =X +Xo

es una estadistica suficiente para A.
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Generalizando, si se tiene una muestra aleatoria con fmp Poisson de para-

n
metro A, entonces T(X) = Y X; es una estadistica suficiente para 1. &
i=1

Teorema 5.1. Criterio de factorizacion de Fisher-Neyman. Sea X1, Xo,
-+« » Xy, una muestra aleatoria, una estadistica T (x) con rango T es suficiente para
0 siy solo si existe una funcién g(t,0) definida parat en T vy 6 € O y una funcion
h definida sobre R" tal que [12, p. 48]:

p(Jc;H) :g(T(Jc);H)h(x) Vx € R", 0 € 0. b.1)

Demostracion. Se prueba para el caso discreto: sean x1,xg, ... un conjunto
de posibles realizaciones del vector aleatorio X y sea T'(x;) = t;. Entonces

T (X) es discreta y
Z Py[T(X)=t]=1 paracada.
i=1
(&) Se necesita probar que Py [X =x;|T(X) = ti] es independiente de 6
sobre cada uno de los conjuntos
Si={0:Py(T(X)=1;) >0} i=1,23,....
Sila expresion (5.1) es cierta, entonces,
P(T(X)=t) v P(X=x;,T(X)=1)

se pueden expresar comao:

P(T(X)=t:)= > plas0)

{x:T (x)=t;}

= ). g(T@);0)h(x)

{x:T (x)=t;}

= >, gs0)h(x)

(T (2)=t;}

=g (ti;0) Z h(x).
{x:T (x)=t;}

Por otra parte, la fmp conjunta es dada por:

Py (X =2;,T(X) =1,) ~ {g(ti;a)h(xj) siT(x;) =t

P(xﬁe) 0 siT(ch) * 1.
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Luego, Py [X = leT(X) = li] = p(xj; 9) es:

gl OVh(x)) T
T 3 @ S T)=
plxj;0) = (aT(@)=t:)
0 siT(xj);tti
h(zx;) . _
s e
=\ @@=
0 SiT(xj)¢ti,

como Py [X = x;|T(X) = ti] no depende de 8, entonces T'(X) es
una estadistica suficiente.
(=) Se tiene que T'(X) es una estadistica suficiente. Se definen g(¢;;60) y

h(x) como sigue:

g(ti;0) = Py(T'(X) =1;)
h(x) no depende de 6 porque
h(x) =P (X =x|T =T(x)) T(X) es una estadistica

suficiente
Entonces,

p(x;0) =Po (X =x) =Py (X =2,T =T (x))
=Py (X =x|T =T(x)) Py (T =T (x))
=h(x)g(T (x);0). o
Ejemplo 5.3. De acuerdo con [20, p. 274], si X1,Xo, ...,X, son variables

aleatorias iid tal que X1 ~ N (0, 02), con 6 pardmetro desconocido y o conocida.

Encontrar una estadistica suficiente para 6.

Solucion. En este caso, la fdp conjunta de X1,Xg, ...,X, es dada por:

s -1
P13 0) = L[(%cr%“” exp{ﬁ(xi - 9)2}

0 -1 & )
= (20?2 —§ . —0)?
(2n07) fexp{%2 iZI(x ) }

_n -1 o
= (2710'2) 2exp{ﬁ Z;(xi—g—x+x)2}

= (2r0?)"Ix
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n

exp {Q%[Z;(x —9)2+2(7-0) ;(xi - %) +;(i - 9)2]}

i=

—_———
0
n _1 2 —-n
_ 9\ -2 2 N
= (2n0“) 2 exp {ﬁ ;(x, x) }exp {20_2 (x —0) }
h(x) g(&;0)

=h(x)g(z;0).

Luego, la estadistica T'(x) = & es suficiente para 6. o

Ejemplo 5.4. De acuerdo con [20, p. 277], si X1,Xo, ...,X, son variables
aleatorias tid con fmp uniforme discreta sobre 1,2, . . . ,0. Encuentre una estadistica
suficiente para 0.

Solucion. En este caso, la fmp conjunta de X1,Xo, ...,X, es:
6" x;€{1,2,3,...,0yparai =1,2,3,...,n
Py(X =) = i €4 }p
0 en otro caso,

note que el soporte de la distribucién incluye al parametro de interés 6. Para
afrontar esta situacion se reescribe la distribucién de probabilidad Py (X = x)
como el producto de una funcién i(x), que no depende del pardmetro 6,
dada por:

1 x€{1,2,3,...}parai =1,2,3,...,n

0 en otro caso,

h(zx) =1I1,98,. 3 (x) = {

y una funcién g(t; 8), que depende de T'(x) = 1maX {xl} = Z(n), dada por:
<i<n
0™ t<46

0 en otro caso.

g(t;0) = 0" <0y (1) = {

Cabe notar que la restriccion ¢ < 6 se satisface automaticamente por todos los
valores de 6, afrontando asi el problema de que el soporte de la distribucién
dependa del parametro (ver [24, p. 20]). Luego,

h(x)g(t;6) = 11,93,y (x)0 " Ij<qy (1)
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o si {x; €{1,2,3,...}parai =1,2,3,...,n} y{t <6}
1o en otro caso
B 0" siax;€{1,2,3,...,0}parai =1,2,3,...,n

0 en otro caso

=P€(X:x)’

entonces 7' (x) = max {xl} = Z(,) es una estadistica suficiente para . &
1<i<n

Cuando es necesario estimar mds de un pardmetro, se tendrd un vector
de pardmetros, digamos @ = (61,09, ...,0,) . En tal caso, es usual que un
vector T(X) = (T1(X), Te(X), ..., T,(X))T sea el estadistico suficiente

para 6. Es frecuente que s = r.

Ejemplo 5.5. De acuerdo con [12, p. 44], dadas X1,Xo, . .. ,X,, variables aleato-
rias iid normales con media py varianza o2, desconocidas. Encontrar una estadistica
suficiente para 6 = (p,02)7.

Solucion. En este caso, la fdp conjunta de X1,Xq, ...,X, es dada por:

p(x17"'7xn;0) = 1:1[(27[0-2)_1/2 CXp{2 12(xl #)2}

G n _1 L C
= (2n0?) "2 exp {F ;(xl - u)z}
= (2r0?)"% exp -1 i(x — 9xip + 1)
902

i=1

n 2
= (2r0%) L exp {2 - 2t 2uxi>} exp {—%2}
9 _ n
=(2n02)-¥exp{ o= } xp{ 1 Zx - #Z%H
i=1

902
=h(x)g(T (x);0).

2)T_

.
n n

Luego, la estadistica T'(x) = (Z i, 2. xf) es suficiente para @ = (p,o
i=1

o

i=1
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Nota 5.1. Segin [20, p. 280], una muestra completa, X, en si es una estadistica
suficiente, ya que en particular:

p(x;0) =g(T(x);9)@-
T (x)=x 1

Luego, cualquier funcion uno a uno de una estadistica suficiente es una estadistica
suficiente.

Nota 5.2. Si existe una estadistica suficiente T' (X)) para el pardmetro 0, la dis-
tribucion a posteriori dependerd de los datos solo mediante T (X). Mds ain, la
distribucion a posteriori es igual a la distribucion condicional de ¥ dado T (X).

Ejemplo 5.6. En el ejemplo 5.1 sobre ensayos Bernoulli, se establecic que la
estadistica T (X)) = Y, X; era suficiente para 0 = probabilidad de éxito y en el
=1

1
ejemplo 4.16 se obtuvo que la distribucion a posteriori depende de los datos solo

n
mediante Y, X;.
i=1

5.2. Estadistica suficiente minimal

Una estadistica suficiente es de mayor interés cuando es minimal, en otras
palabras, cuando da la mayor reduccién de los datos posibles sin perder
informacion del pardmetro (ver [51]).

DEFINICION 5.2. Segiin [20, p. 280], una estadistica suficiente T' (X)) se dice que
es una estadistica suficiente minimal si para cualquier otra estadistica suficiente
T’ (X), se tiene que T (x) es una funcion de T’ (x).

Nota 5.3. En otras palabras, una estadistica suficiente minimal T (X)) es necesa-
riamente una funcion de cualquier otra estadistica suficiente que se pueda construir

(ver [24, p. 28]).

Nota 5.4. Segiin [20, p. 280], decir que T (x) es una funcion de T’ (x) significa
que si'T' (x) =T’ (y) entonces T'(x) =T (y).

Teorema 5.2. Criterio para suficiencia minimal. De acuerdo con [20, p.
281], dada p(x; 0) una fmp o una fdp de una muestra X. Supongase que existe una
Juncion T (x) tal que, para cada dos puntos muestrales, x y 'y, la razon

p(x;0)
p(y;0)

(5.2)
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es constante como una funcion de 6 si 'y solo si T (x) = T (y). Entonces T (X) es
una estadistica suficiente minimal para 0.

Demostracion. Ver detalles de la prueba en [20, p. 281]. o

Ejemplo 5.7. Considerando la informacion del ejemplo 5.1, sobre ensayos Bernoulls,

n
pruebe que T (X)) = Y, X; es una estadistica suficiente minimal para 6.
i=1

n

Solucion. Se sabe que T'(X) = Y, X; tiene distribucién B(n,0). Por otra
i=1

parte, en el ejemplo 5.1, se concluyé que T'(X) es una estadistica suficiente

para 8. Evaluando el cociente dado en (5.2):

0

P(x; 0) _ 9“(1 - Q)H_tr _ 0:_,,—[3,(1 _ 9)"_["’_(n_ty) — ( )tl_ty

p(y;60) — 64(1-0) "

1-6

n n
se concluye que no depende de 6 sit, —t, = 0, esto es, si 3, X; = 3 Yj. Asi,
i=1 i=1
n
T(X) = Y X; es una estadistica suficiente minimal para 6. o

i=1

Ejemplo 5.8. Considerando la informacion del ejemplo 5.2, pruebe que la esiadis-

n
tica T(X) = >, X; es suficiente minimal para A.
i=1

n
Solucion. Se sabe que T(X) = Y X; es una estadistica suficiente para A.
i=1

Ademis, se sabe que T'(X) = Y, X; tiene distribucién P(nd). Evaluando el
i=1
cociente dado en (5.2):
n o i fy_lr_tf//l:f
-1 Xt n
p(x; ) _ i=l i _ il _ H}L' Al
p(y; 1) [] el Zral
=1 2

n n
se concluye que no depende de A sit, —t, = 0, estoes, si 2, X; = 3 Yj. Asi,
i=1 =1

n
T(X) = >, X; es una estadistica suficiente minimal para A. o
i=1

Nota 5.5. Una estadistica suficiente minimal no es unica.
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DEFINICION 5.3. Segiin [20, p. 282], una estadistica S(X) cuya distribucion no
depende del pardmetro 6 se llama una estadistica ancilar®®.

Ejemplo 5.9. Sean X1,Xo, . ..,X, variables aleatorias iid normales con media
w y varianza 1. Muestre que (n — 1)S? es una estadistica ancilar para p.

Solucion. Sea

( 1 < ¢
%= —— ) (X; - X)%
— Zl< )
Notando que

(n-1)8%= i(X? -9X;X +X?) = (Z X2- nXQ)
- X - 1 X,
SO 4] N L0 e A1 E (I
X, 1 X,

1 1

- (XTI,,X X7 1,[1;)() =X (I,L - —J,l) X = XTAX,

n N , n
J"

A

es una forma cuadrdtica en X . Se tiene que la distribucién®® de (n — 1)S2 es
(n=1)S% ~ }*(r, ),
con

1 1
r =rango(A) = rango(ln - —J,,) =1tr (In - —Jn) =n-1,
n n

aqui se usé que la traza de una matriz idempotente es igual al rango de la
matriz (ver [38, p. 133,135]), y

L1 1
—u'A U (La=~Ju) 1

’“‘—(1 1, ——1T1 11, )
2 —— \/_/\,_/

1=

32Para una revisién amplia de la utilidad de las estadisticas ancilares, puede consultar [35].
3BSiY ~N(u,V)yQ =YTAY, entonces Q ~ x2(r,A) con r = rango(A) y pardmetro
de no centralidad, 1 = %[ITAM, siy solo si AV es idempotente (ver [89, p. 51]).
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Por tanto, (n — 1)8% ~ )(3_1 no depende de u indicando que (n — 1)52 es
una estadistica ancilar para u. o

5.3. Completez

DEFINICION 5.4. (Completez). Sea p(t; 0) una fdp o una fmp para un estadistico
T (X). La familia de distribuciones de probabilidad se llama completa si
para todo 6,

Eo{k[T(X)]} =0,  implicaque Py {(k[T(X)] =0} =1,

donde k(.) es una funcion cualquiera. Equivalentemente, T'(X) es llamada una
estadistica completa (ver [20, p.285]).

Nota 5.6. Una estadistica T (X)) es llamada completa si una condicion necesaria
para tener que Eq {k [T(X )]} = 0, para todo 0, es que k[T (X)] = 0 excepto
posiblemente en un conjunto de medida cero. La propiedad de completez garantiza
la unicidad en los resultados de algunos procesos estadisticos basados en T (X), ver

[24, p. 80].

Nota 5.7. En [51] se aclara que una estadistica T (X') es completa si no contiene
informacion ancilar o, de igual forma, si toda la informacion ancilar es independiente

de T (X).

Ejemplo 5.10. Sean X1,Xo, ..., X, variables aleatorias iid Bernoulli de pard-
metro 0, 0 < 8 < 1. Encuentre una estadistica completa para 6.

n
Solucién. Del ejemplo 5.1 se tiene que T'(x) = Y X; es una estadistica
i=1
suficiente para 8. Para chequear si T'(X) es una estadistica completa suponga
que la funcién k(¢) es tal que satisface:

[Eg{/e[T(X)]} =0, V6, donde T ~ Bin(n,0).

Entonces,

Eo {k[T(X)]} = Zuw(’;)ef(l oy

e)”Z/e(t)( )(—) =(1- 9)"Z/e(z)( ) = 0.

Y
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La suma corresponde a un polinomio de grado n en y, 0 < y < o0, que es

igual a cero, implicando que los coeficientes k(¢) = 0 parat =0,1,2, ... ,n,
n

entonces T'(x) = 3, X; es una estadistica completa. o
i=1

Ejemplo 5.11. De acuerdo con [20, p. 286], dadas X1,Xo, ..., X, variables

aleatorias 1id de una distribucion uniforme sobre (0,0), con 0 un pardmetro positivo
pero desconocido. Encontrar una estadistica completa para 6.

Solucion. En este caso, la fdp de X es dada por:

1 .
= si O<zx1 <86
p(xy;0) = { o
0, en otro caso
y la fdp conjunta de X1,Xq, ..., X, es dada por:
1 . .
=  s1 O<zxi<@parai=1...,n
pla;0) =17 e
0, en otro caso.
La restriccion x; € (0,0), parai = 1, ..., n, se puede reescribir como
x; € (0, + 00), y max {xz} <80.
1<i<n
Entonces®4,
1 . . .
= si ;€ (0,+00)parai=1...,n,y max {z;t <0
P(x,g) = o ! ( )p y lﬁiﬁn{ l}

0 en otro caso

1<i<n

= Qinl({xi € (0, +00),i= 1,...,n})l(mz’1x {xl} < 9),

usando el teorema 5.1, criterio de factorizacion de Fisher-Neyman, para
t =T (x) = max {xl} =Z(n),y

1<i<n

g(t;Q)z%[(tSG) y h(x)=1(x; € (0, +00),i=1,...,n).

Luego, t = x(y) es suficiente para 6. Para chequear si 7'(X) es una estadistica
completa suponga que la funcién k(t) es tal que satisface

Eo{k[T(X)]} =0, V0,

34Ver pie de pagina 23 del capitulo 4.
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y usando la expresion (3.11) obtenida en el ejemplo 3.9, se tiene que:
P () = ng ="l si 0<t<@,
por lo tanto,

Eo (k(T(X))) =/k(t)n9_"t"_1dt =0, (5.8)

luego, si k(.) es continua, derivando con respecto a 6:

/k(t)t” ldt}
( ne~"" l//e(t)t" Ydi+o™ //e(t)t” 1dzt)

k(g)gn—l

0= BT X)) =

Usando la expresién (5.3):

0

n(e—"e"—lk(e) - é/ne_”t”_lk(t)dt) =0 (5.4)
0

Eo {HT(X)]}=0
no 'k(0) =0

El paso (5.4) se debe al primer teorema fundamental del cdlculo (ver nota
B.11). Como 6 > 0y paran # 0 se tiene que k(8) = 0 y es cierto para todo
0 > 0, entonces T'(X) es una estadistica completa. o

5.4. Error cuadratico medio e insesgamiento

Una buena propiedad para un estimador es que su valor promedio coincida
con el pardmetro a estimar. Esta propiedad se precisa en este apartado.

DEFINICION 5.5. El error cuadrdtico medio (ECM) de un estimador W de un
pardmetro 0 es la funcion de 0 definida por [20, p. 330]:

Eo [ -6)%].
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Nota 5.8. El ECM mide la diferencia al cuadrado promedio entre el estimador W
y el pardmetro 6.

Eo[(W —0)%] = Eo[(W —Ea(W) + Ea(W) - 6)°]
= Eo[{[W - Eo(1)] + [EaW) - 0]}]
= Eo[{W —Eo()}* + (Eo (W) - 0)*
+2{W —EqW)}(Eq(W) - 6)]
= Eg[{W - Eo()}*] + Eo[(Eo (W) — 6)°]
+ 2B [{W - Eg(W)}{Eo(W) - 6}]
= Eo[{W - Eo()}*] + Eo[{Eo (F) - 6)]

+2[Eg(W) = o) = 0]
= Eo[(W —Eg(W))*] +E4[(Ea (W) - 6)]
S e
\/Q(W) B@(W)

= V(W) + By(W)

DEFINICION 5.6. El sesgo de un estimador puntual W de un pardmetro 0 es la
diferencia entre el valor esperado de Wy 0 (ver [20, p. 830)):

Bo(W)=Eq(W) -0

Un estimador cuyo sesgo (en 0) es idénticamente igual a cero, es llamado insesgado
y satisface Eg (W) = 0, para todo 6.

Ejemplo 5.12. Sean X,,Xo, ..., X, variables aleatorias iid Exp(0). Del ejem-
plo 4.14 se sabe que el EMV es 6 = )l( Determine si es insesgado.

Solucion. Puesto que, Y = Y. X; ~I'(n, 6), por la expresién (1.25):
i=1

1=

0

K = m(ey)n_le_ay; y > 0.

Luego,

1 ool r 92 n—-2 _—
o) = [ A0 = [ s o e ma
0

0
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haciendo el cambio de variable « = 0y, du = 6dy se tiene que:

1 r 62 n-2 _—u du 0 ® n-2 _—u
[Eg(}—])—/mu e ?_F(n)/o " %e "du
0 —_—

C(n-1)

_,Tn=1) @
=0 () =7 n> 1.

Por lo tanto,

E¢(6) = Eq (%) = E (;) = nEg (%) =60+,

es decir, es un estimador sesgado para 6. o

Ejemplo 5.18. Sean X1,Xo, . .., X, variables aleatorias iid N (6, o2) con 0 y
o2 desconocidos. Del ejemplo 4.15 se sabe que los estimadores mdximos verosimiles

~ n
para@yo?sonf =xyo?= ,1—1 Zl (a; — &)2, respectivamente. Determine si son
1=

insesgados.
Solucion. Los sesgos de estos estimadores puntuales son dados por:
) 1 & 1 &
Eo(X) -6 =Eg (;;Xi) -6 = ;;[EQ(X,) -6
=29-0=0,
n

luego X es un estimador insesgado para 6.

[EH (%;(Xi—X)Q)—O'QZ%[EQ (Z(Xi—9+9—X)2)—O'2

i=1

%[Eg (Z [(Xi = 0)* +2(X; = 0)(0 - X) + (0 —X>2]) -o”
i=1

}l Z[Eg[(xi -6)?% +22[Eg[(xi ~6)(6-X)] +
i=1 i=1

B [(6 - X2 ] o

=] ———

Vp (X)
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1 ) n _
= — n\/g(Xl)+2[Eg (Q—X) (ZXi—nQ +n\/9(X) —O’2
n
i=1
1 gt el C
=—@muxg—%ﬁQUX—eﬂyHmuX»—az
n
= V7] - Vo (X) -0
1 n
=-—=Ve Z Xlw (como las X’s son independientes)
n i=1
——"v(X)——”2¢0
- nQ 6 1) = n ’
luego % i (X; = X)? es un estimador sesgado para o2. o

i=1

5.5. Estimador insesgado de minima varianza
(UMVUE)

En las secciones previas se han mencionado algunas propiedades para dicho
estimador como el insesgamiento y la propiedad de que tenga varianza
pequeiia. Dichos estimadores estdn centrados en torno al valor 8 y, por lo
tanto, varian poco alrededor de esta cantidad. En general, nos interesa buscar
estimadores insesgados que tengan la varianza mds pequerfia posible.

Teorema 5.3. (Rao-Blackwell). De acuerdo con [20, p. 842], si W (X)) es
cualquier estimador insesgado de una funcion q(0), y T(X) es una estadistica
suficiente para 0, definiendo ¢[T(X)] = Ep [W (X)|T (X)]. Entonces, para
todo 0:

Eo{¢[T(X)]} = q(0) y Vo{o[T'(X)]} < V[V (X)],
es decir, ¢(T' (X)) es un estimador insesgado uniformemente mejor de q(6).

Uniformemente mejor significa que ¢[7T(X)] siempre es de menor (o
igual) varianza que el estimador # (X).

Demostracion. Del enunciado del teorema se tiene que:

s T'(X) es una estadistica suficiente para 6.

» ¢[T(X)] = By [W(X)|IT(X)].

w Ey[WW(X)] = q(8) porque W (X)) es un estimador insesgado de ¢(0)
que depende solo de la muestra (no depende de 9).
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Para demostrar el teorema se verificar que ¢(7') sea un estimador insesgado
y que sea uniformemente mejor:

1. Para el insesgamiento, usando la esperanza condicional, expresién

(2.14):
q(0) = Eg[W (X)] = Eo {Epw W (X)|IT(X)]} = B {[T(X)]},

por tanto, ¢[T (X)] es insesgado para ¢(0).
2. Para la varianza, usando la expresion (2.18):

Vo[ (X)] = Vo {Ew [ (X)IT (X)1} + Eo {Vyy [ (X)T'(X)]}

= Vo {o[T(X)]} + Eg { Vi [V (X)|T (X)]

>0
2 Vo {o[T(X)]}.

Por tanto, ¢[T(X)] es uniformemente mejor que # (X) ya que su
varianza es menor o igual. o

Este teorema nos indica que, el valor esperado condicional de un esti-
mador insesgado dada una estadistica suficiente es otro estimador insesgado
de menor varianza. De este se resalta (ver [65, p. 324]) que si el estima-
dor insesgado /(X)) es una funcién solo de la estadistica suficiente T'(X),

entonces la estadistica derivada ¢(7T' (X)) es idéntica a W (X).

Ejemplo 5.14. Considérese, como en [65, p. 822], que T (X) = Y, X; es una
i=1
estadistica suficiente para 0, la probabilidad de éxito de los ensayos binomiales (ver

ejemplo 5.1). Probar que X es un estimador insesgado de 0.

Solucion. Sea W (X) = Xj, entonces,

7

in =y

i=1

(T'(X)) =By [W(X)|IT(X)] = By

Zn:Xi =y

i=1

X1 0<y<n

n

ZXi =y

i=1

=IxP|(X;1=1 +0xP|X;=0
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Dado que X; es una funcién indicadora del ensayo Bernoulli, los valores que
puede tomar son 0 o 1, con:

PX]ZlZXl:y = - i=1
A
i=1
P[Xl -1, % X —y—l]
_ i=2
P [z X, :y]
i=1
_0N(1-o) N (T)er (1 - gy tmemh
Doy
g (n=1)! — o\n-y
_ === _Y
y
n PlXIZO, i Xi:y]
PX]ZOZXZ:y = - i=1
ST
Plx1=0,3 X = Y 1o
_ [ 1 0, i§2 y] ~ 00(1 _0)1 O( yl)ﬁg/(l —~ 1-y
P [i Xi =y} ()" (=6
i=1
(n=1)! -
_ Mﬂw—l—yﬂw _n-y
n! ’
)] "
entonces,
¢(T(X)) = Ew | X3 ZX,:y —1x2rox YoY%,
P n n n
Note que las respectivas varianzas son:
Vo [W(X)] = Vy[X1] =6(1-0)
Y 1 1 6(1-6
Vol §(T(X))] = veH = Lvly] = Laeocr -0 = 2029
n n n n
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por tanto, Vg [ (X)] = Ve [o(T (X))]. Asi ¢(T'(X)) = % es un estimador
insesgado de 6 de menor varianza que ¥ (X) = X;. o

Aunque el procedimiento Rao-Blackwell mejora un estimador insesga-
do a través de una estadistica suficiente, surge la pregunta: éicémo saber si
¢[T (X)] es el mejor estimador?

Teorema 5.4. SiW (X)) es un mejor estimador insesgado de q(0), entonces W (X))
es inico (ver [20, p. 848]).

Demostracion. Suponga que W’ (X) es otro mejor estimador insesgado, y
considere el estimador ponderado

W(X) =W (X)+W (X)),

1
2
entonces, por el teorema 1.6, la esperanza de 7 (X) es:

B D7 (X)] = &IV (X) + 1 (X)] = 5 [4(6) +4(0)] = g(6)  5.5)

y la varianza es dada por la expresion (1.43):

Vo (X)) = Vi | (7 (X) + 17 (X)) | = 13 () + 7 (X))
1
=7 Ne W (XOT + Vo [ (X)] + 2Cov [ (X)W (X)1]. (5.6)
Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (nota 2.3) se tiene que:

Vo [ (X))

[—

= % [Vo [ (X)] + Vo [ (X)] + 2Covy [ (X)), (X)]]

VO (X1 + Vol (0] + g (V7 (X T 7 (X1

N

<
1 1 1 1/2
= TVl (T + TVl (O] + 5 (e[ (X)11?)

porque Vo [W (X)] = Vg [W'(X)], ya que ambos son mejores estimadores,
asi que:

Vo[ (X)] < Vo[ (X)),

lo cual es contradictorio porque # (X)) es mejor estimador insesgado, al
menos que:

Vo [ (X)] = V[V (X)] para todo 6. b.7)
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Dado que la desigualdad proviene de utilizar Cauchy-Schwarz, se sabe que
la igualdad ocurre si
W' (X)=a@®W(X)+b(0).

El valor esperado vy la varianza de W’ (X)) son:

Eo [ (X)] = a(0)Eo [ (X)] +b(6) (5.8)
Vo [7(X)] = [a(6)] Ve [ (X)),

por otra parte, usando la propiedad 1v) de covarianzas:

Covg [ (X)), (X)] = Covg [V (X),a(0)W (X) +b(6)]
= a(8) Covg [V (X), W (X)] .

Vo [V (X)]

Despejando Covy [ (X)), W’ (X)] de (5.6) y usando (5.7) se tiene que:

Cove [V (X), 17 (X)] = 2{% 07 (X1 = Y (X)] - 7 Vol (X)) }

[ —
=27 0] - Wl (X)) - Vel (X1}

=V [ (X)] = Vg [ (X)] = Ve [ (X)],

por tanto, igualando las expresiones de covarianza, a(8) = 1, y reemplazando
en (5.8):
Eo [ (X)) = B [W (X)] +b(6),

luego b(6) = 0 porque W (X) y W’ (X) son estimadores insesgados de ¢(6),
concluyendo que:

W(X) = a(6) W(X)+ b)) =W (X).

—— ——
1 0
Por lo que se concluye que # (X)) es tnica. uf

El siguiente teorema complementa el teorema de Rao-Blackwell al brin-
dar condiciones para obtener un estimador insesgado de minima varian-
za (UMVUE) (por sus siglas en inglés uniformly minimum-variance unbiased
estimator).
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Teorema 5.5. (Lehmann-Scheflé). Sea T un estimador insesgado de valor real
de la funcion paramétrica v(0) donde el pardmetro desconocido 8 € © C RF,
Sea U una estadistica suficiente completa para 0. Entonces, la estadistica

W =Eg|T|U] es el iinico UMVUE de 7(0) (ver [67, p. 372]).

Demostracién. Ver detalles de la prueba en [76, p. 312]. o

5.6. Cota inferior de Crameér-Rao

DEFINICION 5.7. Sea X una variable aleatoria con fdp f(x;0), para todo 6 € O,

P 2
—E (%f(e;x)) (5.9)

se le llama informacion de Fisher (ver [20, p. 338]).

P P)
1(0) =y (ﬁlnf(x; 9))

A continuacién se estudia un resultado interesante que establece que no es
posible hacer que la varianza de un estimador insesgado sea arbitrariamente
pequena.

Teorema 5.6. (Desigualdad de Cramér-Rao). De acuerdo con [20, p. 885],
si X1, ...,X, es una muestra aleatoria con fdp conjunta f(x;0) v el estimador

W (X)=W(Xy,...,X,) satisface que

d

0
5 €N = [ [ S Os@ o)
R7’

vy Vy [W (X )] < oo, entonces,

HElr Ol (e X))}

Vo [ (X)] = ;
- [((%f(@;x))Q] 1,(6)

(5.10)

donde 1,,(0) es la informacion de Fisher dada en (5.9).

Demostracion. Se parte de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

g g [Cov(Z,1)]?
Covz P saior = opxEMEDL
14
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SeanZ =W (X)yV = 36—95(9;36), asi que las expresiones anteriores quedan:

[c@w (W(X) 20(60; x))]

Vo (7 (X)) > Vo [ (65 )]

(5.11)

Por la expresion de la covarianza dada en (1.44) se tiene que:

Covg |V (X), %f(@;x)] - [EH(W(X)[%K(Q;x)D

(b)
—Eo[W (X)] [Eg[;—ef(e;x)] . (5.12)

| S —
(a)

Pero,

aL@;x)\ (0 N1 0@
(“)[E( 20 )‘E(_lnf(x’e))‘[E(ﬂ 0) a6 )

-/ a0

5 F
:%[/.../f(x;e)dxl...dxn]:%(1):
-

06(0;x)\ )
[E( o )_0, (5.13)

por otra parte,

0
5 W (X)f (2;0)) da

I/I/(X)—(f(x; 9))]dx

—(f (x; 9))] dx

a%f(ac 9)

W (X)f(x;0)dx
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:/.../[%lnﬂx;g)

W (X)f(x;0)dx.

RH
Luego,
i[E [W(X)] =E i1 flx;0)W (X)| =E if(e Y| (X)
a6’ a0 " i | VA ’
()
(5.14)
al reemplazar (5.13) y (5.14) en (5.12), se tiene que:
C wW(X) i{’(6? )| = i[E W (X)) (5.15)
OVy ,60 , X _de /] . .
De otro lado,
0 B 2 9 b
\/(9 (%K(er)) - EH (%5(6,@')) - IEH 0 7x)
9 2
=g (a—gf(é,x)) ] (56.16)
Reemplazando (5.15) y (5.16) en (5.11) se tiene que:
9 9
{HE [ X1} {fHEe [ (O]}
Vo (W (X)) = o = AT . o
[Eg{[%f(@,x)] } 2(6)
2
. {%[Eg [W(X) } ’
Nota 5.9. La expresion s se conoce como la cota de Cramér-Rao.
Eo{[&¢0.0]"]

Nota 5.10. Si las condiciones de regularidad se satisfacen, ver apéndice B.4.1, y
W (X)) es un estimador insesgado de 6, entonces, por la expresion (B.10) se tiene
que:

HE O {FE WOl (G}
B {[2¢(0,2)]°] 1,(0) 1,(0)

Vo (W (X)) =
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Nota 5.11. Sea X1,Xq, ..., X, una muestra aleatoria de una poblacion con fdp
f(x;0), 0 € ®©. Considerando que las condiciones de regularidad se satisfacen,

(GO el
Ey [(%f(e,x))g] Eo |[2 m{nf(xl,a)})zl
(GO {EEreolf

2] 21’
[EQ[(% In [f(xug)]) [EH[( £ 395(0 xl)) }

(5.17)
reescribiendo el denominador de (5.17):

V(7 (X)) =

IE

n 9 2 n 9 2
Eo (H @5(9;%)) = [y ; (%ln [f(xi;9)])
+ ZZ (—ln [f (x5 0)] ) (:—gln [f(:q,@)])}
i#]
2
_ Z[Eg e
Indcp
ZZ[E@ [—ln [f (x:;0)] ] Eq [—ln [f(@ 9)]]
i#j
0 0
n g 2
- )& 5 0l 00 l
2
inEg (iln[ (z1; 0)]) l = nﬂfg[(%f(e;xl)) l
Ident.
Luego,

" 2
Eo [( %f(é;xi)) ‘ =nl1(0), (5.18)

i=1
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reemplazando (5.18) en (5.17) se tiene que:

[ (7 (X))

Asi, si las condiciones de regularidad se cumplen, la cota de Cramér-Rao es dada
por:
2
[ 55Es (W (X))]
nl;(6)

Ejemplo 5.15. Sean X1,Xo, ..., X, variables aleatorias iid Bernoulli de pard-

metro 8, 0 € (0,1), encuentre la cota de Cramér-Rao.

Solucion. En este caso:
px, (x30) =67 (1-6)'"
con

E(X)) = 0, V(X)) = E(X2) - (E(X1)® = 0(1 - )
E(X2) =0(1-6)+6%=9.

La log-verosimilitud es dada por:
In [p(xl; 0)] =x1In(0) + (1 —x1) In(1 - 09)

0 x
8_9(1n [p(x1;0)]) = gl -

I —x
1-6
5 | 2_;,:1 (1-z1)? 2z1(1-2x7)
{%(ln[p(xh@)])} T2 102 e(i-o)

luego, el valor esperado queda:

9 2 X? 1-X))2 9X,(1-X
ol gy rnso ] - 5+ S| - Z

02

1, ()

:9—12@ (Xf)+ﬁ[[Eg(l—2X1+X12)]
- g (%1 - x3)
0 1-20460 20-0)
2T -0 (-0
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1 1-0 _(1-9)+6 1
6 (=02 6(1-0) a(l-6)
Entonces,
9 2 2
Wl ()] > [MIEG(”:(X))] _6(1-0) [i[EO(W(X))] .
FIeE) n 00

Sea W (X) el EMV de 6, es decir, W (X) = X, ver ejemplo 4.8:

n

Eo (W (X)) = E¢(X) = %[Ee (in) = %i[Ee(Xi) = %29

i=1

=0 por tanto # (X)) es un estimador insesgado.
_ 1 n 1 n
VoW (X)| =V |X| = =<V, Xil = —= ) V(X
o] =l] = (375] = S

Indep.

19 _0(1-9)
—n—Q;H(l—Q)— —.

Como la cota de Cramér-Rao

[ZEWXO))]® 1 [ 2 e(1-0a ]
nl, (6) ‘ﬁ[a_e[Ee(W(X))] T [8_99]
_6(1-0)

n

coincide con la Vy [X ], es decir, la Vy [X ] alcanza la cota de Cramér-Rao,

entonces X es un UMVUE para 6. o

Ejemplo 5.16. Sean X1,Xo, ..., X, variables aleatorias iid Poisson de pardme-
tro 8, 8 > 0, encuentre la cota de Cramér-Rao.

Solucion. La fmp estd dada por la expresién (1.13):

e~ 90
;Dxl(x“@): " x1:O,1,2,3,...,
1!
con
E(X1) =4, V(Xy) =46

E(X) =60+6%=6(1+9).
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La log-verosimilitud es dada por:

In [p(xl; 9)] =—-0+ ]n(@) —In(x)
0

%(m [p(z1;0)])

) i 2331

2 I
{a—g(hl [p(xl;g)])} =2 g +1,

luego, el valor esperado queda:

0 ’ 2X
s {69““ [P(xl"’)])} ] [ ] [EH[TI
9 2
1,(6) [Ea[X |- 9 Eo(Xy) + 1
= 02 - ? +1= P —-1= 5.
Entonces,
9 2 F3 9
Vo [ (X)] > [75Ee 7 (X)) _ [55Ee (W (X))] .

nly(6) B ”é

Sea W (X) el EMV de 6, dado en (4.14), es decir, W (X) = X, ver ejemplo
4.11:

Eo(W (X)) =Eg(X) = %[E,,(

M=
N —
S| =
™=
o
Y
N |,_
||M§
||

por tanto, # (X)) es un estimador insesgado

Vo [ (X)] =V [X] = i\/9

1 n
ZX = 1. Vi (X;)
i=1

1 + 0
=m0y
=1
Como la cota de Cramér-Rao

K 2 2 2
[55Ee (W (X))1* 1 [a . (W(X))} _9 [ d 9] _0

nl;(0) " 206"
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coincide con la Vg [X ], es decir, la Vy [X ] alcanza la cota de Cramér-Rao,
entonces X es un UMVUE para 6. uf

Ejemplo 5.17. Sean X1,Xo, . .., X, variables aleatorias iid geoméirica de pard-
metro %, 0 > 1, encuentre la cota de Cramér-Rao.

Solucion. La fmp estd dada por la expresion (1.14):

@10 = (1 1" =0,1,2,3
le’ _9 9 xl_ ) Hy &Yy 20

usando los correspondientes valores de E(X) y V(X) dados en la tabla 1.12:

6-1

1-1 1-

1 1
l":e—l, V(X)) = 5:%:9(6—1)
%) %]

EX) =0(0-1)+0-1)2=(0-1)0+0-1)=(0-1)(20-1).

E(Xy) =

—_
D=
~

La log-verosimilitud es dada por:

In [p(xl; 9)] =—In(f) + 1 1In [1 - %]

P _ _—_1 x] i ___1 I S
%(]n[p(xl’e)])_ 9 +1_%[92]_ 0 +0(0_1)

1 9 a?

P 2
{a_e(ln [P(x“g)])} T 20-1)  ee-1)2

luego, el valor esperado queda:

0 | 9X X2
Eg [{a—g(ln [P(xl;e)])} ] = 0—2 - [E[—H2(6? _1 1)] + [E[—HQ(H i 1)2]

1 20— (@-1)(20-1)

1,(6) = 92M+ 76— 1)
_o1,20-1 -0+1+420-1 1
TeTPe-n T e6-1)  00-1)
Entonces,
Z 2 14 2
Vo [ (X)] > LagEe (W CO)° _ [3gEe (W (X))

nly(6) - ”9(11—0)
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Sea W (X) el EMV de 0, es decir,

L(e )_ n 1 B l lzlllx,-
x 0 0”

1
£(0; —nln(0 1-=|=-nln(o tIn|1-—
(0;x) =—nlIn(0) + (Z; ) ] nn()+nxn[ 9]

00(0;x) _", nx l B ﬂ nx
a0 0 1-1]e B 0(0-1)’
igualando a cero:
-n nx —(0 - 1) z

— + —— =0 o —
g ab-1 a@G-1)  B6-1
b+1+2=0 o 0O=1+a,

luego, W (X) = 1 + X y el valor esperado queda:

Eo (W (X)) =g (1+X) =1+ - [EH(ZX) 1+ L SR (x)

ni=1

1+—Z(0—1)=1+9—1=0,
n ;=1

por tanto, # (X)) es un estimador insesgado
) ) 1 n
Vo [ (X)] = Vo [1+ X] =W [X] = 5V (; Xi)

1 © _0(1-9)
= Z\/g ﬁ;g(l_g)_ —.

Indep.

Como la cota de Cramér-Rao

D (W(X))]2 1 9 2 91-0)0 ]
96 -9 o _ o
oL (@) = [ [Ee(W(X))} - [399]

a6
_0(1-0)

n

coincide con la Vy [X + 1], es decir, la Vy [X + 1] alcanza la cota de Cramér-
Rao, entonces X + 1 es un UMVUE para 6. o
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Ejemplo 5.18. Sean X,Xo, ..., X, variables aleatorias iid N (0,1), encuentre
la cota de Cramér-Rao.

Solucion. En este caso,

f(x1;0) =

1 { 1 9
expy — =(x1 —6) }
V2 2
con

E(Xy) =4, V(Xp) =1
E(XD) =1+6%

La log-verosimilitud es dada por:
In [f(21;6)] = —In (V27) - %(xl - 9)?
0 2
a_g(ln [f(x1;0)]) = —§(x1 -0)(-1)=x1-0

{%(m [f<acl;0>])}2 = (11 -0)",

luego, el valor esperado queda:

Eq [{6‘99 (In [f(xl,e)])}Ql E[(e1-0)*| =v(xn) = 1= 11(0).

Entonces,

[Es 7 XN _ [gEo 7 O)]*

Vo (X)) 2 nly(0) B n

Sea W (X) el EMV de 6, es decir, W (X) = X, ver ejemplo 4.7:
Eo (W (X)) = Eg(X) = %[Eg (é Xi) - %é Ey(X;) = llil 6
=0 por tanto # (X)) es un estimador insesgado,
Wl ()] = [ K] = 3y ( xi)
- o iub= 5=

~—~—N“ =1
Indep.

Tts-

3
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Como la cota de Cramér-Rao

[ZEW (X)) 1
nl1(0) Tax1

i[Ee(W(X))r -2 [

06 n a0 n

9
80] 1

coincide con la Vy [)_(], es decir, la Vy [)_(] alcanza la cota de Cramér-Rao,
entonces X es un UMVUE para 6. o

Ejemplo 5.19. De acuerdo con [65, p. 818], si X1,Xo, ...,X, son variables
aleatorias iid tal que X1 ~ Exp(0), encontrar la cota de Cramér-Rao.

Solucion. En este caso, fx(x) = 0e™% I ) (z). Considerando que las condi-
ciones de regularidad se satisfacen, usando (5.10) se tiene que:

(ZE, 7 (X)])°

Eo [(%5(9;96))2}

Vo [W(X)] 2

b

donde la log-verosimilitud es dada por:
In (fx, (x1)) =In (96_9“1) =1n(0) - 6z,

0 1
29 [In (fx, (x1))] = g

{(% [In (fx, (:m))]}Q = {% _xl}g’

luego, el valor esperado queda:

Eo l{(% [In (le(xl))]}Ql - E, “% _Xl}Q

por tanto, I,(0) = aV(X;) = % y

1
= \/(Xl) = ﬁ7

K 2
Vo [V (X)] > {75Es [W (X1} '

n
62

Si W (X)) es un estimador insesgado de 0, se tiene que:

Vo [V (X)] =~ = 9{

=

G

S
[
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luego la cota de Cramér-Rao para la varianza de un estimador insesgado de
0 es dada por & o

Ejemplo 5.20. (Teorema de Cramér-Rao no es aplicable). Sean X1,Xo,
., X, variables aleatorias iid con fdp uniforme sobre el intervalo (0,8), muestre
que p(x; 0) incumple la condicion de regularidad C6.

Solucion. Puesto que la fdp es dada por (3.11):

2 [ wenwoa=2 [wela
a0 f, " \Pwo)de=gg | G A

aplicando la regla de Leibniz (ver nota B.12):

0
%/0 W(x)p(x;@)dx—W(e)——G w0~ 04 / o (W() )

006
IO L
9 o 90 @
Entonces,
o [° “ 0
i [ W@ [C 2w @)
0 0 0 39
Salvo que é ) =0, ve. Luego no aplica el teorema de Cramér-Rao. &

Nota 5.12. En general, si el soporte de la fdp depende del pardmetro, el teorema
de Cramér-Rao no es aplicable.

5.7. Consistencia

Esta propiedad impone la convergencia en probabilidad del estimador al
pardmetro a estimar cuando el tamafio de la muestra es muy grande.

DEFINICION 5.8. Segiin [82, p. 201] v [52, p. 51], una sucesion {0,},>1 de

estimadores (del pardmetro 8) es (débilmente) consistente si
~ P
6,—-6 — 0.

De otro lado, una sucesion {8, },>1 de estimadores (del pardmetro 6) es fuertemente

consistente si
A~ C.S.
9,-0 — 0.
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Nota 5.13. Segiin [82, p. 201], una sucesion de estimadores {0, },>1 del pard-

metro 0 es asintdticamente insesgada si:

E(H,) —— 6 lim E(6,) = 6.
n—oo

n—o0

Proposicion 5.1. Criterio para consistencia. De acuerdo con [20, p. 469], si
{0, }n>1 es una sucesion de estimadores (del pardmetro 6), tal que:

1. lim E(§,) =6, 2 lim V(,) =0,

n—oo
entonces 0,, es consistente.

Demostracion. Replicar el procedimiento de solucion del ejemplo 3.23 ha-
ciendo los cambios convenientes. o

Ejemplo 5.21. Sea (X1,Y1)7,(X9,Yo)", ..., (X,,Yn)" una muestra aleatoria
de la distribucion del vector aleatorio (X1,Y1)" con distribucion bivariada, con
vector de medias y mairiz de varianzas-covarianzas dadas por:

o R T

Sea ry, un estimador de p definido por:
1 »
rm=— 2 X;Y;.
n i1

1. Verifique sir, es consistente.
2. Suponiendo que la distribucion del vector aleatorio (X1,Y1) " es normal biva-
riada, encuentre la distribucion asintdtica de r,, cuando es normalizado.

Solucion. Del ejemplo 3.32 se tiene que 7, =, o.

1. Por la definicién 5.8 se tiene que r, es consistente.
2. Se tiene que E(XY]) = Cov(X1,Y]) + E(X])E(Y]) = p y usando las
expresiones (2.14) y (2.18)

V(X)) = E(XEYD) - E2 (X)) = E[E(XEYE|X))] - p?
= E[X2E(YZIX))] - p*

Por la expresion (2.82) se tiene que: Y1|X; ~ N (pX;;1 - pg), luego,

E(Y11X1) = pXy y
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E(YZX1) = V(1 1X)) + E2(V11X)) = 1 - p? + p®X3,
por tanto,
V(X1Y1) = E[XTEQTIX))] - p*
=FE [X;z (1 -p’+ sz?)] - p?
= E[X7] - E[X7p*] + E[X{p"] - p*
:1—p2xl+p2[E[Xﬂ—p2:1+p2<oo,
N——

3

aplicando el teorema central del limite (cldsico), teorema 3.22,

2 XiYi—np

i=1 7
V1 + p2\n

L3 Xi¥i-p
i=1 7

Viep?i

n
1 n
(; 21 XiY; - P)

2 i b 2
02 x\n 1+ p%2Z
A+p?

‘/E(Tn - P) L’ I+ pQZ

donde Z ~ N(0,1), luego 1 + p2Z ~ N(0,1 + p?), asi
Vit(ra = p) — N(0,1+ p2). o
Ejemplo 5.22. Suponga que X1,Xo, . .., X, son variables aleatorias iid, tal que

X1 ~ exp(0). Encuentre una forma de la mediana muestral que sea un estimador
consistente de 0 vy su distribucion asintdtica cuando es convenientemente normalizada.

Solucion. Se procede a encontrar el estimador de la mediana muestral

F(é0,516)=0,5 = 1 — ¢~ 0605 — 0,5 o
e %05 = 0 5 o —0&0.5 = —In(2) PN
0 = ln(—2) PN é _ ln(2)

0,5 0,5
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donde & 5 es la mediana muestral. Del teorema 8.25 se tiene que:

c.s.
Xn:/c I— é:q

Sea g la funcién dada por g(z) =

luego

111(2)

~ C.S.
0,5 — &o0,5-

, por el teorema 3.14 se sigue que:

g (£0,5) — g (¢0.5)

1n(2) C.s. 1n(2) -9
o5 .5
luego 1252) es un estimador consistente para 6. Para la distribucién de ]néz)
se usa el teorema 3.26, )
D q(1-¢)
\/E(Xn:k - é: ) N (01 ) con g =g
! 1) 2
- 1
Vn(éno,5 — €0,5) N{0,— )
S ’ 412 (é0,5)
[ . In(2)] »o 1
Vo €05 - é ) N0, 5 pero  6&y 5 = In(2)
] [2.9(3—960,5]
- In(2)| b 1
Vi |é0,5 = é ) N0, 3
L . [20e- (@]
- In(2)| » 1
\/ﬁ »fn:(),f) - 0 — N (0; ﬁ) .

Como el interés estd en la distribucion de 8, usando el método delta, con

g(z) =

1n(z)

\/ﬁ [g(én:(),li) - & (

, g (2) = l”(z) , la expresion (3.21) queda:

Vile(X,) - g(0)] == N (0,02[¢"(0)])

(2 1

In(2)\]

5N
o)

ne)|

l

00,5

In(2)
9

2
1 |-1nQ)
(‘ )
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DEFINICION 5.9. Segiin [62, p. 123], un procedimiento o método estadistico se
denomina robusto si su desempefio es imperturbable a ligeras discordancias del modelo
original o de los supuestos considerados con la informacién acopiada. Particularmente,
un estimador T (X)) basado en una muestra aleatoria X1,Xo, ...,X,, de una
poblacion con fdp fx(x;0), recibe la denominacion de estimador robusto, si su
desempefio permanece inalterado ante discrepancias con el modelo original.

Nota 5.14. En la definicion 5.8 y en la nota 5.18 se presentaron los conceptos de
consistencia y estimador asintdticamente insesgado.

5.8. Eficiencia

Un estimador §1 es mds eficiente o mds preciso que otro estimador g, si la
varianza del primero es menor que la del segundo, es decir, si se verifica que
V(61) <V(d9).

Nota 5.15. Segiin [82, p. 228], el concepto de eficiencia relativa asintética
(ARE, por sus siglas en inglés asymptotic relative efficiency) para el caso de estimadores

que se distribuyen asintoticamente normal corresponde a la razon de las respectivas

é(l)

. - ~(2 . .
varianzas asintdticas, esto es, sean { N } y { 0,(1 )} sucesiones de estimadores
n>1 n>1

tales que:
\/ﬁ(éff)—e)LZk, Z~N(0,02), k=1,

La eficiencia relativa asintética de HA,(lz) con respecto a QA,(ll) estd dada por:

C

A N o
ARE (e,ﬁ”w,ﬁ”) =-1.

7y
St ARE (67,(,2)| A,(l])) < 1, entonces 67,(11) es mds eficiente que 97(12).

Ejemplo 5.28. Suponga que X1,Xo, ..., X, son variables aleatorias iid, tal que
X1 ~ Exp(0). Encuentre la eficiencia relativa asintética del estimador encontrado
en el ejemplo 5.22 con relacion al EMV de 6.

Solucion. Por (4.15) el EMV es dado por, ver ejemplo 4.14:

5o 1
MV X'
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Del teorema del limite central cldsico se tiene que:

in'—nﬂ
i=1 D
N (0,1
g~ 0,1)
n)_(—nl
¢ 2, N,

w51 2w o)

o

Usando el método delta con g(z) = %, 2#0,g'(2) = ;—21, la expresion (3.21)

queda:
1\l » [g'(l)]2
\/ﬁ[g(i)—g(g) —>N(o,—9 )

92

2

LN(O,L H )
62 | T
92

Vi [6a - 6] = N (0,6%).

Vn

K| =

DI~ | —

Asi, la eficiencia relativa asintética del estimador @ encontrado en el ejemplo
5.92, con respecto a @7y es dada por:

ARE (81051 = ﬁ = [In(2)]? = 0,4804

[In(2)1*

como ARE (6’A|9AMV) < 1, 6y es mis eficiente que 8, es decir, el EMV de 0

es dos veces mads eficiente que el estimador § = 12(—2) uf
S0,5

5.9. Invarianza para estimadores de maxima
verosimilitud

Suponga que una fdp es indexada por un parametro 6, pero el interés esta
en encontrar un estimador para alguna funcién de 6, digamos ¢(9).

Teorema 5.7. Principio de invarianza del EMV. De acuerdo con [20, p. 820],
si 0 es el EMV de 0 y q(0) es una funcion cualquiera del pardmetro, entonces el
EMV de q(8) es q(6).
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Demostracion. Supéngase primero que ¢(6) es una funcién inyectiva, enton-
ces la funcién inversa ¢ ~1(6) existe y estd bien definida. Sea ¥ = ¢(6), luego
¢~ (y) = 0 yla funcién de verosimilitud asociada a ¢(8) escrita en términos
de v, estd dada por:

L(ya) = [plsg ) =L(¢7 ns2) v
i=1 9 9

sup L™ (y;x) = sup L (q_l(y);x) =sup L(6;x).
y Y 0

Luego, el maximo de L*(y;x) es alcanzado en y = ¢(0) = ¢(6) y entonces
el EMV de ¢(0) es ¢(9).

Ahora, considérese que ¢(6) no es una funcién inyectiva, es decir, para
un valor y pueden haber mds de un valor de 8 que satisface ¢(8) = y. En
este caso, se usa la funcién de verosimilitud inducida L*, dada por:

L*(y;x)= sup L(6;x). (56.19)
{0:0(0)=7}

El valor 7 que maximiza L*(y;x) se llama el EMV para ¢(6) y se tiene que
el mdximo de L* y L coinciden. Supéngase que ¥ es el valor que maximiza
a L*(y; ), luego se debe mostrar que L*(7;x) = L*(¢(6); x). Se tiene que:

L*(7;x) = sup L*(y; x) (porque 7 es el EMV)
y

= sup
4

sup L(0;x)
{0:q(0)=v}

(expresion (5.19))

porque la maximizacion iterada es igual a la
= supL(6;x)
0

=L(6;x) (definicion de é)

maximizacién no condicionada sobre 6

Por otra parte,

L(0;x) = sup L(9;x) (porque 6 es el EMV)
{6:9(0)=q(0)}

= L*(q(é);x) (expresion (5.19)).

Entonces,
L*(y;2) = L*(q(0); x).
Asi que ¢(0) es el EMV de ¢(6). o
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Ejemplo 5.24. Sean X,,Xo, . ..,X,, variables aleatorias iid Bernoulli(9), v

considérese las funciones no inyectivas q1(0) = 02y qo(0) = (1 — 0), encuentre

un EMV para q1(0) y qo(6).

Solucion. En el ejemplo 4.8 se concluyé que 37 = X y por el teorema 5.7
se tiene que los EMV para ¢ (0) y ¢2(8) son dados por:

q1(0ur) = X2 y q2(Omr) = X(1 - X). o

510. Familia exponencial

En la familia exponencial de un pardmetro, expresién (2.40), de acuerdo a
[71] 1a funcion T'(x) es una estadistica suficiente para 6, ya que p(x; 6) se
puede expresar como:

pla;0) = [exp {C(Q)T(x) +d(0) + S(Jc)}] Ly(x)
= exp [C(Q)T(x) + d(@)] X exp [S(x)] x Ly(x),

g(T (x);6) h(x)

es decir, cumple el criterio de factorizacion de Fisher-Neyman (teorema
5.1). Por otra parte, si p(x; 6) es una fdp conjunta, entonces:

/.../p(x;e)dx:/---/exp{c(@)T(x)+d(9)+S(x)}dx

1 = ¢4 / / exp {C(G)T(x) + S(x)} dx
e~ 40 = / ---/exp {C(G)T(x) +S(x)}dx.

Luego,
exp {c(0)T (x) + S(x)}
< Jew (@7 (@) + S(a)} do

IA(x).

pla;0) = 7

En general, si X =vec(X,Xo, ... ,Xm)35 es un vector compuesto de nm
variables aleatorias de m vectores aleatorios, X 1,Xg, ..., X, iid Py, donde
Py se distribuye segtn (2.40). Si x = vec(x1,x9, .. .,x,;) es un conjunto de

A . . .
35Operador vec: este operador crea un vector columna a partir de una matriz A apilando las
columnas de A una debajo de otra. Para una matriz A = [aij] de orden r X s, se tiene (ver
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posibles realizaciones del vector aleatorio X, entonces la fdp conjunta es
dada por:

m m

[ [petais ) = | [ Texp{e(O)T (@) +d(8) + S (@) }] L)
i=1 i=1

px(a; 6) —exp{c(@)iT(xl)+md(9)+ZS(xl)}

i=1 i=1
[A(m) {xlny’ oo ’xm}7
donde A™ = {{x1,29, ...,2,}: x; € A; 1 <i <m}. Entonces,
c™(9) = ¢(0) d™ () = md(9)

T (x Z T(x;) S (x Z S(x;).

Nuevamente, se satisface el criterio de factorizacién de Fisher-Neyman
(teorema 5.1) v, por ende, 7' (x) es una estadistica suficiente para 6.

Ejemplo 5.25. Sea X = (X1,Xo, ...,X,)" un vector de orden r de variables

aleatorias iid N (0, 02), con o2 conocido. Hallar una estadistica suficiente para 6.

Solucion. En este caso,n = 1 ym = r, luego nm = r. La fdp conjunta

r

]_[ ! ex{ 1(-—9)}
io1 V2ro? 202

r

_ (271_0_2)_5 exp {_%‘_2 Zr:(xlg — 220 + 92)} s
i=1

xIn(a)

Ix(x;0) =

usando la identidad a® = ¢ se tiene que:

.0) = r 2 1 < 9 20 - ro?
fX($,9)—€Xp{—§ln(2ﬂU) 5 QZ:‘;C +T¢-2;xi_fﬂ

[29, p. 412]):

A aij

A.2 ag;
vec(A) = | . con A; = .

A @
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N ,i=1 i=
«(6) 70 (x) A (6) S (x)
Entonces,
0 92
c(0) = c(0) = —;, A7) =rd(0) =r x | - —|,
o? 952
T (x) = Y T(@) = ),

5.10.41. Estimacion de maxima verosimilitud en la
familia exponencial

El método de mdxima verosimilitud de Fisher, presentado en la seccién 4.2,
para la estimacién puntual del pardmetro desconocido 6 de una muestra
dada, consiste en elegir ese valor § que maximiza la verosimilitud de la
muestra. Puesto que

L(6;x) = ﬁp(xi;Q) y {(6;x) =In [L(H;x)] = iln [p(xi;e)]

son mdximas para el mismo valor de 6, es mds sencillo maximizar € (6; x).
Si el rango de la distribucién es independiente del pardametro, 8, el EMV de
@, serd una solucion (si la hubiera) de la ecuacion de verosimilitud

55(9;1‘) L'(Q;x) _ ip'(xi;e)

00 L(6;x) P p(xi; 0)

=0. (5.20)

Supdngase que p(x;; 0) se distribuye segin (2.40), entonces como ha de-
mostrado [41]:
ot (H;x) L
—_— =) — [C(H)T(xi) +d(0) + S(xl-)]
00 z=21 00

=Y [ OT (@) +d'(0)] =/ (0) Y T (x:) +nd'(6), (5.21)
i=1 i=1
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igualando a cero se obtiene una solucién 6 para cada muestra de cualquier
tamarfio. Luego,

d’(é) B l n |
_c’(é) = n;T(acz).

Para verificar que este valor es un maximo, nétese que el valor esperado de
(5.21) usando la expresion (5.13) estd dado por:

:, [85(9;x)]

06

=0 - c(@)Z[Eg )| +nd'(6) =0

y la varianza por la expresién (5.16) queda:

w20 e | (2B o - ol Syatrie

00 00

Por otra parte, derivando dos veces respecto a 6 la funcion €(6; x):

9%(0; x) a(aln[p(exH) a( 1 6p(x;9))
P

962 96 99 96 \p(x;6) 00
1 o) ( 1 8p(x;9))2
Cp(x;0) 962 L
1 ¥(xe)  (0c(6;2)\°
Cp(x;0) 062 90 ’

tomando valor esperado a esta ultima expresion:

0%¢(0;x) 65 6;x)
6 (992 _In(e)-

Al derivar respecto a 6 la expresion (5.21) se obtiene:

9%¢(0; .
% =" (6) Y. T(xi) + nd" (6)
i=1
o d/(e) ’”
=c" () (—n 7 (0) ) +nd" ()

y tomando valor esperado

[Eg [62[(0,1‘)] - [C”(Q)

062 C’(Q) d'(@) —d"(Q)} =-n I](Q) = _In(g) <0,
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ya que [, (0) es positivo para todo 6 porque es la varianza dada en (5.16).
En particular, esto se satisface para 6 y, por ende, se tiene un maximo.

5.10.2. Familia exponencial de un parametro en forma
natural

Realizando la reparametrizacion n = ¢(8) se obtiene la familia exponencial de
un pardmetro en forma natural dada en (2.42).

Ejemplo 5.26. Suponga que X = (X1,Xo, ...,X,)T esun vector de orden r de

variables aleatorias iid Bin(n,0). Determine una estadistica suficiente para 6.
Solucion. La distribucién conjunta se establece a partir de la expresion (2.43):

px(x;0) = 1_[ [exp {ln{(z)} +xiln(1 ?6) +nln(1l —9)}],4(3:,-)

i=1

= exp (2 [ln {(Z); +x; In (10%9) +nln(1 - 9)])1/1*{:61,362, e X}

i=1
)in +nrin(l - 6) +Zln{(”)} )IA*{Il,xQ, R
———— T e

0
=exp|In T
i=1

N—— d(;(l](ﬁ)) Nererenteen, erestesteas’
10 1) S(x)

entonces,

0 0
- no Y _
n(6) 1“(1—9) = e 2 =1

do(n) =do(n(8)) =nrIn(1 —=0) =nrin (l A ) = nrln(

1 +e" 1+e'7)

=—nrin(l+¢")
T(x) = Zx S(x) = zrlln {(;’)} o
i=1 i=1 L

Ademds, a partir de (2.42) se tienen resultados titiles para evaluar la
esperanza y la varianza de X. Antes de enunciar el teorema al respecto, sea
H la coleccion de todos los i tales que dy(n) es finito.

Teorema 5.8. De acuerdo con [12, p. 52], si X se distribuye segiin (2.42) y n
es un punto interior de H, la funcion generadora de momentos de T (X)) existe y es
dada por:

mrx)(s) = [E(esT(X)) = oo (m)—do(s+1) (5.22)

para s en una vecindad de cero.
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Demostracion. Prueba para el caso continuo: se tiene de la definicién 1.25 y
de la expresion (2.42) que:

mpx)(s) = E (637‘()‘)) = // eT O f (a;m) da
A

=/.../esT(x>€nT<x)+do(n>+s<x> de
A

:/.../€<s+n>T<z)+do(n>+S<x> e
A

- / / 4T (@)+do () +5 (@) +do (+) ~do (+5) 1
A

_ o) ~do(n+s) / / ()T @)y (145 45 (x) g
A

=€do(ﬂ)—d0(fl+s)/.../f(x;n +s)dx
A

1

mr(x)(s) = oo () —do(n+s) o

Como utilidad del teorema 5.8, se tiene el siguiente resultado:

Corolario 5.1. Si X se distribuye segiin (2.42) y T (X ) es una estadistica, entonces,
E(T(X)) = —dj(n) y V(T(X)) = —dg (n). (5.23)
Demostracion. Usando la propiedad 6 del teorema 1.12,

0 9 .
E(T(X)) = Zomrx) (9o = o {edo(n)—do(nﬂ)}

s=0
= o) =do(n+s) [ —dj(n +s)” , con dy(n+s) = gd()(ﬂ +5)
= s
= pdo(n)=do(n) [ _ d(’)(,])]
= —d(')(n).

Por otra parte,

2

E ([T(X)]Q) = %WT(X)(S)IK()



306  Propiedades de los estimadores

0
8.8‘ s=0

= o) =do(n+5) {—dé(ﬂ +5) [_d(’)(n + s)] + [—d(’)’(ﬂ + s)]}L:O

{ do (17) —do (7+s) [ d’ (n +s)]}

D =dot [t ()] + el =h ) [ — g1 ()]
[d50m]” - di ).

Entonces,

V(T(X)) = E ([T(X)]Q) — (E[T(x)])?

= ldgemt® - diy(n) - | =5 ]”

= —dj (). o

Ejemplo 5.27. Sea X una variable aleatoria con fmp Bin(n,0), 0 < 6 < 1.
Encuenire E(T (X)) y V(T (X)).

Solucion. Por el ejemplo 2.17, se tiene que:
p(x;0) = (")ef(l —6)"I(x) cond=1{0,1,2,...,n)
x

luego, T'(x) = x y dy(n) = —nln (1 + ¢"). Por las expresiones (5.23) se
obtiene que:

E(T(X)) = - d)(n) = ‘f7[ (1] =0 =
—_———
6
v d | (1 + ) — eleh
VT(0) = ~dj () =~ [ " [ Tee? }
1
(1+pn)2] (1+e’7) Tzon|=700-0. o
—_———— ———
1-6

Ejemplo 5.28. Supongase, como en [12, p. 58], que X1,Xo, ...,X, es una
muestra aleatoria de una poblacion con fdp de Rayleigh:

x: =|l—]e —_— ara x .
’ 92 292 ’

Encuentre E(T' (X)) y V(T (X)).
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Solucion. Veamos que esta fdp es un miembro de la familia exponencial:

n 2 n n 2
X x; X L
=1 oo {5} = ([T o -5y}

i=1 i=1

n

x 24 (-nln6®)+ > Inz v,
s Dot o)+ 3 o |

= exp
?g)“\l/ b
T (x) S(x)
luego,
9 -1

77(8) = _@ = 0 %5
do(n) = do((8)) = —nIn (92) = —nln (;—1) = _nln (%)
= —n[In(1) = In(-2n)] = nln (-2n)

n
x)=Zx12 S(x)=Zlnxi
i=1 ]
Por tanto se puede concluir que:
n p
DY Xl.z es una estadistica suficiente para 6.

i=1
» La esperanzay varianza de T'(X') son dadas por las expresiones (5.23):

(ZXQ) =~ [nln(=2p)] = =—

T 262
=2n92
Z)@ (o) = L (2 =~ (-nn72)
d dn? “dn \n
_ n _ n _ 4
=— = 3 =4n6~. o

=

(~3)
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510.3. Familia exponencial de £ parametros

Una familia de distribuciones {Pg; 8 € O} con ® c R* se dice que es
una familia exponencial de k pardametros, si existen funciones de valor real
€1, ..., y D con argumento 0, funciones de valorreal Ty, ..., T, S defi-
nidas en R? y un conjunto A C R? tal que la fdp (fmp) Py se puede expresar
como [12, p. 53]:

p(x,0) = lexp {Z ¢i(0)T;(x) + D(9) + S(x)} Ly(x) (5.24)

i=1
= [eXp {[C(O)]TT(JC) +D(0) + S(x)}] Ly(x), (56.25)

donde 8 = (01,09, ...,0;)" ylafuncion C(0) = (¢1(0), c9(0), ..., (0))".

Nota 5.16. Elvector aleatorio
T ~
T()=(Ti(x) ... Ti)) (5.26)
es una estadistica suficiente.

Nota 5.17. De acuerdo con [20, p. 288], si X1,Xo, ... ,X,, son variables alea-
torias iid de una familia exponencial de k pardmetros con fdp o con fmp de la forma:

k
p(x;0) = exp ch(H)Tj(x) +D(0)+S(x) ¢ 14(x).
i=1
Entonces la estadistica
T (X) = (;1 Ty(X)) é Ty(X) ... é Tu(X;)

es completa si {C(0); 0 € O} contiene un conjunto abierto® en R*.

Ejemplo 5.29. Sean X1,Xo, . ..,X, variables aleatorias iid normales con media

W y varianza o2, desconocidas. Encuentre una estadistica suficiente y completa para
0= (u,0H)7.

36Si (a1,b1),(ag,b9), ..., (ap,by) son k intervalos abiertos, al conjunto (ay,b1) X (ag,bg) X
s X (ag,by) = {(x1,29, . ,a) fa; < & < bi,1 <1 <k} se dice es un rectdngulo £ abierto
(ver [12, p. 449])).
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Solucion. Considerando la informacién del ejemplo 5.5, se tiene que:
Pt i8) = @) exp 3 - ?
PR ] noy 20_2 ._ 1
2\-% ”ﬂ2
= (2n0“) 2 exp ~950 ZJC —QMZJQ

-1 & . u n n/ﬂ
= exp {2— lez + ) x; — ln(27r0'2) - T‘_Q}

2

) i=1
S 2 )

= exp (% %) =t (2B n2ro?) - 2| L (5.27)

o 20 Z xQ 2 202

i=1 :
ce - D(9)
T (x)
luego, S(x)

n

aO) =L, w0 =g Tie = le, Ty = a2,

i=1

n
2 X
entonces T'(x) = |51 | es una estadistica suficiente y completa para . &

2
3 2
i=1

5.10.4. Estimacion de maxima verosimilitud en la
familia exponencial de k parametros

Supdngase que parak > 1y p = k, la funcion p(z;; 6) se distribuye se-
gun (5.24), si C(0) es diferenciable con respecto a @, entonces como han

demostrado en [46]:

0{(0;x)
00
donde VD (@) es el vector gradiente de D(0) (ver nota B.10) y $c(0) es la

matriz jacobiana dada en (2.57). Para verificar que este valor es un mdximo,
usando (5.13) se evalda el valor esperado de (5.28), es decir

=[5c(®)] IT(X)] + VD(8), (5.28)

Eo [agfa%x)] =0 = [Je®)] ElT(X)]+VD(6) =



310 o Propiedades de los estimadores

Luego,
VD(0) = -[3c(0)] 'Eo[T(X)] = Eo[T(X)] =-[35'(8)] VD(#).

Reemplazando en (5.28) la derivada de la funcién £(8; x) se expresa como:

WD~ [30@)] 11X - &[T X))

y la varianza de (5.28) por la propiedad 2 del teorema 2.11 queda como:

v [6{3(0;@] B 9t(0;x)\ (06(8; ) T]
‘1780 | (aa )( 06 )
= [Jc(®)] V[T (X)1[Fc(8)] = 5(8), (5.29)

donde ¥ (0) es una matriz definida positiva de tamafio k X k que se denomina
matriz de informacion de Fisher, el elemento (i,j) de esta matriz es:

9%(0;x)
i =—Eg | .
J(0);; 0 [ 36,90, ] (5.30)
Por otra parte, derivando dos veces respecto a 0 la funcién £(80;x)
8% (6;
EoD) IT(X) - B TN = [J9,(0) Fos(0) . Fo (0)]

—[9c¢(®)] Vo [T (X)1[5c(6)],

donde el producto * fue dado en [58]. Tomando valor esperado a esta ltima
expresion:

00(0;x)
00

%0(0;2)] . [(az(o;x))(az(o;x))T]
“ananT | — L6

= -V,
90967 90 09 o [

0

es una matriz definida negativa ya que la matriz dada en la expresién (5.29)
es definida positiva para todo 6. En particular, esto se satisface para @ y, por
ende, se tiene un maximo.

Ejemplo 5.30. Considerando la informacion del ejemplo 5.29, verifique que la
estadistica suficiente 'y completa encontrada para 0 = (u,02)7 es un mdzimo.

Solucion. En el ejemplo 5.29 se obtuvo que:

-1 n n
a®) =L, )= DO)=-5h@re?) - 5,
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n n T
yT(x) = (Z xi xf es una estadistica suficiente y completa para 6.
i=1 i=1

En este caso, la matriz jacobiana dada en (2.57) queda:

der(0) 0] [1 4

9 _[Ya@®| _ | op a0 |_|o2 Tt
50(0)‘600(0)‘[Vm(0)}_ dea(8) Oep(O)) | 1N
ou do? 201
Noétese que:
dD(0) nu
9 )
VD) = | 0K | = IR
©=14p(0) np nu’
do2 202 904

y, por lo tanto,

Eo[T'(X)] = -[35'(0)] 'VD(8) = [ (8)] ' (- VD(8))

Lo nu ) nu
_| o2 P | o 0 P
B U 1 np  np| [2/,10'2 20’4] np  nu?
[ ot 904 202 904 202 954
_ nu
" |no? +np?|”

Ademds, la matriz de informacién de Fisher es definida positiva ya que:

F(0) = ~Eo[H((0)]

9%6(0; x) 9%¢(0; x)
g | ———| -Eo|—F—— n
B o u? do20pu o2 0
9%6(0; x) %0(0;x)|| n |’
e do2du | o 0(0?)2 204
sus elementos son los negativos de la matriz hessiana dada en (4.18). &

511. Ejercicios

1. Sean X1,Xo, ...,X, variables aleatorias iid tal que X; ~ N(6,1) [65,
p. 366]. Encuentre:

@) Si existe, un estimador insesgado para 62 cuando n = 1.
b) Si existe, un estimador insesgado para P(X > 0).
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¢) éCudl es el EMV para P(X > 0)?
d) Si existe, un UMVUE para a) 62y b) P(X > 0).

2. Sean X1,Xo, ...,X, variables aleatorias iid tal que [65, p. 365]:
fx, () = 0297 0.1y (2), 6> 0.
Encuentre:

a) Un EMV para u = 13—9.

n
b) Una estadistica suficiente y verifique completez. ¢ Y, X; es una
i=1
estadistica suficiente?
¢) Una funcién de 6 para la cual exista un estimador insesgado cuya
varianza coincida con la cota de Cramér-Rao.

d) Un UMVUE para a) 6, b) % Vo) U= 1=
3. Sea $? = ﬁ gn“l (x; — &)%. Muestre que [20, p. 863]:

a) Para cualquier estimador de la forma aS?, con a constante,
ECM(as?) = E ([as? - 0?]") = aV($?) + (a - D?e".

b) Sik = B9(X) esla curtosis estandarizada (ver definicién 1.23),

V(s?) = 1(K- ”‘?)04.

n n—

¢) Sino se considera normalidad, el ECM(aS%) se minimiza en

n-—1
(k=8)(n—1) °

n

a:(n+1)+

4. Sean X1,Xo, ...,X, variables aleatorias iid Gumbel, cuya fdp es [65,
p. 867]:
[(@;60) = exp{~(x - 0) —e "V}

con —oo < @ < oo. Encuentre

a) Una estadistica suficiente y completa.
b) La cota de Cramér-Rao para estimadores insesgados de 6.
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. Sean X1,Xo, ...,X, variables aleatorias iid tal que [20, p. 362]

In(69)

Jx(x) = o

0°, O<x<lyf>1.

{Existe una funcién de 6, digamos g(8), para la cual se encuentre un
estimador insesgado cuya varianza alcance la cota de Cramér-Rao? Si
existe, encuéntrela. Si no existe, muestre por qué no existe.

. Sean X1,Xg, ...,X, variables aleatorias iid con fdp uniforme U (6,20),
con 0 < 0 < o [76, p. 287]. Definanse:

n+1 n+1

P ) y 2T 5n+4

[2X () + X1y ]

Muestre que Y] y Y9 son estimadores insesgados de 6.

. Sean X;,Xo, ...,X, variables aleatorias iid beta, con pardmetro «
conocido, cuya fdp es dada por (1.22):

I'la+B)
F(a)I'(B)

Encontrar una estadistica suficiente para el pardmetro de escala 3.

p(z; B) = 2 '1-2f1  0<z<1, B>0.

. Suponga, como en [20, p. 300], que X;,Xq,...,X, son variables
aleatorias iid gamma, con pardmetros de forma r = a y de escala
A= %, cuya fdp es dada por (1.25):

1
T T(a)ee”

a—le—

<l
8
\Y
e}

p(x; 0)

Encontrar una estadistica suficiente:

a) Para el pardmetro 8 suponiendo que @ es conocido.
b) Para ambos parametros («,0).

. Usando las funciones dy(n), encontradas en el ejercicio 2.17, hallar

E(T'(X)) y V(T (X)) para cada una de las familias:

a) Poisson de parametro 6.

b) Binomial negativa de parametros r (conocido) y 6.

¢) Normal N (6,02), o2 conocido.

d) Gamma(A4,0), A conocido (pardmetro de forma).

¢) Normal inversa NI1(6,4), A conocido (pardmetro de forma).
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En el capitulo 4 se estudiaron algunos métodos de estimacién puntual. En
este capitulo, en vez de obtener una estimacién puntual para el pardmetro 6
se buscar4 un intervalo que incluya al pardmetro con una alta probabilidad.
Esta probabilidad, denominada nivel de confianza del intervalo, se denota por
(1 — @) y es fijada por el investigador. Dentro de este capitulo, se presentan
tres métodos que permiten construir intervalos de confianza, entre ellos, el
método de la cantidad pivotal.

6.1. Conceptos basicos de intervalos de
conflanza

Ejemplo 6.1. Sean X1,Xo, . ..,X50 una muestra aleatoria de una variable con
50

.. .. . . . v .

distribucion Poisson de pardmetro 6. Del ejemplo 4.11 se sabe que X = =5 El X;

es un estimador de mdxima verosimilitud para 0. Asi, por ejemplo, al extraer una
muestra se tiene una estimativa (puntual) de 0 igual a x = 7,72. Suponga que se
extrae otra muestra y la estimativa (puntual) da & = 7,08, y asi sucesivamente, por
ejemplo, se extraen 100 muestras, entonces se tendran 100 estimativas (puntuales)
para 0. éerd qué alguna estimativa puntual es igual a 0?2 A continuacion se presenia
un algoritmo en R que muestra las animaciones de la situacion planteada.

library(animation)
remove(list=1s())
media.n=NULL
lambda=8
alpha=0.10
n=50
n.sim=100
for(i in 1:n.sim) {
sam=rpois(n, lambda)
LI=mean(sam)-sqgrt(lambda)*gnorm(1-alpha/2)/sqrt(n)
LU=mean(sam)+sqgrt(lambda)*gnorm(1-alpha/2)/sqrt(n)
media.n=rbind(media.n,cbind(i,mean(sam),LI,LU))
3
rg = range(c(media.n[,3], media.n[,4]))
xax = pretty(l:n.sim)
oopt = ani.options(interval = .4)
for (i in 1:n.sim) {
plot(1:n.sim, ylim = rg, type = "n", xlab = "Muestra",
ylab = "Estimativa (puntual) - promedio",xaxt = "n")
abline(h = 0, lty = 2)
axis(1, xax[xax <= i])
points(1:i, media.n[1:i,2],pch=16)
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ani.pause()
i
ani.options(oopt)
cvr = media.n[,3] < lambda & media.n[,4] > lambda
oopt = ani.options(interval = .1)
for (i in 1:n.sim) {
plot(1:n.sim, ylim = rg, type = "n", xlab = "Muestra",
ylab = "Intervalo de confianza",xaxt = "n")
abline(h = 0, lty = 2)
axis(1, xax[xax <= 1il)
arrows(1:i, media.n[1:i,3], 1:i, media.n[1:1i,4],
length = par("din")[1]/n.sim * 0.5,
angle = 90, code = 3, col = cvr[1:i] + 1)
points(1:i, media.n[1:1,2], col = cvr[1:i] + 1)
legend("topright", legend = format(c(i - sum(cvr[1:i]),
sum(cvr[1:11)),width = nchar(n.sim)),bty = "n.sim", ncol = 2)
legend("topleft",
legend = paste("Tasa de cobertura:",
format(round(mean(cvr[1:i]), 3),nsmall = 3)), bty = "n.sim")
ani.pause()

b

ani.options(oopt)

Ejemplo 6.2. Considere que se seleccionan 100 muestras de una distribucion
normal estandar, es decir, media cero y varianza 1, de tamafio 50 cada una. A
continuacion se presenta el cédigo en R, dicha simulacion muestra las estimativas por
intervalo para la media (pardmeiro de interés).

library(animation)
oopt = ani.options(interval = 0.2,nmax=100)
conf.int(level = 0.95, size = 50, cl = c("red", "gray"))

DEFINICION 6.1. Una estimacion por intervalo de un pardmetro de valor real 6 es
cualquier par de funciones L(x) y U (x) de una muestra que satisface L(x) < U (x)
para todo x. St X = x es observado, la inferencia L(x) < 6 < U (x) estd hecha.
Al intervalo aleatorio [L(X), U(X)] se denomina un estimador por intervalo

[20, p. 417].
Nota 6.1. Intervalos a una cola (a un lado)

s Si L(x) = —oo, entonces se tiene un intervalo unilateral (—oo,U (x)].
s St U(x) = +oo entonces se tiene un intervalo unilateral [L(x), + o).

Ejemplo 6.3. De acuerdo con [21, p. 93], si X es una variable aleatoria con
distribucion uniforme continua en (0,0), es decir, X ~ U(0,0). Encuentre un
estimador por intervalo para 6.
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Solucion. Usando el teorema de transformacion de variables aleatorias conti-
nuas (teorema 2.7), Y = %, tiene distribucién uniforme continua en (0, 1),
es decir, Y ~U(0,1). Sea a tal que 0 < @ < 1, entonces:

X
P(%s551—%)=P(Y31—%)—P(Y<%)
v
:(1—%)—%=1—a/,
luego,
X 16 1
l—a=P(§<><1-%|=P <o <o
S S R i S
:P( Xases%(),
-3 9

el intervalo cerrado [%, %] se denomina intervalo de confianza de 6 al
(1 -a)100%. o

DEFINICION 6.2. Para un estimador por intervalo [ L(X),U (X)] de un pardmetro
0, la probabilidad de cobertura de [L(X),U(X)] es la probabilidad de que
el intervalo aleatorio [L(X),U(X)] incluya el verdadero valor de 0, es decir,
P60 € [L(X),U(X)]10) [20, p. 418].

Ejemplo 6.4. De acuerdo con [20, p. 418], si X1,X9, X3, X4 son variables alea-
torias iid X1 ~ N(u,1) v se considera la estadistica T(X) = X. Encuentre la
probabilidad de que el intervalo [L(X),U(X)] = [X - 1,X + 1] contenga a p.

Solucion. La probabilidad de que el intervalo [X — 1,X + 1] contenga a u es:
Plue[X-1,X+1]lg)=PX-1<u<X+1)

=P(-1-X<-u<l1-X)
=P(-1<X-pu<l

:P(_TlsX_fls%)
Vi V(X) i
=P(-2<7<2)=0,9544.

Luego se tiene mas de 0,95 de probabilidad de cubrir el pardmetro descono-
cido, u, con el estimador por intervalo dado por [ X — 1,X + 1]. o
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DEFINICION 6.8. Segiin [20, p. 418], para una estimacion por intervalo de un
pardmetro 0, el coeficiente de confianza (nivel de confianza) de [L(X),U (X)]
es el infimo (ver nota B.8) de la probabilidad de cobertura, es decir,

i%f{Pg(H € [L(X),U(X)]|9) }

Probabilidad de cobertura

Ejemplo 6.5. De acuerdo con [20, p. 419], si X1,Xo, ...,X, son variables
aleatorias iid X1 ~ U(0,0) vy se considera la estadistica “mdximo muesiral’, es
decir, Y = T(X) = X(y). Encontrar la probabilidad de cobertura de los siguientes
estimadores por intervalo para 9:

1 [Y +a,Y +0b] 0<a<b; ayb constantes.
2. [eY,dY] 1 <c¢<d; cyd constantes.

Solucion.

1. En este caso, considerando que 6 > b, la probabilidad de cobertura es:

Py0eY+a,Y+b])=Py(Y+a<0<Y+b)=Py(a<0-Y <))
=Py(-b<Y-0<-a)=Py(0-b<Y<6-a)

>0

que depende de 0, es decir, la probabilidad de cobertura del intervalo
[Y +a,Y + b] depende de 0, ver figura 6.1, y, por tanto, el coeficiente
de confianza es:

inf { Py(0 € [L(X),U(X)]|6) } = inf {Py(6 € [Y +a,Y +5110)}

=arf(i-5) ~(1-5) |

Probabilidad de cobertura
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Probabilidad de cobertura
Probabilidad de cobertura

0,0 0,1 02 03 0.4 05
0,0 0,1 0.2 0.3 0,4 05

(@) o (b) ©

Probabilidad de cobertura
Probabilidad de cobertura

0,0 0.1 02 03 0.4 05
0.0 0,1 02 03 04 05

T T T T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

(@) @ (b) 6

Figura 6.1. Probabilidad de cobertura versus 6, intervalo de la forma

[Y+a,Y+b],a=2,b=10, (@) n =20y (b) n =30, f{dp uniforme (0,0)

Tomando limite cuando 8 — oo se tiene que:

n b\"
TR
0—00 0 0

luego el coeficiente de confianza de [Y + a,Y + b] es O.
2. Para el segundo intervalo, la probabilidad de cobertura es:

Y>0

1 1 1 n 1 n
= P T < -—-]- P T -] =|— — | =
fr=i)-rlr<a)-[2] -[a]
aqui se usé la expresion (3.12), nétese que la probabilidad de cobertura

del intervalo [cY,dY] no depende de 8 y, por tanto, el coeficiente de
confianza es:

inf { Py(0 € [L(X),U(X)]16) } = inf {Ps(6 € [cY,dY]|6)}

Probabilidad de cobertura
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-1 -

Asi, el coeficiente de confianza del intervalo [¢Y,dY] esc™ —d™". &

6.2. Intervalos de confianza basados en una
Unica estadistica

Se pueden construir muchos intervalos de confianza en términos de un
parametro unidimensional 6 y una estadistica unidimensional 7'(X), que
depende de un vector de observaciones X, como en el ejemplo 6.5.

DEFINICION 6.4. Una fda Fx () es estocdsticamente mayor que una fda Fy (y)
si Fx (1) < Fy(¢) paratodo t v Fx (t) < Fy(t) para algiin ¢ (ver [20, p. 44]).

DEFINICION 6.5. Una familia de fda {Fx(x;0),0 € @} es estocdsticamente
decreciente en 0 si 01 < 09, esto implica que Fx (x;01) < Fx(x;09) para todo
x, es decir, Fx (x; 01) es estocdsticamente mayor que Fx (x; 09) (ver [20, p. 184]).

DEFINICION 6.6. Una familia de fda {Fx (x;0), 6 € O} es estocdsticamente
creciente en 0 si 01 < 0o, lo que implica que Fx (x;01) > Fx(x; 09) para todo x,
es decir, Fx (x; 09) es estocdsticamente mayor que Fx (x;61) (ver [20, p. 184]).

Ejemplo 6.6. La familia de fda {Fx(x;6),0 € ©}, donde X ~ N(u,02) es
estocdsticamente creciente en u para o fijo.

Solucion. En este caso, la fdp y fda estdn dadas por:

1 C
ox(x;p, o) = exp {——¢ (x - ﬂ)z} x €R.
202

Qw02

@X(x;ﬂ,ff)=/ extus ) =0, (“E)  Z N,

—00

Sea 1 < ug, suponga que:

2x < py + po = T— < pg—x =
2
(x—u1)2< (_x—m)? - _1(x—u1)2>_1 T K|
o o 2 o 2\ o

puesto que la funcién exponencial es una funcién creciente:

ol (2 |- o (2}
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ox (x; p1, o) > @x (x5 pg, 0)
Ox (x5 1, o) > Ox (x5 pg, 0).

La dltima desigualdad es consecuencia de las propiedades de comparacién
de la integral impropia. Ver figura 6.2.

1,0

)JJ 0)

08
L

06
L

Fx(x;p)

04
I

<

Figura 6.2. Familia estocdsticamente creciente. fda X ~ N(u,1)
considerando diferentes valores de u of

Ejemplo 6.7. La familia de fda {Fx(x;0),0 € O}, donde X ~ Exp(d) es
estocdsticamente decreciente en A.

Solucion. En este caso, para x > 0 se tiene que:
fx(x]d) = Ae74, y Fx(z]1) =1—e1%,
Sid; < Adg,comox > 0,
xAd] < 29 = —xAd] > —xdg,
y como la funcién exponencial es estrictamente creciente:

—xdg PN 1-— e—:r/ll <1-= e—x/lg

Fx(x|d1) < Fx(x|1g).

e S

Esto se ilustra en la figura 6.3.

DEFINICION 6.7. Segiin [20, p. 432], una familia de fda {G7(t;0),0 € O} es
estocdsticamente creciente (decreciente) en 0 si para cada t € T el espacio muestral

de la estadistica T para 0, Gy (t; 0) es una funcién decreciente (creciente) de 6 (ver
figuras 6.4y 6.5).
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Fy(152)

0,6
I

Fx(x;)\)

0.4
L

0,2
I
~t:/

Figura 6.3. Familia estocdsticamente decreciente. fda X ~ Exp(1)

considerando diferentes valores de A of
o | o |
© _| o
o o
o | ©
’% [=) = [=)
R S
\L:_)2 < U>'< <
o o
N N
o o
o | .|
o o
T T T T T T T T T T T T
6 4 2 0 2 4 6 4 -2 0 2 4
@ u ®)

Figura 6.4. fda versus u, X ~ N(u,1), parax = -2 en (a) yx = 0 en (b).
Familia estocdsticamente creciente

Teorema 6.1. De acuerdo con [20, p. 482], dada una estadistica T (X)) con fda
continua, G (t;0). Sean a1 > 0y ag > 0 valores fijos tales que a1 + a9 = a, con
0 < a < 1. Suponga que para cada t € T las funciones 01, (t) y Oy (t) pueden ser
definidas como sigue:

1. Si Gy (t;0) es una fda creciente de 0 para cada t (ver figura 6.6), se definen
0.(1) y Ou(t) por:

PIT(X) <t]0,(1)] =Gr(;0,(1) = a (6.1)
P[T(X) >t | HU(L‘)] =1-Gr(t;0p(t)) = as. (6.2)
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e o |
© _| © _|
o o
©o | ©o |
< ©° ~ o
- <
P =
S o
g =
A Loow
o o
o~ o~
o o
o | o |
o o
T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
(@) n (b) &

Figura 6.5. fda versus 1, X ~ Exp(1), parax = 0,5 en (@) yx = 1 en (b).
Familia estocdsticamente decreciente

o ] o
- L Fr(0,5;4,6) = 0,90 -
© @ S~
S S 7 SN
Fr(1;2,3) = 0,90
© ©
2 o7 ~ 2
o
S t=0,5 < t=1
[ e
S S
o | Fr(0,5;0,215) = 0, 1t ~ | Fr(1;0,105) = 0, 1
=] ” o a7
o | o
5 S
T T T T T T T T T T \\ T T T
ol 1.2 3 4 ‘Ls 6 g 1 2 3_4 5 6
AL(0,5) = 0,215 @ * Ap(0,5) = 4,6 AL(1) = 0,105 ®) Sap(1) =2.3

Figura 6.6. 1;(¢t) y 2y (t) deunafda T ~ Exp(A) para a; = ag = 0,10,

cont=0,5en(a) yt =1 en (b) Familia estocdsticamente decreciente

2. SiGy(t; 0) es una fda decreciente de 0 para cada t (ver figura 6.7), se definen
01.(1) y Ou(t) por:

PIT(X)2t]6,(t)] =1-Gr(t;0.(1) = ag (6.3)
P[T(X) <t] HU(t)] =Gr(t;0y(t)) = a;. (6.4)

Entonces, el intervalo aleatorio [01,(T),0u(T)] es un intervalo de confianza de
tamafio 1 — a para 6.
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~ N
Fr(-2-3,28) = 0,0 Fr(0s—1,25) % 0,90

t=-2

Fr(0:1)
I
o

Figura 6.7. u;(¢t) y py(t) deunafdaT ~ N(u,1) para a; = ag = 0,10,
cont=-2en () yt =0 en (b). Familia estocdsticamente creciente

Demostracion. En este caso, se tiene que:
O<ay+ag<1 =} a; < 1-ay.
Sea la region de no rechazo (ver figura 6.8):

{t:a; <Gr(t;0p) < 1-ag}. (6.5)

1,0

FT(f)
06
Il

04
I

02

Figura 6.8. Region de no-rechazo para una fda X ~ N(u,1) para
a; =a9=0,10

1. Como para cada t, Gy (t;0) es una fda continua y creciente de 6, en-
tonces su inversa es continua y creciente (ver [5, p. 180]). Usando las
expresiones (6.1) y (6.2), se tiene que:

{6:a; <Gr(t;0) <1 -ag} ={0:G;'(a1) <7(0) <G (1 - ag)}
={6:0,(T)<0<06y(T)}.

Note que los valores para 6,(t) y 8y (t) son tnicos.
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2. Como para cada t, Gy (t; ) es una fda continua y decreciente de 9,
entonces su inversa es continua y decreciente (ver [5, p. 181]). Usando
las expresiones (6.3) y (6.4), se tiene que:

{0:a1 <Gr(1;0) <1 - a9} ={0: G;' (1 - ag) <7(0) <Gr'(a1)}
={0:0.(T) <0 <0y(T)}.

Note que los valores para 07, (¢) y 8y (¢) son tnicos, ver figura 6.9.

0,(0) = —1,28
el

0u(0) = 1,28

Figura 6.9. 0;,(t) y 0y (t) parauna fda X ~ N(u,1) paraa; = ag = 0,10

o
Nota 6.2. Las ecuaciones (6.3) y (6.4) se pueden expresar como:
13
[ arwon@du=an, 6.6)
/ gr(u; 0,,(1))du = ay. (6.7)
I3

Nota 6.3. Sin informacion adicional, es comiin seleccionar a1 = ag = a /2.

Ejemplo 6.8. De acuerdo con [20, p. 438], si X1,Xog, ..., X, son variables
aleatorias iid exponenciales de pardmetro A = 1y truncadas por la izquierda en 0,

entonces,
-z

e —(r—
——— =" " g e (2).

/9 e *dx

Determine un intervalo de confianza para 0 de tamafio 1 — a1 — 9.

fx, (x;0) =
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Solucion. En este caso, la fda de X es Fy, (x;6) =1 - e~ (=9 Puesto que
Y =T(X) = min{Xy,...,X,} es una estadistica suficiente para 6, por la
expresion (3.6) la variable aleatoria Y tiene {dp dada por:

n—1
K (30) = ne”9 [1 - (1 —6_0_9))} 119, +00) ()
—(y— —(y—0)1n-1 —n(y—
=ne” O [ g vy (9) = e O g vy (), (6.8)

luego,
Y 0
Fy (y;6) = / ne™" =0 dy = - e"‘(”‘9>|9 =1-¢"00), (6.9)
0

Puesto que 0 < @] + ag < 1, la region se establece a partir de (6.5) como:

ay < Fy(y;0) <1 -aq & a1 <1-e079 <1 — g

a1 —1< -0 < gy e ag <e 070 <1 q,
puesto que la funcién logaritmo natural es una funcién creciente:

In(eg) < -n(y —0) <In(1-a))
ny +In (@g) <n <ny +In(1-ay).

Por lo tanto, dividiendo por n y como Y = X(1), el conjunto de confianza
1 1
c@)= 9:X<1)+;1n(a2)SQSX(1)+;ln(l—a1) (6.10)
es un intervalo de confianza de tamafio 1 — (@] + @g) para 6. o

Teorema 6.2. De acuerdo con [20, p. 484], dada una estadistica discreta T' (X))
con fda Gp(t;0) = P(T < t;0). Sea a; + ag = @ con 0 < a < 1 valores fijos.
Suponga que para cadat € T, 01,(t) v Oy (¢) se pueden definir como:

1. SiGy(t; 0) es una fda decreciente de 6 para cada t (ver figura 6.10), se define
01.(1) y Oy (1) por:

P(T 2 1;0.(1)) = ag y P(T <1;0u(1)) = ay.

2. Si Gy (t;0) es una fda creciente de 0 para cada t (ver figura 6.11), se define
01.(1) y Ou(t) por:

P(T <1;01(1) = ag y P(T 24;00(1) = .
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Fx(2:p)
Fx(45:p)

00
[

T T T T T T T T
02 04 06 08 02 04 06 08

(@ p () p

Figura 6.10. fda versus p, X ~ B(10,p), parax = 2 en (a) yx = 4,5 en (b).

Familia estocdsticamente creciente

Fx(x:p)

Fx(2:p)

T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

@ p (®) p

Figura 6.11. fda versus p, X ~ G(p), paraxz = 2 en (a) yx = 6,5 en (b).

Familia estocdsticamente decreciente

Entonces el intervalo aleatorio [07,(t),0y (¢)] es un intervalo de confianza de ta-
manio 1 — a para 6.

Demostracion. Se prueba solo el item 1. Puesto que G (T'; 8) es estocdstica-
mente mayor que una variable aleatoria con fda uniforme (0, 1), es decir,
Py(Gp(T;0) <x) <z, se tiene que (ver figura 6.12):

P(T <1;00(1) = an y P(T 21;0.(1)) = g,

luego, la regién de no rechazo es el conjunto
{0:P(T<t;0)<a1 y P(T =t;0) <ag},

que cumple con tener el nivel de confianza 1 — «.
Como Gr(t;0) = P(T < 1;0) es una fda decreciente de 8 para cada ¢
implica que P(T > t;0) es una funcién no-decreciente de 6 para cada ¢. Asi,
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M Fr(2:0,1159) = 0]90

Fr(2:p)
I
I}
Fr(45:p)

T T T T
102 04 b6 08

pL(2) = 0,1159

T T T T
02 ; 04 06 \‘ 08
~

@ p Pu@ =09 G
pL(4,5) = 0,2673 U5 =0

Figura 6.12. fda versus p, X ~ B(10,p), paraxz = 2 en (a) yx = 4,5 en (b).

Familia estocdsticamente creciente

0 > 0y (1) — P(T <t;0) < a
0 < 01(t) e P(T >t;0) < ay

y por tanto,
{0:P(T<t;0)<a; y PT>2t;0)<ag}={0:0,(T)<0<0y(T)}. o

Nota 6.4. El algoritmo en R para obtener las grdficas mostradas en la figura 6.12
es:

remove(list=1s())
library(plotly)
library(matrixcalc)
x=as.matrix(seq(0, 10, 0.001))
media=as.matrix(c(0.05,0.1,0.1159,0.15,0.2,0.25,0.2673,0.3,0.35,
0.4,0.4496,0.45,0.5,0.55,0.6,0.6457,0.65,0.7,0.75,0.8,
0.85,0.9,0.95))
y=NULL
for(i in 1:nrow(media)){
y=cbind(y, round(pbinom(x,10,mediali,1]),digits=5))
3
puntos=c(3,4,1,5,1,1,3,1,4,5,3,4,1,5,1,3,4)
Y=vec(y)
X=c(rep(x,nrow(media)))
prob=media%x%rep(1, length(x))
distrib=data.frame(prob,X,Y)
p2 <- distrib %>%
plot_Lly(
X =~ X,
y =~Y,
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frame = ~ prob,

type = 'scatter',

mode = "lines",

showlegend = FALSE

)

p2%>% add_trace(y = ~0.10,line=list(color="red")) %>%
add_trace(x = ~2,line=list(color="green"))
#
p2%>% add_trace(y = ~0.90,line=list(color="blue")) %>%
add_trace(x = ~2,line=list(color="green"))
#
p2%>% add_trace(y = ~0.10,line=list(color="red")) %>%
add_trace(x = ~4,line=list(color="green"))
#
p2%>% add_trace(y = ~0.90,line=list(color="blue")) %>%
add_trace(x = ~4,line=list(color="green"))

Nota 6.5. En la figura 6.18 se presenta una region de no-rechazo para una fda
binomial con pardmetrosn = 10y 0y = po = 0,75, a1 = a9 = 0, 10.

<

0,8

0,6

Fr(t)

0,4

0,2

0,0

Figura 6.13. Regién de no-rechazo para una fda binomial de pardmetros
n=10y 0y =po=0,75 paraa; = ag = 0,10

Ejemplo 6.9. De acuerdo con [20, p. 434], dadas X1,Xo, .. .,X, variables
aleatorias iid tal que X1 ~ P (A). Determine un intervalo de confianza para A de
tamaio 1 — .

n
Solucion. Se sabe que Y = T'(X) = , X; es una estadistica suficiente para A,

i=1
ademds, Y ~ Z2(nd). SiY = yq es observado, se debe hallar 17, y Ay tal que:

P 2 yoldr(o)) = § (6.11)
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P(Y < yoldu(yo)) = 5. (6.12)

Usando la relacién entre distribucién Poisson y distribucién gamma®” la

ecuacion (6.11) se puede expresar como:
P(Y 2 yoldr(yo)) = P(Z <2) = g,

donde Y ~ 2 (ndy(yg)) y Z ~ gamma(y,«), con kz = nd(vg). Haciendo
Y=Yy K= %, Z ~ X;zy(,‘ Despejando z, se tiene = = 2nd7 (vo), luego,

P(Y 2 yldL(y0)) = P(Z <2) = P(Z < 20d1(y0) = §

P(Y 2 yoldL(y)) = P (Z < x? a) - g,
Qyo,g
por tanto,
2 . _ 1y
nAp(yo) = x* , = /lL(yO)_Q x? .
2,V(i’§ n 23,0’5

Por otro lado, la ecuacion (6.12) se puede expresar como:

P(Y <yoldu(yo)) = a1 =
1-PY > yoldu(yo)) = ag =
P(Y > (yo+ Dldy(yo) =P(Z<z)=1-7,

MR MR

donde Y ~ 2 (ndy(y)) y Z ~ gamma(y,k), con kz = ndy(yg). Sea
vy=yo+1lyk= %, 7 ~ /\(22@0“). Despejando ¢, se tiene =z = 2ndy (vo), luego,

P(Y > (yo+ DIAg()) =P(Z <2) =P(Z < 2ndy(y) =1-§

Pz G0 Do =P(Z<x? L) =1-4,
200+1),1-
por tanto,
mivGo) =x® = wb0=gox’ .
200+, 1-9 (AETORSINER

87Sea Z una variable aleatoria cuya distribucién es gamma(y,«) con fdp dada por (1.25). Si
7y es un entero, entonces para cualquier z [20, p. 100]:

P(Z<z)=PY 2v),

donde Y es una variable aleatoria con distribucién Poisson (kz), ver expresion (1.26).
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De esta forma, el intervalo de confianza para A al 1 — « es dado por:

NIRRT
) 271 Zy(),% - - 2" X2(3/0+l),l—% ’

donde P(Z < )(?Q) = a con Z ~ y?2. Cabe aclarar que si yy = 0 se define

)(20 =0. o
0g

6.3. Intervalos de confianza basados en la
funcion de verosimilitud relativa (FVR)

Sea X1,Xo, ..., X, una muestra aleatoria con fdp conjunta P(x; ) la cual
depende de un pardmetro desconocido 6. Sabemos que la estimacién de
madxima verosimilitud @ es el valor de 8 que maximiza L(8;x), es decir,

L(0;x) < L(6;x) V6 €.

Este valor, como se indicé en lanota 4.1, es el “mds factible” de 8 en el sentido
de que maximiza la verosimilitud de lo que se ha observado. Las factibilidades
relativas de otros valores de 6 pueden examinarse comparandolos con 6. Los
valores de 6 tales que L(8;x) es casi tan grande como L(6;x) son bastante
factibles en el sentido de que explican los datos casi también como lo hace
6. Los valores de 6 para los cuales L(6;x) es mucho menor que L(8, x) son
inverosimiles porque hacen que lo que se ha observado sea mucho menos
verosimil que 6.

DEFINICION 6.8. La FVR de 0 se define como la razon entre la funcion L(0;x) y
su mdximo L(8; x), es decir (ver [48]):

L(6;x)
L(6;x)

2(0;2) = < 1. (6.13)

Ademds, el conjunto de valores de 0 para los que 1(0;x) > k() se llama una
region de verosimilitud del 100(1 — a) % para 6.

Por lo general, la region de verosimilitud constituye un intervalo de
valores reales, el cual se denomina intervalo de verosimilitud del 100(1—a) %
para 0; luego

Py({6:2(8;2) > k(@)}) =1 -a, (6.14)

donde k(@) es una funcién decreciente en @ tal que 0 < «(a) < 1.
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Usualmente, el estimador puntual 8 existe y es tinico, y se puede establecer
la FVR dada en (6.13). De manera mds general, A(0;x) puede definirse
como la razén entre L(0;x) y el supremo (ver nota B.8) sobre todos los
valores de los pardmetros, es decir,

L(6;x)

supL(0;x)
0e®

2(0;2) = (6.15)

Dado que este supremo es finito, la FVR existe y se puede usar para clasificar
los valores de los pardmetros de acuerdo con sus factibilidades incluso cuando
el estimador 6 no exista.

Ejemplo 6.10. Sean X1,Xo, ...,X, variables aleatorias iid
fx,(@130) = e 1 L) (@),

donde 6 € R. Usando la FVR determine un intervalo de confianza de tamaiio 1 — .

Solucion. La funcién de verosimilitud es dada por:

n

L) = [ [ /@00 =] e 1,000 (22).
i=1

i=1

Usando la nota a pie de pdgina 23, se tiene que:

L(6;x) = exp {—Z (x; - 9)} nl[e,m)(xi)
i1 i=1

————

l(ﬁ{xie[e,m)})
i=1

~—_—
T1g,+00) (1(1))

= exp {— D i- 9)} 119, +00) (x(1)) = exp {n(8 = 2)} I1g,+00) (x(1))
i1

=exp{n(0 —2)}1 (6 <z < ) =exp {n(Q _‘f)}l(—w,x(l)] (9).

Usando la definicién de la funcién indicadora en el intervalo (—co,z(1)] se

obtiene
L(6:2) = {Sxp {n(Q —:E)} si 0 <z

si 6> Z(1),
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nétese que L(0;x) no es diferenciable en 6 = z(1), sin embargo, por el
ejemplo 6.8, se sabe que L(6;x) alcanza su maximo en = x(1), luego,

L(0;x) = exp {n(x(l) —i)}
Por lo tanto, la FVR se establece por (6.13) y queda

exp{n(0-2)}

. _exp{n(6-2)} . <
/1(6’,.1') = M — ] ep{n(zq)-0)} si 6 < Z(1)
L= 0 i 0> a0
e m) sio 0 <y
= 0 si 6 > Z(1)-

Para 6 < x(1), usando (6.14) se establece el intervalo como:
1 -a =Py (A(0;x) > k(a)) = Py (exp {n(@ —x(l))} > k(@)
= Py(n(0 —z(1)) = In(x(a))) = Py(nb — In(x(@)) > nz(1))

In(k(a))

=P (9 =2 + (6.16)

Usando la expresion (6.9) conY = X(1) se tiene que:
l -n _In(x(a)) _
Fy (Q_M;g) I 1 - «(a),
n

igualando con (6.16), se tiene que k(@) = a y el conjunto de confianza
1
C(X):{G:X(1)+—ln(a)SGSX(1)} (6.17)
n

es un intervalo de confianza de tamarfio 1 — @ para 6, el cual coincide con
el intervalo de confianza dado para 6 en [42]. Ademds, cuando @} = Oy
a9 = a en (6.10), dicho conjunto de confianza coincide con (6.17). o

Ejemplo 6.11. Considerando la informacion del ejemplo 5.8 sobre una muestra

aleatoria de X1 ~ N(6, 02), con 02 conocida. Determine, usando la FVR, un

intervalo de confianza para 0 de tamafio 1 — «.

Solucion. En este caso la funcién de verosimilitud estd dada por:

—(2;-0)2

n n 1
L(0;x) = | [/(xi50) = e 2”
g 1:1[ Voro?
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-1 ¢ (

_ 2\ Y
= (210 T exp {—202 ;(x 9) }
Por otra parte, se sabe que § = £, ver ejemplo 4.7. Dado que:
X1 ~N(0,1) = X ~N(@0,?/n).

Luego, la FVR es dada por (6.13):

o 1 n . 9
L(8:2) _Wexp{—m > (x; —6) }
LD (9re % exp {—ﬁ <xl-—:a>2}

_1 n n /
=expy——= 22— 200z +n6% = > 4t + i — ni?
2 4 i
20 val 74l

= exp {2—71 (02 - 20% +i2)} = exp {2%‘7_12 (x - 9)2} .

A(0;x) =

o2

Luego, usando (6.14) se establece el intervalo como:
1—a =Py (1(8;2) = k(@) = Py [exp {— (X - 9) } > k(@)
202

=P (% (X - 9)2 > ln(K(a)))
- 2
_p, (%) 3_21n(,<(a)))
X-9

=Py ( N < \/—21n(/<(a/)))

= P (—\/—QIn(K(a) < X/‘; < \/—21n(/<(0/))) . (6.18)
o n

Empleando la fda normal estandar:

l-a=90 1-®

—21n(/<(a/))) -

—21n(/<(cx)))]
9 [1 - cp( —21n(K(a)))] = a.
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Despejando, se obtiene el cuantil
. P)
“2In(x(@) =@~ (1-2) & -2In(k(a)) = (z(l_g)) o

In(k(a@)) =_?1z?1_%) o  k(a) =exp {—%z(l } . (6.19)

Reemplazando (6.19) en (6.18) se obtiene:

R /-21n(,<(a)) %< /-21n(,<(a)))
n n
_PB(X—T(I_ 9<X+%Z(l—%))'

Por lo tanto, el conjunto de confianza
C(X):{H:}_(—\j—_ QS0<}_(+£2 %} (6.20)

es un intervalo de confianza de tamafio 1 — @ para 6. Nétese que los extremos
inferior y superior del intervalo de confianza son:

y U(X):X+iz .. uf

g
L(X)=X - %)

—=2 a
N (1-3)

Nota 6.6. Supongase que p(xi; 6) se distribuye segiin (2.40), luego la FVR es:

exp {a(@) S T () +nd(8) + 3, S(x»}
i=1 i=1

A(0;x) = - -
exp {6(9) > T(x;) +nd(0) + S(xi)}
i=1 i=1
= exp {(c(9> —c(8)) D T (@) +n(d(6) - d(é))},
i=1

y el intervalo de verosimilitud del 100(1 — «) % para 6 estd dado por:

l—a’ZP9

exp {(6(9) —c(0)) ZT(xi) +n(d(0) - d(é))} > K(a))

i=1

=Py

(c(8) —c(8)) ZT(xi) +n(d(8) —d(8)) > ln(K(a))) . (6.21)

i=1
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Ejemplo 6.12. Considerando la informacion del ejemplo 5.8 sobre una muestra
aleatoria de X1 ~ N (0, 02), con o2 conocida. Determine, utilizando el método
descrito en la nota 6.6, un intervalo de confianza para 6.

Solucion. En el ejemplo 5.25 se encontré que:

0 2 n n

0) = — d(0) = —— T(x)=Y a,

«(8) = — O)=-55 v ;<x> le
puesto que 8 = &, ver ejemplo 4.7, entonces,

()="5  dD)=-g— 2T (i) =nt,

sustituyendo en (6.21) se obtiene que:

% 2 v 2
1—a=Pg((%—%)nX+n(—9 X )>ln(K(a/)))

202 902
o 2 o 2
P, (;(g) > In(k(2))| = Py (%) S—an(K(a))),

nétese que este intervalo coincide con el obtenido en (6.18) vy, por consi-

guiente, el intervalo es idéntico a (6.20). o

6.4. Método pivotal

Un método til para encontrar los puntos extremos finales de los intervalos
de confianza es el método pivotal, que se basa en encontrar una cantidad
pivotal.

DEFINICION 6.9. De acuerdo con [20, p. 427], una variable aleatoria real Q (X ,0)
es una cantidad pivotal (o pivote) si la distribucion de Q (X ,0) es independiente
de todos los pardmetros 6. Asi, si X ~ Fx(x), entonces Q(X,0) tiene la misma
distribucion para todos los valores de 6.

Ejemplo 6.13. Segiin [62, p. 150], si X1,Xo, ..., X, son variables aleatorias

iid tal que X| ~ N(6,02), con 02 conocida. Una variable pivote para 0 es:

V(X - 6)
o

0(X,0) = (6.22)
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ya que i
@ ~ N(0,1).

Ejemplo 6.14. De acuerdo con [20, p. 480], si X1,Xo, ..., X, son variables
aleatorias iid tal que X1 ~ N (u,02), con o2 desconocida. Del ejemplo B.6 del
apéndice B.8 se tiene que:

5

QX,0?) =

es una variable pivote, porque

n— 1 < C
752 ~ Xtuo1): (6.23)

Ejemplo 6.15. Segiin [62, p. 150], si X1,Xg, . ..,X, son variables aleatorias
itd tal que X1 ~ N(8,02). Definiendo X,, = % > XiyS2= n_ll (X - Xn)2
i=1 i=1

la media muestral y la varianza muestral, respectivamente, entonces:

‘/%(Xn B 0)

Q(X,0) = ¥

(6.24)

es una variable pivote para 0, ya que, ver ejemplo 2.21 y apéndice B.8,

\M(Xn_e) %
5 _Vn(X,-9)
X,0) = g = ~tin-1).
Q(X,0) — S (n—1)
(n—1)c2

Nota 6.7. Tras establecer la variable pivote 'y su disiribucion, la técnica de cons-
truccion de intervalos de confianza por el método del pivote consiste en reescribir

Po(a < Q(X,0) <b)=1-a (6.25)
como
P(TV <r(0) <T) =1 -a.

El intervalo aleatorio (Tn(l),Tn(Q)) serd un intervalo de confianza para r(0) de
tamafio 100(1 — @) % (ver [62, p. 151]).

Ejemplo 6.16. Considerando la informacion del ejemplo 5.8 sobre una muestra

aleatoria de X1 ~ N (0, 02), con o2 conocida, determine un intervalo de confianza

para 6 de tamaiio 100(1 — @) %.
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Solucion. En el ejemplo 6.13 se establecié que:

o = Y20y,

luego, la expresién (6.25) queda:

l—a=P ‘/_(X —9) _ )/dFQX(x) /dFQX(x)

Q(X 0)

por otro lado,
l-a=P(a<Q(X,0) <b) :Pg(2 <X,-0< (T—b)

_ ob . ob - oa
=Py %‘Xn< -0 < %_XH):P( n_%<i<Xn_%)a
R r(9) N——
7" T
luego un intervalo de confianza del 100(1 — «) % para 6 es dado por:

IC(1-0)(6) = (Xn - b%,}_{n - a%) (6.26)

la longitud L; de este intervalo es proporcional a o ya que:

L= (- (- B) - - F -

Para minimizar L; sujeto a la restriccion:

b a
[ d[Fgy (x)] —/_ d[Fg,(x)] =1 -a.

En [21, p. 95] se presentan dos formas para encontrar la minimizacién de Ly,
a continuacion, se presentard la solucién por multiplicadores de Lagrange3®
Veamos: se quiere minimizar h(a,b) = \/%(b — a) sujeto a la restriccién

b a
gab) = f d[Fy, (0)] - / d[Fpy ()] = (1—a) = 0

38Ver nota B.18.
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Se introduce el multiplicador de Lagrange, A, para formar la funcién auxiliar:

H(a,b,A) =h(a,b) — 1g(a,b)

b a
:%(b—a) -4 (/_md[FQX(x)] —[md[FQX(x)] —-(1-a)|,

se deriva H (a,b,1) con respecto a a,b,A, para ello se usa el primer teorema
fundamental del cdlculo (ver nota B.11):

WD)~ 0 [ o = ~ H @

da -
b < _a—/ Al ()] = = = os )
aH(aabA) )_/ d[Fp, (2)] / d[Foy ()],
igualando estas expresiones a cero:
_% (@ =0 o % = oy (6.27)
% () =0 & % = Loy (b) (6.28)

b a
(1—a)—/_ d[FQX(x)]+/_ d[Fp, ()] =0, (6.29)

() @(a)

siendo ®(z) = P(Z < z), la {da evaluada en 2, cuando Z ~ N (0,1). Igualan-
do (6.27) y (6.28):

/lfo (Cl) = /1fo (b) < fo(a) = fQX (b)

y dado que la fdp normal estdndar es simétrica alrededor de cero, esto ocurre
cuando @ = b 0 a = —b, pero a = b implicaria que en la expresion (6.29) el
término 1 — @ = 0, lo cual no es admisible. Luego, la solucién es a = —b,

reemplazando en (6.29):

(1-a)-®b)+®P(a)=0 & b)) -d(-b)=1-a o

2(h)-1=1-a o @b =
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luego b = ¢ _a) yportantoa =-z(, o ) Asi, el intervalo de confianza del

s

(1
100(1 — @) % para 8 dado en (6.26) de minima longitud es:

IC(1-0) (0) = (Xn —z(l_%)%,xn - (_z(]_%)) %)

_ a — o
:(X"_z(l—%)%’X"-'-z(l—%)%)' (630)

Notese que este intervalo coincide con el obtenido en (6.20). Reescribiendo
la expresion (6.25) se tiene que:

Py (|Xn—9| <2(1_%)%) -1-a. o

Nota 6.8. No siempre es fdcil encontrar intervalos de confianza de longitud minima,
por ejemplo en el intervalo de confianza para o2, cuando la muestra de tamafio n
proviene de X1 ~ N (0,0°2), se tiene de (B.9) que:

n—l 92 9
Q(X,0) =82 ~ b,

luego, la expresion (6.25) queda:
1—a/=P9(a < ES,f <b) :PG(L < 1 < L)
o2 (n-182 o2 (n-1)S2
———
Q(X,0)

<0

_ 2 _ 2
— Pg((n I)Sn 2 < (n 1)Sn ),
b a

por tanto un intervalo de confianza del 100(1 — ) % para o es dado por:

g n—-182 (n-1)S2
IC(]_Q)(O'Z) — (( b ) ’( ) )’

a

la longitud Ly de este intervalo es proporcional a S2 ya que:

2 2
(n—=1)S (n—1)S 1 1) .9
Ly = L “=(m-1)|--—|S;.
a b ( ) a b|]"
Para encontrar a v b tal que la longitud Ly sea minima es necesario emplear métodos
numéricos. En este caso, es usual tomar como extremos a = y 2 . yb = Xf «
gn- —gn-

con P(Y < X? ) =06,Y ~ X2, aunque estos no generan el intervalo de menor



Intervalos de conflanza « 343

longitud, es decir,

n—1)8%2 (n-1)82
IC(I—O/)(O-Q) = (2 ) n’( ) = 1. (631)
Xl—g'—l Xa 1
o1 9=

Ejemplo 6.17. (Experimento de dietas en ratas). En la tabla 6.1 se presentan
los pesos, en gramos, de dos grupos de ratas con diferentes dietas después de 64 dias
de aplicadas.

Tabla 6.1. Pesos en gramos de ratas bajo dos dietas

Dieta A: | 278 | 245 | 269 | 275 | 280 | 281 | 284 | 278 | 280 | 277
Dieta B: | 478 | 496 | 472 | 628 | 495 | 490 | 625 | 600

Encuentre para cada una de las dietas:

1. El estimador puntual para la media y la varianza.

2. El estimador por intervalo para la media con un m'Uel de confianza del 90 7%,
suponiendo que las varianzas eran o2 5 =180y 0' = 3000.

8. El estimador por intervalo para la media con un mvel de confianza del 95 %,
usando el estimador de la varianza.

4. El estimador por intervalo para la varianza con un nivel de confianza del

95 7.

Solucion. De la informacién dada en la tabla 6.1 se tiene que:

10 10 9
ng=10 :Z%—274 sﬁzz%:m,g
i=1 i=1
5 x; 9 5 (x; —xp)
np =8 Z§_5355 5= = = 4762,2857
i=1 i=1

fig =34 = 274,7 72 =% =124,9
fip = 75 = 585,5 FE = st =
2. Los intervalos de confianza para la media con un nivel de confianza
del 90 %, estan dados por la expresion (6.30):
= Dieta A:

18 180
1Co,90(pa) = (274 \/ :974,7 ,9541—0)
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= (274,7 - 1,645 x V18;274,7 + 1,645 x V18)
=(267,7209;281,6791) .
Luego, el promedio de los pesos en gramos de las ratas a los 64
dias de aplicada la dieta A estd entre 267,72 y 281,68 gramos

con un nivel de confianza del 90 %.

s Dieta B:

/3000 /3000
IC(),go(,uB) = (535,5 — 20’95 T; 535,5 + 20’95 T)

= (585,5 — 1,645 x V875, 535,5 + 1,645 x V375
=(503,6447;567,3553) .
Concluyendo que, el promedio de los pesos en gramos de las

ratas a los 64 dias de aplicada la dieta B estd entre 503,64 y
567,36 gramos con un nivel de confianza del 90 %.

3. Los intervalos de confianza para la media con un nivel de confianza
del 95 %, suponiendo que las varianzas son desconocidas, en este caso
la expresién (6.30) se modifica (ver ejercicio 2) y queda:

s Dieta A:

[124,9 [124,9
1Co,95 (MA) = (274’7 ~Ly9750 T; 274,7 + Lo, 0759 T)

11’1759;274,7+2,262x 11,1759)

= (274,7 - 2,262 x
=(266,7058;282,6942) .

Por tanto, el promedio de los pesos en gramos de las ratas a los
64 dias de aplicada la dieta A estd entre 266,71 y 282,69 gramos

con un nivel de confianza del 95 %.

= Dieta B:
4762,286 1762,286
ICO’% (luB) B (535’5 ~loarsy \/;; 585,5 + Ly 9757 \/T)
) (535’5 - 2,865 x 20 5855 19,365 x 69’\(/);93)

= (477,7976;593,2024) .
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Entonces, el promedio de los pesos en gramos de las ratas a los
64 dias de aplicada la dieta B estd entre 477,80 y 593,20 gramos
con un nivel de confianza del 95 %.

4. Los intervalos de confianza para la varianza con un nivel de confianza
del 95 %, estan dados por la expresion (6.31):

= Dieta A:
o [(10-1)S2  (10-1)$%
1Co05(07) = 3 s —
Xl—%,w—l X%,u)—l

_((10-1)(124,9) (10 - 1)(124,9)
- 19,08 2,70
=(59,07;416,33) :

Entonces, la varianza de los pesos en gramos de las ratas a los 64
dias de aplicada la dieta A estd entre 59,07 y 416,33 con un nivel
de confianza del 95 %.

= Dieta B:

(8-1)83, (8- 1)s§n)

P)
1Co,95(05) =| —5 s —s
X1—%,8—1 X%,S—l

_((8-1)(4762,29) (8 - 1)(4762,29)
B 16,02 ’ 1,69
=(2 080,90; 19 725,44).

Entonces, la varianza de los pesos en gramos de las ratas a los 64
dias de aplicada la dieta B estd entre 2 080,90 y 19 725,44 con
un nivel de confianza del 95 %. o

Ejemplo 6.18. Sean X1,Xo, ...,X, variables aleatorias iid Bernoulli de pard-
metro p. Encuentre el intervalo de confianza del 100(1 — ) % para p.

Solucion. Como X, es una variable aleatoria Bernoulli solo toma los valores
dados en (3.24). Del ejemplo 3.33 se tiene que:

Vi (X = p) =5 N(0,p(1 - p))
\/E(Xn _P) D
Vr(T=)

N(0,1).
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Asi, para n suficientemente grande, notando X,, = $,, el intervalo de confian-
za del 100(1 — @) % para p es dado por, ver ejemplo 6.16,

IC(l_a)(p) = (Xn -z _a \/_ Xn +z,_ g\/_)

:(An_ ,Pn(l Pn 1_1 ,ﬁn(l_ﬁn)) (632)
2 n

Este se llama intervalo de confianza de Wald para p. o

Ejemplo 6.19. Segiin [62, p. 169], dadas X1,Xo, . .., X, variables aleatorias
iid N (u X,O')%) y Y1,Ye, ...,Y,, variables aleatorias iid N (yy,a’?), tal que las
dos muestras aleatorias son independientes entre si, y ux vy puy son desconocidas.

Encuentre un intervalo de confianza del 100(1 — @) % para el cociente %
X

n - C m
Solucién. Sean S)Q(n = ﬁ > (X - Xn)z y S?m = Ll Z (Y; m) Del
i=1 i=1
ejemplo B.6 se tiene que:
an ~ Xm-1) y v ~ X (m-1)
X Oy

Dada la independencia entre todas las variables X y Y, %S%n y m(r—_flS;%m

también son independientes y, por el ejemplo 2.22, el cociente:

S
X 2¢2
oS
Xn
MISZ ~ Lp—-1,m-1 — 2—82 ~ Lp—-1,m-1,
Y Ym X Ym
m=T

luego, la variable pivote seria:

0'252

2¢2
XSYm

Oxy=———

. g2
Para encontrar un intervalo de confianza para el cociente —, se parte de

9¢2 9 9 9
_ YO Xn aSYm oy bSy,
l-a=Pla<—=<b|l=PF — <=1
2q2 o2 2
X“Ym Xn X Xn
———

Ox,y



Intervalos de conflanza « 347

2
por tanto un intervalo de confianza del 100(1 — a) % para —% es dado por:
X

2 2
% O'YZ aSy bSy
o) 52 sz sz |
X Xn Xn

la longitud L; de este intervalo es proporcional a la razén Sy 2 ! S2 S, Ya que

L b52 Sz _ - )52
I'="o ~ 2 ~ 9 -
SXn SXn SXn

Para encontrar a y b tal que la longitud L; sea minima es necesario emplear
métodos numéricos. En este caso, integrando la fdp dada en (2.62) corres-
pondiente aU ~ F,_1 -1, se encuentra P(U < Fs ,_1,,-1) = ¢, pero por la

. . _ -1
propiedad 1 del teorema 2.20 se tiene que F%,n—l,m—l = (Fl—%,m—l,n—l) .
Luego, es usual tomar ¢ = Fe metme1 ¥ b = Fl—%,n—l,m—l’ aunque no
generan el intervalo de menor longltud, es decir,

2 2 2
o S S
Y | _ Ym Ym
1C-0) (ﬁ)_(an Lm-1q9 ’Fl—zn Lm-1g2 |’ (6.33)
X Xn Xn

como sugerencia se colocard la varianza mds grande en el numerador. &

6.5. Algunos casos particulares

6.5.1. Intervalo de conflanza para una proporcion

Considerando la informacion del ejemplo 6.18, sean X;,Xo, ...,X, varia-
bles aleatorias e iid Ber(p), una alternativa para el intervalo de confianza
para p dado en (6.32) es propuesta por [2] (ver [21, p. 103]),

6(1-6 p 6(1-6
AT =

3 X;+2
i=1

con 6 = n+4

Ejemplo 6.20. Segiin [50, p. 80], una firma productora de cigarrillos asegura que
sumarca A de cigarrillos sobrepasa en ventas a su marca B en 8 %. Si se encuentra
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que 42 de 200 fumadores prefieren la marca A y 18 de 150 fumadores la B, calcule

para cada marca de cigarrillos:

1. La estimacion puntual de la proporcion de preferencia de los fumadores.
2. La estimacion por intervalo de la proporcion de preferencia de los fumadores
con un 98 % de nivel de confianza.

Solucion. Se tiene del enunciado que:

ny,
Marca n, | xp =)@
i=1

A 200 42
B 150 18

1. En este caso,

. x4 42 . xp 18
= — = = 21 = = = 12
T = =150

Por tanto, la proporcién de fumadores que prefieren la marca de
cigarrillos 4 es 21 % y la proporcién de fumadores que prefieren la
marca de cigarrillos B es 12 %.

2. Los intervalos de confianza para la proporcién establecidos por (6.34).
Luego, se tiene del enunciado que:

Marca A B
. x+2 | 42+2 18+2
0, = =0,2157 =0,1299
YT +4 | 20044 150+4
Estas nuevas proporciones son superiores a las iniciales.
s Marca A:
1Co,08(p4)

_{g 041-06,) - 04(1-04)
=194 — 20,99 HAT,@A+ZO,99 nAT

11 2,825 [11 40 1 ,3256 (11 )
1

Entonces, la proporcién de fumadores que eligen la marca de

[a—
NO
o
(a]

O

- (5_1_ vooa V51 5151 T 904 ¥ 51 7
= (0,1487; 0,2826) .

cigarrillos 4 estd entre 14,9 % y el 28,3 % con una confianza del
98 %.
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s Marca B:
1Co,98(pB)
. 0p(1-0p) ~ 6p(1 - 0p)
= (93 20,99 gt d 0B + 20,99 np

10 z 395 /10 67 10 z 395 QX6_7
77 57T 77 77
= (0,0669; 0,1929) .

Luego, la proporcién de fumadores que eligen la marca de ci-
garrillos B estd entre 6,7 % y el 19,8 % con una confianza del
98 %. o

6.5.2. Intervalo de confianza para diferencia de
medias de dos poblaciones independientes

Sean X1,Xq, ...,X, variables aleatorias iid tal que X; ~ N(/,tx,O')%) y
Y1,Yo, ...,Y, variables aleatorias iid tal que Y; ~ N( ,uy,(rlg), donde las
muestras aleatorias son independientes entre si. Nos interesa estimar la di-
ferencia de sus medias poblacionales. Se consideran tres casos: varianzas
conocidas, varianzas desconocidas pero iguales a nivel poblacional y varianzas
desconocidas pero distintas a nivel poblacional.

6.5.2.1. Caso de varianzas conocidas
Cuando las varianzas poblacionales se conocen se tiene que:
2 2
N o } o
X Y
Xn~N(ﬂx,—) y m~N(uy,—)
n m

2 2
_ _ g g,
X Y
Xn_Ym’”N(ﬂX_,uY, + );
n m

luego la variable pivotal puede ser dada por:

(X = Yo) = (px — pv)

~ N(O,1).
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Usando el resultado del ejemplo 6.16 se tiene que:

IC(I—Q)(;“X - IlY) = (Xn =Yy e QO—X Ya

)
)

N w <

S "<qm MQ

2 n m

_ _ g g,
= (Xn_Ym_zl—a _X _Y; X +_) (6 36)

Ejemplo 6.21. Retomando el ejemplo 6.17, sobre las dietas en ratas. Encontrar el
estimador por intervalo para la diferencia media de los pesos (en gmmos) de las dos
dietas al 90% de nivel de confianza, suponga que o> 4 =180y O'B 3000.

Solucion. Se sabe que:

g =x4 =274,7 ny =10
ap =xp =535,5 ng =8,

luego, el intervalo de confianza para la diferencia de medias con un nivel de
confianza del 90 %, estd dado por la expresién (6.36):

1Co,9(pa — uB)
180 3000
274,7 - 535,5 - 1,645 T T,
180 3000
274,7 - 535,5 + 1,645 T T)

= (- 293,4;-298,2)

I1Co9(uB — pa) = (228,2;293,4).

Por tanto, la diferencia media en el peso (en gramos), ug — w4, de las ratas
a los 64 dias de aplicadas las dietas A y B estd entre 228,2 y 293,4 gramos
con un nivel de confianza del 90 %. o

6.5.2.2. Caso de varianzas desconocidas que se pueden
considerar iguales a nivel poblacional

Cuando las varianzas poblacionales no se conocen, pero se puede suponer

2 _ 2 _ 2

que oy = oy = 0~ se tiene que:

X

2 2
_ o - g
Xn NN(/JX,_) y YmNN(,uY’_)~
n m



Intervalos de confianza « 351

Luego, la expresion (6.35) queda:

2 2
Xn _Ym ~N (/JX - :uY,o-_ + O-_)
n m
En este caso, la variable pivotal es dada por:
%~V — (px -
n m (/JX ,UY) N N(O, 1)
1 1
TNt w
Por la expresion (6.23) se tiene que:
n— 1 9 9 m — 1 9 9
3 5%, > Xy y 5%, " Xw-1p

n _C K m _ .

donde Sf(” = ﬁ 'Zl (Xi - X)Z y Sém = ﬁ 'Zl (Y; - Y)z. Como las dos
1= 1=

muestras son independientes, y considerando el caso particular del ejemplo

2.12, cuando 1 = %,

1
14 ~gamma(r,,, §)

1
V + W ~ gamma (n, +rw,§)

2
2 2 2
V~X27'v’ W~X27w y V+W~X27'v

1
W ~gamma (rw, —)

+2r,?

luego,

m—1
o2 S)gm ~ X3—1+m—l’ (6.37)

por tanto la variable pivotal, siguiendo el ejemplo 6.15, es:

Xn _Ym - (,UX _NY) X!l _?ﬂl - (IJX _.UY)

2 2 1,1

fos fos 42

_ T+7 _ /g/ n+m
Oxy = =

n—1 ¢9 m—1 Q¢ P P
SRS, \/ (1=1)$3 +(m=-1sE
n—1+m-1 — - -
e n+m—2
Sl’
Xn _Ym - (MX - ,UY)
= N =T ~ tysm-2-
1
Sp\uw t
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El estimador de la varianza o2 es el promedio ponderado

2 _ . ¢2 92 _ n-1
Sy = PSy, +(1- p)Sm con P_—n+m—2’ (6.38)

conocido como varianza ponderada o pooled. Para encontrar un intervalo de
conflanza para uy — uy, se parte de:

l-a=Pla<Qxy<b)=P(Qxy<b)—P(Qxy <a)
= P(T < b) - P(T < a).

Sustituyendo Qx y se tiene que:

=P(as,, s = (X =Y) < =(ux = py) < bSpaf; + ﬁ—(Xn—Ym))
_P(X,, Vo =08y 2+ L <y — py < X, Y—aS,m/%+%).

El intervalo de confianza del 100(1 — @) % para ux — uy es dado por:

IC(I—a) (/JX - ﬂY) (Xn Ym bSp\[ m ’Xn Ym - aSp\[% %) ’

la longitud L; de este intervalo es proporcional a Sy, ya que:
Li = X%, - ¥ — aS ,/1+l— X =¥~ bS w/1+l
1 = An p n m n p n m

1 1 1 1 1 1
=bSpq[—+——aSyy|—+ —=(b—a)y/—+—S,.

n o m n o m n o m

Usando multiplicadores de Lagrange, de forma similar al ejemplo 6.16, se
tiene el sistema de ecuaciones

—Sp\/l l Agr(a) =0 & Sp\/l l = —Agr(a)
n o m n o m

Spw/l l +Agr()=0 o Sp\/l 1 =—Agr(b)
n m n o m

/_ dGT(t)—/_a dGr()—(1-a)=0,  (6.39)

P(T<b) P(T<a)
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luego,
-Agr(a) = -1gr(b) < gr(a)=gr),

puesto que la fdp z-Student dada en (2.61) es simétrica alrededor de cero,
cuando a = b 0 a = —b, no obstante, a = b implicaria que 1 — a = 0, lo cual
no es admisible, entonces, la solucién es @ = —b. Reemplazando en (6.39):

P(T<b)-P(T<a)-(1-a)=0

P(T<b)-P(T<-b)=1-«a
———
1-P(T<b)
2P(T <b)-1=1-a

P(T<b=%2=1-¢,

a . Asi el intervalo de

luego b =t a y, por tanto, a = _tn+m—2,1—§

n+m—2,1-
confianza del 100(1 — @) % para ux — uy de minima longitud es dado por:

]C(l_a) (,UX - :uY) = (Xn - )_]m - bSp % + %,Xn - Ym - aSP % + ’—b)

m?’

dondet], =t

IR

n+m—2,1-

Ejemplo 6.22. En un estudio realizado en el municipio de Sasaima para evaluar
la respuesta de la pitahaya a dos tipos de fertilizacion [72], se midid, entre otras
variables, el peso de los frutos en dos cosechas del afio 1989. Se seleccionaron algunos
datos para el ejemplo, que se presentan en la tabla 6.2.

Tabla 6.2. Pesos promedios del fruto de pitahaya en gramos, dos cosechas
del afio 1989

Cosecha A Cosecha B
1454 | 114,1 | 1844 | 155,56 || 226,83 | 152,7 | 179,56 | 192,1
150,2 | 153,7 | 229,6 | 162,56 || 178,56 | 1424 | 185,9 | 177,1
120,2 83 202,3 217,1 | 158,9 | 192,6 | 146,9
217,1
Fuente: adaptada de [72].

Encontrar el intervalo de confianza al nivel 95 % para la diferencia media de los
pesos promedio del fruto de pitahaya en las dos cosechas consideradas.

Solucion. A continuacién se muestra el procedimiento:
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1. Los promedios y las varianzas estimadas para cada cosecha son:

fia =4 = 150,0818 ng=11 5% =1620,198
fip = ip = 182,0846 np =18 52 = 740,8981

2. Se verifica si se pueden considerar las varianzas poblacionales iguales
(de los pesos promedio de los frutos), para ello se construye un intervalo
de confianza para el cociente de las varianza, ver expresion (6.33), y
se verifica si incluye el 1, de ser asi se dice que los datos apoyan el
supuesto de varianzas poblacionales iguales. En este caso, se utilizara
un nivel de confianza del 90 %.

: s s
ICo00|—5 | =[Foo . =5 00 . =
0,90 0’5 02&,15—1,11—152 1—02“’,13—1,11—15123)
1620,198 1620,198
=10,3632 X =——2——;2,913 X ———o———
( oS X 710,808 70 740,8981)
=(0,79;6,37).

Como el intervalo incluye el 1, se considera que las varianzas pobla-
cionales son iguales.
3. Usando la expresiéon (6.38) se calcula la varianza ponderada:

(ng—1)S%+ (np—1)S3

SQ
P nA+n3—2
_ (11— 1D)(1620,198) + (18 - 1)(740,8981) _ ¢ 5o
11+18-2

luego, los grados de libertad sonny + ng — 2 =11 + 13 — 2 = 22.
4. El intervalo de confianza para la diferencia de medias es:

; - 1 1
Xy-Xp—1t Spr|— + —;
( AT T R0\ +n3

i} , 1 1
XA—XB +t22’1_¥SP — + — | =

ny ng
150 — 182 - 2,074(33 77)w/ ! + L
’ ’ 11 18°

1 1
150 - 182 +2,074(33,77)y[ 17 + E)

= (-60,7; - 3,3)
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(3,8;60,7).

Entonces el intervalo de confianza al nivel 95 % para la diferencia de
medias, up — uy4, de los pesos promedio del fruto de pitahaya en las
dos cosechas consideradas es entre 3,3 y 60,7 gramos. uf

6.5.2.3. Caso de varianzas desconocidas y distintas a nivel
poblacional

Este problema es conocido como el problema de Behrens—Fisher (ver [70] o
[49]). Varias aproximaciones se han realizado para solucionarlo, pero las
mads conocidas son las propuestas por [90] y [91]:

2 2
_ (oa _ g,
Xn"‘N(,UX; X) y Ym’”N(/lY,?Y)-

n

Por la expresién (6.35) se tiene que:

) _ a';f o2
Xn_Ym"’N HuX — Hy,— + —1,
n m
Luego, i i
Xn - Ym - -
(x = py) ~ N(0,1).
ol o?
Wt
Por la expresién (6.23) se tiene que:
39X, ™ X(u-1) y N, Y X1y
9x Ty

n—
i=1

donde S}%N = 11 .Z (Xi - X)2 y S?m = m+1 ;1 (Y; - Y)Q. Como las dos
muestras son independientes, a partir de (6.37) se llega a

2
O.Q SXU + 0.2 SYm X(7l_1+m_1)
X Y

luego, siguiendo el ejemplo 6.15, la variable pivotal es:

Xn _?/71 - (IlX _IJY)
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que depende tanto de oy como de oy. Este problema fue tratado recien-
temente en [27]. La férmula dada en [90] para aproximar los grados de
libertad (g./. = v1) de la distribucién ¢-Student es:

1 y? -l
vlz(y+1)2x(n_1+m_1) , (6.40)

donde y es un factor que es funcién del cociente de varianzas:

e
y=—=. (6.41)
m SX
En [91, p. 82] se modifican los grados de libertad (g./. = v9) de la distribu-

cién t-Student por

2 1 7’2 -
vg = (y+1) X(n+l+m+l) - 2. (6.42)

De acuerdo con [80] estos grados de libertad satisfacen que:
min{n —1l,m—-1}<vy <ve<m+n-2
y, los valores tabulados de la distribucién ¢-Student cumplen que:
Lman-2,1-a) < Ly, 1-a) < L), 1-a) < tmin{n-1,m=1},1-a), 0 < a <0,5.

Si se desea un intervalo de confianza conservador, se usaria vq, pero dado
que v1 no es un entero, [80] propone que se interpole el valor de t(,, 1-q),
por ejemplo, como sigue:

Loy 1-a) = (V1 = [V1])t(u]+1,1-0) + (1 = (W1 = [V1D))EQui] 1-0),  (6.48)

donde [x] = max{k € Z | k <z} y el intervalo de confianza del 100(1 —a) %
para ux — uy es dado por:

L /52 sz /52 52
X, =Y, -1\ 2+ 5%, -V, +/\ = + L, 6.44)
n m n m

Ejemplo 6.23. Considerando la informacion del ejemplo 6.17, sobre las dietas en
ratas. Encontrar el estimador por intervalo para la diferencia de medias de los pesos
(en gramos) de las dos dietas al 90 % de nivel de confianza.

IC( o) (ux — py) =

[
donde ¢’ = t(vl,l—%)'
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Solucién. A continuacién se muestra el procedimiento:

1. Se sabe por los datos obtenidos en la muestra que:

Qg =a4=274,7 ny =10 s2=124,9
fip = i = 585,5 ng =8 52 = 4762,2857

2. Se verifica si se pueden considerar las varianzas poblacionales iguales
(de los pesos promedio de los frutos), para ello se construye un intervalo
de confianza para el cociente de las varianza, ver expresion (6.33), y
se mira si incluye el 1, en cuyo caso se dice que los datos apoyan el
supuesto de varianzas poblacionales iguales. En este caso, se utilizard
un nivel de confianza del 90 %.

2 2 2
o S S
ICo.00 (-2 | =|Fu. LF, o .
0,90 (O'j “%,10—1,8—15/2[ 1—“2“’,10—1,8—15/2’)
o 4762,9857 . . 4769,9857
= (0,304 X w, 3,6()7 X W)

=(11,5796;140,1872).

Como el intervalo no incluye el 1, se considera que las varianzas
poblacionales no son iguales.
3. Los grados de libertad se hallan con las expresiones (6.40) y (6.42):

10 4762,2857

Y =% X "Toro = 47,661
1 47,6612 ]
_ 2 ’ _
1 = (48,661) xl10_1+ o ] = 7,294325

-1

! (47,661)" -2="7,378224

ve = (48,661)% x TS

Luego, [v1] = 7 y usando la expresion (6.48) con a = 0,05,

t(vl,(),f)5) = 0,294325 X t(g’(),g)5) + 0,705675 X [(7,0,95)
=0,2943825 x 1,860 + 0,705675 x 1,895 = 1,8847,

4. El intervalo de confianza para la diferencia de medias es:
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~ _ SQ S2
ICo,90(pa — pB) = Xq-Xp—t, | 0w )
? 2 ny nB
_ _ SZ SQ
Xy—Xp+1 1_0.10\[— + —
YT Ny np
(274 753551 8847\/ 124,9 476282857,

974,7 - 535,5 + 1,8847\/124’9 4762’2857)

0 T 3
= (- 807,2637; -214,3362)

[Co.00(ps — 14) = (214,3362; 307,2637).

Por tanto, la diferencia de medias en el peso (en gramos), up — u4, de
las ratas a los 64 dias de aplicadas las dietas A y B estd entre 214,1 y
307,5 gramos con un nivel de confianza del 90 %. o

Nota 6.9. En el ejemplo 2.21 se establecic que a medida que los grados de libertad
de la distribucion t-Student aumentan, la fdp t-Student se aproxima a la fdp normal
estandar. Cuando el tamasio de muestra es mayor a 30, los valores tabulados de la

t-Student son similiares a los valores tabulados de la distribucion normal estandar.

Nota 6.10. Las instrucciones en R para una simulacion sobre el concepto de
intervalos de confianza, cuando los supuestos no se cumplen y su afectacion en la tasa

de cobertura, son dadas por [8, p. 9].

library(animation)
remove (list=1s())
tstatistic=function(x,y) # funcion que calcula el estadistico t

{

mi=length(x); nl=length(y)
sp=sqrt(((m1-1)*sd(x)*2+(n1-1)*sd(y)*2)/(m1+n1-2))
difmedia=mean(x)-mean(y)
LInf=(mean(x)-mean(y))-qt(1-level/2,nT+m1-2)*

(sp*sqrt(1/m1+1/n1))

LSup=(mean(x)-mean(y))+qt(1-level/2,n1+m1-2)*

(sp*sqrt(1/m1+1/n1))

t=(mean(x)-mean(y))/(sp*sqrt(1/m1+1/n1))
intervalo=c(difmedia,LInf,LSup,t)
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return(intervalo)
3
# valores para la simulacidén como: alpha, tamafios de muestra y
# numero de intervalos
level=.1; m1=10; n1=10
n.sim=100 # numero de simulaciones
n.reject=0 # para contar los rechazos
simul=NULL # considera diferentes escenarios
for (i in 1:n.sim) {
#x=rnorm(m1,mean=0,sd=1) # simulates xs from population 1
#y=rnorm(n1,mean=0,sd=1) # simulates ys from population 2
#x=rnorm(m1,mean=0, sd=1)
#y=rnorm(n1,mean=0,sd=10)
x=rt(m1,df=4)
y=rt(n1,df=4)
#x=rexp(ml,rate=1)
#y=rexp(nl,rate=1)
#x=rnorm(m1,mean=10, sd=2)
#y=rexp(nl,rate=1/10)
simul=rbind(simul,tstatistic(x,y)) # calcula el estadistico t
# para cada simulacion
if (abs(simull[i,41)>qt(1-level/2,n1+m1-2))
n.reject=n.reject+1 # Rechaza si |t| excede el valor critico
3
n.reject # imprime el numero de rechazos
# instrucciones para el grafico - modificacidn de
# la funcion conf.int
yO=simul[,2]; yl=simul[, 3]
rg = range(c(y0, y1))
cvr = y0<0&yl >0
xax = pretty(l:n.sim)
oopt = ani.options(interval = .1)
for (i in 1:n.sim) {
plot(1:n.sim, ylim = rg, type = "n", xlab = "Muestra",
ylab = "Intervalo de confianza",xaxt = "n")
abline(h = 0, 1ty = 2)
axis(1, xax[xax <= i])
arrows(1:i, yo[1:i1, 1:i, y1[1:i],
length = par("din")[1]1/n.sim * 0.5,
angle = 90, code = 3, col = cvr[1:i] + 1)
points(1:i, simul[1:i,1], col = cvr[1:i] + 1)
legend("topright", legend = format(c(i - sum(cvr[1:i]),
sum(cvr[1:1i])),width = nchar(n.sim)),bty="n.sim",ncol=2)
legend("topleft", legend=paste("Tasa de cobertura:",
format(round(mean(cvr[1:1]),3),nsmall=3)),bty="n.sim")
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ani.pause()

3

ani.options(oopt)

6.5.3. Intervalo de confianza para diferencia de
medias de dos poblaciones no independientes

X1\ (Xo) (X3 X -
Sean (Yl) , (Yg) , (Yg) e, (Yn) vectores aleatorios iid tal que
X Mx ci  poxoy
N2 ’ 2 ’
Y py)’ \poxoy oy

luego,

E(X1)=pux v EM)=py
\/(Xl) = 0-)2( y \/(Yl) = O-)g y C@W(XI,YI) = poxoy
EV -X)=pm-px y V1-X)=0f+0y-2poxoy.

_ n
SiD; =Y; - X, yD, = % > D;, entonces:
i=1

D; ~N(#Y — px, 0f + 0 - QPO'XUY)

9
)

_ o2
Dy ~ N\ uy — pux,— |
n
En este caso, la variable pivotal es dada por:

Dn - (ﬂY - ﬂX)
)

vn

~ N(0,1).

Del ejemplo B.6 se tiene que:

O_I%_SD,n ~ X-1 con SD,n =1 ZI: (D; - D)7,
1=

siguiendo el ejemplo 6.15, la variable pivotal es:
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Dn - (#Y 7/—‘)()

é ‘/%[Dn - (,UY_,UX)]

1 peTg2 ) Sp.n
p/f%/ D,n

Para encontrar un intervalo de confianza para uy — ux, de forma similar al
ejemplo 6.16, se encuentra que el intervalo de confianza del 100(1 — ) %

Qp =

~Ln-1)-

para py — ux es dado por:

- Sp - Sp
IC(1—a)(py — px) = (Dn - ln_l,l_%%,Dn + ln_l,l_%% . (6.45)

Ejemplo 6.24. De acuerdo con [84], respecto a un estudio en la Universidad
de Séo Paulo donde se evaluaba el efecto de ingerir sodio en la presion arterial de
pacientes hipertensos, en la tabla 6.8 se presentan los datos.

Tabla 6.3. Ingestion de sodio en la presién arterial sistélica (mmHg)

Paciente | Bajo teor de sodio | Alto teor de sodio | D; (Alto-Bajo)
1 138 1438 5
2 147 154 7
3 146 147 1
4 154 147 -7
5 142 157 15
6 156 158 2
7 134 164 30
8 146 156 10
9 143 151 8
10 175 182 7
11 156 151 -5
12 117 116 -1
13 157 154 -3
14 143 149 6
15 127 126 -1
16 134 138 4
17 112 115 3
18 144 159 15
19 117 124 7
20 128 125 -3

Fuente: adaptada de [84, p. 13].

Suponiendo que la distribucion de las diferencias es normal, calcular un intervalo
de confianza al 95 % para la diferencia media de la presion arterial sistélica entre las
dos dietas.
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Solucion. A partir de los datos de la tabla 6.3, se tiene que:

D=5y  shgy=70,84211,

Usando la expresién (6.45) y el valor tabulado en la tabla C.2:

Sp ~ Sp
I1C - =D -t 5 —; Dy + L, 05—
0,05 (1y — px) ( zo_l,l_%\/ﬁ n 20—1,1—%%

70,84211 70,84211
—(5—2,093 T’5+2’093 T)

= (1,06; 8,94).
Asi, la diferencia media de la presién arterial sistélica entre las dos dietas,

alto teor de sodio menos bajo teor de sodio, estd entre 1,06 y 8,94 mm Hg
con un nivel de confianza del 95 %. o

6.5.4. Intervalo de confianza para diferencia de
proporciones de dos poblaciones

independientes
Supoéngase que X11,X19, ...,X14, ...,X1,,, son variables aleatorias iid tal
que X1; ~ Ber(p1) y Xo1,Xo9, ..., X9, ...,Xg ,, son variables aleatorias

iid tal que Xo; ~ Ber(p9), donde las muestras aleatorias son independientes
entre si. El intervalo de confianza del 100(1 —a«) % para p| —p9, recomendado
para este caso es dado por [2] (ver [21, p. 111]),

(ﬁl — 5 _zl_%\/i)l (1-p1) P2 _PQ)’

ni ng

ni ng

- eI
PI_P2+21_%\/P1( py) P2 (1-p9) ’

donde p; = - (1 + i in) parak = 1,2.
i=1

np+2

Ejemplo 6.25. Considerando la informacion del ejemplo 6.20, calcular un inter-
valo de confianza del 95 % para la diferencia entre los porcentajes de preferencia por
las marcas de cigarrillo.
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Solucion. Se sabe que:

g,

Marca | a = ;1 x; e = %
A 200 49 S =0,2129
B 150 18 L8 = 0,125

Luego,

pa(1—=p4) +133 (1-7B)
ny ng ’

IC1-a) (P4 —PB) = (ﬁA - P - zl_o,zos\/

pa—ps +zl_0,£.5\/ib/1 (d-py) P50 —PB))

ng np

0,2129(1-0,2129) 0,125 (1-0,125)
200 150

= (0,2129 -0,125 - 1,96\/

J

O,2129—O,125+1,96\/ 900 50

= (0,0108,0,1655).

Por tanto, un intervalo de confianza del 95 % para la diferencia entre los

porcentajes de preferencia por las marcas de cigarrillo, marca 4 menos marca

B, estientre 1 %y 16,5 %. o

6.6. Estimacion bayesiana por intervalo

De manera similar al intervalo de confianza cldsico, en el andlisis bayesiano
se puede calcular un intervalo bayesiano del 100(1 — @) % empleando la
distribucién a posteriori.

Teorema 6.3. De acuerdo con [57, p. 8], si X1,Xg, ..., X, son variables aleato-
rias iid normales con media p y varianza conocida o2, y la distribucion a priori de
la media poblacional es una distribucion normal con media conocida © y varianza
conocida 2. Entonces la distribucion a posteriori de la media poblacional es una

distribucion normal con media i, 'y varianza 2, donde,

0'2/n 72 _ —9 72 o2

+ Ty o=
o?/n+ 12 o?/n+ 12 "

ﬁn = (6.46)

o2/m+7e

Demostracion. Si la muestra aleatoria es x = (x1,x9, . . . ,x,), entonces,

0,2129(1-0,2129)4_0,125(1-0,125))
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= Distribucién a priori:

N R 1(u-9)\
f(#,ﬂ,T)_ﬂ(ﬂ)_\/%T CXP{—Q( T ) }

» Distribuciéon modelo:

1 19%—/12
(a1 | 1) = ex ——( ) k=12,
f s \/%0' p{ 2 g

La fdp de la muestra es:

f(xm)—gf(mu)-(@g) exp{_gk

= Distribucién conjunta:

3 =
—_
8
=~
S
=
~————
\e}
——

s p) =[x | wr(p)
I e | AT
~Vare) P24 Vorr P72\«

e (2 |
!

L
1 { 1["1%—2wm+u2 12— 2ud + 92
exp i — +
k

(271)%0'"7 2 =1 o? 72
1| & ()2 (ﬁ)z
expi—s &) 4 (2
p{ 2 :1(”) T { p[nu—Qn:? /J—Qﬁ}
= eX - a [y [y )
(271)%0'"7 Pl7e 2 72
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» Distribucién marginal:
f@ = [l o du
n 2
conl-4[£ @ (2)]]

k=1 1 .
=/ ntl €Xp {_§ [(l,,/.lQ —Zﬁ,,y]}d,u
—oo @n) 2 ot
noo9 2
ewf-b| £ @+ ()]} .
k=1 ay 2 ﬁn
= 1 / exp{—? [ﬂ —2—/1:|}d/l
(QH)TO'"T —00 [e23

1 + ( | _a_:|} « 2
=1 " ay ﬁn
= S expi-or\u— =) du
2n) 2 o't - @n
nooo. 9 2 2
ew (4] 3 @+ () - 2|

(QH)% @, 0"t

s Distribucién a posteriori:

e L

n 2
CXP{—% [M+z§>\}}exp{—% (s = 2B p]}
(27‘[)%0'"‘[' 2

(271')% @, 0T
Va, 1 B;f 1
=——expi-g = texpi—5 [@np® - 2B u]
(2m)? 2 2

ay
_ 1 an Bn 2
_ﬁ exXp {—5 (/.l - a—n) } y (647)

es decir,
nx 9
— Pu_potm o o? nt?  _
n — - P - C
@, L4+t o?2+nt?2 o247
g T
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o?/n .
3, entonces,

sl w, = 5+
n o2 /n+t

0_2
,U|a}~N Cl)nﬂ‘l'(l_w")“%’(l_w")_ ’ o
n

Nétese que i, es el promedio ponderado de la media muestral () y la
media a priori (). Como ambas ponderaciones estdn entre 0 y 1 y suman 1,
la media a posteriori @i, siempre se encuentra entre x y . Esto significa que
tanto * como ¢ influyen en la estimacién a posteriori de u,. Por otra parte, el
valor 0, es menor que la desviacién estandar a priori () y que la desviacion
estandar de Z, es decir, o /4/n. Esto sugiere que la estimacién a posteriori o,
es mds precisa que la a priori y que los datos muestrales.

Teorema 6.4. De acuerdo con [57, p. 26], si X1,Xo, . . ., X, son variables aleato-
rias iid normales con media conocida u y varianza desconocida o2, y la distribucion
a priori de o2 es una y %-inversa escalada con pardmetros conocidos («; KO'(?).
Entonces la distribucion a posteriori de la variable:

2 2
Koy +nS;

1 n
2 2_ Z )2
0_2 ~ X(Vl) con Sx - n Zl(xl IJ) ’

donde vi = k + n.
Demostracion. Sila muestra aleatoria es x = (x1,x9, ... ,x,), entonces:

= Distribucion modelo:

G 1 1 1"—[12
. 2\ _ - i C_
f(szU)——QﬂGQexp{ 2( )} i=1,92,...,n.

La fdp de la muestra es:

f(xla'Q)Zlilf(JCi|0'2):(ﬁ)ne)(p _% (Ii;ﬂ)2

o

(1) n 82
“\2n02 P 202"

s La [dp a priori es la distribucién gamma inversa, cuya fdp se define

sobre el apoyo x > 0:

a-1
e o) "ol 2)
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con parametro de forma y parametro de escala (@, 8). Si X tiene una
distribucién de gamma inversa con @ = k/2, B = 1/2, entonces se
dice que X tiene una distribucién chi-cuadrado inversa, i.e, x 2. Una
parametrizacién apropiada es como una distribucién chi-cuadrado
inversa escalada con parametros k y KO'(% grados de libertad®’; es decir,
la distribucién a priori de o2 se toma como la distribucién de K(Tg /X,
donde X es una y 2 variable aleatoria. Usamos la notacién conveniente
2 -2

yero no estandar, o* ~ 5. -
I , X (eoxor?)

s Distribucién conjunta:

f(x;0?) =f (x| e)n(a?)

n 2 o\ £+1 c
1 2 n Sf kol ko2\2" KO'(f

= expi———=1. > exp{ —
Qo2 P 202 F(g) 202 P 202

s Distribucién marginal:

@ =[Sl eaiehio?
0
0 c o2 g
=/ iﬂ ZK ( O,ZKH exp {—%(KO'(?+7ZS§)}(10'2,
o m2 I'(%) (202) 20
haciendo el cambio de variable:

1 1
= ﬁ(lm’g + nSf) = du = —ﬁ(mg + nSf) do?,

39Si una variable aleatoria X se distribuye como una distribucién chi-cuadrado, entonces
Y = % se distribuye como una chi-cuadrado inversa (usando el teorema 2.7):

1
y_(é"'l) exp {—5} .

A su vez, la distribucién chi-cuadrado inversa escalada X(_]er(rQ) tiene como fdp

b=~

(3)
r(§)

fOlk) =

(’%2)é (441 ko?
[(xlk,o) = F(é) x\2 exp{—%}. (6.48)

Si una variable aleatoria X se distribuye como una distribucién chi-cuadrado inversa

2 o .
escalada por ko2, entonces Y = ’% se distribuye como una chi-cuadrado.
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sustituyendo en la integral y usando la expresién (1.23):

KC'2 9 00 nj—x_l
f(x) :in'( (/)() ‘/0' ( “ n+k exp{_u}du
2

/<0'§+nS§)T
L (eod)? T
;(K0'2+n53)% F(%)
Air(y)

K0'2 K/2 1 n/2
_B(K/Q:"/Q) (KO'(;Z+nS§) (K03+n53) '

= La fdp a posteriori resultante para o es:

f(x;0?)

2
T\O X)= —/———
) (K(Tg)g ox {_kO'gHsz}

£ T(5) (202) 2!

K
2)7 n+k
1 (’“"0 (")
Py nTK X
ﬁ(Kc’é+nSﬁ) ? T(\f\)\

n+k

(KO'(% + nSf)2 (o2)~((n+x)[2+1) kol +nS?

9 F(n;x) eXpy— 20-2

Al comparar con la fdp dada en (6.48) se tiene que:

2 -2

o |lx~ .
| X("]lef)
donde

VI=K+mn, y Vle:K0'5+nSj,

luego la distribucion a posteriori de o2 condicionada por la observacion de
la muestra, es una y 2-inversa escalada con v; grados de libertad iguales a
la suma de los grados de libertad anteriores y el tamafio de la muestra, y
escalada por v;.S 12 igual al promedio ponderado de grados de libertad de las
escalas anteriores y de datos; o equivalentemente,

2
v15; 9
o2 L~ Xy

Nétese que el valor
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es el promedio ponderado de la varianza muestral (S2) y la varianza a priori
(0‘3) Los pesos son adecuados pues valores grandes de « implican un cono-
cimiento bastante preciso de o2 antes del experimento y valores grandes de
n corresponden naturalmente a mucho mds conocimiento de la muestra. &

DEFINICION 6.10. De acuerdo con [78, p. 59], si n (0 | x) es cualquier distribucion
a posteriori de 0 después de observar x, el intervalo 01, < 6 < 0y se denomina
intervalo de confianza bayesiano del 100(1 — «) % para  si:

Oy
/ 70| x)df=1-a.

oL,

O equivalentemente

oL, oo
/ 7(6 | 2)d6 =/ 20 x)do = 2. (6.49)

o0 o0y

Ejemplo 6.26. Supongase, como en [89, p. 716], que X ~ Bin(2,p) y la
distribucion a priori de p es uniforme en el intervalo (0,1). Encuentre el intervalo
de confianza bayesiano del 95 % para p, si se observa x = 0.

Solucion. En este caso:

s Distribucién modelo: dado que X es binomial entonces,

2 C
[ (zlp) = Bin(x;2, p) = ( )quz_l, x=0,1,2
x
» La distribucién a priori de p es uniforme en el intervalo (0, 1), es decir,

n(p) =1, para 0<p< 1.

» La distribucién marginal de x se puede calcular a partir de (1.22)
como:

1 1
e = [ saprrap=2) [ra-pra
T(3) M+ DIB-1) T3 1

T+ I3 -2) T(4) “T@) 3

En la integral anterior se expresé tanto la combinatoria como la funcién
beta en términos de la funcién gamma.
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s La distribucién a posteriori de p, dado z, es:

C)p¢*™  T(A)pr(1-p)2e
1/3 T+ D@ -a)’

x(ple) = 0<p<l.
Es decir, esta distribucién a posteriori sigue una fdp beta con pardmetros
a=x+1lypB=3-=x.

Por lo tanto, si se observa x = 0, la distribucién a posteriori de p es una
distribucién beta con pardmetros (1, 8), es decir, 7(p|0) = 3(1 — p)?, para
0 < p < 1. Por consiguiente, si se desea un intervalo de confianza de 95 %,
se necesita encontrar 67, y 6y en la expresion (6.49), tales que:

oL
0,025 :/ 3(1-p)?dp=1-(1-6.)°
0

1
0,025 = / 3(1-p)2dp=(1-6y)3.

ou

Las soluciones de estas ecuaciones dan como resultado:
6 =0,0084 y 8y =0,7076.
Por lo tanto, la probabilidad de que p € (0,0084;0,7076) es de 95%. &

Nota 6.11. Para una poblacion normaly el caso normal mostrado en el teorema 6.8,
dado que la media a posteriori pu, es el estimador de Bayes de la media poblacional
u, el teorema del limite central bayesiano que aparece en [10, p. 224] indica que, en
condiciones de regularidad, la fdp a posteriori se aproxima por la fdp normal v, por
lo tanto, el intervalo de confianza bayesiano para u de 100(1 — @) % estd dado por:

IB(I—&) (,u) = (,Hn - zl—a/25—n; My + Zl—a//Qa-n) ’ (6.50)

donde , v o, son dadas en (6.46), el cual se centra en la media a posteriori
y contiene 100(1 — @) % de la probabilidad a posteriori. Los limites también se
pueden determinar a partir de (6.49) usando la fdp a posteriori dada en (6.47).

Aligual que con el teorema del limite central cldsico, la aproximacion mejora a
medida que aumenta el tamafio de muesira.

Ejemplo 6.27. Segiin [89, p. 716], una empresa de equipo eléctrico fabrica
bombillas con una duracion distribuida aproximadamente normal y una desviacion
estandar de 100 horas. La experiencia a priori nos conduce a creer que u es un valor
de una variable aleatoria normal con una media 9 = 800 horas y una desviacion
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estdindar T = 10 horas. Si una muestra aleatoria de 25 bombillas tiene una duracion
promedio de 780 horas, calcule un intervalo bayesiano de 95 % para p.

Solucion. De acuerdo con el teorema 6.3, para n = 25, la distribucién a
posteriori de la media también es una distribucién normal con media

__(100)2(800) + (25)(10)%(780)

12 (25)(10)2 + (100)2

y varianza
~9 (10)2(100)2
95 = ¢ 9 p)
(25)(10)% + (100)

El intervalo bayesiano de 95 % para u es dado por la expresién (6.50):

= 80.

IBo,0 (1) = (796 ~ 1,96V80; 796 + 1,96V80) ,

I1Bo.o5(u) = (778,5;818,5) .

Por lo tanto, estamos 95 % seguros de que u estard entre 778,5 y 818,5. Por
otro lado, si se desconoce la informacién a priori acerca de u, se emplea
(6.80) para construir el intervalo de confianza cldsico de 95 %.

100 100
1Co05(u) = (780 - (1,96) == 780+ (1,96) =

o IC0795(,u) = (740,8;819,2), el cual se ve que es mds amplio que el
intervalo bayesiano correspondiente. uf

6.7. Tamano de muestra simple bajo
normalidad

Encontrar el tamafio de muestra es muy relevante ya que si es pequefio
puede ser poco significativa y si es muy grande se pierden recursos.

6.71. Tamano de muestra para estimar la media con
varianza conocida

El tamafio de muestra mds simple bajo el supuesto de normalidad se obtiene
de la longitud media méxima deseada, denotada por E, para el intervalo de
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conflanza para una media, cuando la varianza es conocida, es decir,

- (o g

IC1-o =X - @ —=,Ap @ —
(1-a) (1) ( - tz_g n)
X, —zl_ai) = 221_ai

- o

L[ =Xn+zl_g——
2 \n

Ly *1-57

5 = o =E. (6.51)
Despejando n de (6.51) se tiene que:
2,_a0
\/727 =k = zl_%(r =Evn
2, a0 2_a0 2
EQ =Vn = n= Ez ,
luego,
0'2 2
n= ﬂﬁzl_%ﬂ. (6.52)

Si el muestreo es sin reemplazo, se introduce el factor de correccién por
poblacién finita, en este caso (6.51) queda

E_Zl_%O' N—n
- VN-T

donde N es el tamafio de la poblacién, despejando n se obtiene

E_zl—%“ N-n _ YN-1E_ [N |
N -1 n Zl_%O' n
N-1DE2 . -1
n= HN[%%—ZQ +1 H (6.53)
(o8 -9

Ejemplo 6.28. De acuerdo con[19, p. 298], una tienda de donas estd interesada en
estimar su volumen de ventas diarias. Supongase que el valor de la desviacion estdndar
es 50. Si el volumen de ventas diarias se encuentra aproximado por una distribucion
normal, écudl debe ser el tamario de la muestra para que con una probabilidad de
0,95 la media muestral se encuentre a no mds de 20 del verdadero volumen de ventas
promedio?
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Solucion. De la informacion dada:

o =50 E =20
1-a=0,95 a =0,05

T g =%y = 1,96
-3

1,962

n=——x50%=24,01.
202

Concluyendo que se necesitan al menos 25 dias de muestra. of

6.7.2. Tamano de muestra para la estimacion de una
proporcion

En el caso de la estimacion de una proporcién, se tendria del ejemplo 6.18,
que la longitud media mdxima deseada para el intervalo de confianza para
una proporcién dado en (6.32) es:

~ An 1 - An ~ An 1 - An
Ly vey_g 2D [pn e /M]

21_% Vﬁn(l _ﬁn)

=9 N

L; z]_% Vﬁn(l_lﬁn)
5 = Nz =E. (6.54)

Despejando n de (6.54) se tiene que:

Z_a Vﬁn(l _ﬁﬁ)
R =E = z_aVh(1-p)=EVn
n

— — — — 2
zl—% Vpn(l _Pn) (zl—% Vpn(l _Pn))
n = n=

E - E

1571(1 _ﬁn) 92 N
n= ﬂTzl—% : (6.55)

Si no se conoce p poblacional ni se tiene una estimacién previa del mismo,
se toma p = 0,5, ya que una vez fijos los valores de a y E, el valor mdximo
de n se tendrd cuando p(1 — p) sea maximo y esto ocurre si p = 0,5.
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Si el muestreo es sin reemplazo, se introduce el factor de correccién por
poblacién finita, en este caso (6.54) queda:

Zl_% Vﬁn(l_ﬁn) N —n
i N-T

donde N es el tamafio de la poblacion, despejando n se obtiene que:

E =

2a Vbl =p0) [N, VN-1E N

E = = . /=_1
N-1 n zl—% Vﬁn(l_ﬁn) n
_ 2 -1
n =HN[M{% + 1] ﬂ (6.56)
Pn(l _Pn) ]_5

Ejemplo 6.29. De acuerdo con [19, p. 801], las compaiiias de auditoria general-
mente seleccionan una muestra aleatoria de los clientes de un banco vy verifican los
balances contables reportados por el banco. Si una compaiiia de este tipo se encuenira
interesada en estimar la proporcion de cuentas para las cuales existe una discrepancia
entre el cliente y el banco, écudntas cuentas deberdn seleccionarse de manera tal que
con una confiabilidad del 99 % la proporcion muestral se encuentre a no mds de 0,02
unidades de la proporcion real?

Solucion. De la informacion dada:

1-a=0,99 a =0,01
b =2,575

La = 20,995
2

E =0,02,

como p es desconocida entonces se considera p = 0,50, luego,

2,575%
n=— x0,50(1-0,50) =4144,14.
0,022
Por consiguiente, es necesario tomar una muestra de 4145 cuentas. o

6.8. Ejercicios

1. Considere a 8; como una constante conocida, encuentre un intervalo
de confianza para 09, basado en una muestra aleatoria X;,Xo, ...,X,,
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de una poblacién con fdp Pareto [62, p. 184], es decir,

096"
fx(z) = pos i 0.

. Bajo el escenario presentado en el ejemplo 6.15, y usando la cantidad
pivotal presentada en el mismo, mostrar que el intervalo de confianza
del 100(1 — @) % para 8 de minima longitud es dado por:

_ S - S
]C(l_“)(e) = Xu = %tl—%m—l » Xo + %tl—%;n—l) :

. Los pesos en onzas de una muestra de 15 paquetes de cereal son:

16,13 16,02 15,90 15,83 16 15,80 16,02 16,03
15,99 15,83 1591 16,04 16 16,08 16,15

Calcular intervalos de confianza a los niveles de (a) 80 %, (b) 90 %,
(¢)95 %y (d) 99 %.

a) Para el promedio del peso en onzas de los paquetes de cereal.

b) Parala varianza del peso en onzas de los paquetes de cereal.

¢) Suponiendo que la desviacién estandar poblacional es 0,06, reali-
ce de nuevo el item 3a.

. Para el ejercicio 3¢, écudl debe ser el tamafio de la muestra para que
con una probabilidad de 0,95 la media muestral esté a no mas de 0,02
onzas del verdadero valor del peso de los paquetes de cereal?

. En una encuesta realizada en la localidad de L.os Martires sobre ins-
talacién de gas natural y teléfono a 400 viviendas, se encontré que
234 tenian gas natural y 333 teléfono. Encuentre la estimacién por
intervalo para la proporcién de viviendas que tienen instalacion de:

a) Gas natural a los niveles de confianza del 95 % y 99 %.
b) Teléfono a los niveles de confianza del 95 % y 99 %.

. Sino se conocen datos de la localidad de Los Madrtires sobre instalacién
de gas natural, ¢cudntas viviendas se deben seleccionar para que con
una confiabilidad del 99 % la proporcién de viviendas con instalacién
de gas natural esté a no mas de 0,05 unidades de la proporcion real?
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7. Se usan dos mdquinas para llenar botellas de pldstico con un volumen

neto de 16 onzas. Supéngase que el volumen de llenado sigue una
fdp normal. El departamento de control de calidad opina que ambas
madquinas llenan el mismo volumen neto, sin importar si este volumen
es 16 onzas o no [64, p. 385]. En un experimento se toma una muestra
aleatoria de 10 productos de cada mdquina y los resultados son:

1 = 16,0132 s? =0,030480
T9 = 16,0070 s2=0,017670.
{Existen evidencias para considerar que las dos mdquinas llenan el

mismo volumen neto? Utilice un intervalo de confianza al 90 % para
justificar su respuesta.

. Los contenidos de elementos esenciales en tomates frescos y enla-

tados se determinaron mediante el método de espectro-fotometria
de absorcién atémica. El contenido de cobre en tomates frescos en
comparacién con el que los mismos tomates registraron después de
ser enlatados se muestra en la tabla 6.4. Encuentre el intervalo de
confianza del 90 % para la diferencia en el contenido promedio de
cobre de tomates frescos y enlatados, suponiendo que la distribucién
de las diferencias es normal.

Tabla 6.4. Contenido de cobre en tomates

Par | Tomates frescos | Tomates enlatados
1 0,066 0,085
2 0,079 0,088
3 0,069 0,091
4 0,076 0,096
5 0,071 0,098
6 0,087 0,095
7 0,071 0,079
8 0,073 0,078
9 0,067 0,065

10 0,062 0,068

. Una muestra de 180 tuercas de una cierta maquina probé que 15 eran

defectuosas, mientras que otra muestra de 110 tuercas de otra mdquina
di6 14 defectuosas. {Existen evidencias para creer que la proporcién
de tuercas defectuosas difiere entre las maquinas? Usar un intervalo de
confianza del 95 % para obtener la conclusién.
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)= = )= =2
sgp L(6;x) sgp L(6;a
sup L(0; x) sup L(0; x)
@0 _ 60 _
sup L(6; x) () = sup L(6; x) (@) -
e e
sgp L(6;x) Sélp L(6;a
)= sgp L(6;x) )= sgp L(6;a
sup L(0; x) sup L(0; x)
sup L(6; x) (@) = sup L(6; x) (@) -
e e
sgp L(6;x) S(l)lp L(6;a
(@) sgp L(6;x) (@) sgp L(6;a
sup L(0; x) sup L(6; x)
[ _ 0 _
sup L(6; x) (@) = sup L(6; x) (@) -
e e
sup L(6; x) sup L(6; a
)= ©o )= ©o
Slel)p L(6;x) sgp L(6;a
Scl)lp L(6;x) Sélp L(6;x)
0 _ 9o .
sup L(0; x) (@) sup L(0; x) (@) -
e e
sup L(0; x) sup L(0; a
(@)= 2tos A@) =
Sl@l)pL(@;aZ) sgpL(@;a
S(l)lp L(6;x) S(l)lp L(6;x)
0 _ 9 .
sup L(6; x) (@) = sup L(6; x) (@)
e e
sup L(6; x) sup L(6; a
)= 2 @) = =
sup L(6; x) sup L(6;
e ®
sup L(6; x) sup L(6; x)
= ()= A) -

sup L(6; x)
e
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El planteamiento de cualquier estudio estadistico tradicionalmente tiene
por finalidad comprobar si las premisas que se tienen sobre la poblacién
en estudio se pueden aceptar como correctos o se deben considerar falsos.
Este capitulo tiene como finalidad presentar los conceptos y aplicaciones
de la teoria de las pruebas de hipétesis, la cual estd relacionada a la de los
intervalos de confianza, por ello, se dardn las respectivas interpretaciones
para distinguir claramente entre los dos dmbitos.

71. Elementos basicos de pruebas de
hipotesis

DEFINICION 7.1. Segiin [20, p. 878], una hipdtesis es una aseveracion o conjetura
acerca de un pardmetro poblacional.

DEFINICION 7.2. Segiin [20, p. 878], las dos hipdtesis complementarias de un
problema de prueba de hipdtesis son llamadas la hipdtesis nula y la hipdtesis
alterna. Se denotan por Hy y Hy (0o H,), respectivamente. Si 6 denota un pardmetro
poblacional sobre el cual se desea plantear una hipétesis, se tiene que Hy y Hy (0o H,)
son dadas por:

Hy:0 €0y versus Hp:0 €0,

donde O es un subconjunto del espacio de pardmetros ©.

DEFINICION 7.3. Segiin [20, p. 374], un procedimiento de prueba de hipdtesis o
una prueba de hipdtesis es una regla que especifica:

1. Para cudles valores muestrales la decision es aceptar (no rechazar) Hy como
verdadera.

2. Para cudles valores muestrales Hy es rechazada y H\ es aceptada (no recha-
zada) como verdadera.

El subconjunto del espacio muestral para el cual Hy serd rechazada se llama region
de rechazo o region critica. El complemento de la region de rechazo se llama
region de aceptacion (no rechazo).

Nota 7.1. Hay dos estructuras posibles para ®g: Si O consiste de solo un punio,
se dice que la hipotesis nula es simple. Cuando O contiene mds de un punto, se dice
que la hipdtesis nula es compuesta (ver [12, p. 215]).



380 ¢ Prueba de hipétesis

7.2. Evaluacion de tests

La eficacia de un test es medida por la frecuencia con que se hacen juzga-
mientos correctos cuando se usa el test [12, p. 216]. Hay dos tipos de error
que se pueden cometer cuando se utiliza un test:

1. Que se rechace la hipétesis Hy cuando en realidad se deberia aceptar.
2. Que se acepte (no se rechace) la hipétesis Hy cuando en realidad se
deberfa rechazar.

Note que no se pueden cometer los dos tipos de error simultineamente. Al
error presentado en el item 1 se le llama error tipo I y al error presentado en
el item 2 se le llama error tipo II. Ver tabla 7.1.

Tabla 7.1. Casos posibles para probar una hipétesis estadistica

.. Realidad Hy es verdadera | H; es verdadera
Decision

Aceptar Hy No hay error Error tipo 11

Rechazar H, Error tipo 1 No hay error

Fuente: adaptada de [89, p. 323].

DEFINICION 7.4. Segiin [20, p. 388], la funcidén de potencia de una prueba de
hipdtesis con region de rechazo R es una funcion de 0 definida por:

B(6) =Py(X €R). (7.1)

Nota 7.2. Una funcion de potencia ideal seria la que tome el valor O para todo
6 € O y el valor de 1 para todo 6 € 6,

Ejemplo 7.1. De acuerdo con [20, p. 888], dada X una variable aleatoria tal que
X ~ Bin(5,0). Se define el test Hy : 0 < % vs. Hy : 0 > % Determine la funcion
potencia si se considera un test que rechaza Hy siy solo se obtienen solo éxitos, es
decir, X = ).

Solucion. En este caso, la funcion de potencia es dada por (ver figura 7.1):

5

B(6) = Py(X €R) = Py(X = 5) = (5

)95(1 —0)°7° =9°.

Note que si 8 < %, es decir, si la hipétesis nula es verdadera, la funcion de
potencia es menor a 0,03125, es decir, 8(6) < 0,03125. o
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Figura 7.1. Funcién de potencia B(68), ejemplo 7.1

DEFINICION 7.5. Segiin [20, p. 885], un test con funcion de potencia (6) es un
test de tamafio ', con 0 < a < 1, si sup B(0) = a.
96@0

Ejemplo 7.2. Considerando la informacion del ejemplo 7.1,

sup B(0) = B(1/2) = 0,03125,
00

luego el test que rechaza Hy si solo se obtienen éxitos es un test de tamaio 0,08126.

DEFINICION 7.6. Segiin [20, p. 385], un test con funcion de potencia (0) es un
test al nivel @, con 0 < a < 1, si sup B(0) < a.

96@0
DEFINICION 7.7. La potencia de un test es la probabilidad de rechazar la hipétesis
nula cuando la hipéiesis alternativa es verdadera [12, p. 217].

En otras palabras, la potencia es una funcién de 6 sobre 8. Note que
la potencia y la probabilidad de cometer error tipo I estdn contenidas en la
funcién de potencia. Ver figura 7.2. En general, se denota a la probabilidad
de cometer error tipo I por 3, luego la potencia sera 1 — . Ver tabla 7.2.

40F] valor a se llama nivel de significancia [54, p. 57].
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B(9)
02 04 06 08 10

0,0

Figura 7.2. Funcién de potencia B (6)

Tabla 7.2. Decisiones en la comprobacién de hipétesis

fi Realidad Hy es verdadera | Hy es falsa
Decision
Aceptar H No hay error Error tipo 11
1-a B
Rechazar H Errortipo I No hay error
a 1- B

Fuente: adaptada de [64, p. 197].

DEFINICION 7.8. Segiin [20, p. 887], un test con funcion de potencia (0) es
insesgado si (0") > B(0") para cada 6" € O y 6" € O,.

DEFINICION 7.9. El p-valor es a (T (X)) [12, p. 222].

En otra palabras, el p-valor o tamafio observado o probabilidad de signi-
ficancia del test es un estadistico que se define como el nivel de significancia
mads pequefio @, al cual un experimentador usando el estadistico 7'(X) re-
chazaria la hipétesis nula, basdndose en los resultados observados x [12,
p- 221]. Por tanto, para un a dado por el investigador, si @ < p-valor la
hipétesis nula no se rechaza y si @ > p-valor la hipétesis nula se rechaza.



Prueba de hipétesis ¢ 383

7.3. Test uniformemente mas potente

DEFINICION 7.10. De acuerdo con [20, p. 388], dada € una clase de tests*' para
probar Hy : 0 € ®gvs. Hy : 0 € 0. Un test en la clase B, con funcion de potencia
B(0), es un test uniformemente*® mds potente (UMP) si (6) > B’(6) para
cada 6 € O, y cada B'(6) que sea una funcion potencia de un test en la clase 6.

Nota 7.3. Un test es insesgado uniformemente mds potente (UMPU) si es unifor-
memente mds potente (UMP) en la clase de todos los test insesgados. De hecho un

test UMP es siempre insesgado (ver [76, p. 849]).

Nota 7.4. Segiin [76, p. 329], si O consiste solo de un punto, un test UMP se
dice que es un test mds potente (MP).

7.3.1. Test de razon de verosimilitud

DEFINICION 7.11. Segiin [20, p. 875], el estadistico llamado test de razon de
verosimilitud (LRT) para probar

Hy:0 €0 vs. Hy: 6 €0

es dado de forma similar, como en la expresion (6.15), asi:

sup L(0; x)

A(x) = supL(0;x)
(C]

(7.2)
Un LRT es cualquier test tal que dada una cota (ver nota B.8), ¢ € (0, 1), su region
de rechazo es de la forma

{z:A(x) <c}. (7.3)

Sean dos EMV de 6, digamos (< o) y fy(< ), donde 8 se obtiene sin
ninguna restriccién sobre el espacio de pardmetros y 6 se obtiene haciendo
una maximizacion restringida, considerando que el espacio de pardmetros
es @y, es decir, g es el valor de 8 € ® que maximiza L(6;x). Entonces el
estadistico LRT es R

Ax) = M.

L(6;x)

Por tanto, para establecer el LRT es necesario encontrar L(6g; x) v L(6; x).

1L clase B es la clase de todos los tests de nivel @, es decir, sup 8(6) < a.
(AN

42¥] adverbio uniformemente se refiere a todos los valores alternativos de 6 (ver [65, p.422]).
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Ejemplo 7.3. De acuerdo con [20, p. 875], dadas X1,Xo, ...,X, variables
aleatorias iid tal que X1 ~ N(0,1). Se consideran las hipdiesis

Hy:0=00 vs. Hp:0 +0g,
donde 6 es una constante preestablecida. Determine:
1. La region de rechazo. 2. La funcion de potencia.

Solucion. En este caso, ®y = {6y} y

1. Para determinar la regién de rechazo:

*(I, 90)

u L —L 19
g@g) (0]x) (Bolx) = l_[f(x bo) = l—[ \/—

=(21)7 exp {_7 Z(xZ - 00)2} .
i=1

Por otro lado sup L(8]x) se tiene cuando 8 = , ver ejemplo 4.7. En

(C]
este caso, el LRT es dado por (7.2):
sup L(6;2) (2777 exp {_Tl i (x; — 90)2}
0y i=1
A(x) = -
(277 exp {_Tl 2 (i —f)Q}
i=1

sup L(6;x) -
e
—exp{ (Z(%-HU) —Z(xz—x) )}

_1 n n
= exp {7 (% — 20gnt + 00°n — % + i — nig)}
Z1 Z1

= exp {—?n (6’3 - 200z +i2)} = exp {—?n (x - 90)2} .

Luego, para 0 < ¢ < 1, la region de rechazo dada en (7.3) es:

{x 1 A(x) < c} = {x : exp {—2_71 (x - 90)2} < c} tomando logaritmo

- P)
= {x : % < ln(c)} = {x (z - 90) > %ln(c)}

<eot-oa= 200} o

y corresponde a un test LRT para probar la hipétesis Hy : 8 = 0.
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2. Su correspondiente funcién de potencia es dada por (7.1):

. —21In(c)
iX - 00| > n )

B(0) =Py(X €R) = P,

—21n(c)

n

=P X—Q()S—

+ Py X—@()Z

n

-2 ln(c))

—21In(c)
n

n

:PQ(X—es-w/Qliic) +00—0)+P9(X—0 z\/LIYEC)+90—9)

_ 21In(c) _ 2In(c)
X-9 ——Q7 tb6o-6 X-9 — - t0-0
=P9( < - +Pg > -

T il I
Vi Vi

+ Py (X > 6y + 2 ln(c))

n Vn

<

1-@ 1-

1/vn 1/vn

donde @(.) es la fda de la variable aleatoria Z ~ N (0,1). Bajo H;
verdadera, se tiene que:

V-2In(c) - 00_0)] + V=21In(c) + 00_9)},

V=2In(c) + O~ 6

g —6 0
V—-2In(c) - NG

B(O) =2 - v

-

). (7.5)

La figura 7.3 es la representacion de S8 ().

1,0

0,8

0,6

04

0,2

Ny

e |
o

a=0,0319

Figura 7.3. Funcion de potencia 8 (6) para 8y = 2, n = 10 y considerando
dos valores parac,c = 0,10 y ¢ = 0,70, ejemplo 2
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Para analizar el comportamiento de esta funcién se usan los criterios
de las derivadas. Como la derivada de la fda es la fdp, entonces la
derivada respecto a 0 es:

V=2in(e) - =0

G +Vno

0
%5(9) =—Vng

6p—06
-2In(c) + ——|,
V2In() + I/Wl

donde ¢(.) esla fdp de la variable aleatoria Z ~ N (0, 1), igualando a
cero para obtener el punto critico

. -6 z “olne _bo-0
)/m(\/—zm(cn—l/ﬁ)_)/ga(\/ 2In(c) —1/\/5)

2 2
€xp {—%(\/Tn(c)+ 61)‘/’—:/2) } exp {—%(\/Tn(c)_ ?}\_/g) }

~New Now ’

tomando logaritmo natural a ambos lados se obtiene:

2 2
1 bo—0) _ 1 - _6o-0
—5(\/—21n(c)+ 1/\/7_1) = 2(\/ 21In(c) 1/\/7_1)

2 0-6p| R B
Qm(g wa) 0 0= 0

Puesto que la derivada de ¢(.) satisface que:

:—Hso(y) = —w(y)a—y

)
00
se verifica que B(0) tiene un minimo en 8 = 6. Por otra parte, la
funcién potencia serd creciente cuando su derivada tenga signo positivo,
es decir,

1/v/n 1/\/n
2 2
_%(mﬂ“)) >_%(m_90‘9)

(,0(\/—2]11(6) g o 9) > go(x/—?]n(c) _bo- 9)

1/+/n 1/v/n

%x/—an(c)(Q%) S0 - 6> 6,

Por este motivo el test es insesgado. o
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Ejemplo 7.4. De acuerdo con [20, p. 876], si X1,Xq, ...,X, son variables
aleatorias iid con fdp:

fx, (@130) = "D 1 o) (1),
donde —co < 0 < oo. Se consideran las hipdiesis:
Hy:0<0y vs. Hyj:0> 8,
donde 0 es una constante preestablecida. Determine la region de rechazo.

Solucion. En el ejemplo 6.10 se establecié la funcién de verosimilitud,

exp {n(@ —i)} si 0 <z

L(6|x) = exp {n(@ _j)}l(—oo,:cm](e) - {() si 6>z

Para encontrar el sup L(0|x) se tiene que:
®

sgpL(GLr) = sgp [exp {n(6 —:E)}I(_wym)] (0)] .

Notando que L(6]x) toma su valor maximo cuando 6 = x(1), ver figura 7.4,

se tiene que:

SLépL(9|x) = L(z(1)|x) = exp {n(x(l) —JE)} .

L(0; )

611(1):1

Figura 7.4. 6 vs. L(0|x) cuando x(1y = 1,2 = 1,02 y n = 10, ejemplo 7.4
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Por otro lado, para la regién parametral ®y = (—c0,0] se tiene:
sup L(0]x) = sup |exp {n(0 _JE)}I(—oo,x(l)] 0] .
0 0

Puesto que se desea maximizar L(0|x) sobre 8 < 8, es decir, la hipétesis

Hy. Si 0y < z(1) entonces, ver figura 7.5,

SgpL(QIx) = L(6olx) = exp {n(6y —2)} .

—
I

L(0lz)

(7):17(1):1

Figura 7.5. 6 vs. L(0|x) cuando 2(;) = 1,2 =1,02yn = 10. 6 = 0,9,
ejemplo 7.4

Si 6 > x(1) entonces, ver figura 7.6,

S(l;p L(6|x) = L(x(1)|lx) = exp {n(x(l) —:i")} .

L(b|z)

D0 =1,2

o

1 0

921‘(]) =1

Figura 7.6. 6 vs. L(0|x) cuando x(1y = 1,2 =1,02yn = 10. 6y = 1,2
Ejemplo 7.4
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Luego, el LRT es dado por (7.2):

S(E)lpL(Q,x) M si 90 < (1)
- B

sup L(0; x SPELH Ty s

up (6;x) peos prpoes YL =00

e Bo=z(1)) i 60<x(1)
1 si Oy 2 x(1).

Para 0 < ¢ < 1, la regién de rechazo dada en (7.3) es:

{x 1 A(x) < c} = {x e 00mrm) < ¢ i g < x(l)}
= {x :nfy —nxcy <In(c) si Gp < x(l)}
= {x :n0y —In(c) < nxpy si Op < x(l)}

In(c)

= {x 1x(1) = 00— si Op < x(l)}, (7.6)

y corresponde a un test LRT para probar la hipétesis Hy : 8 < 6. o

DEFINICION 7.12. Segiin [20, p. 386], un LRT de tamafio « es construido
escogiendo un c tal que:

sup Py, (1(X) <¢) =a.
96@0

Ejemplo 7.5. Considerando la informacion del ejemplo 7.8 y usando un LRT que
rechaza Hy : 0 = 0, determine ¢ [20, p. 886].

Solucion. La region de rechazo se encontré en (7.4), luego,

a = sup Py {|X - 90| > 2 ln(c)} = Py, {|X - 60| > —21n(c)} .

96@0 n n

Esta expresion corresponde a la funcién de potencia evaluada en 6, luego
de la expresion (7.5) se tiene que:

-

6gp—0
—2In(¢c) - ——
V (¢) v

o1~ fo—60
—211’1(6)—% -o

B(60) =2 [1 —o (\/Tn(c))] - a.

B(6) =2 - @ G

ol o — 60
V=21In(c) + /\/E)

V—21In(c) + B0 - 9)

B(6o) =2 - @
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Despejando, se obtiene el cuantil
P)
V=2In(c) = ! (1 - %) = %) = (zl_%) (7.7)

-1 1
= In(c) = 72'%_% = ¢ = exp {_QZ?—Z} )

C

reemplazando (7.7) en (7.4) se tiene que:

{x:/l(x)gc}:{x:li_eolz —21n(c)}

n

§ F1-§
x:|x—0pf > ={x:|§c—90|2 }
n Vn

: i B 21-%
x:T—0)> o x—-0p< -

=i N
{ P> 004 2 r<6 21-3} o
=X X = (0] xTr < - .

T TV

Ejemplo 7.6. Considerando la informacion del ejemplo 7.4, se encontroé que la

region de rechazo estd dada por (7.6), la cual corresponde a un test LRT para probar
la hipotesis Hy : 6 < 0. Determinar c.

Solucion. Luego,

In(c) In(c)
sup Py { X(1) = 6o - )= sup Py (X(l) > 6o - =a
6€0, n 0<6o n

Por la expresién (6.9) se tiene que:

FX(I)(JC;Q) = PG (X(]) < x) =1- e—n(:z:—f)).

Entonces,

6<6g

e -fr-roffo- -

= sup [exp{In(c) —n(6g — 0)}] = exp{In(c)} Sup [exp{-n(6y - 0)}]

! 1
@ = sup Py (X(l) > 6o - H(C)) = sup [1 — Py (X(l) <0 - n(c))]
<6y n "

=c sup [exp{-n(6y—0)}],
6<8
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nétese que la funcion exp{-n(6y — )} toma su maximo cuando § = 8,
luego se tiene que ¢ = a, y asi:

{x 1 A(x) < C} = {x tx(1y 2 00 — In(c) si Op < x(l)}

In(a)

:{x:x(l) > 6y — si By Sx(l)}. o

Teorema 7.1. Segiin [20, p. 877], si T'(X) es una estadistica suficiente para 0 y
A*(8) y A(x) son los LRT basados en T' v X, respectivamente, entonces

(T (x)) = A(x)
para cada x en el espacio muestral.

Demostracion. El LRT estd dado por (7.2) y por el teorema de factorizacion

[20, p. 877]:

wpL(0z) supf(x;0)  supg(T(x); Oh(x)
0 [SH) (OH)

) = L)~ sup (@5 0) — supg(T@); Oh(@)’
e ® 43 e

como la funcién A(.) no depende de 8 se tiene que:

ey sup g(T (x); 0) sup g(T(x);6)

®)

@)= Msgpg(T(x); 0) sz)pg(T(x); 6)
sup Py(T(X) =1)  sup L* (01T (X))
— sup Po(T(X) = ;) _ sup L*(0]T (X))
g(T(x);0)=Po(T(X)=t;) © )
= 1*(T(x)). o

7.3.2. Lema de Neyman-Pearson

Teorema 7.2. (Lema de Neyman-Pearson). De acuerdo con [20, p. 388],
dada X1, Xo, . .., X, una muestra aleatoria de una poblacion con fdp px (x; 9).
Considere las hipotesis nula y alterna simples

43 Teorema de factorizacion, T es suficiente.
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Hy:0=0¢p v. H;:0=0, (7.8)

en el nivel @ (0 < a < 1) y sea §;(x) la funcion de test definida como sigue:

op(x) =
44

)1 si p(as 1) —kp(a;00) > 0
|0 si p(a;01) —kp(x;00) < 0,

1 si p(x;071) > kp(x;0)
0 si p(x;01) < kp(a;60)

con k > 0. Aqui 6;(x) es una funcion indicadora de la region de rechazo del test.
Entonces:

1. (Condicion suficiente para ser un test mds potente). Si 5;(x) es un test (una
Juncion de test) de tamaiio a, entonces 5;(x) es UMP en la clase 6.

2. (Condicion necesaria para ser un test mds potente). Si existe 6;(x), un test
(una funcion de test) de tamasio a, entonces cada test UMP de nivel « es un
test de tamafio a excepto en un conjunto A tal que:

Poy(X €Ad) =Py, (X e€A)=0.
Demostracion. Se prueba el teorema para el caso en que p(x; 01) y p(x; 6g)

son fdp de variables aleatorias continuas.

1. Como 6 (x) es un test de tamafio a se tiene que:

@ =sup B(0) =sup Pg(X eR) = Py (X €eR),
96@0 96@0 —
©9={6o}

por la definicién de funcién de potencia (definicién 7.4):
a = Py, (6, (X) = 1) = B(60) = Eq, [6:(X)] .

Sea ¢; (x) una funcién de test para cualquier otro test de nivel @ y sean
B(0) y B’(6)* las funciones de potencia asociadas a 6;(x) y 6, (x),
respectivamente. Como también, 6, (x) = 0 6 6, (x) = 1 se tiene que:

4 Hay autores como [76, p. 830] que definen la funcién de test 6;(x) =, 0 < y < 1, para
el caso p(x;01) = kp(x; 0p).

45Como B7(8) es de nivel a, se tiene que sup B’(9) < a, es decir, B’ (6p) < a.
0€B
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-1 si G(x)=0 y 6,(x)=1

o 0 st gq(x)=1 y 6 (x)=1
WO == L STy 5/(x) =0
0 si G(x)=0 y 6(x)=0

luego,

0 < [6p(x) = 65 ()] [p(a; 01) — kp(x;60)]
=1 [p(x;01) —kp(x;00)] si G(x) =0 y 6 (x)=1
<0
X [px;01) —kp(x;00)]  si op(x) =1 y op(x) =1
X [p(x;01) —kp(x;00)]  si G(x)=1 y 6,(x)=

>0
X [p(x;01) —kp(x;00)]  si op(x) =0 y o,(x)=

para cada x. Integrando se tiene que:

// [64(x) = 6 ()] [p(x;61) = kp(a;60)] dxe = 0. (7.9)

Desarrollando el producto término a término,

[ [ a@ponde- [ [ oo

B(61) kB (60)
B’(61) kB’ (60)

reagrupando términos se obtiene:

B(61) = B (61) ~k| B(80) - B(80) | =0,
—_—— ——

entonces,

0<B(81)—B'(01) —k|B(B0) —B'(B0)| < B(61)—B'(H1)  (7.10)



394 o Prueba de hipdtesis

B'(01) < B(61),

por tanto, §;(x) es mds potente que 6, (x). Como a era arbitrario,
0 (x) es un test UMP.

2. Sea ¢, (x) una funcién de test para cualquier test de nivel @ UMP,
entonces

B'(61) = B(61),
y de (7.10) se tiene que:

0<B(6)) - B'(01) k| B(60)~B"(00)

[ — ~——
0 a
0<% [CZ - ,8’ (90)] introduciendo el signo dentro del paréntesis

0< k|00 -o] = 0<p'00)-c
~—— ———
>0 <a

0<B'(By)—-a<0

Por el teorema del emparedado ’(6y) = a. Por tanto, ¢;(x) es un
test de tamafio @. Retomando (7.9):

/ / [o(x) — ¢ ()] [p(@; 01) — kp(x; 60)] d
= B(61) - B'(61)—k [B(60) —B'(60)| =0,

—————
0

0

excepto si al caso en conjunto 4 con medida cero, es decir,
Py, (X €eAd) =Py (X eA)=0. o

Nota 7.5. Considerese, como en [20, p. 389], las hipdtesis nula y alterna simples
dadas en (7.8), si T'(X) es una estadistica suficiente para 0 vy gr(t; 0) es la fdp o
fmp de T correspondiente a 0, del teorema 7.1 se tiene que los LRT basados en T
vy x son iguales, por tanto cualquier test basado en T con region de rechazo S (un
subconjunto del espacio muestral de T') es un test UMP de nivel a si cumple con que:

e S si gr(t;01) >k gr(t;00)
S¢ si gr(t;071) <k gr(t;0y),

para algin k > 0 donde a = Py (T € S).
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Ejemplo 7.7. Sean X1,Xo, . ..,X, variables aleatorias iid normales con media
desconocida 0 y varianza conocida o-2. Considere las hipdtesis Hy : 6 = 6 vs.
Hy :6 =07 con 8y > 6,. Determine:

1. Eltest UMP para rechazar H.

2. Cudl es el tamario de muestra para rechazar Hy, si se desea tener una proba-
bilidad mdxima de error tipo I de 10 % vy una probabilidad mdxima de error
tipo Il de 20 %, suponga que 6y — 0| = o.

Solucion.

1. Del ejemplo 5.8 se tiene que 7'(X) = X, la media muestral, es una
estadistica suficiente para 8. Usando lanota 7.5, £ =t € S si

gr(&;01) > kgr(z; 6o)

—-n .
e r—6 > ke — (@ -6p)%},
XP{Q 5 (Z—61) } XP{Q(TQ( 0) }
tomando logaritmo natural a ambos lados se tiene que:

(x—@l) >ln(/eexp{2 -5 (&= 00) })

(-0 > Ink - (x —0p)?

90 992

90 2
—(sE - 91)2 QL Ink — (x — 9())2

(-00)2-(@-0))%> —ln/e

2
A =900 + 02 — L + 250, - 62 > 27" ok
n
2 2 C C
9% (01 — 0p) > —— Ink + (62 — 62)
N _ n
<0
22 nk+ (6, - 00)(6) + 60)
xr <
2(61 - 6o)
_ 90+91 Ink 0'2
xr < —

2 00— 01 n’
esto corresponde a la region critica 6ptima, por tanto,
6o + 61 Ink 0'2
2 Op—601 n

zesS si
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6o + 04 Ink O'2

eSS si x> - —_,
2 6p—61 n

su respectiva funcién de potencia es dada por (7.1):

_ % _ 5 Op+06; Ink o2 B _
B(0) =Po(X €8) =Py X < 5 " G0_6, n =Py(X < d)
d
_p, X;0<d;9 :(Dd;g), _
Va Va i
———
7

donde @(.) es la fda de la variable aleatoria Z ~ N (0,1). Luego,

a=sup B(0) = sup Py(X €S) = Py(XeS)=p(6)

XSGR [ASCRY
©0={60}
d-6 0p—0 Ink
o —p| (L B2 T
Ve 2\/_2 0o — 01 +n

despejando, se obtiene el cuantil:

d-0
o o) =—2<0 = d=222 49,
v n
Por tanto, el test UMP rechaza Hy si X < (i/zf + 9, es decir, el test
UMP rechaza Hj si i
X -6y
- < —21-q-
Vi

Si las hipétesis consideradas fueran Hy : 6 = 0g vs. Hy : 8 = 61, donde
0o < 01, el test UMP rechaza Hy si X > &\;ﬁ“’ + 09, es decir, el test
UMP rechaza Hy si i
X -6
o
\Vn
Si las hipétesis consideradas fueran Hy : 6 = g vs. H; : 8 # 0, el test
insesgado UMP rechaza H si

> 2l-a-

> > Zl_%.

‘X—Q()
Vn
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2. De la informacién dada se tiene que:

B(6y) =0,1 y B(61) =0,8.
Por la expresion (7.11) se obtiene que:

d-0 _ d-6
0=(I)](0’1) y 1

=271(0,8),

Vi

=

al restar estas expresiones se llega a:

DD =07 (0,1) - 071 (0.8),
a

despejando n y dado que 8y — 01 = o

2 C

®-1(0,8) - ®~1(0,1 ( 2

n = ( ) ( ) 0_2 — [2’1232] E/Z: 4,5080,
00— 04 i’d

puesto que n debe ser entero, entonces n = 5. of

Ejemplo7.8. Sean X1,Xo, . ..,X, variables aleatorias iid Bernoulli de pardmetro
0. Considere las hipdtesis:

H():9=0() Us. H1:9=91 con 0<91<9()<1.
Determine el test UMP para rechazar H,.
n
Solucion. Del ejemplo 5.1 se tiene que T(X) = > X; es una estadistica

i=1

n
suficiente para 0. Usando lanota 7.5, ), x; =t € S si
i=1

8r (in;Gl) > kgr (in;ao)
i=1 i=1
04 -
exp{ln(1 _el)zxi+nln(l—91)} > kexp{ln(l —eo)le +nln ( 1—90)}
1n(1 _gl)zx, +nln(1-6;) > In(k) +1n( )eo);” +nln (1 -6).

Dividiendo a ambos lados de la desigualdad por n y reagrupando

v [m(l flel) _ln(l foeo)] > 8 [In(1 - 60) —In(1 - 61)]

n
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x ln( il x—l_eo)] > ]n(k)+ln(1_00),

6o 1-6, n 1-6,
—_—— ——
<1 <1

como el logaritmo de un nimero menor a uno es negativo, se tiene que:

In(k) + nln (}:—g;’)

01 (1-6o)
nln((?o(l—91))

xr <

esto corresponde a la regién critica 6ptima, por tanto,

ln(/e)+nln(1 90)

[
(91<1 90)) Y
0o(1-61)

zesS si <

In(k) +nln (} 30)

61 (1-69)
nln (90(1—91))

€S si x>

con

In(k) +nn (1552

01(1-6p)
nln (—eou—el)

(Y:PQO(XGS)IPQOX< :PQO(X<d).

d

Si n es suficientemente grande, utilizando el ejemplo 3.33:

X - N d -0 @ d -0
a = = ——
Vﬁo(l 6o) ‘\/90(1—90) [60(1-60)
\/77 n
a,_/
Z

despejando, se obtiene el cuantil:

8o (1-60) \ n

n

Por tanto, para un tamano de muestra (n) suficientemente grande, el test

UMP rechaza Hy si X < zm/g”(ln—_g”) + 0y, es decir, el test UMP rechaza H
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si

X -6,

[00(1-60)

Si las hipétesis consideradas fueran Hy : 0 = 6¢g vs. Hy : 8 = 01, donde

< ~Z]-qa-

0 < 6g < 81 < 1, para n suficientemente grande, el test UMP rechaza Hj si
X > zmlw + 0y, es decir, el test UMP rechaza H si

X -0,
> Zl-q-
0o (1-0¢)
n
Si las hipétesis consideradas fueran Hy : 0 = 0y vs. Hy : 6 # 0, paran
suficientemente grande, el test insesgado UMP rechaza Hy si

X -6y

60(1-60)

n

> Z]_%. o

Para ilustrar el caso donde no existe un test UMP si no se restringe a los
test insesgados se presenta el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.9. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial de pardmetros
ny 6 con0 < 0 < 1. Se quiere probar las hipdtesis

Hy:06=00 wvs. H,:0 # 0

a un nivel a. Encuentre el test UMP para rechazar H.

Solucion. Sean las hipétesis
Hj:0=0p vs. H,:0=0,
luego, ®) = {60} y ® = {60,601}. EI LRT para probar H/| vs. H, es:
supL(0;x)  sup ()67 (1 - 6)"
sl

@) = - _ i 7
sup L(6;2)  sup (Jor(1 —g)n—= sup&*(l—0)"~*
) o " 0)
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Si sup 6%(1 — 8)"~* se tiene cuando 6 = 0, entonces A(x) = 1, por otro
e}

lado, si sup 8*(1 — §)"~* se tiene cuando 6 = 01, entonces
e}
( )_93(1—90)""” (60" (1=60\""" _ (601 =61\ (1=60)"
U —en o) \T=er) “\oi(-en) \1-6/)

Luego, para 0 < ¢ < 1, la region de rechazo es de la forma

Oo(1-61)\" (1-60\"
xX: <c

01(1 —8y) 1-6,

90(1—91) 1_90
{x xl [91(1_90) +nln[1_91]sln(c)}

{x:A(x) <c} =

_ [90(1 61) <In(e) —nln 1—90]}
61(1 - 6p) 1-61
In(c)—nIn| =00
|91“ -00)
In(¢)—nlIn ) .
x:xzﬁ si 6g < 0y,
111[91(1790)

por tanto, si 8y > 81, el test mds potente rechaza para valores pequefios de
x; pero si Oy < 01, el test mds potente rechaza para valores grandes de z,
luego el test depende de 8] y no existe un test UMP. o

Nota 7.6. En general, no es posible encontrar un test UMP de tamaiio a, por
ejemplo, para el problema Hy : 0 = 0 vs. Hy : 0 # 0g. Para encontrar un test
con éptimas propiedades se restringe a una clase mds pequefia de test que son los
test insesgados, ver definicion 7.8 [76, p. 349]. Una clase de distribuciones en las
cuales si existe un test UMP de tamafio « es la familia de distribuciones que tiene la
propiedad de la razon de verosimilitud mondtona (RVM).

DEFINICION 7.18. Segiin [20, p. 391], la familia uniparaméirica de fdp o de fmp

{p(x;0) : 0 € O} para una variable aleatoria univariada X con pardmetro de
p(x;09)
. . . p(x;61)
Juncién mondtona (no creciente o no decreciente) de x sobre {x : p(x;01) > 06

p(x;609) > 0}. Note que § se define como oo si ¢ > 0.

valor real 9 se dice que tiene una RVM si para cada 89 > 01, la razon es

Ejemplo 7.10. Suponga que X1,Xo, .. .,X, son variables aleatorias iid tal que
X1 ~N(u,1)ysean puyy pg tal que 0 < uy < ug < oo. Determine la RVM.
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Solucion. Se tiene que:

P(x;,ul)=(\/%) eXp{—%Z(xi—m)Q} y
1
91

i=1

n 1 n .
p(x; ug) = (—) exp {—§ Z(x, - ﬂg)l} ,

i=1

luego,
P u9) 1< 9 9
———=expi—g ), (@i —pe)” — (& — u1)”]
p(@s 1) { g LT g
1 n
=€Xp{ B (9/ Qo + 11 — yz+ 2p12; — ul)}
i=1
1
:exp{ B QuQle+n;¢2+2ylle )}
B 1 ( n
= exp=gn (#2 /ll) exp (uz—ul)zxi
— =1
K1>0
Ky>0
= Ky exp K]in =Ky (e l)l:' .
i=1
.. K ZI’ . . n .
La funcion ( 1) =1 es creciente (estrictamente) en Y, ;. Asi, N(u,1) es
i=1
RVM para T (x) = 3, x;. o

i=1

Ejemplo 7.11. Sean X|,Xo ..., X, variables aleatorias iid tal que
p(a1;0) = 0" (g 1oy (1), 6> 0.

Sean 0 < 01 < G9 < oo, determine la RVM.
Solucion. Se tiene que:

p(x;61) =07 exp{ Z }l_[l(o +oo) ()

=

p(x; 92) = 0’21 exp {—92 xl} l—[ I(O,+oo) (x,-),
i=1 i=1
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luego,
p(x;09) (92)n C -
== exp{—-(02-01) ) 10, +00) (27)
P(x§01) 01 ‘,—/ZZZ] !:ll (0,e0)
— Ki>0
K0>0
PR
= Ko (6 Kl)’=1 1_[1((),+oo)(xi)'
i=1
. ifi n
La funcién (e_Kl)i:1 es decreciente (estrictamente) en ), x;, por tanto,
i=1
n
p(x;0) es RVM en Y ;. o

i=1

Teorema 7.3. (Karlin-Rubin). Considérese, como en [20, p. 891], la prueba
Hy:0 <0gvs. Hy : 0 > 0. Suponga que T es una estadistica suficiente para 6 vy
que la familia de fdp o de fmp {g(t;0) : 0 € O} de T tiene una RVM. Entonces,
para cualquier by el test rechaza H siy solo si'T' > ty es un test UMP de nivel a,
donde a = Py (T > 19).

Demostracion. Ver detalles de la prueba en [20, p. 391]. o
Nota 7.7. Segiin [12, p. 228], en la familia exponencial de un pardmetro
plx;0) = {exp [C(G)T(x) +d(8) + S(x)] } Ly(x), (7.12)

donde 14 (x) es la funcion indicadora del conjunto A, se sabe que la estadistica T (X))
es una estadistica suficiente para 0. Si 09 > 0, entonces la razon

p(x;62)

gy = P e —cOD]T(x) + [d(82) - d(on]}.

Luego, si c(0) es creciente en 6 € ©, entonces la familia p(x; 0) tiene la propiedad

de RVM enT (x).

Ejemplo 7.12. Sean X,,X9,Xg3,...,X, variables aleatorias iid tales que
X1 ~ N(8,02) con o fija. Considere las hipétesis Hy : 6 < 0y vs. Hy : 6 > 8.
Determine un test UMP de nivel .

Solucion. Como la distribucién normal pertenece a la familia exponencial
se sabe que X es una estadistica suficiente para 6 y, por la nota 7.7, que la
distribucién normal tiene la propiedad de RVM en z. Usando el teorema de
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Karlin-Rubin, teorema 7.3, se tiene que el test rechaza Hy : 8 < 6 siy solo
si X > iy es un test UMP de nivel «, es decir,

a :PQO(X > 1) :Pgo

X—Ho S to — 6o
o/Nu o/ |
N——

A

Por la regla del complemento:

to — 0
PHO(Z< 0 0):1—a

o /Vn
t:;/\/e%) =2l-a = to = % + 6o,
luego, el test rechaza Hy si
X e 6o,
n
es un test UMP de nivel a. o

Ejemplo 7.13. De acuerdo con [12, p. 258], dadas X1,X9,Xs, . . ., X, variables
aleatorias iid tal que X1 ~ N (u,0%). Considerando las hipétesis

Hy:p=po vs. Hy:pu# o,

donde pq es una constante preestablecida. Determine un test UM P de nivel a.

Solucion. En este caso, ®y = {(ug,0 )} para u dado. Para el sup L(0; x, up):
N

nl 9 9 _ (xi— #0)
0L(0;x,p0) _ ( nEr6o) 'Z W) )
902 902
5(—%ln(2ﬂ) 2 In(03) - % ;( uo)Q)

2
062

n

1 2
=55+ o7 2@ mo)”
207 203; )
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para determinar el punto critico se iguala a cero y se obtiene:

n 1 9
-+ — xX; — =0
262 2%;( Ho)

n
. ~ 1
—n98+Z(JCi—ﬂO)2 =0 = 6’8:; (x; — po)*.
im1 '

R n
Por otro lado, sup L(6%; x) se tiene cuando 62 = 1 ¥ (z; — £)2, ver ejem-

) n
plo 4.15. Luego el LRT es dado por:

~.
Il
—_

9%

—_—

¢ —1 ~ —-n — 1 n C
sup L(6%; x) W(H(Q)) 2 exp {gbn " _Zl(xi - ,UO)z }
(€] 0 1=
A(x) = suopL(02,x) -

B “y ~o. - 1 n _
(2777 (02) T exp {j{” - ;l(xi - 7)? }

i
_ (%) (nm 0\*
~ a2 P19 "ol T\a2) -

Luego, para 0 < ¢ < 1, la region de rechazo es de la forma

52\ 2 3 52
{x:/l(x) Sc} = {x : (%) Sc} = {x : 7nln (%) Sln(c)}
/%/i (2 = po)*|
=<x:In ,:’:— > —1In(c)
Fr@-a2] "
i=1
3 @-o+@-w]’)
= {x:In| = - > —In(c)
% (2 - &)* "
i=1
Nétese que:

i =)+ (@ = )] = 5 - )

i=1
+ Qéj%—/x')(i — po) +n(& - po)*,
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luego,
3 (2 =) + (@ - o)?
{x:/l(x)ﬁc}= x:In| =2 - > —In(c)

)2
igl (x; — )

_ 2 _

—Ja:In|1+ (jf HO™ 1S 2200
1 . _7)2 n
n 1:1(331 x)

{x :In (1 + (j_é%)g) > _72 ln(C)}

= 2 _
= {x: 1+ (»Té—glo) > exp (%ln(c))}

- 9 9
= {x . (xé—él()) Zexp (7111(6)) - 1},

corresponde a un test LRT para probar la hipétesis Hy : 4 = pg. Ademds,

X
a = PH() ( éQIUO) > exXp |:_ 1n(c)] — 1)
:PB() (X_A/JO) > \/CX[) [__QIH(C)] - 1)
Fi n
d
_ Py, (X—AHO) >d| =Py, (f—ﬂo) S d
%gl(Xi X)?
Py V(X = o) > d =P90(};;5—0 ZVn—ld),
n _ . n/ NN
Voo -1 % (x- %)
n—1;3
bajo Hj se tiene que: .
V(X = o) .
Sn n—1
y entonces
X —
@ =Py, ( M > Vi — 1d) = Py, (1T, = Vn = 1d)
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= Py, (T < ~Nu=1d) + Py, (T, = Vu = 1d).

Pe() (Tn > Nn — 1d) 1_PHO (T,,<\/nf]d)

1Py, (Ta<Va=1d)

Aqui se us6 que la fdp ¢-Student es simétrica con respecto al eje x = 0, lo
cual implica en términos de la fda que el drea a la izquierda de —x es igual al
area a la derecha de x. Por lo tanto,

2|1-Py (T < Vu=Td)| = = 1-Py (T, < Vu=1d) =a/2

P@g (Tn < Vn — 1d) =1 —% = tn—l,l—% =Vn-1d,

es decir,

tn—l,l—%
V-1

Por tanto, el test UMP rechaza Hy : u = ug si

lp-1,1-¢
T, >Vn - 1d = T, > N¥Nr=1—=
17,0 > Vi T 2 =T —

|an| 2tn—l,l—%- o

Para encontrar la distribucién de A (x) se usa el teorema 7.4, que brinda
la distribucién asintética de la razén de verosimilitud generalizada.

Teorema 7.4. Segin [20, p. 490], dadas X1,Xo, . .., X, una muestra aleatoria
de una fdp o fmp f(x;60). Bajo condiciones de regularidad, si 6 € ® entonces la
distribucion de la estadistica —2In [/l (x)] converge a la distribucion chi-cuadrado
cuando el tamafio de muestra tiende a infinito. Los grados de libertad de la distribu-
cion limite son la diferencia entre el miimero de pardmetros libres dados por 6 € O
y el miimero de pardmetros libres dados por 0 € ©. Asi, se rechaza H si y solo si

~2In (1(2)) 2 X3 1o
a un nivel de significancia del a, es decir, para cada 6 € ©:

lim Pg{x:/l(x) Sc} =«

Demostracion. Ver detalles de la prueba en [20, p. 490]. o
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7.4. Algunos casos particulares

Antes de pasar a algunos casos particulares, considerando que el valor P es el
nivel de significancia mas pequefio que conduce al rechazo es de la hipétesis
nula, Hy, para su cilculo se debe tener en cuenta la hipétesis alterna. Por
ejemplo, si z, es el estadistico calculado a partir de la informacién en la

46

muestra, es decir, es el estadistico de contraste™, el valor P es:

2[1 - ®(|z.|)] para Hj:0 # 0
P —valor ={ 1 -®(z,) para Hp:0 > 0
D(z,) para H;:0 < 6y

Ejemplo 7.14. Considerando la informacion del ejemplo 6.17 sobre dos grupos de
ratas con diferentes dietas, se tenia que:

Dieta | mny ay =1y é'k2 = st
A 10 274,7 124,9

B 8 536,65 | 4762,2857

1. éExiste alguna razon para creer, a un nivel de significancia del 0,05, que
el peso en gramos luego de 64 dias de aplicada la dieta A es mayor de 265
gramos? (suponga que la varianza es conocida O'j = 180). Ademds, calcule el
P-valor.

2. éExiste alguna razon para creer, a un nivel de significancia del 0,1, que el
peso en gramos luego de 64 dias de aplicada la dieta B no es igual a 500
gramos? (suponga que la varianza es desconocida).

Solucion. Para cada pregunta planteada el procedimiento es el siguiente:

1. Suponiendo que la varianza es conocida:

a) Sesabequeny =10y iy =14 = 274,7.
b) Del enunciado se tiene que g = 265, a‘j =180y a =0,05.
¢) Las hipétesis nula y alterna son:

Ho:u<265 vs. Hp:u>265.

46Estadistico de contraste. Es un mecanismo mediante el cual se rechaza la hipétesis nula
cuando existen diferencias significativas entre los valores muestrales y los valores teéricos, y
se acepta en caso contrario. El estadistico de contraste sigue una distribucién determinada
conocida y para cada muestra tomard un valor particular.
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d)

e)

2)

El estadistico para el contraste es:

E— o 274,7 - 265

2= = =~ = 2,2868.
\ VID

El criterio de rechazo segin la hipétesis alterna es: se rechaza H)
cuando
% 2 Zl-q-

Buscando para @ = 0,05 en la tabla C.1:
21— = 20,95 = 1,645.

Como 2,2863 >1,645, se toma la decision de rechazar la hipétesis
nula porque los datos apoyan la evidencia para considerar que
dicha hipétesis no es cierta. Asi, el peso en gramos luego de 64
dias de aplicada la dieta A es mayor de 265 gramos con un nivel
de significancia del 0,05.

h) Valor P. Como la hipétesis alterna es H; : u > 265, entonces

P—valor=1-®(z) =1-(2,2863) =1-0,9857 = 0,0143.

Como el P-valor es menor que el nivel de significancia propuesto
para el test (@ = 0,05), se rechaza la hipétesis nula y se concluye
que el peso en gramos luego de 64 dias de aplicada la dieta A es
mayor de 265 gramos con un P-valor de 0,0143, ver figura 7.7.

> — valdr = 0,0143

00 01 02 03 04

00 01 02 03 04

Figura 7.7. Zona de rechazo y P-valor, ejemplo 7.14, item 1
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2. Suponiendo que la varianza es desconocida:

a)

b)
¢)

e)

2)

Se sabe que ng = 8,
fp=ap=5855 y  op=sk=4762,2857.

Del enunciado se tiene que pg = 500 y @ = 0,10.
Las hipétesis nula y alterna son:

Ho:u=500 vs. Hj:p#500.
El estadistico para el contraste es:
T—po 535,56 -500

ST 69,0093
Vi V8

te = =1,4550.

El criterio de rechazo segtn la hipétesis alterna es: se rechaza H
cuando || > ly-1,1-2

tc S t%,n—l o tc 2 tl—%,n—l :

Se busca para @ = 0,05 en la tabla C.2:

t =y, =—1,890 'y 1,

&on-1 0,0, 1-4,n-1 - t0,95,7

=1,895.

Como 1,4550 > —1,895y 1,4550 < 1,895 se toma la decision
de no rechazar la hipétesis nula porque los datos no dan suficiente
evidencia para considerar que dicha hipétesis es cierta. Asi, el
peso en gramos luego de 64 dias de aplicada la dieta B no se
puede decir que sea diferente de 500 gramos con un nivel de
significancia del 0,1.

h) Valor P. Como la hipdtesis alterna es H; : u # 500, entonces

P —valor = 2[1 - F(lt.|,7)] = 2[1 - F(|1,4550];7)].

con F indicando la fda de la distribucién ¢ de Student. Lo usual
es no encontrar el valor exacto en la tabla, por lo cual se realiza
una aproximacién del P-valor, pero se puede obtener usando un
paquete estadistico como R. En este ejemplo el valor mds cercano

es para F'(1,415;7) = 0,900, entonces

P —valor = 2[1 — F(1,415;7)] = 2[1 - 0,90] = 0,20.



10« Prueba de hipdétesis

El valor exacto del P-valor es:
P —valor = 2[1 - F(1,415;7)] = 2(0,0945) = 0,1890.

Como el P-valor es mayor que el nivel de significancia, se con-
cluye que no se puede rechazar la hipétesis nula, es decir, el peso
en gramos luego de 64 dias de aplicada la dieta B no se puede
decir que sea diferente de 500 gramos con un P-valor igual a

0,1890, ver figura 7.8.

02 03 04
L

F(T<t)

00 01

02 03 04
L

F(T<t)

00 01

ty_a =to,057 = —1,8946 t ti_a =too57 = 1,8946

Figura 7.8. Zona de rechazo y P-valor, ejemplo 7.14, item 2 of

Ejemplo 7.15. Se sabe que aproximadamente 1 de 10 fumadores prefieren la
marca de cigarrillos A. Tras una campania publicitaria, en una region, se entrevisté
a 200 fumadores para determinar la eficiencias de la campana. El resultado de esta
muestra es que un total de 32 personas indicaron preferencia por la marca A. éPuede
considerarse que estos datos presentan evidencia suficiente para indicar un aumento
en la aceptacion de la marca A? Utilizar un nivel de significancia del 0,01.

Solucion. Del enunciado se tiene que:

1. po=15=0,10,0,=2%=3%=0,16ya =0,01.
2. Las hipétesis nula y alterna son:

Ho:p=0,10 vs. Hp:p>0,10.
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3. El estadistico para el contraste es:

6-po _0,16-0,10

po(1=po) 0,10+0,90
n 200

4. El criterio de rechazo segun la hipétesis alterna es: se rechaza H

=2,8284.

Zc =

cuando
Zc 2 21-q-

5. Buscando para @ = 0,01 en la tabla C.1:
Zl-a = 20,99 = 2,325.

6. Como 2,8284 >2,325 se concluye que la campana publicitaria si tuvo
un efecto y aumenté la aceptacion de la marca A de cigarrillos con
nivel de significancia de 0,01.

7. Valor P. Como la hipétesis alterna es H; : p > 0,10, entonces

P—valor=1-®(z) = 1 - ®(2,8284) = 1 —0,9977 = 0,0023.

Como el P-valor es menor que el nivel de significancia se rechaza la
hipétesis nula y se concluye que la campafia publicitaria si tuvo un
efecto y aumenté la aceptacién de la marca A de cigarrillos con un

P-valor de 0,0023.

El programa en R para el ejemplo 7.15 es?’:

remove(list=1s())
prop.test(32,200,p=0.10,alternative="greater",conf.level=0.99,
correct=FALSE)
prop.test(32,200,p=0.10,alternative="greater",conf.level=0.99,
correct=TRUE) o

7.41. Prueba de hipotesis sobre una varianza cuando
1 €S una constante desconocida.

Sea
Hy:6*<62 vs. H,:0°> 63

47E] test que arroja la funcién pro.test de R calcula el estadistico y2 y no el estadistico z,.

Asi )(21 =22, Este caso 2, = | x& = V8 = 2,8284.
——
48
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y u = 0, usando la representacion de la familia exponencial dada en (5.27):
1 -1 Zﬂ
’02 = ——¢ _— 2
P (2m62)% o {202 i=1 K }

[y 1 L C
:exp{—gln (27r62)+(—@) xlz},

—_— i=1
———

o @ 7@

como ¢(0) = ;—21 es una funcién creciente en 6, entonces el test rechaza

Hy : 62 92 siysolosiT(x) = Z X2 > to es un test UMP de nivel «,

donde @ = Py, (T > ty), ver teorema 7 3 ynota7.7.

n
2
ZXi > 1o

1 n 0 to
@ =Py (T > 1) = Py, =Py, GQZXi >
i=1 0 i=1 0
Lo
_PHU /\/n > E
0
C t
9 _ o 9
Xn,l—a - ﬁ < 0 n 1 - = lo,

y, por tanto, el test UMP rechaza Hy : 62 < 9(2),

ZX2 90)(n l-a°

cuando y = 0, si

es decir,
n

1

2 2
Q_QZXZ > Xnl-a
0 i=1

Similarmente (ver [62, p. 289]), el test UMP rechaza Hy : 62 < 0(2), cuando

u es constante desconocida, si
2
Z(X X) >00Xn ,1-a’
i=1
multiplicando y dividiendo por (n — 1) se obtiene que:

(n—1)8* 9

o7 > Xo-11-a (7.13)
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Ejemplo 7.16. Considerando la informacion del ejemplo 6.17 sobre dos grupos de
ratas con diferentes dietas, se tenia que:

fig = 585,5 2 =55 = 4762,2857 ng = 8.

éExiste alguna razon para creer, a un nivel de significancia del 0,05, que la varianza
del peso en gramos luego de 64 dias de aplicada la dieta B sea mayor de 20002

Solucion. De los datos del enunciado:

1.

o

Se sabe

oh =55 =4762,2857 y  np=8.

. Ademds, se tiene que 9% =2000y @ =0,05.
. Las hipétesis nula y alterna son

Hy: %2 <2000 vs. H,:6%> 2000.

. El estadistico para el contraste es dado en (7.13):

o (n—1)S%  (7)4762,2857

. = 16,668.
¢ 98 2000 ’

. El criterio de rechazo segun la hipétesis alterna es: se rechaza H

cuando
2 2
Xe Z /\/n—l,l—a/'

. Buscando para @ = 0,05 en la tabla C.3:

9 _ .2 _
Xn-11-a = X7,0,95 = 14,07.

. Como 16,668 >14,07, se toma la decisién de rechazar la hipétesis

nula porque los datos apoyan la evidencia para considerar que dicha
hipétesis no es cierta. En consecuencia, la varianza del peso en gramos
luego de 64 dias de aplicada la dieta B es mayor de 2000 con un nivel
de significancia del 0,05.

. Valor P. Como la hipétesis alterna es H, : 62 > 2000, entonces

P-valor=1-P(x2, < x?=1-P(x2 < 16,668)
=1-0,98038 =0,0197.
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Como el P-valor es menor que el nivel de significancia se rechaza la
hipdtesis nula y se concluye que la varianza del peso en gramos luego
de 64 dias de aplicada la dieta B es mayor de 2000 con un P-valor de
0,0197, ver figura 7.9.

2
7<%)
I

F(x

0,0197

2
7<)
L

F(x%

T T T T T
0 5 10 /} 15 20

* Xﬁ.—l.]—a = K%,n.gs = 14,067

Figura 7.9. Zona de rechazo y P-valor, ejemplo 7.16

7.4.2. Prueba de hipotesis sobre diferencia de medias
de dos poblaciones independientes

Supéngase que X1,X9,X3, ...,X, son variables aleatorias iid de modo que
X; ~ N(,uX,O')%) y Y1,Y9,Ys, ...,Y, son variables aleatorias iid tales que
Y1 ~ N( ,uy,O'YQ), donde las muestras aleatorias son independientes entre si.
Nos interesa hacer hipétesis sobre la diferencia de sus medias poblacionales.
Se consideran tres casos: varianzas conocidas, varianzas desconocidas que se
pueden considerar iguales a nivel poblacional y varianzas desconocidas que
no se pueden considerar iguales a nivel poblacional.

7.4.22. Varianzas conocidas

Se sabe que:

_ ()'EZ _ (T2
X, NN(,UX,—X) y Yo ~N(w,—y)
n m
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X, =Y, ~N X — My, — + —
m
Xn_Ym_ -
(o = pv) ~ N(0,1). (7.14)
XL

Si las hipdétesis planteadas son:

Hy: px — py < 6o vs.  Hg:ux —py > 0o,

Andlogamente a los resultados del ejemplo 7.12, reemplazando pux —uy = 6y
en 7.14, el test rechaza Hy si

X-¥Y-6 . (7.15)
L

n m

es un test UMP de nivel a.

Si las hipétesis planteadas fueran Hy

sux—py 2 60gvs. Hy : ux—puy < 0
el test rechaza Hy si
X -Y -6 B
— —2]-«
n m

es un test UMP de nivel a.

Si las hipétesis planteadas fueran Hy : ux—uy = 0o vs. H, : ux—puy # 0y
el test rechaza Hy si

es un test insesgado UMP de nivel .

7.4.2.2. Varianzas desconocidas que se pueden considerar
iguales a nivel poblacional

Cuando las varianzas poblacionales no se conocen, pero se puede suponer
2

que oy = 0'3 = 02 se tiene que:

2 2

_ o - ag
Xn ~N (,UX,—) y Ym ~N (/JY} ) .

n m
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Luego, la expresion (7.14) queda:

2 2
Xn_YmNN(/lX_:uYyo-_"'o-_
n m

Xn _Ym - (,uX - ,UY)

n m

~N(0,1).

Del capitulo 6, casos particulares, se sabe que:

=T ~tyim-9, (716)

con S;f el estimador de la varianza o2 dado en (6.38).

= Si las hipétesis planteadas son:
Hy: ux — uy <6 VSs. H, : pux — py > 6.

Reemplazando pux — uy = g en (7.16), el test rechaza H si

~

X -
SP

-0

o

> lpam-2,1-a (717)

S =
|-

+

es un test UMP de nivel a.
Si las hipétesis fueran Hy : ux — uy = 0o vs. H, : ux — py < 6o y se
reemplaza ux — uy = 0g en (7.16), el test rechaza H si

X-Y -6y
%V%+%

es un test UMP de nivel a.
Si las hipétesis fueran Hy : ux — uy = 09 vs. H, : ux — uy # 0o y se

< _tn+m—2,]—a

reemplaza ux — uy = 0g en (7.16), el test rechaza H si

X -Y -6y
D > lyym-2,1-¢
Sp\utw

es un test insesgado UMP de nivel .
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7.4.2.3. Varianzas desconocidas que no se pueden suponer
iguales a nivel poblacional

Se sabe que:
2 2
} o a o
XnNN(ﬂXy_X) y Ym"’N(,uYy_Y)
n m
2

donde v es dado en (6.40) o (6.42).

s Si las hipétesis planteadas son:

Hy : px —py <6 vs.  Hg:ux —py > 0o,

el test rechaza Hy : ux — uy < g si

X-Y -6 (7.18)

es un test UMP de nivel a.
» Si las hipétesis fueran Hy : ux — py > 0g vs. H, : ux — py < 6 el

test rechaza H si

X-Y -6
< _tv,l—(t
sz 82
X 4 X
n m

es un test UMP de nivel a.
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= Si las hipétesis fueran Hy : ux — uy = 0o vs. H, : ux — uy # 6o el
test rechaza H si

X-Y -0

>ty 1-a
2 2 T2
Sy Sy

n m

es un test insesgado UMP de nivel «.

Ejemplo 7.17. Considerando la informacion del ejemplo 6.17 sobre dos grupos

de ratas con diferentes dietas, se tenia que:

Dieta | ny, ay =1y 0']? = slg
A 10 274,7 124,9
B 8 535,56 | 476228567

1. éExisten evidencias para considerar, a un nivel de significancia del 0,01,
que el peso en gramos luego de 64 dias de aplicada la dieta B excede a
la dieta A en 250 gramos? Suponiendo que las varianzas eran conocidas

(% = 180y o = 8000).
2. Responder la pregunia anterior si las varianzas son desconocidas v se conside-
ran distintas, considerando el resultado obtenido en el ejemplo 6.17.

Solucion. Para cada pregunta planteada el procedimiento es el siguiente:
1. Suponiendo que las varianzas son conocidas
a) Se sabe que ny = 10 y ng = 8, ademds que
g =274,7 i =535,5
o% =180 op = 3000.

b) Del enunciado se tiene que 8g = 250 y a = 0,01.
¢) Las hipétesis nula y alterna son:

Hy:ug—uy <250 vs. H,:upg— uy> 250.

d) El estadistico para el contraste es dado en (7.15):

X-Y -6y 585,56-274,7-250

o2 o2 180 3000
X 4 X B + -8

=0,5448.

Zc =
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e) El criterio de rechazo segtin la hipétesis alterna es: se rechaza Hy
cuando
2 2 2]-q-

/) Buscando para @ = 0,01 en la tabla C.1:
l—a = 20,99 = 2,325.

g) Como 0,56448 <2,325, se toma la decisién de no rechazar la hipé-
tesis nula. En consecuencia, no se puede rechazar la hipétesis de
que el peso en gramos luego de 64 dias de aplicada la dieta B sea
diferente a la dieta A en 250 gramos con un nivel de significancia
del 0,01.

h) Valor P. Como la hipétesis alterna es H, : up — uy > 250,
entonces el valor P es:

—valor=1-P(Z <z2)=1-P(Z < 0,5448)
=1-0,7070545 = 0,298.

Como el P-valor es mayor que el nivel de significancia no se
rechaza la hipétesis de que el peso en gramos luego de 64 dias
de aplicada la dieta B sea diferente a la dieta A en 250 gramos
con un P-valor de 0,293.

2. Suponiendo que las varianzas son desconocidas y distintas

a) Se sabe que ny = 10 y ng = 8, ademds que
g =274,7 i =535,5
0% =5%=124,9 op = sy =4762,2857.

b) Del enunciado se tiene que 8y = 250 y a = 0,01.
¢) Las hipétesis nula y alterna son:

Hy:ug—puy <250 vs. H,:up— uy> 250.
d) El estadistico para el contraste es dado en (7.16):

-Y -6y _ 585,5 - 274,7 — 250 _ 0.4381.
\/124 9 | 4762, 2867

- 9
ag o
S
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e) El criterio de rechazo segtin la hipétesis alterna es: se rechaza Hy
cuando
te 2 tv, l-a>

donde v es dado por (6.40) o (6.42), es decir, v ~ 7,294325,
ver ejemplo 6.23.
/) Buscando para @ = 0,01 en la tabla C.2:

ly,1-a = 17,0,99 = 2,998

g) Como 0,4381 <2,998, se toma la decisién de no rechazar la hipé-
tesis nula. En consecuencia, no se puede rechazar la hipétesis de
que el peso en gramos luego de 64 dias de aplicada la dieta B sea
diferente a la dieta A en 250 gramos con un nivel de significancia
del 0,01.

h) Valor P. Como la hipétesis alterna es H, : up — uy > 250,
entonces el valor P es:

P—valor=1-P(T, <t)=1-P(T; < 0,4381)
=1-0,6627 = 0,3373.

Como el P-valor es mayor que el nivel de significancia no se
rechaza la hipétesis de que el peso en gramos luego de 64 dias

de aplicada la dieta B sea diferente a la dieta A en 250 gramos
con un P-valor de 0,3373.

El programa en R para el ejemplo 7.17 item 2, es

remove(list=1s())

dietaA=c(278, 245, 269, 275, 280, 281, 284, 278, 280, 277)
dietaB=c(478, 496, 472, 628, 495, 490, 625, 600)
var.test(dietaA,dietaB,ratio=1,alternative="two.sided",
conf.level=0.90) ## test F para comparar dos

## varianzas e intervalo de confianza
t.test(dietaB,dietaA,mu=250,alternative="greater",
paired=FALSE,var.equal=FALSE,conf.level=0.98) # test
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7.4.3. Pruebas de hipotesis para la igualdad de
varianzas

Para determinar si no se cumple el supuesto de varianzas iguales, frecuente-
mente se aplica una prueba que compara dos varianzas antes de llevar a cabo
una prueba ¢ sobre dos medias.

El problema de probar la igualdad de las varianzas 0'}% y 0'3? de dos
poblaciones consiste en probar la hipétesis nula Hy) : 0'}2( = o'}? contra una de

las alternas usuales:

2 2 2 2 2 2
oy <oy, Ox > 0Oy, o Ox #0y.
Para muestras aleatorias independientes de tamafios n y m, respectivamente,
de las dos poblaciones, el valor F, para probar ox = oy es el cociente
2
SX"

2
SYI/L

k. = ) (7.19)

donde S)Q(n y ng son las varianzas calculadas de las dos muestras. Si las dos
poblaciones se distribuyen de forma aproximadamente normal y la hipéte-
sis nula es verdadera, de manera andloga al intervalo de confianza para el
cociente de varianzas de distribuciones normales independientes, la razén

= SZ / es un valor de la distribucién F conv; =n—1yvg =m — 1
grados de hbertad Por lo tanto, las reglones crltlcas de tamarfio @ que corres-
ponden a las alternas unilaterales o‘X y a' > 0'}? son, respectlvamente
F, < Fy(v1,v9) y F, > F1_o(v1,09). Para la dlterna bilateral O'X * a'Y la

region critica es F, < Fy/9(v1,v9) 0 Fp > Fi_4/9(v1, v9).

Ejemplo 7.18. Al probar la diferencia en el peso en gramos de las dietas del
ejemplo 7.17 se supuso que las dos varianzas desconocidas de las poblaciones eran
distintas. &Se justifica tal suposicion? Utilice un nivel de significancia de 0,10.

Solucion. De los datos del enunciado:
1. Se sabe que ny = 10 y ng = 8, ademds que

fig = 274,7 fip = 535,5
2 2
72 = 5% =194,9 572 = 5% = 4762,9857.

2. Las hipétesis nula y alterna son:

Hozoﬁzoﬁ VS. Hazoﬁqto-g
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ya=0,10.

3. El estadistico para el contraste es:

5 _ S5 _ 4762,2857

== = = 38,1287
' SZ 124,9 ’ ’

conv] = 7 yvg = 9 grados de libertad.
4. El criterio de rechazo segin la hipétesis alterna es: se rechaza H

cuando
F, < Fy9(v1,v9) o F. > Fi_q/9(v1,v9).
5. Buscando para a = 0,10 en la tabla de la distribucién F:

Fyo(v1,09) = Fo,05(7,9) = 0,2720 y
Fi_q/9(v1,v9) = Fy 05(7,9) = 3,2927.
6. Como 38,1287 > 38,2927, se toma la decision de rechazar la hipétesis

nula. En consecuencia, las varianza de las dietas son distintas con un
nivel de significancia del 0,10. o

7.4.4. Prueba de hipotesis para diferencia de medias
de dos poblaciones no independientes

X1| (Xe| (Xs X . o

Sean (Yl ) , (Yg) , (Yg) e (Yn) vectores aleatorios iid tal que
9
()= () oo 75|
Yy 1% pPOX0Oy Oy

luego

E(X1) = ux y EY) =py

V(X)) = oy y V(Y1) =0y y Cov(X1,Y1) = poxoy

EYi-XD)=py—px y V(1-X)=o0y+0y-2p0x0y.

1 n 2
— (Di - D) , se sabe que
i=1

o H_1x 2 _
SlDi_Yi_Xi’D_zinginD,n_

\/ﬁ [Dn - (,UY - ﬂX)]
SD,n

~lp-1.
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Si las hipétesis planteadas son:
Hy : py — ux < 0o Vs. Hg : py — px > 6o.
El test rechaza Hy : uy — ux < 0 si

Sp., D-6
D g, = 0

D > tn—l,l—a

es un test UMP de nivel «.

423

Si las hipétesis fueran Hy : uy — ux > 0o vs. H, : uy — ux < 0g el test

rechaza Hy si

- < —=ly_1.1-
Shm n-1,1-a

Vi
es un test UMP de nivel .

Si las hipétesis fueran Hy : py — ux = 09 vs. H, : uy — ux # 6g el test

rechaza H si

D—@o

Vi

> ly-1,1-¢

es un test insesgado UMP de nivel «.

Ejemplo 7.19. Segiin [89, p. 858], cinco muestras de una sustancia tipo ferrosa
se utilizan para determinar si existe una diferencia entre un andlisis quimico de

laboratorio vy un andlisis de fluorescencia de rayos X. Cada muestra se divide en dos

submuestras vy se aplican los dos tipos de andlisis. Los datos codificados que muestran

los andlisis de contenido de fierro se presentan en la tabla 7.8.

Tabla 7.3. Datos codificados, ejemplo 7.19

Muestras
Andlisis 1 2 3 4 5
Rayos X 201201 23 | 21 |24
Quimico 221191 25 | 23 |24
D; -0210,11-021-0210,0

Fuente: adaptada de [89, p. 359].

Si se supone que las poblaciones son normales, pruebe, al nivel de significancia de

0,05, si los dos métodos de andlisis dan, en promedio, el mismo resultado.

Solucion. De los datos del enunciado:
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1. Se sabe que:

D =-0,1 n=>5 Sp.n=0,1414.

. Ademds, se tiene que g = 0y a = 0,05.
. Las hipétesis nula y alterna son:

Hy:up—uy4=0 vs. H,:up—puy#0.

. El estadistico para el contraste es:

D-6, -0,1-0
le = Son - 01T =-1,5814.

\a V5

. El criterio de rechazo segun la hipétesis alterna es: se rechaza H

cuando

lte| = ty-1,1-3-

. Buscando para @ = 0,05 en la tabla C.2:

tn—l,l—% = t4’1_¥ = 2,776

. Como |-1,6814|<2,776, se toma la decisién de no rechazar la hipétesis

nula. En consecuencia, no se puede rechazar la hipétesis de que los
dos métodos de andlisis dan, en promedio, el mismo resultado con un
nivel de significancia del 0,05.

. Valor P. Como la hipétesis alterna es H, : ug — uy # 0, entonces

P —valor =2[1 = P(T,,—1 < |t.])] =2[1 - P(Ty < |- 1,5814])]
=2(1-0,90565) = 0,189.
Como el P-valor es mayor que el nivel de significancia no se rechaza

la hipétesis de que los dos métodos de andlisis dan, en promedio, el
mismo resultado con un P-valor de 0,189.

El programa en R para el ejemplo 7.19 es:

remove(list=1s())
rayosX=c(2.0,2.0,2.3,2.1,2.4)
quimico=c(2.2,1.9,2.5,2.3,2.4)

## varianzas e intervalo de confianza

48E] test prop.test realiza una prueba chi-cuadrado. El estadistico calculado que arroja para
este ejemplo es y2 = 8.
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t.test(rayosX,quimico,mu=0,alternative="two.sided",
paired=TRUE,conf.level=0,95) # test

## t para comparar dos medias poblaciones no

## independientes o

7.4.5. Pruebas de hipotesis para diferencia entre dos
proporciones poblacionales, muestras
independientes

Sean X1,Xg, ...,X, variables aleatorias iid Bernoulli de pardmetro px y
sean Y1,Y9, ...,Y,, variables aleatorias iid Bernoulli de parametro py, donde
las muestras aleatorias son independientes entre si. Si se denota X,, = x y
Y,, = fy v si los tamafios de muestra son suficientemente grandes para cada
una de las muestras, se tiene que:

Vi (6x — px) = N (0,px [1 - px])
Ox -px D
[px (A—px)

Vi (By = py) = N (0,py [1 - py])

y

N(0,1)

by — py
py (1-py)

m

2, N, 1),

ver ejemplo 38.33. Luego para n y m suficientemente grandes:

Ox -0y — (px —py) D
\/PX(l_PX) + py(1-py)

n m

N(0,1).

Si las hipétesis planteadas son:
Ho:px—py =0  vs.  H,:px—py #0,

usando pruebas de hipétesis sobre diferencia de medias de dos poblaciones
independientes cuando las varianzas son desconocidas, pero se consideran
iguales (suponiendo que la varianza depende de p y bajo la hipétesis nula
px = py), el test rechaza Hy : px — py = 0 si
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Ox — by

\/é(l—é)(%+%)

es un test insesgado UMP de nivel «, donde la proporcién ponderada es:

_ 1 n m
f=—— ;Xi+;Yj .

> 21-a

Ejemplo 7.20. Una firma manufacturera de cigarrillos distribuye dos marcas.
Si se encuentra que 56 de 200 fumadores prefieren la marca A y que 29 de 150
Jumadores prefieren la marca B, épuede concluirse en el nivel de significancia de
0,05 que la preferencia por marca A difiere de la preferencia por la marca B?

Solucion. De los datos del enunciado:

1. Se sabe que:

.56
G1=gns=0.28 vy ny=200,
.99
Ip=—5=01983 vy up=150,
X+ 1Y) 56+29 85
_ i =1 +
0= = T 3005150 350 - 2429

2. Ademds, se tiene que pg = 0y @ = 0,05.
3. Las hipétesis nula y alterna son:

Hy:pg—-pp=0 vs. Hy:pq—pp#0.

4. El estadistico para el contraste es:

Ox — Oy 3 0,28 -0,1933

\/é (1-6)(L+1) \/0,2429 (1-0,2429) (s + 1)
=1,8718.

Zc =

5. El criterio de rechazo segun la hipétesis alterna es: se rechaza Hy
cuando
> 2 0
}ZC| = 251,§ .
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6. Buscando para @ = 0,05 en la tabla C.1:

Zl-g =2;_005 = 1,96.

2

(=53

7. Como 1,8718 <1,96, se toma la decisién de no rechazar la hipétesis nu-

la, luego no hay suficiente evidencia para considerar que la preferencia

por marca A difiere de la preferencia por la marca B.

8. Valor P. Como la hipdtesis alterna es H, : p4 — pg # 0, entonces

P —valor = 2[1 - ®(z)] = 2(1 — ®(1,8718)) = 2(1 — 0,96934)

=0,06132.

Como el P-valor es mayor que el nivel de significancia propuesto

(@ = 0,05), no se rechaza la hipétesis nula y se concluye que no hay

suficiente evidencia para considerar que la preferencia por marca A
difiere de la preferencia por la marca B, con un P-valor de 0,06132.

La instruccién en R para comparacién de dos proporciones, muestras inde-

pendientes, es:

prop.test(x=c(56,29),n=c(200,150),alternative=c("two.sided"),
conf.level=0.95,correct=FALSE)

prop.test(x=c(56,29),n=c(200,150),alternative=c("two.sided"),
conf.level=0.95,correct=TRUE)

Note que en este caso z, = 4/ x2 = V83,5018 = 1,871176.

——
49

7.5. Bondad de ajuste

En este tipo de pruebas se comparan los datos de una muestra aleatoria,

clasificados en un cierto tipo de categorias, con las frecuencias esperadas

para las categorias bajo la hipétesis nula. Se rechazard la hipétesis nula si las

frecuencias esperadas y las frecuencias observadas difieren suficientemente.

7.5.1. Test de Pearson para bondad de ajuste

Sea n el tamafo de muestra (cantidad fija) y considerando n ensayos in-

dependientes, donde cada ensayo tiene su resultado en uno de J posibles

49EI test prop.test realiza un prueba chi-cuadrado. El estadistico calculado que arroja para

este ejemplo es y2 = 3,5018.
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resultados, se dice que la distribucion asociada respectiva es la distribucién

multinomial (ver definicién 2.9). Cabe notar que la distribucién binomial es
un caso particular de la distribucién multinomial donde J = 2, ver tabla 7.4.

Tabla 7.4. Tablas de frecuencias esperadas y observadas

Frecuencias esperadas Frecuencias observadas
Categoria | Proporcién || Categoria | Proporcién
1 10 1 %l
2 90 2 =

n
. . . ﬂ
i 70 i -
J TJjo 1 nr_;;
J J
Total > omio=1 Total > E=1
i=1 i=1

Dado que las J probabilidades 81, 89, ..., 67 suman 1, solo hay J — 1
pardmetros independientes en el modelo multinomial bésico, por lo tanto,
J-1

6y=1- 20 y xJ=n—lei,

luego, la funcién de log-verosimilitud es:

J X
5(0];62,93; v ’HJ—I;xlny,x3, e ,(I?J_l) = ln ln' (l_[ j)]
: ;-

J J
=In (n!) + in In (6;) — Z In (z;!)
i=1 i=1

J-1 J-1 J—1 J
=In(n!) + in In(6;) + (n - in)ln (1 - Z 9{) - Zln (x:!),
i=1 i=1

i=1 i=1

derivando con respectoa 6;,7 =1,2,8,...,J — 1,

96(61,02,03, .. .,07-1;21,29,23, - - - ,XJ-1) _
00;
J-1 J-1 J-1 J
0 [ln (m)+ > xIn(6;) + (n - xi) In (1 - 91-) - >In (xi!)]
i=1 i=1 i=1 i=1

i=

00;
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xy
——
J-1
n— Xy
X - xr X
=4 ()= -,
0; J-1 0; 0y
1- 0;
i=1
—_———
0.

igualando a cero [76, p. 304],

Xy
——
J-1
n— Y x
L i1 —0,i=1,2...,J-1
O 1-601-0g—-—0; =01 - =0,
b,
X
Lo 21,981
0; 0y
xiéJ ~
_:02 =1’273) $J_1;
X, !

J
como Y, 0; = 1, entonces:
i=1

7 -1 5
Zél=1 o =1 e
Xy
i=1 i=1
J-1
R ~ X
HJ(in+XJ)=XJ = 9J=_J,
i=1 n
~———
n
luego,
5 g =1,2,3,...,J -1
~ Ui t=1,4,9,..., -
X, !
Y_ g, i=1,2,38,...,J-1,
n
asi el EMV para 6; es 0; = 2i=12,...,J.
Ahora, considérese las hipétesis
Hy:0;=0;0 vs. H,:0; #0;,0 1=1,2,8,...,J, (7.20)
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entonces la RVM dada en (7.2) queda:

sup L(6;x) SUPL(91,92,93, co00-1521,29,a8, . .
U

JLJ-1)

&

ﬂ —

(=) = SUPL(GJC) T SupL(61,09,03, ... ,07_1;21,29,23, - - -
)

x; 911

—l_[n

{x:A(x) <c} = {x ; l_i[ (njo)f SC},

que corresponde a un test LRT para probar la hipétesis (7.20).

Usando el teorema 7.4 se tiene que:

J Z;
e

J 0
=-9 in ln(nxl()) L, X?}—l’

i=1

—QIn[ :—2]

entonces,
a = lim Py{x : A{x} <c}
n—>oo

L (n;0\"
=limPg{x:l—[( Z0) SC}
n—>00 X;

i=1

J T
= lim P {x :=21In [l_l (710,0) > —QIH(C)}
n—00 il X
J ne,;
= lim Py {x : =2 in In 01> —21n(c)} .
i=1

Por la regla del complemento:

J
lim Py {x 1 =2 in In [n@l()} < —21n(c)} =1-q.
n— o0 €T

i=1 L

nBip\"
i0 _ i
11

,Ty-1)

(7.21)
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Despejando, se obtiene el cuantil

_X2
J-1,1-
X.QI—I,I—Q =—2In(c) = eXp{ 2 a} =c,

por tanto, la regién de rechazo es de la forma

J x 2
I

que corresponde a un test LRT para probar la hipétesis Hy : 6; = 0;,
1=1,2,8,...,dJ.

Ejemplo 7.21. Segiin [19, p. 874], a partir de los registros de un almacén, el
50 % de los vestidos adquiridos en una temporada se venderd a precio de menudeo, el
25 % a un 20 % menos del precio de menudeo, el 15 % se venderd tras una reduccion
de su precio al 40 % vy los restantes con una disminucion en su precio del 60 %. Para
la temporada se compraron 300 vestidos v su venta se presenta en la tabla 7.5.

Tabla 7.5. Distribucién del nimero de ventas de vestidos por porcentaje de
disminucién en su precio de venta

Descuento 0% | 20% | 40% | 60% | Total
Ventas

Numero de vestidos 140 | 90 30 40 300
Fuente: adaptada de [19, p. 374].

éExiste alguna razon para creer que el porcentaje de ventas segiin porcentaje de
descuento fue diferente en esta temporada con respecto a las temporadas anteriores?
Usar un nivel de significancia de 0,05 y calcular el P-valor.

Solucion. De los datos del enunciado:

1. Se sabe que n = 300, J =4y a = 0,05.
2. Sean p; la proporcién de ventas de vestidos al precio de menudeo, p9
la proporcién de ventas de vestidos a un 20 % menos del precio de
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menudeo, pg la proporcién de ventas de vestidos a un 40 % menos del
precio de menudeo y p4 la proporcién de ventas de vestidos a un 60 %
menos del precio de menudeo.

3. Las hipétesis nula y alterna son:

p1 0,50 p1 0,50
pe|_[0.25 pe| (0,25
Ho : s 10.15 vs. Hj: ’3 * 0.15|°

P4 0,10 P4 0,10

4. El estadistico para el contraste es dado en (7.21):

J
x2=-2) xn (ano)
1

° X
1=

] 300 x 0,50 300 x 0,25
= - [140111 (T) +90In (T) +
300 x 0,15) +401n(300><O,10

301“( 30 10

)] =12,1865.

5. El criterio de rechazo es: se rechaza Hy cuando

9 9
Xe Z X7-1,1-a"

6. Buscando para @ = 0,05 en la tabla C.3:

9 ) _
XJ-1,1-a = X3,0,95 = 7,8147.

7. Como 12,1865 >7,8147 se concluye que el porcentaje de ventas segin
porcentaje de descuento fue diferente en esta temporada con respecto
a las temporadas anteriores con un nivel de significancia de 0,05.

8. Valor P. En este caso se evaliia como drea a la derecha del estadistico
calculado.

P-valor=P(x3 > x2)=1-P(x3 < x?)
=1-P(x3<12,1865) = 1 -0,99328 = 0,00677

Como el P-valor es menor que el nivel de significancia propuesto se
rechaza la hipétesis nula y se concluye que el porcentaje de ventas
segun porcentaje de descuento fue diferente en esta temporada con
respecto a las temporadas anteriores, con un P-valor de 0,00677.
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Nota7.8. Otro test muy utilizado en la prdctica para probar las hipétesis presentadas
en (7.20) fue propuesto por Pearson 'y es dado por:

Z (x; — ano) (7.99)

npio

donde se rechaza Hy : p; = pio, i = 1,2,3, ...,d, siy solo si
2 2
Xe > Xi-1,1-a"

Ejemplo 7.22. Considerando la informacion del ejemplo 7.21, resolver la pregunta
usando el test de Pearson.

Solucion. De los datos del enunciado:

1. Se sabe que n = 800, J =4y a = 0,05.

2. Sean p; la proporcién de ventas de vestidos al precio de menudeo, pgo
la proporcién de ventas de vestidos a un 20 % menos del precio de
menudeo, pg la proporcién de ventas de vestidos a un 40 % menos del
precio de menudeo y p4 la proporcién de ventas de vestidos a un 60 %
menos del precio de menudeo.

3. Las hipétesis nula y alterna son:

P1 0,50 P1 0,50
Ho: iQ = 8’?2 vs. Hj: iQ # 8’?2 )

3 ’ 3 ’

P4 0,10 P4 0,10

4. El estadistico para el contraste es dado en (7.22):

Z (x; = npio)*

npio
(140 -300 x 0,50)* , (90-3800 % 0,25)2
- 300 x 0,50 300 x 0,25

(80 — 300 % 0,15)2 , (40-3800x0, 10)2
300%0,15 300 % 0,10

=12.

5. El criterio de rechazo es: se rechaza H( cuando

9 9
Xe ZXJ1,1-a
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6. Buscando para a = 0,05 en la tabla C.3:
X2 1a = XE00s = 7,8147.

7. Como 12 >7,8147 se concluye que el porcentaje de ventas segin
porcentaje de descuento fue diferente en esta temporada con respecto
a las temporadas anteriores con nivel de significancia de 0,05.

8. Valor P. En este caso se evalua como drea a la derecha del estadistico
calculado.

P-valor=P(x2 > xH=1-P(x2<x)=1-P(xi<12)
=1-0,9926 = 0,0074.

Como el P-valor es menor que el nivel de significancia propuesto se
rechaza la hipétesis nula y se concluye que el porcentaje de ventas
segun porcentaje de descuento fue diferente en esta temporada con
respecto a las temporadas anteriores, con un P-valor de 0,0074.

Las instrucciones en R para este test son:

remove(list=1s())
ventas=matrix(c(140,90,30,40))
dimnames(ventas) = list(c("Precio de venta",

"20% de descuento","40% de descuento",

"60% de descuento"))
ventas
chisq.test(ventas,p=c(0.50,0.25,0.15,0.10))

## test chi-cuadrado o

DEFINICION 7.14. De acuerdo con [22, p. 79], dadas X,X9,Xs, ..., X, varia-
bles aleatorias iid. La funcion de distribucion empirica S, (x) es una funcion de x
que corresponde a la fraccion de las X; que son menores o iguales a x para cada x,
—00 < & < oo, es decir,

nimero de valores en la muestra < x

Su (l‘) =

tamafio de la muestra (n)

Note que S, (x) es una funcién aleatoria, ya que depende de las realiza-
ciones de las variables aleatorias X;.

Ejemplo 7.23. Considerando la informacion del ejemplo 6.17 determine la funcion
de distribucion empirica para los datos asociados para la dieta A.
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Tabla 7.6. Distribucién empirica, dieta A, ejemplo 7.23

z 245 | 269 | 275 | 277 | 278 | 280 | 281 | 284

1 2 3 4 6 8 9
Sw@ | 5 | fo | 10| 10 | 10 | 16 | 101 1
(=
© _]
o
‘D»f
o
5
()
<
o
N»*
o
o J
o
T T T T T T T
240 250 260 270 280 290 300

Peso en gramos de ratas (x)
Figura 7.10. Distribucién empirica, dieta A, ejemplo 7.23

Solucion. La S, (x) se presenta en la tabla 7.6 y su grdfica en la figura 7.10.
Las instrucciones en R para el grifico son:

remove(list=1s())
x=c(240,245, 269, 275, 277, 278, 280, 281, 284,300)
empirica=c(0,1/10,2/10,3/10,4/10,6/10,8/10,9/10,1,1)
plot(empirica~x,ylim=c(0,1.05), type="s",

xlab="Peso en gramos de ratas (x)",ylab="S(x)",pch=19,

lwd=2, cex=0.4) o

7.5.2. Test de Kolmogorov para bondad de ajuste

Es un test para bondad de ajuste para datos ordinales [22, cap. 6]. La hipétesis
nula plantea que los datos provienen de una poblacién con fda F*(x). Luego
una muestra aleatoria X1, X9, X3, . .., X, esseleccionada y se compara S, (x)
con F*(x). El estadistico, T, consiste en la distancia mds grande entre S, (x)
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y F*(x), es decir,
T =sup [F*(x) = S, (x)]. (7.23)

Las hipétesis a considerar son:
Hy:F(x)=F*(x) vs. H,:F(x)+ F(x).
Se rechaza Hj al nivel de significancia « si
T > wy1-q,

con wy,,1-o dado por los cuantiles del test estadistico de Kolmogorov (ver

[22, pp. 347 y 462]).

Ejemplo 7.24. Continuando con el ejemplo 7.28, encuentre el estadistico T dado
en (7.23).

Solucion. En la tabla 7.7 se presentan las diferencias entre S, (x) y F*(x),
donde F*(x) corresponde a la fda normal con media 274,7 y varianza 124,9.

Tabla 7.7. fda empirica, S;o(x), y fda teérica, ®(x), dieta A, ejemplo 7.23

I 245 269 975 977
x= ’\%4497 -2,66 -0,51 0,03 0,21
S1o(x) = 4 5 5
(2) 0,004 | 0,305 0,511 0,582
[D(x) — S10(x)| | |-0,096] | 10,105 | 10,211] | |0,182]
I 278 280 281 284
= ’\‘1‘%; 0,30 0,47 0,56 0,83
Syo(x) ol = &% 1
(2) 0,616 | 0,682 | 0714 | 0,797
[®(x) - S10(x)| | ]0,016] | |-0,118] | |-0,186] | |-0,208]

En la tabla 7.7 se observa que T' = 0,211. Si @ = 0,05, de la tabla
de Kolmogorov se tiene wy, 1-o = w10,0,95 = 0,409, por tanto T’ < w, y se
concluye que no hay suficientes evidencias para considerar que la distribucién
muestral de los datos asociados a la dieta A no provengan de una distribucién
normal, ver figura 7.11. Cabe notar que el test supone una distribucién
continua y por lo mismo no deberifan haber empates en los datos; de igual
forma, con pequetias muestras el cdlculo de T' no es bien aproximado. Este
ejemplo muestra el problema.
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04 0,6 0,8 1,0
|

Funcion de distribucion

0,2

240 250 260 270 280 290 300

Peso en gramos de ratas (x)

Figura 7.11. Distribucién empirica (Iinea continua) y teérica (linea
intermitente), dieta A, ejemplo 7.23

Las instrucciones en R para el test son:

dietaA=c(278, 245, 269, 275, 280, 281, 284, 278, 280, 277)
ks.test(dietaA, "pnorm",alternative="two.sided" , mean=274,7,
sd=sqrt(124,9))

library(kolmim)

1-pkolm(0.211,10) #T=0.211 y n=10, da el $P$-valor

y las instrucciones para el grifico son:

curve(pnorm(x,mean=mean(dietaA),sd=sqrt(var(dietaA))), from=240,
to=300, lwd=2,1ty=2,col="red",ylim=c(0,1.05),
xlab="Peso en gramos de ratas (x)",
ylab="Funcién de distribucion")
lines(empirica~x, type="s",ylab="S(x)", pch=19,1lwd=2,cex=0.4)
arrows (275, 0.3, 275, 0.511,cod=3)

437

Para los datos repetidos x;, se realiza un pequefio cambio x; + 0,01 en estos

datos para evitar los empates, en este caso se tiene que:

dietaAmod=c(277.99,245,269,275,279.99,281,284,278.01,280.01,277)
ks.test(dietaAmod, "pnorm", ,alternative="two.sided" ,mean=274.7,
sd=sqrt(124.9))

1-pkolm(0.31071,10) #T7=0.31071 y n=10, da el $P$-valor
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Nota 7.9. (Grifico Q-Q para los datos x,x9, ... ,x,). El grifico cuantil-
cuantil se construye a través de los siguientes pasos:

1. Se ordenan los datos de menor a mayor, generando x(1y,2(9), - - ., L(ky, - - - »
X(n—1)>T(n), donde x(1y es el menor dato y x(,) es el mayor dato.

k—0,5
2. Paracadak, k=1,2,...,n, secalcula f, = iyz;e = ® (), que
es el percentil de la distribucion normal estandar asociado a fj.

3. Se grafica los 2y vs. ).

Ejemplo 7.25. Retomando los datos de la dieta A del ejemplo 6.17 en la ia-
bla 7.8 se presentan los valores ordenados x ), fi y los percentiles tedricos para una
distribucion normal estandar. En la figura 7.12 se presenta el grdfico Q-Q.

Tabla 7.8. Datos dieta A ordenados, ejemplo 6.17

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Z(k) 245 269 275 277 278 278 | 280 | 280 | 281 | 284
T 0,05 | 0,15 | 0,25 | 0,35 | 0,45 | 0,65 | 0,65 | 0,75 | 0,85 | 0,95
@ 1(f) | -1,645|-1,086 | -0,674 | -0,885 | -0,126 | 0,126 | 0,385 | 0,674 | 1,036 | 1,645

Percentiles

Figura 7.12. Grifico Q-Q para los datos de la dieta A considerando una fdp
normal

La instruccion en R para el grdfico Q-Q es:

qgnorm(dietaA,xlab="Percentiles",ylab="Peso en gramos",
ylim=c(240,300),pch=16,main="")

Nota 7.10. Para una simulacion de muestras generadas a partir de una distribucion
normal y sus grdficos Q-Q, se puede usar el paquete animation.
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library(animation)
oopt = ani.options(interval = 0.8, nmax = 30)
sim.ggnorm(n = 20, last.plot = expression(abline(0, 1)))

Nota 7.11. Para un ajuste de la distribucion por simulacion, se usa el principio
del envelope, propuesto inicialmente por [9] v se refiere a una banda de confianza
empirica. El procedimiento para construir estas bandas se describe a continuacion:

1. Definir m, el mimero de muestras a generar (simulaciones) para la construccion
de las bandas del envelope, por ejemplo m = 100.

2. Generar m vectores aleatorios n-dimensionales correspondientes a la distri-
bucion deseada, rj = (rij,r9j, ... Tij, - - - ,r,,j)T coni = 1,2,...,ny
i=1,2,...,m, porejemplo N,(274,71,,,N124,91,), que corresponden
a la distribucion tedrica.

3. Para cada muestra generada, ordenar de menor a mayor, es decir, r(1); <
r@)j < -+ < 7)), vertabla 7.9.

Tabla 7.9. Organizacién de los residuales estandarizados de las m

simulaciones

Simulacién

1 (1)1 < r9)1 < < T(n)1

2 r(1)2 < r(9)2 < < T(n)2

m T(1)ym < (2)ym < < T(n)m
Percentil 5: P{,(]) P;;(Q) . P{,(n)
Percentil 50: P50(1) P50(2) R P50(7l)
Percentil 95: P95(1) Pg5(2) [N P95(n)

4. En cada columna de la tabla 7.9, calcular los percentiles 5, 50y 95. Asi se
tendran n percentiles 5, n percentiles 50 y n percentiles 95, y construir sobre
una misma figura un grdfico Q-Q para los n percentiles 5, un grdfico Q-Q
para los n percentiles 50 y un grdfico Q-Q para los n percentiles 9.

5. Sobre la figura anterior, realizar un grdfico Q-Q para los datos originales.

Ejemplo 7.26. Retomando los datos de la dieta A del ejemplo 6.17, construya el
grdfico de envelope.
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Solucion. En la figura 7.13 se presenta el gréfico de envelope

Peso en gramos

Percentiles

Figura 7.13. Envelope para los datos de la dieta A considerando una fdp
normal con media 274,7 y varianza 124,9

Las instrucciones en R para la construccién del envelope son:

remove(list=1s())

dietaA=c(278, 245, 269, 275, 280, 281, 284, 278, 280, 277)

m=100

n=length(dietaA)

generado = matrix(0,n,100)

el = numeric(n)

e2 = numeric(n)

for(i in 1:m){
generadol,i]
generado[,i]

rnorm(n,mean=274.7,sd=sqrt(124.9))
sort(generado[,i])

3
for(i in 1:n){
gen.ord = sort(generado[i,])
el[i] = (gen.ord[2]+gen.ord[3])/2
e2[i] = (gen.ord[97]+gen.ord[98])/2
}
med = apply(generado,1,mean)
franja = range(dietaA,el,e2)
#postscript(file="envelopedietaA.eps",width=7, height=7)
par(pty="s")
qgnorm(dietaA, xlab="Percentiles",
ylab="Peso en gramos",ylim=franja,pch=16,main="")
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par (new=T)

qgnorm(el,axes=F,xLlab="" ylab="" type="1",ylim=franja, lty=1,
main="")

par (new=T)

ggnorm(e2,axes=F,xlab="",ylab="", type="1",ylim=franja, lty=1,
main="")

par (new=T)

ggnorm(med, axes=F,xlab="",ylab="", type="1",ylim=franja, lty=2,
main="")

#dev.off() o

7.6. Ejercicios
1. Sean X;,X9,X3, ...,X6 variables aleatorias iid. Construya un test

mds potente para probar la hipétesis nula sobre que la distribucién
de las X es normal con p = 0y 02 = 9 vs. la hipétesis alterna sobre
que la distribucién de las X es normal con g = 1y o = 9 al nivel de
significancia @ = 0,05 [76, p. 336]. Encuentre la potencia del test.

2. Sean X,X9,X3, ...,X, variables aleatorias iid con fdp [76, p. 349]:
1 .
f($; 9) = ge_gl(o,oo)(x% 0e®= (0,00)

a) Derive el test UMP para probar la hipétesis nula 8 > 8 contra
la hipétesis alterna 6 < 6 al nivel de significancia «.

b) Determine el tamafio de muestra minimo n requerido para obte-
ner una potencia de al menos 0,95 contra la alternativa 8 = 500

cuando §p = 1000 y @ = 0,05.

3. Para cada situacion calcule el P- valor de acuerdo a los datos observados

[20, p. 411]:

a) Para probar Hy : 6 < % vs. Iy : 6 > %, se observan 7 éxitos en
un total de 9 ensayos Bernoulli.

b) Paraprobar Hy: A < 1vs. Hy : A > 1, se observa X = 3, donde
X ~ Poisson().

¢) Para probar Hy : 4 < 1 vs. Hy : 4 > 1, se observa X; = 3,
X9 = 5y Xg =1, donde X; ~ Poisson(1) y X1, Xo y X3 son

independientes.

4. En una universidad se estima que el 20 % de los estudiantes van en
bicicleta. Muestre si la afirmacion estd sustentada por una muestra de
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120 estudiantes, en la cual 85 usan la bicicleta para ir a la universidad.
Usar un nivel de significancia del 5 %. Adicionalmente dé el P-valor.

5. En el hospital A, el mimero de nacimientos observados para cada mes
de un afo concreto se presenta en la tabla 7.10.

Tabla 7.10. N.° de nacimientos por mes en un afio concreto en el hospital A

Enero | Febrero| Marzo Abril Mayo Junio
101 91 101 97 99 96

Julio | Agosto | Septiembre | Octubre | Noviembre | Diciembre
101 103 106 108 100 108

{Existe alguna razén para creer que, en ese afio concreto, el nimero
de nacimientos se encuentra distribuido en forma uniforme durante
los doce meses? Usar un nivel de significancia de 0,05 y calcular el
P-valor. Usar el LRT generalizada y el test de Pearson.

En la tabla 7.11 se presentan los valores de extracto de malta prove-
nientes de maltas de cebada Kindred cultivada en 20 localidades en
los viveros de cebada de un valle en un afio particular, expresados en
porcentaje de base seca.

Tabla 7.11. Porcentaje de base seca, ejercicio 6

77,7
75,4

76,0
76,0

76,9
73,9

74,6
77,4

74,7
76,6

76,5
77,3

74,2
74,3

77,5
76,5

74,2
73,8

76,1
76,4

Utilice el test de Kolmogorov-Smirnov para verificar si estos datos (en
porcentaje) se pueden suponer que son realizaciones de:

a) Una variable aleatoria X con fdp normal. Presente la distribucién
empirica y la distribucién tedrica en una tabla. Use @ = 0,10.
b) Una variable aleatoria X con fdp beta de pardmetros a y b,

_T(a+b)

a-1 b-1
= Tore” 7Y

f(x;a,b)

. — — b
con |E(X) = aaw y\/(X) = m.
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Las estadisticas de prueba que se van a presentar en este capitulo son las
estadisticas de Wald, Wilks y Rao. La estadistica de Wald estd relacionada
con la convergencia asintética a la distribucién normal de un estimador 8,
la estadistica de Wilks utiliza la razén de verosimilitudes, y la estadistica
de Rao estd relacionada con la funcién score y su distribucién asintética.
Por lo anterior, inicialmente en este capitulo se define la funcién score y se
presentan algunas de sus propiedades asintéticas. También se presentan dos
teoremas que dan las condiciones necesarias y suficientes para que los EMV
sean consistentes y tengan distribucién asintética normal.

81. Funcion de estimacion. Caso
uniparametrico

Para encontrar el EMV de 8, 8,777, en la mayoria de los casos el problema se
reduce a resolver las ecuaciones de estimacion dadas por (ver [82, p. 202]),

0, (0;) -0
00 g
en que £, (0;y) corresponde a la funcién de log-verosimilitud.
Sea 9€,(6;Y)
U, (0) := n—’,
(6) 50

alU,(0) =U,(0,Y1,Yq,...,Y,) sele llama funcidn score o de puntajes cuando
es considerada como una funcién de Y1,Yo, .. .,Y,. Por otro lado, U, () se
conoce como funcién de estimacion cuando es considerada como funcién de 6.

Nota 8.1. En general, bajo el punto de vista de ecuaciones de estimacion, se
consideran los estimadores que pueden ser expresados como solucion de una ecuacion

v (6;y) =0,

en que Yr es una funcion de los datos, v, y el pardmetro, 0, de un modelo estadistico.
Esta  también se le llama funcion de inferencia o funcion de estimacion [47, p.

135].

Ejemplo 8.1. Sean Y1,Yq, ..., Y, variables aleatorias iid, tal que E(Y1) = 0,
V(Y1) =0y0< [E(Yft ) < oo. Presente una funcion de estimacion para el pardmetro
0[7, p. 15].
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Solucion. Una funcién de estimacién para 6 es:

n

w(Y,e):Z(Yf—e). o

i=1

81.1. Propiedades de una funcion de estimacion

Suponiendo que

_ @I/ Gl _|0LGy)|
o = [ [ <
’6Un(9) _[8%In [f(y;H)]’_ 0*¢(6;)
00 |~ 86?2 02

y que se puede derivar bajo el signo de integracidn, la esperanza y varianza
de U, (8) son dadas por:

_ 0t,(0;y) _
E[U.(0)] —[E(—ag ) = 0 (8.1)
Ver (5.13)
VIU,(0)] = E[U2(0)] - {E[U,(0)1}* = E[U2(0)], (8.2)

en que el dltimo término se puede obtener en funcién de

UL(0)\ _ (0%€.(0:50)\ _ (0 [/ (2:6)
E( 96 )‘[E(_ae'Q )‘E(%[ﬂy;e))])
(f”(y,e)f(y, 0) - f’ <y,e>f (y; e))
[f (y; 0)]?

(f”(y,ﬁ)) E [f (J';G)}2
(y:0) J(v:6)
Y FCT) _e[[Lwo)
‘/W [ Tomrterin . [E([f(y;é))] )
2/ (3:0) | 3.(6:9)\°
/ / 592 ...dyn—[E (—)

06
00,(6:3)\"
- / <[ oo dn- [(T)]

1
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P e | (20| _ _p|(060:)
S e
ou(0)\ _ 9
[E( =0 )_ E[U;(6)]. (8.3)
Luego, V[U,(8)] se puede expresar como:
_ oU, (0)
V[U,(6)] ——[E( 50 ) (8.4)

Ejemplo 8.2. SiY ~ Exp(0), se sabe que E(Y) = %y V(Y) = 6%. Presente la
Juncion score y su respectiva esperanza 'y varianza.

Solucion. La funcién de verosimilitud para una muestra aleatoria de Y es:

n n o _9 iyi
Ly = | [f@so)] =] | [oe™] = 0" &7,
i=1 i=1

y la respectiva funcion de log-verosimilitud es:

n

_92 ; n
Cu(6;y) =In |6 = =n1n(9)—92%,

i=1

luego, la correspondiente funcién score, que se puede usar como funcién de
estimacion, es:

Uy = 2 1 Zn,

y la ecuacién de estimacion para 6 seria:

U,(6) =0 — n—éWZYl- = 0.

Por tanto, 0y = =— = (Y)_l.

La esperanza y varianza de U, () son:

E[U,(0)] = [——ZY == - zm_g-g:,
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que ya se tenfa por (8.1), y

VIU.0)] = -E %] - E %(g _ Zy)

por (8.4) i=1

=-E [—n6’_2] =52

o por (8.2):
9 n < ’ n?  9n?_ 959
E[U2(0)] = (5—;1@) —[E[E—TY+ Y }
2 2 2

vumm]z%—%}x§+ﬁ{é§+e)}:%. of

Nota 8.2. (Algunas propiedades asintéticas de la funcién score). Notando
que U, (0) se puede expresar como una sumatoria, esto es,

_06(639) _0nl/Ol _ 0 [ (1 o
Un(0) = =35 = a6 " 90 {m(gf(y,,e))}

= Z 2 s 0],

luego, la estandarizacion para la variable U, () estd dada por:

0

‘9 ln i3 0 1 ;0
Un(e)—[E[Un(H)]:z—l s O =l O (8.5)

VU, (0)] V(G I [/ (51:0)))

ndtese que el término del denominador del lado derecho se puede reescribir como

n\/(;—e In [f(y1;60)] ) =nV|U1(8)] = nE[UF(6)] = nl1(8),

donde 11(0) es la informacion de Fisher dada en (5.9). Al reemplazar en (8.5) y
usando el teorema del limite central cldsico, teorema 8.22, se tiene que:

WS amlosel
N(0,1)

V11(0)
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S [050)] 2 N0, 0)
i=1

1
i

De otro lado, por la ley débil de los grandes mimeros de Khintchine, teorema 8.19,

0 oU,(0)
_ZQQQIHV(%’Q)]—)[E(G_IH f(yl,G)) ( 619 )

sl-

U, (6) =2 N(0,1,()).

—Zaggln i) o E(U2®)  por©3)

Z 7 i (£ )] < ~11(6)

10U,l(9) N
n 060

— =11(0).

Ejemplo 8.38. Continuando con el ejemplo 8.2, sobre la funcién de estimacion para
el pardmetro de la distribucion exponencial, 0, encuentre la distribucion asintética
de la funcion de estimacion cuando es convenientemente normalizada.

Solucion. Sea

0(0; 1 oU (0 _
Ul(e):%zg—yl, et %:_02
c oU, (6 1 .
ho =) = vt = (%R0 -5 60
Ver (8.2) Ver (8.4)
luego,
1

D
ﬁUn(e) - N((),Il (9))

53]
W(Y—%)LN(O,%).

Cabe resaltar que

10U,(0) 10 1 _ _
T =m(g‘2yi)=;x(—"9 ) =07
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no depende ni de 7, ni de los Y;. o

Teorema 8.1. Segiin [82, p. 205], si Y1,Yq, . .. ,Y, son variables aleatorias iid
confdp f(v1;0), vy € R, 8 € © C R, que satisfacen las siguientes condiciones:

1. Las derivadas parciales de primery segundo orden

existen cast en toda parte y son tales que:
O [i0)| < Hi(y) 7 f3i0)| < Haty)
g/ 3 0)| <Hi(y y o3/ 03 0) < Ha(y

en que

/"-/Hj(y)dyl...dyn<oo, j=12.

Rn®

0 U, 0
U0 = e o0] o S = 0]

existen cast en toda parte y son tales que:

a) Y] tiene informacidn de Fisher finita, es decir,
g 2
0<1(0) = [E[UIQ(H)] = [E{[(?_Hln [f(Yl;G)]] } < oo.

b) Cuando § — 0, se tiene que:
oU(6 +h) _0UL(9)

E = 0.
{{h:sllllllgé} a0 a0 ’} .

Entonces, el EMV, 8, de 0 es tal que

b,—>0 y  Nu@d-0) = N7 (8)).
Demostracion. Ver detalles de la prueba en [82, p. 205]. o

Ejemplo 8.4. Continuando con el ejemplo 8.2, sobre la funcion de estimacion para
el pardmetro de la distribucion exponencial, 0, encuentre la convergencia en probabi-

lidad del EMV de 0, 8y, y su distribucion asintética cuando es convenientemente
normalizado.
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Solucion. Suponiendo que se cumplen las condiciones del teorema 8.1, se
tiene que:

n P
_)9

Yi

T

~.

Vi | —— = 6| =5 N(0,I71(6)).
Y;
1

Usando (8.6),
1 -1
-1 2
I;7°(6) = (ﬁ) =07,
luego,

1 42, 2
«/E(Y 9) N(0,6%).

n

Esto coincide con los resultados asintéticos obtenidos en el ejemplo 5.23
con respecto a la convergencia en distribucién del EMV de 6. of

8.2. Funcion de estimacion. Caso
multiparametrico y vectorial

Sea una funcion ¢, : Q" x 0 — R,

W, (05) = > w(0:0),

i=1

donde € es un vector r-dimensional y y un vector n-dimensional.

Sea el estimador 8,, 1a solucion a la ecuacién
D B3 =0. 8.7)
i=1
Note que (8.7) es una ecuacién de estimacion.
Ejemplo 8.5. (Distribucién normal univariada). Considere Y1,Yo, ...,Y,

variables aleatorias iid, tal que Y1 ~ N (u,02). Si 'y o2 son pardmetros de interés
y son desconocidos, presente una funcion de estimacion.
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Solucion. El vector de pardmetros a estimar es

az(;;).

La respectiva funcién de log-verosimilitud es
n n 1 v
iy) = —=In(271) - = In(c?) - — i — )
((0:9) = =g In(2m) = Gne) - 57 D=

luego una funcién de estimacién para u'y o2 seria dada por:

¥, (0;y) =U,(0)

1 n
0l(0; .
RNl )
’y n C .
96 do? — gk + gt 0 (i — p)?
i=1
Ejemplo 8.6. SeanY1,Yo, ... ,Y, variables aleatorias independientes con media

E(Y;) = ui(0), ui duplamente diferenciable, y V(Y;) = o-2. Presente una funcion
de estimacion.

Solucion. Una funcién definida como

n

w05 = 3 PO o)
i=1

es una funcion de estimacion. Las correspondientes ecuaciones de estimacion
son dadas por:

t/lk(ék;y) =0 parak = 1,2, ... n. (8.8)

Cabe resaltar que las ecuaciones (8.8) son conocidas como ecuaciones normales
y sus raices son los estimadores de minimos cuadrados de 6. uf

DEerFINICION 8.1. Seguin [47, p. 138], una funcion de estimacion ¥ ,,(0;y) es
insesgada®®
Eo {¢(6;y)} =0 VO €O.

Ejemplo 8.7. Considerando la informacion del ejemplo 8.5 sobre la distribucion
normal univariada, muestre que W, (0;y) es una funcion de estimacion insesgada.

50Funcién de estimacién insesgada y no estimador insesgado.
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Solucion. Se tiene que:
1 n
~3 Z (i — 1)
¥,(0;y) = ok
20’ 20’4 Z (yl ﬂ)
aplicando el operador esperanza:
5 S0
E('ﬁn(a;y)) =E =l 9
~g g S 0= w)
Lz Z (EY:) — ) ( 0 ) (0)
= =1 = n no? | = *
gt gt -] T g3 0
Luego ¥, (0;y) es una funcion de estimacion insesgada. o

Ejemplo 8.8. Considerando la informacion del ejemplo 8.1, muestre que ¥ ,,(0;y)
es una funcion de estimacion insesgada

Solucion. Se tiene la funcion de estimacién

w(Y;0) = Y (Y -0),
i=1

aplicando el operador esperanza:

_E i(Yf—G)] Z[[E Y2 —e]zi[\/m)—e]
i=1

i=1
=n(6-6)=0.

E(y (Y;0))

Luego ¢, (Y,0) es una funcién de estimacion insesgada

8.21. Propiedades de una funcion de estimacion
multivariada

Notando que U, (@) se puede expresar como una sumatoria, esto es

U(0) = -0l (B9)] = Ao [wa,yl ]



454 o Comportamiento asintético de estadisticas de prueba

a n n a
=5 ;h [/(6;3)] = ;: SO, 69

las respectivas esperanzas de U ,(0) y de aUa,b(O)’ y Su convergencia en pro-

babilidad son dadas por:

s Para cada 9;,

= () e e 000 =€ 7
- [ [ | gm0 s
R
= ;0)dy; ... dy —;;il:O
1
E[U.(6)] =0. (8.10)

= Denotando a

vy 0f(356) vy 0 (3;6) v o 0%f(y:0)
ﬁmw——afn‘wa——%r-yfﬂxm—jﬁaﬂ
se tiene que:
[E(a%(a;y)) —[E(i [f/(y;e) )
46;00; | f(y; 6)
~ (f”(y ;0)/ (v;0) - f (y 0)// (v 0))
[/ (v; )]
~ (f”(y 0)) 1/ (3:0)f/ (3 6)
IRRWIC)) [/ (y;: 0)]°
1" (v;0) [0 (y; 0))
= [ L2 i geerdy, . dy, - E |
/R” [ Torarertmn..a ( VG0

_ 62f(y,0) 55n(9,y) 3571(9,3’)

0 3571(9;3’) 3571(9;9’)
8060/ /f(yé')dyl - |[F2) (22

_ 62 1-E 657;(0;3’) 6€n(07y)
06,00, 39, 36, ’
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luego,

020,(0;5)\ _ 06,(0;y)\ (06,(0;y)
[E( 00,00, )__E[( 90, )( 96; )] &40

Cabe notar que

. [(0&(0;3’)) (f%’n(H;y))]
90; 96;

es similar al elemento (7,7) de la matriz de informacion de Fisher de la
muestra dada en (5.30).

s Por laley débil de los grandes nimeros de Khintchine, teorema 3.19,
y por el teorema 3.8,

—Z—ln [f (3 )] —>[E(—ln f(yl,o))

—Z—ln Vsl 50 = U050

In [/ (3 )] =0 E (1 0
—Zag 55 U 0is )] — (691,59], n[f s )])

5571(9,3’1) agn(a;yl)
_Zaeaa [/ G 6)] — [( 96; )( 96 ”

1 & 92

In[f (yi; 8)] — —1,(8)

. 5 ~1,(0). (8.12)

Ejemplo 8.9. Considerando la informacion del ejemplo 8.5 sobre la distribucion
normal univariada, presente la convergencia asintotica de la funcion score y de la
derivada de la funcion score.

Solucion. Se tiene

; L (v =
Uuo)=| 5 - U](e)z(;(f(_yl >2#_);)
o X 0i- 0 - g g7 01—
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. Luego,
0| Si-w| 0|5kt £ oi-m*- 5
sty (125l da o]
96 a[ﬁ%ém—m] 6[ﬁé(w—#)2—2;2]
do? do?
=2 ;—lgl(yi—u)
= -1 n ~ a Lo e
p gl(yl u) 90F 56 ;1(% K
_1 no? 2 (i — )
— i=1
__4 n n C
THE0-m HZoi-wiog
paran = 1 se obtiene que:
o{U(0)]"} _-_1( o2 (1 — 1) )
90 ct\or-n Hor-w?-3)’
en que
o e Y v |
96 o\ - FOo1-p?-y
_ -l o? E(yi — )
Tt B - mE[0n-w*] -3
o YI—H) 3 J1— M 9
-l 4
==l % i
Entonces,
L ¥ i - w)
1 ) P
_Un(a):_ l_l n ] —0
" "\ gt g S0 w?
y
10{[U.(O)]"} p
= { } -1,(0)
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9 A
T 20— H) P -1 (c? 0
n’ oot 15 o_a|  otlo 1
a(y—#) ﬁé(yi—ﬂ) -3 2
X _
-7 T _f;—_l(crﬂ )
ot \Y —nu #gl(yl—,u)z—l o\ 3
o Y- p P (c? 0 of
R

Teorema 8.2. De acuerdo con [82, p. 209], dadas Y1,Yo, . . .,Y, variables alea-
torias iid con fdp [ (v1;0),y € R, 8 € @ C RY, que satisfacen las condiciones:

1. Parai, j=1,2,3,...,q

;0) y

aeiaejf(ylﬂ)

existen casi en toda parte y son tales que

. 0)

0
<H;(y) vy ‘aeaef(yl’e)‘ Gij(y),

en que

R/Hi(y)dy <o y R/Gij(y)dy < oo.

2 Parai, j=1,2,3,...,q,

oU,(6)  9* _
26, —agiaejln[f(yl:g)]

01(0) = { 35 0/ 0101

gx1

existen casi en toda parte y son tales que:
a) La matriz de informacion de Fisher dada en (5.29) queda:
11(0) =E{U(8) [U1(6)]"}

~ef| 2 00| | £ 100 ]}

es finita y definida positiva, y
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b) Cuando 5§ — 0, se tiene que:

E sup
{h:||h|| <5}

Entonces, el EMV 0,, de 0 es tal que:

I{U1(0+m]"}  a{[U1(0)]"}

06 06

}:wﬁ_)()'

0, —— 8
Vi(8, - 6) = N (O, [11(0)] ).
Demostracion. Ver detalles de la prueba en [82, p. 209]. o

Ejemplo 8.10. Sean X,Xq, ..., X, vY1,Yo, ..., Y, variables aleatorias iid,
tales que X1 ~ Exp(01) y Y1 ~ Exp(09), respectivamente. Sea el vector de
pardmetros de interés dado por:
_ (0
O9x1 = ( 92) ;

encuentre el EMV 8, de 0, su convergencia en probabilidad y su distribucion asin-
Lotica.

Solucion. Usando los resultados del ejemplo 8.4 se tiene que:

1 P 1 p
_ 01 y _ 62,
por tanto, usando el teorema 3.8,

1] =[5

m

3

Por otro lado,

«/%()l( - 91) L, N (0,62

1 (
N (§ - 92) 2, N(0,62).

Como los X ylos Y son dos muestras aleatorias independientes, y usando
Cramér-Wold, se tiene que:

| RSN R
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Nota 8.3. Segin [28]:

826, (0;y) . ., .
» AE(—55505 | s¢ le lama informacion de Fisher.

A _ 82571(0;37)

2690 ¢ le conoce como informacion de Fisher observada.

8.3. Estadisticas de prueba

Sea U, (0) la funcién de estimacion dada en 8.9, esto es,

U.(6) = {Z [ a)]}
i=1 !

gx1

Considere las hipétesis de interés

* 459

Hy:0=0¢ vs. H,:0 #80y, (8.13)

en que 6 es un vector de valores fijos. Las tres estadisticas mds usadas (ver

[82, p. 285]) para probar H son:

1. La estadistica de wald, que se define como
Ow = n(én - HO)TI(én)(én - 09),

en que @, corresponde al EMV u otro estimador BAN (Best Asy
cally Normal) de 6¢ y

1 9{lU.017)

Ién =
(@) n 00

0=0,

mioti-

2. La estadistica de Wilks (o de razén de verosimilitud), que se define como

Qr=-2In(A(y) =2{In[L,(0,55)] —In[L.(80;3)1},

con L(6:y)
sup 3y
/l( ) _ 0O _ Ln(00§y)
Y supL(6;y) supLn(0;y)
0 0O

3. La estadistica de Rao (estadistica score):

Qr = - (U001 091~ (U4 (00)],
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en que U, (00) = U, (0)|g=g,- Cabe resaltar que la estadistica de Rao
no necesita el calculo del EMV de 6.

Teorema 8.3. Segiin [82, p. 137], si {T',,} es una sucesion de vectores alatorios

. . D
p-dimensionales tal que \'n (T',, — ) —— N,(0,X), rango(X) = g < p, y
{A,} una sucesion de matrices no estocdsticas semidefinidas positivas. Entonces

D ¢
Qn=n(T, - O)TAn T,-60) — qu’
siy solo si A, converge a alguna inversa generalizada de X.

Demostracion. Ver detalles de la prueba en apéndice B.3. o

Teorema 8.4. De acuerdo con [82, p. 286], dadas X1,Xo, . .., X, variables
aleatorias iid con fdp f(x;8), @ € @ C RY las cuales satisfacen las condiciones
del teorema 8.2. Considere el problema de probar las hipétesis Hy : 0 = 0 vs.
H, : 0 # 0. Entonces, bajo Hy cierta las estadisticas de Wald, Wilks v Rao tienen
distribucion asintética chi-cuadrado con q grados de libertad, es decir,

D D D
O — x2, QL — xo, Qr — x..

Demostracion. Solo se mostrard la distribucion de Qy, las pruebas para las
otras dos estadisticas, al igual que la demostracion para Qy se puede consultar

en [82, p. 236].

Por el teorema 8.2 se sabe que si 8, es el EMV de 6, entonces
Vi(8, - 6) = N(O, [1(6)]7).
Cuando 0 = 0, es decir, bajo la hipétesis nula,
Vi(8, - 60) = N(0, 1(80)] ™).

Aplicando el teorema 8.3, se tiene que:
~ T o D 9
Ow =n (071 - 00) 1(6o) (0n - 00) — X4~

Usando la nota B.4 con x = \/ﬁ(@n - 00), A=10,yB =10,y

suponiendo que se cumplen los supuestos de la nota B.4, se tiene que:

e o x71(0,)x
min — xTI(eo)x —_ max»
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en que Ay Y Amax son los valores propios menor y mayor, respectivamente,
de 1(0,)1(00)~!. Se puede mostrar que

x1(0,)x P
1(6,)1(0 1, —_
(B.)1(80)" - T I0)r

Como
QW = n(én - OO)Tl(én)(én - 00)

= (0, - O)T 1(60) (8, - 60) x (8, = 60)"1(8,)Vn (6, ~ 60)

n (0” - 0) I1(69)Vn (9n - 00)

o
= 2TI(6)x X M
—_— 1(60)x
D
9 Lp
Xl[ 1

usando Slutsky se tiene que:
Qn —= X o
Considere la hipétesis compuesta
Hy:h(6)=0 vs. H,:h(0)%#0 (8.14)

en que h : R? — R" es una funcién vectorial de valor real tal que la matriz
H(0) = ah(o) existe y es continua en @ con rango [H(0)] = r.

Sea 0, el EMYV irrestricto (considerando el espacio de pardmetros sin
restriccion) y 6, el EMV restricto (considerando el espacio de pardmetros
con restriccién) de 6, es decir, sujeto a h(6,) = 0. Entonces las estadisticas
para probar Hy mds usadas son:

1. La estadistica de Wald:

Qu =n [h(8,)] " {IH@)T(@,)] " H(®,)} " h(8,),

también se puede reemplazar 8 por un estimador BAN (Best Asymto-
ticall Normal) de 0,y

- 10{[U.0)]}
I(an) - _; 50 o
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2. La estadistica de Wilks (o de razén de verosimilitud):
QL =-2In (/171) =2 {11’1 [Ln(én)] —1In [Ln(én)]} ’

en que
sup  L,(0)
1 = {6€®:h(0)=0}
" sup L, (6)
0O

3. Eltest de Rao (estadistica score):
Qr =n ' [U,(0)]T[1(8,)]'U.(8),

en que Un(é) = Un(a)lozé-

Segun [82, p. 240], bajo Hj cierta las estadisticas de Wald, Wilks y Rao,
presentadas arriba tienen distribucién asintética chi-cuadrado con r grados
de libertad, es decir,

D 9 D 9 D 9
QW—__)/\/r’ QL—__)N/\,/r’ QR—__)'VXr'

Ejemplo 8.11. Considerando la informacion del ejemplo 8.10 sobre las dos distri-
buciones exponenciales, con pardmetros 01 y 09,

1. Presente el test de razon de verosimilitud para probar Hy : 01 = 09 vs.
H, : 01 # 09y muestre como queda la region de rechazo.

2. Presente el test de Wald para probar las hipotesis del punto 1y muestre como
queda la region de rechazo.

8. Presente el test de score para probar la hipotesis del punto 1y muestre como
queda la region de rechazo.

4. Una muestra con n = 10 de X present los valores: 0,88; 0,24; 1,04; 0,13;
0,60; 0,19; 0,02; 0,25; 0,68 y 0,74. Una muestra con m = 12 de 'Y
presentd los valores: 2,09; 0,66; 0,02; 0,14; 0,06; 0,51; 0,02; 0,05; 0,66;
0,02; 0,22 y 2,80. éComo queda la region de (rechazo, aceptacion) de los
tests obtenidos en 1, 2y 8 para a = 0,052

Solucion. Sea el vector de parametros de interés dado por:
02)(1 = [ z; ] ’
para probar las hipétesis Hy : 01 = 89 vs. H, : 61 # 09 se tiene de (8.14):

oh(6) 8 (6, - 09) :(1)

h(0)1x1 = 01 — 0 y H(0)=— = =——2, 1
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luego ¢ = 2y r = 1. E1 EMV de 0 irrestricto se encontré en el ejemplo 8.10:

« 1 «
0 = — 0 = —. 8.15
153 y 253 (8.15)

[a—

Por otro lado, el EMV de 6 restricto, esto es, bajo Hy : 1 = 09 = @ cierta, es

Lﬂ+m(0;x’y) =6"" eXp {_9 Z xi} eXp -0 Zyz

i=1 j=1
bysm(0;2,y) = (n +m)In(0) — G(nX + mY),

derivando con respecto a 8 se tiene que:

Olyin(0;x,y) _n+m

- nX —mY,
a6 g "
igualando a cero se encuentra 6,
+ - - - +
DT aX—mY¥ =0 = g=—""_
0 nX + my

1. Eltest de razon de verosimilitud para probar las hipétesis Hy : 87 = 09
vs. H, : 61 # 09 es dado por:

QL = —2 ]n (/ln) = 2{ ]n [Ln(én)] - ln [Ln(én)]}a

usando (8.15):

In [L,,(é”)] =nln(0;) + mIn(0y) — n61 X — mbeY

:nln(%)mln(%)_n(;)_m
= —nln (X) = mIn (Y) —n—m
_ (n+m)1n(9)—9(nX+mY)|

9:[2;
1
Y

- (l+7’l _
nX+mY

n+m n+m —
=(n+m)ln|— _| - — x (nX+mY
(n m)n(nX+mY) nX+my ( m)
n+m

=(n+m)ln(m)—(n+m).

n
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Entonces el estadistico de razén de verosimilitud es

Q1 =2{In[L,(6,)] -In[L,(8,)]}
n+m )
— |+
nX +mY

= 2{—nln (X) —mIn (Y)=p—1m - (n+m)ln( -

_ _ n+m
n+mp = -2 {nln (X)+mIn(Y) + (n+m)In (m)}

D
Bajo Hy : 61 = 09 verdadera Q;, — X% y se rechaza H si

2
QL(T > X]’]_a/,

en que

Qre = -2 {nln (X) +mIn (V) + (2 +m)In (“_M)}

nx +my

YyP(x < x7,)=1-a, x ~xj.
2. El test de Wald para probar Hy : 01 = 09 vs. H, : 81 # 09 es dado por:

QW = [h(érﬁm)]-r{ [H(én+m)]-r [IIQ\' (é)] _1H(9n+m)}_lh(én+m),

en que
h(b) =h@O)| _, =010 . =

m) =)
Para la matriz de informacién de Fisher, I(0y), con N = n + m, sean
dos conjuntos de variables aleatorias independientes X1, Xo, ... ,X,
y Y1,Ye, ...,Y,, que no son idénticamente distribuidas en conjunto,
entonces se evaluard esta matriz para N como sigue:

) .Zl %ﬁ?ﬁl)] 0
—_— 1=
Ir,(6) = 0 3 2lin/Gii6s)]
= 9602 N
1= 0:071+m
i B w0
= — 00, _ = 91 m (8.16)
o B '

—_—— ~ 2 _"
692 0:0n+m 0—0n+m
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nX? 0
0 mY?2)’

entonces Qy seria dado por:

Q= [h(@)] {TH@) L1y (8)1 " H(8,)} " h(8,)
RN R A
=57l 1) 00 ) Q)] 5]
1 12 1 -1

57l 1 =)

’Y—Xr{ 1, }‘1_[Y—X]2{n5{9+m?2}1
| XY nX2 mYy? X2y?2 nX2mY?2

[V -X]" wmx%? _ [V-X]°
T aXPeay? XV

D C
Bajo Hy : 61 = 09 verdadera Qy — Xlz y se rechaza Hy si

9
Qwe> X1 1-a

'_1'-2 C C
enque Qe = S y Py < ¥} ) =1-0a, x ~ x}.

m n

. El test de score para probar Hy : 81 = 09 vs. H, : 01 # 89 es dado por:

QR = [Un+m(é)]T[IFx(é)]_lUan(é);

en que
o P TN e
Un+m 0) = Un+m(0)’ = 7 = Y
6= go—mY |l —— —mY
2 6=6 nX+mY

”_2)5::"”"? —nX 1 22X +mnY — n(f + m)X
T n+m nmX+M—m(ﬂ +ﬁf)Y

X +m2Y -
mnX+mY mY

n+m
_mmn Y-X
Tn+m\X-Y

y a partir de (8.16) la matriz de informacién de Fisher queda:

n
n 0 (n+m)2 O
I 0\ — 9? — (nX+m¥)2
Fy (0) o = - 0 m
92 (n+m)2

2 =60 -
0=01+n (nX-HnY)z
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WX V)2 - .
(M 0 ) XD (n 0
I = 1 e

entonces Qg seria dado por:

QR - [U7l+m [IF\( )] Un+m(é)

M( A6 o)

(n +m)2

o) (62N
(nX+mY)2 Y-x)) (0 i){-o0-Xx)
2,2 o o V_X
e (10 ) ‘%(“”) [ %)
77’LZ7’l2
(nX+mY)2( - X)Z (Y X))
3 2p2(Y - X)? (m+n)
- (nX+mY)2 nm )

Luego, o
mn(m +n)(Y — X)?

QO = (nX +mY)2

D
Bajo Hy : 01 = 09 verdadera Qp — X% y se rechaza H si

2
QRC > le]_a,a
_ mn(m4n)(Y-X)*? 9 _ 9
en que Qg = Wyp(/\( < )(1,1_([) =l-a, ¥ ~ x7-
4. De los datos se tiene que:

n=10, $=0,417, m=12, §=0,5625, x%, o =3,841
QLC:—Q{nln( ) +mIn (Y )+(m+n)]n( 7%+m_)}

naT + my
= —2{101In(0,417) + 121n (0,5625) +
10+ 12
(22) In ( 10(0,417) + 12(0,5625))}
QL = 0,4825
) _ 2
Oy - [yﬁ xJQ _ [0,56225 014131 04589
= 4 0,417 + 0,5625%

m n 12 10
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Op, = "+ G — 52 12x10(12+10)(0,5625 — 0,417)2
Re e i +m»2 (10(0,417) + 12(0,5625))2
= 0,4687.

Por otra parte, para los tres test la regiéon de rechazo es dada por
Or,0we,Qre > 3,841 y, por tanto, no hay suficiente evidencia para
rechazar la hipétesis nula Hy : 81 = 09 usando los tres test a un nivel

de significancia de 0,05. of

8.4. Ejercicios

1. Considere la distribucion del ejemplo 8.11 y los datos dados en el
ejemplo. Evalue los tres test para probar Hy : 81 = 2y 69 = 1.

2. Sean X1,Xo, ...,X, variables aleatorias independientes, tal que cada

X; ~ Poisson(a + BZ;).

a) Obtengael EMV de ay .
b) Obtenga las estadisticas de razén de verosimilitud, de Wald y de
Rao para probar la hipétesis 8 = 0.

3. Sean X1,Xy, ...,X, variables aleatorias iid, tal que X; tiene fdp de
Pareto dada por [562, p. 565]:

=2 0<6o
f(x,)—ﬁ, <c<zx,0<8.

a) Determine la solucién 4, de la ecuacién de verosimilitud y en-
cuentre su distribucién cuando es convenientemente normalizada.
Nota: resuelva primero el problema paran = %.

b) Determine los test de Rao, Wald y Wilks para probar Hy : 6 = 6
vs. Hy : 6 # 0.

4. [12, p. 851]. Seccioén 5.3, ejercicio 13.
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f(—gﬂﬁw(—W+m@m f<=§ﬂ%m< Y + Rul, o) f@zgi
20) + Ry(z,z0),  f(z) = 2: f(j)j(!xe) (@ — 2o + R, m),  f(z) = 2: f(j;(!x‘)) (z— z0)’ + Ra(a
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oo 4 Re(ezo), f(@) = Z f j(! 0)($_x0)ﬂ + Ry(z,20), flz)= Z i j(! O)(x — x0)’ + Ry(a
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j=0 =0 -
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Puesto que el concepto de serie de Taylor se usa en algunas partes del libro
y dado que algunos lectores quizds tengan solo una breve nocién de esta
temadtica, este apéndice contiene un breve repaso de las propiedades mds
importantes sobre este tipo de expansiones. El lector que desee profundizar
puede consultar cualquier texto de cdlculo, por ejemplo, [5], [23] o [56].

A1, Expansiones de Taylor

Para [5, p. 532] y [28, p. 440], una funcién f(x) que tenga derivadas de
cualquier orden en un intervalo abierto en torno al punto x( es infinitamente
derivable en este intervalo y se puede expresar como la serie de potencias

f@) = ale =)t = f(20) + ) arx —xo)t,
k=0 k=1
donde
J® (o)
W=

se llama la serie de Taylor generada por f alrededor de xy.

Teorema A.1. Suponga que [ es una funcion de valor real de una variable real
que tiene dertvadas de todos los érdenes en un intervalo (xg —r, xo + r). Si existe
un niimero real positivo M (que puede depender de x) y un miimero entero positivo
no tal que, para todo n > ny,

|f(")(x)|SM, Vae(xg—r,x0+7),

entonces la serie de Taylor de | definida en torno de xq converge para f(x), es decir,
© L) (g .
r@ =y ey (A1)
j=0 ’

Un ejemplo sencillo se puede consultar en

www.mat.uson.mx/eduardo/calculo2/soltaylor/soltaylorHTML/taylor.htm

Ejemplo A.1. Segiin [5, p. 584], si f(x) = " y xy = 0, encuentre la serie de
Taylor generada por [ (x) alrededor de xy = 0.

Solucion. Nétese que las derivadas de orden superior de f (x) satisfacen que

f(")(xo) =" para n=0,1,2,...


www.mat.uson.mx/eduardo/calculo2/soltaylor/soltaylorHTML/taylor.htm
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luego, la serie de Taylor dada en (A.1) en torno a g = 0 queda:

R (n) 0 X .n
et = f )x" = Z L (A.2)
n! n!
n=0 n=0
Esta serie de potencias converge para todo x € R. o

Ejemplo A.2. Segiin [5, p. 462], si f(x) = (1 +x)" paran € Ny xy = 0,
encuentre la serie de Taylor generada por f (x) alrededor de xy = 0.

Solucion. Las primeras derivadas de f(z) son:

SP@) =f(@) = (1+a)" SP @) =n(1+2)"!
SP (@) =n(n-1)(1+2)"% [® (@) =

(1+2)"73,

n!
(n—3)!
nétese que las derivadas de orden superior de f (x) satisfacen que:

(a0 ™ si k=0,1,2,...n

0 si k>n,

SO (o) = {

luego, la serie de Taylor dada en (A.1) en torno a g = 0 queda:

. (”)(0) C
(1+2) _Zf Zkv(n_k)v :Z

n=0 k=0

(:)xk (A.3)

Esta serie converge para cualquier entero n > 0. o

A partir de la expresion (A.3) se obtiene la férmula del binomio de
Newton [20, p. 90]:

wor (i 2 o S S

—— k=0

5

Ejemplo A.3. Segiin [5, p. 478], dada f(x) = (1 —x) ™ conn e N,x # 1,y

xg = 0, encuentre la serie de Taylor generada por f(x) alrededor de x¢ = 0.

Solucion. Las primeras derivadas de f (z) son:

S @) = fl@) =1 -2)7" SV @) =n(1-a)™!

@ =n e D=0 0w = B,
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nétese que las derivadas de orden superior de f(x) satisfacen que:

(n+k—1)!
(n— 1!

luego, la serie de Taylor dada en (A.1) en torno a xy = 0 queda:

(n) > - -
(1 —x)_” Z f (O) P Z n'z-nk_ 1;')‘,1‘ = Z (n +i 1)xk (A.5)

n=0 k=0 k=0

O (x0) = (1-z0)" % si  k=0,1,2,...,

Esta expansién se llama serie binomial negativa y converge para |x| < 1.
Paran = 1 se tiene que:

(1-2)"' =

iﬂﬂ k:ixk_ (A.6)

T

Esta serie se denomina serie geométrica, la cual converge para |x| < 1y
diverge para |x| > 1 (ver [5, p. 475]). uf

Ejemplo A4. Sea f(x) = sen(x) vy sea xg = 0, encuentre la serie de Taylor
generada por f(x) en xg = 0.

Solucion. Nétese que las derivadas de orden superior de f(x) satisfacen que:

S o) = {( D" s j=%n+1.

En la tabla A.1 se dan los primeros coeficientes de la serie de Taylor:

Tabla A.1. Coeficientes de la serie de Taylor

J 0

ajixr) | 0 «x

©

3

==

9
!

xb

20

8

2 4 5 6
0 0 0

7 8
& 0

©

,_
=

luego, la serie de Taylor dada en (A.1) en torno a xy = 0 queda:

_ (-D" 22+l _ 8 z°
sen(z) = Z(2n+1)v T8 120 T

Una ilustracién se puede ver en:
https://youtu.be/g9yu8mLPQOA?si=631eU2gl0Oh7s7Krn o


https://youtu.be/g9yu8mLPQ0A?si=63leU2gl0h7s7Krn
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Nota A.1. En general:

1. Six = x, la serie anterior converge para f(xg), pero

2. la serie de Taylor NO siempre converge para cualquier punto x # xo, ver
ejemplo A.8.

8. Si la serie converge para algiin x # xo, ella NO necesariamente converge

para f(x).
Ejemplo A.5. Segiin [56, p. 982] 0 [28, p. 462], dada la funcion

1

2 six#0

e
f(x)_{(), sizx=0

y xo = 0, encontrar la serie de Taylor generada por f(x) en xg = 0.

Solucion. Las primeras derivadas de f (z) son:

/(0) =
FO () = f(«’C +h})l /(@)
e 1
) f(O"‘}L) SO et -0 F
10 = R R L
como
li 1. +00 lim " = +o0
ok Y ey R

se usa la regla de IHopital (ver nota B.9) y

FM0) = h o i —— — 0
-0 —2h=3¢h™  h—0 Qeh™? ’

de forma similar se muestra que f)(0) = 0 para toda j. Asi la serie de
Taylor generada por f en torno al punto 0 converge en todo el eje real, pero
representa a / solamente en el origen, es decir, cuando x = 0. o

Aaa. Formula de Taylor con resto

La formula de Taylor con resto es dada por:

korG) ,
1@ = 3 o ) 4R, (A7)
R

Py (x)



Series de Taylor o 475

en que la suma finita es el polinomio de Taylor (P, (x)) de grado k generado
por f en torno del punto xg y Ry (x,2¢) es el error de truncacién cometido
al aproximar / con su polinomio de Taylor.

Teorema A.2. Segin [5, p. 342], dada una funcion f con derivada continua de
orden n + 1 en un intervalo I que contiene a xo. Entonces, se tiene que:

f(x)=ij%(x—xo)j+Rn(x,xo) Vxel,
P

donde

x

R, (x,x0) = % / (@ —)"f*D (1) de. (A.8)

C0O

Demostracion. El teorema se demuestra por induccion matemadtica respecto a
n. Paran = 1 supéngase que / tiene derivada segunda f/* continua alrededor
de xy. Entonces, para todo x en ese en torno, se tiene

f(x) = f(x0) + [/ (x0) (x — x0) + Ry (x,70),

que corresponde a la aproximacion lineal (o linealizacién) de la funcién f
alrededor de x¢; luego

Ry (x,x0) =/ (x) = [ (x0)] = /" (x0) (x = 20)
- / £ di - f (x0) / di = / (1) — f (wo)] ds

)
integrando esta expresion por partes de la siguiente manera:

w=f"(t) = f'(x0) (derivamos) du =f"(t) dt

dv =dt (integramos) v =L —x.

Sustituyendo en la expresién de R (x,xp) se obtiene

X

RiCeao) = (=) '@ = @l - [ (=)@
:/x(x—t)f”(t)dt.

xo

Ahora, supéngase que es cierto para un cierto m y demostremos para m + 1.
Por lo tanto,

X

mor _
1@ =3y« o [0

=0 0
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Puesto que:
S (xo) -
Ry (x,20) = Z — (@& —x)
j=m+1 ‘]
S (o) +1 f(’)(JCo)
=—————=(x —x9)""" + (x - a0)’,
(m+ 1)! ; ;2
Rm+l (L»’CO)
luego,
f(m+l)(x0)

(.I‘ _ xo)m+l

Rm+l(x;x0) = Rm(x’xo) -

(m+ 1)!
Usando la expresién integral (A.8) de R, (x,x¢) y dado que el factor

_ m+1 T
m - / (x—t)m dt
x0

m+ 1

se obtiene que

1 x (m+1) T
Bunite) = [ (x—t)mﬂ"””(t)dt—fT@ | w-oa
=_/ m f(m+1)(t) f(m+1)(x))] dl

integrando esta expresion por partes de la siguiente manera:

u :f(m”)(t) —f(m+1)(xo) (derivamos) du =f(m+2)(t) de

(x _ t)m+1

dv =(x —1t)" dt int =—
v (x ) (integramos) v 1

Sustituyendo en la expresién de R,,41(x,x9) se obtiene que:

Ry (2,70) = (f ‘j)l), D@ - D]+
m+l

1 * m+ +
:m/ (=) /2 ) de.

Por tanto, hemos demostrado que si la relacion (A.8) es verdadera para m,
entonces es verdadera param + 1. o
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Corolario A.1. Usando la notacion o(.) (ver apartado 8.8.1), la formula de Taylor
dada en (A.7) se puede expresar como [5, p. 851],

SPANED) :
f(x) = f(xg) + Z q (x —x0) + 0((x - xo)k) cuando x — xg.
j=1 J: S re——
Ry (x,x0)

Demostracion. Por la definicion 8.5 se sabe que Ry (z,20) = o((x — xo)F), si
Ve >0,3ny =np(e) tal que

Ry (x,x0)
(x —xo)t

De la expresion (A.7), se tiene que para todo x # x(:

<eg, Vn > ng.

Ri(z,x0) _ f(@) - [ (x0) iﬁmuw@—mﬁ

(@-w)t  @-w)t GG @-a)t

tomando limite cuando x — xg:

k

i Re@zo) (@) — @) Zf(j)(xo) (x = xp)!

w=w0 (& —xo)b o | (- ap)k J' (&= x)k

)

j=1
esto resulta indeterminado, entonces aplicando regla de L'Hopital:

k

Ry(x,ao) _ (o | [1(@) = ['(20) _Z:f(j)(ﬂco)z(96—360)"_1

]/
= Jtk (= o)kl

T—=x0 (x - x())k B IT—=xo k(x - x())k‘l

j=2

aqui se reorganizaron los términos de la serie. Aplicando sucesivamente la
regla de I”Hopital hasta la derivada de orden m y teniendo en cuenta que

d” k_ k! k—m
dr" = h—m)" m<k
se llega a
R (m) _ £(m)
lim /e(ﬂc,xo])e i | k'(x) S (o)
T (.T,‘ — »760) -0 (k—.m)! (l‘ _ $0)k_nl
k

_ Z f(j) (l‘()) (k - m)Y (x _xO)j—m
kG =m) (x -zt |

j=m+1
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nétese que si se aplica regla de I’ Hopital hasta m = k — 1, se tiene que:

. Ri(x,x0) . [f(k_l)(x)—f(k_l)(wo) f(k)(xo)}
lim ————= = lim -

a—xy (x —xp)k  a—m0 k'(x — xq) k!
I R O R A GO AR ED

= lim — -
x—q k! T — X0 k!
1

=1/ @0) = 7O @0)] = 0,

luego R (z,29) —— 0 mds rdpido que (x — 29)¥ —— 0. o
) 10

Puesto que en la expresion (A.8) que expresa el error como una integral,
el factor (x — )" del integrando nunca cambia de signo en el intervalo de
integracion, y £+ (1) es continua en este intervalo. Por el teorema del valor
medio ponderado para integrales dado por [5, p. 189], se tiene que:

/x (@ =)"f D @) de = FOD (o) /x (x—t)"dt

0
(x = xp)"*1

n+1

= /() :
para algin xy < ¢ < x. Por consiguiente, la expresion (A.8) se puede expresar
en la forma del residuo de Lagrange (ver [5, p. 347]):

/D)

R, (x,x9) = (n T 1)'

(x —zo)"+1.
Sea f(z) : R > R, a < x £ b, una funcién continua y (n + 1) diferenciable
para algin n > 0. Entonces, para cada x € [a,b], xy € (a,b),

[0G0) (o 0

;! @ —x)" (A9

f@) = flxo) + )
j=1

para algin xy < ¢ < x. El punto ¢ depende de x, de n y de f (ver [82, p. 17]).

El error R, (x,x9) se puede expresar de otras formas, por ejemplo, la
forma de Cauchy del resto es dada por:

f(n+1)(c)

Ry (x,20) = ———(x = ¢)" (x — x0)

para algin xg < ¢ < x.
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Tabla A.2. Férmulas del resto

Forma ‘ R, (x,x0) ‘ Region
Integral % ;(g (;/C) —0)" D (1) de x> xo
Lagrange f(n+1§(£) (x — 209)"*! x0<c<x
(n+1)
Cauchy j%(m —o)"(x—x9) |xp<c<x

A.2. Ejercicios

Obtenga la serie de Taylor para las siguientes funciones en torno al nimero

dado [56, p. 994].
1. f(x) = sen(8x); enxy = 2.
2. f(a) =1 enxy=2.
3. f(x) =In|z|; enzp = —1.

4. f(x) =e*2;enap = 2.
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O~ v2(r- ) O~ Y2(r.\)

O ~ v2(r. \)
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En este apéndice aparece un compendio de distintas tematicas, que son
utilizadas a lo largo del texto, las cuales se clasificaron para una mayor com-
prension.

Ba. Topicos de algebra matricial

Nota B.1. El espacio fila de A, x,, denotado por R(A), es el conjunto de todos

los vectores fila n-dimensionales que se pueden expresar como combinaciones lineales

de las m filas de A.

xia| +xeaq +---+apa, =x'A,

con x; escalary a; la i-ésima fila de A. Similarmente, el espacio columna de A xn,
denotado por 6 (A), es el conjunio de todos los vectores columna m-dimensionales
tales que se pueden expresar como combinaciones lineales de las n columnas de A.

riay +xgag + - +x,a, = Ax,

con x; escalar y a; la i-esima columna de A.

DEerFINICION B.1. Sia = (ay,aq, ...,a,)" es un vector en R, su longitud o
norma se designa con ||al| v se define como (ver [5, p. 564]):

1

lall = VaTa = (21 a?) . (B.1)
-z

Ejemplo B.1. Hallar la norma de los siguientes vectores de R3:

0,5 0,1 0,01
a=10,251; b=10,01(; ¢ =1{0,0001
0,5 0,9 0,99

Solucion. Usando la expresion (B.1) se tiene que:
llall = 0,750; |16]] = 0,906 llell = 0,990. o

DEerFINICION B.2. De acuerdo con [89, p. 40], dado un vector X y las matrices
A = {aij} y B = {by} de dimension n x n y t X n, respectivamente, donde los
elementos de A 'y B son constantes conocidos y A es simétrica, entonces:

1. Y = BX es llamada una forma lineal en X y
2. Q(X) = XTAX es llamada una forma cuadrdtica en X.
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Ejemplo B.2. Exprese X = % >, X; como una forma lineal.
i=1

Solucion. Sea 1, un vector columna de unos, entonces:

n
. X; -1

:Z—l - XI—I;[X
P n n

donde
1
B=-1]. o
n
Ejemplo B.3. Represente Sy 2 = Z (X -X ) como una forma cuadrdtica.

i=1

Solucion. Teniendo en cuenta la representacion de X, se tiene que:

donde J, = 1,1, . Luego,

X:n—l ZXZ——[ZX] =n_1(ZXZ—nX2) o

Nota B.2. Si A no es simétrica, es decir, a;; # aj;. siempre se puede expresar
Q(X) = X TAX usando la matriz simétrica:

a;i + aj;
(] J)

N
~

~

N
l\4|>—‘

B.11. Transformacion ortogonal

La transformacién lineal Y = Q7 X, donde Q es una matriz ortogonal, se lla-
ma transformacion ortogonal. En este apartado, se interpreta geométricamente
este tipo de transformaciones en el plano cartesiano.

Teorema B.1. Rotacidn de ejes en dos dimensiones Sean X yY dos sistemas
coordenados y B = {el, e z} y B = {el, 2} las bases correspondientes de estos
sistemas. Si

ej' = ayjje + agjey, para j = 1,2,



Tépicos especiales de matematicas o 485

sea un punto cualquiera P con coordenadas (x1,x9) en el sistema X vy con coordenadas
(v1,y9) en el sistema Y, entonces este par de coordenadas estin relacionadas como

Sig‘ué:

donde A = [ai j] es la matriz de cambio de base (o de transicion) de B a B’.

Demostracion. Ver detalles de la prueba en [44, p. 290]. of

B.11a. Rotacion de ejes en el plano manteniendo el mismo
origen

Considérese un sistema de coordenadas rectangulares X = X — p (en R?)
que tiene unidades iguales sobre ambos ejes, es decir, si e] y eg son los
vectores base (unitarios), entonces estos son perpendiculares entre si.

Supéngase que los ejes del sistema de coordenadas Y se obtienen, con-
servando la ortogonalidad, rotando mediante un dngulo de giro 6 el sistema
X, en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj.

Yy 1

0,1
(—sen8, cosf) A( ) Yl

P 2N (cos,send)

— > X
e (1,0)

Figura B.1. Rotacién de ejes en R?

Fuente: tomada de [44, p. 291]

Nétese que los vectores base e y e/ del sistema Y, forman también una
base ortonormal y estdn dados por

e] =[cosf,senf] = cosBey + sen fey.
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eé = [—senf, cos 0] = —senBe| + cos Heg.

Luego, por el teorema B.1, se deduce que las coordenadas de un punto en
ambos sistemas estdn relacionadas por:

1 = y1cosf —ygsenf y T9g = yrsenf +ygcosf, (B.2)

que corresponde a las ecuaciones de una rotacién levégira de ejes, cuando el
angulo de giro es 0. Si se denota por Ry la matriz ortogonal,

Ry = [cos@ —sen 0] ’ (B.3)

senfd cosd

entonces la expresion (B.2) se puede expresar matricialmente como

x Y1
-l

0
Y2
esta es una transformacion ortogonal propia, puesto que el det(Rg) = 1y

=R

.. . 9
representa una rotacion de ejes en R=.

El siguiente teorema permite obtener el dngulo de rotacién 6 de una
ecuacion cuadritica de segundo grado.

Teorema B.2. Sea Q : R? — R cuya expresion matricial es:
x"Ax+ 2%k x+ =0, B.5)

donde

NI
o[~

a g T
A=, y k= [ ] .
g b
Entonces existe un mimero tinico 0, llamado dngulo de rotacion, tal que

c

tan(20) = A
a—

Fis
o¢lo, §) . (B.6)
Demostracién. Ver detalles de la prueba en [44, p. 292]. o

Nota B.3. De acuerdo con [44, p. 294], el dngulo de rotacion se establece como

tan @ = % [b —a+yu2(A) - 4det(4)], (B.7)

donde tr(.) denota la traza y det(.) el determinante.
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B.1.2. Forma cuadratica

De acuerdo con [38, p. 210], si Q(x) = x" Ax representa una forma cuadra-
tica arbitraria [en un vector n-dimensional x = (1,29, . ..,x,)" ], entonces,

» La forma cuadritica Q (x) se dice definida no negativa si Q (x) > 0 para
todo x € R". En este caso, A,x, se dice que es definida no negativa.

» SiQ(x) > 0 para todo x excepto cuando x = 0, se dice que Q(x) es
definida positiva. En este caso, A, x, se dice que es definida positiva.

v Q(x) es semidefinida positiva si Q (x) > 0 paratodox € R" y Q(x) =0
para algin x # 0. En este caso, A, x, se dice que es semidefinida positiva.

» Q(x) se dice definida no positiva si —Q(x) es definida no negativa. En
este caso, A, x, se dice que es definida no positiva.

s Q(x) se dice definida negativa si —Q(x) es definida positiva. En este
caso, A, x, se dice que es definida negativa.

» Q(x) se dice semidefinida negativa si —Q (x) es semidefinida positiva.
En este caso, A, x, se dice que es semidefinida negativa.

s Q(x) se dice indefinida si Q(x) < 0 para algin x y Q(x) > 0 para
algun (otro) x. En este caso, A, x, se dice que es indefinida.

Nota B.4. De acuerdo con [88, p. 581], dada A una mairiz siméiria de orden
n X n, v B una matriz simétrica definida positiva de orden n X n. Si Amin ¥ Amax
son los valores propios minimo y mdximo respectivamente de AB™, entonces:

xTAx

xTBx

A min < <A max

para cada vector x € R".

B.1.3. Inversa generalizada

Una inversa generalizada de una matriz A,y,, digamos G, satisface que (ver
[38, p. 107]):
AGA = A.

Un método para obtener G dada una matriz Ay, de rango r es:

1. Obtener una submatriz A1 de rango r

A A12)
A= .
(A21 Agg

2. Obtener Afll

3. Substituir en A" los elementos de A{; por sus correspondientes Al_ll
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4. Hacer todos los otros elementos iguales a cero.

Ejemplo B.4. Encontrar la inversa generalizada de la mairiz

1 2 4 3
Ass =8 -1 2 -2
5 -4 0 -7

Solucion. Se puede verificar que el rango de la matriz A es 2.
. 1 2
1. Obtener una submatriz A1 de rango 2: A = 3 _1)'
3 —
2. Sustituir en AT los elementos de AL por sus correspondientes AIII y
hacer todos los otros elementos iguales a cero:

17 2/7 0
o1 (-1 -2 87 -177 0
An==l3 1 = G=ly 5 o]
0O 0 0

Nota B.5. Para cualquier matriz idempotente A, rango(A) = tr(A). Sea A
una matriz de orden m X n'y B una matriz n X m. Entonces, B es una inversa
generalizada de A si'y solo si BA es idempotente y rango(BA) = rango(A) [88,
p. 185].

Teorema B.8. La matriz X " X: si G es una inversa generalizada de X 7 X, se
satisfacen las siguientes propiedades:

1. G también es una inversa generalizada de X " X.

2. XGX X =X, esdecir, GX " es una inversa generalizada de X.
8. XGX' es invariante a G.

4. XGX' es simétrica.

Demostracion.
1. Se sabe que XTXGX "X = XX, luego
XX(X'X) X" X=X"X
[XTX(X"X)"X"X]| = (X"X)"
X'X[(X™X)]"X"X =X"X.

Entonces [(XTX)_] " = G7 es una inversa generalizada de X " X.
2. Teniendo en cuenta que (ver [38, p. 52]),
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» Para cualquier matriz A,,x,, se puede probar que A = 0 si y solo
siATA =0,y que

» Para cualquier matrices A5, Buxp ¥ Cuxp, se puede probar que

AB=ACsiysolosiATAB = ATAC,
entonces

XX (X' X)X X=X"X I

——

AT A B AT A C
X (XX) XTX =X,
———
G

es decir, (X TX) X" es una inversa generalizada de X .
. Usando el resultado de [38, p. 119]: sean las matrices A,xn, Bpxn ¥
Cuxg- SIR(B) € R(A) y 6(C) c B(A) (ver nota B.1), se tiene que

BA™C es invariante a la escogencia de la inversa generalizada A~, sea

BAC=X (X"X) X7,
B A Cc

luego, se necesita encontrar L y R tal que
B=LA y C =AR,

es decir,

X=LX"X y X" =X"XR,
pero del punto 2 se tiene que:

XX'X) X' X=X = L=XXTX)

X'X[(X™X)]"XT=X" = R=[XX"X)7]|".

Asi, X (XTX) X7 es invariante a (X " X) .
. Usando el hecho de que para cualquier matriz A, (A™)" es una inversa
generalizadade A" [38,p. 117]. Luego,siA™ = (X "X) ™ eslainversa

generalizada de A = X7 X, entonces (A7)T = [()(T)()_]T es una
inversa generalizada de (X7X)" = XX,y

[X(X"X)"XT] =X [(X"X)7]" X7
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la cual, por el punto 3, es invariante a G, entonces la matriz
X[(X™X)]"X"=X(X"X)" X", o
Teorema B.4. Sea A~ una inversa generalizada de A. Entonces,

i) La ecuacion Ax = d es consistente si AA™d = d.
ii) Cualquier solucion es de la forma

x=A"d+(I-AA")z
para algin z.

Nota B.6. Retomando la ecuacion (4.81), si X "X es singular,

XX B =XTy,
S———— ~
A x d
veamos st satisface las condiciones del teorema B.4:
i) Multiplicando a ambos por X "X (X TX)", se tiene que:
X' XX'X) XTy=X"yX"y=d,

aqui se uso la inversa generalizada de X7, luego X "X B = X Ty es una
ecuacion consistente.
i) Se tiene una solucion para B y es dada por:

B=(X"X)XY+[I-X"X(X"X) |z

para algin z.

B.2. Topicos de calculo

Nota B.7. (Férmula cuadratica). Una ecuacion ax® +bx +¢ =0, a # 0, con
—b + Vb2 — 4ac
2a )

Nota B.8. (Cotas superior e inferior). Segiin [5, p. 29], si S es un conjunto no
vacio de mimeros reales vy existe un miimero B tal que:

coeficientes reales o complejos tiene dos soluciones dadas por: x =

1. Paratodo x de S, x < B, entonces se dice que S estd acotado superiormente
por B. Al niimero B se le denomina cota superior para S.



Topicos especiales de matemadticas o 491

2. Paratodo x de S, x > B. entonces se dice que S estd acotado inferiormente
por B. Al niimero B se le denomina cota inferior para S.

De acuerdo con [5, p. 81], un mimero B se llama:

1. Extremo superior (o supremo) de S si:

a) B es una cota superior para S, y
b) ningiin niimero menor que B es cota superior para S.

El extremo superior de S, cuando existe, es iinico 'y se denota por sup S.
2. Extremo inferior (o infimo) de S si

a) B es una cota inferior para S.
b) Ningiin niimero mayor que B es cota inferior para S.

El extremo inferior de S, cuando existe, es iinico y se denota por inf S.

Nota B.9. (Regla de L'Hoépital). Sean [ y g funciones diferenciables en un
intervalo abierto I, excepto posiblemente en el miimero a en I, v suponiendo que para
todax # a en I, g(x) # 0. Entonces, si :l(iigf(x) = 4000 —00y :1(1_r>r{1l g(x) = 400
0 —o0 y si (ver [56, p. 853]): / /

f@

1im =
x—a g’ (x)

entonces lim M =L.
x—a g (x)

Esto es vdlido si todos los limites son por la derecha o por la izquierda del punto a.

Nota B.10. (Gradiente). Si f(t) es una funcion real de variable miiltiple, es decir,
[ R" = R, y las primeras derivadas parciales de | con respecto a las variables t;
existen, entonces el gradiente de [ se define como [56, p. 982]:

af(t) af () af@®\"
oty 7 Ot T oy, '

Vi) = (

Nota B.11. (Primer teorema fundamental del cdlculo). Sea la funcion f
continua en el intervalo cerrado [a,b] y sea x cualquier miimero en [a,b]. Si F es la

Juncion definida por:

F(a) = / " de - @ _ o),

dr

si x = a, la derivada puede ser una derivada por derecha, v si x = b, la derivada

puede ser una derivada por izquierda (ver [56, p. 450]).
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Nota B.12. (Regla de Leibniz). Si f(x,0), a(0) y b(8) son diferenciables con
respecto a 6, entonces (ver [20, p. 69)):

b(0) b(0)
db d
= [raow=re@.05 - r@o.09 [ 2w i
a(6) a(h)

B.2.1. Maximo o minimo local

I. Caso univariado: una funcién f tiene un valor mdzximo en ¢ si existe un

IL.

intervalo abierto que contenga a c, en el cual f esté definida, tal que
f(¢) = f(x) para toda x en este intervalo.

Si f(x) existe para todos los valores de x en el intervalo abierto (a,b)
y si [ tiene un extremo relativo en ¢, donde a < ¢ < b, entonces
% = f’(x) existey f’(c) = 0.

Se dice que [ tiene un valor mdximo absoluto en un intervalo si existe
algin ndmero ¢ en el intervalo, tal que f(¢) > f(x) para toda x en
el mismo. En tal caso, f(c) es el valor mdximo absoluto de f en el
intervalo.

Se dice que f(c) es el valor mdximo absoluto de la funcién f si ¢ esta
en el dominio de f y si f(¢) > f(x) para todos los valores de x en el
dominio de f (ver [56, p. 285]).

Caso bivariado: una funcién f(x, y) tiene un mdximo o minimo local
en ¢ = (xg, yp) si se verifican las siguientes condiciones:

1) Las derivadas parciales de primer orden evaluadas en (xg, yo)
son 0, es decir, V/(xg, yo) = (0,0).

2) La matriz de segundas derivadas (hessiana), introducida por Lud-
wig Otto Hesse,

Zf (@) %f(x,m):(j;x(x,y) foy (@, 9)

H(x,y) =% 9 ’
f(x y) (6§6rf(x’ y) 5{;_2f(x’ y) fry(x: y) ]fvy(x,y)

se evaluia en el punto (xg, y9) y se establecen los valores propios,
A, de esta matriz [6, p. 379]:

94 =r(H (20, 30)) %  [tr(H ; (20, 30))12 - 4 det(H s (x0, 30))
=fex (%0, ¥0) + fyy (20, Y0) %

\/(ﬁm(xo,yo) ~ fiv(20,50))° + 4£2 (20, 0)
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a) Si A1y A9 son positivos, entonces la funcién f(x, y) tiene
un minimo relativo en (g, v9).

b) SiA; y A9 son negativos, entonces la funcién f(x, y) tiene
un maximo relativo en (xg, ¥g).

c) Si A1 y A9 tienen signos contrarios, entonces la funcién
f(x,y) tiene un punto de silla en (xg, vg).

Ejemplo B.5. Determine vy clasifique los puntos criticos de la funcién
f@y) =at+yt =20 -y
Solucion. Primero se determina el gradiente y se iguala a cero
V/(x,y) = (4a® - 4(x - y),4y" + 4(z - y)) = (0,0).
A partir de estas ecuaciones se tiene que

Ax® —A(x-y) =0
Ay + A(x-y) =0

sumando 2% +y% = (z + ) (x2 —xy +y2) =0

y la solucién es y = —x, reemplazando en la primera ecuacién se tiene
4(3:3 - ) = 43@(3@2 -2) =4x(x - \/Q) (x + \/§) =0.

Luego, los puntos criticos son:

a1 = (0,0), agz(x/_,—x/i) y a3:(—\/§,\/§).

Se encuentran las segundas derivadas y se construye la matriz hessiana

o/ (2,y) g/ (@, ) 1922 — 4 4
Hy,y) = | % (T i)
6yﬁxf(x’y) 9y2 (z,) Y

i) Se sustituye en H s(x, y) el punto critico a; = (0,0)

H((0,0) = (_44 _44)

cuyos valores propios son: 0 y —8, es decir, es un punto de silla
ii) Se sustituye en H ;(z, y) el punto critico ag = (\/_, - \/5)

Hy(V2,-V2) = (240 240)
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cuyos valores propios son: 24 y 16, es decir, es un minimo relativo.
iii) Para el punto critico ag = (—\/Q, ‘/Q) es igual al item ii). o

Nota B.13. (Multiplicadores de Lagrange). Este método permite hallar los
extremos relativos de una funcion h(x) sujeta a una restriccion g(x) = 0. Para esto
se forma la funcion auxiliar H (x,1) = h(x) — Ag(x), donde A (# 0), es llamado
el multiplicador de Lagrange; luego, se deriva H (x,4) con respectoaxya A,y el
sistema de ecuaciones se iguala a cero [56, p. 12838].

B.2.2. Desigualdad de Jensen

DEFINICION B.3. De acuerdo con [5, p. 151], una funcion g se llama convexa
en un intervalo [a,b] si, cualquiera que sean x v y de [a,b] y para todo « tal que
0 < a < 1, setiene

g(x) <agly)+ (1 —a)g(x), siendo z=ay+ (1-a).
Se dice que g es concava en [a,b] si es vdlida la desigualdad invertida,
g zagy)+ (1 -—a)g(x), siendo z=ay+(1-a).

En la figura B.2 se ilustran una funcién céncava y una convexa [5, p. 150].

9(z)+g(y)
2

g(z)+9(y)
2

T zty Y T zty Y
2 2
(a) Funcion convexa (a) Funcion concava

Figura B.2. Ilustracién de funcién céncava y convexa



Topicos especiales de matemadticas o 495

Teorema B.5. Para cualquier variable aleatoria X, si g(x) es una funcion convexa,
entonces [20, p. 190]:
Elg(X)] = g[E(X)].

La igualdad se tiene si 'y solo si para cada linea a + bx que es tangente a g(x) en
zr=EX), P(g[X]=a+bX) =1

Demostracion. Para establecer la desigualdad, sea [ (x) la recta tangente a g (x)
en el punto g(E[X]), digamos [(x) = a + bx. Por la convexidad de g(z) se
tiene que g(x) = a + bx. Aplicando el operador esperanza se tiene que:

Elg(X)] 2 E[a +bX] = a + bE[X] = [(E[X]) = g(E[X]),

aqui se uso el hecho de que [(x) es tangente en E[X]. o

Lema B.1. Sean X1,X9,X3, ..., X, variables aleatorias. Para todo & > 0,

P(ZH:XJ zs)sip(pm >2).
=1 =1

Demostracion. Veamos:

j=1 = =
luego,
C C
n n
£
“){A < ——} 2 :E]){i <e
j=1 n j=1
n n
£
L,J{|X3|:>"} 2 Xj|>et,
n :
Jj=1 Jj=1

Por la propiedad 5. del teorema 1.1, se tiene que:

P(ij zs)sP(Q“XAzS});iP(IX]-IZ%). o

= a1y 71
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B.3. Distribuciones de algunas formas
cuadraticas

Supdngase que en la definicién B.2, X es un vector de variables aleatorias.
En este apartado se estudia cémo se distribuyen algunas formas lineales o
cuadriticas asociadas al vector aleatorio X. Por ejemplo, si X ~ N, (u,X),
entonces ¢' X ~ N(c" u,c"Xc) (ver ejemplo 2.23).

Por otra parte, si X ~ N, (81,,02I), entonces la distribucién de X es:

n

6 .. o2 . o?
NNn (;ln ln’n_an ln) NNn (0,7 )

_ 1 1 1 |
X=-1TX~N, (—1; [61,],-1] [o*1] 1,,)
n n n

el estadistico de contraste

= o . N(0,1). (B.8)
g

Ejemplo B.6. Si X ~ N, (01,,02I), determine la distribucion de "(T;}S,(f
Solucion. Expresando S2 como en el ejemplo B.3, se tiene que:

n—1
9

o2

, 1 1 1 1
S§2 = — X7 (I,, - —Jn)X =XT ( [1 - —Jn])X.
(on g n n

Sea A = ﬁ [In - %Jn]. Para usar el resultado del pie de pdgina 33, se
verifica si AV es idempotente:

AV = L [In - lJ,,] o, =1, -1,
n

o7z n

AV AV = [In - lJn} l]n - lJn}
n n

:In_ljn_ljn‘i'igjn‘]n
n n n
:In_lJn:AVa
n

entonces AV es idempotente. Por tanto,

n—1

XTAX = S2 ~ x2(r,1),

o2
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donde

1 1 1
r =rango(A) = rango (—2 [In - _JHD =rango (In - —Jn)
o n n

rango(kB)=rango(B)

=tr(In—lJn)=n(l—l)=n—l,
n n

aqui se consideré que rango(A) = tr(A), por ser A idempotente. Luego,

1+ 1 4.1 1 1
=35 Ap=-671, — In - —Jn ln
A g i 2K 29 "o [ nJ ]
62 1
= —([l;Inln --1,1, l;ln] =0.
202 n )
Por lo tanto,
n — 1 2 92
5 S* ~ x: 1 (B.9)
o
es un estadistico de contraste. o

. . . ValX-6) - )
Para determinar la independencia entre ((T ) y ’iT—QlSQ, se usard el

teorema B.6.

Teorema B.6. Segiin [39, p. 52],si X ~ N(u,V), Q = X"AX y L = BX,
entonces Q v L son independientes si y solo st BV A = 0.

Ejemplo B.7. Si X ~ N, (61,,,0%]), verifique que vi(X-0) y "(r;(}SQ son inde-

o
pendientes.

Solucion. Para probar la independencia es suficiente mostrar que BV A = 0,

dondeB=%l,T V=c2lyA=- (I—%Jn),luego

ns n—1

1 < 1 1 o? 1
BVA=(-17|(c?I)|—= I - =J,|| = —=1] [T - =J,
v (n ")(O— )(n—l ( nJ”)) n(n—1) "( nJ”)
9
-7 1;—11;1n1; = 0. o
nin-1) n.
n
Finalmente, para establecer la distribucién de W se usa la defini-

cién B.4.
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DEFINICION B.4. Segin [89, p. 57],siY ~ N(6,1) y X ~ )(3 son variables

aleatorias independientes, la razon

o
X

S

se llama fdp t-Student no central con d grados de libertad y pardmetro de no centra-

lidad 6. Se denota por t(d,5). (El caso § = 0 fue dado en el ejemplo 2.21).

De las expresiones (B.8) y (B.9) se tiene que:

9 9
= S~ xr .

Ademds, en el ejemplo B.7 se mostré que Y y S2 son independientes, luego

Vi(V-6)
—
se tiene que:

y "(T—_(}S 2 son independientes. Por tltimo, usando la definicién B.4

\/;l(X,,—@)
J i
t = = ~L(n—
X ﬂérs? (n—1,6)

d z n

— Ml/

\/ﬁ( n - 0
S ~ly-1

n

Demostracion teorema 8.3.

De acuerdo con [82, p. 187], como X es una matriz simétrica semidefinida
positiva, existe una matriz B de orden p x ¢ (ver [60, p. 21]), tal que:

Y =BB', B'B=A,

con A una matrix diagonal de orden ¢, en que rango(X) = ¢, que contiene
los valores propios positivos de la matriz X. Sea

Z,=(B"B)"'B™u(T, - 0),
entonces
E(Z,) =E|(B"B)'B™VA(T, - 0)|
= (B"B) 'B"VaE[(T,-6)] =0

0
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V(Z,) =V|(B"B)"'BTVa(T, - 6)]
= (B"B)"'B"V [Va(T, -6)| B(B'B) "
Note que
V(Z,)— (BTB)'B™ £ B(B'B)'=1,.

——
BBT

Por el teorema del limite central cldsico, teorema 3.22,
D
{Zn }] — Z;
en que Z ~ N(0,1), y por el Cramér-Wold, teorema 3.13, se tiene que:

Z?’LL)Z,

enque Z ~ N,(0,1,). Sea Q, = Z (B"A,B)Z, una forma cuadridtica en
Zn’

Q.=Z2](B"A,B)Z,
= |(B7B)"' BTV (T - 0)]TBTAnB |(B"B)™'B™Va(T, - 6)|
=Va(T,-6)" B(BTB)'B"A,B(B"B)'B" va(T, - 6),

A, (ejercicio)
por lo tanto,
Qn = n(Tn - G)TAn(Tn - 0)

Tomando limite cuando n — oo,

T
Qn = [B Zn An B Zn LQ;
~—— —— ~——
1D ] 1D
7z A VA

cuando n — oo
con Q = Z"BTABZ. Aplicando la nota de pie de pdgina 33,

Q ~ x2(r,2),
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conr = rango(BTAB) y 1 = %OTBTABO = 0 siy solo si BTABI, es
idempontente. Veamos:
B"ABI,B"ABI,=B"ABB" AB =B"AXAB

——
X

= BTAB.
——
siy solo si AXA=A

Si X es una inversa generalizada de A, BT AB es idempotente,
r =rango(B"AB) = tr(B"AB) = tr(ABBT)

=tr(AX) = rango(AX) = rango(X) =q.

Aqui se uso el hecho de que la matriz es idempotente (ver B.5). Por tanto
Q ~ x2, concluyendo que:

(T, —8)"A, (T, - 0) — x2.

B.4. Otros topicos

B.41. Condiciones de regularidad

Sea X un vector aleatorio con fdp conjunta p(x; ), 0 € © (ver [37]), entonces
se considera que:

C1. O es un intervalo abierto en R (finito o no).

C2. p(x;0) es positiva sobre un conjunto S independiente de 8 € ©.

C3. aa—ep(x; ) existe para todo 0 € O y todo x € S, excepto posiblemente
en un conjunto N C S, el cual es independiente de 6 y tal que para
todo 8 € O, pg(x € N) = 0.

C4. Paratodo 6 € ©:

/---/p(xl;e)...p(xn;md:cl...dxn
‘gﬂ

Z. ..ZP(II;Q) N 1EH )
S S

puede ser derivable bajo el signo de la integral o bajo el signo de la
suma, respectivamente [86].
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o]

denotado por I,,(6) es positivo para todo 6 € ©, entonces
2
0
—(0; .
7t

C6. Si W (x) es un estimador insesgado cualquiera de ¢(8), entonces

Cb. Si

9 2
(a—eln [p(x 9)])

1,(0) = Eg (B.10)

/---/W(x)p(x1;9>...p<xn;e)dx1...dxn

Sn

Do Y W (@)p(150) - p(2as 0),
S

S

puede ser derivable bajo el signo de la integral o bajo el signo de la
suma, respectivamente.

B.4.2. Ejemplo numérico de maxima verosimilitud

El pardmetro r se determina numéricamente mediante la EMV usando la
expresion (4. 12) Si los datos estdn agrupados, se establece la frecuencia
relativa A(k) = =y, luego,

f(r)—ln(1+ ) Zh(/e) me

m=0
~+ Zh(/e) [Z |

Ejemplo B.8. En la tabla B.1 se presentan los datos dados en [38, p. 167]

correspondientes a una investigacion realizada durante tres meses consecutivos sobre

GRS

el miimero de accidentes de trabajo ocurridos a los 414 operarios de mdquinas.

Tabla B.1. Numero de accidentes de los operarios de maquinaria

k 0 1 2 3
n | 296 74 26 8
Fuente: adaptada de [33, p. 167].

6 7 8| Total
1 0 1

4
4 414

5
4
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donde ny, es el mimero de operarios que han tenido k accidentes reales. Determine
la fmp que mds se ajuste a los datos, presentando las respectivas aproximaciones de
las fmp con la estimacion de sus pardmetros.

Solucion. Primero, se calcula la frecuencia relativa 4 (k) = £ y, luego, se halla

100 o 48199
907 y " T49849"

n =

Entre las distribuciones dadas se buscard la distribucién de probabilidad que
mads se ajuste a los datos.

1. Distribucién de Poisson: aunque se obtuvo que S2 > 7, se presenta
también la respectiva aproximacién con la distribucién Poisson, para
realizar comparaciones. Por los métodos de momentos y maxima
verosimilitud, se obtiene que A = 7.

2. Distribucién binomial negativa: por el método de frecuencias, el valor
de los pardmetros se establece como sigue:

n nt

=912 M _ 0452702708 y 7=

ny N 2nong — nj

=0,55223881.

Por el método de momentos, el valor de los pardametros se establece
mediante la expresién (4.10), en este caso, se obtiene que:

~ 22499 10000
q—43199~0,520822241 Y T =59199

~ 0,444464198.

Por el método de maxima verosimilitud se determina el pardmetro r
de la fmp binomial negativa usando la expresién (4.12) y se llega a:

Tabla B.2. Iteraciones de Newton Raphson para encontrar r

i
0,444464198
0,47099858
0,47423699
0,47427900
0,47427901
0,47427901

Cv s 0N = O .

el valor de ¢ se despeja de la expresion (4.13),

q=0,504602594.



Topicos especiales de matemdticas ¢ 503

En la siguiente tabla se resumen las estimaciones obtenidas

Método q T
Frecuencia 0,5647297297  0,565223881
EMM 0,520822241 0,444464198
EMV 0,504602594  0,47427901

En la tabla B.3 se muestra que la aproximacién BN resulta mas apropiada
para ajustar los datos que la obtenida con la distribucién Poisson.

Tabla B.3. Comparacién de distribuciones ajustadas

No. de acc.  Accidentes Distribucion tedrica ajustada
k observados  Poisson  bin. negat.!  bin. negat.?  bin. negat.?
0 296 255,4 267,3 298,5 296,7
1 74 1234 80,8 69,1 71,0
2 26 29,8 34,3 26,0 26,4
3 8 4,8 16,0 11,0 11,0
4 4 0,6 7,8 4,9 4,8
5 4 0,1 3,9 2,3 2,2
6 1 0,0 2,0 1,1 1,0
7 0 0,0 1,0 0,5 0,5
8 1 0,0 0,5 0,3 0,2
Total 414 414,0 4134 413,8 4138,8
x2 55,7 12,1 2,7 2,7
v 2 4 3 3
1. Frecuencia 2. EMM 3. EMV

En este caso, la prueba chi-cuadrado (expresion (7.22)) de bondad de
ajuste se modifica y se calcula como:

m C

- Oy — Ey)?

z : (ny npk) § M siempre que E; > 2Vk,
np/e Ep

donde m es el nimero de clases (categorias). Si E; < 2 se agrupan las clases
con frecuencia pequefia con las clases adyacentes. Con esta prueba se verifica
si los datos observados en una muestra aleatoria se ajustan a una fmp tedrica
(pr) con ¢ parametros desconocidos. Segin [25, p. 425], el valor tabulado
de la y 2 tiene un grado de libertad menos por cada pardmetro estimado; es
decir, v =m —q — 1. Para 2 y 3 grados de libertad y @ = 0,05, de la tabla
C.3 se obtiene que los limites de significancia de la y 2 son

Xg,a/ :5’99146 y Xg,a/ =7,81473



504 o Tépicos especiales de matematicas

Luego, se rechaza Hy si /\/62 > 7,814738, para los respectivos /\/62 menores a
7,81473, no hay evidencia suficiente para rechazar los modelos propuestos,
de modo que al nivel de 5 %, la distribucién BN da un ajuste razonable a los

datos. o

B.5. Ejercicios

1. Completar la demostracién de la desigualdad de Jensen.

2. Muestre que si g(x) es una funcién céncava, entonces:
Elg(X)] < g[E(X)].

3. Verificar que G en el ejemplo B.4 es una inversa generalizada de A.

4. Para XX B = X Ty, encontrar una solucién de 8, donde

10 1100
5 1100
12 1100 )
3 1010 H
y=[4|, x=[1 010 p="
3 1010 ™
8 100 1 K
7 100 1
6 100 1
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Tabla C.1. Valores de la fda normal estdandar

Tablas
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0,0000

0,0100

0,0200

0,0300

0,0400

0,0500

0,0600

0,0700

0,0800

0,0900

-3,9
-3,8
-38,7
-3,6
-3,5
-3,4
-3,3
-3,2
-3,1
-3,0
-2,9
-2,8
-2,7
-2,6
-2,5
-2,4
-2,3
-2,2
-2,1
-2,0
-1,9
-1,8
-1,7
-1,6
-1,5
-1.4
-1,3
-1,2
-1,1
-1,0
-0,9
-0,8
-0,7
-0,6
-0,5
-0,4
-0,3
-0,2
-0,1
-0,0

0,0000
0,0001
0,0001
0,0002
0,0002
0,0003
0,0005
0,0007
0,0010
0,0013
0,0019
0,0026
0,0035
0,0047
0,0062
0,0082
0,0107
0,0139
0,0179
0,0228
0,0287
0,0359
0,0446
0,0548
0,0668
0,0808
0,0968
0,1151
0,1857
0,1587
0,1841
0,2119
0,2420
0,2743
0,3085
0,3446
0,3821
0,4207
0,4602
0,5000

0,0000
0,0001
0,0001
0,0002
0,0002
0,0003
0,0005
0,0007
0,0009
0,0013
0,0018
0,0025
0,0034
0,0045
0,0060
0,0080
0,0104
0,0136
0,0174
0,0222
0,0281
0,0351
0,0436
0,0537
0,0655
0,0793
0,0951
0,1131
0,1335
0,1562
0,1814
0,2090
0,2389
0,2709
0,3050
0,3409
0,3783
0,4168
0,4562
0,4960

0,0000
0,0001
0,0001
0,0001
0,0002
0,0003
0,0005
0,0006
0,0009
0,0013
0,0018
0,0024
0,0033
0,0044
0,0059
0,0078
0,0102
0,0132
0,0170
0,0217
0,0274
0,0344
0,0427
0,0526
0,0643
0,0778
0,0934
0,1112
0,1314
0,1539
0,1788
0,2061
0,2358
0,2676
0,3015
0,3872
0,3745
0,4129
0,4522
0,4920

0,0000
0,0001
0,0001
0,0001
0,0002
0,0003
0,0004
0,0006
0,0009
0,0012
0,0017
0,0023
0,0032
0,0043
0,0057
0,0075
0,0099
0,0129
0,0166
0,0212
0,0268
0,0336
0,0418
0,0516
0,0630
0,0764
0,0918
0,1093
0,1292
0,1515
0,1762
0,2033
0,2827
0,2643
0,2981
0,3336
0,3707
0,4090
0,4483
0,4880

0,0000
0,0001
0,0001
0,0001
0,0002
0,0003
0,0004
0,0006
0,0008
0,0012
0,0016
0,0023
0,0031
0,0041
0,0055
0,0073
0,0096
0,0125
0,0162
0,0207
0,0262
0,0329
0,0409
0,0505
0,0618
0,0749
0,0901
0,1075
0,1271
0,1492
0,1736
0,2005
0,2296
0,2611
0,2946
0,3300
0,3669
0,4052
0,4443
0,4840

0,0000
0,0001
0,0001
0,0001
0,0002
0,0003
0,0004
0,0006
0,0008
0,0011
0,0016
0,0022
0,0080
0,0040
0,0054
0,0071
0,0094
0,0122
0,0158
0,0202
0,0256
0,0322
0,0401
0,0495
0,0606
0,0735
0,0885
0,1056
0,1251
0,1469
0,1711
0,1977
0,2266
0,2578
0,2912
0,3264
0,3632
0,4013
0,4404
0,4801

0,0000
0,0001
0,0001
0,0001
0,0002
0,0003
0,0004
0,0006
0,0008
0,0011
0,0015
0,0021
0,0029
0,0039
0,0052
0,0069
0,0091
0,0119
0,0154
0,0197
0,0250
0,0314
0,0392
0,0485
0,0594
0,0721
0,0869
0,1038
0,1230
0,1446
0,1685
0,1949
0,2236
0,2546
0,2877
0,3228
0,3594
0,3974
0,4364
0,4761

0,0000
0,0001
0,0001
0,0001
0,0002
0,0003
0,0004
0,0005
0,0008
0,0011
0,0015
0,0021
0,0028
0,0038
0,0051
0,0068
0,0089
0,0116
0,0150
0,0192
0,0244
0,0807
0,0384
0,0475
0,0582
0,0708
0,0853
0,1020
0,1210
0,1423
0,1660
0,1922
0,2206
0,2514
0,2843
0,3192
0,3557
0,3936
0,4325
0,4721

0,0000
0,0001
0,0001
0,0001
0,0002
0,0003
0,0004
0,0005
0,0007
0,0010
0,0014
0,0020
0,0027
0,0037
0,0049
0,0066
0,0087
0,0113
0,0146
0,0188
0,0239
0,0301
0,0875
0,0465
0,0571
0,0694
0,0838
0,1003
0,1190
0,1401
0,1635
0,1894
0,2177
0,2483
0,2810
0,3156
0,3520
0,3897
0,4286
0,4681

0,0000
0,0001
0,0001
0,0001
0,0002
0,0002
0,0003
0,0005
0,0007
0,0010
0,0014
0,0019
0,0026
0,0036
0,0048
0,0064
0,0084
0,0110
0,0143
0,0183
0,0233
0,0294
0,0367
0,0455
0,0559
0,0681
0,0823
0,0985
0,1170
0,1379
0,1611
0,1867
0,2148
0,2451
0,2776
0,3121
0,3483
0,3859
0,4247
0,4641

Continda en la siguiente pagina
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Tabla C.1: Continuacién de la tabla

0,0000

0,0100

0,0200

0,0300

0,0400

0,0500

0,0600

0,0700

0,0800

0,0900

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0
1,1
1,2
1,3
1,4
1,5
1,6
1,7
1,8
1,9
2,0
2,1
2,2
2,3
2,4
2,5
2,6
2,7
2,8
2,9
3,0
3,1
3,2
3,3
3.4
3,5
3,6
3,7
3,8
3,9

0,5000
0,5398
0,5798
0,6179
0,6554
0,6915
0,7257
0,7580
0,7881
0,8159
0,8413
0,8643
0,8849
0,9032
0,9192
0,9332
0,9452
0,9554
0,9641
0,9713
0,9772
0,9821
0,9861
0,9893
0,9918
0,9938
0,9953
0,9965
0,9974
0,9981
0,9987
0,9990
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
0,9998
0,9999
0,9999
1,0000

0,5040
0,5438
0,5832
0,6217
0,6591
0,6950
0,7291
0,7611
0,7910
0,8186
0,8438
0,8665
0,8869
0,9049
0,9207
0,9345
0,9463
0,9564
0,9649
0,9719
0,9778
0,9826
0,9864
0,9896
0,9920
0,9940
0,9955
0,9966
0,9975
0,9982
0,9987
0,9991
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
0,9998
0,9999
0,9999
1,0000

0,5080
0,5478
0,5871
0,6255
0,6628
0,6985
0,7824
0,7642
0,7939
0,8212
0,8461
0,8686
0,8888
0,9066
0,9222
0,9857
0,9474
0,9578
0,9656
0,9726
0,9783
0,9830
0,9868
0,9898
0,9922
0,9941
0,9956
0,9967
0,9976
0,9982
0,9987
0,9991
0,9994
0,9995
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,5120
0,56517
0,5910
0,6293
0,6664
0,7019
0,7857
0,7673
0,7967
0,8238
0,8485
0,8708
0,8907
0,9082
0,9236
0,9370
0,9484
0,9582
0,9664
0,9732
0,9788
0,9834
0,9871
0,9901
0,9925
0,9943
0,9957
0,9968
0,9977
0,9983
0,9988
0,9991
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,5160
0,5557
0,5948
0,6331
0,6700
0,7054
0,73889
0,7704
0,7995
0,8264
0,8508
0,8729
0,8925
0,9099
0,9251
0,9382
0,9495
0,9591
0,9671
0,9738
0,9793
0,9838
0,9875
0,9904
0,9927
0,9945
0,9959
0,9969
0,9977
0,9984
0,9988
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,5199
0,5596
0,5987
0,6368
0,6736
0,7088
0,7422
0,7734
0,8023
0,8289
0,8531
0,8749
0,8944
0,9115
0,9265
0,93894
0,9505
0,9599
0,9678
0,9744
0,9798
0,9842
0,9878
0,9906
0,9929
0,9946
0,9960
0,9970
0,9978
0,9984
0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,56239
0,5636
0,6026
0,6406
0,6772
0,7128
0,7454
0,7764
0,8051
0,8315
0,8554
0,8770
0,8962
0,9131
0,9279
0,9406
0,9515
0,9608
0,9686
0,9750
0,9803
0,9846
0,9881
0,9909
0,9931
0,9948
0,9961
0,9971
0,9979
0,9985
0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,5279
0,5675
0,6064
0,6443
0,6808
0,7157
0,7486
0,7794
0,8078
0,8340
0,8577
0,8790
0,8980
0,9147
0,9292
0,9418
0,9525
0,9616
0,9693
0,9756
0,9808
0,9850
0,9884
0,9911
0,9932
0,9949
0,9962
0,9972
0,9979
0,9985
0,9989
0,9992
0,9995
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,5319
0,56714
0,6103
0,6480
0,6844
0,7190
0,7517
0,7823
0,8106
0,8365
0,8599
0,8810
0,8997
0,9162
0,9306
0,9429
0,9535
0,9625
0,9699
0,9761
0,9812
0,9854
0,9887
0,9913
0,9934
0,9951
0,9963
0,9973
0,9980
0,9986
0,9990
0,9993
0,9995
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,56359
0,5753
0,6141
0,6517
0,6879
0,7224
0,7549
0,7852
0,8133
0,8389
0,8621
0,8830
0,9015
0,9177
0,9319
0,9441
0,9545
0,9633
0,9706
0,9767
0,9817
0,9857
0,9890
0,9916
0,9936
0,9952
0,9964
0,9974
0,9981
0,9986
0,9990
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000
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10,05 10,1 10,2

v 10,001 10,005 10,01 10,025
1
2 -22,3271 -8,9248 -6,9646 -4,3027
3 -10,2145 -5,8409 -4,5407 -3,1824
4 -7,1732  -4,6041 -3,7469 -2,7764
5 -5,8034  -4,0821 -3,3649 -2,5706
6 -5,2076  -3,7074 -3,1427 -2,4469
7 -4,78538  -3,4995 -2,9980 -2,3646
8 -4,5008 -3,3554 -2,8965 -2,3060
9 -4,2968  -3,2498 -2,8214 -2,2622
10 -4,1437 -38,1693 -2,7638 -2,2281
11 -4,0247 -3,1068 -2,7181 -2,2010
12 -38,9296 -3,05645 -2,6810 -2,1788
13 -3,8520 -3,0123 -2,6503 -2,1604
14 -38,7874 -2)9768 -2,6245 -2,1448
15 -38,7328 -2,9467 -2,6025 -2,1314
16 -3,6862 -29208 -2,6835 -2,1199
17 -38,6458 -2,8082 -2,5669 -2,1098
18 -3,6105 -2,8784 -2,5524 -2,1009
19  -38,6794 -2,8609 -2,56395 -2,0930
20 -3,6518 -2,8453 -2,56280 -2,0860
21  -3,5272 -2,8314 -2,5176 -2,0796
22 -3,5050 -2,8188 -2,5083 -2,0739
23 -34850 -2,8073 -2,4999 -2,0687
24  -34668 -2,7969 -2,4922 -2,0639
25 -3,4502 -2,7874 -2,4851 -2,0595
26 -3,4350 -2,7787 -2,4786 -2,0555
27 -34210 -2,7707 -2,4727 -2,0518
28 -3,4082 -2,7633 -2,4671 -2,0484
29 -3,3962 -2,7564 -2,4620 -2,0452
30 -3,3852 -2,7500 -2,4573 -2,0423
35 -3,3400 -2,7238 -2,43877 -2,0301
40 -3,3069 -2,7045 -2,4233 -2,0211
45 -3,2815 -2,6896 -2,4121 -2,0141
50 -3,2614 -2,6778 -2,4033 -2,0086
60 -3,2317 -2,6603 -2,3901 -2,0008
70 -3,2108 -2,6479 -2,3808 -1,9944
80 -3,1958 -2,6387 -2,3739 -1,9901
90 -3,1833 -2,6316 -2,3685 -1,9867
100 -3,1737 -2,6259 -2,3642 -1,9840
200 -3,1315 -2,6006 -2,3451 -1,9719
500 -3,1066 -2,5857 -2,3338 -1,9647

-318,3088 -63,6567 -31,8205 -12,7062 -6,3138 -3,0777 -1,3764

-2,9200 -1,8856 -1,0607
-2,3534 -1,6377 -0,9785
-2,1318 -1,563832 -0,9410
-2,0150 -1,4759 -0,9195
-1,9432 -1,4398 -0,9057
-1,8946 -1,4149 -0,8960
-1,8595 -1,3968 -0,8889
-1,8331 -1,3830 -0,8834
-1,8125 -1,3722 -0,8791
-1,7959 -1,8634 -0,8755
-1,7828 -1,83562 -0,8726
-1,7709 -1,3502 -0,8702
-1,7618 -1,3450 -0,8681
-1,7531 -1,3406 -0,8662
-1,7459 -1,3368 -0,8647
-1,7896 -1,3334 -0,8633
-1,7841 -1,8304 -0,8620
-1,7291 -1,8277 -0,8610
-1,7247 -1,8253 -0,8600
-1,7207 -1,3282 -0,8591
-1,7171 -1,83212 -0,8583
-1,7139 -1,8195 -0,8575
-1,7109 -1,8178 -0,8569
-1,7081 -1,3163 -0,8562
-1,7056 -1,8150 -0,8557
-1,7038 -1,83187 -0,8551
-1,7011 -1,3125 -0,8546
-1,6991 -1,3114 -0,8542
-1,6978 -1,3104 -0,8538
-1,6896 -1,3062 -0,8520
-1,6839 -1,8081 -0,8507
-1,6794 -1,3006 -0,8497
-1,6759 -1,2987 -0,8489
-1,6706 -1,2958 -0,8477
-1,6669 -1,2938 -0,8468
-1,6641 -1,2922 -0,8461
-1,6620 -1,2910 -0,8456
-1,6602 -1,2901 -0,8452
-1,6525 -1,2858 -0,8434
-1,6479 -1,2832 -0,8423

Continta en la siguiente pdgina
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Tabla C.2: Continuacion tabla

10,8 10,9 10,95 0,975 10,99 10,995 10,999

1,8764 3,0777  6,8188 12,7062 31,8205 63,6567 318,3088
1,0607 1,8856  2,9200 4,3027 6,9646 8,9248 22,3271
0,9785 1,6377  2,3534  3,1824 4,5407 5,84091 0,2145
0,9410 1,5332  2,1318 2,7764 38,7469 4,6041 7,1732
0,9195 1,4759  2,0150 2,56706 3,3649 4,0321  5,8934
0,9057 1,4398 19432 24469 38,1427 33,7074  5,2076
0,8960 1,4149  1,8946 2,3646 12,9980 38,4995 4,7853
0,8889 1,8968  1,8595 2,3060 2,8965 38,3554  4,5008
0,8834 1,3830 1,8331 2,2622 2,8214 3,2498  4,2968
10 0,8791 1,8722  1,8125 22281 2,7638 38,1693  4,1487
11 0,8755 1,3634  1,7959 2,2010 2,7181 3,1058  4,0247
12 0,8726 1,8562 11,7823 2,1788 2,6810 38,0545  3,9296
13  0,8702 1,8502 1,7709 2,1604 2,6508 38,0123  3,8520
14  0,8681 1,3450 1,7613  2,1448 2,6245 2,9768  3,7874
15 0,8662 1,8406  1,7531 2,1814 2,6025 2,9467  3,7328
16  0,8647 1,8368 1,7459  2,1199 2,5835 2,9208  3,6862
17 0,8633 1,3834 1,7396  2,1098 2,5669 2,8982 38,6458
18  0,8620 1,8304 1,7341 2,1009 2,5524 2,8784  3,6105
19 0,8610 1,8277  1,7291  2,0930 2,5395 2,8609 3,5794
20  0,8600 1,3258  1,7247  2,0860 2,5280 2,8453 3,5518
21  0,8591 1,8282  1,7207 2,0796 2,56176 2,8314  3,56272
22 0,8583 1,8212 1,7171 2,0739 2,5083 2,8188  3,5050
28  0,8575 1,3195 1,7189  2,0687 2,4999 2,8073  3,4850
24 0,8569 1,8178  1,7109 2,0639 2,4922 2,7969  3,4668
25  0,8562 1,3168 1,7081  2,0595 24851 2,7874  3,4502
26  0,8557 1,3150 1,7056  2,0555 24786 2,7787  3,4350
27  0,8551 1,8187 1,7083 2,0518 24727 2,7707  3,4210
28  0,8546 1,31256 1,7011  2,0484 24671 2,7683  3,4082
29  0,8542 1,3114  1,6991 2,0452 24620 2,7564 38,3962
30 0,8538 1,8104  1,6973 2,0428 24578 2,7500  3,3852
35  0,8520 1,3062 1,6896  2,0301 2,4877 2,7288  3,3400
40  0,8507 1,3081 1,6839 2,0211 2,4233 2,7045 38,3069
45  0,8497 1,8006 1,6794 2,0141 24121 2,6896 3,2815
50  0,8489 1,2987 1,6759 2,0086 2,4033 2,6778  3,2614
60 00,8477 1,2958 1,6706  2,0003 2,3901 2,6603 3,2317
70  0,8468 1,2988 1,6669 19944 2,3808 2,6479  3,2108
80 0,8461 1,2922  1,6641 1,9901 2,3739 2,6387 3,1953
90 0,8456 1,2910 1,6620 1,9867 2,8685 2,6316 3,1833
100 0,8452 1,2901 1,6602 19840 2,3642 2,6259 3,1737
200 0,8434 1,2858 1,65625 19719 2,3451 2,6006 3,1315
500 0,8423 1,2832  1,6479 1,9647 2,3338 2,5857  3,1066
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