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Prefacio

Las notas de clase de Disefio y analisis de experimentos presentan los temas trata-
dos en la asignatura Disefio de experimentos de la carrera de estadistica de la
Universidad Nacional de Colombia, sede Bogotd, cuyo enfoque parte desde los
modelos lineales. Las notas contienen siete capitulos. El primer capitulo hace
una introduccién al disefio de experimentos. En el segundo se presentan los
conocimientos sobre modelos lineales necesarios para el analisis de varianza
de los disenos experimentales a tratar en los siguientes capitulos. En el tercer
capitulo se desarrollan los disefios completamente aleatorizados y sus varian-
tes, acompanando los temas de ejemplos y cddigos en R. Ademas, se realizan
demostraciones algebraicas de los resultados teéricos presentados, las cua-
les se presentan en los anexos para facilitar la lectura de los estudiantes. En
el capitulo cuatro se trata el tema de control local a través de bloqueo. En los
capitulos cinco y seis se presentan los disefios factoriales. Finalmente, en el
capitulo siete se hace una muy breve introduccién a los disefios anidados.

Enel transcurso de las notas de clase se usan ejemplos tanto de textos tradi-
cionales como de tesis desarrolladas en la Universidad Nacional de Colombia,
haciendo énfasis es estos tltimos. Considero que este es uno de los puntos fa-
vorables de estas notas de clase.
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Capitulo 1

Principios del
diseno de
experimentos






Disefo y anilisis de experimentos

Segtin la Real Academia Espafola (RAE), un experimento es la “accién y efecto
de experimentar” y experimentar es “probar y examinar practicamente la vir-
tud y propiedades de algo”. Asi mismo, un disefio experimental es “un arreglo
o procedimiento usado en un estudio experimental” en que el término estu-
dio experimental indica que el investigador puede deliberadamente influenciar
eventos e investigar los efectos de esa influencia [25].

En este capitulo se introducen conceptos generales de los disefios experi-
mentales, que son importantes al momento de planear un experimento desde
el punto de vista de modelos lineales, entre ellos: los objetivos al planear el di-
sefio, la toma de datos en cuanto a si habra o no submuestreo, si hay variables
que se usaran como control ademas de los tratamientos, y la clasificacion de
los disefios bajo algunos criterios.

En cuanto a los objetivos del problema al planear el experimento, [61, p. 3]

clasifican los problemas experimentales en cinco grandes categorias:

1. Comparacion entre tratamientos. El principal objetivo es comparar va-

rios tratamientos y seleccionar el mejor.

Ejemplo 1.1. [15] presentan un estudio en perros sobre niveles de histamina en
sangre. Consideraron dos medicamento (morfina y trimethaphan) y dos suple-
mentos de histamina (histamina empobrecida e histamina intacta). El objetivo

era seleccionar el mejor medicamento y el mejor suplemento de histamina.

Ejemplo 1.2. Considere un experimento realizado en la Universidad Nacional
de Colombia para determinar los efecto de la viscosidad, la salinidad y el tiempo
sobre el porcentaje de recuperacion de compuestos volatiles. Se tuvieron en cuenta

tres niveles de viscosidad, tres niveles de salinidad y tres niveles de tiempo [6].

2. Revision para seleccion de variables. Este tipo de estudios busca detec-
tarentre una gran cantidad de variables, cudles sonlas masimportantes.

Ejemplo 1.3. [3] realizaron un estudio en la Universidad Nacional de Colom-
bia sobre pruebas de extrusion. Consideraron dos tipos de tornillos (tornillo con
diametro variable y un tornillo con tres zonas), dos tipos de resinas (poliestireno
421y polietileno 641), tres velocidades de giro del tornillo y 7 niveles de tempera-
tura. Se midio la velocidad masica, la presion y el torque. Aunque el interés en el
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trabajo eva evaluar un modelo matematico, del experimento se puede determinar
cudles de las condiciones experimentales consideradas pueden ser mas importan-

tes frente a las variables medidas.

3. Exploracion de superficies de respuesta. En este tipo de estudios, el ob-
jetivo usualmente es establecer efectos lineales, cuadraticos e interac-

ciones entre las variables, o polinomios de mayor orden.

Ejemplo1.4. [42] presentan un estudio realizado en la Universidad Nacional de
Colombia sobre remocion por absorcion reactiva de C'O4 en un sistema alcalino
carbonato-biocarbonato. Consideraron dos concentraciones iniciales de la solu-
cion alcalina, dos presiones iniciales en el reactor y dos temperaturas del sistema
gas-liquido enla absorcion del C' Os. El objetivo era encontrar la relacion funcio-
nal entre la variable respuesta (cambio en porcentaje de C'Os en el biogas simu-
lado en la solucion alcalina) y las variables explicativas (concentracion inicial,

presion inicial y temperatura), para lo cual usaron superficies de respuesta.

4. Optimizacién de un sistema. En este tipo de estudios se busca una es-

trategia paramover el experimento a una regién que contenga el dptimo.

5. Robustez de un sistema. Busca mejorar un sistema en cuanto a varia-
ciones por ruido dado un conjunto de factores controlados. En este caso
la variable respuesta en el analisis estadistico es usualmente la varianza
debida al ruido por lo que las variables explicativas se dividen en varia-

bles de ruido' y en variables controlables.

Ejemplo 1.5. [44] realiz6 un estudio acerca de la elaboracion de néctar de gulu-
pay curuba en la Universidad Nacional de Colombia. Midid, entre otros, el pH y
la viscosidad como variables respuesta, y considerd como variables explicativas:
la ausencia/presencia de mesocarpio, tres porcentajes de pulpa, tres cantidades
de solidos disueltos (en grados Brix), tres temperaturas de pasteurizacion, tres
endulcolorantes y tres estabilizantes, de los cuales la temperatura de pasteuriza-
cion se considerd como variable de ruido y las otras, variables explicativas, como
variables controlables.

Corresponden a variables que son dificiles de controlar durante un uso o proceso normal.

EN
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Segun [40, p. 6], algunos aspectos para tener en cuenta a la hora de planear
un experimento son:

1. Simplicidad al hacer la seleccién de los tratamientos.

2. Gradode precision. Escoger el disefio apropiadoy el ntumero de réplicas

apropiadas para la precision deseada.

3. Ausencia de error sistematico. Las unidades experimentales asignadas
aun tratamiento no deben diferir de las unidades experimentales asig-
nadas a otro tratamiento.

4. Elrango de validez de las conclusiones debe ser lo mas amplio posible.

5. Garantizar que el clculo del grado de incertidumbre sea solo debido a

la aleatoriedad.

Antes de continuar, se va a considerar la diferencia entre modelos de efectos
fijos, modelos de efectos aleatorios y modelos de efectos mixtos.

DEFINICION 1.1. Segiin [40, p. 6]:

= Modelo de efectos fijos: las conclusiones se formulan sobre un niymero preestable-
cido de tratamientos y la inferencia es sobre los efectos medios de los tratamientos.

= Modelo de efectos aleatorios: los tratamientos son una muestra aleatoria de una
poblacion de tratamientos y la inferencia se hace sobre las varianzas de los trata-

mientos.

= Modelo de efectos mixtos: Es el caso en el cual el modelo contiene tanto efectos fijos

como efectos aleatorios.

1. Unidades experimentalesy unidades mues-
trales

DEFINICION 1.2. La unidad experimental (UE) es la parte del material experimental
al cual un tratamiento es asignado y aplicado.
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Ejemplo1.6. Considere las siguientes situaciones:

= A cada paciente seleccionado para el experimento, se le aplica un cierto medica-
mento. En este caso el paciente es la unidad experimental.

= A cada paciente seleccionado para el experimento, se le aplica un tratamiento en
un brazo y en el otro se le aplica otro tratamiento (0 el mismo tratamiento). En
esta situacion cada brazo es una unidad experimental diferente.

DEFINICION 1.3. La unidad de observacion o de muestreo (UO) es la unidad sobre la
cual las observaciones o mediciones son realizadas.

Ejemplo 1.7. En la aplicacion de un método de enseiianza a los alumnos de un curso
y posterior aplicacion de una prueba de habilidades en el tema del curso, el curso es la
unidad experimental y cada estudiante del curso es una unidad de observacion.

Nota1.1. La unidad observacional puede coincidir con la unidad experimental.

Ejemplo1.8. Launidad experimental es un ratoncito al cual sele aplica un medicamen-
to para disminuir la tension arterial y, posteriormente, se le mide al ratoncito la tension
arterial. Asi, UE=UO.

Nota 1.2. Asociado a las unidades experimentales esta el error experimental (EE)
debido a las diferencias propias de las unidades experimentales. Contribuye al error ex-
perimental el error de tratamiento debido a dificultades en la administracion del tra-
tamiento. Asociado a la unidad observacional estd el error observacional (EO) debido

a errores de medicion y errores de muestreo.

Ejemplo1.9. (Sobre error de tratamiento). En un estudio sobre el efecto del didxido de
cloro acuoso (C'1Os) en el control de patogenos en arandanos, se debe aplicar 15ppm de
C1O4 (segun el protocolo de la investigacion), pero en realidad se aplican entre 14 ppm
¥ 16 ppm por dificultades en la exactitud de la medicién del C1O al ser aplicado.

2. Fuentes de variacion

La respuesta puede variar de una observacién a otra debido a diferentes cau-
sas devariacion, que corresponden a diferencias intrinsecas entre las mismas
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unidades experimentales, las diferencias intrinsecas entre las unidades obser-
vacionales, al efecto del disefio estadistico aplicado y al efecto del tratamiento
aplicado. Asi, [31, p. 37]* proponen el siguiente modelo general para la des-

composicién de la variabilidad en las observaciones:

una observaciéon = efecto del disefio
+ efecto del tratamiento
+ error experimental

+ error observacional

2.1. Factoresy niveles

DEFINICION 1.4. Segiin [25, p. 150], el término factor es muy usado en estadistica,
pero comunmente se usa para veferivse a una variable categorica con un pequeriio niimero
de niveles (categorias), que esta bajo investigacion en un experimento como una posible

causa de variacion.

Ejemplo1.10. Retomando el ejemplo 1.1 sobre niveles de histamina en la sangre en pe-
rros se tienen en cuenta dos factores: medicamento y suplemento de histamina. Los ni-
veles del factor medicamento son morfina y trimethaphan. Los niveles del factor suple-

mento de histamina son histamina empobrecida e histamina intacta.

DEFINICION 1.5. Segiin [40, p. 9], cada combinacion especifica de niveles de factores

se denomina tratamiento.

Ejemplo 1.11. En el ejemplo 1.1, el nizmero de tratamientos es cuatro (2 x 2):
= Morfina e histamina empobrecida.
= Morfina e histamina intacta.
= Trimenthaphan e histamina empobrecida.

= Trimenthaphan e histamina intacta.

En versiones posteriores del libro, [33, p. 40] agregan un término al modelo que es el efecto
del disefio x el efecto de la interaccién de los tratamientos, sefialando que en ciertos disefios

experimentales puede ser un componente de interés.
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Nota1.3. Elconceptode tratamiento implica que cualquier unidad experimental esta
en capacidad de recibir cualquier tratamientoy, al contrario, cualquier tratamiento pue-
de ser aplicado a cualquier unidad experimental. Asi, caracteristicas como sexo no son
tratamientos, ya que el sexo no se asigna aleatoriamente a las unidades experimentales,
por ejemplo, perros o ratones, ni las unidades experimentales se asignan aleatoriamente
a un sexo, sino que el sexo es una caracteristica intrinseca de la unidad. Por otro lado,
una dieta se puede asignar aleatoriamente a los perros o ratones, o los perros o ratones se
pueden asignar aleatoriamente a una dieta, lo que implica que en este caso se presente
un tratamiento.

Los factores se pueden dividir en dos clases:

= Factorde clasificacion: es una propiedad inherente ala unidad experimen-
tal, por ejemplo, la variable género. Note que un factor de clasificacién

no cumple con el concepto de tratamiento.

= Factor de tratamiento: es asignado por el investigador a la unidad experi-

mental, por ejemplo, la variable medicamento.

Algunas particularidades que deben tener los tratamientos son [40, p. 10]:

= Presentar la finalidad (por qué voy a considerar esos tratamientos y no

otros).

= La respuesta versus el medio circulante o terreno (influencia en la po-

blacién objetivo).

= Los tratamientos propuestos deben ser “bien” aplicados (condiciones de

aplicacion).

= Considerar un tratamiento testigo o control.

3. Tres aspectos del diseno experimental

[33, p. 45] describen los tres principios del disefio experimental de la siguiente

manera:
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1. Replicaciones de algunos o todos los tratamientos para estimar la mag-

nitud del error experimental.

2. Aleatorizacién de los tratamientos o grupos de tratamientos a las uni-
dades experimentales para producir estimaciones insesgadas y de va-

rianza minima, ademas de permitir validar el error experimental.

3. Usar control local o bloqueo de fuentes de variacién extrafias o conoci-

das para que ayude a disminuir el error experimental.

Nota 1.4. Sobre replicacion y aleatorizacion:

1. Replicacion: es el proceso de repetir en condiciones similares el experimento para
cada tratamiento, en otras palabras, que las unidades experimentales estén en
condiciones iguales al recibir los tratamientos. Este proceso puede ser:

= Balanceado: igual niimero de unidades experimentales para cada trata-
miento aplicado.

= Desbalanceado: diferente niimero de unidades experimentales por trata-
miento, i. e., al menos un tratamiento tiene diferente nivmero de unidades
experimental con respecto a los otros tratamientos.

2. Aleatorizacion: es el procedimiento que permite tener iguales condiciones al reci-
bir cualquier tratamiento. Debe garantizar que cada unidad experimental tiene
igual probabilidad de ser asignada a un tratamiento, independientemente de la

unidad experimental.

Algunas recomendaciones para planear un disefio experimental:

1. Tener claros los objetivos del experimento.

2. Seleccionar las variables respuesta segiin los objetivos del experimento.
3. Escoger cuidadosamente los factores y niveles.

4. Conocer de forma clara el material experimental.

5. Seleccionar el disefio experimental mas adecuado.
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6. Asegurar que se satisfagan las condiciones necesarias del experimento.

7. Analizarlos datos. Implica establecer la matriz disefio (o matriz modelo),
X, el vector de parametros, 3, y asociar un modelo,

Y = XB+e¢,

conY, el vector asociado a la variable respuesta y € el vector asociado a

los errores. Para analizar los datos es necesario:

= Estimar los parametros del modelo (3 y o2).

= Conocer la estructura distribucional de los estadisticos de prueba

para tomar decisiones.

= Realizar las pruebas de validez del modelo propuesto.
8. Conclusiones y recomendaciones.

En la figura 1.1 se puede observar un esquema de los pasos en el disefio de

investigaciones. Cabe notar que la ejecucion del experimento y la recoleccién

de los datos es posterior a la formulacién del modelo estadistico y no al con-

trario, como usualmente ocurre.

Ejemplo 1.12. Basado en [33, p. 46] y [40, p. 34], suponga que un investigador desea

estudiar y comparar los efectos de agentes contaminantes en la plantacién de semillas

de pino. El autor considera cuatro tipos de agentes contaminantes denotados por: P;,

Py, P3y Py (t = 4). En el experimento se disponen de cuatro plantaciones de semilla

para cada agente contaminante, i.e., se dispone de un total de 16 plantaciones.

= Situacion1. Considere la distribucion del material experimental segin la
figura1.2.

Se tiene que:

« 4 camas con agentes contaminantes son usadas (UE), estoes, 7 = 1.
« Cada cama contiene 4 plantaciones (UO), esto es, n = 4.

« Agentes asignados aleatoriamente a las camas.
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Formulacion de preguntas e hip(’)tcsis‘

Formulacién en términos
del modelo objeto de estudio

| l

Formulacion del Desarrollo del
modelo estadistico diseno estadistico

|

Ejecucion del

experimento

|

Recoleccion de

datos

|

Anélisis estadistico
Interpretacion de resultados

Formulacion de nuevas hipotesis

Figura 1.1. Pasos en el disefio de investigaciones
Fuente: [33, p. 31].

Ps P Py Py

Figura1.2. Situacién1

En este caso se observa que el efecto de tratamiento y el error experimental estan
confundidos porque no se sabe si las diferencias se deben a la cama en si o al
agente contaminante. El modelo lineal se puede escribir como:

le:M+R+6Z+nZ]a i:172’3)4—; j:17273747

en que el subindice i se asocia con la cama y el subindice j se asocia con la plan-

tacién, g; ~ N(0,02),n;j ~ N(0, a%), 1 es la media general, P; es el efec-
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to fijo relacionado con el agente contaminante i, y;; es la respuesta asociada a
la j-ésima plantacion a la cual se le aplica el i-ésimo agente contaminante, y

N (u, 0?) denota la distribucion normal con media yu y varianza 0.

Matricialmente se puede escribir como:

Y11 1 1.0 00 €1 M1
Y12 1 1 0 0 O €1 M2
Y13 11000 €1 M3
Y14 1 1.0 00 €1 M4
Y21 10100 €2 721
Y22 10100 €2 722
Y23 1 01 0 O ;fl g2 123
Yoa | _ 101 00 Pl + €2 n 724
Ys1 100 10 P, €3 731
Y32 10010 P, €3 732
Y33 10010 €3 733
Y34 100 10 €3 734
Ya1 10 0 01 €4 741
Ya2 10 0 01 €4 42
Ya3 100 01 €4 743
| Y44 | 1 0 0 0 1] €4 | 744 |

Teniendo en cuenta que el efecto de tratamiento y el error experimental estan con-
fundidos, este diserio NO es adecuado para comparar efectos de los agentes con-
taminantes.

= Situacion 2. Considere la distribucion del material experimental segiin la figu-
ral.3.

Figura 1.3. Situacién 2
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Se tiene que:

« 16 camas con agentes contaminantes son usadas. Cuatro para cada agente

contaminante, estoe, v = 4.
« Cada cama contiene una plantacion (UO), estoes, n = 1.

« Los agentes contaminantes son asignados aleatoriamente a las camas.

Entonces, las unidades experimentales son iguales a las unidades observaciona-
les (UE=UO), luego no es posible separar el error observacional del error experi-

mental. El modelo lineal se puede escribir como:
Yij = p+ P+ +mig, 1=1,2,3,4; 5 =1,2,3,4,

enquee;; ~ N(0,02),m;5 ~ N(0, O'%), L es la media general, P; es el efecto
fijo relacionado con el agente contaminante i, y y;; es la respuesta asociada a la
Jj-ésima plantacion a la cual se le aplica el i-ésimo agente contaminante.

Matricialmente se puede escribir como:

Y11 1 1.0 00 €11 M1
Y12 1 1.0 00 €12 M2
Y13 1 1.0 00 €13 ms
Y14 1 1.0 00 €14 M4
Y21 10100 €21 121
Y22 10100 €22 722
Y23 10100 1’;2 €23 723
You| _ 1 01 0 0 Pyl + €24 I 724
Y31 100 10 P, €31 731
Y32 10010 P, €32 132
Y33 10010 €33 733
Y34 10010 €34 734
Ya1 100 01 €41 N1
Ya2 10 0 01 €42 Na2
Y43 10 0 01 €43 M43
| Y44 11 0 0 0 1j |E44 ] | 744 |

Con este diserio es posible comparar el efecto de los agentes contaminantes.
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= Situacion 3. Considere la distribucion del material experimental segun la figu-
ral.4.

P P P P;

Py Py Py Py

. J | J | J . J

Figura 1.4. Situacién 3

Se tiene que:

« Hay ocho camas, dos para cada agente contaminante, esto es r = 2.
« Encada cama se asignan dos plantaciones, esto es, n = 2.

« Seasignan aleatoriamente los agentes contaminantes a las camas.

Entonces las camas son las unidades experimentales y las plantaciones son las
unidades observacionales. El error experimental (EE) se puede medir usando las
camas tratadas con el mismo agente contaminante, mientras que el error obser-
vacional (EO) se puede medir usando las plantaciones dentro de las camas. EI
modelo lineal se puede escribir como:

enquee;; ~ N(O, o?), nije ~ (0, 0'%), w es la media general, P; es el
efecto fijo relacionado con el agente contaminante i, y; 1. es la respuesta asociada
al aplicar el i-ésimo agente contaminante en la j-ésima cama (UE) en la k-ésima
plantacion (UO).
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Matricialmente se puede escribir como:

[y111] [1 1 0 0 0] e11] (7111 ]
Y112 1 1.0 00 €11 M1z
Y121 1 1.0 00 €12 121
Y122 1 1.0 00 €12 122
Y211 10100 €21 7211
Y212 10100 €21 212
Y221 10100 ;,fl €22 7221
Ya2o| _ |1 0 1 0 0 P+ €221 |72
Y311 100 10 P, €31 7311
Y312 10010 P, €31 7312
Y321 10010 €32 7321
Y322 10010 €32 7322
Ya11 1.0 0 01 €41 N411
Ya12 10 0 01 €41 N412
Y421 10 0 01 €42 421

| Y422 | 1 0 0 0 1 |E42] | 7422 ]

Con este diserio se puede tener una estimacion de la varianza de los errores expe-
rimentales y una estimacion de la varianza de los errores observacionales. Tam-

bién se puede comparar el efecto de los agentes contaminantes.

= Situacion 4 Considere la distribucion del material experimental segiin la figu-
ral.5.

P Ps P Py

Py Py Py Ps

|\ J (. J (. J |\ J

Figura 1.5. Situacién 4
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Se tiene que:

« Hay dos camas para cada agente contaminante, esto es r = 2.

« Encada cama se asignan dos plantaciones, esto es, n. = 2.

« Se asignan aleatoriamente los 4 agentes contaminantes a las camas en la
jornada manianay aleatoriamente los 4 agentes contaminantes a las camas

en la jornada tarde. La asignacion en la manana es independiente de la
asignacion en la tarde.

« Estediserio se usa para consideraren el modelo, por ejemplo, el ritmo diurno
de las plantas.
El'modelo lineal se puede escribir como:

enqueeij ~ N(0,02), nijr ~ N(0,07), peslamedia general, P; es el efecto
fijo relacionado con el agente contaminante i, T es el efecto fijo relacionado con
lajornada de aplicacion j, y;;1, es la k-ésima observacion en la j-ésimajornada

(maviana o tarde), del i-ésimo agente contaminante.

Matricialmente seria:
[yiu] [T 1.0 0 0 1 0] fen]  [mun]
Y112 110 00 1 0 €11 112
Y121 1100 0 0 1 €12 21
Y122 1100 0 0 1 €12 1122
Y211 101 0 0 1T 0] - | €21 M211
Y212 1010010 ;;1 €21 7212
Y221 1010001 Py €22 221
Yoo | _ (1 0O 1 0 0 0 1 P+ €221 |Th22
Y311 100 1 010 P, €31 1311
Y312 100 1 010 T €31 1312
Y321 10 01 0 01 7 €32 7321
Y322 10 01 0 0 1"~ €32 322
Y411 1000110 €41 411
Ya12 1000110 €41 N412
Ya21 1000101 €42 7421
| Y422 | 1 0 0 0 1 0 1 |E42 ] | 7422 |
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Con este diserio se puede tener una estimacion de la varianza de los errores expe-
rimentales y una estimacion de la varianza de los errores observacionales. Tam-
bién se esta usando bloqueo (jornada maviana y jornada tarde), que al conside-
rarlo en el modelo ayuda a disminuir el error experimental. Usando este diseiio

se puede comparar el efecto de los agentes contaminantes.

Finalmente, en las tablas 1.1, 1.2 y 1.3 se presentan clasificaciones de los
disenos segiin nimero de factores de bloqueo, disefio de tratamientos (facto-

riales) y disefios muestrales (submuestreo).

Tabla 1.1. Jerarquia de los disefios para controlar el error

Nimero de factores Clases de disefios
0 Disefio completamente aleatorizado
1 Diseno en bloques aleatorizados
2 Disenos en cuadro latino
3 Diseno en cuadro latino replicado
3 Disefio en cuadro grecolatino
>3 Cuadros latinos mutuamente ortogonales

Fuente: [33, p. 63].

En particular, en el capitulo sobre bloques (capitulo 4) se presentan ejem-
plos de disenos para controlar el error, en el capitulo sobre factoriales (capitu-
lo 5) se presentan disefios factoriales simétricos, asimétricos y fraccionados;y
en la seccién de submuestreo (seccidn 3) se presenta el disefio completamente

aleatorizado con submuestreo.
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Tabla 1.2. Jerarquia de los disefios de tratamientos

Tipos de No. de factores No. de niveles No. de
factoriales tratamientos
Simétrico g s s9
(o puro) Con s primo o
potencia de primo
Asimétrico | g1 +g2+ -+ gm 51,52, .-+, 5m st s5? .. sIm
(o mixto)
Fraccionado g s 5971
(simétrico)
Fraccionado | g1 + g2 + -+ + gm 51,52, .+, 8m P
(asimétrico)
Fuente: [33, p. 66].
Tabla 1.3. Jerarquia de los disefios muestrales
Tiposde | No.deUE No. de No.de No. de
disefio por trata- | submuestras | sub-submuestras | observaciones
miento por UE por submuestra | por tratamiento
No hay r 1 No aplica r
submuestreo
(UE=UO)
Hay ! n* No aplica r'n*
submuestreo
Hay sub- ! n* m r'n*m
submuestreo

Fuente: [33, p. 67].




Capitulo 2

Introduccion a los
modelos lineales
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En este capitulo se presentan conceptos de modelos lineales necesarios para,
una vez propuesto un modelo, estimar el vector de parametros y, si se conside-
ra que los errores provienen de variables aleatorias independientes, homoce-
dasticas y con distribucién normal, realizar el andlisis de varianza. También
se presenta el concepto de estimabilidad y su implicaciéon en el momento de
interpretar los pardmetros estimados.

Segtin [25], una funcion lineal es un conjunto de variables, parametros, etc.,
que no contiene potencias o productos cruzados de las cantidades y un modelo
lineal es un modelo en el cual el valor esperado de una variable aleatoria es
expresado como una funcién lineal de los pardmetros en el modelo. Por otro
lado, [33, p. 71] expresan que un modelo es una explicaciéon de observables en
términos de observables.

[33, p.71] clasifican los modelos,en general, desde dos puntos de vista, como:
» Estaticos o dinamicos:

« Modelos estaticos. Corresponden a los modelos que describen una
situacion, por ejemplo, la medida del tiempo ¢ que demora en caer
un objeto desde una determinada altura s, s = % gt? con s altura
en metros, g constante gravitacional (g = 9.8m/s?)y t tiempo de

caida en segundos.

« Modelos dindmicos. Corresponden a los modelos que en caso de

ser correctos, “ayudarian” a prever el futuro.
= Explicativos o causales:

« Modelos explicativos. Corresponden a los modelos en que NO hay
intervenciones por parte del observador.

« Modelos causales. Corresponden a los modelos en que hay inter-
vencion de parte del observador.

Para representar un modelo lineal, suponga que una variable Y, que se lla-
mara variable dependiente, se puede expresar en términos de las variables X7,
Xo,...,Xp, que se llamaran variables independientes, y que se observan en n

unidades.
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Organizando las observaciones en matrices se tiene que:

Y1 T11 T2 .- Tip
Y2 T21 T2 ... Tp

Ynx1 = . Yy anp: . . . . = (.’El Ty ... :I:p),
Yn Tnl Tp2 ... Tpp

conx; = (21 T9j T3j ... Tn;) . A X selellama matriz disefio.

Un modelo lineal en los parametros es dado por:
E(Y) = X3, 2.1)

T
enque 3 = (51 By ... 5p> es un vector de parametros a estimar.

Nota 2.1. En un modelo lineal NO hay relacion entre los coeficientes (31, B2, . . ., Bp.
Sea IE(.) tal que denota el operador esperanza, algunos ejemplos de modelos lineales
son:

» EYy)=p+vi+6,c0mi=1,2,...,ayj=1,2,...,b.
L] IE(Yij):u+'y¢+6j+(75)zj,coni:1,2,...,ayj:1,2,...,b.
» E(Y;) = Bo+ frag,coni =1,2,....n.

(Yi) = Bo + Brz1i + Paxai + Bawsi, comi = 1,2,....n.

(Vi) = Bo + Brx1i + Pox; + Paags, coni =1,2,...,n.

E(Y:)
E(Y;) = Bo + Bix1i + Poxai + Baxiiwa, coni = 1,2,...,n.
E(Y:)

s B )

(yi = Bo + Pix1; + ,Bgln(xh‘) + Bg[ln(:lsu)]Q, conmt=1,2,...,n.
Un modelo no lineal en los parametros es, por ejemplo, E(y;) = fr21+ B2w2+ fax3.

El modelo (2.1) se usa para describir un modelo lineal estocéstico que es
un vector aleatorio tal que Y = X3 + € con € un vector aleatorio que si-
gue alguna distribucion de probabilidad. Cabe notar el cambio de y por Y. El
primer caso denota observaciones (realizaciones de la variable aleatoria Y) y
el segundo caso denota variables aleatorias en que la aleatoriedad viene dada
pore.

Otra clasificacién dada en [33, p. 74] de los modelos lineales es:
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= Modelos funcionales. Son, por ejemplo, los modelos de regresién lineal
simple/miltiple en que uno de sus problemas es posible multicolineali-

dad, estoes, y1x1 + y2x2 + - - + Ypxp = 0.

= Modelos de clasificacion. Por ejemplo,

[E(y) = p + efecto de bloque + efecto de tratamiento.

= Modelos de componentes clasificatorias y funcionales. Por ejemplo,
E(yij) = p+ B + 7 + vzijs

en que i, 3;, 7; y v son parametros del modelo a estimar y z;; es una

variable concomitante o covariable.

Nota 2.2. Sea (3 unvector de parametros, 3 = (81, B2, 53, Ba, B5) | . Algunos ejem-

plos de combinaciones lineales de los parametros inseridos en (3 son:

= 31— Ba.
= 31— B3.
m B+ By —203.

1. Método de estimacion por minimos
cuadrados

Suponga que las variables aleatorias Y7, Y2, Y3, ..., Y}, se pueden escribir de
Ja forma
Y;:gi(917923"'79r)+5i7 ].SZSTL,

con g; funciones conocidas y 61, 60s, ..., 0,, parametros de interés, de valor
desconocido. Suponga que el vector de pardmetros @ = (61,0, ...,6,) " pue-
de variar libremente sobre un conjunto A C R". También, suponga que los ¢;

satisfacen, al menos en forma aproximada, las siguientes restricciones:
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= E(e;)=0,1<i<n.
» V(g)=02>0,1<i<n.
» Cov(e,e) =0,1<i<j<n.

Cabe notar que o2 es, también, un pardmetro.
Sea g(0) dado por:

9(6) = (91(6), 92(6),...9u(6))

yY = (Y1,Y5,Y3,...,Y,) T, el valor esperado de Y es:

Yy g1(0
Y- o
E 2 _ 92(.
Yn 9n(0)
E(Y) =g(0)
UnavezseobservaY = y,cony = (y1,¥2,%3,-..,%n) ', el estimador obte-

nido via minimos cuadrados resulta de minimizar

S w661 6P =y~ 9(0)] [y —g(68)).

i=1

Silasg;,i = 1,2,...,n,sondiferenciables, 0 esta bien definido, ver 8, p.100].

Para minimizar

Q=1[y—g0) [y—g®)]=uy—-XB) (y—XB)

dQ _
se deriva Q con respectoa 0, 99 10,y seigualaa cero, 75 = 0.

Nota 2.3. Segin [30, p. 299], deﬁmendo [( a5, )] se tiene que:

a) paraunvector a de tamaiio adecuado:

d(8Ta) _

(2.2)
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b) y para una matriz A, simétrica, de tamaiio adecuado:

d(8"AB)

g~ 248 2.3)

Usando (2.2) y (2.3):

d@Q _ d 7 7 T TyT TxT
@‘@( y-y XB-8'XTy+p X X8)
_d /7 TyT TyT
= 45 8Ty 20"XTy 1+ 57X T XB)
=—2X"y+2X7Xg3,

igualando a0,

d
Q _,
dp
—2XTy+2X"XB=0
XTX3=XTy. 2.4)

A las ecuaciones (2.4) se les llama ecuaciones normales.

Si X T X esno singular,
B=(X"X)'XTy. (2.5)

Si X no es de rango columna completo, X " X es singular, ver anexo A.
2. Estimabilidad
Ejemplo 2.1. Considere los datos presentados en la tabla 2.1.

1. Presente las respectivas matricesy, X, Bye.
2. Presente posibles soluciones para 3 via minimos cuadrados.

3. EstimeTs — 71.
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Tabla 2.1. Datos ilustrativos. Una via de clasificacién

Categoria
A| B |C
8 |10 | I3
10 | 15 | 16
12 . |13
13|12 |15

Solucién

1. Lasrespectivas matrices y, X, B3y e son dadas por

8 110 0 e
10 1 1 0 0 €12
12 1 1 0 0 €13
13 110 0 e14
10 1010 a -~
y=|15]; X=1|10 1 0l; 8=|""|; v e=|cm
12 1010 2 fou
13 100 1 7 e
16 100 1 €32
13 100 1 £33
15 100 1 €34

2. Cualquier solucién para (3, via minimos cuadrados, es de la forma, ver
(A.3),

.
B = (,& T T f3)
(X" X)X'Y+(T-(X"X)(X"X))z,

con z arbitrario.
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11 4 3 4 137
. 4 4 0 0 43
B = +
303 0 37
4 0 0 4 57
100 0 11 4 3 4\ (11 4 3 4 2
010 0 4 4 0 0 4 4 0 0 29
00 10 3030 3030 23
000 1 4 0 0 4 4 0 0 4 24

Asi, dos posibles soluciones para 3, tomando por ejemplo z = 0 son:

11 4 3 4\ /137 0 0 0 0\ /137
G|t a0 3] fo o0 0o o 43
173 03 0 371 " lo o 033 o 37

4 0 0 4 57 o 0 o0 02/ \57

T
:(0 10.75 12.33 1425

11 4 3 4
. 4 40 0
B2 = 3 03 0

4 0 0 4

025 —025 —025 0\ /137

025 05 02 o]/ 43
- = (14.25 —3.5 —1.9170)"

—025 025 0583 0] | 37

0 0 o o) \57

Si z se toma diferente de cero, por ejemplo z = (1 1 1 1)7, ya que
es arbitrario, otros dos posibles valores para la estimacién de 3 pueden

ser:
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0
R 10.75
Ps = 12.33
14.25

1 0 0 0 0

0100 |0

001 0 0

00 0 1 0

0 1 0

| 1075 -1 0

11233 -1 0

14.25 -1 0

0 1

.~ | 10.75 0

17 [ 12.33 0

14.25 0

0.25 —0.25 —0.25

-025 05 025

—0.25 025 0.583

0 0 0

0 -1.0 0

| 1075 1 00

| 12.33 1 00

14.25 1 00

0 0 0 11 4 3 4 1
025 0 0 4 4 0 0 1
0 033 0 3030 1
0 0 025/ \4 0 0 4 1
0 0\ /1 1
0 offr] |97
0 of x| ]11.33
0 0/ \1 13.25
0 0 0
10 0
01 0|
00 1
0\ /11 4 3 4 1
o4 4 00 1
of[]l3 0 3 0 1
0/ \4 0 0 4 1
0\ /1 -1
ol [r] |17
ol |1] |1333
0/ \1 15.25

Implicando que, por ejemplo, la estimacién de 71 dé multiples valores,

por ejemplo: 71 = 10.750 73

ces jcomo interpretara 7;?

—3.507 = 9.7507 = 11.75, enton-

3. Paraevaluar 73 — 71, usando las cuatro estimaciones de (3 se tiene que:
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fi
. 1
Py = (() 10 1) ' =1425 1075 =35
T Vv
T A2 usando 3,
T3

=0—(-35)=35
~———

usando 3,
=13.25-9.75=35
—_———
usando B33

=15.25-11.75 = 3.5
N————

usando 3,

esto es, se obtiene el mismo resultado.
7

DEFINICION 2.1. Sea A' 3, una combinacién lineal de 3, el vector de parametros
de interés. Una funcion lineal estimable es una funcion lineal de los parametros para
los cuales se puede encontrar un estimador invariante a soluciones de las ecuaciones
normales, XTXB =X'"y.

Ejemplo2.2. Sea

63}
Xi~Np+V, 1)y Xo ~ N(B24V, 1), luego 0= |73

v
X1 N Bi+V 1 p
Xo Bo+V ) \p 1)|’
estoes, pp = (gli“j>yV = <1 i)
2 P

Suponga
X 2 1
entonces Vo N , P
X5 2 p 1

tal que

0, =

N OO
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1
X 2 1
6,=11 entonces NN , P ,
1 X2 2 P 1

por tanto

fx1.x0 (21, 22;01) = fx, x, (21, 22;02)

a pesar de que 01 # O-.
Entonces 0 no es estimable'.

En el caso de un modelo lineal,
Y=XB+¢ (2.6)

conE(e) = 0, se dice que AT 3 es linealmente estimable si existe un vector a
tal que

E(a'Y)=A"g3
E(a'[XB+e))=A"8
a'XB+a'Ele]=A"8
a' XB=\g6.
Asi, dado 3, un vector completamente libre, ' 3 es estimable si existe un vec-
toratalque A" = a’ X, estoes, X € R(X), el espacio fila de X [33, p. 78].

Ejemplo 2.3. Segun [40, p. 82], sean

Bo

[ N
SN RN

1
2
1
5 Ba

Determine si 3 es estimable.

'Ni identificable en un contexto mas amplio al de los modelos lineales [22].
Se dice que una familia paramétrica { P : § € ©} es identificable siy solosif; # 62y0; € O,
i = 1,2, implica que Py, # Py, (ver [58, p. 94]).
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Solucion Se tiene que:

Bo
Bo=(1 0 0) |5 | =278

—_———
T \5

-
luego A = (1 0 O) . La pregunta es jexiste atalque A" = a' X?, ;quien

seria a?
2
-1
Seaa = )
0
0
2
1 1 11 ) 1
X'a=1121 3 0:0:)\,
2 4 2 6 0
entonces Sy es estimable. 7

Nota 2.4. Sea A" 3 una combinacién lineal de 3,
X' BesestimablesiysolosidA’ (X TX)~(XTX) =T,

con (X T X))~ una inversa generalizadade X " X .

3. Mejor estimador linealmente insesgado

DEFINICION2.2. Si X' 3 esestimabley a'y esunestimadorlineal insesgado, que
tiene menor varianza entre todos los estimadores lineales insesgados, entonces a 'y es
el mejor estimador lineal insesgado de X' 3, denotado por MELI ()\TB) [40,
p. 85].
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DEFINICION 2.3. Elmodelo lineal de Gauss-Markov es dado por el modelo lineal esto-
castico, dado en (2.6), adicionando la condicion de V(e) = E(ee') = o2I?* [33,
p. 128].

Teorema 2.1 (Teorema de Gauss- Markov). Bajo el modelo lineal de Gauss Markov,
si\T 3 es estimable entonces el M ELT (}\T ,@) =3 para todo B3, solucion de las
ecuaciones XTXB = X'y.

Nota 2.5. Elvaloresperado de X' 3 y suvarianza son
EA'B)=E (AT { (XTX)i Xy + [I - (XTX>7 XTX] z})

“AT(XTX)XTE(Y) + [AT AT (XTX)i XTX}z

AT
A (X"X)X"xp porque X" 3 es estimable
N
=g
SiV(Y) = o1,

VATB) =V ()\T {(XTX) X'y + [I - (XTX>_ XTX} z})
=ATXTX) " XTVY)X(XTX)" A
=2ATXTX) " XTX(XTX)" A= AT(XTX)" A

)\T

Nota 2.6. Si X' 3 es estimable con A" de rango fila completo, se puede plantear la
hipotesis
Hy:A'B =0,

la cual tiene suma de cuadrados asociada [56, p. 192]:

SCm = AT (ATXTX)A) T (ATH)

*Segtin [34, p. 10], la matriz de covarianza V' = V(Y") del vector aleatorio Y es dada por:

V=V(Y)=E {[Y ~E(Y)][Y - IE(Y)]T} . @.7)
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Ejemplo 2.4. Considere el modelo:
Yij = pb+ Ti + Eij,

comi =1,2,3;,7=1,2,....,n3n1 =4, n2 = 2,n3 = 1,talque]E(aij) =0y
W(é‘ij) = 02, talque:

Y=XpB+e
13 Y11 1 1 0 0 11
12 Y12 1 1.0 0 €12
5 Y13 110 of (" €13
sl=lyul=11 10 0o [™]+]|cw
P Yo1 1o1o0fl|l™ €21
4 Yoo 101 0f\? £a9
2 Y31 1 0 0 1 €31

1. Presente una solucion para 3.

2. ¢T1 — T esestimable?

3. SiTy — Ty esestimable, scudlesel M ELI (11 — 72)?

4. SiTi — Toesestimable, scualeslaVV [M ELI (T — 72)]?

5. SiTy — T esestimable, scual es la suma de cuadrados asociadaala Hy : 1 —

T2 — 07
Solucién

1. Una posible solucién de las ecuaciones normales es:

B=(X"X)"X"Y + [I - (XTX)*(XTX)} z, con z arbitrario

74 2 1 46 0 0 0 0\ /46

4 4 000 38 (o 14 o of[38] [95
{20 20 6 (o 0 1/2 0 6
100 1 2 0 0 01 2 2
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2. Parala estimabilidad,

0 0 0 0][7 4 2 1
1/4 44
XX (xTx) |0 V400 00
0 0 1/2 0/]2 02 0
0 0 o0 1[1t oo 1
0000
100
1010
100 1
0000
1100
ATXTX) " (XTX)=[0 1 -1 0]
1010
100 1

- [0 1 -1 0|l =A",
por tanto 71 — 7o si es estimable.

3. EEMELI(ATB) = AT 3, entonces:

MELI(r —m) =X 8 = (0 1 -1 0) Sl=0s

2

4. Setiene que V [MELI(A' B8)] = ATB> = 2AT(XTX)"A.

V[MELI(ty — 7)) = o2 AT (X TX)™A
0
0
0
0

0 00
1/4 0 0 1| 3
2 B _ 9 2
—0 (o 1 10) N o2,
0 01 0

5. Lasuma de cuadrados asociadaa Hy : A" 3 = 0 es dada por
SCu, =(AT8)T ()\T(XTX)_AY1 (AT 3). Entonces:
SC(MELI(T; — 1)) = SC(ATB) = (6.5) (3) ™' (6.5) = 56.3333.
al
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Retomando la ecuacidn (2.4) sobre las ecuaciones normales, se tiene que:

= Las ecuaciones normales son consistentes paray € R", esto es, existe
un vector (3 que es solucion de las ecuaciones normales dado un y.

= Cualquiera seala solucién 3, X 3 es tinica dado un y particular porque
XB=XX'X)" X" y=Puy,
—_———
Invariantea (X T X))~

conP, = X(X"X) X", aP, selellama matriz de proyeccién.

4. Matriz de proyeccion (P,)

La matriz P, que es simétrica e idempotente®, se puede usar para reescribir
Y como:
y=Pyy+(I—- Py, 2.8)

en que P,y esel ajuste de y usando X 3, e (I — P, )y es el residual.
Nota 2.7. Observaciones sobre P :

» P,(I-P,)=P,—P2=P,—P,=0yportanto P,yy (I — P,)y

son vectores perpendiculares de ordenn x 1.

= rango(P,) = rango(X)yrango(I — P,) = n — rango(P;) =
n — rango(X).

Premultiplicando a (2.8) por y | se tiene que:

y'y=y Py+y'(I-P,)y,
e —— D
SCT SCXp SCresidual

SCM

*Una matriz cuadrada A, de orden n, es idempotente si AA = A. Entre sus propiedades
se tiene que rango(A) = traza(A)yrango(I — A) = traza(I — A) = n —traza(A) 30,
pp. 133-135].
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en que SCT denota la suma de cuadrados total, SC'M denota la suma de cua-
drados del modelo, esto es, del ajuste de y usando X 3, y SCresidual denota
la suma de cuadrados del residual. En la tabla 2.2 se presenta una organizacién

de estas suma de cuadrados.

Tabla 2.2. Analisis de varianza simple

Causa devariacién | Gradosdelibertad | Suma de cuadrados
X rango(X) Y'P,Y
Residual n — rango(X) Y'(I-P,)Y
Total n Y'Y

Fuente: [33, p. 80].

Nota 2.8. Un modelo lineal E(Y') = X 3 de rango r sobre un vector de parametros
p x 1 (p > r) sepuede escribir como un modelo E(Y) = Z0 con Z,,x, de rango r.
Esto significa que 6 es un conjunto de r funciones estimables o identificables linealmente
independientes. A esta reescritura se le llama reparametrizacion de rango completo
[33, p. 81].

Nota 2.9. Otro proceso para obtener la solucion de las ecuaciones consistentes,
Ax = d, es agregar restricciones (ecuaciones consistentes de la forma Cx = c), que

ayudan a obtener un solucién énica [33, p. 82].

5. Modelo lineal en dos partes

Suponga que se desea explicar o aproximar un vector de variables Y usando

un modelolineal sobre las variables explicativas x1, x2, .. ., £py 21, 22, . . . , Zg.
Dos preguntas interesantes en este caso son:
» ;Lasvariables 21, 29, . .., 24 ayudan a explicar Y después de ajustar x,

G T
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» ;Las variables z1, 29, ..., ), ayudan a explicar Y después de ajustar

21,22, 5240

En otras palabras, sajustar Y por X 13, y luego por X o3, es diferente de
ajustar Y por X 93, yluego por X 13,?, en que X estd asociado a las varia-
bles explicativas 1, x2, ..., z, y X2 estd asociado a las variables explicativas
2152255 2q-

La respuesta es que en general es diferente, esto es:
E(Y) = X168, + X028, # E(Y)= X206, + X106, 2.9

que corresponden a dos modelos lineales ordenados en dos partes. En la tabla 2.3

se presenta el respectivo anilisis de varianza.

Tabla 2.3. Tabla de analisis de varianza para un modelo lineal ordenado en

dos partes
Causa de variacién Grados delibertad Suma de cuadrados
X.: X106, rango(Py) = 1 Y'PY
X2/ X1 rango(Piz — P1) =712 —71 | Y (P12 — P))Y

I/X,XsResidual | rango(I — P1y) =n —rio Y ' (I-Pp)Y

Total rango(I) =n Y'Yy
Fuente: [33, p. 93].

P =X (X{X 1) X|,Py=Xy(X,Xy) X, yP15=P,.
Se obtiene un ANOVA ortogonal, esto es la igualdad en (2.9), cuando:

Y ' (P, — P)Y =Y'PyY paratodoY

y
Y (P — P3)Y =Y 'PY paratodo?,
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(0]

Py =P+ Py

(o]

X[ PpXy=X/P X+ X PyX,
(0]

X{Xo=X|Xo+ XX,

(o]

X! X,=0.

6. Distribucion de formas lineales 'y
cuadraticas

DEFINICION 2.4. Segiin [34, p. 40], sea el vector de variables aleatorias Y, y sean
A = {a;;} y B = {by; } matrices de dimension N x N yt x N, respectivamente,

en que los elementos de A y B son constantes conocidas y A es simétrica, entonces:
1. L = BY esllamadaunaformalinealenY.
2. Q =Y T AY esllamada una forma cuadriticaen Y.

Ejemplo2.5. Escribirel promedioy lavarianza muestral comouna forma linealy como

una forma cuadratica, respectivamente.

Solucion
LY=0", % se puede escribir como una forma lineal usando
_ 14T
B=_1,.
2. 52 = L5 (V;—Y)?se puede escribir como una forma cuadratica
_ 1 1117
usando A = 15 (I - 11,1)). al

Nota2.10. Si A noessimétrica, estoes, a;j 7 aj;, siempre se puede escribir Q (forma

cuadratica) usando la matriz simétrica [56, p. 34]:

a;-kj = CL;?Z- = 5 (aij + aji) .
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6.1. Momentosde Ly Q
SIE(YY)=pyV(Y)=V,xn,
E(L) = E(BY) = BE(Y) = Bp.
V(L) =V(BY)=BV(Y)B' =BVB'.
SiL; = B1Y y Ly = B>Y son dos formas linealesen Y, entonces:
Cov(Ly,Ly) = E [(L1 — Byp)(La — Bop) ']
=E[(B1Y — Bip)(B2Y — Bop) ' |
—E(B,YY'B), —-B,.Yu'B] —B,uY ' B) + Biuu' Bj)
=BE(YY")B; - Bipp'B; — Bipp' By + Bipp' By
- B [E(YYT) - WT} B]
= B,VB,.
Elvalor esperado de la forma cuadratica Q es:

E(Q)=E[Y'AY]=E {tmza(YTAY)] =F {tmza(AYYT)}

=E {tmza (A(Y —w) (Y —p) +AY u T + ApY T — AWJ,T”
=E [traza (A(Y —p)(Y - u)T) +traza(AY u') + traza(ApY ") —
traza(App")]
=E [traza (A(Y — p)(Y —p"))] + E [traza(AY p")] +
E [traza(AuYT)} —E [traza(App )]
=traza {E [A(Y —p)(Y —p) "]} + E[n" AY] + E[Y"Ap] - E[u' Ayl
=traza(AV) +pu " Ap+p"Ap — p" Ap
E(Q) = traza(AV) + u' Ap. (2.10)
Para obtener la esperanza de L y Q, y la varianza de L, solo se necesita

conocer E(Y)y V(Y'), sinembargo para encontrar V(Q), se va a asumir que
ademas
Y ~ N(u, V).
“traza(ABC) = traza(CAB) = traza(BCA) y traza(A + B) = traza(A) +
traza(B).
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Algunos resultados de distribuciones de formas cuadraticas se presentan a

continuacion:
V(Q) = 2traza(AVAV) +4u' AV Ap.
Si Q, y Q- son formas cuadraticas con matrices A; y As, entonces:
Cov(Q;,Q,) = 2traza(A1VAV) +4u" A1V Agp.
Si L = BY esuna forma lineal, entonces:
Cov(L,Q) =2BV Ap.

Para la distribucién de las formas cuadraticas se usard el teorema 2.2, cuya
demostracién se puede consultar en [34, p. 51].

Teorema2.2. SiY ~ N(u,V) y Q = Y T AY, entonces Q ~ x2(r, \) con
r = rango(A)y X = Lu' Ap, parametro de no centralidad, si y solo si AV es

idempotente.

M=
|
‘l\')

(Yi-Y)

Ejemplo 2.6. Encuentre la distribucion de "J—_QISZ, con S? = ﬁ
i=1

)

_ n

enqueY = 13 Y, siY = (Y1,Ya,...Y,) " esunvector aleatorio tal que Y ~
i=1

N(p, V') con

EY)=p=ul, y V)=V =5,

Solucién. Se tiene que:

1, 1 1
e (In - 1n1T> Y
g n

o2 "

.
1 1 1 1

_<Y> (In - 1n1,j> Y> =Y*T <In - 1n12> Y*,
g n g n

~—— ~——
Y*T Y*

en que Y*=1Y, entonces E(Y*)=p* =41, y V(Y*)=V*=

2
g —
I, =1,
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Sea A =1, — %1111;- Para usar el teorema 2.2, se verifica si AV™ es

idempotente:

n

1 1
AV* = [In — 1n1T] I,=1,--1,1]
n n

1 1
AV*AV* = [In - 1n1T] [In — 1n1§]
n n

n

1 Lor 1 T4 1T
R tes U2 et B BIECS PR 4 M

n

1
=1,—>-1,1! = AV*, entonces AV* es idempotente.
n

Del teorema 2.2 se tiene que:

n—1

Y*TAY* — i
g

S? ~ (1),

en que

1 1
r = rango(A) = rango <In — 1n1;> = traza (In - 1n17Tl>
n n

/

porque es idempotente

=n——=n-1
n
1 * *
A=ouTA 5%12 [In - 1n1;} 1,
2
1
— % [121711” - n111n111n} —0
Por tanto )
"
o2 §% ~ X’?L*l‘

4

Para determinar la independencia entre dos formas cuadraticas se usard

el teorema 2.3, y para determinar la distribucién de particiones de sumas de

cuadrados es til el teorema 2.4. Las demostraciones se pueden consultar en

[34, pp. 52-53].

Teorema23. SiY ~ N(pu, V), Q, =Y 'AY y Q, = Y AY, entonces

Q.5 Q5 son independientes siy solosi A1V Ay = 0.



Introduccion a los modelos lineales

Teorema 2.4 (Teorema de Cochran). SeaY ~ N(u,V)y A;,i = 1,...,k,

matrices simétricas con rango(A;) = r;. Sea:

conr = rango(A). Si AV esidempotentey

k
r= E Ti,
i=1

entonces las formas cuadraticas QQ; = YTAY ,i = 1,...,k son mutuamente

independientes, variables aleatorias chi-cuadrado no centrales con

1
Qi~x° (Tz', QHTAW> :

DEFINICION 2.5. SiY ~ N(3,1)y X ~ x2 sonvariables aleatorias independien-
tes, la razom:

Sl

se llama una t-estadistica no central con d grados de libertad y parametro de no centra-
lidad 6. Se denota port(d, &) (ver [34, p. 57]).

DEFINICION 2.6. Sea X1 ~ x2(d1,\)y Xo ~ x2(da,0), variables aleatorias
independientes. La razon:
_ Xl/dl
XQ/dQ

es llamada una F-estadistica no central con dy y da grados de libertad y parametro de
no centralidad \. Se denota F'(dy, da, \) (ver [34, p. 58]).
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7. Ejercicios

7.1 Paralaecuacién XTX,@ =X "yen que

10 1100

5 1100
12 1100 A
il
3 1010 A
ATl
y=| 4|, x=110 10|, vy B=|"
3 101 0 2
T3

8 100 1

7 100 1

6 100 1

a) Encontrar al menos dos soluciones de 3.

b) Encontrarla estimacién de 71 — 73 usando las dos estimaciones de

(.71 — T3 es estimable?

7.2 Considere un experimento, en que los resultados obtenidos son [40, p. 124]:

ap | Qg | (3

4 3 |10
15
9 2 11

y considere el modelo Y;; = pn + «; + e;5.

a) Escriba el modelo en forma matricial.

b) Verifique cudles, entre el siguiente conjunto de funciones paramé-

tricas, son estimables.
1) /\t,ﬁ =] — a9
2) N'B = p+2a1 — o
3) A'B =201 —ay — a3



Introduccion a los modelos lineales

¢) Para cada una de las funciones paramétricas estimables
que encontrd en (b), encontrar el MELI, su varianza y su suma de

cuadrados.
7.3 Demostrar el teorema 2.1.
7.4 Considere la matriz de proyecciéon P, = X (X ' X)~ X '.
a) Demostrar que P, es simétrica e idempotente.
b) Demostrar que rango(P;) = rango(X).
¢) Demostrar que
rango(I — Py) =n — rango(P;) = n — rango(X).

7.5 Supongaque Y ~ N ([1,,0'213),}7563. q = YTAY,i= 1,2,n =3
enque A; = 2117 con1 = (1,1,1)7,y

1 1 1 -2
-2 -2 4

a) Encuentre la distribucién de cada ¢;. Justifique adecuadamente su
respuesta.
b) ¢Son q; y ¢o independientes? Justifique adecuadamente su

respuesta.

7.6 Dada la definicién de la distribucién ¢ y la distribucién x? [56, p. 72],
muestre que

Y —p

1/

cuando Y ~ N(ul,02I).

7.7 Seaelmodelo Y;; = 4+ i +e;5,coni =1,...,ayj =1,...,7.

~

a) Encontrar /f
o)

deY,,y Y.
b) Entontrar SC(f1).

) via minimos cuadrados ordinarios en términos
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En este capitulo se presenta el disefio completamente aleatorizado (DCA) que,
ademas de ser el mas simple de los disefios experimentales, da una base para
disefios mas complejos. La primera seccidn (1) considera el tema de aleatoriza-
cién de los tratamientos a las unidades experimentales o la aleatorizacién de
lasunidades experimentales a los tratamientos, que es uno de los tres aspectos
importantes en el disefio de experimentos (ver la seccién 3). Esta aleatoriza-
cién se presenta desde el punto de vista conceptual.

Enlaseccién2 se presenta, como tal, el disefio completamente aleatorizado
cuando el interés es sobre efectos fijos. Las secciones 3 y 4 presentan varian-
tes que se pueden tener del disefio como presencia de submuestreo, o que, en
vez de ser un modelo de efectos fijos, sea un modelo de efectos aleatorios. La
seccion 5 estd dedicada a algunas indicaciones para la verificacién de supues-
tos del modelo. Las secciones 6 y 7 tratan el tema de comparacion de efectos
de tratamientos para el caso en que la medida de escala de estos es nominal u
ordinal, o el ajuste de curvas usando polinomios ortogonales cuando la escala
de medida de los tratamientos es de razoén, respectivamente. En la seccién 8
se presenta el analisis de varianza cuando hay una variable dependiente regre-
soray en la seccion 9 se muestra una alternativa de andlisis no paramétrica.

1. Aleatorizacion

Antes de presentar el concepto de aleatorizacién, se recuerda que la diferencia
entre estudios observacionales y estudios de intervencién radica que en los
segundos se ejerce control (hay influencia al aplicar un tratamiento) por parte
del experimentador en las unidades experimentales.

Por otro lado, los datos histéricos ayudan a conocer/establecer una distri-
bucidén de probabilidad. Sin embargo, cuando no hay datos histéricos, se pue-
de pensar en una poblacién de repeticiones de la cual se toman muestras que

ayudaran a establecer la distribucién de probabilidad [33, p. 139].

Ejemplo3.1. Seconsideran lasrespuestas potenciales o conceptuales, y; ;, provenien-
tes de 6 individuos y dos tratamientos (ver tabla 3.1).
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Tabla 3.1. Tabla de respuestas potenciales o conceptuales para 6 individuos y

dos tratamientos

. Unidad .
Tratamiento Total Media
1 2 3 4 5 6

6 _
Trat. 1 Y11 | Y12 | Y13 | Y14 | Y15 | Y16 Zj:lylj Y1x

6 _
Trat. 2 Y21 | Y22 | Y23 | Y24 | Y25 | Y26 Zj=1y2j Yox
Fuente: [33, p. 145].

El interés esta en estimar 41 — Yo, Sin embargo, como solo se puede observar la
respuesta del individuo bajo uno de los dos tratamientos, para la estimacion se selec-
cionan, por ejemplo, las respuestas, y;j, de 3 individuos de cada tratamiento, esto es,
N = 6,n = 3. Sesabe que:

E (Yl*) = Y1« y E (}72*) = Y2x,

conYi. = % > Yy Yo, = % > Yoy, en que s1 denota el conjunto de los 3 in-
Jj€s1 JEs2
dividuos seleccionados bajo el tratamiento 1y so denota el conjunto de los 3 individuos

seleccionados bajo el tratamiento 2. 71

Nota3.1. Lavarianza dela media muestral bajo poblacion finita de tamaio N y mues-

treo aleatorio simple sin reemplazo es:

11— 1— SN (2 — X)2
V(X):Tfng: nfz(xN_l) ;
=1

con f =n/N [54,p. 68].

Adicionalmente, se debe tener en cuenta que las unidades experimentales
pueden ser asignadas tanto al tratamiento 1 como al tratamiento 2, pero no a

los dos tratamientos al tiempo, por lo tanto
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Este proceso de aleatorizacién a los tratamientos se puede formalizar usando
la variable indicadora [33, p. 146]:

{ 1, silaunidad j recibe el tratamiento 1
j

0, enotro caso.
Entre las propiedades de la variable indicadora §; estan:
E(6;) =P(6; =1)
E(67) = 1°P(6; = 1) + 0>°P(5; = 0) = P(5; = 1)

W(dj) = (52) E(5J)2 P( j = =1) - [P<5j = 1)]2
= P(6; = 1)[1 - P(¢; = 1)]
E(6;0;) = P(6; =1)P(0; =1/6; = 1)
Cov(d;,d5) = B(8;07) — E(5;)E(d)

= P(6; =1)P(8; =1/6; =1) = P(6; = 1)P(6; = 1).
Ejemplo 3.2. Retomando el ejemplo 3.1,
1. PresenteIE(d;), V(6;)y Cov(d;,d;).

2. Siseesta interesado en estimar T = Y1, — Yox, scudleslaB(T) yla V(T

Solucién
1.
BG) =5 BO) =
w1-3(1-2)-
B(5;0) = 5 x % _ %
Oy (85, 67) = £ <;>2 - 2-

2. Como se estd interesado en estimar 1, — ¥2«, €l estimador se puede
escribir usando la indicadora §;, esto es,
6

25 Y5 — *Z = 6;)y25

j=1
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con
ZE( Y15 — Y25 +5jy2j> €B)
1
=3 Z [E <5j) (yu + y2j> - yzj}
G Z Y15 + y25] — Zi’ng = Yix T Y26 — 2y2  (3.2)
6=
= Y1x — Y2«
1 0 Ysese \ 2
V(T) = = <*—**) 3.3
(1) =552 (i =5 (-3
7j=1
6
CON Yux = D Yij
j=1

2. Diseno a una via de clasificacion

Algunas caracteristicas del disefio completamente aleatorizado son [40, p. 158]:

= Los tratamientos se ensayan en condiciones homogéneas del material

experimental, esto es, las unidades experimentales son homogéneas.
= Eldnico factor a considerar son los tratamientos.

= Lasunidadesexperimentales se asignan aleatoriamente alos tratamien-
tos 6 los tratamientos son asignados aleatoriamente a las unidades ex-
perimentales.

Nota3.2. Sineselnimerototal de unidades experimentales, a el nismero de tratamien-
tos y r el nivmero de véplicas, esto es, n = a X 7, se dice que el disefio es balanceado,

esto es, es un experimento completamente aleatorizado con igual nismero de réplicas.
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Ventaja del DCA. Flexibilidad porque:
= Se ajusta a cualquier nimero de tratamientos.
= Puede tener igual o desigual nimero de réplicas.

Desventaja del DCA. Exige homogeneidad. La homogeneidad es dificil de
conseguir cuando hay muchos tratamientos o muchas réplicas.

Nota 3.3. Silos tratamientos son preestablecidos y las conclusiones son solo sobre los
tratamientos aplicados, la inferencia es con respecto a efectos medios de tratamientos

sobre una variable respuesta.

Ejemplo 3.3. [20] realizaron un experimento en la Universidad Nacional de Colombia
sobre el efecto de algunos fertilizantes en la produccion de semilla de colza, en el que se
midio, entre otros elementos, la altura de la planta (en metros). Se investigaron 12 ferti-
lizantes, sin embargo para efectos ilustrativos solo se van a considerar 6 (ver tabla 3.2).
Las alturas de las plantas se muestran en la tabla 3.3 y un grafico de puntos por fertili-

zante en la figura 3.1.

Tabla 3.2. Tratamientos considerados para el ejemplo de los fertilizantes

Tratamiento Fertilizante (kg/ha)
Nivel de Nitrégeno (N) | P>Os
1 0 0
2 75 0
3 150 0
4 0 40
5 75 40
6 150 40

En este ejemplo, el niimero de niveles del factor fertilizante es 6, lo que coincide con
el niimero de tratamientos. En cuanto al niimero de réplicas, como todos los tratamien-
tos tienen el mismo niimero de unidades experimentales, es un diseiio balanceado con 3
réplicas. El interés esta en determinar si el fertilizante tiene un efecto estadisticamente
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Tabla 3.3. Altura de la planta de colza (Brassica sp.) bajo algunos niveles de

fertilizante
Fertilizante
N=0 N =175 N =150 N=0 N =175 N =150
PyOs =0 | P,Os =0 | PyOs =0 | PyOs =40 | PyOs = 40 | P05 = 40
1.84 2.00 2.08 1.77 1.91 2.10
1.78 1.90 2.11 1.81 1.88 1.90
1.84 1.97 2.08 1.70 1.97 2.01

N': Nivel de nitrégeno, P,Oj: Nivel de fésforo.
Fuente: [20].

significativo sobre la altura de la planta de colza. La estimacién de parametros, el and-

lisis de varianza y las conclusiones se presentan mas adelante. 71

21. El modelo

El modelo estadistico es dado por (para deduccion del modelo ver anexos 1y
1.2):

Yij=pu+ritej i=12,...,ay j=1,2,...,7 (3.4)

en que Y;; corresponde a la respuesta de la j-ésima unidad experimental asig-
nada al i-ésimo tratamientoy los e;; se asume que son variables aleatorias in-
dependientes e idénticamente distribuidas con media cero y varianza 0. Para
dar una interpretacion a los otros parametros es necesario especificar una res-

triccidn. Las dos restricciones mas usadas son:
a
1. Lasumadelos 7 esigual a cero, estoes, Y 7; = 0. En este caso:
i=1
= s eslamedia general.

= 7; es el efecto del tratamiento i con respecto a la media general, p.
2. Unodelos 7 es cero, por ejemplo, 71 = 0. En este caso:

= 1 eslamedia del tratamiento 1.



Diseno y analisis de experimentos

21

1.9 2.0

Altura (m)

1.8

~ o

T T T T T T
N=0 P205=0 N=75 P205=0 N=150 P205=0 N=0 P205=40 N=75P205=40  N=150 P205=40
Fertilizante

Figura 3.1. Grafico de puntos para el ejemplo sobre la altura de las plantas de

colza

= 7,0 =2,...,a,eselefectodel tratamiento i con respecto al efecto

del tratamiento 1.

Nota 3.4. Esusual asumir este tipo de restriccion si entre los tratamientos hay un tra-

tamiento control, que seria el asignado a 1.

Matricialmente

Considerando la primera restriccion, esto es,
TI+To+T3+  +Te-1+7,=0,

entonces

Tqg = —T1 —T2 — T3 —*++ — Tg—1-

Asi, en el vector de parametros (3 no es necesario incluir a 7, puesto que 7, se

puede escribir y obtener en términos de los otros 7,

Y = XB+E,
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con

1%

1

/6a><1 = T2

Ta—1
Y11 1 1 0 e 0 €11
Y12 1 1 0o ... 0 €12
Yi, 1 0 ... 0 ey
Y21 1 0 1 ... 0 €21
Y22 1 0 1 . 0 €92
Y71,><1 = ; Xn><a = E 5 Enxl = .

Ya, 1 0 1 ... 0 eay
Yal 1 -1 -1 oo —1 €al
Yag 1 -1 -1 oo —1 €q2
Yo, 1 -1 -1 ... —1 Car

El estimador via minimos cuadrados de 3, teniendo en cuenta la restric-
cién de la suma, es dado por:

B=(x"x)"'Xx"y,

con
V(B) =o2(XTX)".

Ejemplo 3.4. Continuando con el ejemplo 3.3, considere la restriccion de la suma de los

T igual a cero:
1. Presente el modelo escrito en forma matricial.
2. Estime el vector de parametros [3 e interprete.

3. Estimec?yV(B).
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Solucién

1. Considerando la restriccién de la suma de los 7 igual a cero, el modelo

es:
Y - X 8 +E
1.84 1 1 0 0 0 0 €11
1.78 1 1 0o 0 0 O e12
1.84 1 1 0 0 0 0 e13
2.00 1 0 1 0 0 0 e21
1.90 1 0 1 0 0 0 €22
1.97 1 0 1 0 0 0 €23
2.08 1 0 0 1 0 0 W es1
2.11 1 0 0 1 0 0 T €32
208] [t 0o o 1 0 0 7 €33
L7 [t 0 0 0 1 0 nl T e
1.81 1 0 0 0 1 0 T4 €42
1.70 1 0o 0 0 1 0 T €43
1.91 1 0 0 0 0 1 €51
1.88 1 0 0 0 0 1 €52
1.97 1 o 0 0 O 1 es3
2.10 1 -1 -1 -1 -1 -1 es1
1.90 1 -1 -1 -1 -1 -1 €62
2.01 1 -1 -1 -1 -1 -1 €63
~——
una
realizacién
de E

2. Para calcular el vector de pardmetros estimado, se tiene que:

18 34.65
—0.55
-0.14

0.26
—0.73

—0.25

O O O O O

W W Ww w o O©
W W w o w o
W W o W w o
W O W Ww w o
D W W W w o
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0.06 0 0 0 0 0
0 028 —0.06 —0.06 —0.06 —0.06
(XTx)t_| 0 “006 028 —0.06 —0.06 —0.06
0 —0.06 —0.06 028 —0.06 —0.06
0 —0.06 —0.06 —0.06 028 —0.06
0 —0.06 —0.06 —0.06 —0.06 0.28

1.925

~0.105

. 0.032

B=1 o165

~0.165

~0.005

De 3 se puede concluir que:

= [ = 1.925, esto es, la altura media de las plantas de colza en la
fraccién del experimento que se estd considerando fue de 1.925

metros.

m 71 = —0.105, esto es, el efecto medio del fertilizante N = 0,
P,O5 = 0 sobrelaaltura dela planta de colza es -0.105 metros con
respecto a la media general. Asi, el fertilizante N = 0, P,O5 = 0
reduce en promedio la altura en 10.5 centimetros.

m 75 = 0.032, esto es, el efecto medio del fertilizante N = 75,
P,O5 = 0 sobre la altura de la planta de colza es 0.032 metros con
respecto a la media general. Asi, el fertilizante N = 75, P,O5 = 0

aumenta en promedio la altura en 3.2 centimetros.

s 73 = 0.165, esto es, el efecto medio del fertilizante N = 150,
P,O5 = 0 sobre la altura de la planta de colza es 0.165 metros con
respecto a la media general. Asi, el fertilizante con N = 150y

P,Os5 = 0 aumenta en promedio la altura en 16.5 centimetros.

n 74 = —0.165, esto es, el efecto medio del fertilizante N = 0,
P,O5 = 40 sobre la altura de la planta de colza es -0.165 metros
con respecto a la media general. Asi, el fertilizante con N = Oy
P,O5 = 40 reduce en promedio la altura en 16.5 centimetros.
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n 75 = —0.005, esto es, el efecto medio del fertilizante N = 75,
P,O5 = 40 sobre la altura de la planta de colza es -0.005 me-
tros con respecto a la media general. Asi, el fertilizante N = 75,

P>O5 = 40 reduce en promedio la altura en 0.5 centimetros.

. g = | — Ty — Ty — 7y — 75 = 0.105 — 0.032 — 0.165 +
0.165 + 0.005 = 0.078, esto es, el efecto medio del fertilizan-
te N = 150, P,O5 = 40 sobre la altura de la planta de colza es
0.078 metros con respecto a la media general. Asi, el fertilizante
N =150, P,Os = 40 aumenta en promedio la altura en 7.8

centimetros.

. Lavarianza del vector de parametros estimado seria:

V(B) =oX(X X))

0.06 0 0 0 0 0
0 0.28 —-0.06 —-0.06 -0.06 -—0.06
0 —-0.06 0.28 —-0.06 —-0.06 -0.06
0 —-0.06 —0.06 0.28 —0.06 —0.06
0 —0.06 —0.06 —0.06 0.28 —0.06
0 —-0.06 —-0.06 —-0.06 -—0.06 0.28

Para la estimacién de o2 se puede usar, ver (B.13), que:

T 2T T T T Ty y\—1%T
-B X —y X(X'X)'Xx
2o oyp_Y Y- B Xy yy-y X ) v

n—a n—a

(3.5)

en que:
T A1 T
y y=066.9579; B X'y=6691917 y n—a=18—6=12,

entonces 62 = 0.00323 y una estimacién de la varianza del vector de
parametros estimado es:
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0.06 0 0 0 0 0
0 0.28 -0.06 -0.06 -0.06 —0.06
~ o~ —0. 2 —0. —0. —0.
T(B) = 0.00323 0 0.06 0.28 0.06 0.06 0.06
0 -0.06 -0.06 0.28 —0.06 —0.06
0 —-0.06 —-0.06 —-0.06 0.28 —0.06
0 —-0.06 —-0.06 —-0.06 —0.06 0.28
0.00018 0 0 0 0 0
0 0.00090 —0.00018 —0.00018 —0.00018 —0.00018
_ 0 —0.00018 0.00090 —0.00018 —0.00018 —0.00018
- 0 —0.00018 —0.00018 0.00090 —0.00018 —0.00018
0 -0.00018 —0.00018 —0.00018 0.00090 —0.00018
0 -0.00018 —0.00018 —0.00018 —0.00018 0.00090
Por tanto, V(zz) = 0.00018; V(1) = V(7) = --- = V(7) =
0.00090. 7

Ejemplo 3.5. Continuando con el ejemplo 3.3, considere la restriccion de uno de los T
igual a cero,

1. Presente el modelo escrito en forma matricial.

2. Estime el vector de parametros [3 e interprete.

3. Estimea?yV(p3).

Solucién

1. Considerando la restriccién de uno de los 7 igual a cero:
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Y - X B + E
1.84 1 0 0 0 0 O el
1.78 1 00 0 0 O €12
1.84 10 0 0 0O e13
2.00 110 0 00 e21
1.90 110 0 0 O €22
1.97 1 10 0 0 O €23
2.08 1 01 0 0 O W €31
2.11 1 01 0 0 O T2 €32
208] [t 01000 c1 es3
1.77 1 001 00 T4 €41
1.81 1 0 01 0 O Ts €49
1.70 1 0 01 0 O T6 €43
1.91 1 0 0 01 0 es1
1.88 1 00 0 1 0 €52
1.97 1 00 0 1 0 €53
2.10 10 0 0 0 1 €61
1.90 10 0 0 01 €62
2.01 1 0 0 0 0 1 €63
——
una realizacién de E
2. Para calcular el vector de parametros estimado:

18 3 3 3 3 3 34.65

33 00 0O 5.87

xTx_| 303000 o |62

3 00 3 00 5.28

3000 3 O 5.76

3 00 0 0 3 6.01
0.33 —-033 -0.33 -0.33 -0.33 —-0.33
—0.33 0.67 0.33 0.33 0.33 0.33
(XTX)*l _ -0.33 0.33 0.67 0.33 0.33 0.33

-0.33 0.33 0.33 0.67  0.33 0.33
—0.33 0.33 0.33 0.33 0.67  0.33
—0.33 0.33 0.33 0.33 0.33 0.67



Diseno completamente aleatorizado

1.820
0.137
0.270
—0.060
0.100
0.183

De 3 se puede concluir que:

= [ = 1.82, esto es, la altura media de las plantas de colza bajo el
fertilizante N = 0, P,O5 = 0 (fertilizante control) fue de 1.82

metros.

» 75 = 0.137, esto es, el efecto medio del fertilizante N = 75,
P>O5 = 0 sobre la altura de la planta de colza es 0.137 metros con
respecto a la altura media bajo el fertilizante control. Asi, el ferti-
lizante N = 75, P,O5; = 0 aumenta en promedio la altura de la

planta en 13.7 centimetros con respecto al fertilizante control.

n 73 = (.27, esto es, el efecto medio del fertilizante N = 150,
P>,O35 = 0 sobre la altura de la planta de colza es 0.27 metros con
respecto a la altura media bajo el fertilizante control. Asi, el ferti-
lizante N = 150, P,O5 = 0 aumenta en promedio la altura de la

planta en 27 centimetros con respecto al fertilizante control.

n 7 = —0.06, esto es, el efecto medio del fertilizante con N = 0
y P»O5 = 40 sobre la altura de la planta de colza es -0.06 metros
con respecto a la altura media bajo el fertilizante control. Asi, el
fertilizante N = 0, P,O5; = 40 disminuye en promedio la altura
de la planta en 6 centimetros con respecto al fertilizante control.

s 75 = 0.10, esto es, el efecto medio del fertilizante con N = 75
y P,Os = 40 sobre la altura de la planta de colza es 0.10 metros
con respecto a la altura media bajo el fertilizante control. Asi, el
fertilizante N = 75, P,O5 = 40 aumenta en promedio la altura
de la planta en 10 centimetros con respecto al fertilizante control.

m 7 = 0.183, esto es, el efecto medio del fertilizante N = 150,
P,Os5 = 40 sobre la altura de la planta de colza es 0.183 metros
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con respecto a la altura media bajo el fertilizante control. Asi, el
fertilizante N = 150, P,O5; = 40 aumenta en promedio la altura

delaplantaen18.3 centimetros con respecto al fertilizante control.

. Lavarianza del vector de parametros estimado seria:

033 -033 -033 -0.33 -0.33 —-0.33

-033 067 033 033 033 0.33

W(E) . -033 033 067 033 033 0.33
-033 033 033 067 033 0.33

-033 033 033 033 067 0.33

-033 033 033 033 033 0.67

Para la estimacién de o2 se puede usar (3.5), esto es, 62 = 0.00323 y
una estimacién de la varianza del vector de parimetros estimados es:

033 -0.33 -0.33 —-0.33 —-0.33 -0.33

—0.33 0.67 0.33 0.33 0.33 0.33

\A/(,/E\l) — 0.00323 —0.33 0.33 0.67 0.33 0.33 0.33

—0.33 0.33 0.33 0.67 0.33 0.33

—0.33 0.33 0.33 0.33 0.67 0.33

—0.33 0.33 0.33 0.33 0.33 0.67
0.0011 -0.0011 -0.0011 -0.0011 -0.0011 —0.0011
—0.0011 0.0022 0.0011 0.0011 0.0011 0.0011
_ | —0.0011 0.0011 0.0022 0.0011 0.0011 0.0011
—0.0011 0.0011 0.0011 0.0022 0.0011 0.0011
—0.0011 0.0011 0.0011 0.0011 0.0022 0.0011
—0.0011 0.0011 0.0011 0.0011 0.0011 0.0022

Por tanto,

V(@) =0.0011; V(7) = V(R)

V(75) = 0.0022.
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2.2. Intervalos de confianza para la media muestral
de un tratamiento e intervalos de confianza
para la diferencia de medias entre dos
tratamientos

Partiendo del modelo (3.4):

Y;J:M_‘_Tz"i'el]v ?::1,2,...,61 y j:l,Q,...,T,
E(Yy) =E(p+7i+ei) =p+7
V(Yij) = V(u+ 7+ eij) = V(eyj) = o2,

si la media muestral del i-ésimo tratamiento se denota por Yj,,

.
¥, = 1;1@ 6.6
entonces:
_ 1 < 1 < 1 «
E(Yi) =E T;Yzj ;E(EJ)_T;(M+Ti):M+Ti
y
_ 1 < 1 1 <~ 5, o2
V(¥i) =V T;Yﬁ \?ﬂ;wm Q;cfe—r-

Si ademas se asume que los errores, e;;, provienen de una distribucién nor-

mal, se tiene que:
_ 0’2
}/;l* NN(#—i—T%:) :

2

2, esta se puede estimar usando (3.5), ver

Como usualmente no se conoce o
(B.13).

'Asumiendo independencia entre los Y;;.
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Con base en la distribucién de las medias de tratamiento, Y;,, y la estima-
cién de o2, se puede construir un intervalo de confianza de (1 — ) x 100 %
para la media del i-ésimo tratamiento [41, p. 74]:

CME CME

}_/i* - tl—%,n—a T; Yie + tl—g n—a f 3.7)

2

En cuanto al intervalo de confianza para las diferencias de las medias de

tratamientos, Y. — Yy, coni # 7/, se tiene:

E (Yix = Yiu) =E (Yie) =B (You) =p+7i— (u+7) =7 — 70
! 2 2 2
— — — — 2
V(T = ¥ =V (F) 4V (Fe) = % 4 % = 22
por tanto

_ _ 9252
}/i*_}/i’*NN<Ti_Ti’ao—e)'
r

A partir de la distribucién de Y;, — Yj/, se puede establecer un intervalo
de confianza de (1 — «) * 100 % para la diferencia entre la media del i-ésimo

tratamiento y la media del i'-ésimo tratamiento [41, p. 74]:
_ _ [2CM E _ _ 2CMFE
Yis — Y;’* - tl—%,n—a f; Yie — Yi’* + tl—%,n—a r

Nota 3.5. Los intervalos de confianza dados en (3.7) y (3.8) garantizanel (1 — o) x

(3.8)

100 % uno a la vez, pero no con varios intervalos al tiempo. Para controlar el nivel de
confianza de varios intervalos al tiempo, se sugiere usar en vez de v, usar g, conk el
niimero de intervalos simultaneos. Esta eleccion de v garantiza que la probabilidad de
que los k intervalos sean correctos simultaneamente sea al menos de (1 — ) x 100 %.

Ejemplo3.6. Continuando con el ejemplo 3.3, presente el intervalo de confianza al 95 %
para la altura media de la planta de colza para cada uno de los tratamientos.

Solucién. Teniendo en cuenta que n = 18ya = 6, entoncesn —a = 18 — 6 =
12y (to.975,12 = 2.179),
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0.00323
3

N =0,P,05 =0: |1.82F tog7512

] = [1.75 ; 1.89)

La altura de la planta de colza cuando se considera el fertilizante con
N = 0kg/hay P,Os = 0kg/ha estd entre 1.75 y 1.89 metros con un
nivel de confianza del 95 %.

0.00323

N =75, B,O5 = 0 3

1.96 F to.975;12

] = [1.89 ; 2.03]

La altura de la planta de colza cuando se considera el fertilizante con
N = T75kg/hay P,Os = 0kg/ha esta entre 1.89 y 2.03 metros con un
nivel de confianza del 95 %.

10.00323
2.09 :Fto.975;12 3 ] = [202 ; 216]

La altura de la planta de colza cuando se considera el fertilizante con
N = 150kg/hay P,Os = 0kg/ha estd entre 2.02y 2.16 metros con un
nivel de confianza del 95 %.

N =150, P,O5 = 0:

0.00323
3

N = 0, P205 = 40: 1.76 F t0_975;12

] = [1.69 ; 1.83]

La altura de la planta de colza cuando se considera el fertilizante con
N = 0kg/hay P,Os = 40 kg/ha estd entre 1.69 y 1.83 metros con un
nivel de confianza del 95 %.

10.00323
1.92 + t0‘975;12 3 ] = [185 ) 199]

La altura de la planta de colza cuando se considera el fertilizante con
N =T75kg/hay P,Os = 40 kg/ha estd entre 1.85 y 1.99 metros con un
nivel de confianza del 95 %.

N =75, P,O5 = 40:

0.00323

N = 150, P,O5 = 40: ;

2.00 F to.975:12

] =[1.93; 2.07]

La altura de la planta de colza cuando se considera el fertilizante con
N = 150kg/hay P,Os = 40 kg/ha esta entre 1.93 y 2.07 metros con
un nivel de confianza del 95 %. e
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Ejemplo 3.7. Continuando con el ejemplo 3.3, encuentre los intervalos de confianza al
95% para la diferencia media entre el fertilizante control (N = O0kg/ha y
P,O5 = 0kg/ha) y el fertilizante N = 150 kg/hay P,Os = 0kg/ha, y para
la diferencia media entre el fertilizante N = 150kg/hay P,Os = O0kg/hay el
fertilizante N = 150 kg/hay PoOs = 40 kg/ha.

Solucién. Como son dos intervalos, se usa «/2 =0.025, por tanto

t0.9875:12 = 2.56). Los dos intervalos son:

= Para el fertilizante N = 0kg/hay PoOs = 0kg/hay el fertilizante
N =150 kg/hay P,Os = 0kg/ha:

2 % 0.00323
[2.09 —1.82F t0.9875;12ﬁ

= Paraelfertilizante N = 150 kg/hay P,Os = 0kg/hay el fertilizante
N =150 kg/hay P,Os = 40 kg/ha:

2 x 0.00323
[2.09 —2.00F t0.9875;12ﬁ

Se concluye que el fertilizante control y el fertilizante con N = 150 kg/hay

=[0.15 ; 0.39].

= [-0.03; 0.21].

P,O35 = 0 kg/ha producen estadisticamente diferentes alturas (en media) de
laplantade colza, estoes, el fertilizante N = 150 kg/hay P.O5 = 0 kg/hada
una mayor altura (en promedio) de la planta de colza. Sobre considerar el fer-
tilizante N = 150 kg/hay PoOs = 0kg/hay el fertilizante N = 150 kg/ha
y P,Os = 40kg/ha, estos dos producen estadisticamente la misma altura
(en media) de la planta de colza. El nivel de confianza para los dos intervalos
simultineamente es de al menos un 95 %. 7

Nota3.6. Elerrorestandar del estimador deun contraste Y ;| ¢;7; es dado por

e.e (Za: ¢Y; ) =
=1




Diseno completamente aleatorizado

2.3. Analisis de varianza

Un procedimiento adecuado para probar la igualdad de las medias de los a
tratamientos o probar que los efectos medios de los a tratamientos es cero es
usar analisis de varianza, ver tabla 3.4, y anexo 2 para la deduccién de la dis-

tribucién del F-calculado. Las hipédtesis a probar son:
Hy:m=mn=-=7,1=7,=0 versus
H, :Almenosun 7, #0, i=1,2,...,a.
H se rechazard si P-valor <a, en que « es un nivel de significancia preesta-
blecido por el investigador, y se concluird que hay diferencia estadisticamente
significativa en el efecto medio (sobre la respuesta) de los tratamientos en con-

sideracion. Es importante resaltar que la validez de las conclusiones depende
de si se cumplen o no los supuestos del modelo.

Tabla 3.4. Analisis de varianza para un disefio completamente aleatorizado

Grados
Causade d Sumade Cuadrado F- Poval
e -valor
variacién libertad cuadrados medio calculado
iberta
SCTrat | CMTrat | P(Fe >
Tratam. a—1 | »T —
B X'Y-—n¥?| T 7 CME F.)
Error n—a Y'Yy — SCE
3T)(T}; n—a
Total n—1 Y'Y — ny?2

a
n=> 1, t*={a—1,gle} y gle=gradosdelibertad delerror.
i=1

Y==3 >V
i=1j=1

S|

Ejemplo 3.8. Continuando con el ejemplo 3.3, en la tabla 3.5 se presenta el analisis de

varianza para los datos de fertilizantes y su efecto en la altura de las plantas de colza.

Si el modelo cumple con los supuestos, se concluye que hay diferencias signifi-
cativas en la altura de la planta de colza al aplicar diferentes niveles del fertilizante. V]
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Tabla 3.5. Analisis de Varianza para los datos del ejemplo 3.3

Grados | Sumade

Causade Cuadrado | F-cal-
L., de cuadra- X P-valor

variacion | medio culado

libertad dos
Fertili- 5 0.21792 | 0.04358 | 13.50 | P(Fsi2 > 13.50) =
zantes < 0.01
Error 12 0.03873 0.00323
Total 17 0.25665

ny? = 66.70125

2.3.1. Instrucciones en R - ejemplo 3.3

remove(list=1s())
fertilizante=gl(6,3) # Datos de la variable fertilizante
Altura=c(1.84,1.78,1.84,2,1.9,1.97,2.08,2.11,2.08,1.77,1.81,1.7,
1.91,1.88,1.97,2.10,1.90,2.01)
# Datos de la variable altura
fertilizante=as.factor(fertilizante)
# Indica que fertilizante es una variable categodrica
fertilizante = factor(fertilizante,levels = c¢(1,2,3,4,5,6),
labels = c("N=0 P205=0","N=75 P205=0",
"N=150 P205=0","N=0 P205=40",
"N=75 P205=40","N=150 P205=40"))
# Asigna los labels a la variable fertilizante
stripchart (Altura~fertilizante,vertical=TRUE,xlab="Fertilizante")
# Hace un grafico de puntos para fertilizantes
contrasts(fertilizante)=contr.sum(levels(fertilizante))
# Indica que se asumira la primera restriccidén
# - restriccidon de la suma
contrasts(fertilizante) # Muestra la asignacidn de los
# parametros a los tratamientos
datos=data.frame(fertilizante,Altura) # coloca en una sola
# base de datos las dos variables
ajustel = aov(Altura ~ fertilizante, data=datos)
# ajusta el modelo

ajustel$coefficients # Imprime los coeficientes estimados (beta)
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summary (ajustel) # Imprime el anadlisis de varianza
## colocando la restriccidén de $\tau_1=0$.
contrasts(fertilizante)=contr.treatment(levels(fertilizante),

base=1) # Indica que se asumira la restriccidén taul=0
datos=data.frame(fertilizante,Altura)
ajuste2 = aov(Altura ~ fertilizante, data=datos)

# ajusta el modelo

ajuste2$coefficients # Imprime los coeficientes estimados (beta)

summary (ajuste2) # Imprime el anadlisis de varianza

Nota3.7. Enelcasoen que el disefio sea desbalanceado, esto es, el niimero de réplicas por
tratamiento no sea igual para todos los tratamientos, el analisis de varianza se construye

de forma similar a la tabla 3.4, teniendo en cuenta el desbalanceo, ver anexo 3.

2.4. Tamano de muestra

Para determinar un tamafo de muestra minimo, es necesario conocer:
= Elntmero de tratamientos a aplicar, a.

= La diferencia minima que se desea detectar entre dos efectos de trata-

miento, se denotara como A.
= Elnivel de significancia deseado, «.

= Lapotencia deseada, 1 — 3.

2

» Una estimacién de la varianza de los errores, s> = 42 (usualmente se

toma de un estudio anterior o de un estudio piloto).

Una deduccién de la férmula para tamafo de muestra se presenta en el anexo
4. Basado en la tabla de potencia del test F', ver programa del anexo 4.1, el

proceso consiste en [21, p. 64]:

1. Generarlatablausando el c6digo dado en el anexo 4.1 teniendo en cuen-

“, »

ta el nimero de tratamientos “a” y «.
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2. Ubicar r = 250 en la primera iteracidn y sobre esa fila, ubicar la poten-
cia que se desea tener (igual a 1 — 3 o mayor) y obtener el respectivo ¢
(nombre de la columna en la tabla). De esta iteracién sale un primer r

(nimero de réplicas por tratamiento).

3. Calcular:
ac}¢?

r=2 AZ

(3.9)
redondeando al entero superior.

4. Ubicar el r encontrado en la tabla generada en el paso 1y en la fila r
ubicar unvalor igual o mayor a la potencia requerida, 1 — 3, e identificar
el respectivo ¢ (parte superior de la tabla).

5. Repetir 3)y 4) hasta que r no cambie o alterne entre dos valores. Selec-
cionar el mayor valor.

Ejemplo 3.9. Continuando con el ejemplo 3.3, establecer un tamario de muestra por
fertilizante, considerando un nivel de significancia de 0.05, una potencia de 0.90 y que
se desea detectar una diferencia de 15 centimetros en la altura. Utilice las alturas de las

plantas de colza recolectadas como un estudio piloto, en particular 52 = 0.00323.

Solucién. Se tiene a = 6, a« = 0.05,1 — 3 = 0.9, A = 0.15y 52 = 0.00323.

Las iteraciones seran:

2 x 6 x 0.00323 x ¢
r =

0.152
r vy=6(r—1) ¢ r
1000 1.65 4.69~5
5 24 1.85 5.90~6
6 30 1.85 5.90~6
Entonces r = 6, luego el total de unidades experimentales necesarias serian
6 x 6 =36 U.E. 7

Ejemplo3.10. [53] realizaron un experimento en la Universidad Nacional de Colombia
sobre rendimiento de variedades de cebada. En el experimento consideraron 20 varieda-
des, pero para efectos ilustrativos, en este ejemplo considere solo 5 variedades. De la tesis
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de grado se obtiene como varianza estimada del rendimiento en gramos por parcela de
7.5 m? igual a 24 947 gramos. Si se desea detectar una diferencia minima de 300 gra-
mos, scudl seria el tamaiio de muestra? Considere un nivel de significancia de 0.05 y

una potencia de 0.80.

Solucién Se tienea = 5, A = 300, 6’3 = 24947, = 0.0by1 — 5 = 0.80.

Entonces:
2 X 5 x 24947 x ¢?

3002
Las iteraciones seran:
r vy=a(r—1) ¢ r
1245 1.55 6.66~7
7 30 1.7 8.01=9
9 40 1.65 7.55=8
8 35 1.65 7.55~38
Asir = 8, luego el total de parcelas necesarias para el experimento serian
5 x 8 =40U.E. 7

Las instrucciones en R para el tamano de muestra relativas a los ejemplos
3.9y 3.10 son, respectivamente:

library (pwr2)

ss.1lway(k=6, alpha=0.05, beta=0.10, delta=0.15,
sigma=sqrt(0.00323), B=100)

ss.1lway(k=5, alpha=0.05, beta=0.20, delta=300,
sigma=sqrt(24947), B=100)

3. Submuestreo en un diseno a una via de
clasificacion

En el analisis de varianza, el submuestreo se tiene en cuenta cuando las uni-
dades experimentales y las unidades observacionales no son idénticas (no son

las mismas).

Ejemplo 3.11. En un estudio sobre el efecto del nitrogeno en el rendimiento de frijol
(kg/ha), se consideraron dos tratamientos:
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» Aplicar todo el nitrogeno en el momento de sembrar.

» Aplicar el 50 % del nitrogeno en el momento de sembrar y el restante 50 % de ni-

trogeno, 18 dias mas tarde.

Se consideraron tres parcelas por tratamiento y de cada parcela se seleccionaron tres
surcos. Los datos se presentan en la tabla 3.6, un boxplot por tratamiento en la figura
3.2, y un grafico de puntos por parcela en la figura 3.3.

Tabla 3.6. Ejemplo del nitrégeno y el frijol

100 % al inicio 50 % al inicio
Parcelal | Parcela2 | Parcela3 | Parcela4 | Parcela5 | Parcelaé

1367 1086 1166 1491 1487 1579
1342 1187 1431 1290 1468 1230
1156 1539 1464 1476 1444 1228

2 1

- T T

100% al inicio 50% al inicio

Aplicacién de nitrégeno

Figura 3.2. Boxplot para el ejemplo sobre rendimiento en frijol
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Rendimiento (kg/ha)
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1100
|

Parcela

Figura 3.3. Gréfico de puntos para el ejemplo sobre rendimiento en frijol por
parcela

3.1. El modelo

Suponga que se tienen a tratamientos, cada uno con 7’ replicas (unidades ex-
perimentales) y cada réplica (UE) tiene n* unidades observacionales, el mode-
lo es dado por [33, p. 191]:

Yijk = 1+ 7i + €50) + M(ij) (3.10)

con

Yi;k es la respuesta de la unidad observacional % en la unidad experi-

mental j en el tratamiento 1.

£(;) es el error experimental tal que &;(;) ~ N(0,02).
= 7k ) es el error observacional tal que 7,;;) ~ N (0, 0’%).

» n=ar'n*.
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a
Asumiendo la restriccién Y 7; = 0 en el modelo (3.10),
i=1

= 4 eslamedia general.

= 7; es el efecto del tratamiento ¢ con respecto a la media general, j.

Matricialmente
Considerando la restriccién de la suma paralos 7, en el modelo (3.10), se tiene

que:

T+ +T3+ + a1+ T =0
y despejando, por ejemplo, 7, en términos de los otros 7,

Tq=—TL—T2—=T3— " —Ta1,

el modelo (3.10) se puede escribir matricialmente como:

Y = X8+ Ze +n, (3.11)
con

a A0 0 0

T

! 0 A 0 0
ﬂ = 72 ; Z = . . . ) 0 = 3
ax1 . nxar’ . . . . r’'n*xr!

' 0 O A 0 0 0

Ta—1
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Yiu 1 1 0 0
Yi1pe 1 1 0 ... 0
Y11 1 1 0 ... 0
Yipime 1 1 0 ... 0
Yonn 1 0 1 ... 0
Y = ’ ; X =
Yoin ~ 1 0 1 0
nx1 nxa
Ya11 1 -1 -1 ... -1
Yain* 1 -1 -1 ... -1
Yarn1 1 -1 -1 ... -1
Yorin 1 -1 -1 ... -1
1 0 0
1 0 0
0 1 0
A = ’ N I =
01 ... 0 ~
rin*xr’ ar’x1
0 0 1
0 0 1

El estimador minimos cuadrados de 3 es dado por:

B=(X"X)'XTY.

€1(1)
€2(1)

Er(1)
€1(2)
€2(2)

€r/(2)

€1(a)

Er'(a)

M(11)
> (11)
Mir)

M (1)
M(21)

N> (21)
M(a1)
N> (al)
M (ar’)

Tn*(ar’)
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Ejemplo 3.12. Continuando con el ejemplo 3.11, presente el modelo en forma matricial,

estime (3 e interprete.

Solucioén. El respectivo modelo es dado por:

1367 1 1 10 0 0 0O M1(11)
1342 11 100000 Ma(11)
1156 11 100000 M3(11)
1086 11 010000 M2)
1187 1 1 01 0 0 0O T2(12)
1539 11 010000 Ts(12)
1166 11 00100 0| ey M(31)
1431 1 1 001 0 0O €2(1) M2(13)
4| f11 <u>+ 00 100 0f|e |, |man
1491 1 -1 T1 00 01 0O €1(2) M1(21)
1290 1 -1 000 1 0 0][ey Ta(21)
1476 1 -1 000 1 0 0] \ese T(21)
1487 1 -1 0 000 1O0 1M1(22)
1468 1 -1 0 000 1O0 T12(22)
1444 1 -1 00 0 010 13(22)
1579 1 -1 0000GO0 1 M(23)
1230 1 -1 00 0 0 01 M2(23)
1228 1 -1 0 000 O01 713(23)
Para calcular el vector de parametros estimado, se tiene que:
XTx - (18 0);(XTX)1:1<1 0)
0 18 1810 1
XY — (24431) . (1357.2778) .
—955 —53.0556
De 3 se puede concluir que:
= 1 = 1357.3, esto es, el rendimiento en media es 1357 kg/ha.
= 71 = —53.2, esto es, el efecto medio de aplicar el 100 % del nitrégeno

en el momento de la siembra sobre el rendimiento es de -53 kg/ha con
respecto a la media general. Asi, aplicar el 100 % del nitrégeno en el mo-
mento de la siembra disminuye el rendimiento en 53 kg/ha con respecto
al rendimiento medio.
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= 75 = 53.2, esto es, el efecto medio de aplicar el 50 % del nitrégeno en el
momento de la siembra y aplicar el restante 50 % del nitrégeno 18 dias
mas tarde sobre el rendimiento es de 53 kg/ha con respecto a la media
general. Por tanto, aplicar el 50 %-50 % del nitrégeno aumenta el rendi-
miento en 53 kg/ha con respecto al rendimiento medio. 7l

3.2. Analisis de varianza

Para el analisis de varianza se debe tener en cuenta que la variacién del error
se debe dividir en la variacién debida a las unidades experimentales y a la va-
riacion debida a las unidades observacionales, ver tabla 3.7. Ver anexo 5 para
deducciéon de la tabla 3.7.

La hipétesis de interés es:

H0:7-1:7—2:...:7'a71:7'a:0 versus

H, :Almenosunt; #0, i=1,2,...,a.

Hy se rechazara si el P-valor asociado a los tratamientos es menor a « en
la tabla del andlisis de varianza, ver tabla 3.7, y se concluird que hay diferencia
estadisticamente significativa en el efecto medio de los tratamientos en con-

sideracién.

Ejemplo 3.13. Continuando con el ejemplo 3.11, presente el analisis de varianza y con-

cluya.

Solucién. Se tiene que:

y' X3 =33210321.44 y' Z& = 33243 969.67
y'y = 33544699 ng? = 33159653.39

De la tabla 3.8 se concluye que no hay diferencias significativas entre las
dos tipos de aplicacién de nitrégeno al frijol con un nivel de significancia del

5%. 4
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Tabla 3.7. Tabla de analisis de varianza para un disefio completamente

aleatorizado en presencia de submuestreo

Causade |Gradosde Sumade Cuadrado F- Poval
-valor
variacién libertad cuadrados medio calculado
SCTrat | CMTrat | P(Fa-1,giee >
Tratam. a—1 > _
Y'XB-ny® | -1 | CMEE F.)
Error Exper. | a(r’ — 1) Y'Zze - SCEE
vT XB glee
Error  Ob-| ar’'(n* — SCEO
serv. 1) Y'Y-Y'Ze gleo
Total n—1 YTY — ng?
n=ax*r *n"yglee=grados de libertad del error experimental.
-~ 1 a r’ n*
v= n =1 321 k=1 Yisk
B=(X"X)"'X"Y &=(Z2"2)'Z'Y

Nota 3.8. Para hacer las estimaciones de los componentes de varianza o2 y ag, se debe

tener en cuenta que, ver (B.27):

G, =CMEO

., CMEE - CMEO

O¢

n* ’

enque C M EQO es el cuadrado medio del ervor observacionaly C M E'E es el cuadrado
medio del error experimental.

La ventaja de usar submuestreo es poder separar la variacion debida a las unidades
experimentales y la variacion debida a las unidades observacionales. Esto ayuda a ob-
servar la calidad de las técnicas de medicion y experimentacion. Si 8% es muy grande,
se debe mejorar el procedimiento de medicién y si 2 es muy grande, se debe revisar la

homogeneidad de las unidades experimentales.

412. -2 .
En el ejemplo 3.11, 8,2] = 25060.778, 52 = 8412.056 — 25060.778 < 0,

3
indicando que la varianza se debe solo a variacion dentro de las parcelas y no entre las

parcelas.
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Tabla 3.8. Andlisis de varianza para el ejemplo de los porcentajes de

nitrégeno y el frijol

Grados | Sumade
Causade Cuadrado E-
L., de cuadra- . P-valor
variacién . medio calculado
libertad dos
Tratamientos 1 50668.06 | 50668.06 6.02 0.05<P-valor<0.10
Error Exper. 4 33648.22 8412.06
Error Observ. 12 300729.33 | 25060.78
Total 17 385 045.61

3.2.1. Instrucciones en R - ejemplo 3.11

remove (1ist=1s())
porcentaje=c(rep("100% al inicio",9),rep("50% al inicio",9))
# Variable independiente
UE=gl1(6,3) # unidades experimentales
rendimiento=c(1367,1342,1156,1086,1187,1539,1166,1431,1464,1491,
1290,1476,1487,1468,1444,1579,1230,1228) # variable dependiente
porcentaje=as.factor(porcentaje) # especifica que ’porcentaje’ es
# una variable categorica
UE=as.factor (UE) # especifica que UE es una variable categdrica
plot(porcentaje,rendimiento,ylab="Rendimiento (kg/ha)",
xlab="Aplicacién de nitrdgeno") # Boxplot por tratamiento
stripchart (rendimiento~UE,vertical=TRUE,
ylab="Rendimiento (kg/ha)",xlab="Parcela")
submues=data.frame(porcentaje,UE,rendimiento) # wune en un solo
# data.frame las variables independiente y dependientes
ajuste.subm=aov(rendimiento ~ porcentaje+Error(UE),data=submues)
# ajusta el modelo de submuestreo en que el término de error
# corresponde al asociado a las unidades experimentales
summary (ajuste.subm) #imprime en pantalla el andlisis de varianza
1-p£(6.023,1,4) # P-valor
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3.3. Tamano de muestra en submuestreo

Se pueden relacionar r, 7’ y n* usando [33, p. 195]:

N ré
nf=—
r(1+46)—r’
en que
2
5=
o2

Para calcular un tamafio de muestra minimo, se selecciona 7’ cercano a r,
porejemplor’ = r — 1,y se usa la relacidn anterior entre r y v’ para encontrar

n*.

Ejemplo 3.14. Asumir que los datos del ejemplo de los fertilizantes y la altura de las
plantas de colza (a = 6) son prueba piloto para otro estudio. Calcular un tamariio de
muestra adecuado para A = 0.10cona = 0.05y1 — 5 = 0.80.

Solucién. Del estudio piloto se sabe que 52 = 0.00323 y calculando el tamafio
de muestra:
library(pwr2)

ss.1lway(k=6, alpha=0.05, beta=0.20, delta=0.10,
sigma=sqrt (0.00323), B=100)

setiene que r = 10. Asumiendo diferentes J, se tienen algunos escenarios con

tamanos de muestra en la tabla 3.9. 7

4. Modelo de efectos aleatorios

Se utiliza este modelo cuando los niveles que se usan en el experimento son
una muestra aleatoria de una poblacion de niveles del factor en estudio. En este
caso no es de interés los efectos medios de tratamientos, sino la varianza del

factoraleatorio. Lainferencia se realiza sobre la poblacién de niveles del factor.

Ejemplo3.15. Ejercicio12 de[40, p. 225] sobrela concentracion de calcio en hojas de una
especie de arbol. La variable respuesta es porcentaje de peso seco. Los datos se presentan
enlatabla 3.10.
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Tabla 3.9. Algunos escenarios de tamafos de muestra usando submuestreo

en el ejemplo de las plantas de colza

6=050106=075]16=1.00]06=1.5
roon* ol on* | on* | nf
9 2 9 2 9 2 9 2
8 3 8 2 8 2 8 2
7 10 7 4 7 3 7 2
6 15 6 4 6 3
5 6

Tabla 3.10. Ejemplo de las hojas del drbol y el peso seco

Hojas | Porcentaje de peso seco
1 3.28 3.09 3.03 3.03
2 3.52 3.48 3.38 3.38
3 2.88 2.8 2.81 2.76
4 3.34 338 3.23 3.26
Fuente: [40, p. 225].
41. El modelo
Sea
Yij:,u—l—n—l—eij 1=1,2,...,a; j=1,2,...,1, (3.12)
con
» Yj;, larespuesta de la unidad experimental j en el tratamiento i.

i, la media general.

7;, una variable aleatoria tal que 7; ~ N (0, 02).
» ¢;5, el error aleatorio tal que e;; ~ N (0, a?).

» ¢;; y 7; son no correlacionados.
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La hipétesis de interés [41, p. 512] es:
Hy:02=0 versus H,:02>0.

Nota 3.9. Este diseiio es semejante al diseio completamente aleatorizado de efectos fi-
jos en cuanto al calculo del P-valor del test. Se diferencia del disefio completamente alea-
torizado de efectos fijos en las hipétesis de interés, en que los efectos de tratamiento son
variables aleatorias, debido a las esperanzas de los cuadrados medios, y en la estimacion
de sus componentes de varianza. Ver detalles en el anexo 6.

Ejemplo 3.16. Continuando con el ejemplo 3.15. Presente el analisis de varianza y

concluya.

Solucidn. Se tiene que:

" 3.1656
A —0.0581
3= i entonces (=
T2 0.2744
T3 —0.3531
EnqueE [(11 72 ...,7,)" ] = 0. Note que 3 es una realizacién del vector

aleatorio (3. Las hipétesis a probar son:
Hy: o2 = .2
0:07;=0 versus Hy:07 >0,

en que la hip6tesis nula significa que la varianza debida a las hojas en el peso
seco no es significativa y se debe solo a las replicaciones.

Para el analisis de varianza, ver tabla 3.11, se tiene que:
Y'X3=161.2273, Y'Y =161.3065 y ny> = 160.3389.

Se concluye de la tabla3.11 que la varianza del peso seco de las hojas es
significativa.
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Tabla 3.11. Tabla de anélisis de varianza para el ejemplo 3.15

Causade | Gradosde | Sumade | Cuadrado F- Pvalor
variacién | libertad | cuadrados medio | calculado

Hoja 3 0.888 0.296 44.85 <0.001
Error 12 0.079 0.007

Total 15 0.968

Instrucciones en R para el ejemplo 3.15.

remove (1list=1s())
hoja=gl(4,4) # Variable independiente
peso=c(3.28,3.09,3.03,3.03,3.52,3.48,3.38,3.38,2.88,2.8,2.81,
2.76,3.34,3.38,3.23,3.26) # variable dependiente
hoja=as.factor(hoja) # especifica que hoja es una variable
# categoérica
ajuste.hoj = aov(peso ~ hoja) # ajusta el modelo

summary (ajuste.hoj) #imprime en pantalla el andlisis de varianza
4

Nota 3.10. Para estimar las componentes de varianza 03 ¥y Ug, seusa (B.35),

CMM—-CME
r
=CME.

Q>
SN

(O]

o

Al estimar las componentes de varianza, puede ocurrir que 62 < 0, que seria una con-
tradiccion porque las varianzas son niimeros mayores o iguales a cero [41, p. 514] y [57,

p- 60]. Las posibles causas de esta estimacion negativa son:
1. El'modelo que se esta usando es errado.

2. 02 = 0y el modelo se deberia reducir a:
Yij = p+ e

Algunas soluciones para este tipo de problema son:
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1. Aumentar el niimero de unidades experimentales.

2. Usar otros métodos de estimacion como, por ejemplo, maxima verosimilitud, ma-

xima verosimilitud restringida o estimacion por Bayes.
Ejemplo 3.17. Continuando con el ejemplo 3.15, estime los componentes de varianza.

Solucion. Las componentes de varianza estimadas son:

296 — 0.
026007 o

SN

&
62 = 0.007.
Vel

Nota 3.11. Para diseiios no balanceados, en la nota 3.10 se reemplaza r por rq [41,
p. 513]:

4.2. Tamano de muestra [21, p. 628]

En este caso es necesario buscar tanto a r como a a, el nimero de tratamientos

a seleccionar?.

Se sabe que, ver (B.36):

o2 CMM .
ro2 402 CME (a—1)ia(r—1)
1 CMM

71 C o "~ Hevar-y;
oz
0.2
Seay = —% entonces:

1 CMM I
ry+1CME (a=1)sa(r—1):

*Puesto que el niimero de tratamientos a usar en el experimento es una muestra aleatoria

de tratamientos.
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Note que probar:

Hy : 03 =0 versus H, : 03 > 0,

es equivalente a probar:

Hy:v=0 versus H,:v=m,

paravy; > 0, en que se rechaza Hy : v = 0si

1 _CMM _
 +1CME ~ (e Dilar=Dk(1-)
CMM
cvE M

conk = (ry + 1) Fla—1)fa(r-1)ji(1—a)-
Por otro lado,

1 — 8 = P (Rechazar Hy/H falsa)

CMM
1B:P(CME >k‘/7=’71)
1 CMM k
1-p=P
P (r71+1XCME>m/1+1)

~Fla-1)ila(r-1)]
1 MM k
B =P X C S P
ryi+1 CME ~ ry+1

entonces
k

Fla-vstatr—v18 = 7257
Reemplazando & se tiene que:
F _ (7”7 + 1)F(a—1);[a(7’—1)];(1—a)
(a=1);[a(r=1)];8 v+ 1
i+l Fla-ifar-n50-0)
L Flaifer-nlis

ryr+1
i1 - Femnilat-1}0-a) Flat-1je-1;0-5)

El tamafio de muestra se obtiene por ensayo y error, variando a y r.
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Ejemplo 3.18. Suponga que se desea probar la hipotesis:

Hy: 02 = o2 versus H,: 02> 02 esdecir, v =1,

para« = 0.05y B = 0.10. Se desea rechazar H si Z—z = 2,estoes, 1 = 2. Enun
experimento anteriorseusor = 11y a = 4.

1. ;Cuanto seria el tamaiio de muestrasir = 11?2

2. ;Cuanto seria el tamaiio de muestra sir = 20?

3. ¢Cuanto seria el tamario de muestra sir = 60?

4. ;Cuanto seria el tamario de muestrasir = 5?
Solucion

1. ;Cudnto seria el tamafio de muestra sir = 11?
Se va a iniciar con a = 4 que era el nimero de tratamientos que se usa-
ron en el experimento anterior que se esta usando como piloto. Las ite-
raciones (ensayo y error) para la obtencion del tamafo de muestra se
presentan en la tabla 3.12.

ry1 + 1

=1.9167 =~ 1.92.
ry+1

Tabla 3.12. Tabla obtencién tamafio de muestra del ejemplo parar = 11

a | Flavifaer-1)0-a) | Flat—njia-1);0-p) | Producto | Decision

F5.40,0.05 = 2.84 Flu0;3,0.90 = 5.16 14.7396>1.92 | aumentar a
21 | Fo;210;0.95 ~ 1.62 F510:2050.90 =~ 1.63 2.64>1.92 aumentar a
41 Fi0,410,0.95 ~ 1.42 F41054050.90 =~ 1.39 1.97 >1.92 aumentar a
51 F50.5100.95 ~ 1.38 F510:5050.90 =~ 1.34 1.85<1.92 disminuir a
45 Fya,450,0.95 ~ 1.40 Fiy50544;0.00 =~ 1.37 1.918 <1.92 parar

Parar = 11 se tendrian que usar a = 45, entonces n = 495.
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2. ;Cuanto seria el tamano de muestra si r = 20?

Las iteraciones para la obtencion del tamafo de muestra se presentan
en la tabla 3.13, esta vez se inicid con a = 45.

ryr+ 1

=1.9524 ~ 1.95.
ry+1

Tabla 3.13. Tabla obtencién tamafno de muestra del ejemplo parar = 20

@ | Fla-nilae-vlia-a) | Flae-1)@-1;0-p | Producto | Decisién
45 Fla;855,0.95 ~ 1.39 F355,44,0.90 ~ 1.36 1.89<1.95 | disminuir a
20 F19:380;0.95 ~ 1.61 F380:19;0.90 ~ 1.64 2.64>1.95 | aumentar a
30 F9.570,0.95 ~ 1.49 F570,29,0.00 ~ 1.48 2.20>1.95 | aumentar a
40 F39.760;0.95 ~ 1.42 F760;39;0.90 ~ 1.39 1.97>1.95 | aumentar a
43 Fy2.817,0.95 =~ 1.40 Fg17,42,0.00 = 1.37 1.92>1.95 parar a

Parar = 20 se tendrian que usar a = 43, entonces n = 860.
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3. ;Cudnto seria el tamafo de muestra sir = 60?

Las iteraciones para la obtencién del tamafio de muestra se presentan

en la tabla 3.14, se inici6 con a = 40.

ry1 + 1
ry+1

= 1.9836 ~

1.98.

Tabla 3.14. Tabla obtencién tamafio de muestra del ejemplo para r = 60

@ | Fa-vifer-v10-0) | Fag-1h@-1;0-5 | Producto Decision
40 | F39,2360,0.95 ~ 1.40 F2360;39:0.90 ~ 1.39 1.95<1.98 disminuir a
30 | Foo;1770,0.95 ~ 1.47 F1770,29:0.00 = 1.47 2.16 >1.98 aumentar a
35 | F34;2065;0.95 ~ 1.435 | Fh065;34;0.90 ~ 1.422 2.04<1.98 aumentar a
38 | F37,2242;0.95 ~ 1.416 | Fb242;37,0.90 = 1.40 | 1.9824<1.9836 parar

Parar = 60 se tendrian que usar a = 38, entonces n = 2280.

Las iteraciones para la obtencion del tamafio de muestra se presentan

en la tabla 3.15, se inici6 con a = 50.

ry1 + 1
ry+1

. ;Cudnto seria el tamafio de muestrasir = 5?

=1.8333 ~ 1.83.

Tabla 3.15. Tabla obtencién tamafio de muestra del ejemplo parar = 5

a_ | Fla-iiatr-1)0-a) | Flac—nji@-1;0-p | Producto | Decision
50 | Fli9;200,0.95 ~ 1.418 F500:49;0.90 ~ 1.36 | 1.93>1.83 | aumentara
100 | F99:400,0.95 ~ 1.284 | Fu00.99;0.00 ~ 1.24 | 1.59<1.83 | disminuira
70 F9,280,0.95 = 1.346 | F280;69;0.90 =~ 1.294 | 1.74<1.83 | disminuira
60 | Fs9,240,0.95 =~ 1.377 | Fha0;59;0.00 ~ 1.324 | 1.82<1.83 parar

Parar = 5 se tendrian que usar a = 60, entonces n = 300.
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5. Verificacion de supuestos 'y
transformaciones en un diseno
completamente aleatorizado

Los supuestos que se deben verificar [61, p. 35] son:
= Errores independientes e idénticamente distribuidos.
= Homogeneidad de varianza.
= Errores provienen de una distribucién normal®.
La verificacién de supuestos usualmente se realiza sobre los residuales,
Tij :yij —fgij 1= 1,2,...,@; j: 1,2,...,7“.

Matricialmente se obtienende R = Y — Y (otra notacion usual para el vector
de residuales es E). Los residuos estandarizados son definidos por:

Tij _ Tij

try; = = , (3.13)
d.e. (T‘i]’) AV (Tij)

donde d.e. (r;;) corresponde a la desviacién estindar.
Nota 3.12. Note que:
W(Y—Y) :W<Y—XB>
—V (Y _X { (x7x) X7y + [I (x7x) XTX} z}>
)T

— V(Y - P,Y)= (I, P,)V(Y) (I, — P,)"

= (I, - P,)d’I, (I, Px)_az(In Pm).
Si hy es el elemento (k, 1) de la matriz de proyeccion P, se tiene que:

V(rg)=02(1—hw); k=1,2,3,....,n, (n=ar)

(D(DW (Tk, 7“1) = _Uzhkl;

*El andlisis de varianza es robusto ante desviaciones pequefias de la normalidad.
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esto es, los residuos, 7 ;, son correlacionados (en comparacion con los errores, e,

los cuales son no correlacionados). Luego (3.13) es dado por:

Tk
t, — — (3.14)
T gen/T = Py
Como en la préctica o es desconocido, una alternativa es usar una estimacion de
O, ver (3.5), que se va a denotar por S,
ty = —t
SV = hy
con S? = C' M E, lavarianza estimada de los residuales. Estos residuales también son
conocidos como residuales estudentizados internamente. Un problema con este tipo
de residuales es que el valor de S puede ser grande a causa de residuales grandes.

Otra alternativa es usar los residuales estudentizados:

Tk

SV =y,

siendo S(Q_ k) la varianza estimada de los residuales cuando el modelo es ajustado sin la

ts, = (3.15)
k—ésima observacion*. La distribucion det}, es:
t:k ~ tn—q—27

siendon el niimero de observacionesy q el niimero de parametros. Sin es suficientemen-
te grande
*
ts, ~ N(0,1).

*Se puede encontrar 5(27 x) Sin retirar el k-ésimo dato [2], usando la relacién:

(n—p—1)St 4y = (n—p)S* - i :(n—p)SQ—&
(=) 1 — hik 52 (1 — hir)
=5 |(n—p)
- P) g (1 )
N————

enque p = rango(X).
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Asi, son considerados marginalmente aberrantes’ los puntos tales que:
*
|t: | > 2.
Entre los graficos mds usados para hacer un chequeo de residuales estan:

= Grafica de jj; versus ry. Sirve para verificar que no hayan problemas de
homogeneidad de varianza. No debe haber nigiin patrén ni creciente,
ni decreciente, ni en forma de embudo. En caso de haber algin patrén,

es posible que el supuesto de homogeneidad de varianza no se cumpla.

= Grafica de ¢ versus 1, siendo ¢ la secuencia en que fueron tomados los
datos. Sirve para verificar que no hayan problemas de dependencia. No
debe haber ningtn patrén ni creciente, ni decreciente. En caso de haber
alglin patron, es posible que el supuesto de independencia no se cum-
pla. Es importante notar que para este grafico es necesario tener el orden
en que los datos fueron tomados.

= Q-Qplotsobrelos residuales. Sirve para verificar que los residuales pro-
vienen de una distribucién normal. En particular, los puntos atipicos
afectan el analisis de varianza, por lo cual es necesario detectarlos y es-

tudiarlos. Una forma de detectar puntos atipicos es verificar si
’T¢j| >3VCME,
en cuyo caso se considerard que r;; es un punto atipico a estudiar.

= Envelope. Fue propuesto inicialmente por [2] y se refiere a una ban-
da de confianza empirica para comparar residuales y percentiles de la
distribucién normal estindar, ver anexo 7. Si los residuales estudenti-
zados estan dentro de la banda empirica, la normalidad no estaria sien-
do violada, esto es, no hay nada en contra del modelo en revisién. Este
grafico sirve para detectar errores asimétricos a derecha o izquierda o
si hay colas pesadas. También se puede detectar falta de coeficientes en
el modelo.

*Observaciones atipicas aberrantes corresponden a observaciones mal ajustadas con
residuo alto.
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Ejemplo 3.19. Continuando con el ejemplo 3.3, sobre los fertilizantes y la altura de la

planta de colza, un envelope se presenta en la figura 3.4.

Residuales
0
|

Cuantiles tedricos

Figura 3.4. Envelope para evaluar el cumplimiento de los supuestos del
modelo para los datos del ejemplo 3.3

Deigual forma, en la figura 3.5 se pueden observar los tres graficos mencionados pa-
raevaluar homogeneidad devarianza 3.5(a), independencia 3.5(b) y normalidad 3.5(c).
Vale aclarar que el orden tomado para el grafico de independencia (b) es ilustrativo, ya

que no se dispone del orden original en que se tomaron las alturas de las plantas.

54. Grafico Q-Q plot para los datos 1, zo, ..., z,
El grafico se construye siguiendo estos pasos:

1. Se ordenan los datos de menor a mayor, generando las estadisticas or-
denadas (1), Z(2), - -+, T(m)s - - - » T(n—1)> T(n), €N que (1) es el menor

datoy z(,) es el mayor dato.

2. Paracadam,m =1,2,...,n, se calcula:

m — 0.5 _
fn=— y oz =0 (fn),

que es el percentil de la distribucion normal estandar asociado a f;,.
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Figura 3.5. Graficos para evaluar el cumplimiento de los supuestos del
modelo para los datos del ejemplo 3.3
3. Se graficalos z,, versus T (1)

Silos datos quedan sobre una linea se considera que no hay problemas de nor-
malidad.

Ejemplo 3.20. Realice un Q-Q plot para los residuales del ejemplo 3.3.

Solucidn. Los residuales, 7, = yi — %, obtenidos son:

r1 = 0.020, ro = —0.040, 75 = 0.020, r4 = 0.043, r5 = —0.057,

re = 0.013, r7 = —0.010, 75 = 0.020, rg = —0.010, 719 = 0.010,

r11 = 0.050, 715 = —0.060, r13 = —0.010, 714 = —0.040, r15 = 0.050,
ri6 = 0.097, r17 = —0.103, r15 = 0.007.
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1. Residuales ordenados:

r(1y = —0.103, r(g = —0.060, (3, = —0.057, r(4 = —0.040,
7“(5) = —0.040, T(G) = —0.010, 7“(7) = —0.010, T(S) = —0.010,
7‘(9) = 0.007, 7“(10) = 0.010, T(ll) = 0.013, 7‘(12) = 0.020,

7’(13) = 0020, 7’(14) = 0020, 7’(15) = 0043, 7’(16) = 0050,

7“(17) = 0050, T(IS) = 0.097.

2. fmy zm son, respectivamente,

1-05 2-05
fi= g =008, fa= "

£1=0.194, f5=0.250, fs = 0.306, fr = 0.361, fs = 0.417,
fo =0.472, fio = 0.528, fi1 = 0.583, fio = 0.639, fi3 = 0.694,
fia = 0.750, fi5 = 0.806, fig = 0.861, fir = 0.917, f15 = 0.972.

= 0.083, f3 = 0.139,

21 = ®71(0.028) = —1.91, 25 = ®71(0.083) = —1.38,

23 = —1.09, 24 = —0.86, 25 = —0.67, z5 = —0.51, 27 = —0.36,
25 = —0.21, 29 = —0.07, 219 = 0.07, 211 = 0.21, 213 = 0.36,
213 = 0.51, 214 = 0.67, 215 = 0.86, 216 = 1.09, 217 = 1.38,

218 = 1.91.

3. Lagrafica de z,, versus r(,,) se puede observar en la figura 3.5(c). ]

5.2. Test para normalidad y homogeneidad de
varianza

1. Entre los test para verificar normalidad estin [50]:

= El test de Shapiro-Wilk [59].
= Eltest de Anderson-Darling [1].

= Eltest de Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) [39].
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m E]test de Pearson chi-cuadrado.

= Eltest de Shapiro-Francia [60].

De estos test, los mds clasicos son el test de Shapiro-Wilk y el test de

Kolmogorov-Smirnov.

2. Hay varios test para evaluar homogeneidad de varianzas, entre ellos

estan:

= Eltestde Levene [38] y [9].
= Eltest de Bartlett [7] y [13].

= Eltest de Fligner-Killeen [26] y [18].

Sin embargo, el test paramétrico mds conocido es el test de Bartlett.

5.2.1. Validacion de supuestos en R
Continuando con el ejemplo 3.3 sobre la altura de plantas de colza.

1. Para la validacion del supuesto de normalidad, se pueden usar varios
test que vienen en la libreria nortest, una vez sea ajustado el modelo. El
codigo en R para verificar normalidad es:

### correr instrucciones pagina 67 hasta obtener ###
#it# el modelo ajustel #Hi#t#
library(nortest)
ad.test(ajustel$residuals) # Test de Anderson-Darling
cvm.test(ajustel$residuals)# Test de Cramer-von Mises
lillie.test(ajustel$residuals) # Test de Lilliefors
# (Kolmogorov-Smirnov)
pearson.test(ajustel$residuals) # Test de Pearson
# chi-square
sf.test(ajustel$residuals) # Test de Shapiro-Francia

shapiro.test(ajustel$residuals) # Test de Shapiro-Wilk

2. Paraverificar homogeneidad de varianzas:
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bartlett.test(ajustel$residuals~fertilizante) # Test de
# Bartlett para homogeneidad de Varianzas - paramétrico
fligner.test(ajustel$residuals~fertilizante) # Test
# Figner-Killeen para homogeneidad de
# Varianzas - no paramétrico
library(lawstat)
levene.test(ajustel$residuals,fertilizante) # Test de

# Levene para homogeneidad de Varianzas
3. Instrucciones para realizar los graficos de las figuras 3.5y 3.4:

tiempo = c(1,5,9,13,17,2,6,10,14,18,3,7,11,15,4,8,12,16)
# orden "ilustrativo" correspondiente a la
# recoleccién de los datos
layout (matrix(c(1,1,2,3), 2, 2, byrow = TRUE))
plot(ajustel$fit,ajustel$residuals,
xlab="(a) Valores Ajustados",ylab="Residuales")

plot(tiempo,ajustel$residuals,xlab="(b) t",
ylab="Residuales")
qqnorm(ajustel$residuals,xlab="(c) Percentiles tedricos",
ylab="Percentiles - residuales",main= " ")
library(hnp) #libraria para realizar un envelope
par (mfrow=c(1,1))
ajuste.hnp=hnp(ajustel,sim=99,conf=0.95,
resid.type="student" ,halfnormal=FALSE)

# elaboracidén del envelope

5.3. Algunas transformaciones

Un alternativa al problema del cumplimiento de supuestos es considerar la
transformacién de los datos. Algunas transformaciones usadas para valida-
cién de supuestos se presentan en la tabla 3.16. Vale resaltar que el mayor cui-
dado al usar transformaciones de los datos es no perder la interpretabilidad
delos resultados. Otra alternativa es usar modelos lineales generalizados, por
ejemplo, que tienen en cuenta la distribucién de la variable respuesta dentro
de una familia de distribuciones mas amplia que la distribucién normal.
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Tabla 3.16. Algunas transformaciones

Variable respuesta tipo: | Transformacién
Conteo VY
2
Sij In(y)
Ntmero de éxitos arcsen (\/Z)
i . 1 1ty
Correlaciones (r;;) 5in (1_y)

5.3.1. Transformaciones de potencia

Este tipo de transformacion es muy utilizado y se trata de encontrar A tal que
minimice la suma de cuadrados del error. Un método es graficar la suma de

cuadrados del error para diferentes valores de A y escoger el que minimice di-

cha suma.

LologiA£0

T = In(y) Si A=0.

6. Contrastes
Sea una funcién A" 3 estimable, ver definicién 2.1, tal que:
- T
r=\'g= (co c1 ¢ ... ca> (u T T2 ... Ta) )

Su estimador es dado por, ver teorema 2.1, I = A" 3, con 3 solucién de las

ecuaciones normales X ' X3 = X 'y,

i
. o 71 = .
I'=AXx ,8:<c0 c1 ... ca> . :(:oquZcm-
: i=1
Ta
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ComoI = AT 3 es estimable, I' es invariante a soluciones de las ecuaciones
normales. Si, por ejemplo,

T n
B—(XTX)_XTY_i<O 0@) S

r

T
10 o\ | XYy Y1
~r\o, I,

la notacién ®, que indica producto Kronecker, se presenta en nota a pie de
pagina 2 del apéndice B.
I seria dado por:

a a
T = coft + Zcﬁi = Z ¢iYix, (3.16)
i=1 i=1
siendo, ver nota 2.5:
E() =EA'B) =T (3.17)
y
P T2 T/ v T v\— oyT (1[0 OI
VI)=VA'B) =0 A" (X' X) " A=0 A" |- A
r\0, I,
Co €o
c1 C1
o? 0 o) o?
:7(00 c1 ... ca) C2 :7(0 cT ... ca> c2
T o, I, . r .
Ca Ca

=%y (3.18)
"o
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Luego

1 a
ATXTX) A=-) & 3.19
(XTX)" A= 2; ; (3.19)
La respectiva suma de cuadrados asociada a la hipétesis Hy : I' = 0 es dada

por, ver nota 2.6:

=1

a a -1 a
Z _ Z 9 Z _
Usando (3.19) y (3.16) =1 i=1 i=1

e \2
N=lL 2 (3.20)

“ -1
S =BT (ATXTX)A) T AT =17 <i Zg) P

SCT)=r

6.1. Distribucion y esperanza de las suma de
cuadrados de A" 3

Sea
sC (r) —(AT3)T (AT(XTX)—Af1 (ATB),
en que:
AT =T { (XTX)i X'y + [I - (XTX)i XTX] z}
AT (XTX>7 XTY + A7 [I - (XTX) B XTX} 2
0

— AT (XTX)_ X'y,

entonces:

e <F) YT X(XTX)"A (AT(XTX)_A>_1 AXTX)XTY

A
=Y 'AY,
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con
A=X(XTX) A (AT(XTX)*A)_l ATXTX)XT. @2

SeaY* = U%Y, luego U%Y ~ N(UieXB,I), ver (B.11). Para encontrar la
distribucién de la suma de cuadrados asociada a la hipétesis Hy : I' = 0,
SC(T), note que:
= LamatrizA = X(XTX)" AAT(X"X)"A) ' AT(XTX)" X es
simétrica.
= Laidempotenciade AV™*:
AV AV* =
-1
X(XTX)*A[AT(XTX)*A] ATXTX) XTX(XTX) Ax
AT
-1
(AT(XTX)*A) ATXTX) X7

—1
:X(XTX)*AWM{AT(XTX)*A X

ATXTx)"xT

- X(X"X) A (AT(XTX)*A)_1 ATXTX) X7
— AV*.

Por tanto, AV ™* es idempotente al igual que A es idempotente y

> (F) ~ x*(rango(A), N),

o¢
siendo:
rango(A) = traza(A)

— traza (X(XTX)_)\ (,\T(XTX)—)\Y1 AT(XTX)—XT>

= traza ((AT(XTX)—)\)1 AT(XTX)_XTX(XTX)_)\)
AT
=traza(l) =1
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y
1 * *
A= T Ap
1 —1
— 558" XTX(X X)"A (AT(XTX)*A) ATXTX) XX
06
A AT
17 TivTxy—2) T
= 8 (N XTX)TA) a8
T
1 1< L) T2
= F2 — ZCQ = =
Nig, 2 i ’
Usando (3.19) 206 r =1 203 Z C,L2
=1
por tanto,
sc(t) 2
2 X L, a
e 202 % ¢

La esperanza de SC (f) es dada por:

E {SC (f‘)} = traza(AV) + u' Ap

2 2 o rI?
=traza(cA)+ —I“ =0+ ——.
> ¢ > cf
i=1 i=1
Sea Ay = I — X(XTX)*XT = I — P,. El cociente:
cu (1)
—= ~ F(1 —1),A 3.22
CME ( ,CL(T )7 )7 ( )
con\ = —L2 Bajo la hipétesis Hy : I' = 0 se tiene que:
202 3 2
=1
cu (1) :
—oarg ~ FLalr=1) =ty
Asi, se rechaza Hy : " = O si:
oM (1)
> F(lya(r—1),1—-a). (3.23)

CMFE

100
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Finalmente, a I se le considera un contrastesico = 0y

a
E C; = 0,
i=1

cuando r; = r, paratodo 4. Sir; # r; paraalgini # j,

a

Z riC; = 0.

i=1
Para un diseno a una via de clasificacién, un contraste siempre es estimable.

Veamos: Sea

)\T:(CO cL ¢ ... ca>=(0 cp ¢ ... ca>=<0 CT>,

a
talque 3" ¢; = ¢'1, = 0. Se va a usar la nota 2.4 para mostrar que un con-
i=1
traste siempre es estimable.

La matriz disefo (para el caso balanceado), en el caso de un disefio a una

via de clasificacién, es dada por:
X=(1, | Lo,

luego

(X'Xx)" =

Il
N
A
2 S
2
i o
~
Il
<
N
= oo
Q
—
o
~_—

0, I,

generalizadas. Para mas generalidad, se puede usar una inversa generalizada

a partir de una particién de X ' X

T 1T T
(XTX)—XTle 0 Oa 7( a a _ 0 Oa
¥ \0, I, 1, I, 1, I,
T T
ATxXTx) xTx =A% ~(0 ") 0 0%
1, I, 1, I,

= (0 +%002 —i—cTIa) = (0 CT) =T

101
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Luego un contraste siempre es estimable. 7l

6.2. Contrastes ortogonales

Los contrastes:
a a
/
I'= E CiT; y IV = E diTi,
i=1 =1

son ortogonales si:

a

Z Cidi =0
=1

cuando 7, =r Vi o

ric;d; =0 cuando

1

ri 7 r; paraalgin i # j.

(2

Para a tratamientos existen conjuntos de a — 1 contrastes ortogonales. Esto
implica que la suma de cuadrados de tratamiento se puede dividir en a — 1

sumas de cuadrados, cada una con un grado de libertad (ver tabla 3.17).

Tabla 3.17. Andlisis de varianza para un disefio completamente aleatorizado y

contrastes ortogonales

Grad
Causade rados Sumade Cuadrado
o de . E(CM)
variacién . cuadrados medio
libertad
Tratam. a—1 SC(Tratam) S;,%ZT o2 4 L 7;1 72
C, 1 SC(Cl) SC(Cl) 24 r(C{ B)*
¢ Zai ‘321
1=1 i
C, 1 SC(C») SC(C5) o2 + r(?;rﬁ)z
i;l C122
. T 2
C._1 1 SC(Cy-1) SC(Cy1) o2+ T(O,C“:B)
Cia—1
i=1
Error a(r—1) | SC(Error) o2
Total ar—1 SC(Total)
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Ejemplo 3.21. Continuando con el ejemplo 3.3 sobre los fertilizantes y la altura de las
plantas de colza (a = 6), presente un conjunto de contrastes ortogonales y su respectivo

analisis de varianza.

Solucion. El conjunto de contrastes ortogonales puede ser:

1 T2 73 T4 T5 76
C: 1 1 1 -1 -1 -1
C,: 2 -1 -1 0 0 0
Cs: 0 0 0 2 -1 -1
Cy: 0 1 -1 0 0 0
Cs: 0 0 0 0 1 -1

En la tabla 3.18 se presenta su respectivo andlisis de varianza.

Tabla 3.18. Analisis de varianza para los datos sobre fertilizantes y altura de

las plantas de colza en contrastes ortogonales

Grados
Causade Sumade Cuadrado
. de . E(CM)
variacién | . cuadrados medio
libertad
Fertiliz. 5 0.21792 0.04358 5243 26: 2
e 153 = 1
2
Ci 1 0.01681 0.01681 ot )
3(T1+T2+T3—Ta—T5—7T6)
C, 1 0.08269 0.08269 o2 4 3@n—ro—73)’
e 6
—75—7¢)°
Cs 1 0.08134 0.08134 02 4 32ma ™ 6)
C, 1 0.02667 0.02667 o2 4 3(2=73)°
e 2
Cs 1 0.01042 0.01042 o2 4+ 3(rs—70)”
€ 2
Error 6(3—1) 0.03873 0.00323 o?
Total 18 -1 0.25665

Las instrucciones en R para estimar los contrastes propuestos en el ejemplo

3.21y hacer inferencia sobre los mismos son:
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### correr instrucciones pagina 67 hasta obtener ###
#Hit# el modelo ajustel  ###
cl=c(1,1,1,-1,-1,-1)
c2=c(2,-1,-1,0,0,0)
¢3=c(0,0,0,2,-1,-1)
c4=c(0,1,-1,0,0,0)
¢5=¢(0,0,0,0,1,-1)
union=cbind(cl,c2,c3,c4,ch)
library (emmeans)
misContr.emmc <- function(levs, ...) {

M <- as.data.frame(union)

names (M) <- c("Ci1","C2","C3","C4","C5")

attr(M, "desc") <- "Mis contrastes"

M
}
estimador=emmeans (ajustel,"fertilizante",level=0.95) # presenta

# el intervalo de confianza para cada tratamiento
contrast (estimador, method="misContr")
a=contrast(estimador, method="misContr")
CME=deviance(ajustel)/df.residual(ajustel) # Estimacidn
# varianza de los errores

(summary(a)$t.ratio) "2*CME # Suma de cuadrados para cada

# contraste

6.3. Pruebas de comparacion maltiple

6.31. Método de Scheffe [55]

Considere el contraste:

a
I'= E C;Ty.
i=1
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De (3.16), (3.18), (3.20) y (3.22) se sabe que:

a 2
A — A o
F=5 &Y, VI)=-2> ¢
;c () == ;c
o \2
R . (ZCZY;*> T‘f‘Q
CM(T) = SC(I) = r~=L =
> c
=1 i=1
CM(D)
CME ~ La(r—1),X
rI'2

con\ = —.
202 > c2
=1

Denotando V(') = S? yusando que 62 = CME, se tiene que:

2 _ 2
SCu =— c;
i=1
2
rS
CME = —¢
>
i=1

También se sabe que se rechaza Hy : ' = 0 si, ver (3.23),

CM(D)
<
F17a(r—1)71—a = OME

Z1
Fl,a(r—1)71—oz < {Sgu

r|. (3.24)
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En (3.24), [55] sugirid reemplazar Fy (—1),1—a POT (a—1)X Fo_i 4(r—1),1-a
y, por tanto, el test de Scheffe rechaza Hy : I' = 0 si

T2 S /la= DFu tap 110

Ejemplo 3.22. Continuando con el ejemplo sobre los fertilizantes, ejemplo 3.3,

1. Verificar la hipotesis de que el efecto del fertilizante control, N = 0, P,O5 = 0,
es igual al efecto del fertilizante N = 0, P,Os = 40kg/ha sobre la altura de

la planta de colza, con un nivel de significancia de 0.05.

2. Verificar la hipétesis de que el promedio de los efectos de los
fertilizantes con N = 75, PoOs = 0kg/hay N = 150, P,O5 = Okg/ha
es igual al efecto del fertilizante N = 150, P,Os = 40kg/ha, sobre la altura
de las plantas de colza, con un nivel de significancia de 0.05.

Solucion
1. Del enunciado se tiene que:

F=T4—T1, esdecir, 61:—l,CQ20,63207642176520,6620,

y

a
['=> " cilfie = Jax — J1s = 176 — 1.82 = —0.06.
i=1
La hipétesis nulaes: Hy : I' = 0, es decir,

Hy:1y—1 =0 versus H,: 74— 71 #0.

Se rechaza H si

T |> \/Sgu (6 —1)Fg_1,6(3-1):0.95 -

siendo

a

_ CME Z O 00323 2 x 0.00323
= c; _—.
r

— )=

=1

Como
F5.19.005 = 3.11
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2 .0032
\/Sgu(ﬁ —1)F512095 = \/XO?)OO?’?) x 5 x 3.11 = 0.1830,

se concluye® que no se puede rechazarla hipétesis nulaya que no se tiene
suficientes evidencias para considerar que hay diferencia entre el efecto
del fertilizante control y el fertilizante N = 0, P,O5 = 40kg/ha sobre
la altura de las plantas de colza, con un nivel de significancia de 0.05.

. Del enunciado se tiene que:

To + T3
2

I'=

— 76, esdecir, ¢ =0,c0 = 5163 = 5,64 = 0,c5 =0,

[
N —

06:—1

a

no_ - 3?2* 2?3* _ o 1.957 2.09 N
F—;czyz*— STy e =~ g — 2,003 =0.02.

La hipétesis nulaes: Hy : I' = 0, es decir,

To + T3 To + T3
5 — 716 =0 versus H, :

Ho: *’7’67&0.

Se rechaza Hj si

|T|> \/502“(6 — 1)Fs_1,6(3-1),095;

en que

CME & 0.00323 | /1)? 1\?
2 _ 2 _ - = —1)2
SCu - r Cl 3 [(2) + <2> +( 1) ]

=1
~0.00323 [6] _ 0.00323
3 41 2

Como
F5.12095 = 3.11

%0.06 =| I |< \/52 (6 — 1) Fs.12:0.05 = 0.1830.
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0.00323
\/S.?u(ﬁ —1)F512,005 = \/2 x 5 x 3.11 = 0.1585,

se concluye’ que no se rechazar la hipétesis nula ya que no se tienen sufi-
cientes evidencias para considerar que el promedio de los efectos de los
fertilizantes N = 75, P,O5 = 0kg/hay N = 150, P,Os = Okg/hasea
diferente al efecto del fertilizante N = 150, PoO5 = 40kg/ha, sobre la
altura de las plantas de colza, con un nivel de significancia de 0.05. ]

Nota3.13. Cuando cada una de las diferentes pruebas de hipétesis de la
forma Hy : p; = pir, i # 7/, enque (u; = p + 7;), son realizadas al mismo nivel de

significancia cv, a « se la llama nivel de significancia por comparacion [51].

Nota 3.14. La dificultad con hacer cada comparacion Hy : p; = pir, i # i, aun
nivel de significancia c es la posible inflacién del error tipo I (o de deflacion del nivel de
confianza). Para un conjunto de tratamientos, el niimero de diferencias p1; — 11,1 # @/,

diferentes es @ La probabilidad de que al menos con una se cometa error tipo I es
a.=1—(1-a)

-1
cone = %

. Asi, para un niimero grande de comparaciones p; = i, i # i, se

concluira que una parte de tratamientos son diferentes cuando en realidad no lo son.

Nota 3.15. Una familia es una coleccién de “diferencias” (comparaciones a realizar)
para la cual es importante tener en cuenta alguna medida de error (por ejemplo, el error
tipo I) [51].

Nota 3.16. Latasadeerroren pruebas de hipotesis representa la probabilidad de error
tipo I. Asi, una tasa de error mas pertinente es la tasa de error para family wise
(FWER)® [51].

70.02 :‘ f ‘< \/S(?u (6 — 1)F5;12;0A95 = 0.1585
8Esla probabilidad de rechazar de forma incorrecta al menos una de las hipétesis nulas que

componen el grupo de hipétesis (familia).
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6.3.2. Método LSD de Fisher

a ~ a _
SeaelcontrasteI' = ) ¢;7; ysuestimadorI' = ) ¢;Yi.. De (3.17) y (3.18) se
i=1 i=1

tiene’:

=0
%‘q
.Mg

2 a
25
=1

Por otro lado, de (B.12) se tiene que:

SCE
2 NXa(r—l)’

O¢
entonces:
P
%5 i
i=1
= ~ T (3.25)
SCE . a(r—1),6
o2a(r—1) CME % ¢c;
i=1
—=l
con r
0= ——.
02 K
TG
=1

Sil'’ =7 — 7,1 # 4/, (3.25) se puede escribir como:

Yfi* _Yi’*

~ ta(r—l),&a
2CME
T
con
5= Ty — Ty :
20¢

r

°Cabe aclarar que co = 0 porque I es un contraste.
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y si, adicionalmente, 7; — 7» = 0,
}/ti* - }/;;’*
~ 7fa(r—l)'
[2CME
'

Por tanto, se rechaza Hy : I' = 0 si

Yi* - Y/i’*
— | > tyr_1) 12
SOME a(r—1),1-5
\/ r
— - 2CME
‘Y;* - }/i’* > r X (ta(r—l),l—%> (3.26)

al lado derecho de la desigualdad en (3.26), es decir, 4/ w (ta(r—l),l—%> ,

se le llama diferencia minima significativa o LSD.

6.3.3. Método de Bonferroni

Fisher inicialmente propone el test LSD de Fisher'® que no proteje FW ER.
Posteriormente, propone el test de Bonferroni, que consiste en usar el ¢-test
(LSD de Fisher) para cada par de medias con un nivel de significancia por com-
paraciénde %, conc = @ Asi,la FW ER es alo mas «. Este test protege
el error por familia (PF' E R) (no es una probabilidad) que representa el ntime-
ro esperado de errores en la familia. El test de Bonferroni consiste en rechazar

H() 7 :,U,Z'/,i 7éZ'/, si

- 1 1
| i — irs| > ta(m),l;\/CME < + )
¢ Ty Ty

Vale resaltar que al usar <, la regién de rechazo es menor (en drea) que si

se hubiera usado «, por lo que es mas exigente (evidencia mas fuerte) para

rechazar la hipétesis nula.

°Se rechaza Ho : pti = puir, i # ' si

1 1
> ta(r—l),1_g\/CME (T— + r)

)71'* - Yj'*
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6.3.4. Agrupacion de tratamientos

Para realizar la agrupacion de tratamientos se debe tener en cuenta:

1. Ordenar las medias de los tratamientos de menor a mayor sin olvidar a

qué tratamiento pertenecen.

2. Calcular el punto critico segtin el test y segtin el nivel de significancia a

partir del cual se considera que dos efectos de tratamientos son estadis-

ticamente diferentes.

3. Comparar |§;« — ¥ir«| con el punto critico,

= Si|¥i« — Ui «| es menor que el punto critico se asocia el tratamiento

iy el tratamiento ¢’ al mismo grupo y llevan la misma letra.

» Si|yix — Yir«| es mayor que el punto critico se asocia el tratamien-

to ¢ a un grupo distinto al del tratamiento ' y deben llevar letra

diferente.

= Eltratamiento con menor media inicia con una letra, por ejemplo

laletra a. Al final todos los tratamientos deben tener al menos una

letra asociada, de forma tal que tratamientos con la misma letra se

considera que tienen efectos estadisticamente iguales. Es impor-

tante resaltar que:

Un tratamiento puede pertenecer a mas de una agrupacion.
Una agrupacién puede estar conformada por uno o por varios
tratamientos.

Las agrupaciones no necesariamente son disjuntas.
Unaagrupaciéon no debe contener completamente a otra agru-
pacion.

No hay transitividad, es decir, si A = By B = C' NO implica
que A =C.

Ejemplo 3.23. Continuando con el ejemplo sobre los fertilizantes, ejemplo 3.3, realizar

pruebas de comparacion miltiple usando el test de Bonferroni y un nivel de significancia

de10 %.
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Solucién

1. Ordenacién de las medias.

Fertilizante (kg/ha)

N P05 Promedio
0 40 1.76
0 0 1.82
75 40 1.92
75 0 1.957
150 40 2.003
150 0 2.09

L. L. ) ala —1)
2. El punto critico. Para calcular el punto critico se necesita ¢ = —
30
= — =15.
2

1 1 2
ta(r1)712ﬂc\/CME <TZ + rl/> = t6(3*1),1*2;¥15 CME <3>

¢ 0.00323 x 2
— -\ T 3
0.00323 x 2

= t12,0.997 3

/0.00323 x 2
_ 3978 0 00333 X

= (0.1521.
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3. Agrupacién de efectos de tratamiento segtn el punto critico.

Fertilizante (kg/ha)

N P05 Media Agrupacién
0 40 1.76 a

0 0 1.82 ab

75 40 1.92 bc

75 0 1.957 bed

150 40 2.003 cd

150 0 2.09 d

Se concluye que hay cuatro agrupaciones de tratamientos con un nivel
de significancia del 10 %. Un grafico con las agrupaciones y el rango por
tratamiento se puede ver en la figura 3.6.

Las instrucciones en R para obtener las agrupaciones y la figura 3.6 del
ejemplo 3.23 son:

### correr instrucciones pagina 67 hasta obtener ###

#it# el modelo ajustel  ###

library(agricolae)

gle=df.residual(ajustel)#extrae los grados de libertad del error
SCE
CME

t=6 # nimero de tratamientos

deviance(ajustel) # extrae la suma de cuadrados del error

SCE/gle # calcula el cuadrado medio del error

c=t*(t-1)/2 # nimero de diferencias

alpha=0.10 # nivel de significancia

alphaaju=alpha/c # nivel de significancia ajustado

LSD=LSD.test (Altura,fertilizante,gle,CME,alphaaju)

LSD # test de bonferroni

old.par <- par(mai=c(2,1,1,0.1), no.readonly = TRUE)

plot(LSD,main=" ",ylab="Altura (metros)", xlab=" ",
cex.lab=1.1,las=2)

par (old.par)
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2.4 —
2.2 — a ab
8 Py abc be
T 20
E ¢ +
o d
2
< 1.8 7 +
1.6 —
1.4 -
[ I I I I 1
o o o o o o
1 < 11 < 1 <
S & 8 & 8 &
X S X 2 A S
o o Te] o o o
[Te) o N~ Te) 1l o
W 2 4 i z 2
b4 % =z

Figura 3.6. Agrupaciones y rango (minimo y maximo) obtenidas en el
ejemplo 3.23
Nota: En el eje de las abscisas, los labels corresponden a los fertilizantes

Ejemplo 3.24. [47] realizd un experimento en la Universidad Nacional de Colombia
sobre almidones, en que se estudio, entre otras variables, la velocidad de flujo (g/seg) por
el método dinamico que determina la velocidad a través de un orificio. Estudio cuatro
almidones: almidon pregelatinizado, almidon de maiz, almidon de iame criollo y almi-
don de iame espino. Se realizaron 10 véplicas por tipo de almidon. Las medias para los
almidones son: almidon pregelatinizado: 4.4466, almiddn de maiz:3.369, almidon de
iame criollo: 5.1997, y almidon de iame espino: 4.827. Un grafico de puntos por almi-
don se presenta en la figura 3.7. Realizar pruebas de comparacion multiple usando el
test de Bonferroni y un nivel de significancia de 5 %. Se realizé un analisis de varianza
en que se obtuvo que CM E = 0.1244.
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Figura 3.7. Grafico de puntos para el ejemplo sobre los almidones y la

Solucién

1. Ordenacidn de las medias.

velocidad de flujo (g/seg)

Almidén media

Almidén de maiz 3.369

Almidén pregelatinizado  4.4466

Almidén de fiame espino  4.827
Almidén de fiame criollo  5.1997

2. El punto critico. Para calcular el punto critico se necesita:

ala—1) 4x3

6.

CcC =

2 2

s
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1 1 2
ta(r—l);l—zac\/CME <r2 + W) = t4(10—1);1—ﬁ CME (10>

£ 0.1244
= 36,1298 5
0.1244
= t36;0.9958 5
1244
= 2.789 0
5
= 0.4399.

3. Agrupacién de efectos de tratamiento segtn el punto critico.

Almidén Media Agrupacién
Almidén de maiz 3.369 a
Almidoén pregelatinizado  4.4466 b
Almidén de fiame espino  4.827 bc
Almidén de fiame criollo  5.1997 c

Se concluye que hay tres agrupaciones de tratamientos, en que los al-
midones tienen estadisticamente el mismo efecto sobre la velocidad de
flujo. En particular se destaca el almidén de maiz por su menor veloci-
dad de flujo. El nivel de significancia usado es del 5 %. Un grafico con las

agrupaciones y el rango por tratamiento se puede ver en la figura 3.8.

Las instrucciones en R para obtener las agrupaciones y las figuras 3.7y 3.8 del
ejemplo 3.24 son:

library(agricolae)

remove (1list=1s())

almidon=gl(4,10)

velocidad=c(4.026,4.454,3.777,3.952,5.078,4.971,4.967,4.682,
3.701,4.858,3.9,3.47,3.46,3.37,3.15,3.04,3.35,
3.36,3.36,3.23,4.781,5.2561,5.592,5.274,5.25,
5.472,5.585,4.509,4.985,5.298,4.62,4.68,4.66,
4.83,4.81,4.89,4.88,4.87,5.28,4.75)
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ab

Velocidad de flujo

I T T 1
de fiame criollo  de fiame espino  pregelatinizado de maiz

Almidén

Figura 3.8. Agrupaciones y rango (minimo y maximo) obtenidas en el
ejemplo 3.24

almidon=as.factor (almidon)
almidon = factor(almidon,levels = ¢(1,2,3,4),
labels = c("pregelatinizado","de maiz",
"de flame criollo","de fiame espino"))

datos=data.frame(almidon,velocidad)
ajustel = aov(velocidad ~ almidon, data=datos)
stripchart(velocidad~almidon,vertical=TRUE,xlab="Almidon",

ylab="Velocidad de flujo",cex.axis=1.2,cex.lab=1.5)
gle = df.residual(ajustel); SCE = deviance(ajustel)
CME = SCE/gle; t=4; c=t*(t-1)/2; alpha=0.05
alphaaju=alpha/c # nivel de significancia ajustado
LSD=LSD.test(velocidad,almidon,gle,CME,alphaaju) # test de

# bonferroni

LSD
plot(LSD,main=" ",xlab="Almidén",ylab="Velocidad de flujo",
cex.lab=1.1)

4l

Nota 3.17. No es necesario pasar primero por el analisis de varianza para hacer com-

paraciones multiples.
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Otros procedimientos que protejen el F'W E R son los métodos de Tukey-
Kramer, Dunnett y Scheffe, entre otros.

6.3.5. Método de Tukey-Kramer

El método es similar al método LSD de Fisher, cambiando la distribucién con
la cual se establece el punto critico para la region de rechazo. El test de Tukey
[36], usa la distribucién del rango estudentizado y se rechaza Hy : p; = py,

i # 1 si

= > o; a; a(r— 1 1
Vi — Vi s Losaatry C’ME<+>.

\/i T Ty

Ejemplo3.25. Continuando conelejemplo3.23, sobre los fertilizantes, realizar pruebas

de comparacion miltiple usando el test de Tukey y un nivel de significancia de 5 %.
Solucion

1. El punto critico es dado por:

qa;a;a(r—l) CME (1 + 1) _ qa;6;6(3—1) /000323 X 2
\/5 T3 T \/5 3

. q0.05;6;12 0.00323 x 2

NG 3
_ 47502 /0.00323 x 2
-2 -

= 0.1559.

2. Agrupacién de efectos de tratamiento segiin el punto critico.

Fertilizante (kg/ha)

N P05 Media Agrupacién

0 40 1.76 a

0 o 1.82 ab

75 40 1.92 bc

75 0 1.957 bed
150 40 2.003 cd

150 o) 2.09 d
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Se concluye que hay cuatro agrupaciones de tratamientos con un nivel
de significancia del 5 %.

La instruccién en R para el test de Tukey-Kramer es:

### correr instrucciones pagina 67 hasta obtener ###

#H#t# el modelo ajustel  ###

gle=df.residual(ajustel)

SCE = deviance(ajustel)

CME = SCE/gle

alpha=0.05

qtukey((l-alpha), 6, df=12, lower.tail=T) # cuantil de la
# distribucién del rango estudentizado

HSD=HSD.test (Altura,fertilizante,gle,CME,alpha) # test de tukey

HSD

plot (HSD)

Ejemplo3.26. Continuando conelejemplo3.24 sobre comparacion develocidad de flujo
al considerar cuatro diferentes almidones. Realizar pruebas de comparacion miltiple

usando el test de Tukey con un nivel de significancia de 5 %.
Solucion

1. El punto critico es dado por:

w CME l—i-i :qa;4;4(10—1) 0.1244 x 2
V2 i Ty V2 10

~ To.os436 [0.1244
=~ .
~3.8088 /0.1244
=5 :

= 0.4248.
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2. Agrupacién de efectos de tratamiento segin el punto critico.

Almidén Media Agrupacién
Almidén de maiz 3.369 a
Almidoén pregelatinizado  4.4466 b
Almidén de fiame espino  4.827 bc
Almidén de fiame criollo  5.1997 c

Se concluye que hay tres agrupaciones de tratamientos, en que los tipos
de almidones tienen estadisticamente el mismo efecto sobre la veloci-
dad de flujo. En particular, se destaca el almidén de maiz por su menor

velocidad de flujo. El nivel de significancia usado es del 5 %.

6.3.6. Método de Dunnett

Este método es atil cuando el interés es comparar los tratamientos contra uno
en particular, como por ejemplo un tratamiento control. Su cilculo es similar
al método de LSD, cambiando la distribucién con la cual se establece el punto
critico para la region de rechazo. El test de Dunnett [23], usa la tabla de Dun-

netty se rechaza Hy : oo = M;» © 7 control, si:

Tcontrol T

e ol > ooy (2 1),

Ejemplo 3.27. Continuando con el ejemplo 3.23 sobre los fertilizantes. Realizar prue-
bas de comparacion miltiple usando el test de Dunnett en que el fertilizante N = 0,
P,Os = 0kg/ha es el tratamiento control, con un nivel de significancia de 5 %.

Solucién

1. El punto critico es dado por:
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1 1 /0.00323 x 2 00323 X 2
da;afl;a(rfl) \/CME <T' + T“) = da ;5;6(3—1)
i 4

[0.00323 x 2 00323 x 2
- dO 05;5;12
_ g0, [0-00323 x 2 00323 X 2

= 0.1346.

2. Agrupacion de efectos de tratamiento segtn el punto critico.

Fertilizantes Diferencia entre medias Diferentes?
N =75, P,Os = 0 versus control 0.1367 Si
N = 150, P,Os = 0 versus control 0.27 Si
N = 0, P,O5 = 40 versus control -0.06 No
N =75, P,Os = 40 versus control 0.1 No
N = 150, P,Os = 40 versus control 0.1833 Si

Se concluye que los fertilizantes N =0, 05 =40 y N =75,
P,O5 = 40 tienen un efecto similar al “control” en la altura de la planta
de colza, con un nivel de significancia del 5 %. Un grafico con los inter-
valos de confianza para las comparaciones realizadas se presenta en la

figura 3.9.
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N=75 P205=0 - N=0 P205=0 — ————)

N=150 P205=0 - N=0 P205=0 — i ——)

N=0 P205=40 - N=0 P205=0 - ———1——)
N=75 P205=40 - N=0 P205=0 — H—.—)

N=150 P205=40 - N=0 P205=0 — i )
T

Linear Function

Figura 3.9. Intervalos de confianza. Método Dunnett - ejemplo 3.27

Las instrucciones en R para obtener las comparaciones de tratamientos y
la figura 3.9 del ejemplo 3.27 son:

### correr instrucciones pagina 67 ###
library (multcomp)
Dun = glht(ajustel,linfct=mcp(fertilizante="Dunnett"),

alternative="two.side")

summary (Dun)
old.par <- par(mai=c(1,2.7,1,0.2), no.readonly = TRUE)
plot(Dun)

par (old.par)

Nota 3.18. Para comparar con un tratamiento control, se podria usar el test de Bonfe-

rroniconc = a — 1.
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7. Polinomios ortogonales

Cuando los a niveles de un factor son cantidades x1 = 0, x5 = d, 3 = 2d,
..., Tq = (a — 1)d (equidistantes), puede ser mas ttil encontrar tendencias
que hacer comparaciones pareadas.

Sin pérdida de generalidad se puede tomara d = 1. Sean:

a—1
Zp = Tj — 9
a
los niveles centrados. Note que ) z; = 0.
i=1
Veamos:
a a a — 1 a a a— 1
Ya-d(n-t) -~ BT
=1 =1 =1 =1
a a
, I(a—1) _ ala—1)
= (z—l)d—T:de—da—T
i=1 i=1
_da(a+1) d ala—1) a(a+1)—2a—a(a—1)_0
2 ¢ 2~ 2 e
d=1
7
Ahora, suponga el modelo lineal simple:
Yij = p+ oz + e t=1,...,ayj=1,...,m, (3.27)

con Y;; siendo la respuesta de la unidad experimental j en el tratamiento 4, ;1
la media general y « el coeficiente de regresion. El estimador de a es:

. i=1j=1 i=1j=1 > Zi

o= = e o, T ||
> 2 & —nf? DD DL PO
i=1j=1 i=1j=1 ==

a T T
VA | vy, — 1 . A
conYie = - 21 '21 YijyYie = - 21 Y;;. Note que & corresponde a una
1=17= Jj=
medida del crecimiento (o decrecimiento) debido al aumento en el nivel del

factor en d unidades.
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Sin embargo, si se requiere ajustar un polinomio de mayor grado, en vez de
ajustar un polinomio de grado dos y luego uno de grado tres, etc., una alterna-
tiva es usar polinomios ortogonales que permite probar el grado del polinomio

en un solo ajuste. En este caso Y;, se puede escribir como [24] y [52]:

a—1
Y, = Z Y Py(z;) + error, (3.28)
1=0
donde P;(z;) son polinomiosconl(l = 0,1,...,a—1)el grado del polinomio,
tal que:
PO(ZZ) =1

a

> P(z)=0, I=12a-1
=1

> Pi(z:)Pr(z) =0.
im1

a
En particular, silos polinomios estin normalizados se tiene S [Py(2)]? =
i=1
1, 1=1,2,...,a— 1. Los coeficientes de estos polinomios se pueden obte-

ner en R usando, por ejemplo:

options (scipen=999)
a=3 # nimero de tratamientos
g=2 # grado del polinomio
polinom=round(poly(l:a,g),4) # da los polinomios ortogonales
polinom
norm(polinom[,1], type="2")
norm(polinom[,2], type="2")
HHHH

i P_1 P_2

1 2

[1,] -0.7071 0.4082
[2,] 0.0000 -0.8165
(3,1 0.7071 0.4082
HitHH#H
polinom=round(poly(1:5,4),4)
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H#HHH
i P_1 P_2 P_3 P_4

1 2 3 4
[1,] -0.6325 0.5345 -0.3162 0.1195
[2,] -0.3162 -0.2673 0.6325 -0.4781
[3,] 0.0000 -0.5345 0.0000 0.7171
[4,] 0.3162 -0.2673 -0.6325 -0.4781
[6,1] 0.6325 0.5345 0.3162 0.1195

Ejemplo 3.28. Sea a = 3, presente Y. segiin (3.28).

Solucidn Se tiene que:

a—1

Yie =Y wPilz) + e
1=0

Y1 = %0Po(z1) + nPi(z1) + 72Pa(21) + e
= — 0.7071v1 + 0.4082v2 + €1

Yor = 70 Po(22) + 11 P1(22) + 12 Pa(22) + €2
=9 — 0.816572 + €2

Yai = 0 Po(23) + 11 P1(23) + 72 Pa(23) + €3
=y + 0.7071v; + 0.40822 + e3,

en que:

~1 : es el coeficiente asociado a la medida de tendencia lineal.

~vo : es el coeficiente asociado a la medida de tendencia cuadratica.

Nota3.19. Laestimacion de<; esindependiente del niimero de polinomios incluidos.
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Matricialmente, el modelo (3.28) se puede escribircomoY = X3 + E

con:
Y1 Py(z1) Pi(z1) P,
Yo Py(z1) Pi(= Py_1(z1)
Yy, Po(z1) Pi(z1) P,
Yo, Py(z2) Pi(22) P,
Y = , X = . .
Yal Po(za) P1 (Za) Pa
Ya2 PO(Za) Pl (Za Pa—l(za)
Yar PO(Z(z) Pl(za) Pa 1(Za)
enque 3 = (X' X)X TY. Note que:
X'X =
0
TW ) ..
1
0(2i) Z Prtz))
" 0, 0
rY° PoskzPo(z) 1) Poaker)Ti(2:)
_, a O1x(a-1)
O-1x1  La
y
a T
2:1 Zl Py(2:)Yi; aYi.
1=17J7= a B
> Y Pi(z)Yy 2 Pi(zi)Yi
XTy =| i=tj=1 =r|
Z Z Pa—l(zl)}/;] 1;1 Pail(zz)}/;*
i=1j=1
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Entonces:

B=(i0 n - A1)

GJY** * %
> Pi(z)Yi > Pi(zi)Yis
_ Y O1x(a—1) i=1 _| =
¥ \O(a—1)x1 I, :
Z Pa—l(zz)f/m Z Pa—l(zz)ifz*
i=1 i=1
Por tanto,
’AYO - Y**
a
VZZZPZ(ZZ)}/ZM l:1727 ,(1—1
=1
Y L' & oe
Como V(Yi.) = — > 07 = -, entonces:
T j=1
— 1 - 1 o — ac?  o?
) - Kk* = - Y* == Y* = € = 78
V(%) V( ) V(az Z) a2zv(l) ra? ar
i=1 =1
a B a ~ o2 a
V(’?l) =V ( Pl(%)n»:) = Z [Pl(zl)] W(E*) =< Z@)]2
=1 =1 " =1
2
=% 1=12...a-1
r
La respectiva suma de cuadrados asociada a la hipdtesis:
H[):’ylzo, l:1,2,...,a—1,
que matricialmente se puede escribir como:
70
M
HO:'yl:(O 010 ... 0) .
A Ya—1
B
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en que \; es un vector con entradas cero excepto en la posiciéon [ + 1, es dada
por, ver nota 2.6:

- ) -1
SCG0) = ATB)T (N (XTX)720) (A A) =40 <1> S0 = arsd

¥ =n¥l

B R —1
SC) = AT (N (X7 N) B = (1) 0=t

a 2
:r<ZH(zi)§/'i*) ., 1=1,2,...,a—1. (3.30)
=1

La distribucion de las sumas de cuadrados y cuadrados medios se puede
ver en el anexo 8.

Para encontrar la tendencia del efecto de tratamientos se ajusta inicial-
mente un modelo de orden bajo y se evalua su falta de ajuste. Si es necesario,
se afnaden términos de orden superior. Suponga que se ajusta el modelo:

q
E* = Z VZPI(Zi) + error,
=0

congq < a — 1. Enlatabla 3.19 se presenta el analisis de varianza.

Para probar la falta de ajuste se usa el estadistico:

_ CM(FAj)
~ CME

Sielvalorde F essignificativo segtin un nivel de significancia dado, implica

F, ~F(a—q—1a(r—1)). (3.31)

que hay falta de ajuste y se deben adicionar términos al modelo hasta que el

término asociado a la falta de ajuste no sea significativo.

Ejemplo 3.29. [28] realizaron un experimento en la Universidad Nacional de Colom-
bia sobre la utilizacion de probidticos en la fase de levante de la mojarra roja. En el expe-
rimento se consideraron cuatro tratamientos incluido el control, cada uno con cinco vé-
plicas que corresponden a cinco acuarios con densidad de cinco peces por acuario. Se me-
dian, entre otros, los pesos de los peces a los 45 dias. Enlatabla 3.20 se presentan los pesos

promedio por acuarioy en la figura 3.10, un grafico de puntos por nivel de probiético.
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Tabla 3.19. Anilisis de varianza para un disefio completamente aleatorizado

usando polinomios ortogonales

Causade Grados de
. e, . Suma de cuadrados
variacién libertad
Tratamientos a—1 vyT P,Y — ny2
gl 1 SC(m)
V2 1 SC(72)
Yq 1 SC(vq)
. . q
Falta Ajuste (FAj) a—q—1 SCTr— 3 SC(v;) = SC(FAj)
i=1
Error a(r—1) Y'(I-P,Y
Total ar —1 vy _ nig?

Tabla 3.20. Pesos (g) promedio de las mojarras por acuario a los 45 dias

Alimento concentrado .

. Acuario
con probidtico (gramos
de probiético /kg) 1 2 3 4 5
0 19.32 21.86 | 25.80 | 22.18 18.08
2 19.64 | 24.36 | 25.10 | 22.98 | 21.60
4 26.78 | 30.66 | 29.48 33.14 | 26.00
6 32.40 | 33.80 | 30.96 | 25.76 37.14

Fuente: [28].

Teniendo en cuenta que el disefio tiene submuestreo, ya que los tratamientos se asig-
naban a los acuarios, los acuarios son unidades experimentales, y los peces corresponden

a unidades observacionales.

1. Utilice los promedios de los pesos de los peces en cada acuario como el dato del
acuario, ignorando el submuestreo. Realice el analisis de varianza sin considerar

los polinomios ortogonales y luego considerando los polinomios ortogonales. sun
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35
I

30
I

25

Peso promedio de los peces (g),
por acuario a los 45 dias

20

T T T
2 4 6

o440 o

Gramos de probidtico/kg

Figura 3.10. Grafico de puntos para el ejemplo sobre los concentrados con

probidtico y peso promedio de los peces por acuario a los 45 dias

ajuste lineal es adecuado?, ;es necesario hacer un ajuste de un polinomio de grado

superior?
2. Realice el punto anteriov, teniendo en cuenta que el disefio tiene submuestreo.

Solucién

1. Enlatabla 3.21 se presenta el andlisis de varianza para un disefio com-
pletamente aleatorizado, en que se concluye que hay efecto de trata-
miento con un P-valoriguala 0.00015. Al realizar el test de Tukey-Kramer
se encuentran dos agrupaciones de tratamientos, una correspondiente
a los dos niveles mas bajos de probidtico (0 y 2 g de probidtico/kg) y al
otra con los dos niveles mas altos de probidtico (4 y 6 g de probidtico/kg).

De otrolado, se va a ajustar el modelo lineal simple dado en (3.27) parael
cual enlatabla 3.22 se presentan los promedios de los pesos (en gramos)
alos 45 dias de los tratamiento, junto con sus respectivos x; y z;.
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Tabla 3.21. Analisis de varianza para los datos del ejemplo 3.29, sin considerar

el submuestreo

Causa Gradosde | Sumade | Cuadrado | F-calculado | P-valor
devariacién | libertad | cuadrados medio
Probidticos 3 386.8 128.9 13.03 0.000146
Error 16 158.4 9.9
Total 19 545.2

Tabla 3.22. Promedio de los pesos (g) de mojarra roja a los 45 dias (fase de

levante), en el experimento de los concentrados con probidticos

Cantidad
Probidtico | z; 2 Yix T Yisx
0 0 -1.5 | 107.24 5 21.448
2 1 -0.5 113.68 5 22.736
4 2 0.5 146.06 5 29.212
6 3 1.5 160.06 | 5 | 32.012
a
Y=y a=h
i=1 i=1
Se tiene que:
a=4,
4—1 3
Zi =T, — —— =X; — —
(] K3 2 (2 2
R - 2 5 x 19.084
a = rY; = = 3.8168.
; v a r 9 5 x5
> %
i=1j=1

Por tanto, cuando la cantidad de probidtico aumenté en 2 gramos por

kilogramo, el peso promedio de los peces en los acuarios aument6 a los
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45 dias en 3,8168 gramos. La pregunta es si es suficiente realizar un ajus-
te lineal o si es necesario considerar un ajuste de un polinomio de grado

mayor. Para esto se pueden usar los polinomios ortogonales.

Sea el modelo:

3
Yie = Y wPi(2) + e = v0Po(z:) + 11 Pi(z:) + 72 Pa(2)+
1=0

13 P3(2) + e
Yie = 70 — 0.6708v; + 0.5 — 0.22363 + €,
Yau = 0 — 0.223671 — 0.5v2 + 0.670873 + €2
Y3, = 40 + 0.223671 — 0.5v2 — 0.6708v3 + e3
Y. = Y0 + 0.67087y1 + 0.572 + 0.223673 + e4.
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Las respectivas estimativas de g, 71, 72 ¥ 73, junto con sus sumas de

cuadrados son:

Ysex
. 4 ~
:YO > Pi(z)Yi
Y1 _ ’le
Y2 > Pa(zi)Yis
43 s ~
> P3(z)Yis
i=1

Y
—0.67087 1« — 0.223632. + 0.2236%y3, + 0.6708%/ 4
0.5Y14« — 0.5y2, — 0.5Y34 + 0.5Y44

26.350
| 8534
0.756
—1.982
SC(%0) = ray?, = 13888.558
SC(51) = r(31)% = 5(8.572)% = 364.177
SC(¥2) = r(42)% = 5(0.795)% = 2.858
SC(43) = r(43)% = 5(—1.980)% = 19.641

_OM(31)  SC(R1) 364177

W= omE T oME T o9 0T
signo(41)/F5, = 6.065 t-valor enla salidadeR.
CM (4 SC(4 2.858
F, = (92) _ 5C(F2) _ — 0.989

CME —~ CME 99
signo(42)/Fs, = 0.537 t-valor enla salida de R.
CM(53) SC(¥3) 19.641
Sy = = = = 1.984
B ="cue = cme 9.9 .

signo(43)y/Fs, = —1.408 t-valor enlasalida de R.
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Enlatabla 3.23 se presenta el andlisis de varianza, en que se observa que
el término cuadratico y ctibico no son significativos. Por tanto, el ajuste

lineal es adecuado, ver figura 3.11.

Tabla 3.23. Andlisis de varianza para los datos del ejemplo 3.29 usando

polinomios ortogonales

Causade | Gradosde | Sumade | Cuadrado F- Poval
-valor

variacién libertad | cuadrados medio calculado
Tratam. 3 386.8 128.9 13.03 0.000146
Término

. . 1 364.177 364.177 36.7855 0.00002
lineal (%1)
Término
cuadratico 1 2.858 2.858 0.289 0.5983
(2)
Término ci-

. R 1 19.641 19.641 1.984 0.1781
bico (¥3)
Error 16 158.4 9.9
Total 19 545.2
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35
1

Peso promedio de los peces en
los acuarios a los 45 dias

T T T T T T T
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

Probidtico en unidades z

Figura 3.11. Grafico de dispersion, nivel de probidtico en unidades z; versus
peso promedio de los acuarios a los 45 dias, y linea ajustada bajo el modelo de
regresion lineal § = 26.380 + 3.834z para los datos del ejemplo 3.29

Las instrucciones en R para el modelo ajustado en el ejemplo 3.29, sin
considerar el submuestreo son:

library(agricolae); library(readxl); library(varhandle);
library(dplyr)
remove (1ist=1s())
mojarra = read_excel("BasesDatosDE.x1sx",sheet="mojarra")
attach(mojarra)
names (mojarra)=make.names (names (mojarra))
mojarra$probiotico = factor(mojarra$probiotico,

levels = c¢(1,2,3,4),labels = c(0,2,4,6))
mojarra$Acuario=factor(Acuario)
m.Acu = mojarra %>, group_by(probiotico,Acuario) %>%

summarise(peso45 = mean(Peso.45,na.rm=T))

m.Acu
options(pillar.sigfig = 4); m.Acu
old.par <- par(mai=c(1,1.5,1,1), no.readonly = TRUE)

stripchart (m.Acu$peso45~m.Acu$probiotico,vertical=T,
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xlab="Gramos de probidtico/kg",
ylab="Peso promedio de los peces (g),
\n por acuario a los 45 dias",cex.lab=1.3)
par(old.par)
ajustel = aov(peso4b ~ probiotico,data=m.Acu)

summary (ajustel)

gle = df.residual(ajustel); SCE = deviance(ajustel)

CME = SCE/gle

HSD=HSD.test (m.Acu$pesosdb,m.Acu$probiotico,gle,CME,0.05)
HSD

## ajustando la regresién lineal simple ###

probiotico.num <- unfactor(m.Acu$probiotico)/2 # para d=1
probiotico.num <- probiotico.num-mean(probiotico.num) # z_i
ajuste2=1m(m.Acu$pesod5 probiotico.num); ajuste2
## grafico
old.par <- par(mai=c(1,1.5,1,1), no.readonly = TRUE)
plot(m.Acu$pesod5~probiotico.num,

xlab="Probidético en unidades z",

ylab="Peso promedio de los peces en \n los acuarios

a los 45 dias",
cex.lab=1.3); abline(coef (ajuste2))
par (old.par)
## polinomios ortogonales
contrasts (m.Acu$probiotico)=
contr.poly(levels(m.Acu$probiotico))
# se usa polinomios ortogonales normalizados

contrasts (m.Acu$probiotico) # imprime el conjunto de
# polinomios ortogonales normalizados usados en el anidlisis
ajuste3 = lm(peso45~probiotico,data=m.Acu) # ajusta un mo-
# delo de analisis de varianza para polimonios ortogonales

summary (ajuste3) # imprime en pantalla-anadlisis de varianza

. Teniendo en cuenta el submuestreo, en la figura 3.12 se presenta un gra-
fico de puntos de los pesos de los peces por nivel de probidtico. En la
tabla 3.24 se presenta el andlisis de varianza para un disefio completa-
mente aleatorizado con submuestreo, en que se concluye que hay efec-
to de tratamiento con un P-valor igual a 0.00014. Al realizar el test de
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Tukey-Kramer se encuentran las mismas agrupaciones encontradas en

el primer item.
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Figura 3.12. Grafico de puntos para el ejemplo sobre los concentrados con
probidtico y peso de los peces a los 45 dias

Tabla 3.24. Analisis de varianza para los datos del ejemplo 3.29 considerando
el submuestreo

Grados
Causade Sumade | Cuadrado F-
L., de . P-valor
variacién ) cuadrados medio calculado
libertad
Probidticos 3 1877.0 625.7 13.16 0.000138
Error Ex-
perimental 16 760.9 47.6
(acuarios)
Error Observ.
77 1254.0 16.28
(peces)
Total 96 3891.9

De otro lado, se van a usar polinomios ortogonales para identificar si
un ajuste lineal es suficiente para establecer una tendencia o si es ne-
cesario ajustar un polinomio de grado mayor. Pero antes de iniciar con
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el ajuste, vale resaltar que hay 3 datos faltantes, por lo cual el modelo
es desbalanceado y se perderia la ortogonalidad. Se va a usar el prome-
dio dentro de cada acuario en que faltan datos, como una imputacién
de los datos faltantes. Vale resaltar que la imputacién afecta la varian-
za, lo cual deberia tenerse en cuenta en el analisis, sin embargo, en este

ejemplo no se tendra en cuenta dicha afectacién.

Ya con los datos completos, el modelo es dado por:

Yar’n*xl = Xar’n*xa:@axl + Zar’n*xar’sar’xl + Narm*x1> (3.32)

con X y 3 similar a los dados en (3.29), teniendo en cuenta los respec-
tivos cambios en el nimero de filas de X;y Z, e y p dados en (3.11).

Para calcular el vector de pardmetros estimados, se tiene que:

100 0 0 O

xTx — 025 0 0
N 0 0 25 0
0 0 0 25
0.01 0 0 0
(XTX)_lz 0 0.04 0 0
0 0 0.04 0
0 0 0 0.04
2635.1500 o 26.3515
213.3991 R 5 .
XTy — 3.399 |2 8.5360
18.8750 o 0.7550
—49.5401 s —1.9816

Note que X ' X es una matriz diagonal porque se imputaron los tres

datos faltantes.

En cuanto a las sumas de cuadrados, se usa:

A

SCE) =BT (A (XTX) )T (D).

En la tabla 3.25 se presenta el andlisis de varianza, en el que se observa
que el término cuadraticoy ciibico no son significativos, siendo el ajuste

lineal adecuado.
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Tabla 3.25. Anélisis de varianza para los datos del ejemplo 3.29 usando

polinomios ortogonales y submuestreo

Causade Gradosde | Sumade | Cuadrado F- Poval
-valor
variacién libertad cuadrados medio calculado
Tratam. 3 1934 644.7 13.03 0.000146
Término  li-
. 1 1821.568 1821.568 36.8058 0.000016
neal (§1)
Término cua-
. . 1 14.251 14.251 0.2879 0.5989
dratico (%2)
Término ctbi-
. 1 98.169 98.169 1.9836 0.1782
o (¥3)
Error Exper.
. 16 791.9 49.5
(acuario)
Error Ob-
80 1254 15.67
serv.(peces)
Total 99 3979.9

El modelo (3.32) corresponde a un modelo de efectos mixtos [57, p. 1381,

por ejemplo, con:

Luego el ajuste del modelo se puede realizar via maxima verosimilitud

W(é‘) = U?Iar/
V(n) = U%Iar’n*

V(Ye) = 02Layrn

V(Y) = V(XB + Ze +n)
=V(Ze+n)

=02ZZ" + 0 oy

restringida [57, p. 249], sin necesidad de imputar los datos faltantes.
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Lasinstrucciones en R usadas parael modelo ajustado en el ejemplo 3.29,
considerando submuestreo, son:

stripchart (mojarra$Peso.45"mojarra$probiotico,vertical=T,
xlab="Gramos de probidético/kg",
ylab="Peso de los peces en (g) a los 45 dias",
cex.lab=1.3)
ajusted=aov(Peso.45 probiotico+Error (Acuario) ,data=mojarra)
summary (ajuste4)
gle = df.residual(ajusted4$Acuario)
SCE = deviance(ajuste4$Acuario); CME = SCE/gle
HSD=HSD.test (mojarra$Peso.45,mojarra$probiotico,gle,CME,
0.05)
HSD # agrupaciones Tukey
####### usando polinomios ortogonales ###
mojarra %>} group_by(probiotico,Acuario)¥%>%
summarise(peces = sum(!is.na(Peso.45))) # observar
# desbalanceamiento imputando los datos faltantes
# con el promedio del acuario
moj.s <- mojarra %>}, group_by(probiotico,Acuario) %>%
mutate(Peso.45=ifelse(is.na(Peso.45) ,mean(Peso.45,
na.rm=TRUE) ,Peso.45))
contrasts (moj.s$probiotico)=
contr.poly(levels(moj.s$probiotico))
X=model.matrix("moj.s$probiotico); Y=moj.s$Peso.45
round (t (X) %*%X,4); round(solve(t(X)%*x%X),4)
round (t (X) %*%Y,4)
beta=solve (t (X)%*%X) %*x%t (X) %*%Y; round(beta,4)
ajusteb = aov(Peso.45 ~ probiotico+Error(Acuario),
data=moj.s)
gle = df.residual(ajuste5$Acuario)
SCE = deviance(ajusteb$Acuario); CME = SCE/gle
c1=c(1,0,0,0) ;¢c2=c(0,1,0,0) ;¢c3=c(0,0,1,0) ;c4=c(0,0,0,1);
lambda=as.matrix(c4) # usar el respectivo cl o c2 o
# c3 o cd
SC=((t (lambda)%*%beta)~2) /(t (lambda) %*%solve (t (X) %*%X) %x%
lambda)
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SC ; SC/CME; sqrt(SC/CME) # t-valor
# ajustando el modelo mixto
library(nlme)
ajuste6=1me(Peso.45 ~ probiotico, random="1|Acuario,
data=moj.s)
summary (ajuste6) # ajuste modelo mixto - datos
# imputados con la media
moj.m=na.omit (mojarra)
contrasts (moj.m$probiotico)=
contr.poly(levels(moj.m$probiotico))
ajuste7=1me(Peso.45 ~ probiotico, random="1|Acuario,
data=moj.m)

summary(ajuste7) #ajuste modelo mixto-sin imputar los datos

Observe que, en este caso, la estimacién de 3y los t-valores del ajusteé
coinciden con la estimacién de 3y los ¢-valores obtenidos a partir de los
F-valores del ajustes, esto es, la estimacién de 3 via minimos cuadra-
dos es igual a la estimacién de 3 via maxima verosimilitud restringida

porque el disefo es balanceado.

VAl

8. Analisis de covarianza

Elanalisis de covarianza busca incorporar informacién auxiliar al modelo y asi
reducir la varianza asociada al error experimental. Se usa cuando la variable
respuesta depende de covariables auxiliares de las cuales el investigador tie-
ne informacién disponible. Al utilizar estds covariables auxiliares en el ajuste
de los efectos del modelo sobre la variable respuesta, la comparacion de los
tratamientos, que es el principal objetivo, se puede realizar de manera mas

eficiente.

Nota 3.20. La inclusion de una covariable es efectiva si esta permite explicar en forma
substancial una parte de lavariacion de la variable respuesta, es decir, si es significativa
[61, p. 81].
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Nota 3.21. Alusar analisis de covarianza se asume que [33, p. 252]:

= La relacion funcional entre la variable respuesta, Y, y la covariable, x, es lineal.

= La relacion entre la variable vespuesta, Y, y la covariable, x, es la misma para

cada tratamiento.

= La covariable no es afectada por los tratamientos.

m Las observaciones son realizaciones de una variable aleatoria con distribucion

normal.

Nota 3.22. [33, p. 253] concluyen que hay ganancia en el analisis de covarianza si la

correlacion entre la variable respuesta, v, y la covariable, x, es mayor a 0.3, es decir:

Ejemplo 3.30. Retomando el experimento sobre la utilizacién de probidticos en la fase
de levante de la mojarra roja, ejemplo 3.29, los experimentadores tomaron los pesos ini-
ciales de los alevinos, dato que puede afectar el peso a los 45 dias, por lo que se usé esta
informacion como covariable. En la tabla 3.26 se presentan los promedios en los acua-
rios de los pesos iniciales y los promedio de los pesos a los 45 dias, y en la figura 3.13 un

lp| > 0.3.

grafico de dispersion de los promedios por acuario.

Tabla 3.26. Peso promedio inicial y peso promedio a los 45 dias de las

mojarras, por acuario, segiin el nivel de probidtico

Alimento Acuario

con 2 3 4 5
probidtico |inic.| 45d. |inic. | 45d. |inic.| 45d. |inic. | 45d. |inic.| 45d.
0 8.78 1 19.32 | 8.82 | 21.86 | 8.90|25.80|8.80 | 22.18 | 8.78 | 18.08
2 9.18 | 19.64 | 8.82 | 24.36 | 8.92 | 25.10 | 8.66 | 22.98 | 8.74 | 21.60
4 8.90 |26.78 | 8.72 | 30.66 | 8.78 | 29.48 | 9.12 | 33.14 | 8.68 | 26.00
6 8.86(32.40(9.04|33.80(9.04|30.96|8.98 | 25.76 | 8.82 | 37.14

Gramos de prob./kg

Fuente: [28].
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+

35

+
L}
+
—_ L] +
230 .
3 Nivel de probiotico
©
@ I e Control
8 - It " A 2 gde prob./kg
=25 A m 4 gde prob./kg
g A + 6 gde prob./kg
2]
e A
A ®e
20 A
L]
L]
15
8.7 8.8 8.9 9.0 9.1 9.2

Peso inicial (g)

Figura 3.13. Grafico de dispersion para el ejemplo sobre los niveles de
probidticos teniendo en cuenta el peso promedio inicial y el peso promedio a

los 45 dias por acuario

8.1. El modelo
Sea
Yij=p+7+v@i; — %)+ e 1=1,2,...,a; j=1,2,...,7, (3.33)
en que:
= z;; es el valor de la covariable parala unidad ij.
» 7 es el coeficiente de regresion lineal de y;; sobre los x;;.

= ¢;; es el componente asociado con el error aleatorio que se asume e;; ~
2
N(0,07).
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= T=—3 > Ty

ar ;=1;=1

a
Asumiendo la restriccién > 7, =0,
i=1

» s eslamedia general o global.
= 7; es el efecto del tratamiento ¢ con respecto a la media general, p.

Vale resaltar que el modelo (3.33) asume que la relacion entre la variable
respuesta, y, y la covariable, x, es la misma para todos los tratamientos.

Matricialmente

Considerando la restriccién sobre los 7 en el modelo (3.33):
T+ Te+T34 -+ Teo1+7q =0,

se tiene que:

Tqg = —T2 —T3 — > — Tg—1-

Asi, en el vector de pardmetros (3 no es necesario incluir a 7, puesto que
7, se puede escribir y obtener en términos de los otros 7. El modelo escrito en

forma matricial es dado por:

Y=XB+E, (3.34)
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con
Y11 1 1 0o ... 0 x11—=
Yio 1 1 0 ... 0 z1o—=
Yi, 1 1 0 ... 0 z,-=%
Y21 1 0 1 O x217i‘
Y22 1 0 1 O $22—i’
Yoa=| 1 |; Xox(atn) = | : a
YQT 1 0 1 ... 0 Toyr — T
}/a,l 1 -1 -1 -1 Ialfﬂ_;
Ya2 1 -1 -1 e | Tgo — T
Yor 1 -1 -1 ... =1 24—
€11
17 €1r
T1 €21
T2
/6a><1: . ; En><1:
. €21
Ta—1
v €al
€ar

El estimador minimos cuadrados de (3, teniendo en cuenta la restriccién

de la suma, es:
B=(X"X)'Xx"Y,

con
V(B) = o2(XTX)7,
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Ejemplo3.31. Continuando con el ejemplo 3.30 sobre los probidticos, aunque el experi-
mento tiene submuestreo en que los acuarios corresponden a las unidades experimenta-
les y los peces a las unidades observacionales, en la tesis no se menciona que los alevinos
hayan sido marcados por lo que no se puede considerar que el peso inicial de los alevi-
nos corresponda con el peso a los 45 dias de los peces, por lo cual se utilizaran los pesos

promedios tanto inicial como a los 45 dias de cada acuario, ignorando el submuestreo.

Encuentre un estimador de (3 e interprete.

Solucién. El modelo de anlisis de covarianza es dado por:

Y - X 8 v E
19.32 1 1 0 0 878—8867 exn
21.86 1 1 0 0 882—8867 €1
25.80 1 1 0 0 890—8867 e1s
22.18 1 1 0 0 880—8867 e1q
18.08 1 1 0 0 878—8867 eis
19.64 1 0 1 0 918—8867 ean
24.36 1 0 1 0 882—8867 -
25.10 1 0 1 0 892—8867 €23
92.98 1 0 1 0 866—8867 a €24
2060 |1 0 1 0 s74-8s867 & eas
%78 ~ |1 0 0 1 890—8867 (EN I
30.66 1 0 0 1 872—8867 7 eas
29.48 1 0 0 1 878—8.867 7 €33
33.14 1 0 0 1 912—8867 €34
26.00 1 0 0 1 868—8867 €35
32.40 1 -1 —1 —1 8.86—8.867 eat
33.80 1 -1 —1 —1 9.04— 8867 eaz
30.96 1 -1 —1 —1 9.04— 8867 eas
25.76 1 —1 —1 —1 8.98—8.867 eas
37.14 1 -1 —1 —1 882—8.867 eas
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Para calcular el vector de parametros estimado:

20 0 0 O 0 527.03

0 10 5 5 0 —52.83

X'X=|10 510 5 0];X'Y =|-46.38

0 5 5 10 0 —14.00

0 0 0 0 0339 0.1824
0.05 0 0 0 0 26.351
0 0.15 —-0.056 —0.05 0 —4.906
X™xX)'=| 0 —005 015 —0.05 ol; B=|-3616
0 —-0.05 -0.05 0.15 0 2.861
0 0 0 0 2.9453 0.537

De 3 se puede decir que:

u = 26.351, es decir, que el peso de las mojarras a los 45 dias en media

€s 26.35 gramos.

71 = —4.906, luego el efecto medio del tratamiendo control, esto es,
sin probidtico, sobre el peso a los 45 dias es -4.9 gramos con respecto a
lamedia general. Asi, el tratamiento control disminuye en media el peso

de las mojarras alos 45 dias en 4.9 gramos.

79 = —3.616, es decir, que el efecto medio del alimento concentrado
con 2 g de probidtico/kg sobre el peso a los 45 dias es -3.6 gramos con
respecto ala media general. Asi, el alimento concentrado con 2 g de pro-
biético/kg disminuye en media el peso de las mojarras a los 45 dias en

3.6 gramos.

73 = 2.861, por tanto el efecto medio del alimento concentrado con 4 g
de probidtico/kg sobre el peso alos 45 dias es 2.86 gramos con respecto a
la media general. Asi, el alimento concentrado con 4 g de probidtico/kg

aumento en media el peso de las mojarras a los 45 dias en 2.86 gramos.

74 = 4.906 4+ 3.616 — 2.861 = 5.661, es decir, que el efecto medio
del alimento concentrado con 6 g de probidtico/kg sobre el peso a los
45 dias es 5.7 gramos con respecto a la media general. Asi, el alimento
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concentrado con 6 g de probidtico/kg aumentd en media el peso de las

mojarras a los 45 dias en 5.7 gramos.

= 4 = 0.537, luego por cada gramo de diferencia en el peso inicial de los
alevinos, el peso promedio a los 45 dias aumenta 0.54 gramos.

4

8.2. Analisis de varianza

Para el analisis de varianza se debe tener en cuenta que ahora hay una fuente
de variacién adicional en el modelo, que consiste en el ajuste por la covariable.
Lo anterior implica separar la varianza debida al efecto de la covariable de la
varianza causada por los tratamientos. Para esto se va a particionar la matriz
diseno X en dos partes, en que una parte corresponde a las columnas asocia-
das con la media general y los tratamientos (X ), y la otra parte corresponde

a la columna asociada con la covariable (X'5), es decir,

1 0 0 1‘11755
1 1 0o ... 0 Ti9 — T
1 0 ... 0 Tip — T
0 1 0 To1 — I
0 1 ... 0 Tog — T
X1: y XQZ
1 0 1 0 Top — T
1 -1 -1 ... -1 Tgl —
1 -1 -1 ... -1 Loz — T
1 -1 -1 ... -1 Tor — T

La hipétesis de interés es:

Hymn=m=---=7,=0 versus H,:Almenosun 7; # 0,
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1=1,2,...,a. Hyserechazardsiel P-valor asociado alos tratamientos es me-
nor a « en la tabla del anélisis de covarianza, tabla 3.27, y se concluird que hay
diferencia estadisticamente significativa en el efecto medio de los tratamien-
tos en consideracion. Parala deduccién de las sumas de cuadrados, esperanza
de cuadrados medio y distribucion de cuadrados, ver anexo 9.

Tabla 3.27. Tabla de analisis de covarianza para un diseo completamente

aleatorizado
Causade |Gradosde Sumade Cuadrado F-caleulad, Poval
-calculado -valor
variacién | libertad cuadrados medio
Y X3 - P(Fy gic >
Regresién 1 T 'BA SCRegr CM Regr (Frg
Y' X6, CME F)
Tratam a1 YTX,B _ SCTrat | CMTrat | P(Fa—1,g1e >
YTXQB 771?2 a—1 CME Fc)
2
SCE
Error n—a-—1 YTY—YTX,B e
Total n—1 YTy — n172
n =r % ay gle=grados de libertad del error.
anm
B=(X"X)"'X"Y B =X{X)'X]Y B,=(X:X5)'X;Y

Nota 3.23. Enlatabla3.27

SCTotal # SCTrat + SCRegre + SCError.

Ejemplo 3.32. Continuando con el ejemplo 3.30, realice el analisis de varianza y con-

cluya.
Solucién Se tiene que:

YT X3 =1427493, Y X8, =14274.83, Y ' X8, =0.098,
Y'Y =14433.2, y ng® = 13888.03.
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8,78 — 8.867
1 1 0 0

8.82 — 8.867
1 1 0 0

8.90 — 8.867
1 1 0 0

8.80 — 8.867
1 1 0 0

8.78 — 8.867
1 1 0 0

9.18 — 8.867
1 0 1 0

8.82 — 8.867
1 0 1 0

8.92 — 8.867
1 0 1 0

8.66 — 8.867
Lo b 8.74 — 8.867

X:=|1 o 1 of, X,= ,

8.90 — 8.867
1 0 0 1

8.72 — 8.867
1 0 0 1

8.78 — 8.867
1 0 0 1

9.12 — 8.867
1 0 0 1

8.68 — 8.867
1 0 0 1

8.86 — 8.867
1 -1 -1 -1

9.04 — 8.867
1 -1 -1 -1

9.04 — 8.867
1 -1 -1 -1

8.98 — 8.867
1 -1 -1 -1

8.82 — 8.867

Tabla 3.28. Tabla de analisis de covarianza para el ejemplo 3.30

Causade Grados de Sumade Cuadrado F- Pvalor
variacién libertad cuadrados medio calculado
Regresién 1 0.1 0.1 0.0093 0.9245
Tratam. 3 386.8 128.9333 12.2192 0.0003
Error 15 158.3 10.5533
Total 19 545.2

Si los supuestos se cumplen, se concluye de la tabla 3.28 que el peso inicial
de las mojarras no es significativo' y que hay efecto del nivel de probidtico

sobre el peso promedio de las mojarras a los 45 dias.
Las instrucciones en R para analisis de covarianza realizado al ejemplo 3.30
son:

"Vale aclarar que [28] controlaron el peso inicial de los alevinos tal que fuera alrededor de

8.8 gramos.
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library(car) # Para calcular la suma de cuadrados tipo III
library(ggplot2) # Para hacer el grafico
### correr instrucciones pagina 135 ###
ml.Acu = mojarra %>}, group_by(probiotico,Acuario) %>%
summarise (pesoI=mean(Peso.Inicial,na.rm=T),
peso4b5=mean(Peso.45,na.rm=T))
ml.Acu
ggplot(ml.Acu, aes(x=pesol, y=peso45,
shape=factor (probiotico,
labels=c("Control","2 gr de prob./kg","4 gr de prob./kg",
"6 gr de prob./kg")))) + geom_point(size=2.5) + theme_bw()+
ylim(c(15, 38)) + labs(y="Peso a los 45 dias (g)",
x="Peso inicial (g)") +
theme (axis.text = element_text(size=15),
axis.title = element_text(size=15),
legend.title=element_text (size=15),
legend.text=element_text(size=12))+
guides (shape=guide_legend("Nivel de probidtico"))
mean(ml.Acu$pesol)
contrasts(ml.Acu$probiotico)=
contr.sum(levels(ml.Acu$probiotico))
mi.Acu <- mi.Acu %>} mutate(PI.c=pesol-mean(pesol))
# centra la covariable alrededor de la media
ajuste.covl = aov(peso45 ~ probiotico + PI.c,data=ml.Acu)
Anova(ajuste.covl,type=3) # ajusta el modelo de andlisis de

# covarianza usando la suma de cuadrados tipo III
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9. Prueba Kruskal-Wallis para k muestras
aleatorias independientes

Es una prueba no paramétrica usada cuando el supuesto de normalidad no

estd justificado. Su hipétesis nula es

Ho: fi(y) = faly) = = fe(y),

en que f;(y) indica la funcién de densidad de la poblacidn i. Asi, la hipétesis
nula significa que las k muestras aleatorias provienen de poblaciones con distribucio-
nes idénticas [12, p. 582]. El estadistico de prueba es dado por:

(3.35)

con:

R;j, el rango de las observacién ij.

52, lavarianza de los rangos.

r;, el nimero de unidades en la subpoblacién i.

Ri=Y Rij.
j=1

En caso de empates, se asigna el rango promedio a cada una de las obser-

vaciones empatadas. Sino hay empates, H se puede escribir como [35, p. 126]:

k 2

12 _ on+1
H=—=3 1 |Ri— .
n(n+1) izl”[ T ]

Sir; > 5paratodoi = 1,2,...,k, bajo Hy verdadera, H se distribuye apro-

ximadamente Xi_p y se rechaza H si:

2
H > Xji—11-a
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Ejemplo 3.33. [29] realizo un estudio en la Universidad Nacional de Colombia sobre
algunos aspectos troficos y reproductivos de peces de un caiio de aguas negras amazoni-
cas. En el estudio, entre otros, se recolectaron diferentes especies de peces y se les midio el
niimero de ciegos piloricos. Para este ejemplo solo se van a considerar cuatro de las espe-
cies recolectadas en abril de 1999 con 5 0 mas individuos. Se desea determinar comovaria
el niimero de ciegos piloricos entre las especies observadas. En la tabla 3.29 se presentan
los datos. Usar o = 0.05.

Tabla 3.29. Ejemplo del niimero de ciegos piléricos en peces de un cafio de

aguas negras amazonicas

Especie
A.microlepis | H.analis | H.schmardae | K.moenkhausii
17 7 9 6
16 8 10 7
15 6 11 7
15 6 8
20 6 7
6 6
6 10 6
7 10 9
8 10 7
6 9 7
=29 ro = 10 r3 = 10 ry = 10

Fuente: [29][p.130].

Solucion Para el calculo del estadistico de prueba es necesario calcular los ran-
gos. En la tabla 3.30 se presentan los datos en rangos. Note que los rangos se

asignaron sin tener en cuenta la especie.

El estadistico de prueba calculado es:

1 1652 942 248.52 N 122.5>  35(35 +1)°

~ 101896 | 5 10 T 10 10 4
— 926.1711.

H
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Tabla 3.30. Ejemplo del nimero de ciegos pildricos en peces de un caio de

aguas negras amazonicas. Rangos

Especie
A.microlepis | H.analis | H.schmardae | K.moenkhausii
34 13 23.5 5
33 19 27.5 13
31.5 5 30 13
31.5 5 19 19
35 5 23.5 13
5 19 5
5 27.5 5
13 27.5 23.5
19 27.5 13
5 23.5 13
Ri. =165 | Roy, =94 | R3. = 248.5 | Ry, = 1225

X§;0.95 = 7.82.

Por tanto, se concluird que se rechaza la hipétesis nula, esto es, hay suficientes
evidencias para considerar que hay diferencias significativas entre el niimero
de ciegos piléricos de las cuatro especies encontradas en el cano estudiado en
abril de 1999, con un nivel de significancia del 5 %. Para el P-valor se tiene que

X3:0.9099 = 26.3341, concluyendo que P-valor < 0.00001.
Las instrucciones en R para evaluar el test de Kruskal-Wallis son:

remove (1ist=1s())
especie=c(rep("A.microlepis",5) ,rep("H.analis",10),
rep("K.schmardae",10) ,rep("H.moenkhausii",10))
# Variable independiente
ciegos=c(17,16,15,15,20,7,8,6,6,6,6,6,7,8,6,9,10,11,8,9,8,10,10,
10,9,6,7,7,8,7,6,6,9,7,7) # Variable dependiente
especie=as.factor (especie)
ciegospil=data.frame(especie,ciegos) # une en un solo data.frame

# las variables independiente y dependiente
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kruskal.test(ciegos~especie,data=ciegospil) # ejecuta el test de
# Kruskal-Wallis
library(nparcomp) # Llama la libreria nparcomp para
# comparaciones no paramétricas miltiples
ajuste=mctp(ciegos~especie,data=ciegospil,asy.method="fisher",
type="Tukey",alternative="two.sided") # realiza las
# comparaciones miltiples basadas en rangos
summary (ajuste) # muestra las comparaciones miltiples

plot(ajuste)# realiza un grafico de intervalos de confianza

10. Ejercicios

10.1 Considere los datos proporcionados en el ejemplo 3.9. Complete la ta-
bla 3.31 sobre el nimero de réplicas para un experimento similar supo-

niendo una potencia de 1 — 3y un nivel de significancia de a.

Tabla 3.31. Tamanos de muestra para el ejemplo 3.9

l-«
1—p5 1090 | 0.95 | 0.99
0.70
0.80
0.85
0.90

10.2 Enunestudio sobre cantidad de radén 1 en duchas [41, p. 120], se proba-
ron seis didmetros diferentes de los orificios de las regaderas. Los datos

se presentan en la tabla 3.32.
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Tabla 3.32. Raddn liberado versus didmetro de los orificios de las regaderas

Diametro de los orificios | Randén liberado (%)
0.37 80 | 83 | 83 85
0.51 75 | 75 | 79 79
0.71 74 | 73 | 76 77
1.02 67 | 72 | 74 74
1.40 62 | 62 | 67 69
1.99 60 | 61 | 64 66

Fuente: [41, p. 121].

Proponer un conjunto de 5 contrastes ortogonales, encontrar su varian-
za estimada y realizar la respectiva tabla de andlisis de varianza,
incluyendo causa de variacidon, grados de libertad, suma de cuadrados,
cuadrado medio, F calculado y P-valor.

10.3 Parael disefio completamente aleatorizado con ¢ tratamientos, ' repli-
cas por tratamiento y n* unidades de submuestreo por unidad experi-
mental con V (Yj;1,) = 0 + 02 [33, p. 210], muestre que:

a
_ 0’ +n* a
v (Sem.) - EEEE
i=1
10.4 SeaY unvector aleatorio de orden abr x 1 con distribucién N (0, o21).
a) Encuentre las matrices Ay B tal que:

cn:fzz R Z o

=1 j=1

q2 = Z ijk — ZZ %

=1 j=1 k=1 11]1

se puedan escribir como las formas cuadraticas ¢ = Y'TAY y
¢ =Y BY.
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b) Encuentre la distribucién de ¢; .

¢) Encuentre la distribucién de ¢o.

d) Muestre que ¢; y g2 son independientes.
¢) Encuentre la distribucién de Z—;.

f) Encuentre E(q1).

9) Encuentre E(q2).

Con respecto a la seccién 7 sobre polinomios ortogonales, muestre que
al sumar las a — 1 sumas de cuadrados, en que a corresponde al niimero
de niveles del factor, paralos a — 1 coeficientes de regresion, se tiene la
suma de cuadrados de los tratamientos (SCT'r).

Supongaelmodeloy;; = p+a; +ej5coni=1,...,ayj =1,...,7.
Silos y;; son rangos, derive las expresiones explicitas enla tabla de ana-
lisis de varianza para causa de variacion, grados de libertad y sumas de
cuadrados. Asuma que no hay empates y compare el resultado con H

dado en la expresion (3.35).

Para los datos del ejercicio 10.2, usando el método de polinomios or-
togonales, investigue si los datos exhiben una tendencia lineal o cua-
dratica. Como los niveles no son igualmente espaciados, use el método

propuesto por [52] para la construccién de los polinomios ortogonales.
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Diseno y analisis de experimentos

El tercer aspecto del disefio experimental es el control local o bloqueo, ver la
seccion 3. En este capitulo se presentan los disefios en bloques completos alea-
torizados, incluida su eficiencia frente a los disefios completamente aleato-
rizados y su analisis cuando es necesario usar un test no paramétrico. En la
seccion 3 se dan ideas generales sobre los disenos en bloques incompletos ba-
lanceados. En las secciones 4 y 5 se presentan los disefios en cuadro latino que
consideran dos fuentes de bloqueo y los disefios grecolatinos que consideran
tres fuentes de bloqueo, respectivamente. Vale resaltar que estos disenos pue-
den tener las variantes presentadas en el capitulo 3, esto es, submuestreo, va-

riables independientes regresoras, efectos aleatorios, etc.

1. Diseno en bloques completos
aleatorizados

Cuando se sospecha o se sabe qué fuentes de variacién no deseables pueden
interferir en la respuesta de un experimento, es posible reducir y/o eliminar
este efecto usando bloqueo.

Un disefio en bloques completos aleatorizados tiene un factor experimen-
tal con a tratamientos y b bloques de tamano a, ver tabla 4.1. Se llama completo
porque los a tratamientos estdn asignados dentro de cada bloque y el proceso
de aleatorizacion es tal que los a tratamientos son aleatoriamente asignados
alas a unidades experimentales dentro de cada bloque.

Para que el bloqueo sea efectivo, las unidades experimentales dentro de un
bloque deben ser mas homogéneas que las unidades experimentales entre los
bloques.

Nota4.1. Sesupone que dos unidades experimentales en el mismo bloque son similares

y pueden ser medidas bajo similares condiciones de experimentacion.

Nota4.2. Sesupone que dos unidades experimentales en diferentes bloques pueden dar
“Aiferentes respuestas” aun cuando sean asignados al mismo tratamiento.
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Disenos con una o mas fuentes de bloqueo

Tabla 4.1. Esquema general - disefio en bloques

] Bloque
Tratamiento ;
1 2 e 37 e b
1 Yii | Yia | ... Ylj e Y1
2 }/21 Y22 AN ng R ng
i Yii | Yio Y Yip
a Yal Yag e Yaj . Yab

Nota 4.3. [33,p. 314] seiialan que los diseitos en bloques completos aleatorizados ge-
neralizados son construidos tal que el niimero de unidades experimentales por bloque
es k = wa, es decir, el niimero de unidades experimentales por bloque es un maltiplo
de a (niimero de tratamientos). El caso particular es cuando v = 1 (diserios en bloques
completos aleatorizados) y por tanto cada bloque contiene a unidades experimentales,
k= a.

Ejemplo 4.1. Considere un experimento realizado en la Universidad Nacional de Co-
lombia sobre rendimiento de variedades de cebada [53]. En el experimento consideraron
20 variedades, pero para efectos ilustrativos, en este ejemplo se van a considerar solo 5
variedades. Los investigadores realizaron un diseio en bloques completos al azar consi-
derando tres bloques correspondientes a las replicaciones en uno de sus experimentos. El
objetivo es comparar el rendimiento de las 5 variedades consideradas teniendo en cuenta
que el diserio se planeo en bloques. En la tabla 4.2 se presentan los datos, y en la figura
4.1un grafico de puntos.
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Tabla 4.2. Ejemplo de las variedades de cebada y el rendimiento en gramos

por parcela de 7.5m?

Replicaciones
Variedad I II 111
1 207 57 73
2 481 372 624
3 63 206 94
4 155 29 257
5 228 218 174

Fuente: [53, p. 73].

11. El modelo
De acuerdo con [41, p. 128], sea:

Yij = p+ 7+ 0j + e i=1,2,...,a; j=1,2,...,b, (4.1
en que:

» Y;; eslarespuesta de la unidad experimental que fue asignada al trata-

miento i en el bloque j.

= ¢;; es el componente asociado con el error aleatorio que se asume e;; ~
2
N(0,07).

a b
Asumiendo las restricciones ) 7; =0y > ¢; = 0 en el modelo (4.1),
i=1 j=1

= 4 esla media general o global.
= 7; es el efecto del tratamiento ¢ con respecto a la media general, p.

= §; es el efecto del bloque j con respecto a la media general, /.

Matricialmente

Considerando la restriccion sobre los 7 y los 6 en el modelo (4.1), se tiene que:

TI+To+T3+  +Te1+7a=0,
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600-

=
S
<

4 Réplica
e |
Al
LIl

Rendimiento (g)

N}

o

S
.
>

>u
.

3
Variedad

Figura 4.1. Grafico de dispersion para el ejemplo sobre el rendimiento de 5

variedades de cebada

entonces
Ta=—TL—T2—T3— " —Tg—1.
Igualmente,
01 +02+0d3+ -+ 1+ =0,
entonces

0p = —01 — 02 — 03 — -+ — Op—1.

Asi, en el vector de parametros 3 no es necesario incluir a 7, ni a d, pues-
to que 7, y Jp se pueden escribir y obtener en términos de los otros 7y 4,

respectivamente.

Y = XB+E,
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con
Yy
Yo
Yy
Yo
Yoo
Y =
-~
nx1 }/Qb
Yal
Ya2
Yab
/B(a+b71)><1 =

Diseno y analisis de experimentos

T1

2

Ta—1 5
01
2

Op—1

1 1
1 1

1

0

0
1 0
1 -1
1 -1
1 -1

Enxl =

€11

€12

€1b

€21

€2b

€al

€a2

€ab

El estimador minimos cuadrados de 3 es dado por:

con

B=(X"X)"'X"Y,

V(B) =o2(XX)".

Ejemplo 4.2. Continuando con el ejemplo 4.1, estime (3 e interprete.
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Solucién. El modelo, matricialmente escrito, es:

Y = X

207
o7
73

481

372

624
63

206 =
94

155
29

257

228

218

174

O O O O O OO O O = ==
O O O = = = O O OO o o O

(.

_H RO 0000 O KRR EFE OO
I
—

|
—_

I = T == T = T S S e e e e =

|
_

|
—

|
—_

[ —
e e i T N o i e i e B e B e i an BN e BN an B e Bl e

|
[t

T1
T2
73
T4
o1
d2

Para calcular el vector de parametros estimado, se tiene que:

15 0 0

0 6 3

0 3 6
X'X=|0 3 3
0 3 3

000

000

0.067 0 0
0 0267 —0.067
0 —0.067  0.267
(X'X) ' = 0 —0.067 —0.067
0 —0.067 —0.067

0 0 0

0 0 0
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S O O W Ww w o

—0.067
—0.067
0.267
—0.067
0

0

o O O ©O O
g O O O O O

10
5 10

0
—0.067
—0.067
—0.067

0.267

0

0

o O O O

0
0.133

—0.067

€11
€12
€13
€21
€22
€23
€31
€32
€33
€41
€42
€43
€51

€52

€53

o O O O O

—0.067
0.133
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3238 215.9
—283 —~103.5
857 276.5
XTy=|-257|; y B=| —949
—179 —68.9
—88 10.9
—340 —39.5

De 3 se puede concluir que:
= [ = 215.9, es decir, el rendimiento medio es 215.9 gramos.

n 7| = —103.5, esto es, el efecto medio de la variedad 1 sobre el rendi-
miento es -103.5 con respecto a la media general. Asi, la variedad 1 dis-

minuye el rendimiento en 103.5 gramos.

s 75 = 276.5, es decir, el efecto medio de la variedad 2 sobre el rendi-
miento es 276.5 con respecto a la media general. Por tanto, la variedad
2 aumenta el rendimiento en 276.5 gramos.

n 73 = —94.9, es decir, el efecto medio de la variedad 3 sobre el rendi-
miento es -94.9 con respecto a la media general. Entonces, la variedad 3

disminuye el rendimiento en 94.9 gramos.

s 74 = —68.9, estoes, el efecto medio delavariedad 4 sobre el rendimien-
to es -68.9 con respecto a la media general. Asi, la variedad 4 disminuye

el rendimiento en 68.9 gramos.

= 75 = 103.5333 — 276.4667 + 94.8667 + 68.8667 = —9.2, es decir, el
efecto medio de la variedad 5 sobre el rendimiento es -9.2 con respecto a
la media general. Luego, la variedad 5 disminuye el rendimiento en 9.2
gramos.

» &, = 10.9, es decir, el efecto medioenla replicaIsobre el rendimiento es
10.9 con respecto a la media general. Por tanto, en la réplica I aumenté

el rendimiento en 10.9 gramos.
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" 5y = —39.5, en otras palabras, el efecto medio en la replica II sobre el
rendimiento es -39.5 con respecto a la media general. De esta forma, en

la réplica II disminuy? el rendimiento en 39.5 gramos.

» 53 = —10.9333 + 39.4667 = —28.5, es decir, que el efecto medio en la
replica I1I sobre el rendimiento es -28.5 con respecto a la media general.

Entonces, en la réplica III disminuy¢ el rendimiento en 28.5 gramos.

4

1.2. Analisis de varianza

Para el andlisis de varianza se debe tener en cuenta que hay una fuente de va-
riacién adicional en el modelo que consiste en el ajuste por el bloque. Lo an-
terior implica separar la varianza debida al efecto del factor de bloqueo de la
varianza debida a los tratamientos. Para esto se va a subdividir la matriz dise-
flo X en dos partes: una parte corresponde a las columnas asociadas con los
tratamientos (X ;), y la otra parte corresponde a las columnas asociadas con
el factor de bloqueo (X ), es decir,

1 1 0 ... 0 1 0 ... 0
1 1 0 ... 0 :
: 0 0 1
1 0 0 -1 -1 -1
0 0 1 0 0
0 0
X, = : y Xs=| 0 o0 1
1 0 1 0 -1 -1 -1
-1 -1 -1 1 0 0
1 -1 -1 -1 .
: 0 0 1
1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
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La hipétesis de interés es:

Hy -

T =

Ty =

H, : Almenosun 7; # 0,

" =Ta-1=Ta =0

i=1,2,...

versus

, a.

H serechazara si el P-valor asociado a los tratamientos es menor a «, un nivel

de significancia dado, en la tabla del anilisis de varianza, tabla 4.3, y se con-

cluird que hay diferencia estadisticamente significativa en el efecto medio de

los tratamientos en consideracidn.

Tabla 4.3. Analisis de varianza para un disefo en bloques completamente

aleatorizados
Causa Sumade Cuadrado E-

Grados delibertad P-val
devar. rados cefiberta cuadrados medio calculado valor
Tyatam. angol(l_)x - ) YTPLY — SCTrat | CMTrat P(Fa};l,gle >

5)—l=a-— YTPsY —ng?| @1 CME c)
Bloques r;ngo_(ix I Y PyYy - | SCBlog
7') — v YTPTY b—1
SCE
Error rango(I — P -~
go( ) lyTy —vTxB Jle
Total n—1 Y'Y - ng?
gle=grados de libertad del error.
a B 1 a T
n=>3r - Z > Yij
i=1 n i=1j=1
Px=XX"X)'XT P, =X,X!X,)7'Xx] Ps = (X:;X{ X)X,

Si el disefio es balanceado, es decir, no hay datos faltantes, se tiene que:

X 'X;5;=0,

y entonces el disefio es ortogonal, ver seccion 5, es decir,
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Y 'XB-Y ' X585 —ny® =
YTX(X™TX)'XTY - Y X5(X{ Xs)'X] Y —ng?

P> P,=P;
=Y' X, (X' X)'X'Y —ng? =Y P, Y — ng?
Py=P,

Y'XB-Y'X.8, =
Y XX X)) X'Y-YTX(X'X,)'XTY

1;:2 Py=P,
=Y X5(X{ X)) ' X, Y =Y PsY.
P,=P;

Luego la tabla 4.3 se puede escribir de forma reducida, ver tabla 4.4.

Tabla 4.4. Analisis de varianza para un disefio en bloques completamente

aleatorizado (balanceado)

Causa Grados de Sumade Cuadrado F- Poval
-valor
devar. libertad cuadrados medio calculado
SCTrat | CMTrat | P(Fa-1,g1e >
Tratam. a—1 -~ _
Y'X.8,-ng®| a_1 CME F.)
SCBlog
Bloques b—1 -~
d Y X, b1
R SCE
Error (a—1)(b-1) YTY YT X3 ole
Total n—1 YTy — TL:U2
N
n=bxa, §==723 > yi
N j=1j=1

Ejemplo4.3. Continuando conelejemplo4.1, realizarel analisis devarianzay concluir.
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Solucién.

entonces:

y X3 =1014372.5,
y Ty = 1086488,

Diseno y analisis de experimentos

1 1 0
1 1 0
1 1 0
1 0 1
1 0 1
1 0 1
1 0 0
1 0 0
1 0 0
1 0 0
1 0 0
1 0 0
1 -1 -1
1 -1 -1
1 -1 -1
1 -1 -1

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
1 0
1 0
0 1
0 1
0 1
-1 -1
-1 -1
-1 -1
-1 -1

yT X .8, =1001916,
ny® = 698 976.27,

yT X 585 = 12456.53,

y" X .8, — nij> = 302939.7.

Tabla 4.5. Analisis de varianza para los datos del ejemplo 4.1

Causade Grados de Sumade Cuadrado F- Pvalor
variacién libertad cuadrados medio calculado
Variedad 4 302939.7 75734.9 8.402 0.006
Réplicas 2 12.456.53 6228.3 0.691
Error 8 72115.467 9014.43
Total 14 387511.73

Se concluye de la tabla 4.5, siempre y cuando los supuestos se cumplan, que

hay efecto significativo de la variedad de cebada sobre el rendimiento.
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Las intrucciones en R para el ejemplo de bloques, ejemplo 4.1, son:

library(ggplot2)
remove (list=1s())
variedad <- gl(5,3,15)
replica <- gl(3,1,15,labels = c("I", "II","III"))
rendimiento <- c¢(207,57,73,481,372,624,63,206,94,155,29,257,228,
218,174)
replica=as.factor(replica)
variedad=as.factor(variedad)
contrasts(variedad)=contr.sum(levels(variedad))
contrasts(replica)=contr.sum(levels(replica))
cebada=data.frame(replica,variedad,rendimiento)
ggplot(cebada, aes(x=variedad, y=rendimiento)) +
geom_point (aes(shape = replica),size=2.5) + theme_bw()+
ylim(c(0, 650)) + labs(y="Rendimiento (gr)", x="Variedad") +
guides (shape=guide_legend("Réplica"))+
theme (axis.text = element_text(size=15),
axis.title = element_text(size=17),
legend.text=element_text (size=12),
legend.title=element_text(size=17))

ajuste = aov(rendimiento ~ replica + variedad,data=cebada)
summary (ajuste) ; ajuste$model; ajuste$residuals
ajuste$fitted.values

library(agricolae)

gle = df.residual(ajuste); SCE = deviance(ajuste)

CME = SCE/gle

HSD.test (rendimiento,variedad,gle,CME,0.05)

TukeyHSD (ajuste,which="variedad",ordered=TRUE)

plot(TukeyHSD(ajuste, "variedad",ordered=TRUE))

7
Nota 4.4. Segiin [41, p. 130], debido a la aleatorizacion dentro de los bloques, hay au-
tores que consideran que el estadistico:

~ CMBlogq

F
¢ CME
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no es adecuado para ver el efecto de bloques (no es un test) [33, p. 291], puesto que influ-

ye el efecto de la restriccion sobre la aleatorizacion. Sin embargo, se puede examinar el

cociente:
CM Blog
CME
= Si % “ 1 entonces los bloques fueron uitiles para reducir el tamaiiode C M E.

= Si Cgﬁgq “1 entonces los bloques disminuyen la potencia del test de hipotesis

e incrementaran la longitud de los intervalos de confianza para los contrastes de

tratamientos.

Ejemplo 4.4. Continuando con el ejemplo 4.1, se observa que Cg]\%q < 1y portanto

pareceria que no fue util haber utilizado en el disefio el bloqueo por réplicas.

Nota4.5. Unavezse harealizado un diseiio en bloques NO se puede remover como cau-
sa de variacion del analisis de varianza el bloqueo, puesto que la aleatorizacion no es la
de un diseiio completamente aleatorizado.

Nota 4.6. Para tamariio de muestra y comparaciones miltiples se procede de forma si-
milar a los calculos en un diseiio completamente aleatorizado haciendo los respectivos
cambios de r por by de los grados de libertad.

1.3. Datos faltantes

La ortogonalidad del disefio en bloques completos aleatorizados depende del
balanceamiento del disefio, luego en caso de presentarse datos faltantes, se
pierde la ortogonalidad. Una solucién exacta para hacer estimacién cuando
hay presencia de datos faltantes es realizar los clculos desde la matriz disefio,
sin el dato faltante, teniendo en cuenta que el diseio NO serd ortogonal, es
decir,

XI'Xs5#0.

Los grados de libertad del error corresponden al nimero de datos menos el
rango de la matriz disefio X, que en este caso corresponde a n menos el ni-

mero de columnas de la matriz disefio X .
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Ejemplo4.5. Continuando con el ejemplo4.1, suponga que se pierde la observacion aso-

ciada a la variedad 2 de la véplica 3. scomo queda el analisis de varianza?

Solucién. Teniendo en cuenta el desbalanceamiento, las restricciones serian:

3 +2n0+4+3m+3+31=0

5 =—T1 — (2/3)70 — T3 — 74

y
Y =XB+E
[207] 11 0 0 0 1
57 11 0 0 0 0
73 11 0 0 0 —5/4
481 1 0 1 0 0 1
372 1 0 1 0 0 0
63 1 0 0 1 0 1
2060 {1 0 0 1 0 0
94| |1 0 0 1 0 —5/4
155 1 0 0 0 1 1
29 1 0 0 0 1 0
257 1 0 0 0 1 —5/4
228 1 -1 -2/3 -1 -1 1
218 1 -1 —-2/3 -1 -1 0
174 1 -1 —2/3 -1 -1 —5/4

Para calcular el vector de parametros estimado, se tiene que:

X'X=

14

O O O O O O

0
6
2
3
3
0
0

2
1.17
1.17

174

O O W oW O

0
3
2
3
6
0
0

501 + Hdg + 463 = 0
03 = (—5/4)01 + (—5/4)09,

—5/4

0
1

—5/4

—5/4]

0
0
1.17

11.25
6.25

0
1

0
0
1.17

6.25
11.25

1
T2
T3
T4

01

102 |

€11
€12
€13
€21
€22
€31
€32
€33
€41
€42
€43
€51

€52

L€53]
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(X'x)" =
0.0714 0 0 0 0 0 0
0 0.2628 —0.0765 —0.0706 —0.0706 0.0051 0.0051
0 —0.0765 0.4592 —-0.0765 —0.0765 —0.0306 —0.0306
0 —-0.0706 —0.0765 0.2628 —0.0706 0.0051 0.0051
0 —-0.0706 —0.0765 —0.0706 0.2628 0.0051 0.0051
0 0.0051 —0.0306 0.0051 0.0051 0.1306 —0.0694
0 0.0051 —0.0306 0.0051 0.0051 —0.0694 0.1306
2614 186.7
—283 —74.6
439.67 241.0
XTy=| —257|; B=1|-659
-179 —-39.9
386.5 24.0
134.5 —26.4
11 0 0 0
1 0
11 0 0 0
11 0 0 0 0 !
—5/4 —5/4
1 0 1 0 o0
1 0
1 0 1 0 o0
0 1
1 0 0 1 0
1 0
1 0 0 1 0
0 1
—5/4 —5/4
1 0 0 0 1
1 0
1 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 !
—5/4 —5/4
1 -1 -2/3 -1 -1
1 0
1 -1 -2/3 -1 -1
0 1
1 -1 -2/3 -1 -1
—5/4 —5/4
1 -1 —-2/3 -1 -1
0 0
0 0
XIXs=]1167 1.167| #0.
0 0

0 0
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Entonces:

y' X3 = 644939.94, y' X .8, = 638544.1667,
y' X585 = 14105.8571, y' y = 697112,
ny? = 488 071.1429.

Tabla 4.6. Analisis de varianza para los datos del ejemplo 4.1, considerando la

pérdida del dato asociado con la variedad 2 y la réplica III

Causade | Grad.de Sumade Cuadrado | F-calculado | P-valor
variacion | libertad | cuadrados medio

Variedad 4 142762.942 | 35690.7354 4.789 0.0353
Réplicas 2 6395.775 3197.8875 0.429

Error 7 52172.06 7453.15

Total 13 209 040.86

Se concluye de la tabla 4.6 que hay efecto de la variedad de cebada sobre el

rendimiento. Note que SCTrat + SCblog + SCE # SCT.
Las instrucciones en R son:

### correr instrucciones pagina 172 ###
library(car) # Para calcular la suma de cuadrados tipo III
cebadalnc=cebadal-6,]
contrasts(cebadalnc$variedad)=matrix(c(1,0,0,0, 0,1,0,0, 0,0,1,0,
0,0,0,1, -1,-2/3,-1,-1) ,nrow=5,byrow=TRUE)
contrasts(cebadalnc$replica)=matrix(c(1,0, 0,1,-5/4,-5/4),
nrow=3,byrow=TRUE)

ajustel = aov(rendimiento ~ replica + variedad,data=cebadalnc)

Anova(ajustel,type=3)
al

Nota 4.7. Para generar un diseiio en bloques completos aleatorizados cona = 5y
b = 6 en R, se puede usar:

remove (1list=1s())
library(agricolaeplotr); library(agricolae)
Tratamiento<_c(l|A|l , llB" , llC" s ||Dl| ’ ||El|)
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dis <- design.rcbd(Tratamiento,r=6,serie=2,seed=111) #seed es
#una semilla
dis$book
plot_rcdb(dis,y="block",factor_name="Tratamiento",
labels="plots")

1.4. Eficiencia relativa de un DBCA frente a DCA

[33, p. 291] sefialan que la eficiencia relativa estimada del disefio completa-
mente aleatorizado (DCA) con r = b, con respecto al disefio en bloques com-
pletos aleatorizados (DBCA) con b bloques, es dada por:

.9 SCEpca SCEpca
ERE — JebCA CMEpca _  glepca  _ __ alb-1)
5§,DBCA CMEppca CMEppca CMEppca
SCEppca SC Blog (a—1) SCEpBca + lC’MBloq
a(b—1) a(b—1)  (a—1) a(b—1) a
Cqw’E‘DBC’A N CMEDBCA
_QCMEDBCA + %CMBloq _ (a—1)CMEppca + CMBlogq
- CMEppca B aCMEppca
SR TR AT TR
a CLCMEDBCA a CMEDBCA

= Si FRE > 1, entonces es mejor usar DBCA.
= Si FRE < 1, entonces es mejor usar DCA.

Una interpretacion practica para usar ERE es que se requeriran:
r=bx ERE,

réplicas por tratamiento para que un DCA sea tan efectivo como un DBCA con
b réplicas (bloques)'.

Ejemplo4.6. Continuando con el ejemplo 4.1sobre las variedades de cebada y el rendi-

miento, calcule la eficiencia relativa.

'El ERFE se refiere solo a la precisién de las estimaciones y no a la potencia de la prueba.
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Solucion. De la tabla 4.5, se sabe que:
CMBlog =6228.3y CMEppca = 9014.43,

luego

1  1CMBlog
FRE=1— -4+ -————=
r a+a CMFE

Por tanto, en este caso, es mejor usar un disefio completamente aleatorizado,

= 0.9382.

y serian necesariasr = b x FRE = 3 x 0.9382 = 2.8146 ~ 3 réplicas por
variedad de cebada. e

2. Prueba de Friedman para & muestras

Es una prueba alternativa cuando en un disefio en bloques completos aleato-
rizados (o en cluster) el supuesto de normalidad no se cumple o cuando las
mediciones no son realizadas en escala al menos de intervalo, es decir, parala
prueba de Friedman se asume que las mediciones son realizadas en al menos
escala ordinal.

Supuestos del test [17, p. 299] o [35, p. 228]:

1. Losresultados dentro de un bloque no influencian los resultados dentro
de otros bloques.

2. Dentro de cada bloque, las observaciones pueden ser ordenadas segin

algtin criterio de interés.

La hipétesis nula corresponde a que los efectos de los tratamientos son los
mismos, es decir, las poblaciones de interés tienen distribuciones idénticas.
La hipétesis alterna es que existe una diferencia entre los efectos de

tratamientos:

Ho: fi(y) = fa(y) = - = fi(y).

Se pueden considerar dos procedimientos para el calculo del estadistico de
prueba:
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1. Segun [12, p. 584], se puede utilizar cuando b > 10y a > 4y consis-
te en asignar rangos de 1 a a dentro de cada bloque, y luego calcular el

estadistico de prueba:

—3b(a+1),

a
2
=1

siendo R;; el rango de la observacioén ij, b el nimero de bloques, a el

12
¢= ba(a+ 1)

namero de tratamientos y
Riy = g R;j.

j=1
En este caso, la distribucién del estadistico G se puede aproximar a tra-
vés de la distribucién chi-cuadrado,

2
G~ Xa—1>

yserechaza HysiG > x2_11_,.

2. Segun [17, p. 299], consiste en asignar rangos de 1 a a dentro de cada
bloque, luego calcular el estadistico de prueba:

(b—1) |:B2 _ ba(az-l)Q]

T =
AQ—BQ ’

AQ # B2a (4.2)
con:

a b
Ap=) > Ry y

i=1 j=1
I,
By = b;Ri*.

Se rechaza Hj si:

T>F _qa1,0b-1)(a-1)-

Nota 4.8. » Si Ay = By, no se puede usar el estadistico T" dado en (4.2). Para
este caso el P-valor es dado por:
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= Sobre comparaciones milltiples. Para comparaciones multiples entre efectos de

tratamientos, se considerard que dos efectos de tratamiento son diferentes si:

2b(Ay — Bo)

[ Bix = Rire > g 60\ - Y@ = 1)

= En caso de empates se asigna el rango promedio a cada una de las observaciones

empatadas.

b 1)(2 1
= Sino hay empates, Ay sesimplificaa Ay = afa + é( a—+ )

Ejemplo 4.7. Continuando con el ejemplo 4.1, sobre las variedades de cebada y su ren-

dimiento, al realizar la verificacion de supuestos de normalidad y de homogeneidad de
varianza, se obtiene que los P-valor son adecuados para homogeneidad no asi para nor-
malidad, lo que se evidencia en el envelope, ver figura 4.2. Por tanto, realice una prueba
no paramétrica para analizar el efecto de las variedades en el rendimiento.

Residuales

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Cuantiles tedricos

Figura 4.2. Envelope para evaluar el cumplimiento de los supuestos del
modelo para los datos del ejemplo 4.1
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Diseno y analisis de experimentos

Solucion. En la tabla 4.7 se muestra los rangos. A partir de ellos se tiene que:

Tabla 4.7. Ejemplo 4.1 sobre las variedades de cebada y el rendimiento en

gramos. Rangos

Replicaciones
Variedad | I | II | III | Sumarangos

1 312 1 6
2 515 5 15
3 1|3 2
4 2|1 4
5 4] 4 3 11

Ay — 3x5(5+1)(2x5+1) _ 165,

6
1
B, = 5(62 +15% 4+ 67 + 72 + 11%) = 155.667.

Por tanto:

2
(2) [155.667 — %}

T = = 4.4285.
165 — 155.667 5

Como Fp g5.4.8 = 3.8379, se rechaza la hipétesis que los efectos de la varieda-

des de cebadas son iguales sobre el rendimiento.
Para comparar las cinco variedades, se usa el valor critico:

2b(Ay — By) 2 x 3 % (165 — 155.667)
t =t
1-%,(b-1)(a—1) m = 10.975;8 3

=2.306 x V7 =6.101,

luego

Variedad R;. Agrupacién

1 6 a
3 6 a
4 7 a
5 11 ab
2 15 b
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Por tanto, hay dos agrupaciones no excluyentes de las variedades de cebada.
Se puede considerar que las variedades 1, 3, 4y 5 tienen el mismo efecto medio
sobre el rendimiento, mientras que las variedades 2 y 5 tiene el mismo efecto

medio, siendo esta agrupacion la que present6 mayor rendimiento.
La intruccién en R para el test de Friedman es:

### correr instrucciones pagina 172 ###

friedman.test(rendimiento ~ variedad | replica)

4

Nota4.9. Paracomparaciones miiltiples no paramétricas en R se puede usarla libreria:

nparcomp.

3. Ideas sobre bloques incompletos
balanceados

3.1. Caracteristicas

1. Cada bloque contiene & unidades experimentales con k& < a, por tanto
hay mas tratamientos que unidades experimentales en un bloque.

2. Cada tratamiento aparece exactamente en r bloques.
3. Cada tratamiento aparece o una vez o no aparece en un bloque.

4. Cada par de tratamientos ocurre junto en el mismo niimero de bloques
A veces. Esta propiedad hace posible que cualquier par de tratamientos

sean comparados con el mismo error estandar.

Entre sus propiedades estan que todos los contrastes de tratamientos son es-
timables, y todas las comparaciones dos a dos entre efectos de tratamientos
son estimadas con la misma varianza, y por tanto sus intervalos de confianza

tienen la misma longitud [21, p. 353].
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Si

a : Numero de tratamientos
b : Numero de bloques

k : Numero de unidades experimentales por bloque
r : Namero de réplicas por tratamiento

A : Namero de veces que aparecen un par de tratamientos

entonces un diseno en bloques incompletos balanceados cumple con las si-

guientes tres condiciones:

r:%, b> a,
a
r(k—1)
= 4.
A (a—1)" (4.3)
b>a

Nota 4.10. Como A debe ser entero, no existen bloques incompletos para cualquierr, k,
a y b. [14] presentan una variedad de arreglos en bloques incompletos balanceados. En
R se pueden obtener usando la instruccion:

library(agricolae); library(agricolaeplotr)

remove(list=1s())

Tratamiento<-c("A","B","C","D","E","F")

dis<-design.bib(Tratamiento,k=2,r=5,serie=2,seed=222)

dis$book

plot_bib(dis,y = "block", factor_name = "Tratamiento",
labels = "plots")

3.44. Tipos de bloques incompletos balanceados:

= Tipo I: Experimentos en que los bloques pueden ser agrupados en repe-

ticiones. Ver figura 4.3y figura 4.4.
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Bloque Rep. 1 Bloque Rep. 11 Bloque | Rep.III
1 T1 T2 4 T1 T3 7 T1 | T4
2 T3 T4 5 T2 T5 8 T2 | Té
3 T5 Té 6 T4 Teé 9 T3 | T5
Bloque Rep. IV Bloque Rep.V
10 T1 T5 13 T1 Té
11 T2 T4 14 T2 T3
12 T3 Té6 15 T4 T5

Figura 4.3. Disefo tipo I
Fuente: [14, p. 487].

Bloque Rep. I Bloque | Rep.II Bloque | Rep.III
1 T1 | T2 3 T1 | T3 5 T1 | T4
2 T3 | T4 4 T2 | T4 6 T2 | T3

Figura 4.4. Disefo tipo I
Fuente: [14, p. 516].

Bloque Rep. I Bloque | Rep.II Bloque | Rep.III
1 T1 | T2 8 T1 | T3 15 T1 | T4
2 T2 | Té 9 T2 | T4 16 T2 | T3
3 T3 | T4 10 T3 | T5 17 T3 | Té
4 T4 | T7 11 T4 | Té 18 T4 | T5
5 T1 | TS 12 s | T7 19 T2 | T5
6 T5 | Té 13 T1 | Te 20 Te | T7
7 T3 | T7 14 T2 | T7 21 T1 | T7

Figura 4.5. Disefio tipo II
Fuente: [14, p. 517].

= Tipo II: Son experimentos en que los bloques pueden ser agrupados en

grupos de repeticiones. Ver figura 4.5.

= Tipo III: Disenos en que los bloques no pueden ser agrupados en repe-
ticiones o grupos de repeticiones. Ver figura 4.6y figura 4.7.
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Bloque
1 T1 | T2 | TS
2 T1 | T2 | Teé
3 T1 | T3 | T4
4 T1 | T3 | Té
5 T1 | T4 | TS
6 T2 | T3 | T4
7 T2 | T3 | T5
8 T2 | T4 | Té
9 T3 | T5 | Té
10 T4 | T5 | Te

Figura 4.6. Disefio tipo III
Fuente: [14, p. 516].

Bloque
1 T4 | T6 | T7 | T9 | T1I0 | TI1
2 T1 | T5 | T7 | T8 | T10 | T11
3 T1 | T2 | Té | T8 T9 TI1
4 T1 | T2 | T3 | T7 T9 T10
5 T2 | T3 | T4 | T8 | T10 | T11
6 T1 | T3 | T4 | T5 T9 T11
7 T1 | T2 | T4 | T5 Te | T1O
8 T2 | T3 | T5 | Té T7 TI1
9 T1 | T3 | T4 | T6 | T7 T8
10 T2 | T4 | T5 | T7 | T8 T9
11 T3 | T5 | T6 | T8 T9 | TIO

Figura 4.7. Disefio tipo III
Fuente: [14, p. 521].

DEFINICION 4.1. Segiin [32, p. 73], un diseio en bloques incompletos con a = b se
llama un diseito en bloques incompletos simétrico.

Nota 4.11. [21, p. 359] presentan la estimacion de los efectos de tratamiento,
R k
Ty = EQ’L;

con

b
1
Q=T — Z E 1y, B,
h=1
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donde:

T; : Suma de todas las observaciones sobre el tratamiento 1.

1,  Sieltratamiento i es observado en el bloque h.
np, =

(3

0, Enotrocaso.

By, : Suma de todas las observaciones en el bloque h.

b : Niimero de bloques.

Asi, el estimador minimos cuadrados del contraste y ;| ¢;7; es dado por:

i=1 i=1
k& 1<
MBS A
Aa 1=1 k h=1
k a 1 a b
T S I
Aa =1 Aa =1 h=1

Nota 4.12.

S)

a
. k
\% (Z cl-n) = Ea? 2.
i=1 1=1
Los test de comparaciones multiples entre efectos de tratamientos se pueden usar tenien-
do en cuenta que los grados de libertad del error son: bk — b — a + 1.

Nota 4.13. Para detalles sobre analisis de diserios en bloques incompletos en general,

sean balanceados o no, se puede adicionalmente consultar en [32, p. 1].

Nota 4.14 (Tamaiio de muestra). Partiendo de:

W(Tméx — Tmin) = EO‘E X 2,

y reemplazando A dada en (4.3) se tiene que:

G k(a-1) 5, 202 207
\% (Tméx - 7-ml'n) — 21"(1(k' — 1)06 — r;((k:ll)) = o ) (4-4)
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ra(k—1)
k(a—1) °

De (3.9) se obtiene:

conr* =

2 242
r:l%ﬁﬂ 4.5)
con 9
20
Y (Tméx - Tml’n) = Te'

Cambiando r en (4.5) por r* dada (4.4), se obtiene:

B 20202 k(a — 1)
A% (k—1)

El resto del procedimiento es similar al visto en la seccion 2.4, teniendo en cuenta
al correr el codigo R del anexo 4.1, cambiar los grados de libertad del error, v2, por
v2=bk-b-a+1?, estoes, v2=ra — 72 —a + 1.

4. Diseno en cuadro latino

Cuando hay dos fuentes de bloqueo es posible organizar el disefio de forma
que el nimero de unidades experimentales necesarias sea minimo. Una alter-
nativa es el disefio en cuadro latino. Un diseiio en cuadro latino tiene un factor
experimental con a tratamientos y tiene dos fuentes de bloqueo en que cada una
tiene a niveles. Esta es una restriccién ya que el nimero de niveles de las dos
fuentes de bloqueo debe ser igual al nimero de tratamientos. Un esquema de
cuadro latino se presenta en la figura 4.8, en que las filas estan asociadas a
los niveles del factor de bloqueo G, las columnas estan asociadas a los niveles
del factor de bloqueo F'y las letras latinas dentro del cuadro estin asociadas a
los niveles del factor tratamiento. Es importante resaltar que cada letra latina

debe aparecer solo una vez en cada columna y en cada fila del cuadrado.

a=gle=_b k—_b faJrl:% -2 —at+l=ra—"—a+lyaquebk = ra,
3 3
ver (4.3).
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Fuente de bloqueo F
F1 F2 F3 F4

Fuente de bloqueo G

Gl C|D]|A B
G2 B|C|D A
G3 A| B |C D
G4 D|A|B C

Figura 4.8. Ejemplo de un disefio en cuadro latino paraa = 4

Nota 4.15. Para generar un diseiio en cuadro latino con a = 4 en R, se puede usar:

library(agricolae); library(agricolaeplotr)

Tratamientos<-c("A","B","C","D")

dis <-design.lsd(Tratamientos,serie=2,seed=121212) # seed es
# una semilla

dis$book; print(dis$sketch)

plot_latin_square(dis,x = "col",y = "row",

factor_name = "Tratamientos",labels = "plots")

Ejemplo 4.8. Considere un experimento realizado en la Universidad Nacional del Al-
tiplano - Puno, Perii, sobre la determinacion de nitrogeno fecal, entre otros, en llamas
hembras de dos atios de edad [16]. Los investigadores realizaron un disefio en cuadro la-
tino en que los factores fueron etapas (etapa I, etapa I1 y etapa I11), llamas (1, 2,y 3) y
dietas (4 % de proteina cruda, 6 % de proteina cruda, y 8 % de proteina cruda). Este di-
sefio implica que debe haber un adecuado periodo entre las aplicaciones de tratamiento
para que sea despreciable la correlacion de los datos tomados a una misma llama. La
variable vespuesta a considerar es pérdida de nitrogeno fecal (gramos por dia, g/d). En
la tabla 4.8 se presentan datos ilustrativos, ya que la tesis en mencién no presenta los

datos en forma individual, sino en estadisticas resumen.

188



Diseno y analisis de experimentos

Tabla 4.8. Ejemplo de las dietas y las llamas en cuadro latino

Llama
Etapa 1 2 3
1 4%(6.97 g/d) | 6%(6.94g/d) 8%(7.85 g/d)
2 6%(6.51g/d) | 8%(7.72 g/d) 4% (6.50 g/d)
3 8% (7.91g/d) | 4% (7.22 g/d) 6%(7.73g/d)

Entre paréntesis la pérdida de nitrégeno fecal, datos ilustrativos.

42. El modelo

Segtn [41, p. 145], sea
Yijk = p+7i+0i+mtegpi=1,2,...,a; j=1,2,...,a; k=1,2,...,a,
en que:

= ¥,k es la respuesta de la unidad experimental que fue asignada al tra-

tamiento ¢, en el bloque fila j, en el bloque columna k.

= ¢;j1, es el componente asociado con el error aleatorio que se asume e;
~ N(0,02).
a a a

Asumiendo las restricciones ) 7; =0, Y §; =0y > v, = 0«
i=1 =1 h=1

w es la media general o global.

7; es el efecto del tratamiento ¢ con respecto a la media general, p.

d; es el efecto del bloque fila j con respecto a la media general, p.

~i es el efecto del bloque columna k con respecto a la media general, 4.

Ejemplo 4.9. Continuando con el ejemplo 4.8, estime (3.
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Solucién. El modelo, matricialmente escrito, es:

Y = XB+E

6.97 1 10 1 0 0 €111
6.51 1 0 1 0 0 1 1 €291
7.91 1 -1 -1 1 0 -1 -1 o1 €331
6.94 1 1 0 0 1 0 1 09 €219
7.72 = 1 0 1 0 1 -1 -1 1 | + | e322
7.22 1 -1 -1 0 1 1 0 Yo €132
7.85 1 1 0 -1 -1 -1 -1 Ty €313

6.5 1 0 1 -1 -1 1 0 T2 €123
7.73 1 -1 -1 -1 -1 0 1 €233

Para calcular el vector de parametros estimado, se tiene que:

9000000
0630000
0360000
X'XxX=[o0006 300
0003600
00000O0G6 3
0000036

65.35 7.261

1.1 —0.008

~2.13 ~0.351
XTy=|-069|; B=]-0131
—0.2 0.032

—2.79 —0.364

-2.3 —0.201
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4.2. Analisis de varianza

Para el andlisis de varianza se debe tener en cuenta que hay dos fuentes de va-
riacién adicionales en el modelo, que consisten en el ajuste por el bloque filay
el ajuste por el bloque columna. Lo anterior implica separar la varianza debi-
da al efecto del factor de bloqueo fila y al efecto del factor de bloqueo columna
de lavarianza debida a los tratamientos. Para esto se va a subdividir la matriz
diseno, X, en tres partes, en que la primera parte corresponde a las columnas
asociadas con los tratamientos (X ;), la segunda parte corresponde a las co-
lumnas asociadas al factor de bloque fila (Xs), y la tercera parte corresponde
alas columnas asociadas con el factor de bloqueo columna (X ).
La hipétesis de interés es:

Hy:mm=mn=-=74_1=7,=0 versus
H,:Almenosunr; #0, i=1,2,...,a.
H se rechazara si el P-valor asociado a los tratamientos es menor a «, el nivel
de significancia establecido en la tabla del analisis de varianza, tabla 4.9, y se

concluira que hay diferencia estadisticamente significativa en el efecto medio

de los tratamientos en consideracién.

Ejemplo4.10. Continuando conelejemplo4.8, realice el analisis devarianzay concluya.

Solucién
Sean las matrices:

1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 1 0

1 -1 1 -1 1 0

0 1 0 0 1

X, =|-1 -1, X5=1| o y Xo=| 0 1
1 0 1 -1 0 1

1 -1 1 0 1 -1

1 0 0 1 1 -1
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Tabla 4.9. Andlisis de varianza para un disefio en cuadro latino (balanceado)

P, =X (X]X)"'x]

Causa | Gradosde Sumade Cuadrado F- Poval
-valor
devar. libertad cuadrados medio calculado
SCTrat CMTrat | P(Fa—1,g1c >
Tratam. a—1
Y'P.Y a—1 CME F.)
Bloqueo SCFila
a—1 T _—
fila Y ' PsY a—1
Bloqueo
SCColumna
colum- a—1 Y'PY | o1
na
— 9 (a —
Error (a 1)(0’ YTY _ SCFE
) Y P.Y gle

Total a® -1 Y'Y — ng?

n = a® y gle=grados de libertad del error.

1 a a a _

g=—> > Yy Px=X(X"X)"'X"T
N i=1j=1k=1

Ps=X;(X] X)X

P, = XW(XIXW)_l‘XI

nien X5

,nien X ..

No se incluye el vector de unos asociado a p en ninguna submatriz, esto es, nien X -,

Asumiendo que se cumplen los supuestos del modelo, se concluye de la ta-

bla 4.10 que no hay efecto de la dieta proteina cruda en la pérdida de nitrégeno

fecal.
Tabla 4.10. Analisis de varianza para los datos del ejemplo 4.8
Causade | Gradosde Sumade Cuadrado F- Poval
-valor
variacién libertad cuadrados medio calculado
Dieta 2 1.4794 0.7397 6.995 0.125
Etapa 2 0.0840 0.0420 0.397
Llama 2 0.7564 0.3782 3.577
Error 2 0.2115 0.1057
Total 8
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Lasinstrucciones en R para obtener la tabla de andlisis de varianza del ejem-
plo 4.8 son:

remove (list=1s())

etapa <- gl1(3,3,labels = c("I", "II","III"))
llama <- g1(3,1,9)

dieta <- ¢(1,2,3,2,3,1,3,1,2)

perdidaN <- c(6.97,6.51,7.91,6.94,7.72,7.22,7.85,6.5,7.73)
etapa=as.factor(etapa) ;1lama=as.factor(1llama)
dieta=as.factor(dieta)
contrasts(etapa)=contr.sum(levels(etapa))
contrasts(llama)=contr.sum(levels(llama))
contrasts(dieta)=contr.sum(levels(dieta))
ajuste = aov(perdidaN ~ dieta + etapa+llama)

anova(ajuste)

4

Nota 4.16. Segiin [33, p. 376], sea T, el niimero total de cuadros latinos de orden a en
formareducida, es decir, en la cual la primera filay la primera columna son arregladas
en orden alfabético.

Elniimero de cuadros latinos que puede ser generado de una forma reducida por per-

mutacion de las filas y columnases al(a — 1)!

Ejemplo 4.11. Ejemplo de algunos cuadros latinos en forma reducida y permutaciones
del mismo:
a=2—211=2

a=3—3121=12

QW
= Q W
S = Q
o Qo
Q=W
= W Q
S Q
= W Q
Qx> W
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a=4— 4131 =144

A B C D A B C D A B C D A B C D
B A D C B A D C B C D A B D A C
C D A B C D B A C D A B C A D B
D C B A D C A B D A B C D C B A

Nota 4.17. Para seleccionar un cuadro latino a aplicar se puede:
1. Contruir el cuadro latino estandar.
2. Aleatorizar el orden de las filas.
3. Aleatorizar el orden de las columnas.
4. Asignar los tratamientos en forma aleatoria a las letras latinas.
5. Correr el experimento por fila o por columna.

Nota 4.18 (Cuadro latino replicado). Para aumentar los grados de libertad, una al-

ternativa es replicar el cuadro latino. Las situaciones mas simples son:
1. Replicar el cuadro latino r veces. El modelo es dado por:
Yijkt = b+ Ti + 05 + e + 01 + e,

coni=1,2,...5a; 7=1,2,...;a; k=1,2,...,a,l=1,2,...,1y6
el efecto de la véplica l.

Un ejemplo de un cuadro latino replicado se presenta en la figura 4.9.

123 ||
AB | AB | AB AB
BA | BA | BA BA

Figura 4.9. Ejemplo de un disefio en cuadro latino replicado

La tabla de analisis de varianza con causa de variacion y grados de libertad se

presenta en la tabla 4.11.
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Tabla 4.11. Analisis de varianza para un disefio en cuadro latino replicado

Causa de variacién Grados de libertad
Réplicas r—1
Tratamientos a—1
Filas a—1
Columnas a—1
Error (a—1)[r(a+1) — 3]
Total ra? —1

Fuente:[33, p. 391].

2. Disefio en rectangulo latino. El modelo es dado por:
Yijk = 1+ Ti + 05 + Yk + €ijk,

comt=1,2,...,a; j=1,2,...,ra; k=1,2,...,a.

Un ejemplo de un diseiio en rectangulo latino se presenta en la figura 4.10.

w O P> w O
QO P> w O P> w
> QP> w0

Figura 4.10. Ejemplo de un disefio en rectagulo latino

En este caso, la tabla de analisis de varianza con causa de variacion y grados de

libertad se presenta en la tabla 4.12.
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Tabla 4.12. Analisis de varianza para un disefio en rectagulo latino

Causa de variacién | Grados de libertad
Filas ra—1
Columnas a—1
Tratamientos a—1
Error (ra—2)(a—1)
Total ra®—1

Fuente: [33, p. 395].

5. Diseno en cuadro grecolatino

Cuando hay tres fuentes de bloqueo y un factor de tratamientos o cuando hay
dos fuentes de bloqueo y dos factores de tratamientos que se considera no
tienen interaccion, es posible organizar el disefo de forma que el nimero de
unidades experimentales necesarias sea el mismo que en un disefio en cuadro
latino, es decir, n = a?.

La alternativa es el disefio en cuadro grecolatino. Un disefio en cuadro gre-
colatino tiene un factor experimental con a tratamientos y tres fuentes de blo-
queo en que cada una tiene a niveles, o tiene dos factores experimentales cada
uno con a niveles, pero que se sabe no interactuan, y dos fuentes de bloqueo
cada una con a niveles. Esta es una restriccion ya que el nimero de niveles
de las fuentes de bloqueo y de los factores de tratamientos debe ser igual al
ndmero de tratamientos.

Un esquema de cuadro grecolatino se presenta en la figura 4.11 en que las
filas estan asociadas a los niveles del factor de bloqueo G, las columnas estan
asociadas a los niveles del factor de bloqueo F', las letras griegas dentro del
cuadro estin asociadas al factor H, que puede ser un factor de bloqueo o un
factor de tratamiento, y las letras latinas dentro del cuadro estan asociadas a
los niveles del factor tratamiento (generalmente). Es importante resaltar que
cada pareja de letras latina y griega debe aparecer solo una vez en el cuadro.
Adicionalmente, un cuadro grecolatino es el resultado de superponer dos cua-

dros latinos.
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Fuente de bloqueo F
Fuente de bloqueoG F1  F2 F3  F4

Gl CB | By | D6 | Aa
G2 Ba| C§ | Ay | DS
G3 Aéd | Da | BB | Cxv
G4 Dy | A8 | Ca | BJ

Figura 4.11. Ejemplo de un disefio en cuadro grecolatino para a = 4

Nota4.19. Paragenerarun diseiio en cuadro grecolatino cona = 4 en R, se puede usar:

library(agricolae)

Tratamientos <- c("A","B","C","D")

Letrasgriegas <- c("alpha","beta","gamma","delta")

dis <- design.graeco(Tratamientos,Letrasgriegas,
serie=2,seed=121212)

dis$book; print(dis$sketch)

Ejemplo 4.12. Considere el experimento descrito en [19] sobre la extraccion y fraccio-
namiento de la humina del suelo a dos profundidades, de un oxidol del Amazonas. Para
este ejemplo solo se va a tener en cuenta una de las profundidades, la denotada como
horizonte A en [19]. Los investigadores, entre otros, midieron el porcentaje de carbén or-
ganico extractable considerando peso del suelo (0.5 g,1.0 g, 2.5 gy 4.0 g), mililitros de
extractante (20 ml, 50 ml, 100 ml y 150 ml), niimero de extracciones (3,4, 5y 6) y tiempo
de agitacion (1/2h,1h,11/2 hy 2 h). El niimero de extracciones se asocié con las letras
latinas (A, B, Cy D) respectivamentey el tiempo de agitacion con las letras griegas (o, 3,
vy d) respectivamente. En este ejemplo se va a considerar como tratamiento de interés el
tiempo de agitacion mientras que el niimero de extracciones sera una fuente de bloqueo,
luego las letras griegas estaran asociadas al factor de los tratamientos. En la tabla 4.13
se presentan los datos. Vale aclarar que hay modificaciones con fines ilustrativos con
respecto al cuadro grecolatino presentado en el articulo de [19], ya que no cumple con
la condicion de que las letras griegas y latinas deben aparecer juntas solo una vez en el
cuadro.
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Tabla 4.13. Ejemplo del porcentaje de carbon organico extractable del suelo.

Cuadro grecolatino

Mililitros de extractante
Peso de la muestra (g) 20 50 100 150
0.5 Aa=0.20 | D=0.27 | By=0.28 C6=0.48
1.0 Bp=1.61 Ca=1.16 Ad=0.85 D~=1.24
2.5 D6=2.74 A~v=1.23 Cp=1.44 Ba=1.13
4.0 Cvy=3.59 B=1.98 Da=2.74 ApB=3.81

Asignacién de niimero de extracciones.
Modificada con respecto al cuadro grecolatino presentado en el articulo.
Fuente: [19].

5.1. El modelo
Segtn [41, p. 152], sea:

Yijk = B+ T + 0j + Y + wi + €k,
cont=1,2,...,a; j=1,2,...;a; k=1,2,...,a; 1 =1,2,...,a,enque:

= ¥,k es la respuesta de la unidad experimental que fue asignada a las
letras latinas (generalmente asociadas al tratamiento) 7, en el bloque fila
Jj,enel bloque columna k, en la letra griega [.

= ¢;i11 es el componente asociado con el error aleatorio que se asume e;
~ N(0,02).

a a a a
Asumiendo las restricciones ), 7;, =0, > 9, =0, > % =0y > w; =0,
i=1 j=1 k=1 =1

w es la media general o global.

7; es el efecto del factor asociado alaletralatina i con respecto ala media

general, .

J; es el efecto del bloque fila j con respecto a la media general, y.

vk es el efecto del bloque columna k con respecto a la media general, p.
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= w; esel efecto del factor asociado a la letra griega [ con respecto a la me-

dia general, .

Ejemplo 4.13. Continuando con el ejemplo 4.12, estime (3.

Solucién. El modelo, matricialmente escrito, es dado por:

en que:

0.20
1.61
2.74
3.59
0.27
1.16
1.23
1.98
0.28
0.85
1.44
2.74
0.48
1.24
1.13
3.81

Y = XB+E,

71
V2
V3
01
42

T1
T2

73

w2

w3
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€1323
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€3332
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€4243
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-1 -1 -1 -1 -1

-1

0O -1 -1 -1

0

0o -1 -1 -1

0

-1 -1 -1

0

-1 -1 -1

0

0 -1 -1 -1

0

-1 -1 -1 -1

-1

-1 -1

-1

-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1

0o -1 -1 -1

1

-1 -1

-1

Para calcular el vector de parametros estimado, se tiene que:

6 0 0000 0 O0O0O0O0O0OO

0 8 44000000 O0O0O0
04840000000 O00O0
04480000000 O00O0
00008 4 40000O0°O0O0
000048 40000O0O0O0
0000448000 O0O0O0
0 000OO0OO0OO0OTZ 844000

0 000O0OO0OO0ODM4T%88 4000
0 000O0OO0OTODM448000O0
0 00O0OO0OO0OO0OTO0ODTO0OO0OZ 84 4
00 0O0O0OO0OO0OTO0OTO0OO0OM48 4
000 O0O0OO0OO0OTO0OTO0O0O4 4 8

X'X
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24.75 1.547
1.48 0.488

—2.02 —0.387

~1.35 —0.219

~10.89 ~1.239

~7.26 —0.332

XTy=| —558|, B=| 0088
—0.90 —0.024

~1.99 —0.297

—0.32 0.121

—0.82 —0.239

1.08 0.236

0.29 0.038

5.2. Analisis de varianza

Para el analisis de varianza se debe tener en cuenta que hay cuatro fuentes de
variacion en el modelo que consisten en el ajuste por el bloque fila, el ajuste
por el bloque columna, el ajuste por el factor asociado a las letras griegas y el
ajuste por el factor asociado a las letras latinas. Lo anterior implica separar la
varianza debida al efecto del factor de bloque fila, al efecto del factor de bloque
columna, al efecto del factor asociado a las letras griegas y al efecto del factor
asociado a las letras latinas. Para esto se va a subdividir la matriz disefio, X,
en cuatro partes, en que la primera parte corresponde a las columnas asocia-
das con el factor de las letras latinas (X ;), la segunda parte corresponde a las
columnas asociadas al factor de bloque fila (X ), la tercera parte correspon-
de a las columnas asociadas con el factor de bloque columna (X ,) y la cuarta
parte corresponde a las columnas asociadas con el factor de las letras griegas
(X W)

Asumiendo que solo hay un factor asociado a los tratamientos y que fue
asignado al factor asociado con las letra latinas, la hipétesis de interés es:

HOle:TQZ"':Ta—IZTGZO versus

H, :Almenosunr; #0, 1=1,2,...,a.
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Hy serechazard siel P-valor asociado alos tratamientos es menor a «, el ni-
vel de significancia establecido, en la tabla del andlisis de varianza, tabla 4.14,
y se concluird que hay diferencia estadisticamente significativa en el efecto
medio de los tratamientos en consideracién.

Enlatabla4.14, n = a2, gle corresponde a los grados de libertad del error,
y no se incluye el vector de unos asociado a x en ninguna submatriz, esto es,

nien X, nien X, nien X4, nien X,.

Tabla 4.14. Analisis de varianza para un disefio en cuadro grecolatino

(balanceado)
Causade Grados de Sumade Cuadrado E-
i i P-valor
var. libertad cuadrados medio calculado
Tratam a1 - SCTrat | CMTrat P(Fa-1,91c >
Y P.Y a—1 CME F.)
SCFila
Bl. fila a—1 YT P,y —
Bl. colum- a1 SCCol
na YTP’YY a—1
. _ SCgriega
Bll. griega a—1 Y'PY | a1
Error (a=3)(a—1)| Y'Y - SCE
YTPLY gle
Total a® -1 Y'Y — ng?
7= 1 S Sy Px=XXTX)'XT P,=X,X/X,)'Xx/
N j=1j=1k=1
P. =X (X]!X;)'X] Ps=Xs5X;Xs5) 'Xy P,=X,(X,X,)'X]

Ejemplo 4.14. Continuando con el ejemplo 4.12, realice el analisis de varianza y

concluya.

Solucioén
Se asign el factor agitacién que corresponde al factor de tratamiento de in-

terés con las letras griegas para mantener la notacion de [19].
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novyana

Dise

-1 -1

-1

-1

-1

-1 -1

-1

-1 -1

-1

-1 -1

-1

-1

-1

-1 -1

-1

-1 -1

-1

-1 -1

—1

-1 -1

-1

-1 -1

-1

-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
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Tabla 4.15. Andlisis de varianza para los datos del ejemplo 4.12

Causade Grados de Sumade Cuadrado F- Pvalor
variaciéon libertad cuadrados medio calculado
Peso 3 1.800 0.600 1.399
Extractante 3 15.414 5.138 11.976
Extracciones 3 0.574 0.191 0.446
Agitacién 3 0.462 0.154 0.359 0.789
Error 3 1.287 0.429
Total 15 19.537

Asumiendo que se cumplen los supuestos del modelo, se concluye de la ta-
bla4.15 que no hay efecto del tiempo de agitacién sobre el porcentaje de carbén
organico extractable.

El programa en R para el disefio en cuadro grecolatino que se us6 con los

datos ejemplo 4.12 es:

remove(list=1s())

Peso <- gl(4,4)

extractante <- gl(4,1,16)

extracciones <- ¢(1,2,4,3,4,3,1,2,2,1,3,4,3,4,2,1)

agitacion <- ¢(1,2,4,3,2,1,3,4,3,4,2,1,4,3,1,2)

porcentaje <- ¢(0.2,1.61,2.74,3.59,0.27,1.16,1.23,1.98,0.28,0.85,
1.44,2.74,0.48,1.24,1.13,3.81)

Peso=as.factor (Peso)

extractante=as.factor (extractante)

extracciones=as.factor (extracciones)

agitacion=as.factor(agitacion)

contrasts(Peso)=contr.sum(levels(Peso))

contrasts(extractante)=contr.sum(levels(extractante))

contrasts(extracciones)=contr.sum(levels(extracciones))

contrasts(agitacion)=contr.sum(levels(agitacion))

ajuste = aov(porcentaje ~ Pesotextractantetextracciones+

agitacion)

anova(ajuste)
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6. Ejercicios

6.1 Aplicar el test de Bonferroni para los datos del ejemplo 4.1 con un nivel

6.2

6.3

6.4

de significancia del 0.10.

Usando los datos del ejemplo 4.1 como prueba piloto, calcular un tama-

fo de muestra minimo considerando 10 variedades de cebada, una po-

tencia de 0.90 y un nivel de significancia de 0.05.

Suponga que en el ejemplo 4.1 se pierde la observacién asociada a la
variedad 2 de la réplica IIl y la observacion asociada a la variedad 3enla

réplica II. Construya la matriz disefio X ; y X5, encuentre 3., 35 y el

analisis de varianza. Compare con la salida de R.

Con datos sobre un experimento con 6 dietas sobre la ganancia de peso
en conejos usando 10 camadas de tres conejos cada una [32, p. 81]. Los

datos se presentan en la tabla 4.16.

Tabla 4.16. Datos sobre 6 dietas y la ganancia de peso en conejos

Bloque | Tratamiento (Rta) | Tratamiento (Rta) | Tratamiento (Rta)
1 T6 (42.2) T2 (32.6) T3 (35.2)
2 T3 (40.9) T1(40.1) T2 (38.1)
3 T3 (34.6) Té6 (34.3) T4 (37.5)
4 T1 (44.9) T5 (40.8) T3 (43.9)
5 T5 (32.0) T3 (40.9) T4 (37.3)
6 T2 (37.3) Té6 (42.8) T5 (40.5)
7 T4 (37.9) T1 (45.2) T2 (40.6)
8 T1 (44.0) T5 (38.5) Té6 (51.9)
9 T4 (27.5) T2 (30.6) T5 (20.6)

10 T6 (41.7) T4 (42.3) T1(37.3)

a) Especificar \.

b) Obtener los 7;.

Fuente: [32, p. 82].
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¢) Obtener las estimaciones de 7; — 7;, para ¢ # j, y sus respectivas
varianzas.

d) Usando los datos de la tabla 4.16 como piloto, obtener un tamafio
de muestra paraa = 0.05y 1 — 5 = 0.90.

6.5 Suponga que el disefio en cuadro grecolatino dado en la tabla 4.13 es re-

plicado r veces.

a) Dé el modelo lineal y su correspondiente matriz disefio conside-
rando las restricciones usuales para los parametros del modelo.

b) ¢Cémo queda la tabla de analisis de varianza?

6.6 Considere el conjunto de datos (y, ) presentado enlatabla4.17 para un
disefio completamente aleatorizado, en que y representa la respuesta

una vez aplicado el tratamiento y x representa la covariable.

Tabla 4.17. Datos ilustrativos considerando una variable respuesta y una

covariable
Tratamiento Y T y T y x
1 7.5 3.5 6.2 2.6 6.8 3.1

10 3 12.1 | 3.7 || 11.3 | 4.1
15.2 | 5.1 || 10.7 | 2.6 || 12.9 | 3.1
51 | 4.2 4.6 | 3.7 7.1 | 4.9
12.1 | 2.3 || 14.2 | 2.9 15 3.5
10 3.2 9.8 3 9.6 | 2.5

(oW V2 U I N VR ) 8

a) Analice los datos, ignorando la covariable, es decir,

1) Obtenga las medias de tratamiento.

2) Obtengaelanalisis de varianzaincluyendo causa de variacion,
grados de libertad, suma de cuadrados, cuadrado medio, va-
lor F calculado y P-valor.

3) Realice el test de Tukey con o = 0.05.
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4) Interprete los resultados.

b) Usando el experimento como un estudio piloto e ignorando la co-
variable, determine el nimero de réplicas por tratamiento nece-
sario para detectar una diferencia, entre el mejor y el peor tra-
tamiento, de 5 unidades o mds, con probabilidad de 0.8 usando
a = 0.05.

¢) Realice el mismo anélisis del item 6.64) usando la covariable.
d) Realice el mismo analisis del item 6.6b) usando la covariable.

e) Comente lo resultados de 6.6a) y 6.6b) versus 6.6¢) y 6.6d).

6.7 Suponga que un investigador viene a usted para que lo aconseje sobre
el andlisis de un experimento que él ha conducido. Ha usado 5 trata-
mientos y tiene 9 observaciones para cada tratamiento [33, p. 370]. Le
muestra el ANOVA, ver tabla 4.18, de la salida de computador.

Tabla 4.18. Andlisis de varianza mostrado por el investigador del ejercicio 6.7

Causade Grados de Sumade F-
.., . P-valor
variacién libertad cuadrados calculado
Tratamientos 4 100 8.33 0.0001
Error 40 120

Elinvestigador desea conocer si el analisis es correcto, y ademas qué sig-
nificalasalida. Para cada uno delos escenarios, responder las siguientes

preguntas:

a) ;Qué nombre tiene el disefio y qué modelo es apropiado?

b) Basado en el modelo anterior, cudl es el correspondiente ANOVA
(incluyendo causa de variacion, grados de libertad y forma del test
paraprobar Hy : 79 = -+ - = T5).

¢) ;Es el ANOVA impreso arriba apropiado para hacer probar la hi-
pétesis Hy:mm=---=15°
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d) Usando los datos del ANOVA como informacién a priori, obtenga el
tamano de muestra apropiado si desea alcanzar una potencia de al

menos 95 % con a = 0.01; en caso necesario dé varios escenarios.

Escenarios:

1) 45animales fueron usados para el estudio y cada tratamiento
fue asignado a 9 animales aleatoriamente.

2) 45animales fueron usados perovenian de 9 “clases” diferentes
de tamafio, 5 cada una, y cada tratamiento fue asignado a un
animal de cada “clase”.

3) 15 animales fueron usados, cada tratamiento fue asignado a 3
animales aleatoriamente, y 3 observaciones fueron obtenidas

de cada animal.
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En este tipo de disefio se tiene mdas de un factor (de tratamiento) de interés.
Asi, en este capitulo se hace una introduccién a los disefio con arreglos facto-
riales iniciando por los disefios con arreglos factoriales A x B enla seccién 2,
los disefios con arreglos factoriales A x B en bloques completos en la seccién
3, ylos disefios con arreglos factoriales A x B x C'enla seccién 4. También se
presentan como casos particulares los disefios con arreglos factoriales 2¥ y 3%,
en las secciones 5y 6, respectivamente. Vale resaltar que los disefios con arre-
glos factoriales pueden tener las variantes presentadas en el capitulo 3, esto es,
submuestreo, variables independientes regresoras, efectos aleatorios, etc., y
considerar adicionalemente fuentes de bloqueo como las presentadas en el ca-
pitulo 4.

Los factores (de tratamiento) se denotan con letras latinas mayusculas,
A, B, C, etc. Alnimero de niveles de los factores se les denota conletraslatinas
mintsculas, respectivamente, a, b, ¢, etc. Untratamiento consiste en la combi-

nacioén de niveles, uno de cada factor, el cual se denota por (a;, b;, ci, - - - ).

Ejemplo 5.1. Considere un estudio realizado en la Universidad Nacional de Colombia
sobre la energia de corte bajo diferentes condiciones de angulo de filo, porcentaje de hu-
medad y velocidad de corte [27]. Los niveles de los factores a tener en cuenta fueron:

» Velocidad de corte (factor A): 2.3,3.4y4.5m/ s, es decir, 3 niveles a = 3.
» Angulo de filo (factor B): 20°, 40° y 60°, es decir, 3 niveles b = 3.
= Humedad (factor C):10 %, 20 % y 30 %, es decir, 3 niveles ¢ = 3.

El néimero de tratamientos es 3 x 3 x 3=27: (a1,b1,¢1), (a1,b1,c2),(a1,b1,c3),

(a17b27cl)7 <a17b2702)7 (a17b27c3>7 ...,(ag,b3,03).
Una de las caracteristicas medidas fue, entre otras, la energia especifica de corte en
J/mm?2. 7

Ejemplo 5.2. Considere un experimento realizado en la Universidad Nacional de Co-
lombia sobre un disefio del proceso de produccion del biodisel considerando los aceites de

fritura [10]. Los niveles de los factores tenidos en cuenta fueron:

= Relacion molar aceite/alcohol mol/mol (factor A): 1:5 y 1:7, es decir, 2 niveles

a=2.

211



Disenos con arreglos factoriales

= Porcentaje en peso de catalizador (factor B): 0.5y 0.7, es decir, 2 niveles b = 2.
= Temperatura en °C (factor C): 50° y 60°, es decir, 2 niveles ¢ = 2.

= Agente de lavado (factor D): Agua (40 °C) y acido acético, es decir, 2 niveles
d=2.

Elndimero de tratamientoses 2 X 2 X 2 x 2=16: (a1, b1, c1,dy), (a1,b1,c1,d2),
(a1,b1, co,dy), (a1,b1,ca,d2), (a1,be,c1,d1), (a1,b2,c1,ds), ..., (az,bo,
co,d2).

Entre otros, para determinar el rendimiento del biodiésel, los investigadores midie-
ron el tiempo de flujo (s), la viscosidad cinemdtica (mm?/s), el contenido de
cenizas (%), el indice de acidez (mg K O H / g de muestra), el contenido de agua (%),
el peso del AUF (aceite de cocina usados de fritura) en g, el peso del biodiésel (g) y el ren-
dimiento (%). 'd

Los tratamientos se pueden aplicar bajo cualquier disefio visto antes (dise-
fo completamente aleatorizado, disefio en bloques completos aleatorizados,
submuestreo, cuadro latino, cuadro greco-latino y disefio con covariable(s),
aligual que, si los niveles de alguno de los factores son cantidades, se pueden
usar polinomios ortogonales en el analisis). En este caso el objetivo es, mas que
comparar tratamientos, comparar el “comportamiento” de los factores (A, B, C,
etc.) individual o conjuntamente.

Ejemplo 5.3. Considere un estudio realizado en la Universidad Nacional de Colombia
sobre el efecto de la temperatura y la presion sobre el rendimiento y la actividad citotoxi-
ca delos extractos de semillas de mangos de aziicar [4]. El diseiio experimental considerd
dos condiciones de temperatura (80 °C y 120 °C) y tres condiciones de presion (40, 80y
120 bar). A pesar de que se recolectaron datos en diferentes tiempos (minutos), este factor
no se va a considerar para este ejemplo. Se midié, entre otros, el contenido total de feno-
les (CTF) expresado en mg AG (acido galico)/100 g en base seca. Datos ilustrativos se
presentan en la tabla 5.1, teniendo en cuenta que no se cuenta en la tesis con los datos
individuales sino con las estadisticas resumen, y graficos de promedios en la figura 5.1.
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Tabla 5.1. Ejemplo de la actividad citotéxica, contenido de fenoles expresados

en mg AG (acido galico)/100 g en base seca

Temperatura Presion
40bar  80bar 120bar
974.56 971.61 889.92
80°C 974.51 971.47 889.78
974.50 971.94 889.51
1310.73  1029.18  907.47
120°C 1311.08 1030.12  907.17
1310.81 1028.81 907.67

Fuente: datos simulados con base en los

promedios y desviaciones estindar

reportados

Presion 40 bar -#= 80 bar 120 bar

en [4].

Temperatura 80°C == 120°C

1300+

1200+

1100+

Promedio de contenido de fenoles (CTF)

900+

1000+ /

Promedio de contenido de fenoles (CTF)

1300+

1200+

1100+

1000+

900+

80°C

Temperatura

120 °C

40 bar

80 bar 120 bar
Presion

Figura 5.1. Promedios de contenido de fenoles por temperatura y presion -

ejemplo
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Los niveles de los factores son:
= Temperatura (factor A): 2 niveles, a = 2.
= Presion (factor B): 3 niveles, b = 3.

Por tanto se tienen 2 X 3 = 6 tratamientos.

Las instrucciones en R para los graficos del ejemplo 5.3 son:

library(dplyr); library(ggplot2);library(cowplot)
remove(list=1s()) # Limpia R de bases anteriores
temperatura=gl(2,9,labels=c("80 °C","120 °C")) # Variable
# independiente - Factor A
presion=gl(3,3,18,labels=c("40 bar","80 bar","120 bar"))
# Variable independiente - Factor B
CTF=c(974.56,974.51,974.50,971.61,971.47,971.94,889.92,889.78,
889.51,1310.73,1311.08,1310.81,1029.18,1030.12,1028.81,
907.47,907.17,907.67) # Variable dependiente
datos=data.frame(temperatura,presion,CTF)
datos.agr <- datos’>/mutate(
Temperatura=temperaturaj>%as.factor,
Presidn = presion %>/, as.factor) %>%
group_by (Temperatura, Presidn) %>%
summarise(Promedio = mean(CTF, na.rm = TRUE))
datos.agr <- data.frame(datos.agr)
# graficos de perfiles
tema <- theme(axis.text=element_text(size=12),
axis.title=element_text(size=12),
legend.text=element_text(size=12),
legend.title=element_text(size=12),legend.position="top")
pl <- ggplot(datos.agr,aes(Temperatura, Promedio)) +
geom_line(size = 1.2, aes(group = Presién, color = Presidn)) +
geom_point(size = 2.6, aes(color = Presidén)) + theme_bw()+
ylab("Promedio de contenido de fenoles (CTF)") + tema
p2 <- ggplot(datos.agr,aes(Presidén, Promedio)) +
geom_line(size = 1.2,aes(group = Temperatura,
color = Temperatura)) +

geom_point(size = 2.6, aes(color = Temperatura)) + theme_bw()+
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ylab("Promedio de contenido de fenoles (CTF)") + tema

plot_grid(pl,p2,nrow = 1)

VAl

Nota 5.1. Cuando todos los niveles del factor A son considerados con todos los niveles
del factor B, se dice que los factores Ay B estan cruzados.

Nota 5.2. Efecto principal: es el cambio en la respuesta media al cambiar de un nivel

a otro en un mismo factor.

1. Principios fundamentales para efectos de
disenos con arreglos factoriales

Segtn [61, p. 111], los principios fundamentales para disefios con arreglos fac-

toriales son:
= Ordenjerarquico.

« Efectos de orden inferior son mas probables que sean mas impor-
tantes que efectos de orden superior.
« Efectos del mismo orden son mds probables que sean igualmente

importantes.

= Principio de parsimoniade efectos. El nimero de efectos relativamente

importantes en un experimento con arreglos factoriales es pequefio.

= Principio de heredabilidad de efectos. Para que una interaccién sea sig-

nificativa, al menos uno de sus factores “padres” debe ser significativo.
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2. El modelo para un diseno con arreglos
factoriales A x B

Enun disefio con arreglos factoriales con dos factores, Ay B, el modelo es dado

por:
Yijk = b+ o + B + (af)ij + €ijk, (5.1)
en que:

= ¥k, es la respuesta de la unidad experimental £, asignada al nivel i del
factor Ay al nivel j del factor B.

= ¢;;;, son independientes e idénticamente distribuidos N (0, o2).

Asumiendo las restricciones:

a b
ZCM@ = O, Zﬂ] = 0,
i=1 j=1
Z(aﬁ)ij =0 para j=1,2,...,b, y (5.2)
i=1
b
Z(aﬁ)ij:() para i=1,2,...,a,
j=1

en que:
= 1 eslamedia general o global.
=« es el efecto del nivel i del factor A con respecto a la media general, p.
» (3, eselefecto del nivel j del factor B con respecto ala media general, s.

» (af3); es el efecto de la interaccién de los niveles i de Ay j de B con

respecto a la media general, .
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Nota5.3. Sialgunosdeloselementos delainteraccion («f3);; son significativos, se debe
tener precaucion en la interpretacion de los parametros. En este caso es mas recomenda-

ble estimar los efectos de los tratamientos como tal, no de los parametros (a.3);5, o y

;.

Matricialmente

Considerando las restricciones sobre los «, los 5 y las interacciones a3, se tie-

ne que:

Qg = —01] —Q2 =+ —Qg-1 ¥

By=—P1—Pa—-— Bp-1.

En cuanto a la columna correspondiente a la interaccién, (af3);;, en la matriz

disefio X, se pueden obtener multiplicando las respectivas columnas asocia-

dasa oy y B3;.
Y = XB+E,
con:
Ynxlz(ylll Y112 --- Yiik Y121 --- Y126 --- Yibl --- Yibk --- Y2b1
T
Y2k -+ Yabl --- yabk) )

Barx1 = a1 az .. ag1 Bi B2 ... Bro1 (@B)n (af)12
(aB)1p-1 (af)21 ... (af)2p—1 ... (aB)a—11 (B)a—1:2
(@B)a—1p-1) "
E,x1 = (e111 €112 .. €11k €121 --- €12k --- €I1pl ... €lbk ... €2p1

.
€k .- €abl --- €abk)
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y
1 1 0 0 1 0 0 1 0
1 1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0 1 0
1 1 0 0 0 1 0 0 1 0
1 1 0 0o -1 -1 -1 -1 0 0
1 1 0 0o -1 -1 -1 -1 0 0
Xn><ab =
1 1 0 0o -1 -1 -1 -1 0 0
1 0 1 0o -1 -1 —1 0 -1 0
1 0 1 0o -1 -1 —1 0 -1 0
1 0 1 0o -1 -1 —1 0 -1 0
1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1
1 -1 -1 -1 -1 -1 —1 1 1 1
1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1
El estimador minimos cuadrados de 3 es:
B=(x"x)"'Xx"y,
con

V(B) =o2(XTX)".

Ejemplo 5.4. Continuando con el ejemplo 5.3 sobre el contenido de fenoles, presente el

modelo matricialmente y estime (3.
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Solucion. El modelo, matricialmente escrito, es dado por:

Y = XB+E
[ 974.56 | 1 1 1 0 1 0] [e111]
974.51 1 1 1 0 1 o0 €112
974.50 1 1 1 0 1 0 €113
971.61 1 1 0 1 0 1 e121
971.47 1 1 0 1 0 1 €122
971.94 1 1 0 1 0 1 €123
889.92 1 1 -1 -1 -1 -1 [ ou ] e131
889.78 1 1 -1 -1 -1 -1 i €132
8951 (1 1 -1 -1 -1 -1 A €133
131073] |1 -1 1 0 -1 0 B * €211
1311.08 1 -1 1 0 -1 0 (af)11 €212
1310.81 1 -1 1 0 -1 0| [(eB)= €3
1029.18 1 -1 0 0 -1 €221
1030.12 1 -1 0 0 -1 €222
1028.81 1 -1 0 1 0 -1 €223
907.47 1 -1 -1 -1 1 €931
907.17 1 -1 -1 -1 1 €232
| 907.67 | 1 -1 -1 -1 1 1] | €033
Para calcular el vector de parametros estimado, se tiene que:
88 0 0 0 0 O
0 18 0 0 0 O
XxTx — 0o 0 12 6 0 O
0 0 6 12 0 O
0 0 0 0 12 6
0O 0 0 0 6 12
0.0556 0 0 0 0 0
0 0.0556 0 0 0 0
(XTX)*l _ 0 0 0.1111 —0.0556 0 0
0 0 —0.0556 0.1111 0 0
0 0 0 0 0.1111  —0.0556
0 0 0 0 —0.0556 0.1111
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18 250.85 1013.94

~1235.25 —68.62

Xy | 16460 | 5 | 12876
611.61 ~13.41

—955.94 ~99.55

~119.98 39.78

De 3 se puede concluir que i = 1013.94, es decir, que el contenido de
fenol medio es 1013.94mg/100g en base seca. En cuanto a los otros pardmetros,
teniendo en cuenta que estd presente el parametro de la interacccién, lo mejor

es interpretar usando los tratamientos, esto es,

T
*
B :(,U T T2 T3 T4 7‘5) )
con:

= 71, el efecto medio de la temperatura a 80 °C y la presién a 40 bar sobre

el contenido de fenol con respecto a la media general.

= 79, el efecto medio de la temperatura a 120 °C y la presién a 40 bar sobre

el contenido de fenol con respecto a la media general.

= 73, el efecto medio de la temperatura a 80 °C y la presion a 80 bar sobre
el contenido de fenol con respecto a la media general.

= 74, elefecto medio de la temperatura a120 °Cyla presion a 80 bar sobre
el contenido de fenol con respecto a la media general.

= 75, el efecto medio de la temperatura a 80 °Cyla presién a 120 bar sobre

el contenido de fenol con respecto a la media general.

= Tg = —T] —To — T3 — T4 — T5, el efecto medio de la temperatura a 120 °C
yla presion a 120 bar sobre el contenido de fenol con respecto ala media

general.
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fi 1013.94

T1 —39.41

,3* _ 7:'2 _ 296.94

T3 —42.26

T4 15.43

Ts —124.20

Luego

= 71 = —39.41, es decir, la temperatura a 80 °C y la presién a 40 bar dis-

minuye en promedio el contenido de fenol en 39.4 mg/100 g en base seca

con respecto a la media general.

= 79 = 296.94, por tanto la temperatura a 120 °C y la presién a 40 bar
aumenta en promedio el contenido de fenol en 296.9 mg/100 g en base
seca con respecto a la media general.

= 73 = —42.26, entonces la temperatura a 80 °C y la presion a 80 bar
disminuye en promedio el contenido de fenol en 42.3 mg/100 g en base
seca con respecto a la media general.

» 74 = 15.43, por tanto la temperatura a 120 °C y la presién a 80 bar au-
menta en promedio el contenido de fenol en 15.4 mg/100 g en base seca

con respecto a la media general.

= 75 = —124.20, entonces la temperatura a 80 °C y la presién a 1200 bar
disminuye en promedio el contenido de fenol en 124.2 mg/100 g en base
seca con respecto a la media general.

m Tg=—T] —To— T3 — T4 —T5 = —106.50, esto es, la temperatura a 120
°Cy la presion a 120 bar disminuye en promedio el contenido de fenol

en 106.5 mg/100 g en base seca con respecto a la media general.

Si NO hubiera interaccion entre el factor temperatura y presion, se puede decir
que:

= 41 = —68.62, esto es, que el efecto medio de la temperaturaa 80 °C
sobre el contenido de fenol es -68.62 con respecto a la media general.
Asi, la temperatura 80 °C disminuye el contenido de fenol en 68.62 mg
AG (4cido galico)/100 g en base seca.
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do = —ay = 68.62, esdecir, que el efecto medio dela temperaturaa120
°C sobre el contenido de fenol es 68.62 con respecto a la media general.
Asi, la temperatura 120 °C aumenta el contenido de fenol en 68.62 mg

AG (acido gilico)/100 g en base seca.

B1 = 128.76, es decir, que el efecto medio de la presién a 40 bar sobre
el contenido de fenol es 128.76 con respecto a la media general. Asi, la
presion a 40 bar aumenta el contenido de fenol en 128.76 mg AG (acido
gdlico)/100 g en base seca.

Bg = —13.41, es decir, que el efecto medio de la presion a 80 bar sobre
el contenido de fenol es -13.41 con respecto a la media general. Asi, la
presién a 80 bar disminuye el contenido de fenol en 13.41 mg AG (acido

galico)/100 g en base seca.

B;:, = —128.76 + 13.41 = —115.35, es decir, que el efecto medio de la
presién a 120 bar sobre el contenido de fenol es -115.35 con respecto a la
media general. Asi, la presion a 200 bar disminuye el contenido de fenol
en 115.35 mg AG (acido galico)/100 g en base seca.

4

Nota5.4. Silainteraccion es significativa, la interpretacion de o y B; puede ser erro-

nea. Por ejemplo, la temperatura a 120 °C podria aumentar el contenido de fenol si la

presion es 40 bar, pero disminuir el contenido de fenol si la presion es 120 bar. Ver figu-

2.1. Analisis de varianza

Para el andlisis de varianza se debe tener en cuenta que hay tres fuentes de

variacién en el modelo que consisten en el ajuste por el factor A, el ajuste por

el factor B y el ajuste por la interaccién de los factores Ay B, ver tabla 5.2.

Lo anterior implica separar la varianza debida a las tres fuentes de variacion.

Para esto se va a subdividir la matriz disefio X en tres partes, en que una parte
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Presion 40 bar -®= 80 bar 120 bar Temperatura 80°C - 120°C

300 1300
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100 1100

o de contenido de fenoles (CTF)
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q
Promed

80°C 120 °C 40 bar 80 bar 120 bar
Temperatura Presion

Figura 5.2. Promedios de contenido de fenoles por temperatura y presion .

Datos modificados para efecto ilustrativo

Tabla 5.2. Tabla de andlisis de varianza para un disefio con arreglos

factoriales A x B. Disefio balanceado

Causade| Gradosde Sumade Cuadrado
. ) ] F-calc. P-valor
variac. libertad cuadrados medio
SCFA CMFA
Factor A a—1 YTP.Y - TUE P(Fy_1,41e > F¢)
SCFA CMFB
Factor B b—1 YTP,gY -] SME P(Fy_1,g1¢ > Fe)
SCFAB CMFAB | P(Fa—1)(b—1),gle >
Fact. AB|(a—1)(b—1
(a=1)(-1) Y'Pup)Y |(a—1)(b—1)| CME Fe)
SCE
Error ab(r — 1
( : Y'(I-Px)Y gle
Total n—1 Y'Y — ng?
n = a X b x ry gle=grados de libertad del error.
B 1 @ b r
y=—22 2 > Yijk

Px =

X(XTX)'XT Po=Xu(X1Xo)'X]l Pp=Xs(X];Xp) X}

T -1 T
Pap) = X(ap) (X (05X (08) " X (as)
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corresponde a las columnas asociadas al factor A, otra parte corresponde a las
columnas asociadas al factor B y la tercera parte corresponde a las columnas

asociadas a la interaccién de los factores Ay B, es decir,

1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 1 0
1 0 0 0 1 0 0 1 0
1 0 0 -1 -1 -1 -1 -1 0
Xa=| 0 o o ilixg=| 1 1 i X =
1 0 0 —1 -1 -1 -1 -1 0
0 1 0 -1 -1 -1 0 0 0
0 1 0 -1 -1 -1 0 0 0
-1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1
-1 -1 . -1 -1 -1 . -1 1 1 . 1

Antes de considerar las hipétesis de interés, sea pg el valor de a!, nivel
de significancia, para retirar una variable del modelo, [45, p. 44] sugiere usar
ps = 0.25 0 pg = 0.20, esto es, si el P-valor asociado a la interaccién es ma-
yor de 0.20, por ejemplo, se decide retirar la variable del modelo. También se

puede usar el criterio AIC para comparar entre dos modelos.

Nota 5.5. Criterio de informacion de Akaike (AIC). Es un indice usado en diferentes

areas para seleccionar entre dos modelos que compiten [25, p. 10]. Se define como:

AIC = —21 (ﬁ) + 2, (5.3)

conl (B) = 1(8)] 3= 1a funcion log-verosimilitud maximizada, y q el nimero de
parametros en el modelo. El calculo implica tanto el buen ajuste estadistico como el nii-

mero de parametros que tienen que ser estimados para obtener el modelo ajustado. Un

ICabe aclarar que «; se refiere a un efecto, en cuanto «, sin el subindice, se refiere al nivel

de significancia.
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valor menor de AIC indica que es un mejor modelo, ya que con menos parametro da un
buen ajuste.
Cabe resaltar que el criterio usando AIC es un procedimiento de minimizacion que

no involucra pruebas estadisticas.
En orden, las hipétesis de interés son:

1.

Hy: (af)11 = (af)iz == (af)ap =0 versus
H, : Almenosun (af3);; #0, i=1,2,...,ayj=1,2,...,b.

Hy se rechazara si el P-valor asociado a las interacciones es menor al
nivel de significancia preestablecido por el investigador, denotado por
«, en la tabla del analisis de varianza, tabla 5.2, y se concluira que hay
diferencia estadisticamente significativa en el efecto medio de las inter-

acciones sobre la respuesta.

En caso de rechazar la hipdtesis nula sobre efectos de la interaccién, NO
se procede a analizar las hipdtesis 2 y 3. Pero si se retira del modelo la

interaccidn, entonces es valido considerar las hipdtesis 2y 3.

Hy:a1=as="=0aq1=0,=0 versus

H,:Almenosun o; #0, i=1,2,...,a.

Hy se rechazara si el P-valor asociado al factor A es menor al nivel de
significancia preestablecido por el investigador («), en la tabla del ana-
lisis de varianza, tabla 5.2, y se concluird que hay diferencia estadisti-
camente significativa en el efecto medio de los niveles del factor A en
consideracion sobre la respuesta.

Hy:p1=p2=-=0B-1=0 =0 versus
H, : Almenosun 3; #0, j=1,2,...,b.
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Hy se rechazara si el P-valor asociado al factor B es menor al nivel de
significancia preestablecido por el investigador («), en la tabla del ana-
lisis de varianza, tabla 5.2, y se concluird que hay diferencia estadisti-
camente significativa en el efecto medio de los niveles del factor B en
consideracion sobre la respuesta.

En todos los casos se puede usar el criterio AIC' para comparar entre los
modelos, siempre y cuando se mantenga el principio de heredabilidad de efec-
tos, en otras palabras, sila interaccion entre Ay B es significativa, se dejan en
el modelo los factores Ay B.

Ejemplo5.5. Continuando con el ejemplo 5.3, realice la tabla de andlisis de varianza y

concluya.

Solucién. Sean las matrices:

1 1 0 1 0

1 1 0 1 0

1 1 0 1 0

1 0 1 0 1

1 0 1 0 1

1 0 1 0 1

1 -1 -1 -1 -1

1 -1 -1 -1 -1

o= | [ xa= |7 Ll v xeo= |, T,
-1 1 0 -1 0

-1 10 -1 0

-1 0o 1 0 —1

-1 0o 1 0 -1

-1 0 1 0 -1

-1 -1 -1 11

-1 -1 -1 11

-1 -1 -1 11

entonces

y X[ = 18860727, y' X o, = 84767.66,
y' X385 = 180390.91, Y X (05)Bap) = 90392.62,

y'y = 18860728, ng® = 18505 175.59.

226



Diseno y analisis de experimentos

Si se cumplen los supuestos y dado que, en la tabla 5.3, el P-valor relacio-
nado con la interaccién de los dos factores es pequeiio, se rechaza la hipotesis
de quela interaccidn es no significativa y se concluye que tanto la temperatura
como la presién y su interaccion tienen efecto significativo en el promedio de

contenido de fenoles.

Tabla 5.3. Tabla de analisis de varianza para el ejemplo 5.3

Causade Grados de Suma de Cuadrado F- Pvalor
variacién libertad cuadrados medio calculado
Presién 2 180390.91 90195.45 825 251 <0.0001
Temperatura 1 84 767.66 84 767.66 775589 <0.0001
Interac. T x P 2 90392.62 45196.31 413528 <0.0001
Error 12 1.3115 0.1093
Total 17 355552.5

Si la interaccién no hubiera sido significativa, se volveria a ajustar el mo-
delo retirando dicha interaccién. En la practica significa que sus grados de
libertad y suma de cuadrados se afiaden a los grados de libertad y sumas de
cuadrados del error, respectivamente.

Las instrucciones en R para el anilisis de varianza presentado en la tabla
5.3 son:

### correr instrucciones pagina 214 ###
temperatura=as.factor (temperatura); presion=as.factor(presion)
contrasts(temperatura)=contr.sum(levels(temperatura))
contrasts(presion)=contr.sum(levels(presion))
ajustel=aov(CTF~temperaturat+presion+temperatura*presion,

data=datos) # ajusta el modelo de anadlisis de varianza

# con interaccidn

ajustel$coeff
summary(ajustel) # imprime en pantalla el anadlisis de varianza
hnp: :hnp(ajustel,halfnormal=FALSE)
### estimando efectos de tratamientos
datos=data.frame(temperatura,presion,CTF)
tempPres=with(datos,interaction(temperatura,presion))

contrasts(tempPres)=contr.sum(levels (tempPres))
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ajuste2=aov(CTF tempPres,data=datos)
ajuste2$coeff

Nota5.6. Pararealizar pruebas de comparaciones miiltiples:

= Sila interaccion es significativa, se comparan los ab tratamientos, y para com-
parar niveles de factores: para cada nivel del factor A, se comparan los niveles del

actor B A ViC@V@VSﬂ, ara cada nivel del factor B, se comparan los niveles del
lactor A.

= Silainteraccion no es significativa, se pueden hacer comparaciones multiples pa-

ra cada factor del modelo en forma independiente.

Nota 5.7. Tamaiios de muestra. Se debe tener en cuenta el niimero de unidades ex-
perimentales que hay por nivel de factor (A o B 0 AB) y la diferencia minima que se
desea detectar con el experimento [41, p. 188], es decir, se genera la tabla de potencias de

acuerdo al anexo 4.1, teniendo en cuenta el nismero de tratamientos en cada caso, esto es:

= Para el factor A, “a” tratamientos, también se determina A 4 y se usa:
200242
A= ——5—.
AT A2
= Parael factor B, “b” tratamientos, también se determina A g y se usa:

2bo2¢?
rg = .
B aAQB

= Paralainteraccion AB, “(a — 1)(b — 1) + 1” para tratamientos, también se

determina A A y se usa:

2[(a—1)(b—1) + 1] o2¢?
A%p ’

TAB =

y los grados de libertad del error, v2, son v2= ab(r — 1) si se considera el modelo con
interacciones, 0v2= abr—a—>b+1siseconsidera el modelo solo con efectos principales.
Sielcalculoder 4, g y r Ap no coinciden, se toma el valor mas grande de los tres para
el tamao de muestra.
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Nota 5.8. Antes de obtener conclusiones del disefio con arreglos factoriales, igual que
todos los casos vistos anteriormente, se deben verificar los supuestos del modelo, es de-
cir, errores provienen de una distribucién normal, verificacién de residuales extremos,

homogeneidad de varianza y observaciones independientes.

2.2. Verificacion de supuestos

Para la verificacién de supuestos del modelo, se consideran los grificos y test

vistos en la seccién 5, es decir:
= Errores independientes e idénticamente distribuidos.
= Homogeneidad de varianza.
= Errores provienen de una distribuciéon normal.
La verificacién de supuestos se realiza sobre los residuales:
rljk:yljk_gzjk i:1,2,...,a, j:1,2,...,b, y k:1,2,...,7",
que matricialmente se obtienen de:

R=Y-Y con Y=XB=XX"X)"'X"Y =PxY
R=Y - PxY = (I, - Px)Y.
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Los graficos y test mas usados para hacer un chequeo de residuales son:

= Q-Qploty test de Shapiro-Wilk para verificar que los residuales provie-
nen de una distribucién normal.

= Envelope. Ademds de indicar alejamientos del supuesto de normalidad
de los errores, sirve para detectar errores asimétricos, a derecha o iz-
quierda, si hay colas pesadas y para detectar falta de coeficientes en el

modelo.
= Graficas para verificar problemas de homogeneidad de varianza:

. ?gz’jk VEersus 7.
« Niveles de A versus 7.

« Niveles de B versus r;;.

No debe haber nigtin patrén ni creciente, ni decreciente, ni en forma de

embudo.

= Grifica de i versus r;, con i la secuencia en que fueron tomados los da-
tos. Sirve para verificar que no hayan problemas de dependencia. No

debe haber nigiin patrén ni creciente, ni decreciente.

3. Diseno con arreglos factoriales A x B en
bloques completos

En un disefio con arreglos factoriales A x B en bloques completos, el modelo

lineal es:

Yijk = i+ o + B + O + (aB)ij + ek,

en que:

» y,;i eslarespuestadelaunidad experimental asignadaalbloque £, asig-
nada al nivel ¢ del factor Ay al nivel j del factor B.
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= ¢;;, eselcomponente asociado con el error aleatorio que se asume e;
~ N(0,02).

Asumiendo las restricciones:
a b L
Yoai=0, > B=0 Y §=0,
=1 j=1 k=1
a
Z(aﬁ)ij =0 para j=1,2,...,0b,

=1

b
Z(aﬁ)ij =0 para i=1,2,...,a.
j=1

w es la media general o global.

«; es el efecto del nivel 7 del factor A con respecto a la media general, y.

Bj es el efecto del nivel j del factor B con respecto a la media general, /.

J. es el efecto del bloque k con respecto a la media general, p.

(aB)ij es el efecto de la interaccién de los niveles i de Ay j de B con
respecto a la media general, p.

3.1. Analisis de varianza

Para el andlisis de varianza se debe tener en cuenta que hay cuatro fuentes de
variacion en el modelo que consisten en el ajuste por el factor A, el ajuste por
el factor B, el ajuste por la interacciéon de los factores Ay B, y el ajuste por el
bloqueo. Lo anterior implica separar la varianza debida a las cuatro fuentes de
variacién.

En orden, las hipétesis de interés son:

1.

Hy: (af)i1 = (af)iz == (aB)a =0 versus
H, : Almenosun (af3);; #0, i=1,2,...,ayj=1,2,...,b.
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Hy se rechazara si el P-valor asociado a las interacciones es menor a
un nivel de significancia dado « en la tabla del analisis de varianza, ta-
bla 5.4, y se concluird que hay diferencia estadisticamente significativa

en el efecto medio de las interaccion de los factores Ay B.

En caso de retirar del modelo la interaccidn, se procede a analizar las

hipétesis 2 y 3. Si no se retira la interaccion, no se deben examinar las

hipétesis 2y 3.
2.
Hy:ai=as=--=a41=0a,=0 versus
H, :Almenosuna; #0, i=1,2,...,a.
Hy se rechazari si el P-valor asociado al factor A es menor a un nivel de
significancia dado « en la tabla del anilisis de varianza, tabla 5.4, y se
concluira que hay diferencia estadisticamente significativa en el efecto
medio de los niveles del factor A en consideracién.
3.

Hy:pir=P2==[-1=0=0  versus
H, : Almenosun 3; #0, j=1,2,...,b.

Hy se rechazard si el P-valor asociado al factor B es menor a un nivel de
significancia dado « en la tabla del analisis de varianza, tabla 5.4, y se
concluird que hay diferencia estadisticamente significativa en el efecto
medio de los niveles del factor B en consideracién.

Aligual que en el modelo para un disefio con arreglos factoriales A x B, en
todos los casos se puede usar el criterio A/ C para comparar entre los modelos,

siempre y cuando se mantenga el principio de heredabilidad de efectos.
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Tabla 5.4. Analisis de varianza para un disefio con arreglos factoriales A x B

en bloques completos. Disefio balanceado

Causade Gradosde Sumade Cuadrado F-
variacién libertad cuadrados medio calculado
_ ~ SCFBlog
Bloques L-1 YT X3, A
SCFA CMFA
Factor A a—1 -~
Y ' X.8, a—1 CME
SCFB CMFB
Factor B b—1 ~
Y ' X508, b1 CME
SCAB CMAB
Int. AB a—1)(b—-1 ~
( ) ) YTX(aﬂ)B(aﬁ) (a—1)(b—1) CME
SCE
Error ab—1)(L—-1 -~
@-DC-1 | yry vy x5 <
Total n—1 Y'Y — ng?

n =a X b X Ly gle=grados de libertad del error.

a b L
2220 D ik
j=1k=1

=1y

’L]j:

S

B=(X"X)'XTY B,=(XIXa)'XLY @ B;=(X[Xp) XY

Bs = (X(STX6)_1X6TY rg(a,@) = (XLmeﬁ))‘lX(TamY

Ejemplo 5.6. Considere un experimento realizado en la Universidad Autonoma de Si-
naloa, México, sobre el efecto que tienen las aplicaciones de silicio en la produccion de
pepino bajo condiciones de invernadero [49]. Los investigadores midieron, entre otros,
la altura de la planta (m) durante la etapa vegetativa y consideraron como factores de
interés la dosis de silicio (0 ml, 500 ml, 1000 ml y 1500 ml por 100 litros de agua) y el
nivel de riego (50 % (lamina de riego) y 100 % (riego normal)). Los tratamientos fueron
asignados en tres bloques. Datos ilustrativos se presentan en la tabla 5.5, ya que la tesis
no presenta datos individuales y un grafico de los promedios en la figura 5.3.

Realizar el andlisis de varianza y concluir.
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Tabla 5.5. Datos del ejemplo sobre el efecto de silicio en la produccién de

pepino
Bloque I Bloque II Bloque III
Dosis de silicio Riego Riego Riego
50% | 100% | 50% | 100% | 50% | 100 %
¢} 4.26 4.72 4.07 4.55 4.40 4.2
500 4.91 5.22 5.21 4.69 5.17 4.80
1000 4.35 4.62 4.95 5.12 4.61 4.78
1500 4.44 5.25 4.55 5.08 4.88 5.11
Fuente: datos simulados con base en los promedios reportados
en [49].

5.5-
£ —
= 5.0
(0]
Ei T Dosis de silicio
g oml
© 500 ml
o -~ 1000 ml
= o«
3 1500 ml
g 45-
a

4.0-

50 % 100 %
Nivel de riego

Figura 5.3. Promedios de altura por dosis de silicio y niveles de riego -
ejemplo 5.6

234



Diseno y analisis de experimentos

Solucion. El analisis de varianza se presenta en la tabla 5.6 en que se concluye

con pg = 0.20 que hay interaccidn entre el nivel del riego y la dosis de silicio

aplicada. También se calculé el AIC para el modelo con la interaccién obte-
niendo AIC' = —62.36 y sin la interaccién AIC' = —58.62 concluyendo que

se deja la interaccion en el modelo.

Tabla 5.6. Anilisis de varianza para los datos del ejemplo 5.6 sobre la

produccién de pepino

Causade Grados de Sumade Cuadrado F- Povalor
variacion libertad cuadrados medio calculado
Bloques 2 0.0128 0.0064 0.116
Riego 1 0.2604 0.2604 4.699 0.048
Silicio 3 1.3872 0.4624 8.343 0.002
Int.R,yS 3 0.3883 0.1294 2.335 0.118
Error 14 0.7759 0.0554
Total 23 2.8246

Una vez mds, cabe resaltar que estas conclusiones son validas solo si al rea-

lizar unaverificacion de supuestos del modelo, no hay violacién de los mismos.

Un envelope se presenta en la figura 5.4.

Figura 5.4.

Residuales
0
1

Cuantiles tedricos

Envelope para evaluar el cumplimiento de los supuestos del

modelo ajustado a los datos del ejemplo 5.6
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Las instrucciones en R usadas para el ejemplo 5.6 son:

library(ggplot2); library(dplyr); library(readxl)
remove (1list=1s())
datos = read_excel("BasesDatosDE.x1sx",sheet="pepino")
attach(datos)
datos$riego=factor(datos$riego,levels=c(0.5,1),
labels=c("50 %", "100 %"))
datos$silicio=factor(datos$silicio,
levels=c("0 ml", "500 ml1","1000 ml1","1500 ml"),
labels=c("0 ml", "500 ml","1000 ml1","1500 ml"))
datos$bloque=factor (datos$bloque)
datos.agr <- datos %>/ mutate(Riego = riego %>} as.factor,
Silicio = silicio %>% as.factor) %>%
group_by(Riego,Silicio) %>%
summarise(Promedio = mean(altura, na.rm = TRUE))
ggplot (datos.agr,aes(Riego, Promedio)) +
geom_line(size = 1.2, aes(group = Silicio, color = Silicio)) +
geom_point(size = 2.6, aes(color = Silicio))+theme_bw()+
ylab("Promedio de altura (m)")+xlab("Nivel de riego")+
ylim(4,5.5)+1labs(colour = "Dosis de silicio")+
theme (axis.text=element_text (size=15),
axis.title=element_text(size=17),
legend.text=element_text (size=13),
legend.title=element_text(size=17))
ajustel = aov(altura ~ riego + silicio + riegox*silicio +
bloque,data=datos)
summary (ajustel)
extractAIC(ajustel)
# quitando la interaccién
ajuste2 = aov(altura ~ bloque+riego + silicio , data=datos)
summary (ajuste2)
extractAIC(ajuste2)
# envelope
hnp: :hnp (ajustel,sim=99,conf=0.95,resid.type="student",
halfnormal=FALSE,cex.axis=1.2,cex.lab=1.5)
# ajustando los efectos de tratamiento

datos$RieSil=with(datos,interaction(riego,silicio))
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contrasts(datos$RieSil)=contr.sum(levels(datos$RieSil))
ajuste3=aov(altura®RieSil-1+bloque,data=datos); ajuste3$coef

ajusted4=aov(altura™RieSil+bloque,data=datos); ajusted$coef

VAl

4. Diseno con arreglos factoriales A x B x C

Enundisefio con arreglos factoriales con tres factores, el modelo lineal general

es dado por:
Yijkt = o+ o + B + 0 + (af)ij + (ad)ir, + (80) i + (afd)iji + €ijkis
en que:

= ¥,k es larespuesta de la unidad experimental /, asignada al nivel ¢ del

factor A, al nivel j del factor By al nivel k del factor C.

= ¢, s el componente asociado con el error aleatorio que se asume e;
~ N(0,02).

Asumiendo las restricciones:

a b c
dai=0, Y Bi=0, Y & =0,
i=1 j=1 k=1

a b
Z(aﬁ)ij =0 para j=1,...,b,

J

(aB)ij =0 para i=1,...,aq,
1
C

()i, =0 para k=1,...,c, (d)iy =0 para i=1,...,a,

(B0)jr =0 para k=1,...,c, (B0)jx =0 para j=1,...,b,

<. <. .

i Mw i M@ I

= — =
ol

a

D (aBd)ijr =0 para j=1,2,....b, y k=1,2,....c,
=1
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b

D (aBd)ijr =0 para i=1,2,....a, y k=1,2,....¢c,

J=1
c

Z(aﬁé)ijkzo para i=1,2,...,a, vy j=1,2,...,b,
k=1

en que:
= s esla media general o global.
=« es el efecto del nivel i del factor A con respecto a la media general, p.
= (3, eselefecto del nivel j del factor B con respecto ala media general, s.
= Oy es el efecto del nivel k del factor C con respecto a la media general, .

= (afd);; es el efecto de la interaccién de los niveles i de Ay j de B con
respecto a la media general, p.

= (ad);i es el efecto de la interaccidn de los niveles i de Ay k de C con
respecto a la media general, p.

n ((30);y, es el efecto de la interaccion de los niveles j de By k de C con
respecto a la media general, p.

n (f36);ji; es el efecto delainteraccién de los niveles i de A, j de By k de

C con respecto a la media general, 4.

Ejemplo 5.7. Continuando con el ejemplo 1.2 sobre el procentaje de recuperacion de
compuestos volatiles bajo diferentes condiciones de viscosidad (viscosidad del agua (1
cP?),50¢Py100cP), salinidad (0g N aCl/100 g de alimentacién, 2.91g NaCl/100
gdealimentaciony 5.66 g N aCl/100 g de alimentacién) y tiempo de extraccion (8 ho-
vas, 16 horas y 24 horas) [6], se presentan los datos para uno de los compuestos en la
tabla 5.7y graficos en las figura 5.5,5.6,5.7,5.8 5.9.

%¢cP es un centipoise en que 100 centipoise =1 poise que corresponde 1 g/(s x cm).
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Tabla 5.7. Datos ejemplo sobre porcentaje de recuperacién de compuestos

volatiles
Tiempo Viscosidad:1cP Viscosidad: 50 cP Viscosidad: 100 cP
de Salinidad Salinidad Salinidad

extrac. Og 2.91g | 5.66¢ og 291g | 5.66¢ og 291¢g | 5.66¢
h 0.6663 | 0.7091 | 0.5964 | 0.7941 | 0.4824 | 0.6260 | 0.3802 | 0.3562 | 0.5243
8 0.6536 | 0.7136 | 0.5843 | 0.4131 | 0.5077 | 0.4935 | 0.3119 | 0.4024 | 0.5532
16h 0.6752 | 0.7251 | 0.7421 | 0.4492 | 0.6735 | 0.8115 | 0.3167 | 0.4533 | 0.5804
0.6814 | 0.7235 | 0.7585 | 0.4625 | 0.4008 | 0.6946 | 0.4489 | 0.4559 | 0.6561
24h 0.6924 | 0.7790 | 0.8231 | 0.4358 | 0.6162 | 0.5683 | 0.5396 | 0.4635 | 0.5407
0.7319 | 0.7429 | 0.8144 | 0.6647 | 0.6067 | 0.7857 | 0.5806 | 0.483 | 0.5384

Fuente: [6, p. 119].

1cP —

0.70
I

5.66 NaCl

0.65
I

24h

0.60
I

16 h

50 cP -
2.91 NaCl
0 NaCl

8h

Promedio del % de recuperacion
0.55
|

0.50
I

100 cP -
Viscosidad Tiempo Salinidad

Factores

Figura 5.5. Promedios de porcentaje de recuperacién de compuestos

volatiles. Efectos principales

Para los niveles del factor A (tiempo), © = 1 indicara tiempo de extraccion igual a
8 horas, i = 2 indicara tiempo de extraccion igual a 16 horas e i = 3 indicara tiempo
de extraccion igual a 24 horas. Para los niveles del factor B (salinidad), j = 1 indicara
una salinidad iguala 0 g NaCl/100 g de alimentacion, j = 2 indicard una salinidad
igual a 2.91 g NaC'l/100 g de alimentaciony j = 3 indicara una salinidad igual a
5.66 g NaCl/100 g de alimentacién. Para los niveles del factor C (viscosidad), k = 1
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indicara laviscosidad del agua (1cP), k = 2indicaraviscosidad iguala50cPyk = 3
indicara viscosidad igual a 100cP.

Presente el modelo matricialmente.

Solucién. Considerando las restricciones sobre los «, los 3, los ¢, las interac-
ciones a3, las interacciones «d, las interacciones 30 y las interacciones 39,

se tiene que:

Y =XB+E,
0.6663 nw €1111
0.6536 ag €1112
0.6752 Qg €2111
0.6814 B1 €2112
0.6924 B2 e3111
0.7319 01 €3112
0.7091 P ei211
0.7136 (af)11 €1212
0.7251 (af)12 €2211
0.7235 (af)21 €2212
0.7790 (af)22 €2211
| = (XXX X a1 X s 1 X | X ) | (0D |+ ,
0.4024 (ad)12 €123
0.4533 (a0)21 e2231
0.4559 ()22 e2232
0.4635 (o) es231
0.4830 (B9)s2 €3232
0.5243 (B9)21 €1331
0.5532 (B0)22 e1ss2
0.5804 (@B0)1ns e2331
0.6561 (aB)1zn e2332
0.5407 €3331
0.5384 (a8d)222 €3332
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Tiempo —#- 8h —e= 16h —+- 24h Viscosidad ~#- 1cP - 50cP —+- 100 cP

—

-

0'5- /

o
@

Promedio del % de recup
o o
5 2
Promedio del % de recup
o o
? 3

05
04 ' . ' 04+ ' ' '
1cP 50'cP 100 cP 8h 16h 24h
Viscosidad Tiempo
Salinidad ~+~ 0NaCl ~s- 2.91 NaCl ~*- 5.66 NaCl Viscosidad e~ 1cP ~e~ 50cP ~=~ 100 cP

Sos S o8

4 14

807 807~ e

® =

306 5 0.6+

3 3

Sos £ 05 J

H g

£ £

gos ; . . £ 047 : : !

1cP 50'cP 100 cP 0NaCl 2.91NaCl 5.66 NaCl
Viscosidad Salinidad
Tiempo ~e- 8h —e- 16h o= 24h Salinidad =~ 0NaCl -e~ 2.91 NaCl ~=- 566 NaCl

Sos 0.+

4 8

go7 807

® =

506 5 0.6+

3 3 i*”/ —

Lo05 £ 05+

] g

£ £

204 £ 0.4+

& . ' . & . ' '

0NaCl 291 NaCl 5.66 NaCl 8h 16h 24h

Salinidad Tiempo

Figura 5.6. Promedios de porcentaje de recuperacion de compuestos
volatiles. Interacciones dobles

con

1 0 1 0 1 0 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0 0 1 0
0 1 1 0 1 0 0 0 1 0
—1 —1 1 0 1 0 —1 0 —1 0
—1 —1 1 0 1 0 —1 0 —1 0
1 0 0 1 1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0 0 0 0 1
0 1 0 1 1 0 0 0 0 1
-1 —1 0 1 1 0 0 -1 0 -1
Xo=| oxs=] x5 = s Xap=| : : :
1 0 0 1 -1 —1 0 1 0 0
0 1 0 1 —1 —1 0 0 0 1
0 1 0 1 —1 —1 0 0 0 1
—1 —1 0 1 —1 —1 0 -1 0 -1
-1 -1 0 1 -1 -1 0 -1 0 -1
1 0 —1 —1 —1 —1 —1 —1 0 0
1 0 —1 —1 —1 —1 —1 —1 0 0
0 1 —1 —1 —1 —1 0 0 —1 —1
0 1 —1 —1 —1 —1 0 0 —1 —1
—1 —1 —1 —1 —1 —1 1 1 1 1
—1 —1 —1 —1 —1 —1 1 1 1 1
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-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1

0 0

0 0
0 0
0 0
0 0

-1

, Xgs

Xas =

Xaps
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Viscosidad: 1 cP Viscosidad: 50 cP Viscosidad: 100 cP

. Salinidad
S - 0NaCl
- 291 NaCl
e 566 NaCl

Promedio del % de recuperacién de compuestos volatiles

8h 16h 24h 8h 16h 24h 8h 16h 2ih
Tiempo de extraccion

Figura 5.7. Promedios de porcentaje de recuperacién de compuestos
volatiles. Interaccion triple

Las instrucciones en R para los graficos del ejemplo 5.7 son:

library(ggplot2); library(dplyr); library(readxl)
library(cowplot); library(dae)
remove(list=1s())
acuosas = read_excel("BasesDatosDE.x1sx",sheet="acuosas")
attach(acuosas)
acuosas$Viscosidad=factor (acuosas$Viscosidad,levels=c(0,1,2),
labels = c("1 cP","50 cP", "100 cP"))
acuosas$Salinidad=factor (acuosas$Salinidad,levels=c(0,1,2),
labels = c("0 NaCl","2.91 NaCl", "5.66 NaCl"))
acuosas$Tiempo=factor (acuosas$Tiempo,levels=c(1,2,3),
labels = c("8 h","16 h", "24 h"))
plot.design(recupera~Viscosidad*Tiempo*Salinidad,

ylab="Promedio del % de recuperacidn",
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Tiempo: 8 h Tiempo: 16 h Tiempo: 24 h
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Figura 5.8. Promedios de porcentaje de recuperacién de compuestos
volatiles. Interaccidn triple

xlab="Factores",cex.axis=1.2,cex.lab=1.4,data=acuosas)
datos.agrl <- acuosas %>% mutate(
Viscosidad = Viscosidad %>’ as.factor,
Tiempo=Tiempo%>%as.factor) %>% group_by(Viscosidad,Tiempo) %>%
summarise(Promedio = mean(recupera, na.rm = TRUE))
datos.agr2 <- acuosas %>}, mutate(
Viscosidad = Viscosidad %>’ as.factor,
Salinidad = Salinidad %> as.factor) %>%
group_by (Viscosidad,Salinidad) %>%
summarise(Promedio = mean(recupera, na.rm = TRUE))
datos.agr3 <- acuosas %>} mutate(Tiempo = Tiempo %>} as.factor,
Salinidad=Salinidady>%as.factor)%>%group_by(Salinidad, Tiempo) %>%
summarise (Promedio = mean(recupera, na.rm = TRUE))
tema <- theme_bw()+ theme(axis.text=element_text(size=9),
axis.title=element_text (size=9),
legend.text=element_text(size=9),

legend.title=element_text(size=9),legend.position="top")
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Tiempo: 8 h Tiempo: 16 h Tiempo: 24 h
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Figura 5.9. Promedios de porcentaje de recuperacion de compuestos
volatiles. Interaccidn triple

pl <- ggplot(datos.agrl,aes(Viscosidad, Promedio)) +
geom_line(aes(group = Tiempo, color = Tiempo)) +

geom_point(size = 1.2, aes(color = Tiempo))+ylim(0.4,0.8)+

ylab("Promedio del % de recup.")+tema
p2 <- ggplot(datos.agrl,aes(Tiempo, Promedio)) +
geom_line(aes(group = Viscosidad, color = Viscosidad)) +

geom_point(size = 1.2, aes(color = Viscosidad)) +

y1im(0.4,0.8)+ylab("Promedio del % de recup.")+tema

p3 <- ggplot(datos.agr2,aes(Viscosidad, Promedio)) +

geom_line(aes(group = Salinidad, color = Salinidad)) +

geom_point(size = 1.2, aes(color = Salinidad))+

ylab("Promedio del % de recup.")+ylim(0.4,0.8)+tema
p4 <- ggplot(datos.agr2,aes(Salinidad, Promedio)) +
geom_line(aes(group = Viscosidad, color = Viscosidad)) +

geom_point(size = 1.2, aes(color = Viscosidad))+
ylab("Promedio del % de recup.")+ylim(0.4,0.8)+tema

p5 <- ggplot(datos.agr3,aes(Salinidad, Promedio)) +
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geom_line(aes(group = Tiempo, color = Tiempo)) +
geom_point(size = 1.2, aes(color = Tiempo))+
ylab("Promedio del % de recup.")+ylim(0.4,0.8)+tema
p6 <- ggplot(datos.agr3,aes(Tiempo, Promedio)) +
geom_line(aes(group = Salinidad, color = Salinidad)) +
geom_point(size = 1.2, aes(color = Salinidad))+
ylab("Promedio del % de recup.")+ylim(0.4,0.8)+tema
plot_grid(pl,p2,p3,p4,p5,p6,nrow = 3)
a=c(1,1,1); b=c(1,2,3)
c="Promedio del % de recuperacién de compuestos volatiles"
interaction.ABC.plot(recupera,Tiempo,Salinidad,Viscosidad,
data=acuosas,
ggplotFunc=1ist (theme_bw() ,scale_color_manual(values=a),
scale_shape_manual (values=b) ,scale_linetype_manual (values=b),
labs(y=c, x="Tiempo de extraccidén")),cex.axis=1.2,cex.lab=1.5)
interaction.ABC.plot(recupera,Viscosidad,Salinidad,Tiempo,
data=acuosas,
ggplotFunc=list (theme_bw() ,scale_color_manual(values=a),
scale_shape_manual (values=b),scale_linetype_manual (values=b),
labs(y=c, x="Viscosidad")),cex.axis=1.2,cex.lab=1.5)
interaction.ABC.plot(recupera,Salinidad,Viscosidad,Tiempo,
data=acuosas,
ggplotFunc=list (theme_bw() ,scale_color_manual(values=a),
scale_shape_manual (values=b) ,scale_linetype_manual (values=b),

labs(y=c, x="Salinidad")),cex.axis=1.2,cex.lab=1.5)

4. Analisis de varianza

Para el analisis de varianza se debe tener en cuenta que hay siete fuentes de

variacién en el modelo que consisten en el ajuste por el factor A, el ajuste por el

factor B, el ajuste por el factor C, el ajuste porlainteraccién delos factores Ay

B, el ajuste porla interaccion de los factores Ay C, el ajuste por la interaccién

delos factores By C, y el ajuste por la interaccién de los factores A, By C'. Lo
anterior implica separar la varianza debida a las siete fuentes de variacién.
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Para identificar cudles pardmetros son estadisticamente significativos, se

inicia por las interacciones de orden superior, esto es, primero se verifica la

hipétesis:
Hy: (afd)111 = (aBd)112 =+ = (afBd)ape = 0 versus
H, : Almenosun (af360);, #0, i1=1,2,...,a, j=1,2,...,b
yvk=1,2,...,c

H se rechazara si el P-valor asociado a las interacciones es menor a un nivel
de significancia dado « en la tabla del anélisis de varianza, tabla 5.8, y se con-
cluird que hay diferencia estadisticamente significativa en el efecto medio de
la interaccién de los tres factores.

En caso de rechazar la hipdtesis nula NO se procede a analizar el resto delas
hipétesis, pero si se retira la interaccion («39);;1, del modelo, es valido revisar

las hipétesis 1, 2y 3.
1.

Hy: (af)i1 = (af)iz="-=(af)ap =0 versus
H, : Almenosun (af3);; #0, i=1,2,...,ayj=1,2,...,b.

Hj se rechazara si el P-valor asociado a las interacciones es menor a
un nivel de significancia dado « en la tabla del andlisis de varianza, ta-
bla 5.8, y se concluird que hay diferencia estadisticamente significativa
en el efecto medio de las interaccion de los factores Ay B. En caso de

rechazar la hipdtesis nula NO se procede a analizar las hipdtesis 4y 5.

Hy: (ad)11 = (a@d)i2 == (ad)ae =0 versus
H, : Almenosun (ad);, #0, i=1,2,...,ayk=1,2,...,c.

Hy se rechazara si el P-valor asociado a las interacciones es menor a
un nivel de significancia dado « en la tabla del andlisis de varianza, ta-
bla 5.8, y se concluira que hay diferencia estadisticamente significativa
en el efecto medio de las interaccién de los factores Ay C. En caso de
rechazar la hipdtesis nula NO se procede a analizar las hipdtesis 4 y 6.
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Hy: (86)11=(Bo)1z="---=(B)pc=0 versus
H, : Almenosun (80);x #0, j=1,2,....,byk=1,2,... c

Hy se rechazara si el P-valor asociado a las interacciones es menor a
un nivel de significancia dado « en la tabla del analisis de varianza, ta-
bla 5.8, y se concluird que hay diferencia estadisticamente significativa
en el efecto medio de las interacciéon de los factores By C. En caso de

rechazar la hipdtesis nula NO se procede a analizar las hipdtesis 5y 6.

Hy:ao1=as="=0aq_1=0,=0 versus

H,:Almenosun o; #0, i=1,2,...,a.

Hy se rechazari si el P-valor asociado al factor A es menor a un nivel de
significancia dado « en la tabla del andlisis de varianza, tabla 5.8, y se
concluird que hay diferencia estadisticamente significativa en el efecto

medio de los niveles del factor A en consideracién.

Hy:p1=Pa=-=0-1=0 =0 versus
H, : Almenosun 3; #0, j=1,2,...,b.

Hyj se rechazara si el P-valor asociado al factor B es menor a un nivel de
significancia dado « en la tabla del andlisis de varianza, tabla 5.8, y se
concluird que hay diferencia estadisticamente significativa en el efecto

medio de los niveles del factor B en consideracién.

Hy:061=00=--=0._1=06.=0 versus

H, :Almenosun i, #0, k=1,2,...,c.
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Hy se rechazara si el P-valor asociado al factor C' es menor a un nivel de

significancia dado « en la tabla del anélisis de varianza, tabla 5.8, y se

concluira que hay diferencia estadisticamente significativa en el efecto

medio de los niveles del factor C en consideracidn.

En todos los casos se puede usar el criterio AIC para comparar entre los

modelos.

Tabla 5.8. Andlisis de varianza para un disefio con arreglos factoriales
A x B x C. Diseno balanceado

Causade Gradosde Sumade Cuadrado F-
variacién libertad cuadrados medio calculado
SCFA CMFA
Factor A a—1
Y'P.Y a—1 CME
SCFB CMFB
Factor B b—1 - =
Y PsY b1 CME
SCFC CMFC
Factor C' c—1 - =
Y ' PsY c— 1 CME
., SCAB CMAB
Interaccién AB a—1)(b—1
@=VC-D | yp v | aovo-D | CiE
., SCAC CMAC
Interaccién AC a—1)(c—1
(a=1)(c—1) Y 'Pos)Y | (a_1)(c_1) CME
., SCBC CMBC
Interaccién BC b—1)(c—1
( ) ) Y 'PgsY (b—1)(c—1) CME
Interaccién d SCABC CMABC
ABC Y " Pss)Y d CME
Error abe(r — 1) Y'(I- SCE
Px)Y gle
Total n—1 Y'Y - ng?
n=axbxcxr,d=(a—1)(b—1)(c—1)ygle=grados de libertad del error.
_ 1 a c T
gy=-2 2 Yijki
i=1j=1k=11=1
P=X(X"X)"'X" Po=Xu(X.Xo)"'X] Ps=Xp(X;Xp) "X}
Ps=X5(X; X5) ' Xs  Plap) = Xap)(X(ap)X(@p) ' X (ap)
Pos) = X (a5)(X a5y X (08) " X(as)  Pas) = X (35)(X (55X (85) ' X (35
Paps) = X(ap5) (X (aps) X (085) " X (ass)
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Ejemplo5.8. Continuando con el ejemplo sobre porcentaje de recuperacion de compues-

tos volatiles, ejemplo 5.7, realice el analisis de varianza y concluya.

Solucidn. Inicialmente se realiza el anilisis de varianza considerando todas
las interacciones, ver tabla 5.9, en que se observa que el P-valor para la inter-
accién triple es mayor a pg = 0.20, por lo que se realiza el andlisis de varianza
retirando dicha interaccién del modelo, ver tabla 5.10. En la practica signifi-
ca que sus grados de libertad y suma de cuadrados se anaden a los grados de

libertad y sumas de cuadrados del error, respectivamente.

Tabla 5.9. Analisis de varianza para los datos del ejemplo sobre porcentaje de

recuperacion de compuestos volatiles

Causade Grados de Sumade Cuadrado F- Poval
-valor
variacién libertad cuadrados medio calculado
Viscosidad 2 0.4981 0.2491 34.680 <0.001
Tiempo 2 0.0751 0.0376 5.231 0.012
Salinidad 2 0.0986 0.0493 6.865 0.004
Viscosidad y
i 4 0.0048 0.0012 0.166 0.954
tiempo
Viscosidad y sa-
. 4 0.0388 0.0097 1.350 0.277
linidad
Tiempo y salini-
4 0.0501 0.0125 1.743 0.170
dad
Viscosidad,
tiempo y salini- 8 0.0753 0.0094 1.311 0.2800
dad
Error 27 0.1939 0.0072
Total 53 1.0347

En la tabla 5.10 se observa que las interacciones viscosidad:tiempo y
viscosidad:salinidad tienen sus P-valor mayores a ps = 0.20 por lo que se rea-

liza un analisis de varianza sin estas dos interacciones, ver tabla 5.11.
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Tabla 5.10. Andlisis de varianza para los datos del ejemplo sobre porcentaje

de recuperacién de compuestos volatiles sin interaccién triple

Causade Gradosde Sumade Cuadrado F- Poval
-valor
variacién libertad cuadrados medio calculado
Viscosidad 2 0.4981 0.2491 32.379 <0.001
Tiempo 2 0.0751 0.0376 4.884 0.013
Salinidad 2 0.0986 0.0493 6.409 0.004
Viscosidad 'y
. 4 0.0048 0.0012 0.155 0.969
tiempo
Viscosidad y
L. 4 0.0388 0.0097 1.260 0.304
salinidad
Tiempo y sali-
. 4 0.0501 0.0125 1.627 0.189
nidad
Error 35 0.2692 0.0077
Total 53 1.0347

Tabla 5.11. Andlisis de varianza para los datos del ejemplo sobre porcentaje de

recuperacion de compuestos volatiles considerando la interaccién tiempo y

salinidad

Causade Grados de Sumade Cuadrado E- Pvalor

variacién libertad cuadrados medio calculado
Viscosidad 2 0.4981 0.2491 32.264 <0.001
Tiempo 2 0.0751 0.0376 5.165 0.010
Salinidad 2 0.0986 0.0493 6.778 0.003
Tiempo y sali-
nidad 4 0.0501 0.0125 1.721 0.1629
Error 43 0.3128 0.0073
Total 53 1.0347

De la tabla 5.11 se observa que el P-valor asociado a la interaccidn tiempo
y salinidad es menor que pg = 0.20 pero mayor, por ejemplo, a 0.05, por lo
cual para decidir si se deja en el modelo o no se usa el criterio AIC. Se encontrd
que con la interaccién el valor del AIC' = —256.1721 y sin la interaccion es
AIC = —256.1538, luego la diferencia entre los dos valores AIC es minima y

se opta por el modelo sin la interaccién tiempo y salinidad, ver tabla 5.12.
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Tabla 5.12. Analisis de varianza para los datos del ejemplo sobre porcentaje de

recuperacién de compuestos volatiles considerando solo efectos principales

Causade Grad.de | Sumade Cuadrado | F-calculado | P-valor
variacion libertad | cuadrados medio

Viscosidad 2 0.4981 0.2491 32.264 <0.001
Tiempo 2 0.0751 0.0376 4.866 0.012

Salinidad 2 0.0986 0.0493 6.386 0.004

Error 47 0.3628 0.0077

Total 53 1.0347

De la tabla 5.12 se concluye que los factores viscosidad, tiempo y salinidad
son significativos; sin embargo, al realizar una validacién de supuestos se ob-
serva que el supuesto de normalidad se cumple, pero el supuesto de homoge-
neidad de varianzas, teniendo en cuenta los niveles de viscosidad y los niveles
de salidad, no se cumple. De igual forma en el envelope se observan puntos

fuera de las bandas, ver figura 5.10.

Residuales

T T T T T
-2 -1 0 1 2

Cuantiles tericos

Figura 5.10. Envelope para el modelo ajustado a los datos del ejemplo 5.7

También se observa, ver figura 5.11, que hay tres residuales estudentizados,

ver (3.15), mayores a 2 (en valor absoluto), en particular el residual asociado a
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la observacién 19, cuya porcentaje de recuperacion es 79.41 %y corresponde a
la viscosidad 50 cP, a la salinidad O g y al tiempo de extraccién de 8 horas, es
mayor a 3 por lo que se decide retirar esta observacion del andlisis y volver a

realizar los analisis de varianza. Un resumen se presenta en la tabla 5.13.

5.0

N
«»

o33

o
o
.
.
o
-
.
-

Residuales estudentizados

N
«»

-5.0

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Valores ajustados

Figura 5.11. Valores ajustados versus residuales estudentizados para el
modelo ajustado a los datos del ejemplo 5.7

Tabla 5.13. Modelos ajustados para los datos del ejemplo 5.7 con su respectivo

AIC, sinla observacién 19

Elmodelo AIC
Considerando la interaccién triple -268.2186
Sin la interaccidn triple, pero con las interacciones dobles -266.17
Viscosidad+Tiempo+Salinidad+Viscosidad*Salinidad+Tiempo*Salinidad | -273.6063
Viscosidad+Tiempo+Salinidad+Viscosidad*Salinidad -271.9059

Finalmente, al realizar un envelope sobre el modelo se concluye que no hay

indicios de violaciones de supuestos, ver figura 5.12.
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Residuales

Cuantiles tedricos

Figura 5.12. Envelope para el modelo ajustado a los datos del ejemplo 5.7

retirando la observacidon 19

El modelo seleccionado es:

[E( % de recuperacién) = fi + &; + (j + o5 + (aB);; +(B6) - (54
Las respectivas medias esperadas se presentan en la tabla 5.14.

Tabla 5.14. Porcentajes esperados de recuperacién de compuestos voldtiles,
modelo (5.4)

Tiempo Viscosidad: 1 cP Viscosidad: 50 cP Viscosidad: 100 cP
de Salinidad Salinidad Salinidad
extracion Og 2.91g | 5.66¢ Og 2.91g | 5.66¢ Og 2.91g | 5.66¢
8h 0.6284 | 0.6888 | 0.6332 | 0.4190 | 0.5045 | 0.5767 | 0.3746 | 0.3923 | 0.4789
16h 0.6601 | 0.7323 | 0.7775 | 0.4506 | 0.5480 | 0.7209 | 0.4062 | 0.4358 | 0.6232
24h 0.7619 | 0.7755 | 0.7487 | 0.5525 | 0.5912 | 0.6922 | 0.5081 | 0.4790 | 0.5944

Las instrucciones en R para ajustar los modelos presentados en el ejemplo
5.8 son:

### correr instrucciones pagina 243 ###
library (MASS)
ajustel = aov(recupera~Viscosidad*Tiempo*Salinidad,

data=acuosas)
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summary (ajustel) ;extractAIC(ajustel)
ajuste2 = aov(recupera“Viscosidad+Tiempo+Salinidad+
Viscosidad*Tiempo+Viscosidad*Salinidad+
Tiempo*Salinidad, data=acuosas)
summary (ajuste2) ;extractAIC(ajuste2)
ajuste3 = aov(recupera~Viscosidad+Tiempo+Salinidad+
Tiempo*Salinidad,data=acuosas)
summary (ajuste3) ;extractAIC(ajuste3)
ajuste4 = aov(recupera~Viscosidad+Tiempo+Salinidad,
data=acuosas)
summary (ajuste4) ;extractAIC(ajusted)
hnp: :hnp(ajusted,sim=99,conf=0.95,resid.type="student",
halfnormal=FALSE)
## studres: residuales estudentizados
acuosasl <- data.frame(acuosas,
Observacidn=as.numeric(rownames (acuosas)),
td=studres(ajusted) ,Ajustados=ajusted$fitted)
ggplot (acuosasl, aes(x=Ajustados,y=td))+geom_point()+
theme_bw()+geom_hline(yintercept=c(-2,2))+
geom_text (aes(label=ifelse(abs(td)>2,0bservacidn,"")),
hjust=-0.5,vjust=0)+
ylim(-5,5)+xlab("Valores ajustados")+
ylab("Residuales estudentizados")+
theme (axis.title=element_text (size=15),
axis.text=element_text(size=15))
# Retirando la observacién 19 de la base de datos
acuosas2=acuosas[-19,]
# Volver a correr los modelos anteriores considerando
# data=acuosas2
ajuste7 = aov(recupera“Viscosidad+Tiempo+Salinidad+
Viscosidad*Salinidad+Tiempo*Salinidad, data=acuosas2)
summary (ajuste7) ;extractAIC(ajuste?)
hnp: :hnp(ajuste7,sim=99,conf=0.95,resid.type="student",
halfnormal=FALSE)
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5. Diseno con arreglos factoriales 2*

Un disefio 2 significa que hay k factores, en que cada uno tiene dos niveles, es

decir, es un disefio 2 X 2 x 2--- x 2. Se usan principalmente en experimen-

k veces
tos de tamizaje o de seleccidn de factores.

Los niveles, aligual que enlos otros disefios, pueden ser cualitativos o cuan-

titativos, por ejemplo:
= Niveles cuantitativos:

« Dos diferentes temperaturas.

« Dos diferentes concentraciones.
= Niveles cualitativos:

« Dos tipos de catalizador.

« Presencia/ausencia de algiin componente quimico.

Entre las ventajas del disefio 2* estan que requiere pocas unidades experimen-
tales e interpretacién sencilla. Si no hay datos faltantes, es un disefio balan-
ceado porque cada nivel del factor aparece con el mismo niimero de unidades
experimentales y es un disefio ortogonal porque todas las combinaciones de
niveles aparecen en el mismo niimero de unidades experimentales [61, p. 102].

En la tabla 5.15 se presentan algunas de las notaciones usadas para indicar
los niveles y los tratamientos en disefos con arreglos factoriales con dos ni-
veles, en que usualmente un nivel de factor es bajo y el otro nivel de factor es

alto.

Nota5.9. Enlatabla5.15 los niveles bajos de los factores Ay B se denotan con el signo
menos y los niveles altos se denotan con el signo mas. Adicionalmente, la combinacion de
tratamientos (o corrida) se denota por la respectiva letra miniscula del factor que esté
en nivel alto. La notacién “(1)” indica los dos factores estan en su nivel bajo.
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Tabla 5.15. Notacién de los tratamientos en un disefio con arreglos

factoriales 22

Factor B
Factor A -
Bajo(0) | Alto(1)

00 01
Bajo(0) -- -+

)] b

10 11
Alto(1) +- ++

a ab

Ejemplo 5.9. Retomando el ejemplo 5.2 sobre produccion de biodiésel en que se con-
sideraron cuatro factores (velacion molar aceite/alcohol - factor A, porcentaje en peso de
catalizador - factor B, temperatura - factor C, y agente de lavado - factor D) y dos réplicas
por cada uno, en un diseiio completamente aleatorizado, ver [10], se midio el rendimien-
to del biodiésel bajo cada tratamiento. Datos ilustrativos se presentan en la tabla 5.16,
teniendo en cuenta que la tesis no presenta los datos individuales, un grafico de los pro-
medios por nivel de factor en la figura 5.13 y graficos de los promedios por nivel de factor
cruzados dos a dos en la figura 5.14.

Tabla 5.16. Datos ejemplo 5.9 sobre el rendimiento de biodiésel, datos

ilustrativos
Combinacién Réplica Combinacién Réplica
de tratamientos I II de tratamientos I II
(1) 69.5 | 77.5 a 81.9 | 74.1
b 88.0 | 95.3 c 83.2 | 82.7
d 80.5 | 79.9 ab 70.4 | 63.0
ac 73.4 | 82.2 ad 80.9 | 78.5
be 79.6 | 86.9 bd 83.1 | 73.8
cd 81.2 | 81.6 abc 85.1 | 83.5
abd 75.2 | 65.3 acd 80.9 | 90.8
bed 75.2 | 76.5 abed 87.6 | 89.8
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Las instrucciones en R para realizar los graficos del ejemplo 5.9 son:

library(readxl)
remove(list=1s())
biodiesel = read_excel("BasesDatosDE.xlsx",sheet="biodiesel")
attach(biodiesel)
Relacion=ordered(factor(Relacion,levels=c("-1","1"),
labels=c("1:5","1:7")))
Catalizador=ordered(factor(Catalizador,levels=c(-1,1),
labels=c("0.5","0.7")))
Temperatura=ordered(factor(Temperatura,levels=c(-1,1),
labels=c("50","60")))
Agente=ordered(factor (Agente,levels=c(-1,1),
labels=c("Agua","acido acético")))
plot.design(Rendimiento™Relacion*Catalizador*Temperatura*Agente,
ylab="Promedio del % de rendimiento del biodiésel",
xlab="Factores")
a="% de rendim. del biodiésel"; b="Relacidn molar aceite/alcohol"
c="Y, en peso de Catalizador"
par (mar=c(4,4,1,1))
layout (matrix(c(1,2,3,4,5,6), 3, 2, byrow = TRUE))
interaction.plot(Relacion,Temperatura,Rendimiento,ylab=a,xlab=b,
cex.axis=1.2,cex.lab=1.5,cex=2)
interaction.plot(Relacion,Catalizador,Rendimiento,ylab=a,xlab=b,
cex.axis=1.2,cex.lab=1.5)
interaction.plot(Relacion,Agente,Rendimiento,ylab=a,xlab=b,
cex.axis=1.2,cex.lab=1.5)
interaction.plot(Catalizador,Temperatura,Rendimiento,ylab=a,
xlab=c,cex.axis=1.2,cex.lab=1.5)
interaction.plot(Temperatura,Agente,Rendimiento,ylab=a,
xlab="Temperatura en grados C.",cex.axis=1.2,cex.lab=1.5)
interaction.plot(Catalizador,Agente,Rendimiento,ylab=a,xlab=c,
cex.axis=1.2,cex.lab=1.5)

par (mfrow=c(1,1))

259



Disenos con arreglos factoriales

51. Diseno 22

Para asociarlanotaciéndela tabla5.15aun modelolineal, los subindices de los
pardmetros asociados a los niveles de tratamiento serdn O o 1. Asi, el modelo

es:
Yvijk:/l‘i‘ai+ﬁj+(aﬁ)ij+€ijk t=0,1 y 57=0,1,
con las restricciones:

apt+o=0=ap=—-—m
Bo+B1=0= Po=—p

(@B)oo + (aB)or = 0 = (af)oo = —(af)o1 = (aB)oo = (aB)11
(aB)10 + (aB)11 = 0 = (af)10 = —(af)11

(aB)oo + (@B)10 =0 y

(aB)or + (aB)11 = 0 = (aB)o1 = —(afB)11-

Usando lasrestricciones adecuadamente, es decir, dejando en la matriz disefio

los niveles altos (a1, 51y («f3)11), el vector de pardmetros estimado, 3, es dado

por:
Y***
P 2
B = (Vere—Ye02) : (5.5)
el
(Y00*7Y01*7Y10*+Y11*)
22
en que:
1 '
Yier = 2, Z(%Ok + Yo + Yior + Y11k)

k=1
1 r

_ 1 —
Yiju = o ;(Ymk +Yige) y

_ 1 <
}/ij* = ; ZY;]k
k=1
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La interpretacion de los parametros estimados es:

~

= [ = Y,.. estimala media general.

= Yoo~ Yo~ Viox+7; Vit~ Yor )~ (Vioe—¥i .
- (a,@)n — ( 00 01=~<22 10+t 11*) — ( 11x% 01*)22( 10x* 00*) estima el

efecto de pasar del nivel alto de A al nivel bajo de A dado que el factor B

estd en su nivel alto menos el efecto de pasar del nivel alto al nivel bajo

de A dado que el factor B estd en su nivel bajo.

A Vs —Youn . . .
a1 = (1270) estima el efecto medio del factor A al pasar del nivel

alto al nivel bajo, por tanto, el efecto de pasar del nivel alto de A al nivel
bajo de A es 24;.

B = (3/*“2;3@0*) estima el efecto medio del factor B al pasar del nivel

alto al bajo, por tanto, el efecto de pasar del nivel alto de B al nivel bajo
de B es 231.

El andlisis de varianza se presenta en la tabla 5.17.

Tabla 5.17. Analisis de varianza para un disefio 22

Causade Grados de Cuadrado F-
L., . Suma de cuadrados .
variacién libertad medio calculado
sc
1 %(Yl** - YO**)2 SCA C]\/IAE
sc
1 £ (Yax — Yaos)? SCx CiE
1 i(YOO* + Yll* - YIO* - SCAB SCagp
Yoi.)? CME
Error 22(r — 1) Diferencia SCE
Total 2%r — 1 3 Y2, - 2%rY?
i=1,=1k=1

Ejemplo 5.10. Considere un experimento realizado en la Universidad de Cartagena

sobre la efectividad de los procesos de oxidacion en la disminucion de plaguicidas orga-

nofosforados (clovpirifos) en que tuvieron en cuenta dos niveles de sales ferrosas (Fe 2 -

factor A, niveles 2.5 ppmy 5 ppm) y dos niveles de peréxido de hidrogeno (H2Os, factor
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B, niveles 540 ppm y 1080 ppm) y midieron el porcentaje de degradacion de clorpirifos

[5]. Los datos se presentan en la tabla 5.18.

Realizar el analisis de varianza y concluir.

Tabla 5.18. Porcentaje de degradacién de clorpirifds

B Combinacién de Réplica
tratamientos I II
- @ 88.2204 | 88.2283
- a 84.57 83.14
b 76.95 77.47
ab 79.94 80.92

Fuente: [5, p. 72].

Solucién. En la tabla 5.19 se presenta el andlisis de varianza, del cual se con-

cluye que la interaccion entre los factores sal ferrosa y peréxido de hidrégeno

es significativa para el porcentaje medio esperado de degradacién de clorpi-

rifés. Las medias estimadas para los 4 tratamientos son: 88.224 (tratamiento

(1)), 83.855 (tratamiento a), 77.21 (tratamiento b) y 80.43 (tratamiento ab).

Tabla 5.19. Analisis de varianza sobre los datos de la degradacién de

4

clorpirifés

Causade Grados de Sumade Cuadrado F- Pvalor

variacién libertad cuadrados medio calculado
Fet? 1 0.66 0.66 1.613 0.273
H>04 1 104.25 104.25 254.591 <0.001
Fet?2.Hy0, 1 28.80 28.80 70.333 0.001
Error 4 1.64 0.41
Total 135.35
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5.2. Disenos con arreglos factoriales 2¥ con una sola
réplica o no replicado

Se usan en experimentos de exploracién cuando hay un nimero relativamente
grande de factores y niveles bajo consideracién. El principal problema de un

disenonoreplicado es que los grados de libertad del error son ceroy, por tanto,
2

no se cuenta con una estimacion de la varianza del error, o7.
En la literatura hay varias metodologias para analizar disefios con arreglos

factoriales con una sola réplica, entre ellas estan:

= Asumir que alguna(s) interaccién(es) de orden superior no son signifi-
cativas y usarlas para estimar la varianza del error. Esta solucidn tiene
el inconveniente de retirar del modelo interacciones que no se sabe si

realmente pueden ser importantes o no.

= Hacer un grafico de probabilidad normal (Q-Q plot), ver seccién 5.1, so-
bre los pardmetros estimados, 8 = (X" X)"'X"Y, desconsideran-
do a p. Los efectos que no son significativos siguen una distribucién
normal con media cero y varianza o2 y se localizardn sobre una recta.
Los efectos que son significativos estardn lejos de la recta. Luego, las in-
teracciones que no son significativas se pueden mandar al término de
error [33, p. 441].

= Hacer un half-normal plot. Sea \él(l) < ]é]@) <. < |é\(i) < ... <
d (k)» los valores ordenados de los valores absolutos de los efectos esti-
mados sin considerar la media, x. El método consiste en hacer un Q-Q
plot, ver seccién 5.1, pero sobre los valores absolutos de los efectos esti-
mados. Los efectos importantes aparecen en la esquina superior dere-
cha del grafico.

= El método de Lenth [37], que consiste en:
1. Calcular la mediana de los valores absolutos de los k efectos,
m = med|6;],

enquef;,i =1,..., k,eselefecto.
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2. Calcular el pseudo error estandar:

So — 1.5m.

3. Excluir los valores de 6; que exceden 2.5s.

4. Recalcular my el pseudo error estandar (PSE):

PSE =1.5m.

5. Calcular el margen de error simultaneo:
SME =t,4x PSE,

1
enquey = HBE cong = £
6. Todos los vefectos |0;| mayores a SME se consideran activos o

significativos.

7. Calcular el margen de error:

ME = t0.975;d x PSE.

8. Todos los efectos |#;| menores a ME se consideran inertes.

9. Los efectos restantes son “posiblemente” activos.

Ejemplo 5.11. Continuando con el ejemplo 5.2 sobre produccion de biodiésel en que se
consideraron cuatro factores: relacion molar aceite/alcohol, porcentaje en peso de cata-
lizador, temperatura y agente de lavado, y se midi el rendimiento del biodiésel bajo la
combinacion de estos factores (tratamientos), los investigadores realizaron dos réplicas,
pero solo veportan en la tesis un valor por tratamiento, que se asume es el promedio de
las mismas. Para efectos ilustrativos utilice los datos reportados en [10, p. 85] y realice
el analisis como un disefio con arreglos factoriales no replicado. Los datos se presentan en
la tabla 5.20. La relacion molar aceite/alcohol (factor A), aséciela con el parametro o el
porcentaje en peso de catalizador (factor B), asdcielo con el parametro (3; la temperatura
(factor C), asiciela con el parametro ~y; y el agente de lavado (factor D), asocielo con el

parametro d.
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Tabla 5.20. Datos ejemplo 5.11

Combinacién de Combinacién de Combinacién de
tratamientos tratamientos tratamientos
(1) 73 a 78.5 b 84.6
ab 71.9 c 80.8 ac 74.4
be 76.8 abc 88.9 d 75
ad 80 bd 75.1 abd 68.5
cd 78.6 acd 80.7 bed 74.3
abed 88.1

Fuente: [10, p. 85].

1. Identificar si la interaccion de orden superior es significativa usando un grifico
de probabilidad normal (Q-Q plot) sobre los parametros estimados, y si la in-
teraccién de orden superior NO es significativa, realizar el andalisis de varianza

enviando la interaccion de ovden superior al término de error.

2. Realizar un grafico half-normal plot sobre los valores absolutos de los efectos es-
timados e identificar efectos importantes.

3. Usando el método de Lenth, identificar efectos activos (o significativos) y efectos
inertes.

Solucién

1. Elvector de parametros estimado, retirando el primer término que esta
asociado a p, es:

& — 1

: 0.8000
Pr—2 0.4500
=3 2.2500
i —0.5375
(@f);y =5 0.0250
(7)1, — 6 1.9000
(BN =7 1.2500
8= (ad); — 8 =] 0.9875
(B5),, — 9 —1.4875
(78);, — 10 0.6375
(@B7);, = 11 3.7500
@11 12 —0.0125
(@79),, — 13 0.2875
By, — 14 0.5625
—0.8375

(affv8)11; — 15
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Su gréfico de probabilidad normal se presenta en la figura 5.15. Los
nameros dentro del grafico estan asociados a los efectos de tratamiento
y los resaltados son los que se localizan fuera dela recta. En particularla
interaccién de orden superior, es decir, (m), namero 15, esta entre
los efectos sobre la recta, por lo tanto se puede considerar que la inter-
accion de orden superior no es significativa. También se observa que la
interaccion triple relacién®catalizador® temperatura (o 37y), numero 11,

es significativa.

3

Coeficientes estimados
%

9

0
Cuantiles teéricos

Figura 5.15. Grafico de probabilidad normal de los efectos estimados para los
datos del ejemplo 5.11

Se proceden a realizar los respectivos anilisis de varianza sin la inter-
accién (afy0), ver tabla 5.21. Se observa que todas las interacciones
triples tienen P-valor mayor a 0.20 excepto la interaccién
relacién”catalizador*temperatura, porlo cual se procede a retirarlas del
analisis de varianza, ver tabla 5.22.
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Tabla 5.21. Andlisis de varianza sobre los datos del ejemplo 5.11, retirando la

interaccién cuadruple del modelo

L Gradosde| Sumade | Cuadrado F-

Causa devariacién libertad | cuadrados | medio | calculado P-valor
Relacién 1 10.24 10.24 0.912 0.515
Catalizador 1 3.24 3.24 0.289 0.686
Temperatura 1 81.00 81.00 7.218 0.227
Agente 1 4.62 4.62 0.412 0.637
Relacién:catalizador 1 0.01 0.01 0.001 0.981
Temperatura:agente 1 6.50 6.50 0.579 0.586
Relacién:temperatura 1 57.76 57.76 5.147 0.264
Catalizador:agente 1 35.40 35.40 3.155 0.326
Catalizador:temperatura 1 25.00 25.00 2.228 0.376
Relacién:agente 1 15.60 15.60 1.390 0.448
Relacién:catalizador:temperat. 1 225 225 20.049 | 0.140
Relacién:catalizador:agente 1 0.0025 0.0025 0.0002 | 0.990
Relacién:temperatura:agente 1 1.32 1.32 0.118 0.789
Catalizador:temperatura:agente 1 5.06 5.06 0.451 0.623
Error 1 11.22 11.22
Total 15 482

Tabla 5.22. Andlisis de varianza sobre los datos del ejemplo 5.11 con la

intraccién triple relacidn:catalizador:temperatura

L., Gradosde| Sumade | Cuadrado F-

Causa devariacién libertad | cuadrados | medio | calculado P-valor
Relacién 1 10.24 10.24 2.326 0.202
Catalizador 1 3.24 3.24 0.736 0.439
Temperatura 1 81.00 81.00 18.399 0.013
Agente 1 4.62 4.62 1.050 0.363
Relacién:catalizador 1 0.01 0.01 0.002 0.964
Temperatura:agente 1 6.50 6.50 1.477 0.291
Relacién:temperatura 1 57.76 57.76 13.120 0.022
Catalizador:agente 1 35.40 35.40 8.041 0.047
Catalizador:temperatura 1 25.00 25.00 5.679 0.076
Relacién:agente 1 15.60 15.60 3.544 0.133
Relacién:catalizador:temperat. 1 225 225 51.107 0.002
Error 4 17.61 4.40
Total 15 482
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De la tabla 5.22 se observa que la interacciéon triple
relacién”catalizador*temperatura es significativa. También se podria
haber retirado la interaccion doble temperatura®agente (P-valor mayor
a 0.20 y el factor agente no esta incluido en la interaccién triple que
se dej6 en el modelo), sin embargo el modelo empeoraba de acuerdo al
valor AIC, prefiriendo dejar esta interaccién doble en el modelo. Final-
mente ya no se retiran mas efectos del modelo, teniendo en cuenta el
principio de jerarquia. Vale resaltar que la interacciéon doble cataliza-
dor*agente es significativa por lo cual no se retira el factor “agente” del
modelo.

. Los valores absolutos de los 15 efectos, ordenados, son:

(1) 2) ®3) (4) () (6)

@By, (@B, (@d)yy B o (B
0.0125 0.025 0.2875 0.45 0.5375 0.5625
® ®  © o
(v6)11 a1 (@By8)1y1,  (@d)y;, (B, (Bd) 1,
0.6375 0.8 0.8375 0.9875 1.25 1.4875
(13) (14) (15)
(@7)q; i (@BY)111
1.9 2.25 3.75

El grafico de z; versus |é\(i) se presenta en la figura 5.16. Del grafico se

concluye que el efecto importante es (57)14-

. Para el método de Lenth:

3.1) Lamediana esm = 0.8 que corresponde a (1.

3.2) Elpseudo error estindar es:
S0 =15xm=15x08=1.2.

3.3) Seexcluyen los valores mayores a 2.5s9 = 2.5 x 1.2 = 3, es decir,
se excluyen el valor asociado a a3,
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Coeficiente estimados
o

0.0 0.5 1.0 1.5

Cuantiles half-normal

Figura 5.16. Half-normal plot de los efectos estimados para los datos del

ejemplo 5.11

3.4) Serecalcula myse calcula PSE.

—

(v6)1, + @1 0.6375+0.8
2 - 2
PSE=15xm=1.5x0.71875 = 1.0781.

= 0.71875

m =

3.5) Para el margen de error simultineo, SME, se necesita

v = 1+0295% — LH09TE _ () 9983y = =L -5

SME = t%d x PSE = t0.998375 x 1.0781 = 5.2235 x 1.0781
= 5.6316.

3.6) No hay efectos activos o significativos, ya que ningtn |4| (i) tiene un

valor mayor a 5.6316.

3.7) El margen de error es:

ME = t0.975;d x PSE = t0.975;5 x 1.0781 = 2.5706 x 1.0781
= 2.9654.

—

3.8) Luego todos los efectos se consideran inertes excepto (a37) ;-
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3.9) Finalmente, el efecto (E\ﬁv)nl, que corresponde al efecto de la in-
teraccién entre la relacién molar aceite/alcohol, el porcentaje en
peso de catalizadoryla temperatura es “posiblemente” activo, por-
que fue el inico efecto que siendo menor de 5.6316 es mayor a 2.9654.

Las instrucciones en R para realizar el ejemplo 5.11 son:

library(MASS); library(ggplot2)

library(faraway); library(unrepx)

remove (1ist=1s())

R=c(-1,1,-1,-1,-1,1,1,1,-1,-1,-1,1,1,1,-1,1) #relacidn

C=c(-1,-1,1,-1,-1,1,-1,-1,1,1,-1,1,1,-1,1,1) # catalizador

T=c(-1,-1,-1,1,-1,-1,1,-1,1,-1,1,1,-1,1,1,1) # temperatura

A=c(-1,-1,-1,-1,1,-1,-1,1,-1,1,1,-1,1,1,1,1) # agente

REN=c(73,78.5,84.6,80.8,75,71.9,74.4,80,76.8,75.1,78.6,88.9,68.5,
80.7,74.3,88.1) # rendimiento

datos=data.frame(R,C,T,A,REN)

ajustel=aov(REN"R*CxT*A,data=datos)

coefic=ajustel$coefficients

coef=data.frame(coeficientes=subset (coefic,

names (coefic) !="(Intercept)") ,Efecto=seq(length(coefic)-1))

pl<-ggplot(coef, aes(sample = coeficientes)) + stat_qq()

coefl<-ggplot_build(pl)$datal[1]]

coef1$Efecto<-coef$Efecto[order (coef$coeficientes)]

ggplot(coefl,aes(theoretical,sample,label=Efecto))+
geom_text (hjust=-0.5,vjust=0,size=4)+geom_point )+
theme_bw () +theme (text=element_text (size=15))

ajuste2=aov (REN"R+C+T+A+R*C+T*A+R*T+C*A+C*T+R*A+R*C*xT+R*CxA+

R*T*A+C*T*A)

summary (ajuste2)

extractAIC(ajuste2)

ajuste3=aov (REN“R+C+T+A+R*C+T*A+R*T+C*A+C*T+R*A+R*C*T)

summary (ajuste3)

extractAIC(ajuste3d)

ajusted4=aov (REN“R+C+T+A+R*C+R*T+CkA+C*T+R*A+R*C*T)

summary (ajuste4)

extractAIC(ajuste4)

halfnorm(coef$coeficientes,nlab=15)#realiza el half-normal plot
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PSE(coef$coeficientes,method ="Lenth") # pseudo error estandar

parplot(coef$coeficientes,method="Lenth") # Grafico Pareto de
# los efectos de tratamiento estimados

# Observe que no coinciden los valores ME y SME con los

# obtenidos en el ejemplo porque la funcidén parplot usa

# simulacidn para obtener los valores de t.

6. Disenos con arreglos factoriales 3*

Los disefios con dos niveles por factor solo permiten estudiar efectos lineales
para factores cuantitativos o comparar entres dos niveles si son factores cua-
litativos. En ocasiones es necesario establecer efectos de curvatura para fac-
tores cuantitativos o es necesario comparar mas de dos niveles para factores
cualitativos.

Un disefio 3* significa que hay k factores, en que cada factor tiene tres ni-

veles, es decir, esundiseflo3 x 3 x 3 x --- x 3.

k veces
Al igual que los disefios 2*, si no hay datos faltantes, el disefio es balan-

ceado porque cada nivel del factor aparece con el mismo niimero de unidades
experimentales, lo que lo hace un disefio ortogonal. La notacién usual para la

combinacidn de tratamientos esta en la tabla 5.23.

Tabla 5.23. Notacién de los tratamientos en un disefio con arreglos
factoriales 32

Factor B
Factor A | Bajo(0) | Medio(1) | Alto(2)
Bajo(0) 00 01 02
Medio(1) 10 11 12
Alto(2) 20 21 22
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Nota 5.10. Los principios fundamentales para efectos de diserios con arreglos factoria-
les vistos en la seccion 5 también aplican para diseiios 3%, es decir, principios de orden
jerarquico, principio de parsimonia de efectos y principio de heredabilidad de efectos [61,
p. 111].

Ejemplo 5.12. Retomando el ejemplo 5.1 sobre la optimizacion de un sistema cortador
de bagazo de cafia de aziicar en que median, entre otros, la energia especifica de corte
(J/mm?) [27], bajo diferentes condiciones del angulo de filo, la velocidad de corte y hu-
medad, se va a considerar solo los dos primeros factores de forma ilustrativa, mientras
que el porcentaje de humedad se va a dejar fijo en 30 % de base hiimeda. Los investiga-
dores tomaron 7 datos por tratamiento, los cuales no se presentan en forma individual
en la tesis. Para efectos ilustrativos, se generaron 4 datos por tratamiento, teniendo en
cuenta las medias y las desviaciones estandar reportadas en [27, p. 110].

Los datos generados se presentan en la tabla 5.24, graficos boxplot en la figura 5.17,
un grafico de los promedios por nivel de factor en la figura 5.18 y promedios por niveles
de factor cruzados en la figura 5.19.

Tabla 5.24. Energia especifica de corte (J/mm?) bajo 30 % de base himeda -
ejemplo 5.12

Velocidad de Angulo de filo (grados)

corte (m/s) 20° 40° 60°

23 0.048 | 0.067 | 0.030 | 0.041 | 0.045 | 0.042
0.103 | 0.097 | 0.037 | 0.036 | 0.028 | 0.022

3.4 0.088 | 0.097 | 0.054 | 0.047 | 0.035 | 0.035
0.108 | 0.077 | 0.052 | 0.034 | 0.022 | 0.043
0.086 | 0.110 | 0.041 | 0.039 | 0.023 | 0.034

43 0.078 | 0.067 | 0.043 | 0.055 | 0.024 | 0.028

Fuente: datos simulados con base en los promedios y desviaciones
estandar reportados en [27, p. 110].
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Figura 5.19. Promedios por niveles de factor cruzados - ejemplo 5.12

Las instrucciones en R para los graficos presentandos en el ejemplo 5.12 son:

library(ggplot2); library(ggpubr); library(dplyr)
library(cowplot); library(readxl)
remove (1list=1s())
energ = read_excel("BasesDatosDE.x1sx",sheet="energia")
attach(energ)
Velocidad=factor(Velocidad,levels=c(2.3,3.4,4.5),
labels=c("2.3 m/s","3.4 m/s","4.5 m/s"))
Angulo=factor(angulo,levels=c(20,40,60),
labels=c("20°","40°","60°"))
energ=data.frame(Velocidad,Angulo,energia)
tema <- theme(legend.position = "none",
axis.text= element_text(size=15),
axis.title = element_text(size=15))
a <- "Velocidad"; b <- "energia"
c <- "Angulo"; d <- "Energia especifica de corte (J/mm~2)"
pl <- ggboxplot(energ,x=a,y=b,add="dotplot",shape=a,
add.params=list(size=0.4))+labs(x=a,y=d)+y1lim(0,0.12)+

tema
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p2 <- ggboxplot(energ,x=c,y=b,add="dotplot",shape=c,
add.params=list(size=0.4))+labs(x="Angulo",y=d)+
y1lim(0,0.12)+tema
plot_grid(pl,p2,nrow = 1)
plot.design(energia~Angulox*Velocidad,xlab="Factores",
cex.axis=1.2,
ylab="Promedio de la energia especifica de corte",
cex.lab=1.5)
datos.agr <- energ %>}, mutate(
Velocidad = Velocidad %>% as.factor,
angulo = Angulo ¥>% as.factor) %>%
group_by(Velocidad, angulo) %>%
summarise(Promedio = mean(energia, na.rm = TRUE))
tema <- theme_bw()+ theme(axis.text = element_text(size=12),
axis.title = element_text(size=12),
legend.text=element_text(size=11),
legend.title=element_text(size=11),legend.position="top")
pl <- ggplot(datos.agr,aes(Velocidad, Promedio)) +
geom_line(aes(group = angulo, color = angulo)) +
geom_point(size = 1.2, aes(color = angulo))+
ylab("Promedio de la energia especifica de corte")+tema
p2 <- ggplot(datos.agr,aes(angulo, Promedio)) +
geom_line(aes(group = Velocidad, color = Velocidad)) +
geom_point(size = 1.2, aes(color = Velocidad))+
ylab("Promedio de la energia especifica de corte")+tema

plot_grid(pl,p2,nrow = 1)

El modelo para un disefio 32 es dado por:

Yijk = p+ a; + B + (aB)ij + €ijk,

coni=0,1,2,7=0,1,2yk=1,2,...,r.
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Bajo las restricciones:

agtar+a=0=aqy=—a1 —as

Bo+Pr1+P2=0= po=—51— B2

se tiene que el modelo, matricialmente, es dado por:

Y =X3+F,
Yoo ] 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1
Yoor 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1
Yo11 1 -1 -1 1 0 -1 0 -1 0
Yo1- 1 -1 -1 1 0 -1 0 -1 0
Yo21 -1 -1 0 1 0 -1 0 -1
Yoor -1 -1 0 1 0 -1 0 -1
Yi01 1 o -1 -1 -1 -1 0 0
Yior 1 o -1 -1 -1 -1 0 0
Y111 1 0 1 0 1 0 0 0
Yiir 1 0 1 0 1 0 0 0
Yao1 0 1 0 1 0 0 0 1
LYoo, | 0 1 0 1 0 0 0 1
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Por tanto, el vector de parametros estimado, (3, es dado por:

Yiss
3Y1as — Yiss
3Y2us — Yiss
A ] 3Yi1x — Yiss
B= 33, 3Yios — Vi (5.7)
dy
do
d3
dy

con, por ejemplo:
di = 3Y115 — 3Y014 — 3Y10x — 3Y124 — 3Y214 + Vi

Ejemplo 5.13. Continuando con el ejemplo 5.12, sobre la optimizacion de un sistema

cortador de bagazo de caia de aziicar, realice el analisis de varianza.

Solucion. En la tabla 5.25 se presenta el analisis de varianza, del cual se con-
cluye que la interaccidn entre velocidad de corte y dngulo de filo no es signifi-
cativa. Se procede a ajustar el modelo sin la interaccidn, ver tabla 5.26. De esta
tabla se concluye que solo es significativo el efecto del angulo de filo. Luego se

ajusta el modelo solo con este efecto, ver tabla 5.27.

Tabla 5.25. Andlisis de varianza sobre los datos de energia especifica de corte

- ejemplo 5.12

Causa de variac. Grados de Sumade Cuadrado F- Pvalor
libertad cuadrados medio calculado
Velocidad de corte 2 0.00040 0.0002 1.156 0.330
Angulo de filo 2 0.01944 0.0097 56.421 <0.0001
Velocidad:angulo 4 0.00036 0.0001 0.522 0.721
Error 27 0.00465 0.0002
Total 35 0.02485

Vale la pena recordar que las conclusiones son vilidas una vez se verifique
el cumplimiento de los supuestos del modelo.
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Tabla 5.26. Analisis de varianza sobre los datos de energia especifica de corte

- ejemplo 5.12 sin considerar la interaccién

Causa de variac. Grados de Sumade Cuadrado F- Pvalor
libertad cuadrados medio calculado
Velocidad de corte 2 0.00040 0.0002 1.232 0.306
Angulo de filo 2 0.01944 0.0097 60.132 <0.0001
Error 31 0.00501 0.0002
Total 35 0.02485

Tabla 5.27. Andlisis de varianza sobre los datos de energia especifica de corte

- ejemplo 5.12, considerando en el modelo solo el angulo de filo

Causa de variac. Grados de Sumade Cuadrado F- pvalor
libertad cuadrados medio calculado
Angulo de filo 2 0.01944 0.0097 59.3 <0.0001
Error 33 0.00541 0.0002
Total 35 0.02485

Las instrucciones en R para los analisis de varianza presentados en el ejem-

plo 5.13 son:

### correr instrucciones pagina 274 ###

ajustel=aov(energia~Velocidad*Angulo,data=energ)

summary (ajustel)
extractAIC(ajustel)

ajuste2=aov(energia~Velocidad+Angulo,data=energ)

summary (ajuste2)
extractAIC(ajuste2)

ajuste3=aov(energia~Angulo,data=energ)

summary (ajuste3)
extractAIC(ajuste3d)
hnp: :hnp (ajuste3,halfnorma=FALSE)

4

En el caso de tener niveles cuantitativos, se puede considerar trabajar con

polinomios ortogonales. Si los niveles son igualmente espaciados, la matriz

disefio quedard construida de acuerdo a la tabla 5.28.
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Tabla 5.28. Entradas matriz disefio con arreglos factoriales 32

FactorA FactorB | v v 15 2 8 it S v6E 168
: - -1 1 -1 1 1 -1 -1 1
Bao B | 1 5 % V@ % 0z 2 A 6
. . —1 1 —2 2 -2
Ba.]O Medlo 1 E % 0 % 0 T\/S (0] 5
. 1 1 1 1 -1 -1 1 1
Bijo Mo |1 % B % T ws ns 6
. . ) 1 1 2 —2
Medio Bajo 1 0 =% 5 7 0 0 s
Medio Medio | 1 0o 2 o 2 0 0 0 2
i -2 1 1 =2 =2
Medio Alto 1 0 % K 7 o} 0 Ve 5
. 1 1 -1 1 =1 1 =1 1
Ao Bajo | 1 5 F B % 3 nE i 0
Alto Medio | 1 % % 0 \_/—% 0 % 0 =2
1 1 1 1 1 1 1 1
Mlto A |1 5 5 5 %5 3 35 mA 6
La matriz X ' X seria dada por:
32 0 00000 0 0
0 3 0 0 O 0 0 0 O
0O 0 3 0 0 0 0 0 O
o 0 0 3 0 0 0 0 0
X'X=r[0 00030000
00 0 0 0O 1 0 0O
0 0 0 0 0 0O 1 00
0O 0 0 0 0O 0 0 1 0
0O 0 0 0 0O 0O 0 o0 1
327’-}_/*** 327”}7***
_YO**+Y2** —37’}70**"‘37‘?2**
V2 V2
YO**_2i//11*+Y2** 37?0**_67“\};17**"1‘37’?2**
6 6
X'y = Yepe—Yags = 3rYey. —3rVig. 5.8
\/5 \/5 bl ( )
Y*0*72Y*1*+Y*2* 37”?'*0*76’)"17*1*4’31”?*2*
V6 V6
Y00*+Y22*§Y02**Y20* TYOO*+TY22*§7"Y02**T'Y20*
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por tanto
Y0 = Vi
A Yo — Yo
L = T
4 Yous — 2V + Youu
7Q = /6
~B Y*Q* - Y*O*
AL = T (5.9)
5B Yios — 2Yi1s + Yios
Q= NG )
~AB (Y22* - }720*) - ()702* - 1700*)
YL = B )
etc.

En la tabla 5.29 se presenta el correspondiente analisis de varianza con causa
de variacion, grados de libertad, cuadrados medios y las respectivas esperan-

zas de los cuadrados medios.

Tabla 5.29. Andlisis de varianza para un disefio con arreglos factoriales 3% con
niveles cuantitativos e igualmente espaciados

Causa de variaciéon | Grados de libertad | Cuadrado medio E(CM)
o0 1 SC(vit) g +3r(v)?
7 1 SC(vg) o2 +3r(v§)?
v 1 SC(L) ol +3r(r)?
% 1 SC(VS) or +3r(v5)?

Vit 1 SC(P) o +r(vif)?
Vfg 1 (’YLQ) o7 + T(’YfQB)Q
735 1 SCvor) |02 +r(v)L)”
’YQQ 1 (’YQQ) ol + 7”(735)2
Error 32(r—1) 32S(SF1) o?

Total 3%r—1

Ejemplo 5.14. Continuando con el ejemplo 5.12, presente el analisis de varianza consi-
derando polinomios ortogonales y concluya.
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Solucion. En la tabla 5.30 se presenta el andlisis de varianza considerando po-
linomios ortogonales. Se puede observar que solo los ajustes lineal y cuadra-
tico para el efecto del angulo de filo son significativos. Sin embargo, teniendo
en cuenta que el P-valor para el término cuadratico de velocidad era menor
de 0.20, pero mayor a 0.05, se compararon los respectivos AIC, encontrando
que tiene menor valor AIC el modelo que solo considera angulo de filo. La ta-
bla 5.31 presenta el andlisis de varianza solo con el efecto lineal y cuadratico
del angulo de filo. Un grafico de dispersion y medias ajustadas se presenta en
la figura 5.20.

Tabla 5.30. Andlisis de varianza para los datos del ejemplo 5.12 considerando

polinomios ortogonales

Causa de variacién | Grados delibertad | Cuadrado medio | F-calculado | P-valor
yieloe. 1 0.0000427 0.248 >0.20
yghoc: 1 0.0003556 2.064 0.1623
dngulo 1 0.0173344 100.640 | <0.001
g‘gul" 1 0.0021017 12.202 <0.01
onon 1 0.0001823 1.058 >0.20
’vaaQ 1 0.0001021 0.593 >0.20
&L 1 0.0000750 0.435 >0.20
,YanQ 1 0.0000001 0.001 >0.20
Error 27 0.000172
Total 35

Tabla 5.31. Andlisis de varianza para los datos del ejemplo 5.12 considerando

polinomios ortogonales, solo con el efecto del dngulo de filo

Causa de variacién | Grados de libertad | Cuadrado medio | F-calculado | P-valor

angulo

A 1 0.0173344 105.77 | <0.001
oo 1 0.0021017 12.82 0.001
Error 33 0.000164

Total 35
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Figura 5.20. Grafico de dispersién (puntos) y valores ajustados (tridngulos) de

acuerdo al modelo presentado en la tabla 5.31 - ejemplo 5.12

Las instrucciones en R para ajustar el modelo y realizar la figura 5.20 son:

### correr instrucciones pagina 274 ###

library(MASS); options(scipen=999)

contrasts(energ$Angulo)=contr.poly(levels (energ$Angulo))

contrasts(energ$Velocidad)=contr.poly(levels(energ$Velocidad))

ajuste4 = lm(energia”Angulo+Velocidad+Angulo*Velocidad,

data=energ)

summary (ajusted) ; contrasts(energ$Angulo)

contrasts(energ$Velocidad); ajusted$coefficients

ajusteb = 1m(energia~Angulo+Velocidad,data=energ)

summary (ajusteb)

ajuste6 = lm(energia~Angulo,data=energ)

summary (ajuste6)

extractAIC(ajusteb) ;extractAIC(ajuste6)

X=model .matrix(ajusteB); ajusteb= lm(energia”X-1)

datos=data.frame(energia,Angulo,medias.ajus=ajuste6$fitted)

ggplot(datos, aes(x=Angulo, y=energia)) + geom_point()+
geom_point (aes(y=medias.ajus,size=1.1,col=Angulo) ,shape=17)+
theme_bw()+ labs(y="Energia especifica de corte",

x="angulo de filo")+
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theme (legend.position = "none",axis.text=element_text (size=20),

axis.title=element_text (size=20))

4

6.. Contrastes ortogonales en disenos con arreglos
factoriales 3*

En un disefio con arreglos factoriales con tres niveles por factor, cada efecto
principal tiene 2 grados de libertad asociados, cada interaccién de dos facto-
res tiene 4 grados de libertad asociados, cada interaccion de tres niveles tiene
8 grados de libertad asociados, etc. Esto implica que se pueden encontrar dos
contrastes ortogonales para cada efecto principal, cuatro contrastes ortogo-
nales para cada interaccién de dos factores, ocho contrastes ortogonales para
cada interaccién de tres factores, etc. Silos factores tienen niveles cuantitati-
vos se puede usar polinomios ortogonales, y si son factores con niveles cualita-
tivos se pueden encontrar contrastes ortogonales. Por ejemplo para un disefio
32, con niveles cuantitativos igualmente espaciados, en la tabla 5.28 se pre-
sentan los contrastes. Para un disefio 3? con niveles cualitativos, un ejemplo

de contrastes ortogonales se muestra en la tabla 5.32.

Tabla 5.32. Ejemplo de entradas matriz disefio en un disefio con arreglos

factoriales 32 con niveles cualitativos

FactorA FactorB | u C; Cy C3 Cp Cs5 Cg C; Cy
ao bo 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ao by 1 1 1 -1 1 o -2 -1 1
ag by 1 1 1 0 -2 -1 1 0 -2
ay bo 1 -1 1 1 0 -2 0 -2
a by 1 -1 1 -1 1 -1 1 1
a by 1 -1 1 o -2 1 1 -1 1
as bo 1 0 -2 1 -1 1 -1 1
as by 1 0 -2 -1 1 1 0 -2
as by 1 o 2 0 -2 o0 -2 1 1
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Cabe notar que en la tabla 5.32, los contrastes C'; y C corresponden a los
dos grados de libertad del factor A;los contrastes Cs y Cy, alos dos grados de
libertad del factor B, y los contrastes C5, Cg, C7 y Cs, a los cuatro grados de
libertad de la interaccién A x B.

Para la contruccién de C; y Cy ver (5.11) y para la construccién de Cs y Cy
ver (5.12). Para la contruccién de C5, Cg, C7 y Cs, sean x1 y 22 denotando los
subindices de los niveles del factor Ay B, respectivamente, es decir, z; =

0,1,2y22 =0,1,2, ysean:

AB=2x1+z2 ¥y

) (5.10)
AB* = 21 + 2x9,
juntos en mddulo 3. Los contrastes se pueden ver en (5.13) y (5.14).
Contraste | ag | a1 | as
Factor A C 1 |-1]0 (5.11)
Cs 111 -2
Contraste | by | b1 | ba
Factor B Cs 1 |-1]o0 (5.12)
Cy 1 1 -2
factor AB Contraste | 1 +22 =0 | 21 +20=1 | 21+ 22 =2
do (5.10) C ! ° 1
usando (5. Ce ! P !

(5.13)

Contraste | 1 +220 =0 | 21+ 222 =1 | 1 + 225 =2
Cy 1 0 -1
Cs 1 -2 1

factor AB?
usando (5.10)

(5.14)
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entonces:

FactorA FactorB | 1 x99 AB:z1+4+x9 AB?:x1+ 229
ag bo 0 0 0=0(méd3) 0=0 (mdd 3)
ag b1 0 1 1=1(méd3) 2=2 (mdd 3)
ag by 0 2 2=2(méd3) 1=4 (mdd 3)
a; bo 1 0 1=1(méd3) 1=1 (méd3)
ay b1 1 1 2=2(méd3) 0=3 (mdd 3)
ay by 1 2 0=3(méd3) 2=5 (méd 3)
as bo 2 0 2=2(méd3) 2=2 (mdd 3)
ag b1 2 1 0=3(méd3) 1=4 (mdd 3)
as by 2 2 1=4(méd3) 0=6 (mdd 3)

Nota 5.11. Hay mas alternativas para la construccion de Cy, Cs, C3, Cy, C5, Cg, Cr

y Cs, por ejemplo (5.15).

Factor A

Factor B

factor AB

usando (5.10) L

factor AB?
usando (5.10)

Contraste | ag | a1 | as
4 0 1 -1
Cy -2 1 1
Contraste | by | by | bo
Cs 1 0 -1
Cy 1 -2 1
Contraste | xt1+ 22 =0 | x1+29=1 | 1+ 29 =2
Cs 1 -1 0
Ce 1 1 -2
Contraste 1+ 2$2 =0 1+ 2562 =1 1 + 21’2 =2
Cy 1 -1 0
Cs 1 1 -2
(5.15)

Nota 5.12. Para tener en cuenta:

= Observe que los contrastes son ortogonales.

= Lanotacion para x|+, es AB, lanotacion para x1+2x2 es AB? y lanotacion

para la interaccion entre los factores Ay Bes A x B.
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n 7y Cyen(5.14) se pueden obtener usando 2x1 + x2, ver (5.16).

Contr. | 201 +22=0 | 221 +220=1 | 2201 + 20 =2
factor A’ B Cr 1 -1 0
Cs 1 1 2
(5.16)
porque
(AB?)? = A?B* = A%B. (5.17)

Dada (5.17), la recomendacion es usar siempre la primera letra con exponente 1,

por ejemplo:

CDE? = 13 + x4 + 2xs,

AB%*C? = x1 + 229 + 223,

AC2E = x1 + 23 + T5,

AB*C = T + 229 + x3,

BD? = To + 224,

AB2E2 = x1 + 229 + 21’5.

= Los componentes AB y AB? no tienen interpretabilidad en si, pero son ftiles

para ganar grados de libertad en el error cuando no hay réplicas del diserio con

arreglos factoriales y para disefiar sistemas de confusion capitulo 6.

» La descomposicion de un diseiio 33 en sus 13 componentes, cada una con dos gra-
dos de libertad, es dada por:

A = 1,
B = To,
C = s,
AB = 1 + x2,
AB? = T1 + 2xo.

AC = T1 + T3,
AC? = r1 + 2x3,
BC = x2 + a3,
BC? = x5+ 2z3,

ABC =
ABC? =
AB*C =

AB*C? =

1+ X2 + T3
1+ 22 + 223
1+ 222 + 73
1 + 222 + 223

Ejemplo 5.15. Continuando con el ejemplo 5.12, realizar el analisis de varianza consi-

derando el conjunto de contrastes ortogonales presentado en la tabla 5.32.

Solucion. Enla tabla 5.33 se presenta el andlisis de varianza, en que el factor A

eslavelocidad de corte y el factor B es al angulo de filo. Se puede observar que

solo C'3 y Cy son contrastes significativos, indicando que el dngulo de filo de
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20 grados genera un efecto medio en la energia especifica de corte diferente al
angulo de filo de 40 grados, y el efecto medio de estos dos angulos genera un
efecto medio diferente en la energia especifica de corte con respecto al angulo
de filo 60 grados.

Tabla 5.33. Analisis de varianza para los datos del ejemplo 5.12 considerando

contrastes ortogonales

Causa de variacién | Grados delibertad | Cuadrado medio | F-calculado | P-valor
(&1 1 0.000384 2.229 >0.10
Co 1 0.000014 0.083 >0.20
Cs 1 0.011137 64.660 <0.0001
Cy 1 0.008299 48.183 <0.0001
Cs 1 0.000057 0.331 >0.20
Cs 1 0.000031 0.178 >0.20
Cr 1 0.000003 0.020 >0.20
Cs 1 0.000268 1.558 >0.20
Error 27 0.000172

Total 35

Las instrucciones en R usadas en el ejemplo 5.15 son:

### correr instrucciones pagina 274 ###

### hasta el attach(energ) ####
Velocidad=ifelse(Velocidad==2.3,0,ifelse(Velocidad==3.4,1,2))
Angulo=ifelse(angulo==20,0,ifelse(angulo==40,1,2))
av=(Velocidad+Angulo)%%3 # médulo 3
av2=(Velocidad+2*Angulo)%%3 # mddulo 3
Velocidad=factor(Velocidad); Angulo=factor(Angulo);
av=factor(av); av2=factor(av2)

contrastel= cbind(c(1,-1,0),c(1,1,-2))

contraste2= cbind(c(1,0,-1),c(1,-2,1))
contrasts(Velocidad) <- contrasts(Angulo) <- contrastel
contrasts(av) <- contrasts(av2) <-contraste2

ajuste=summary.lm(aov(energia~Velocidad+Angulo+av+av2))

ajuste$coef[,3]72 # F-calculado
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Nota 5.13. Para el caso de diseiios con arreglos factoriales 3* con una sola réplica, 0 no
replicados, es importante tener en cuenta que, al tener mas de un grado de libertad por
efecto, se puede dividir las interacciones en sus respectivos componentes de un grado de

libertad y luego, si proceder a establecer cual componente mandar al error.

Ejemplo 5.16. Como ejemplo ilustrativo, suponga que se tiene un disefio con arreglos
factoriales 3% conuna solaréplica. Los dos factores a tener en cuenta son el factor A (C y
Co) yelfactor B (Csy Cy). El conjunto de datos se presenta en la tabla 5.34. Considere
los contrastes ortogonales presentados en la tabla 5.32 y realice un analisis de varianza.

Tabla 5.34. Datos ejemplo ilustrativo 5.16

Factor B
FactorA | by by by
ag 236 | 298 | 302
a 225 | 285 | 250
a2 236 | 270 | 260

Solucién. El modelo matricialmente escrito es:

Y = XB+E,
f236] [t 1 1 1 1 1 1 1 1] [po]
298 1 1 1 -1 1 0 -2 -1 1| |¢
302 1 1 1 0 -2 -1 1 0 -2||c
225 1 -1 1 1 1 0 -2 0 -2|]|c;
25 =01 -1 1 -1 1 -1 1 1 1| |C4| +E.
250 1 -1 1 0 -2 1 1 -1 1| |Cs
236 1 0 -2 1 1 -1 1 -1 1| |cs
270 1 0 -2 -1 1 1 1 0 -2||cC;
260/ [1 0 -2 0 -2 0 -2 1 1] |Cs
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Elvector de parametros estimado, 3, es:

i 262.4444
C) — 1 12.6667
Cy —3 2 3.5556
Cs —» 3 —26
B=|Cy—4| =] —41111 |. (5.18)
Cs — 5 ~11.1667
Cs —> 6 0.7222
Cr — 7 —0.5
Cs —» 8 ~1.6111

Un grafico half-normal sobre los efectos estimados se presenta en la figu-
ra 5.21. Del grifico se observa que, en particular, los contrastes C; y Cs, es
decir, el componente AB2 de la interaccién A x B, se pueden asumir no sig-

nificativos, por lo cual se mandan al término de error.

.C1

oC2

«C6
«C8
oC4

«C5

Efectos de contrastes estimados

-20

«C3

15 1.0 05 0.0 05 10 15
Cuantiles tedricos

Figura 5.21. Half-normal plot de los efectos estimados para los datos del
ejemplo 5.16

El anilisis de varianza usando los contrastes se presenta en la tabla 5.35 y

el analisis de varianza presentando los factores Ay B en la tabla 5.36.
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Tabla 5.35. Analisis de varianza usando contrastes para los datos del

ejemplo 5.16 sin considerar los contrastes C; y Cs

Causade Gradosde | Sumade | Cuadrado | F-calculado | P-valor
variacién libertad | cuadrados | medio

Cy 1 963 963 39.926 0.02414
Cs 1 228 228 9.438 0.09163
Cs 1 4056 4056 168.221 0.00589
Cy 1 304 304 12.618 0.07093
Cs 1 748 748 31.030 0.03075
Cs 1 9 9 0.389 0.59630
Error(C7 y Cs) 2 48 24

Total 8 6356

Tabla 5.36. Andlisis de varianza para los datos del ejemplo 5.16 sin considerar
los contrastes Cg, C7 y Cy

Causade Gradosde | Sumade | Cuadrado | F-calculado | P-valor
variacién libertad | cuadrados | medio

Factor A 2 1190 595.1 30.99 0.00992
Factor B 2 4360 2180.1 113.53 0.00149
Cs 1 748 748.2 38.96 0.00829
Error(Cs,C7 y C3) 3 58 19.2

Total 8 6356

El problema, como sefalan [61, p. 212], es si la significancia estadistica del
componente de la interaccién AB, del cual hace parte el contraste C; pue-
de dar alguna interpretacion intuitiva y la respuesta es que no es obvia la in-
terpretacion. Silos niveles fueran cuantitativos, esta interpretacion seria mas
facil porque los contrastes estarian asociados a tendencias lineales o cuadra-

ticas.
Las instrucciones en R para el ejemplo 5.16 son:

library(ggplot2) ;library(unrepx)
remove(list=1s())

A=c(0,0,0,1,1,1,2,2,2)

B=rep(c(0,1,2),3)
rta=c(236,298,302,225,285,250,236,270,260)
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AB=(A+B)%%3 # modulo 3

AB2=(A+2%B)%%3 # mbédulo 3

A=factor (A) ;B=factor (B) ; AB=factor (AB) ; AB2=factor (AB2)

contrastel= cbind(c(1,-1,0),c(1,1,-2))

contraste2= cbind(c(1,0,-1),c(1,-2,1))

contrasts(A) <- contrasts(B) <- contrastel

contrasts(AB) <- contrasts(AB2) <-contraste2

ajustel=summary.lm(aov(rta~A+B+AB+AB2))

coefic=ajustel$coef[,1]

coef=data.frame(coeficientes=subset (coefic,

names (coefic) !="(Intercept)"),
Efecto=paste("C",seq(length(coefic)-1),sep=""))

pl<-ggplot(coef, aes(sample = coeficientes)) + stat_qqQ)

coefl<-ggplot_build(pl)$datal[1]]

coefl1$Efecto<-coef$Efecto[order (coef$coeficientes)]

ggplot(coefl,aes(theoretical,sample,label=Efecto))+

geom_text (hjust=-0.2,vjust=0,size=4)+geom_point )+
theme_bw () +theme (text=element_text (size=15))

parplot(coef$coeficientes,method="Lenth") # Pareto de
# los coeficientes

ajuste2=summary.lm(aov(rta~A+B+AB))

ajuste2$coef[,3]"2 # F-calculado

X=model .matrix(ajuste?2)

ajuste3=aov(rta~A+B+X[,6]); anova(ajuste3)

7. Ejercicios

7.1 Usando los datos del ejemplo 5.3 como prueba piloto, calcular un tama-
no de muestra minimo considerando una potencia de 0.90 y un nivel de
significancia de 0.01.

7.2 Analizar los datos del ejemplo 5.10 asumiendo que los tratamientos son
aleatoriamente asignados alas unidades experimentales dentro de cada

réplica.
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7.3

7.4

7.5

7.6

7.7

7.8

Disenos con arreglos factoriales

Realizar las figuras 5.13 y 5.14 para los datos del ejemplo 5.11.

Encontrar ds, d3 y d4 para el vector de parametros estimado dado en
(5.7).

Mostrar que bajo el modelo (5.6) el vector de pardmetros estimado es
dado por (5.7).

Completar X"Y en(5.9).
Completar el vector de pardmetros estimados en (5.9).

Para un disefio 3%, los 80 grados de libertad asociados a los efectos prin-
cipales e interacciones se pueden dividir en 40 componentes. Escribir

los 40 componentes.
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Diseno y analisis de experimentos

En este capitulo se presentan alternativas en disefios con arreglos factoriales
cuando es imposible efectuar todas las corridas de un experimento bajo con-
diciones homogéneas, o cuando no se pueden usar todos los tratamientos en
el experimento. En las secciones 1y 2 se presentan sistemas de confusioén en
disefios con arreglos factoriales 2¥ y factoriales fraccionados 21, respecti-
vamente. En las secciones 3y 4 se presentan sistemas de confusién en disefios

3F=1 respectivamente.

con arreglos factoriales 3% y factoriales fraccionados
En la seccién 5 se hace una introduccién a pseudofactores. Finalmente, como
caso especial, en la seccién 6 se presenta el disefio central compuesto, que es

una variacién del disefio con arreglos factoriales 2*.

1. Confusion en disenos con arreglos
factoriales 2*

Segun [41, p. 2881, un sistema de confusion se usa cuando es imposible efectuar
todas las corridas de un experimento 2* bajo condiciones homogéneas. Con-
fusion omezclado es una técnica de disefio en que un experimento con arreglos
factoriales completo se distribuye en bloques, donde el tamafio del bloque es
menor que el nimero de tratamientos de una réplica. La técnica hace que la
informacién de ciertos efectos de tratamiento, por ejemplo, las interacciones
de orden superior, sean indistinguibles de los bloques o estén confundidas con
los bloques.

Este sacrificio de la interaccion de orden superior esta basado en el princi-
pio de orden jerdrquico [61, p. 112].

Se puede construir disefios con arreglos factoriales 2* en 2P bloques incom-

pletosen que p < k.
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Confusion y disenos con arreglos factoriales fraccionados

11. Confusion de un diseno con arreglos factoriales
2% en dos bloques

Considere inicialmente un disefio con arreglos factoriales 22 en 2 bloques. Pa-

ra construir los bloques se tendra en cuenta la interaccién de orden superior

que es AB, ver tabla 6.1.

Tabla 6.1. Asignacién de 22 tratamientos a dos bloques

Combinacionde | A B | AB | Asignacién bloque
tratamientos
) - - + —> Bloque ]
b -+ | - — Bloque II
a + -] - — Bloque II
ab + 4|+ — Bloque |

Por tanto, los bloques quedan conformados como se presenta en la

figura6.1.
BloqueI | Bloque II
AoBy AoB1
A1By A1 By
Bloque I | Bloque II
(1) b
ab a

Figura 6.1. Esquema de asignacién de un disefio con 22 tratamientos a dos

bloques

Si en el modelo se consideraran como fuente de variacién los bloques (aso-

ciados a ) y la interaccién AB, se tiene que:

Y = X3+E,
Yoo 1 -1 -1 1 1 "
Y, 1 -1 1 -1 1| | ™
o — 8 | +E. 6.1)
Yio L il T
Vi, 11 -1 1 1] |em
01
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Se observa en la expresion (6.1) que las Gltimas dos columnas son idénticas,

y corresponden a las columnas asociadas al efecto de la interaccién AB 'y al

efecto de los bloques, es decir, (a/3)11 y 41, respectivamente. Esto implica que

NO se puede distinguir el efecto del bloqueo del efecto de la interacciéon y por

esto se dice que estos dos efectos estan confundidos y se decide retirar una de

las columnas repetidas de la matriz disefio, X, ver la expresion (6.2).

\
T e

-1
-1

1
1

-1
-1

aq

+ E.
b1

(6.2)

1] L(af)i +

Nota 6.1. Observe que sigue siendo un disefio con arreglos factoriales sin véplicas y que

se tendran O grados de libertad para el error.

Ahora, considere un disefio con arreglos factoriales 23 en 2 bloques. Para

construir los bloques se tendrd en cuenta la interacciéon de orden superior que

es ABC, ver tabla 6.2. Por tanto los bloques quedaran conformados segiin la

figura 6.2.

Tabla 6.2. Asignacién de 23 tratamientos a dos bloques

Combinacibnde | A B C | ABC | Asignacién bloque
tratamientos

o - - - - — Bloque I

b -+ - + = Bloque II

a - - + = Bloque II
ab + - - = BloqueI

c - -+ + = Bloque II
be -+ o+ - — Bloque I
ac -+ - — Bloque I
abc + o+ + = Bloque II
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BloqueI | Bloque II
ApBoCoy | ApB1Co
A1B1Cy | A1BoCy
AoB1C1 | AoBoCh
A1BoCi | AiB1Ch
Bloquel | Bloquell

0] b
ab a
be c
ac abc

Figura 6.2. Esquema de asignacién de un disefio con 23 tratamientos a dos

bloques

Nota 6.2. Observe que en el primer bloque se asigna la combinacion de tratamiento
“(1)”. Este bloque se llama el bloque principal.

Si en el modelo se consideraran como fuentes de variacion los bloques y la
interacciéon ABC, se tiene que:

[ Yoo0| 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 —1] 7

Yoo1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 Qaj

Yoo 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 P

Yo11 1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 M

Y100 101 -1 -1 -1 -1 1 1 1 (ap)1 | +E.
Yio1 1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 -1 ()1

Y110 1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 -1 (BY)11

Yin 11 1 1 1 1 1 1 1 (aﬁ;z)m

(6.3)

Se observa en (6.3) que las tltimas dos columnas son idénticas, que corres-
ponden a las columnas asociadas a los efectos de interaccién ABC'y de blo-
ques, respectivamente. Esto implica que NO se puede distinguir el efecto del
bloqueo del efecto de la interaccién ABC, es decir, los dos efectos estan con-

fundidos, ver la expresion (6.4).
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Yooo 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 M
Yoor 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 o
Yoro 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 B
You| {1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 " B
Yioo 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 (aB)1
Yior 1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 ()11
Yiio 1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 (BY)11
Vi 11 1 1 1 1 1 1] |[(aBy)i + 0o
6.4)

De forma igual al caso anterior, los grados de libertad para el error son cero.

Ejemplo 6.1. Basadosen el escenario presentado en [21, p. 465] se simularon datos para
un disefio con arreglos factoriales 2* en que se estudia el desempeiio de un nuevo rifle
bajo cuatro factores de interés: el peso de carga (4), asociado al parametro o el peso del
proyectil (B), asociado al parametro (3; el propulsor (C), asociado al parametro vy, y el
arma (D), asociada al parametro &, que consistia en dos rifles. Se corrio la mitad de los
tratamientos un dia y la otra mitad otro dia, es decir, se bloqued por dia, asociada al
parametro 6. Seuso la interaccion de mayor orden, es decir, ABC D, para el sistema de
confusion. Los datos simulados se presentan en la tabla 6.3.

Estime el vector de parametros, (3, identifique si las interacciones triples se pueden

considerar significativas o no, y realice el analisis de varianza.

Tabla 6.3. Datos ejemplo 6.1

Dial Dia2
Tratamiento | Efecto | Tratamiento | Efecto
9] 100 d 62
cd 50 C 41
bd 81 b 72
bc 3 bed -9
ad 115 a 148
ac 103 acd 117
ab 156 abd 160
abcd 51 abc 59
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Solucién. El vector de pardmetros estimados se presenta en (6.5) y un grafico
de Pareto de los efectos estimados usando el método de Lenth en la figura 6.3.

H 81.8125
ar—1 31.8125
Pr—2 ~10.1875
T3 —29.9375
014 —3.4375
(04675)1111 —5 —0.5625
(@f) (@), =6 3.0625
A =7 ~1.1875
,3 _ ( )11 _ . (6.5)
B7) BY)1, = 8 —15.6875
( 8y — 9 0.5625
(,85)11 — 10 2.5625
(75)11 S 11 3.8125
( )111 12 —4.6875
( 8)yyy — 13 —0.6875
( ) e 14 0.5625
Bro),y, — 15 —7.9375
R -4
S Hﬁ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, L w
o J __U DDDDDEE::: L o
1 3 8 2 15 12 11 6 10 7 13 14 9 5

Valores criticos de Lenth: ME =9.14, SME = 18.4

Figura 6.3. Grafico de Pareto de los efectos estimados para los datos del
ejemplo 6.1. Margen de error (ME) y margen de error simultineo (SME)
obtenidos por el método de Lenth
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En particular, se observa de la figura 6.3 que las interacciones triples son no
significativas y se procede a realizar el analisis de varianza sin estas interac-

ciones, ver tabla 6.4.

Tabla 6.4. Andlisis de varianza datos ejemplo 6.1 considerando las

interacciones dobles

Causade Grados de Sumade | Cuadrado F-

variacion libertad cuadrados medio | calculado P-valor
Carga 1 16193 16193 47.200 0.002
Proyectil 1 1661 1661 4.840 0.093
Propulsor 1 14340 14340 41.800 0.003
Arma 1 189 189 0.551 0.499
Dia+(aB70) 1 5 5 0.015
Carga:proyectil 1 150 150 0.437 0.545
Carga:propulsor 1 23 23 0.066 0.810
Proyectil:prop. 1 3938 3938 11.478 0.028
Carga:arma 1 5 5 0.015 0.909
Proyectil:arma 1 105 105 0.306 0.609
Propulsor:arma 1 233 233 0.678 0.457
Error 4 1372 343

Delatabla 6.4 se observa que de las interacciones dobles, solo la interaccién
entre el factor peso del proyectily propulsor es significativa, por lo cual se corre

el analisis de varianza sin las otras interacciones dobles, ver tabla 6.5.

Tabla 6.5. Analisis de varianza datos ejemplo 6.1 considerando solo la
interaccién proyectil:propulsor

. Grados de Sumade | Cuadrado F-

Causa devariac. libertad cuadrados medio | calculado P-valor
Carga 1 16193 16193 77.207 <0.001
Proyectil 1 1661 1661 7.918 0.0202
Propulsor 1 14 340 14340 68.374 <0.001
Arma 1 189 189 0.901 0.367
Dia+(aB70) 1 5 5 0.024
Proyectil:prop. 1 3938 3938 18.775 0.002
Error 9 1888 210
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Finalmente, también se retira del modelo el factor arma (), quedando el

modelo:

E(desempeﬁ())ijkl = U + (67 + 5] + Yk + (67)]]6 + 9l7 iv.j: kal = 07 17

en que el desempeno promedio es i = 81.81y &; = 31.81, esto es, el efecto
medio del peso de carga en su nivel alto sobre el desempefio del rifle es 31.81
con respecto a la media general. Asi, el nivel alto del peso de carga aumenta
el desempefio del rifle en 31.81. Por otro lado, &y = —31.81, esto es, el efecto
medio del peso de carga en su nivel bajo sobre el desempenio del rifle es -31.81
con respecto a la media general. Asi, el nivel bajo del peso de carga disminuye
el desemperio del rifle en 31.81. En cuanto al efecto de medio del peso del pro-
yectil (3;) y del propulsor (%), al interactuar se deben interpretar teniendo en
cuenta precisamente la interaccién,

Peso del proyectil y propulsor
10.1875 + 29.9375 — 15.6875 e Y Prop

en niveles bajos

Peso del proyectil en nivel bajo
10.1875 — 29.9375 + 15.6875
A - y propulsor en nivel alto
Bi+ e + (BY)j, = o
Peso del proyectil en nivel alto
—10.1875 + 29.9375 + 15.6875

y propulsor en nivel bajo
Peso del proyectil y propulsor

—10.1875 — 29.9375 — 15.6875
en niveles altos.

24.4375  Peso del proyectil y propulsor en niveles bajos.
—4.0625  Peso del proyectil en nivel bajo y propulsor en nivel alto.

35.4375  Peso del proyectil en nivel alto y propulsor en nivel bajo.

—55.8125  Peso del proyectil y propulsor en niveles altos.

Observando que, por ejemplo, la combinacion de niveles altos de peso del pro-
yectil y propulsor disminuyen el desempefio del rifle en 55.81. En la figura 6.4
se presentan las estimaciones promedio por peso de carga y de acuerdo a la

interaccion del peso del proyectil con el propulsor.
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Figura 6.4. Valores medios estimados por peso de carga y para la interaccion
peso del proyectil con el propulsor

Parala construccion del disefio con arreglos factoriales realizado en el ejem-
plo 6.1 se puede usar la funcién conf.design de R:

library(conf.design)
conf.design(c(A=1,B=1,C=1,D=1),p=2) # factor de confusidén ABCD

# p: namero de niveles de los factores (p nimero primo)

Las instrucciones en R para el analisis del ejemplo 6.1 son:

library(ggplot2) ;library(unrepx) ;library(cowplot)

remove (list=1s())

a=c(-1,-1,-1,-1, 1, ¢, 1, 1,-1,-1,-1,-1, 1, 1, 1, 1) #Carga

b=c(-1,-1, 1, 1,-1,-1, 1, 1,-1,-1, 1, 1,-1,-1, 1, 1) #Proyectil

c=c(-1, 1,-1, 1,-1, 1,-1, 1,-1, 1,-1, 1,-1, 1,-1, 1) #Propulsor

d=c(-1, 1, 1,-1, 1,-1,-1, 1, 1,-1,-1, 1,-1, 1, 1,-1) #Arma

dia=c(-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)

rta=c(100,50,81,3,115,103,156,51,62,41,72,-9,148,117,160,59)

ajustel=summary.lm(aov(rta ~ a + b + a*b + c + axc + bxc +
axb*c + d + axd + b*d + axbxd + cxd + akc*kd + bxcxd +dia))

ajustel # se obtiene una estimacidén de beta, entre otros.
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coefic=ajustel$coef[,1] # se extrae beta de ajustel
coef=data.frame(coeficientes=
subset (coefic,names(coefic) !="(Intercept)"),
Efecto=seq(length(coefic)-1))
pl<-ggplot(coef, aes(sample = coeficientes)) + stat_qq()
coefl<-ggplot_build(pl)$datal[1]]
coef1$Efecto<-coef$Efecto[order (coef$coeficientes)]
ggplot(coefl,aes(theoretical,sample,label=Efecto))+
geom_text (hjust=-0.4,vjust=0,size=4)+geom_point )+
theme_bw () +theme (text=element_text (size=15))
parplot (coef$coeficientes,method="Lenth") # Grafico Pareto
# de los coeficientes
ajuste2=aov(rta ~ a + b + a*b + ¢ + a*c + bxc + d + axd +

b*d + c*d +dia); summary(ajuste2)

ajuste3=aov(rta ~ a + b + ¢ + b*xc + d +dia)
summary (ajuste3)

ajusted4=aov(rta ~ a + b + ¢ + b*xc +dia)
summary (ajuste4)

ajustados=ajusted$fitted

a=as.factor(a)

op=par (mar=c(4,4,1,1))

layout (matrix(c(1,2,3), 1, 3, byrow = TRUE))

plot.design(ajustados™a,ylab="Promedio del desempefio",
xlab="Peso de Carga",cex.axis=1.2,cex.lab=1.4,
xaxt = "n",ylim=c(20,120))

interaction.plot(c,b,ajustados,
ylab="Promedio del desempefio",xlab="Propulsor",
trace.label="Proyectil",cex.axis=1.2,
cex.lab=1.4,ylim=c(20,120))

interaction.plot(b,c,ajustados,ylab="Promedio del desempefio",
xlab="Peso del proyectil",trace.label="Propulsor",
cex.axis=1.2,cex.lab=1.4,ylim=c(20,120))

par (op) ; par(mfrow=c(1,1))
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1.2. Confusion de un diseno con arreglos factoriales
2% en cuatro bloques

El procedimiento consiste en elegir dos efectos para generar los bloques, con-
fundiéndose automaticamente un tercer efecto que es la interaccién genera-
lizada de los dos primeros.

Por ejemplo, considere un disefio con arreglos factoriales 2* en cuatro blo-
ques. En este caso la interaccién de orden superior es ABC'D, si por ejemplo
se elige usar también la interaccién AC' D para construir los bloques, se tiene
que:

ABCD x ACD = A*B'C*D?. (6.6)

Como el disefio es un 2%, los exponentes se deben expresar en médulo 2, en-

tonces (6.6) quedaria
A*B'C?D?* = A°B'C°D° = B,

lo que implica que el efecto del factor principal B también quedaria confun-
dido con el efecto de los bloques.

Lo ideal es confundir interacciones de orden superior y no efectos princi-
pales. En este caso la interacciéon ABC'D deberia ser una de las interacciones

que quedan confundidas con los bloques:

Confundiendo los efectos ABy CD — AB x CD = ABCD  (6.7)
Confundiendo los efectos AC'y BD — AC x BD = ABCD  (6.8)
Confundiendo los efectos BC'y AD — BC x AD = ABCD. (6.9)

En (6.7) queda confundido el bloqueo con los efectos ABC'D, ABy C D;en
(6.8) queda confundido el bloqueo con los efectos ABC'D, AC'y BD,yen(6.9)
queda confundido el bloqueo conlos efectos ABC' D, BC'y AD. En cualquiera
de los tres casos, las interacciones dobles podrian ser interesantes.

Enlatabla 6.6 estila asignacion de tratamientos a los bloques confundien-
do AByCD,y portanto ABCD, ver, también, figura 6.5.
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Tabla 6.6. Asignacién de los 2* tratamientos a cuatro bloques confundiendo
AB,CDy ABCD

Combinacionde | A B C D | AB CD | Asignacién bloque
tratamientos
0] - - - - + + — Bloque I
b -+ - - - + = Bloque II
a + - - - - + = Bloque II
ab + + - - |+ + — Bloque ]
c T S - — Bloque III
bc -+ o+ - - - = Bloque IV
ac + -+ - - - = Bloque IV
abc + o+ o+ - |+ - = Bloque III
d T - — Bloque III
bd -+ -+ | - - = Bloque IV
ad + - -+ | - - = Bloque IV
abd o T S - — Bloque III
cd - -+ o+ |+ + — Bloque I
bed -+ o+ o+ - + = Bloque II
acd + -+ o+ | - + = Bloque II
abed + o+ o+ o+ |+ o+ = Bloque I

BloqueI | Bloque Il | BloqueIII | Bloque IV
@ a c be
ab b abc ac
cd bed d bd
abcd acd abd ad

Figura 6.5. Esquema de asignacién de un disefio con 2* tratamientos a cuatro
bloques

Las instrucciones en R para construir el disefio presentado en la figura 6.5
son:

library(conf.design)
G=rbind(c(A=1,B=1,C=0,D=0),c(A=0,B=0,C=1,D=1))
conf.design(G,p=2) # factor de confusién AB y CD

# p: namero de niveles de los factores (p nimero primo)

conf.set(G,p=2) # indica los factores confundidos con los bloques
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Nota 6.3 (Disefios 2° confundidos en 23 bloques). Siguiendo un ejemplo presen-
tado en [61, p. 130], para realizar el sistema de confusion en este caso se necesitan tres
efectos, por ejemplo, ACE, BCE y ABC D, entonces, también quedaran confundi-

dos los efectos:

ACE x BCE = AB
ACE x ABCD = BDE
BCE x ABCD = ADE
ACFE x BCE x ABCD =CD.

(6.10)

En total quedan confundidas 7 interacciones (ACE, BCE, ABCD, AB, BDFE,

ADEy CD) conlos bloques.
Las instrucciones en R para construir el diseiio con el sistema de confusion presentado
en (6.10) son:

library(conf.design)

G=rbind(c(A=1,B=0,C=1,D=0,E=1),c(A=0,B=1,C=1,D=0,E=1),
c(A=1,B=1,C=1,D=1,E=0))

conf.design(G,p=2)

conf.set(G,p=2) #indica los factores confundidos con los bloques

Otra posibilidad, dada por los mismos autores, es usar para el sistema de confusion
las interacciones: AB, AC'y DE:

AB x AC = BC

AB x DE = ABDE

AC x DE = ACDE
AB x AC x DE = BCDE.

(6.11)

Luego en total quedan confundidas 7 interacciones (AB, AC, DE, BC, ABDE,
ACDE y BCDE) con los bloques.

Nota 6.4 (Comparacién entre dos disefios de confusién). Dela nota 6.3 queda la

pregunta: scudl sistema de confusion es mejor?
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La respuesta es el diseiio que tenga menor aberracion, que quiere decir el disefio que
confunda menos efectos de menor orden. Para calcular esto, sea g;(b) el niimero de in-
teracciones de i factores confundidos en el disefio b. El caso (6.10) se va a denotar por by

y tiene:

g1(b1) =0, go(b1) =2, g3(b1) =4 y ga(by)=1.
Elcaso (6.11) se va a denotar por b y tiene:

g1(b2) =0, ga(ba) =4, g3(b2) =0 y gua(b2)=3.

Se trata de que el diserio seleccionado tenga el menor niimero de efectos de menor or-
den confundidos, luego se busca el menor i tal que g;(b1) # gi(b2) y se procede a com-
pararlos. Eneste caso, seiniciaconi = 1,como gy (b1) = g1(b2) = 0,sepasaai = 2,
como ga(b1) # ga(ba)y g2(b1) < g2(b2), se concluye que el primer disefio propuesto,
es decir, by, es el que tiene menor aberracion y sera el diseiio mas adecuado entre los dos

disefios considerados.

Nota 6.5. También se puede usar la libreria FrF2 de R para disefiar sistemas de confu-

sién de diserios 2F:

library(FrF2); remove(list=1s())

FrF2(4,2,blocks="AB") # genera advertencia por alias con
# los bloques
FrF2(4,2,blocks="AB",alias.block.2fis=T) ## ver figura 6.1
FrF2(8,3,blocks="ABC" ,random=FALSE) # sin aleatorizar las

# corridas, figura 6.2
FrF2(8,3,blocks="ABC")
FrF2(16,4,blocks="ABCD") # ver tabla 6.3
FrF2(16,4,blocks=c("AB","CD")) # genera error por alias con los

# los bloques
FrF2(16,4,blocks=c("AB","CD") ,alias.block.2fis=T)

# ver figura 6.5
dis=FrF2(16,4,blocks=c("AB","CD") ,alias.block.2fis=T)
View(dis)
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1.3. Réplicas de disefnos 2* confundidos en 27
bloques

Para tener réplicas de este tipo de disefios, se pueden considerar dos opciones:

= Confundir las mismas interacciones en todas las réplicas. Este disefio
seria un diseiio completamente confundido o mezclado.

= Confundiren cadaréplicainteracciones diferentes. Este disefio se llama
un diseiio parcialmente confundido o mezclado.

Debe tenerse en cuenta que los bloques estan anidados dentro de las réplicas
y por tanto deben entrar entre las causas de variacién y en la construccién de

la matriz disefio.

Ejemplo 6.2. Considereun diseiio 2* en 22 bloques. Presente un disefio completamente

confundido y un disefio parcialmente confundido, cada uno con dos réplicas.
Solucion

= Confundiendo en las dos réplicas tanto la interaccién AB como la in-
teraccién C'D, por tanto la interaccién ABCD. El disefio se presenta
en la figura 6.6 y el analisis de varianza con causa de variacién y grados
de libertad, enla tabla 6.7.

= Confundiendo en una réplica las interacciones AB y C'D, por tanto
ABCD, y en la otra réplica las interacciones AC'y BD, por tanto
ABCD. La asignacién de los tratamientos a los bloques bajo (6.8) se
presentaenlatabla6.8. Eldisefio se presenta en la figura 6.7y el analisis
de varianza con causa de variacién y grados de libertad, en la tabla 6.9.

309



Confusion y disenos con arreglos factoriales fraccionados

Réplical
Bloquel | Bloquell | BloqueIIl | Bloque IV
@ a c be
ab b abc ac
cd bed d bd
abed acd abd ad
Confundidos AB, CDy ABC D con el bloqueo
Réplica II
Bloquel | Bloquell | BloqueIIl | Bloque IV
@0 a c be
ab b abc ac
cd bed d bd
abed acd abd ad

Confundidos AB, CDy ABCD con el bloqueo

Figura 6.6. Asignacién de 2* tratamientos a cuatro bloques considerando un

disefio completamente confundido

Réplica I
BloqueI | Bloquell | Bloquelll | BloqueIV
@0 a c be
ab b abc ac
cd bed d bd
abcd acd abd ad
Confundidos AB, CDy ABC'D con el bloqueo
Réplica Il
Bloquel | Bloquell | BloqueIIl | Bloque IV
@ b a ab
ac abc c be
bd d abd ad
abed acd bed cd

Confundidos AC, BDy ABC D con el bloqueo

Figura 6.7. Asignacién de 24 tratamientos a cuatro bloques considerando un

disefio parcialmente confundido
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Tabla 6.7. Analisis de varianza con causa de variacién y grados de libertad de
un disefio 2* en cuatro bloques considerando un disefio completamente

confundido

Causa de variacién Grados de libertad
Réplicas
Blog+AB+C' D+ABC D (réplicas)
A
B
C
D
AC
AD
BC
BD
Error
Total

e e T e e T e T = o N

—
[}

w
—

Tabla 6.8. Asignacién de 2* tratamientos a cuatro bloques confundiendo AC,

BDy ABCD
Combinaciéndetratam. | A B C D | AC BD | Asignaciénbloque
6)) - - - - + + — Bloque I
b -+ - - + - — Bloque II
a + - - - - + = Bloque III
ab + o+ - - - - = Bloque IV
c - -+ - - + = Bloque III
bc -+ o+ - - - = Bloque IV
ac + -+ - + + — Bloque I
abc + o+ o+ - + - = Bloque II
d - - -+ |+ - = Bloque II
bd -+ + | o+ + = Bloque I
ad + - + - - = Bloque IV
abd + o+ -+ + = Bloque III
cd - -+ o+ - - = Bloque IV
bed -+ o+ o+ - + = Bloque III
acd + -+ o+ - = Bloque II
abed + o+ o+ o+ + — Bloque I

En el disefio presentado en la figura 6.7 se pueden sacar conclusiones de
las interacciones ABy C'D delaréplica I1,y conclusiones de las inter-
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acciones AC'y BD dela réplica I. No se puede concluir sobre el efecto
delainteraccién ABC D porque esta confundido en las dos réplicas con
el bloqueo. Asi, la suma de cuadrados de las interacciones ABy C'D se
toman solo de la réplica I, y la suma de cuadrados de las interacciones
AC'y BD se toman solo de la réplica I.

Tabla 6.9. Andlisis de varianza con causa de variacién y grados de libertad de
un disefio 2* en cuatro bloques considerando un disefio parcialmente
confundido

Causa de variacién Grados delibertad

Réplicas
Blog+ABCD (réplicas)
A
B
C
D
AB (De la rép. II)
AC (Delarép. )
AD
BC
BD (Delarép. 1)
BC (De larép. II)
Error
Total

e = T = T S e R e S e e S S S e N

—
~

w
—

2. Diseno con arreglos factoriales
fraccionado 2!

Segtin [61, p. 153], dado que realizar un disefio con arreglos factoriales 2¥ com-
pleto puede no ser viable, en particular si k es grande, por ejemplo k£ > 6, un
disefio con arreglos factoriales completo es poco usado en la practica. Por ra-
zones econdmicas, es comun usar el diseiio con arreglos factoriales fraccionado,

que consiste en escoger un subconjunto de tratamientos y aplicarlos, en vez
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de aplicar el disefio con arreglos factoriales completo. El subconjunto de tra-
tamientos debe ser adecuadamente seleccionado para que sea éptimo segin el
criterio deresolucién'. Entre los inconvenientes de este disefio estan los efectos
de alias, que indican los efectos que tendrian columnas idénticas en la matriz
disefio.

Ejemplo 6.3. Diseiio 28!, Sea k = 4. Una interaccion que se puede utilizar para
seleccionar la fraccion del diseiio a aplicar es la interaccién de orden superior, esto es
ABCD, ver tabla 6.10, en que se sefiala si la combinacion de factores o tratamiento
es seleccionada o no. Vale resaltar que al utilizar la interaccion ABC' D para seleccio-
nar la fraccién, se tiene que I = ABC'D es la relacién de definicion del diseiio. En la
figura 6.8 se presentan los 8 tratamientos seleccionados (24~ = 23 = 8).

Tabla 6.10. Asignacién de los 24~ tratamientos usando la interaccién

ABCD

Combinaciéonde | A B C D | ABCD | Tratamiento
tratamientos seleccionado

) - - - - + SI

b -+ - - - NO

a + - - - - NO

ab + o+ - - + SI

c - - + - - NO

be -+ o+ - + SI

ac + -+ - + SI

abc + o+ o+ - - NO

d - - -+ - NO

bd -+ -+ + SI

ad + - -+ SI

abd + o+ -+ - NO

cd - -+ o+ + SI

bed -+ o+ o+ - NO

acd + -+ o+ - NO

abced + o+ o+ o+ + SI

Wer pagina 322 sobre resolucién del disefio.
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Combinacién de tratamientos seleccionados

abed ab ac ad
be bd cd (1)

Figura 6.8. Tratamientos efectivamente aplicados en el ejemplo 6.3, segiin
tabla 6.10

El'modelo matricialmente quedaria:

Y = X3+ E
Y0000 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 p+ (afyd)iin
Yito0 1 1 1 -1 -1 1 -1 —1|| a1+ (B0
Yoi10 1 -1 1 1 -1 -1 -1 1 B1 + (ayd)111
Yo | _ {1 1 -1 1 -1 =1 1 || nt@m |, ,
Yo101 r -1 1 -1 1 -1 1 -1 61+ (afy)1
Yioo1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1| |@®u+@con
Yoo11 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 (ay)11 + (B0) 11
Yi 11 1 1 1 1 1 1) \(@®)u+Bu

Es importante resaltar que no se consideraron las columnas:

= (87)11, porque es igual a la columna asociada con (d)11.

(89)11, porque es igual a la columna asociada con (ay)11.

(v0)11, porque es igual a la columna asociada con (a3)11.

= (af7v)111, porque es igual a la columna asociada con 01 .

(af0)111, porque es igual a la columna asociada con ;.

= (ayd)111, porque es igual a la columna asociada con [31.

(87v9)111, porque es igual a la columna asociada con oy .

(aBv0)1111, porque es igual a la columna asociada con (.
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Alos efectos cuyas columnas en la matriz diseiio son iguales se les llama alias, entonces:

= BC y AD son alias, y el estimador asociado a AD estima en realidad
BC + AD.

= BD y AC son alias, y el estimador asociado a AC' estima en realidad
BD + AC.

= CD y AB son alias, y el estimador asociado a AB estima en realidad
CD + AB.

= ABC'y D sonalias, y el estimador asociado a D estima enrealidad ABC'+ D.
» ABDyC sonalias,yelestimadorasociado a C estima enrealidad ABD +C.
» ACDy Bsonalias, yel estimador asociado a B estima en realidad AC D + B.
= BCDy Asonalias,y el estimador asociado a A estima en realidad BC D + A.

Alefecto ABC'D = I sele llama la relacion de definicion del disefio.

Para obtener el diseio de tratamientos seleccionados en la figura 6.8 y sus alias, se
puede usaren R:

library(FrF2)

dis=FrF2(nruns=8,nfactors=4,generator="ABC"); dis

summary(dis); generators(dis)

y=rnorm(8) # una respuesta generada para poder usar la
# funcidén aliases

aliases(lm(y~(.)~3, data = dis)) # presenta los alias

# del disefio
Note que en el generador de la salida de R aparece D = ABC' ya que:

D = ABC
DxD=ABC x D
I =ABCD.
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Nota 6.6. La relacion de definicion de un diseiio con arreglos factoriales fraccionado

es el conjunto de todas las columnas que son iguales a la columna asociada a (.

Nota 6.7. Una forma de obtener los alias es multiplicar la relacion de definicion del

disefio por cada efecto. Por ejemplo, si I = ABC D, entonces:
IxA=ABCD x A= A*BCD = BCD,
es decir, A es alias de BC D:
I x BC = ABCD x BC = AB?C?D = AD,
es decir, BC es alias de AD, etc.

Nota 6.8. Siseelige la otra fraccion, es decir, la fraccién en que ABC'D tiene signo “-”,
se tiene que:
I =—-ABCD,

y, por ejemplo,
IxA=—ABCD x A= —A?BCD = —BCD,
portanto Aesaliasde BC Dy elestimadorasociado a A estimaenrealidad A— BC D:
I x BC = —ABCD x BC = —AB*C?D = —AD,

por tanto BC' es alias de —AD y el estimador asociado a BC' estima en realidad
BC — AD, etc.

Ejemplo 6.4. Considere un experimento presentado en el IOCA2017* sobre las condi-
ciones Optimas de operacion para corte con plasma en que se midio, entre otros, la exac-
titud del corte en el largo en la pieza [11]. Los investigadores tuvieron en cuenta cinco
factores: presion del gas-plasma (factor A, niveles 39y 45 psi), distancia entre boquilla y
pieza (factor B, niveles 2.y 4 mm), velocidad del corte (factor C, niveles 66 y 133 mm/s), in-
tensidad del arco de corriente (factor D, niveles 40 y 50 amp) y método de cortado (factor
E, niveles método 1y método 2). En la tabla 6.11 se presentan datos ilustrativos genera-
dos a partir del modelo presentado en el documento de [11, p. 28], teniendo en cuenta que

el documento no presenta los datos individuales. Realice el analisis de varianza.

? Avances en investigacién de operaciones y ciencias administrativas. Proceedings book.
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Tabla 6.11. Datos sobre el estudio de la exactitud del corte con plasma en el

largo de la pieza - ejemplo 6.4

Combinacién de | Exactitud || Combinaciénde | Exactitud
tratamientos dellargo tratamientos dellargo

e 3.53 a 4.65

b 2.41 abe 1.51

c 3.47 ace 4.17

bce 3.03 abc 2.29

d 3.39 ade 3.47

bde 3.91 abd 2.26

cde 3.17 acd 4.49

bed 2.86 abcde 1.48

Fuente: datos ilustrativos generados a partir del modelo

presentado en [11, p. 28].

Solucion. En (6.12) se presentan los parametros estimados con:

« asociado con el factor A (presién del gas-plasma)

B asociado con el factor B (distancia entre boquilla y pieza)

~ asociado con el factor C' (velocidad del corte medida)

d asociado con el factor D (intensidad del arco de corriente)

n asociado con el factor £ (método de cortado)

fin = 3.131

G1 = —0.091 — 1
4 = —0.011 — 3

i = —0.097 = 5

(ay)y; =0.078 = 7

(am);; = —0.286 — 9
(83),, = 0.161 — 11
(76),, = —0.118 — 13
(7)y; = —0.024 — 15.
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B = —0.662 — 2
61 = —0.002 — 4

(@B),, = —0.493 = 6
(ad)y, = —0.113 - 8
(B7);, = —0.043 — 10
(Bn)yy = 0.111 — 12
(yn);, = —0.061 — 14

(6.12)
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En la figura 6.9 se presentan graficos half-normal y Pareto de los pardme-
tros estimados. De la misma figura se puede detectar que las interacciones
entre los factores presion, A, y distancia, B, asociada al nimero 6, y presion,
A, y método, F, asociada al nimero 9, podrian ser significativas. El resto no
son signifivativas. Escogiendo cualquiera de las otras interacciones para man-
dar al error, se mandd la interaccidn entre los factores velocidad, C', y método,

E, asociada al niimero 14, ver tabla 6.12.

«B
o
S
* AB
©w
5 « AE
g
2 B:D
=
I e C:D
8 A:D
] « B:E
E «E
* A
2 — * A:C
+ CE
* B:C
« D:E
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o | +D
e T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5
Efectos en valor absoluto
© | w
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o
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@
o
% = |
E o
H
g o | w
B ©° =
2
w
N
o
-] DDDDD
s J L] DDDD:}:_ L
2 6 9 11 13 8 12 5 1 7 14 10 15 3 4

Valores criticos de Lenth: e = 0.295, sME = 0.584

Figura 6.9. Grafica half-normal (arriba) y Pareto (abajo) de los parametros
estimados - ejemplo 6.4

318



Diseno y analisis de experimentos

Tabla 6.12. Analisis de varianza sin considerar la interaccién

velocidad *método en el ejemplo 6.4

Causade Grados de Sumade Cuadrado
L Rk . F-calc. P-valor

variacion libertad cuadrados medio
Presién 1 0.131 0.131 2.235 0.3753
Distancia 1 7.009 7.009 119.192 0.0581
Velocidad 1 0.002 0.002 0.031 0.8895
Intensidad 1 0.0001 0.0001 0.001 0.9803
Método 1 0.150 0.150 2.553 0.3560
Presion:Dist. 1 3.891 3.891 66.162 0.0779
Presién:Veloc. 1 0.098 0.098 1.661 0.4201
Presién:Intens. 1 0.205 0.205 3.482 0.3132
Presién:Método 1 1.305 1.305 22.197 0.1331
Distancia:Veloc. 1 0.030 0.030 0.506 0.6064
Dist.:Intens. 1 0.413 0.413 7.020 0.2298
Dist.:Método 1 0.196 0.196 3.330 0.3192
Veloc.:Intens. 1 0.223 0.223 3.796 0.3019
Intens.:Método 1 0.010 0.010 0.162 0.7566
Error 1 0.059 0.059
Total 15 13.7210

De la tabla 6.12 se observa que hay interacciones dobles con P-valor mayor
20.20, por lo cual se retiran del modelo y se vuelve a ajustar, ver tabla 6.13.

De la tabla 6.13 se observa que las interacciones presién (A) y distancia (B);
y presion (4) y método (E) son significativas. Como los efectos dobles que que-
daron en el modelo no incluyen ni velocidad (C) ni intensidad (D), se proceden
a quitar del modelo, teniendo en cuenta que no son significativos, ver tabla
6.14.
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Tabla 6.13. Analisis de varianza sin considerar algunas interacciones dobles

para el ejemplo 6.4

Causade Grados de Sumade Cuadrado
L . . F-calc. P-valor

variacién libertad cuadrados medio
Presion 1 0.131 0.131 0.853 0.3827
Distancia 1 7.009 7.009 45.502 0.0001
Velocidad 1 0.002 0.002 0.012 0.9164
Intensidad 1 0.0001 0.0001 0.000 0.9852
Método 1 0.150 0.150 0.975 0.3524
Presién:Dist. 1 3.891 3.891 25.257 0.0010
Presién:Método 1 1.305 1.305 8.474 0.0196
Error 7 1.232 0.154
Total 15 13.7210

Tabla 6.14. Analisis de varianza con las interacciones dobles presion y

distancia, y presion y método del ejemplo 6.4

Causa de variac. Gf'ados de Suma de Cuadr.ado F-calc. P-valor
libertad cuadrados medio

Presion 1 0.131 0.131 1.065 0.3265
Distancia 1 7.009 7.009 56.791 <0.0001
Método 1 0.150 0.150 1.217 0.2959
Presién:Dist. 1 3.891 3.891 31.524 0.0002
Presién:Método 1 1.305 1.305 10.576 0.0087
Error 10 1.234 0.123
Total 15 13.7210

Un gréfico de los valores ajustados de acuerdo a las interacciones signifi-

cativas se presenta en la figura 6.10.
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Distancia Presion

-

- - -
<+ o — 1

— 1

Exactitud del corte
2 3
L L
Exactitud del corte
2 3
L L

-1 1 -1 1

Presién del gas—-plasma Distancia entre boquilla y pieza

Método Presion

Exactitud del corte
3
L
Exactitud del corte
3
L

Presion del gas-plasma Método de cortado

Figura 6.10. Valores promedio estimados de acuerdo a la presion del
gas-plasma, la distancia entre boquilla y pieza, y el método de cortado -
ejemplo 6.4

Las instrucciones en R usadas en el ajuste del modelo para los datos del
ejemplo 6.4 son:

library(FrF2); library(ggplot2); library(unrepx)

remove(list=1s())

dis=FrF2(nruns=16,nfactors=5,generator="ABCD" ,random=FALSE); dis

summary (dis)

Elargo=c(3.53,4.65,2.41,1.51,3.47,4.17,3.03,2.29,3.39,3.47,3.91,
2.26,3.17,4.49,2.86,1.48) # Exactitud del largo

aliases(lm(Elargo~™(.)"3, data = dis))

datos=add.response(dis,response=Elargo)

DanielPlot(datos, half=TRUE,alpha=1)

# A:"Presidon", B:"Distancia bloquilla", C:"Velocidad",

# D: "Intensidad del arco" y E:"Método de cortado"

ajustel=aov(Elargo™ (A+B+C+D+E) ~2,data=datos)
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coef=data.frame(coeficientes=subset (ajustel$coef,
names (ajustel$coef) !="(Intercept)"))
parplot (coef$coeficientes,method="Lenth") # Pareto-efectos estim.
ajuste2=aov(Elargo™A+B+C+D+E+A*B+A*C+A*D+A*E+B*C+B*D+B*E+C*D+D*E,
data=datos) ;summary(ajuste2)
ajuste3=aov(Elargo~A+B+C+D+E+A*B+A*E,data=datos) ;summary(ajuste3d)
ajusted4=aov(Elargo™A+B+E+AxB+A*E,data=datos) ; summary(ajuste4)
hnp: :hnp(ajuste4,halfnormal=FALSE)
ajustados=ajusted$fitted
t="Exactitud del corte"; a="Presién del gas-plasma"
b="Distancia entre boquilla y pieza"; e="Método de cortado"
op <- par(no.readonly = TRUE)
par (mar=c(0.5,0.5,0.5,0.5))
layout (matrix(c(1,2,3,4), 2, 2, byrow = TRUE))
interaction.plot(datos$A,datos$B,ajustados,ylab=t,xlab=a,
trace.label="Distancia",cex.axis=1.2,cex.lab=1.4,ylim=c(1,5))
interaction.plot(datos$B,datos$A,ajustados,ylab=t,xlab=b,
trace.label="Presidn",cex.axis=1.2,cex.lab=1.4,ylim=c(1,5))
interaction.plot(datos$A,datos$E,ajustados,ylab=t,xlab=a,
trace.label="Método",cex.axis=1.2,cex.lab=1.4,ylim=c(1,5))
interaction.plot(datos$E,datos$A,ajustados,ylab=t,xlab=e,
trace.label="Presidn",cex.axis=1.2,cex.lab=1.4,ylim=c(1,5))

par (op) ; par(mfrow=c(1,1))

4

Para identificar la resolucion del diseiio se pueden observar las siguientes

caracteristicas:
1. Disenos de resolucién I11.

= Ninguno delos efectos principales es alias de otro efecto principal.
= Efectos principales son alias de las interacciones de dos factores.

= Interacciones de dos factores pueden ser alias entre si.
2. Disefios de resolucion IV.

= Ninguno delos efectos principales es alias de otro efecto principal.
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» Efectos principales NO son alias de interacciones de dos factores.

= Interacciones de dos factores son alias entre si.
3. Disefios de resolucién V.

= Ninguno de los efectos principales es alias de otro efecto principal.
» Efectos principales NO son alias de interacciones de dos factores.

= Interacciones de dos factores NO son alias de otras interacciones
de dos factores.

» Interaccionesde dos factores son alias de interacciones de tres fac-

tores.

Vale resaltar que entre mas alta seala resolucion, mejor es el disefio para

identificar efectos significativos.

Ejemplo 6.5. En el ejemplo 6.4 sobre condiciones optimas para corte con plasma, scual
es la resolucion del diserio?

Solucién. El disefio aplicado es 277", es decir, es un disefio con arreglos fac-
toriales fraccionado de resolucién V, ya que el conjunto de alias es:

AB x ABCDE =CDE AC x ABCDE = BDFE
AD x ABCDE = BCE AE x ABCDE = BCD
BC x ABCDE = ADE BD x ABCDE = ACFE
BE x ABCDE = ACD CD x ABCDE = ABE
CE x ABCDE = ABD DE x ABCDE = ABC,

observando que las interacciones de dos factores son alias de interacciones de
tres factores. 7

3. Confusion en disenos con arreglos
factoriales 3*

Se pueden construir disefios con arreglos factoriales 3* en 3?7 bloques incom-
pletos en que p < k. Para hacer la distribucién de los 3* tratamientos en 3
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bloques, por ejemplo, es necesario usar 2 grados de libertad (ya sean de inter-

acciones o de efectos principales) para los bloques. Considere un disefio con

arreglos factoriales 32 confundido en 3 bloques, se tienen diferentes alterna-

tivas para construir los bloques, unas mas adecuadas que las otras.

Usar un factor principal, por ejemplo el factor A. Los dos grados de liber-
tad asociados al factor A se van a escribir como A (x1)y A? (271), en que
x1 denota el nivel del factor A, sin que implique alguna ordenacién. La
notacién 0, 10 2 para los niveles sirven para configurar la asignacién de

los tratamientos a los bloques.

En la tabla 6.15 se presentan dos esquemas de asignacion de los trata-
mientos a los bloques, usando en cada esquema uno de los grados de
libertad. Se observa que los dos esquemas, 1y 2, generan la misma asig-
nacion de los tratamientos a los bloques, luego se usara el esquema de

confusién que tenga exponente 1, esto es A, y no A2.

Usar grados de libertad de alguno de los factores principales no es un
buen sistema de confusion porque los niveles del factor principal, por ejem-
plo el factor A, quedan confundidos con los bloques, luego no se podra

concluir si el factor A es significativo o no.

Tabla 6.15. Asignacién de 32 tratamientos a tres bloques usando un grado de
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libertad del factor A

Trat. x1 x2 A | Méd. Asignac. A? | Méd. Asignac.

Fact. A | Fact. B || =1 bloque 2x1 bloque
aobo 0 0 0 0 — Blog. I 0 0 — Bloque I
aoby 0 1 0 0 — Blog. I 0 0 — Bloque I
aobs 0 2 0 0 — Blog. I 0 0 — Bloque I
aibo 1 0 1 1 — Blog. II 2 2 — Bloque III
ai1by 1 1 1 1 — Blog. II 2 2 — Bloque III
a1bs 1 2 1 1 — Blog. II 2 2 — Bloque III
azbo 2 0 2 2 — Blog. I1I 4 1 — Bloque 11
azby 2 1 2 2 — Blog. I1I 4 1 — Bloque 11
azbs 2 2 2 2 — Blog. I1I 4 1 — Bloque 11

esqt;‘erma 1 esquema 2




» Usar alguno de los 4 grados de libertad de la interaccion A x B, que se van a
denotar por AB (z1 + x2), AB? (v1 + 212), A’B (2z1 + x2)y A2B?

(2z1 + 2x3), en que z denota el nivel del factor A y x9 denota el nivel

Tabla 6.16. Asignacién de 32 tratamientos a tres bloques usando un grado de

Diseno y analisis de experimentos

del factor B. Ver tabla 6.16.

libertad de la interaccién A x B

Trat. | 1 | z2 AB Méd. | Asignac. AB? Méd. Asignac.
A | B || x1+ z2 bloque 21 + 2x2 bloque
aobo | O | O 0 0 — Bloq. I 0 0 — Bloque I
aob1 | 0 | 1 1 1 — Blog. 11 2 2 | — BloqueIII
aob2 | O | 2 2 2 | = Blog. I1I 4 1 — Bloque II
abp | 1 |0 1 1 — Blog. 11 1 1 — Bloque 11
aibr | 1] 1 2 2 | — Blog. III 3 0 — Bloque I
atba | 1 | 2 3 0 — Blog. I 5 2 | = BloqueIII
azbo | 2 | O 2 2 | — Blog. III 2 2 | — BloqueIII
a2bi | 2 | 1 3 0 — Blog. I 4 1 — Bloque 11
azba | 2 | 2 4 1 — Bloq. II 6 0 — Bloque I
esquema 3 esquema 4
Trat. | x1 | 22 A’B Méd. | Asignac. A%B? Méd. |  Asignac.
A | B || 221 + z2 bloque 221 + 2x2 bloque
aobo | O | O 0 0 — Blog. I 0 0 — Bloque I
aob1 | 0 | 1 1 1 — Bloq. I1 2 2 | — BloqueIII
aob2 | 0 | 2 2 2 | = Blogq. III 4 1 — Bloque 11
aibo | 1|0 2 2 | — Blog. III 2 2 | — BloqueIII
ab | 1|1 3 0 — Blog. I 4 1 — Bloque 11
abe | 1| 2 4 1 — Bloq. II 6 0 — Bloque I
abo | 2 | O 4 1 — Blog. 11 4 1 — Bloque 11
azbi | 2 | 1 5 2 | — Blog. III 6 0 — Bloque I
azbs | 2 | 2 6 0 — Bloq. I 8 2 | = BloqueIII
esquemas esquema 6

En la tabla 6.16 se presentan los cuatro esquemas de asignacién de los
tratamientos a los bloques usando en cada esquema uno de los 4 grados
de libertad. Se observa que los esquemas 3 y 6 generan la misma asig-
nacién de los tratamientos a los bloques, al igual que los esquemas 4y 5,
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luego se usard uno de los esquemas de confusion que tengan la primera
letra con exponente 1, esto es AB o AB2.

Aunque no quedan comprometidos los efectos principales con los blo-
ques, si queda comprometida la conclusion sobre el efecto de la inter-
accion entre los dos factores. Una alternativa para poder estudiar la in-
teraccion es realizar dos réplicas, en que se confunda AB enla primera

réplicay AB? en la segunda réplica [32, p. 376].

En la figura 6.11 se presentan los tratamientos asignados a los bloques se-
gln el esquema 4, el cual se puede obtener en R usando:

library(conf.design)
G=c(A=1,B=2)
conf.design(G,p=3) # factor de confusidén AB~2

# p: numero de niveles de los factores (p nimero primo)
o usando:

library(DoE.base)
fac.design(nlevels=c(3,3), blocks=3,block.gen=c(1,2))

# factor de confusidon AB~2, orden aleatorio.

BloqueI | Bloque Il | Bloque III
agbg agbo agbt
a1b; a1by a1bs
asba aszbq asbg

Figura 6.11. Esquema de asignacién de un disefio con 32 tratamientos a tres
bloques usando A B>

En (6.13) se presenta la matriz disefio asociada ala figura 6.11, en que 07 y d2
corresponden a los efectos de los bloques. Se observa que los contrastes c7 y cs
quedan confundidos con los dos bloques, 01 y d2, esto es, se usan de los cuatro
grados delibertad que tiene la interaccién entre los factores Ay B, dos grados
de libertad para el bloqueo que corresponden a los dos grados de libertad de
AB?y A%B, ya que generan el mismo esquema de confusién.
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¢ c2 c3 ¢4 c5 cg |cr  cgll o1 02
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ON\ aobo
1 1 1 -1 1 0 -2 |-1 1l-1 —=1] apb:
1 1 1 0o —2 -1 1 0 -2 0 1| agbs
1 -1 1 1 1 0 -2 0 -2 0 11| a1bg
X=|1 -1 1 -1 1 -1 1 1 1 1 ol a1b1
1 -1 1 0 -2 1 1 |-1 1l-1 —=1]] a1b2
1 0 —2 1 1 -1 1 -1 1||—1 —1]] a2bg
1 0 -2 -1 1 1 1 0 -2 0 1| asb;
1 0 -2 0 -2 0 -2 1 1 1 Ol asbs

(6.13)

Ejemplo 6.6. Considere un experimento realizado en la Universidad Nacional de Co-
lombia sobre consumo de combustible en vehiculos tipo camion bajo diferentes condicio-
nes de peso (11.72 toneladas, 17.18 toneladas y 27.99 toneladas, notacion: P), pendiente
(pendiente longitudinal del tramo, 2 %, 5.2 %y 7 %, notacion: L) y velocidad (25 km/h,
35km/hy45km/h, notacion: V'). En el estudio midieron, entre otros, el consumo de com-
bustible en ml/km de diferentes tipos de camiones [48, p. 48], entre los cuales estaba la
configuracion de camion C3, que es el que se va a tomar para este ejemplo. Los investiga-
dores realizaron tres réplicas por tratamiento (submuestreo), sin embargo para efectos
ilustrativos se va a tomar solo un dato de los obtenidos por tratamiento y se va a asignar
a bloques de tamaiio 9 usando como componente de bloqueo PL?V . En la tabla 6.17
se muestra el esquema de bloqueo para este diseio y los datos. Realizar el analisis de

varianza.

Solucién. Enla tabla 6.18 se presenta el analisis de varianza. Cabe notar que al
usar PL?V para el bloqueo, la componente PL?V queda confundida con los
bloques y por tanto el resto de componentes de la interaccién triple, es decir,
PLV, PLV?y PL?V? seran asignadas al término del error con un total 6
grados delibertad. Se observa que las interacciones dobles de los factores peso
con velocidad y pendiente longitudinal del tramo con velocidad presentan un
P-valor mayor 0.20, por lo que se decide retirarlas del modelo.
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Tabla 6.17. Esquema de asignacién del disefio 32 y datos del ejemplo 6.6 en

tres bloques

Bloque I11
1+ 2z2 423 =2

Bloque II
1+ 22423 =1

Bloque I
1+ 2x24+23=0

aoboco = 286.82

a1b000 = 355.11

a2b0C0 = 592.62

a1blco =917.19 azblc() = 1363.59 a0b100 = 603.36
asbacog = 1368.70 aobaco = 661.58 a1baco = 950.84
asboc1 = 558.64 aoboc1 = 267.13 a1bpc1 = 334.06
aobic1 = 550.04 a1bici = 869.14 azbic1 = 1299.09
a1b201 = 871.99 a2b281 = 1316.64 a0b201 = 561.80
a1b002 = 347.26 GQbOCQ = 524.43 a0b002 = 216.32
asbica = 1252.65 aobico = 619.66 a1bico = 829.10

aonCQ = 597.91

(11[)262 = 820.8

a21)202 = 1273.05

La asignacién a los bloques es ilustrativa.

Fuente: datos tomados de [48, p. 66].

Tabla 6.18. Andlisis de varianza para los datos del ejemplo 6.6

Causa de variacién Gf'ados de Suma de Cuadrftdo F-calc. P-valor
libertad cuadrados medio
Peso 2 1525863 762932 795.149 <0.001
Pendiente 2 1765672 882 836 920.117 <0.001
Velocidad 2 23204 11602 12.092 <0.001
Bloque 2 1092 546 0.569 0.5940
Peso:Pendiente 4 169 688 42422 44.213 0.0001
Peso:Velocidad 4 3397 849 0.885 0.5257
Pendiente:Veloc. 4 2772 693 0.722 0.607
Error 6 5757 959
Total 26 3497 446

Adicionalmente, teniendo en cuenta que los factores tienen niveles cuanti-
tativos, se construyeron polinomios ortogonales para ajustar el modelo final,
observando que la interaccion peso-cuadratico por pendiente-cuadratico no
es significativa, ver tabla 6.19. La figura 6.12 presenta los valores ajustados del

modelo seleccionado.
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polinomios ortogonales

Causa devariacién | Gradosdelib. | Suma de cuadrados F-calc. P-valor
Velocidad.L 1 21261.2821 24.958 0.0002
Velocidad.Q 1 1943.1601 2.281 0.1532
PesoP.L 1 1523256.8658 1788.118 <0.0001
PesoP.Q 1 2606.1589 3.059 0.10215
PendienteL.L 1 1566 934.1684 1839.389 <0.0001
PendienteL.Q 1 198 738.2594 233.294 <0.0001
PesoP.L:Pend.L.L 1 145 235.6437 170.489 <0.0001
PesoP.Q:Pend. L.L 1 2661.9227 3.125 0.09889
PesoP.L:Pend.L.Q 1 21113.2971 24.784 0.00020
PesoP.Q:Pend.L.Q 1 677.3554 0.795 0.38762
Bloques 2 1092 0.641
Error 14 11926.28

e »
% R 35
g &4 5
i o
Velocidad (km/h)
Pendiente 2 - 52 7 Peso 11.72 - 17.18 27.99
1200 1200
g 2
E 1000 é 1000
% 800 % 800
- £
é 600 % 600
400 400
15 20 25 2 3 4 5 6

Figura 6.12. Valores ajustados promedio - ejemplo 6.6

Peso (toneladas)

Pendiente (%)
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Las instrucciones en R usadas en el ajuste del modelo son:

library(DoE.base) ; library(varhandle) ; library (MASS)
library(ggplot2) ;library(dplyr) ;library(cowplot)
remove (list=1s())
dis=fac.design(factor.names=1list(Peso=c(11.72,17.18,27.99),
Pendiente=c(2,5.2,7),Velocidad=c(25,35,45)) ,nlevels=c(3,3,3),
blocks=3,block.gen=c(1,2,1) ,random=F)#factor de confusidén PL~2V
Consumo=c(286.82,917.19,1368.70,558.64,550.04,871.99,347.26,
1252.65,597.91,355.11,1363.59,661.58,267.13,869.14,
1316.64,524.43,619.66,820.8,592.62,603.36,950.84,
334.06,1299.09,561.80,216.32, 829.10,1273.05)
datos=add.response(dis,Consumo)
summary (aov (Consumo™ (Peso+Pendiente+Velocidad) ~2+Blocks,
data=datos))
## polinomios ortogonales - método Robson 1959 ##
nivelesP=unique (unfactor (datos$Peso))
nivelesL=unique(unfactor (datos$Pendiente))
nP=length(nivelesP) ;nlL=length(nivelesL)
nivP2=nivelesP~2; nivL2=nivelesL"2
P.L=nivelesP-mean(nivelesP)
Pend.L=nivelesL-mean(nivelesL)
P.Q=nivP2-(1/nP)*sum(nivP2)-P.L*(sum(nivP2*P.L)/(sum(P.L"2)))
Pend.Q=nivL2-(1/nL)*sum(nivl2)-
Pend.L*(sum(nivL2*Pend.L)/(sum(Pend.L"2)))
P.L=P.L/sqrt(sum(P.L"2)); P.Q=P.Q/sqrt(sum(P.Q"2))
L.L=Pend.L/sqrt(sum(Pend.L~2)); L.Q=Pend.Q/sqrt(sum(Pend.Q"2))
matrizP=cbind(P.L,P.Q); matrizP
matrizL=cbind(L.L,L.Q); matrizL
contrasts(datos$Peso)=matrizP
contrasts(datos$Pendiente)=matrizL
contrasts(datos$Velocidad)=contr.poly(levels(datos$Velocidad))
ajuste=1lm(Consumo~Velocidad+Peso+Pendiente+
Peso*Pendiente+Blocks,datos)
summary (ajuste)
X=model .matrix(ajuste)
ajustel=1lm(Consumo~X[,-13]-1,datos); summary(ajustel)

datos=data.frame(datos,ajustados=ajustel$fitted)
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ty="Promedio estimado del Consumo"
plot.design(datos$ajustados~datos$Velocidad,ylab=ty,
xlab="Velocidad (Km/h)",cex.axis=1.2,cex.lab=1.4,xaxt="n",
ylim=c(700,800))
datos.agr <- datos >’ group_by(Peso,Pendiente) %>%
summarise (Promedio = mean(ajustados, na.rm = TRUE))
tema <- theme_bw()+ theme(axis.text = element_text(size=12),
axis.title = element_text(size=12),
legend.text=element_text(size=11),
legend.title=element_text(size=11) ,legend.position="top")
pl <- ggplot(datos.agr,aes(unfactor(Peso), Promedio)) +
geom_line(aes(group = Pendiente, color = Pendiente))+
geom_point(size = 1.2, aes(color = Pendiente))+
ylab(ty)+xlab("Peso (toneladas)")+tema
p2 <- ggplot(datos.agr,aes(unfactor(Pendiente), Promedio)) +
geom_line(aes(group = Peso, color = Peso))+
geom_point(size = 1.2, aes(color = Peso))+
ylab(ty)+xlab("Pendiente (%)")+tema
plot_grid(pl,p2,nrow = 1)

4. Disenos con arreglos factoriales
fraccionados 3*~!

[61, p. 214] sugieren que atin siendo poco costoso realizar todos los tratamien-
tos, y, conociendo que una gran parte de los grados de libertad en un disefio
3" se van para las interacciones de orden superior y que algunas de las inter-
acciones de orden superior no son significativas, en la prictica es mas eficien-
te realizar un tercio del experimento o un noveno del mismo. Al igual que en

disefios con arreglos factoriales fraccionados 2#~1

, el subconjunto de trata-
mientos debe ser adecuadamente seleccionado para que sea 6ptimo segtn el

criterio de resolucién.
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Ejemplo 6.7. Diseiio 33, Para la seleccion de la fraccion del diseiio se va a usar la
componente ABC? de la interaccion A x B x C, ver tabla 6.20. Los tratamientos

seleccionados (331 = 9) que efectivamente se aplicaran estan en la tabla 6.21.

Tabla 6.20. Asignacién de los 33! tratamientos usando la componente

ABC*?

A B C | ABC?= | Tratam. | A B C | ABC? | Tratam.

1+ o+ selecc. 1 + To+ selecc.

213 23

] o] 6] o] SI 1 1 2 o] SI
0 0 1 2 NO 1 2 ¢} ¢} SI
0 0 2 1 NO 1 2 1 2 NO
0 1 0 1 NO 1 2 2 1 NO
0 1 1 0 SI 2 o] ¢} 2 NO
0 1 2 2 NO 2 6] 1 1 NO
0 2 0 2 NO 2 o] 2 ¢} SI
0 2 1 1 NO 2 1 0 0 SI
0 2 2 0 SI 2 1 1 2 NO
1 o] 0 1 NO 2 1 2 1 NO
1 0 1 0 SI 2 2 ¢} 1 NO
1 o] 2 2 NO 2 2 1 (o] SI
1 1 0 2 NO 2 2 2 2 NO
1 1 1 1 NO

Tabla 6.21. Tratamientos seleccionados

A B C A B C A B C
0 o0 O o0 1 1 o 2 2
1 0 1 1 1 2 1 2 O
2 0 2 2 1 O 2 2 1

Como se utilizé el componente ABC? para seleccionar la fraccién, entonces la rela-
cion de definicion del disefio es I = ABC?. Enla tabla 6.22 se puede observar que las
entradas de las dos columnas de los contrastes asociados a ABC? son todas iguales a 0
¥ -2, vespectivamente.
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Tabla 6.22. Tabla de contrastes ortogonales para el ejemplo 6.7

ABC [A& 4, |[Br B2| [C1 C.| [ABT AB,JAB? ABZ
000 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
011 1 1 -1 1 -1 1 -1 1 o -2
022 1 1 0 -2 0 -2 0 -2 -1 1
101 -1 1 1 -1 1 -1 1 -1 1
112 -1 1 -1 1 0 -2 0 -2 1 1
120 -1 1 0] -2 1 1 o -2
202 0 -2 1 0 -2 0 -2 o -2
210 0 -2 -1 1 1 1 -1 1
221 0 -2 0 -2 -1 1 -1 1 1 1
ABC [Acy AG,|[ac? acz||Bcy Be, ||[Be2 BC2
00O 1 1 1 1 1 1 1 1
011 0 -2 -1 1 0 -2 1 1
022 -1 1 0 -2 -1 1 1 1
101 -1 1 1 1 -1 1 -1 1
112 1 1 -1 1 1 1 -1 1
120 0 -2 0 -2 0 -2 -1 1
202 0 -2 1 0 -2 0 -2
210 -1 1 -1 1 -1 1 0 -2
221 1 1 0 -2 1 1 0 -2
A B C[ABC, ABC,JABC? ABC2JAB2C? AB?CAB2C, AB2C,
00O 1 1 -2 1 1 1 1
011 -1 1 0 -2 -1 1 1 1
022 0 -2 0 -2 o] -2 1 1
101 -1 1 0 -2 1 1 -1 1
112 0 -2 0 -2 -1 1 -1 1
120 1 0 -2 0 -2 -1 1
202 0] -2 0 -2 1 0 -2
210 1 0 -2 -1 1 0 -2
221 -1 1 0 -2 0 -2 0 -2
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Cabe notar que las columnas:

» Ay y Agsonigualesalas columnas BC? y BC3, respectivamente, y son iguales
a las columnas AB?C1 y AB?C, vespectivamente.

» B1y By soniguales alas columnas AC? y AC?3, vespectivamente, y son iguales
alas columnas AB?C? y AB?C3, respectivamente.

= (1 yCysoniguales alas columnas AB1 y ABs, respectivamente, y son iguales

a las columnas ABC4 y ABCs, respectivamente.

= AB?y AB3 son iguales a las columnas ACy y ACs, respectivamente, y son
iguales a las columnas BC, y BCs, respectivamente.

Asi, el conjunto de alias generado es:

A= BC?= AB*C

B = AC? = AB*C?

C = AB = ABC
AC = BC = AB?.

Entonces:

s A, BC?y AB2C son alias, y el estimador asociado a A estima en realidad
A+ BC? + AB?C.

» B, AC?y AB2C? son alias, y el estimador asociado a B estima en realidad
B+ AC? + AB2C2.

= C, AB y ABC son alias, y el estimador asociado a C' estima en realidad
C+ AB + ABC.

= AC, BC y AB? son alias, y el estimador asociado a AC estima en realidad
AC + BC + AB?.

A
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Nota6.9. Deformasimilaral diseiio 2%, una forma de obtenerlos alias es multiplicarla
relacion de definicion del disefio por cada efecto, pero en este caso también se multiplica

por la relacion de definicion al cuadrado (segundos alias) [33, p. 491]. En el ejemplo 6.7

se tiene que:
I= ABC? = (ABC?)?
Ix A= A’BC? = A3B2c?
= (A’BC?)? = B*C
— A4BQC4 — (320)2
— AB2C = BC?
IxB= AB?C? = A’B3c*t
= AB*C? = (A*C)?
B= AB*C? = AC?2
IxC= ABC? = A’B2CP
= AB = (A2B2(C?)?
I x AC = A2BC3 = A3B2CP
AC = (4*B)? = (B*C?)?
AC = AB? = BC

Ejemplo 6.8. Retomando el ejemplo 6.6, suponga que solo se podia realizar una frac-
cion del experimento, la fraccion asociada al bloque I, ver tabla 6.17. Realice el andalisis

devarianza.

Solucién. Al tener solo 9 datos, antes de realizar el analisis de varianza, es
necesario identificar los alias para incluir en el modelo solo aquellos efectos

que pueden ser estimables si sus alias no son significativos. Vale recordar que
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P indica peso en toneladas, L indica pendiente longitudinal del tramoen %y
V indica velocidad en km /h.

I= PL*V = (PL?V)?
IxP= P2L%v = P3LAv?
= (P?L?V)? = LV?

= PLV? = LV?
IxL= PL3V = P2L5V?
= PV = (P2L*V?)?

= PV = PLV
IxV= PL*V? = P2rAvs
V= PL*V? = (P?L)?
V= PL*V? = PL?

I xPL= P L3V = P3LoV?
PL = (P?V)? = (L*V?)?
PL = pPV? = LV

Luego, solo se van a incluir en el modelo los efectos principales, ya que las
interacciones dobles son alias entre si y no se podria distinguir si son signifi-
cativas. En la tabla 6.23 se presenta el analisis de varianza en que se observa
que la velocidad no es significativa y se ajusta el modelo solo considerando el
peso y la pendiente longitudinal del tramo, ver tabla 6.24. En la figura 6.13 se

presentan los valores ajustados para el modelo seleccionado.
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Tabla 6.23. Analisis de varianza para los datos del ejemplo 6.8

Causade Grados de Sumade | Cuadrado F- Pvalor
variacién libertad cuadrados medio calculado
Peso 2 514126 257063 26.874 0.0359
Pendiente 2 561693 280 846 29.361 0.0329
Velocidad 2 59 801 29900 3.126 0.2424
Error 2 19131 9565

solo peso y pendiente longitudinal del tramo

Tabla 6.24. Andlisis de varianza para los datos del ejemplo 6.8 considerando

Causade Grados de Sumade Cuadrado F- Poval
-valor
variacién libertad cuadrados medio calculado
Peso 2 514126 257 063 13.03 0.0177
Pendiente 2 561693 280 846 14.23 0.0152
Error 4 78 932 19733
27.99 —
o 8|
g 2
£ 5 T
-*g' 8 - 52 +—
[e]
E 384
=) [ce]
%)
§ o
S 8- 17.18
©
T o
o S
5 ©
g o
S B 1172 -
o
o
o 2 1
<
Peso Pendiente
Factores

Figura 6.13. Valores ajustados promedio - ejemplo 6.8

Las instrucciones en R para el ajuste del modelo en el ejemplo 6.8 son:

library(DoE.base); library(dplyr)

remove(list=1s())

dis=fac.design(factor.names=1ist(Peso=c(11.72,17.18,27.99),
Pendiente=c(2,5.2,7), Velocidad=c(25,35,45)),
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nlevels=c(3,3,3), blocks=3,block.gen=c(1,2,1),
random=F) # factor de confusién PL~2V
dis=data.frame(dis%>%filter (Blocks==1))
Consumo=c(286.82,917.19,1368.70,558.64,550.04,871.99,347.26,
1252.65,597.91)
datos=data.frame(dis,Consumo)
summary (aov(Consumo~Peso+PendientetVelocidad,data=datos))
ajuste=aov(Consumo~Peso+Pendiente,data=datos)
summary (ajuste)
Peso=datos$Peso
Pendiente=datos$Pendiente
Ajustados=ajuste$fitted
plot.design(Ajustados~Peso+Pendiente,
ylab="Promedio del consumo estimado",
xlab="Factores",cex.axis=1.2,cex.lab=1.4)

hnp: :hnp(ajuste,halfnormal=F)

4

Nota 6.10. En cuanto a la resolucion del diserio, aplica el mismo concepto visto en las

notas de clase de disefio con arreglos factoriales 2¥ sobre diseiio con arreglos factoriales

fraccionado 281, Desde este punto de vista el diseiio usado en el ejemplo 6.8 seria de

resolucion II1.

Nota 6.11 (Efectos clear o transparentes). Segin [61, p. 215], un efecto principal

es llamado clear o transparente si no es alias de otro efecto principal, de igual forma

componentes de interacciones de dos factores son llamados clear o transparentes si no

son alias de otras interacciones de dos factores. Por ejemplo para la interaccion A x B

es llamada clear o transparente si sus componentes AB y AB? no son alias de ningin

otro componente de dos factores.
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5. Pseudofactores

Segtin [21, p. 482], para disefios con mas de tres niveles por factor, por ejemplo,
para disefio 4* se puede usar el concepto de pseudofactores de tal manera que
el disefio seria 22*. Un disefio 4% se puede escribir como 22*3 implicando que

tiene los siguientes pseudofactores:

A=A14A

B = BBy

C = C10Cs.
A A A|B B B|Cc o &
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 1 1 0 1
2 1 0 2 1 0 2 1 0
3 1 1 3 1 1 3 1 1

Siendo A; y A; los dos pseudofactores del factor A, By y Bs los dos pseu-
dofactores del factor B y Cy y C5 los dos pseudofactores del factor C, cada
pseudofactor con dos niveles. Asi el disefio se puede escribir como A1 x Ag x
B1 x By x Cq x Cs.

Otro ejemplo puede ser un disefio 63~!. En este caso se puede escribir como

2371 331 con sus respetivos pseudofactores:

A=A1A,
B = B1Bs
C = C10Cs.
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T1 T2 xs3 T4 s Z6
Al A A || B| B By ||C | Ci (2
0 0 0 0 0 0 0 0 [¢]
1 0 1 1 0 1 1 0 1
2 0 2 2 0 2 2 0 2
3 1 0 3 1 0 3 1 0
4 1 1 4 1 1 4 1 1
5 1 2 5 1 2 5 1 2

Siendo A; y Aj los dos pseudofactores del factor A, By y Bs los dos pseudo-
factores del factor B y C y C5 los dos pseudofactores del factor C, en que
el subindice 1 indica que el pseudofactor tiene, por ejemplo, dos niveles, y el
subindice 2 indica que el pseudofactor tiene tres niveles.

Si, por ejemplo, se usan como generadores del diseho A; B1Cy (1 4+ x3 +
x5)y AaBoC3 (w2 + 24 + 276) para seleccionar los tratamientos que se van a

aplicar, suponiendo que la asignacién a los bloques es:

A1Bi1Ci =0y AQBQC22 =0 entonces Bloquel
A1B1C1 =0y AQBQCQQ =1 entonces Bloquell
A1B1C1 =0y AQBQCQQ =2 entonces Bloque III
A1BiCi =1 y A3ByC2 =0 entonces BloquelIV
A1BiCi=1 y Angsz =1 entonces BloqueV
A1BiCi=1y AQBQC22 =2 entonces BloqueVI,

en la tabla 6.25 se muestra una seccién de los 63 = 216 combinaciones de tra-
tamientos, su asignacion a los bloques y si son seleccionados o no para el ex-
perimento. Finalmente, la fraccion seleccionada para el experimento corres-
ponde a los 36 tratamientos asignados al bloque I.

La Gnica diferencia es que una interaccién de pseudofactores de la forma
A1 As By no representa una interaccion de tres factores. Esta representa solo
uno de los contrastes ortogonales de la interaccién de los dos factores Ay B.
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Tabla 6.25. Asignacién de los 63! tratamientos usando las componentes

AlBlClYAQBQCQQ
Ay | Ay |B1 | B2 | C1 | Co | A1BiCy =|A3BsC2 =) Bloque | Tratam. se-

1+ x3 + o5 | v2 + T3 + 226 lecionado

(mod 2) (mod 3)
ojlo|o|lo|oOo]|oO|O Blog.I |SI
o|loflojojoOo]|1]|oO 2 Blog. III | NO
ojlo|o|lo|oO]| 2|0 1 Blog.II | NO
o|lo|o|1]|0]|o0O]|O 1 Blog.II | NO
ojlojof|l1|O0]| 1|0 0 Blog.I |SI
ojlo|o|1]|0]|2]0 2 Blog. III | NO
o|2]1|2]|1]|o0]|0 1 Blog.II | NO
ol2|1|2|1]1]|o0 0 Blog.I |SI
ol2|1|2|1]2]|o0 2 Blog. III | NO
1lo|lo|o]o0] O]l 0 Blog. IV | NO
1jojlo|lo|oOo|1]|1 2 Blog. VI | NO
l1|o|lojo]o0o]| 2]l 1 Blog.V | NO
1|21 |1]1]o0]1 0 Blog. IV | NO
I 2|1 |1|1]1]1 2 Blog. VI | NO
1|21 1]1]2]1 1 Blogq.V | NO
I1j2|1|2|1]o0]|1 1 Blog.V | NO
1|21 ]2]1]1]|1 0 Blog. IV | NO
I 2|1 |2|1]2]|1 2 Blog. VI | NO

6. Diseno central compuesto

Cuando un investigador desea optimizar procesos es usual usar metodologias
de superficies de respuesta, que precisamente buscan desarrollar, mejorar y
optimizar procesos.

Considere un disefio con arreglos factoriales 2" (en principio con k factores
cuantitativos). Un problema (potencial) si se desea encontrar un éptimo, es el
supuesto de linealidad en los efectos de los factores, ya que solo se tienen dos

niveles por factor.

341



Confusion y disenos con arreglos factoriales fraccionados

Una forma de afrontar este problema (potencial) es, en vez de usar un dise-
fio con arreglos factoriales 2¥ o un disefio con arreglos factoriales fraccionado
2F=P usar un disefio central compuesto que consiste en adicionar ya sea al di-
sefio con arreglos factoriales 2% o al disefio con arreglos factoriales 2¥ fraccio-
nado (de resolucion V) n. puntos centrales y 2k puntos axiales [43, p. 331].

Los puntos centrales, como el nombre lo indica, implica agregar puntos en
el centro del campo de experimentacién, por ejemplo, considere un disefio 22
con 3 puntos centrales en que el factor A tiene los niveles 2.5y 5, y el factor
B tiene los niveles 540 y 1080, como en el ejemplo 5.10 sobre porcentaje de

degradacién de clorpirifds, ver tabla 6.26.

Tabla 6.26. Disefio con arreglos factoriales 22 con tres puntos centrales

Niveles codificados | Niveles no codificados
Factor A | Factor B | Factor A | Factor B
-1 -1 2.5 540
-1 5 540
-1 1 2.5 1080
1 1 5 1080
0 0 3.75 810
puntos
0 0] 3.75 810
centrales
0 0 3.75 810

En cuanto a los puntos axiales, que también se les llama puntos estrella, son
puntos que quedan sobre los ejes del campo de experimentacién. En el ejemplo
delatabla 6.26, los cuatro puntos axiales son (—a, 0), («, 0), (0, —) y (0, @),
por ejemplo (0, «) indica que el factor A estd en su punto central y que el factor
B esta en el nivel o, mientras que el punto (—«, 0) indicaria que el factor A

estd en el nivel —a y que el factor B estd en su punto central, ver tabla 6.27.
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Tabla 6.27. Disefio con arreglos factoriales 22 con tres puntos centrales y

puntos axiales

Niveles codificados Niveles no codificados
Factor A | Factor B Factor A Factor B
-1 -1 2.5 540
1 -1 5 540
-1 1 2.5 1080
1 1 5 1080
0 0 3.75 810
0 0 3.75 810
0 0 3.75 810
- 0 —1.25a + 3.75 810
o 0 1.25a0 + 3.75 810 puntos
0 —a 3.75 —270c + 810 || axiales
0 Q 3.75 270a 4 810

Para la seleccién de la distancia axial, «, y para el nimero de puntos cen-
trales se puede usar® [21, p. 587]:

o= (ng)'*

ne = 4/ny +4 — 2k,

(6.14)

en que n ¢ corresponde al nimero de puntos factoriales. Note que no siempre
n. es un nimero entero. En el ejemplo de la tabla 6.27 se tiene ny = 4 puntos
factoriales, luego:

a =4Y* = 1.414.

Por otro lado, en cuanto al nimero de puntos centrales serian:
ne=4,ny+4-2k=4V4+4—-(2x2) =8.

Dejando los tres puntos centrales, esto es, ignorando que n, = 8 y usando
«a = 1.414, el disefio presentado en la tabla 6.27 queda de acuerdo a la tabla
6.28.

*Usarlas dos especificaciones de ay n. dadas en (6.14) genera un disefio rotable y ortogonal.

Usar «, pero no el n. sugerido, genera un disefio rotable, pero no ortogonal.
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Tabla 6.28. Disefio con arreglos factoriales 22 con tres puntos centrales y

puntos axiales, o« = 1.414.

Niveles codificados Niveles no codificados
Factor A | Factor B | Factor A | Factor B
-1 -1 2.5 540
1 -1 5 540
-1 1 2.5 1080

1 1 5 1080
0 0 3.75 810
0 0 3.75 810
0 0 3.75 810
—1.414 0] 1.98 810
1.414 0 5.52 810
0 —1.414 3.75 428.2
o] 1.414 3.75 1191.8

Para relacionar los niveles codificados, x;, con los niveles en sus unidades

originales, digamos a;, se usa [43, p. 49]:

méx{ag,a1 }+min{ag,a; }
2

a; —

Li = méx{ap,a1 }—min{ag,a1}

El cédigo en R para obtener el disefio presentado en la tabla 6.28 es:

library(rsm)

dis = ccd(2, n0 = c(3,0), alpha = "rotatable",randomize = FALSE)

dis

## descodificando
dis = ccd(2, n0 = c(3,0), alpha = "rotatable",randomize = FALSE,
coding=1ist (x1~(rela-3.75)/1.25,x2" (presion-810)/270))

dis

El diseiio central compuesto (ccd) es ttil para ajustar modelos de segundo or-

den, esto es para identificar curvatura no solo generada por las interacciones,

344



Diseno y analisis de experimentos

sino también por términos cuadraticos. Primero se va a considerar el modelo
de primer orden o modelo de efectos principales dado por [43, p. 23]:

n = Bo + Bix1 + oo + B3x3 (6.15)

b1
=fo+ (11 2 3) [ B | =Bo+aTb,
N—————
xT 53
——

b
en que z1, T2 y x3 son factores cuantitativos, 3y, 51, f2 y 33 son parimetros
delmodeloyn = E(Y') = pparaelcasodeunmodelolinealon = g[E(Y)] =
g[u] para el caso de un modelo lineal generalizado, vale resaltar que n = E(Y)
es un caso particular de un modelo lineal generalizado. Si al modelo (6.15) se

le agregan interacciones, se tiene un modelo de primer orden con interaccion:

n = Bo + Bix1 + Poxa + B3xz + Braxixe + Pizxix3 + Pagwarxs.

Por otro lado, un modelo de segundo orden es dado por:

n =PBo + B1x1 + Bowa + B3x3 + frax1x2 + Pi3w1x3 + Pazxrars+

2 2 2
Br1x7 + Booxy + Porxy

A % % Z1
772/30+wa+(¢1 T2 x?’) %2 Ba2 % 9
——
~ %3 % B33 T3
~ ~——
B x

=By+x'b+z' Bx.

Ejemplo6.9. Considereel experimento presentado por [42] sobre el proceso de absorcion
del COq de un biogas en una solucion alcalina en que consideraron los factores concen-
tracion inicial de la solucion alcalina (velacion NaaC O3/ NaHCOs3) a los niveles
1.35y 4.04, presion inicial en el reactor a los niveles 1241.05 mbar y 1861.58 mbary la
temperatura del sistema gas-liquido a los niveles 25 °C'y 35 °C'. La variable respuesta
que se va a usar es el cambio del % del C O en el biogas. Los investigadores realizaron
un disefio central compuesto con 4 puntos centrales. Los datos se presentan en la tabla
6.29. Ajuste el modelo y presente la superficie de respuesta estimada.
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Tabla 6.29. Datos ejemplo sobre absorcion del CO; de un biogas

Relacién | Presién | Temperatura | Cambio del % de CO;

-1 -1 -1 9.5744
1 -1 -1 14.1021
-1 1 -1 8.8388
1 1 -1 14.2295
-1 -1 1 10.1957
1 -1 1 18.0527
-1 1 1 9.5429
1 1 1 16.6059
0 0 0 11.0063
0 0 0 11.3211
0 0 0 10.5261
0 0 0 11.0952

-1.68 0 0 6.5599

1.68 0 0 14.6750
0 -1.68 0 12.1961
0 1.68 0 10.7009
0 0 -1.68 9.2532
0 0 1.68 12.1545

Solucion. Inicialmente se ajust6 un modelo de segundo orden, ver tabla 6.30,
en que se observa que los términos cuadraticos para relacién y para tempera-
tura, ylasinteracciones entre relaciény presion, y entre presién y temperatura

tienen P-valor mayor a 0.20, por lo que se retiran del modelo, ver tabla 6.31.

Tabla 6.30. Estimacién de pardmetros para el modelo de superficie de

respuesta ajustado a los datos del ejemplo 6.9

Error
Término Estimador , Valort P-valor
estindar

Intercepto 10.9037 0.6066 17.9753 <0.0001
x1 (Relacién) 2.8181 0.3288 8.5716 <0.0001
x5 (Presion) -0.3824 0.3288 -1.1631 0.278
x3 (Temperatura) 0.9176 0.3288 2.7910 0.024
1 T2 0.0086 0.4296 0.0201 0.984
T I3 0.6252 0.4296 1.4554 0.184
T2 I3 -0.1864 0.4296 -0.4340 0.676
l’% 0.2424 0.3416 0.7096 0.498
m% 0.5362 0.3416 1.5697 0.155
x% 0.2730 0.3416 0.7991 0.447
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Tabla 6.31. Estimacion de parametros para el modelo de superficie de
respuesta ajustado a los datos del ejemplo 6.9

Término Estimador Efror Valort P-valor
estandar

Intercepto 11.3625 0.3314 34.281 <0.0001
1 (Relacién) 2.8181 0.2868 9.824 <0.0001
T2 (Presién) -0.3824 0.2868 -1.333 0.2073
3 (Temperatura) 0.9176 0.2868 3.199 0.0076
1 T3 0.6252 0.3748 1.668 0.1211
x% 0.4470 0.2870 1.557 0.1454

En la figura 6.14 se presentan perspectivas de la superficie de respuesta
ajustada.

o

200 19P % 1P olqued

200 18P % 19P 0IGWED
>

R
R

2
22

Figura 6.14. Perspectivas de la superficie de respuesta ajustada a los datos del
ejemplo 6.9
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Las instrucciones en R usadas en el ajuste del modelo son:

library(rsm) ;library(plotly) ;library(ggplot2);library(data.table)
remove(list=1s())
rela=c(1.35,4.04);(rela[2]+relal1])/2;(rela[2]-relal1])/2
presion=c(1241.05,1861.58) ; (presion[2] +presion[1])/2
(presion[2]-presion[1])/2
temp=c(25,35) ; (temp [2]+temp[1])/2; (temp[2] -temp[1])/2
dis = ccd(3, n0 = c(4,0), alpha = "rotatable",
coding=list(x1” (rela-2.695)/1.345,x2" (presion-1551.315)/310.265,
x37(Temp-30)/5) ,randomize = FALSE)
dis
cambio=c(9.5744,14.1021,8.8388,14.2295,10.1957,18.0527,9.5429,
16.6059,11.0063,11.3211,10.5261,11.0952,6.5599,14.6750,
12.1961,10.7009,9.2532,12.1545)
summary (rsm(cambio~S0(x1,x2,x3) ,data=dis))
ajuste=rsm(cambio~F0(x1,x2,x3)+TWI(x1,x3)+PQ(x2) ,data=dis)
summary (ajuste)
op <- par(no.readonly = TRUE)
par (mar=c(0.8,0.8,0.8,0.8))
layout (matrix(c(1,2,3,3), 2, 2, byrow = TRUE))
persp(ajuste, “x1+x2+x3,xlabs=c("Concentracidén inicial",
"Presidén inicial","Temperatura"),
zlab = "Cambio del % del CO2",
contours = list(z="bottom",col="colors"), #posicidén y color
at = c(summary(ajuste$canonical$xs)),theta=30,phi=10)
par (op) ; par(mfrow=c(1,1))
hnp: :hnp(ajuste,halfnormal=F)
## Graficos 3D
par (mfrow=c(2,2))
a=contour (ajuste, “x1+x2+x3, image=TRUE)
par (mfrow=c(1,1))
## al[[1]] corresponde a Relacidn (x1) con Presidén (x2) con
## temperatura=30 (temperatura central)
X1=a[[1]11$x; X2=al[1]1]1$y; X3=al[1]]1$z
figura = plot_ly(x="X2,y="X1,z="X3) %>%
add_surface(showscale=FALSE,
contours = list(z = list(show=TRUE,usecolormap=TRUE,
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project=1list(z=TRUE))))
figura)>/layout (scene=list (yaxis =
list(title = "Concentracidén inicial",
range = c(0.3,5)) ,xaxis = list(title = "Presidn inicial",
autorange="reversed",range = c(1000,2100)),
zaxis=list(title="Cambio del % del C02")))
## a[[2]] corresponde a Relacidn (x1) con Temperaturan (x3) con
## presidn=1551,3 (presidén central)
X1=a[[2]]1%x; X2=a[[2]]1%y; X3=al[2]1%z
figura = plot_ly(x="X2,y="%X1,2z="X3) %>%
add_surface(showscale=FALSE,
contours = list(z = list(show=TRUE,usecolormap=TRUE,
project=1list (z=TRUE))))
figural,>/layout (scene=list (yaxis =

list(title = "Concentracidén inicial",

range = c(0.3,5)) ,xaxis = list(title = "Temperatura",
autorange="reversed",
c(21,39)) ,zaxis=list(title="Cambio del % del C02")))

## al[[3]] corresponde a Presidén (x2) con Temperaturan (x3) con

range

## relacion=2,69 (relacidén central)

X1=a[[3]1$x; X2=al[[3]]1$y; X3=all31]%$z

figura = plot_ly(x="X2,y="%X1,2z="X3) %>%
add_surface(showscale=FALSE,

contours = list(z = list(show=TRUE,usecolormap=TRUE,

project=1list (z=TRUE))))

figuray>/layout (scene=list (yaxis =
list(title = "Presidn inicial"),

xaxis = list(title = "Temperatura",autorange='"reversed",

range = c(21,39)) ,zaxis=list(title="Cambio del % del C02")))

VAl

7. Ejercicios

7.1 Presentar la tabla de andlisis de varianza con las columnas: causa de va-
riacion, grados de libertad y sumas de cuadrados, para el disefio pre-
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7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

7.7

7.8

7.9

7.10

Confusion y disenos con arreglos factoriales fraccionados

sentado en la tabla 6.6, asumiendo submuestreo en que n* es el nimero

de unidades observacionales por unidad experimental.

Realizar el analisis de residuales al modelo seleccionado en el ejemplo

6.4. Incluir graficos.

Para tres niveles desigualmente espaciados x1, 2 y x3 de un factor cuan-
titativo, construya polinomios ortogonales lineales y cuadraticos comen-
2 .2 2
zando con las columnas de entradas (1,1,1), (1, 22, x3), (7, 5, 23) ¥
usando el procedimiento de ortonormalizacién de Gram-Schmidt [61,

p. 244]. Ajuste los datos del ejemplo 6.6.

Para un disefio 3(}‘_,2 con generadores del disefio ABC'y AB2?D, en-
cuentre, justificando adecuadamente, todos los efectos clear o transpa-
rentes [61, p. 247].

Considere un disefio 22 x 33. Obtenga un posible sistema de confusién

para bloques de tamano 6 [33, p. 495].

Construya un sistema de confusion parcial para el disefio con arreglos
factoriales 3% en bloques de tamafio 3 tal que al menos informacién par-
cial pueda se obtenida acerca de la interaccion de dos componentes y
que se tenga informacién completa de los efectos principales [33, p. 495].

Construir un disefio 3° 2 con I = ABC eI = CDE [4], p. 389]. Es-
cribir la estructura de los alias de este disefio. ;Cudl es la resoluciéon de

este disefio?

Sugiera un sistema de confusién para un experimento 3° en 27 bloques
de tamarfio 9 si todas las interacciones de dos factores y la interaccién de
tres factores ABE son estimables [21, p. 491].

Sugiera un esquema de confusion para un disefio con arreglos facto-
riales 22 x 32 x 6 en 12 bloques de tamafio 18 [21, p. 493]. ¢Bajo qué
circunstancias este disefo seria ttil? Presente dos bloques del disefio.

Derive la relacién de alias para el disefio 53! con C = AB [61].
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7.11 Considere el modelo
Yisj =+ 7i +7s + (T7)is + Bj(s) + €isy

en que Y;s; denota la respuesta del individuo en el tratamiento 7, locali-

dad s, bloque j.
Si
a k a k b
Som= D= (i = D (T)is = D By = 0
im1 s—1 i=1 s=1 Jj=1
entonces

- es la media general.
7; : es el efecto del tratamiento 3.
~s : es el efecto de la localidad s.
(77)is : es el efecto de la interaccién tratamiento por localidad.

Bj(s) : es el efecto del bloque j anidado en la localidad s.

Asumiendo que 7; y vs son efectos fijos, y () es un efecto aleatorio:
= Presentelamatriz diseflo matricialmente considerandoa = 2,k =
3yb=3.

= Construya la tabla de anilisis de varianza con causa de variacion,
grados de libertad, sumas de cuadrados, cuadrado medio, espe-

ranza del cuadrado medio y F-calculado.
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Capitulo 7

Diseno anidado en
dos etapas






Diseno y analisis de experimentos

En este capitulo se realiza una breve introduccion al disefio anidado en 2 eta-
pas presentando tres casos, uno en que los dos factores son de efectos fijos,
otro en que el factor no anidado es de efectos fijos y el factor anidado es de
efectos aleatorios y el tltimo cuando los dos factores son de efectos aleatorios.

Un factor B se dice que estd anidado dentro de un factor A si cada uno de

los niveles de A es observado solo con un nivel del factor B [21, p. 671].

Ejemplo 7.1. Ilustrativamente, considere una empresa manufacturera de moldes de
plastico que desea reemplazar el ingrediente tradicional por una alternativa mas bara-
ta. Para determinar si la alternativa mas barata es adecuada, diseiian un experimen-
to en que consideran, ademas de los dos ingredientes, las fabricas, ya que la compaiiia
cuenta con tres fabricas en diferentes partes del pais, en las que el clima es diferente (con-
sideran que puede afectar el producto). Adicionalmente, para tener en cuenta el factor
humano, en cada fabrica el experimento sera realizado por dos operadores y se replicara
7 veces. Ver tabla 7.1.

Tabla 7.1. Datos de un disefio anidado en dos etapas - ejemplo

Ingrediente 1 Ingrediente 2
Lugar1 Lugar 2 Lugar 3 Lugar1 Lugar 2 Lugar 3
Operario Operario Operario Operario Operario Operario
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 I 12

Y1111 | Y1121 | ¥1231 | Y1241 | Y1351 | Y1361 | Y2171 | Y2181 | Y2291 | ¥2,2,10,1 | ¥2,3,11,1 | ¥2,3,12,1
Y1112 | Y1122 | Y1232 | Y1242 | Y1352 | Y1362 | Y2172 | Y2182 | Y2292 | ¥2,2,10,2 | ¥2,3,11,2 | ¥2,3,12,2

Yillr | Y112r | Y1237 | Y1247 | Y135r | Y136r | Y217r | Y218r | ¥220r | ¥2,2,10,r | ¥2,3,11,r | ¥2,3,12,r

Si el ingrediente es el factor A, el lugar el factor B y el operario el factor C, entonces

los factores Ay B estan cruzados, y el factor C' esta anidado en la interaccion AB.

Ejemplo 7.2. Ilustrativamente considere un experimento con seis tipos de maquinas
para medir 0zono (en ppb - partes por billon) en tres estaciones de medicion. Dos empre-
sas manufacturan estas maquinas, cada una manufactura tres tipos de maquinas. Los
valores de 0zono recolectados se presentan en la tabla 7.2.
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Diseno anidado en dos etapas

Tabla 7.2. Datos ilustrativos sobre nivel de ozono (O3 en ppb) - ejemplo 7.2

Empresal Empresa2
Estacién | Maq. tipo1l | Maq. tipo 2 | Maq. tipo 3 | Maq. tipo 4 | Maq. tipo 5 | M4q. tipo 6
1 18 25 15 20 21 63
2 30 45 42 35 49 23
3 53 45 104 50 58 147

1. El modelo

Segtn [21, p. 672], sean dos factores en que el factor B estd anidado en el factor
A. Elrespectivo modelo es dado por:

Yijk = 1+ ai + By + €ijks (7.1
coni=1,2,...,a, j=1,2,...,b, k=1,2,...,r, siendo:

= y;ji, s larespuesta de la unidad experimental que fue asignada a la ré-

plica k del nivel j del factor B que estd anidado en el nivel 7 del factor
A.

= ¢;j; es el componente asociado con el error aleatorio que se asume
2
Cijk ~ N(O, O‘e).

Asumiendo las restricciones:

a b
dai=0 y Y Bjn=0i=1,..4q,
i=1 j=1

se tiene que:

= «; es el efecto medio del nivel i del factor A con respecto a la media ge-
neral.

= f3;(;) es el efecto medio del nivel j del factor B en el nivel i del factor A

con respecto a la media general.
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Matricialmente

Considerando las restricciones para los oy los 3 se tiene que:

Diseno y analisis de experimentos

artoag+ - +a,=0 luego a,=—a1 —az— - —ag_1
By + Bay + -+ Bory =0 luego  Byry = —Bia) — Bor) — - — Bo-1(1)
Bi(a) + B2ga) + -+ Bpa) =0 luego  Bya) = —Bia) — B2a) = — Bo—1(a)-
Asi, el modelo matricialmente escrito es:
Y =XB+E
rvia 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0
Yiir 1 1 0 0 1 0 0 0 0
Yi01 1 1 0 0 0 1 0 0 0
Yiop, 1 1 0 0 0 1 0 0 0
Yip 11 1 1 0 0 0 0 1 0 0
: : : a7 = ]
: o : : e
Yip_1r 1 1 0 0 0 0 0 0 oo
Yip1 1 1 0 o|-1 -1 - 0 0
v il N . 0 of | 2ot
1br — — —
You1 1 0 1 ol o o 0 0 of | A1
Ba(1)
= . . . . . . . . +e,
Yo1, 1 0 1 0 0 0 0 0 0 '
By—1(1)
You1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 :
Yo 1 0 1 0 0 0 0 0 0 :
. . . . . . . _/Bbil(a)_
Ya11 1 |-1 -1 -1 0 0 0 1 0
Yoir 1 |l-1 -1 -1 0 0 0 1 0
Yab1 1 -1 -1 —1 0 0 0 -1 —1
L Yaor | [1 | =1 -1 —1 0 0 0 —1 —1
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Diseno anidado en dos etapas

enque X ' X se puede escribir como:

2 1 1 2 1 1

1 2 ... 1 2 ...01
XTX =abrobr| . . e Le®r | L A

11 ... 2 1 1 ... 2

(a—1)x(a—1) L (b=1)x(b—-1)

porque:
abr 0 0 0 0 o ... 0 ... 0 0o ... O
0 2br  br ... br 0 o ... 0 ... 0 0o ... O
0 br  2br ... br 0 o ... 0 ... O o ... O
0 br br ... 2br O o ... 0 ... O o ... O
0 0 0 0 2r 0 0 0
0 0 0 0 r  2r 0 0 0
XTX = :
0 0 0 0 r r 2r 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 2r r
0 0 0 0 0 0 0 r  2r r
0 0 0 0 0 o ... 0 ... r roo... 2r

Vale sefalar que, en este caso, @ indica suma directa de matrices, esto es, sean

A1, As, -+ | A, matrices no necesariamente del mismo orden:
A 0 ... O

0 A, ... O
Ao A DDA = .
0 o ... A,
El estimador minimos cuadrados de 3 es dado por:

B=(X"TX)"'XTy.

Nota7.1. Lamatrizinversa delamatrizI,, + J,, siendo J,, = 1n1;, es dada por:

1

(InﬁLJn)_l:In* 1+n

n-
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Luego:

11 1 1 1
(XTx) = _— (?“1_aL”OEBLJ“®<AFY_FMA>}

~abr 7 br

Ejemplo7.3. Continuando con el ejemplo 7.2, presente el modelo usando las restriccio-

nes de la suma y encuentre el estimador de 3.
Solucidn. Se tiene que el modelo es dado por:

Yigh = p+ai+ By + 0 + e i=1,2, j=1,2,3, k=123,
donde:

» Vi eslarespuestaenlaestacion k del nivel j del factor tipo de maquina

que estd anidado en el nivel i del factor empresa.

= ¢;j;; es el componente asociado con el error aleatorio que se asume
2
eijk ~ N(0,0’ )

Asumiendo las restricciones:

01 +02+03=0, a1 + a2 + a3 =0y By + Boiy =0, i =1,2,3,
en que:

= ; es el efecto medio de la empresa i con respecto a la media general.

= Bj;) es el efecto medio del tipo de maquina j de la empresa i con res-

pecto a la media general.

= 0 eselefectomedio delaestacién k en que se mide el ozono. Este efecto
se va a considerar como efecto de bloque.

Matricialmente el modelo seria dado por:

Y =XB+e,
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con:

a;
Bia)

Ba(1)

Bi2)

ﬂ2(2)

g

2

—1

-1

0
1

18
30
53
25
45

45

15
42

104

20
35
50
21

49

58
63
23
147

. ~1
,esnecesario evaluar (XTX) ,

Para calcular el vector de parametros estimados, 3

en que:

XX =180180 [T, ®3(I2 + J2)] ©6(Iy + Js)

0
0
0
0
0
0

0 0 00 0 12

0 00 0O

18

0 18 0 0 0 O

0
0
0
0
0
0

0 6 3 00
0 3 6 00
0 0 0 6 3
0 00 3 6

6
12

6

0 00 0O
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luego:
1 1 1 1 1 1
X'X)%'=—0o—_—a|-TI I,— —— ~ (1 -
( ) 18@18®|:3 2®(2 1+2J2):|@6<2 1_~_2J2>
5 0 0 0 0 0 0 0
0 3 0 0 0 0 0 0
0 0 (1-13) -1 0 0 0 0
_1]o0 o0 -+ (1-3 0 0 0 0
30 o0 0 0 (1-3) -3 0 0
0 0 0 0 -+ (1-3) 0 0
0 0 0 0 0 0 +(1-3) -3
0 0 0 0 0 0 -+ 1(1-3
y por tanto:
46.8333
—4.9444
—8.2222
5 —3.5556
P=1 167778
—9.1111
—19.8333
-9.5

2. Analisis de varianza

Para el andlisis de varianza se debe tener en cuenta que las fuentes de varia-
cién son variacion debida al factor A y variacién debida al factor B, que esta
anidado en el factor A. Esto implica separar la varianza debida al factor Ay
la varianza debida al factor B. Por tanto, se subdivide la matriz disefio en dos
partes, en que una parte corresponde a las columnas asociadas con el factor
A (X )y la otra parte corresponde a las columnas asociadas al factor B que
estd anidado en el factor A (Xﬁ(A)), es decir:
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Diseno anidado en dos etapas

y

Xpa) =

1 0 0
Lo
G
-1 —1: 0
o oo
0o oo
o 0
0 . o ..

La tabla de andlisis de varianza se presenta en la tabla 7.3.

Tabla 7.3. Andlisis de varianza para un disefio anidado en 2 etapas,

balanceado
Causade Grad. de Sumade Cuadrado
variacién libertad cuadrados medio
Factor A a—1 Y'P.Y SCFfl
a —
SCFB(A)
Factor B(A) a(b — 1) YTPﬁ(A)Y m
SCE
Error ab(r—1)|Y'Y -Y PxY ab(r — 1)
Total abr -1 Y'Y — ng?
y= Z Z Zymk Px=X(X'X)"'Xx"
br (= 1j=1k=1
-1
Po=Xo(XaXa)'Xa Py =Xpw) (X Xsw)  Xiu
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Para la interpretacion del P-valor se consideran tres casos, uno en que los
dos factores son de efectos fijos, otro en que el factor no anidado es de efec-
tos fijos y el factor anidado es de efectos aleatorios y el altimo cuando los dos

factores son de efectos aleatorios.

2.1. Casos a considerar para la interpretacion del
analisis de varianza

Caso1: Los a; y los 3j(;) corresponden a efectos fijos. Las hipétesis de interés
son:

» Hyo: a; =0 Viversus Hy, : Almenosuna; # 0y

= Hogeay: Bja) =0 Vi, jversus H,g(4) : Almenos un 3;(;) # 0.

Hy,, se rechaza si el P-valor asociado al factor A es menor que un nivel
de significancia dado « en la tabla de analisis de varianza, tabla 7.4, y
se considerard que hay diferencia estadistica significativa entre el efec-
to medio de los niveles del factor A sobre la respuesta. Igualmente para
Hog(a)- Dificultades en la interpretacién y andlisis de este tipo de di-
seflo son discutidos en [62]. Para deduccidn de la tabla de analisis de

varianza, ver anexo 1.

Tabla 7.4. Analisis de varianza para un disefio en anidado en 2 etapas,

balanceado con a; y 3;(;) asociados a efectos fijos

Causade Grad.de Sumade
variacion libertad cuadrados F-calculado E(CM)
CMFA a

_ T 2, _br 2

Factor A a—1 Y P.Y CME o + 25 Z; le%:
CMFB(A) Loa b

Factor B(A) a(b— 1) YTPﬁ(A)Y w O'g + a(—1) L;]:1ﬁ32(z)
Error ab(r—1)|Y'Y - Y TPxY P
Total abr — 1 Y'Y — ng?
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Ejemplo 7.4. Continuando con el ejemplo 7.2, realice el analisis de varianza y
concluya.

Solucion. Se tiene que:

y Pxy=>51746, y' Poy=440.0556 y' Pg 4y =3761.111
y' Psy = 8064.3333 y'y =57951 y ni? = 39480.5.
La tabla de anlisis de varianza respectiva se presenta en latabla 7.5y se

concluye que no hay efectos estadisticamente significativos en la media

de la medicién de ozono ni por tipo de maquina ni por empresa.

Tabla 7.5. Analisis de varianza para los datos el ejemplo 7.2 asumiendo que
los factores tipo de maquina y empresa son de efectos fijos

Causa de variacién Grad.de| Sumade |Cuadrado | F-calculado | P-valor
libertad | cuadrados | medio

Empresa 1 440.1 440.1 0.709 0.4194

Tipo de miquina (empresa) 4 3761.1 940.3 1.515 0.2701

Lugar 2 8064.3 4032.2

Error 10 6205 620.5

Total 17 18470.5

Las instrucciones en R para el ajuste del modelo presentado en la ta-
bla 7.5 son:

remove (1list=1s())

empresa=factor(gl(2,9,18))

contrasts (empresa)=contr.sum(levels(empresa))

tipomaquina=factor(gl(3,3,18))

contrasts (tipomaquina)=contr.sum(levels(tipomaquina))

estacion=factor(gl(3,1,18))

contrasts(estacion)=contr.sum(levels(estacion))

ozono=c(18,30,53,25,45,45,15,42,104,20,35,50,21,49,58,63,
23,147)

ajuste=aov (ozono~empresa+empresa/tipomaquina+estacion)

ajuste$coef; summary(ajuste)
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summary (aov (ozono~empresa+estacion))

summary (aov (ozono~estacion))

4

Los a; corresponden a efectos fijos y los 3;(;) corresponden a efectos

aleatorios.

Las hipétesis de interés son:

= Hyoo: a; =0 Viversus Hy, : Almenosuna; # 0y

" Hog: 0%(,4) =0 versus Hyp :aé(A) > 0.

Hp se rechaza si el P-valor asociado al factor B(A) es menor que un ni-
vel de significancia dado avenla tabla de analisis de varianza, tabla 7.6,y
se considerard que la varianza debida al factor B(A) es estadisticamen-
te significativa. La interpretacion respectiva para Hy, es similar al

casol.

Tabla 7.6. Analisis de varianza para un disefo en anidado en 2 etapas,

balanceado con a; asociado a efectos fijos y 3 ;) asociado a efectos aleatorios

Causade Grad. de Sumade
variacién libertad cuadrados F-calculado E(CM)
CMFA a

Factor A a—1 Y'P.Y o2 4o, + a?
CMFB(A) Oe 98(A) T a—1 Z;
CMFB(A

Factor B(A)| a(b—1) Y ' PgaY WE(‘) o+ TO’Z(A)

Error ab(r—1)|Y'Y - YTPxY o2

Total abr — 1 Y'Y —ng?

Fuente: [21, p. 680].

Ejemplo 7.5. Continuando con el ejemplo 7.2, si los tipos de maquina usados
en el experimentos son, simplemente, una muestra aleatoria de maquinas que

fabrican las dos empresas, presente el analisis de varianza.
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Solucion. El analisis de varianza correspondiente presentado en la ta-
bla 7.7 indicaria que no hay efectos significativos en la media de la me-
dicién de ozono por empresa y que la varianza debida a las maquinas

tampoco es significativa.

4

Tabla 7.7. Analisis de varianza para los datos el ejemplo 7.2 asumiendo que el

factor maquina es un efecto aleatorio y el factor empresa es un efecto fijo

Causade Grad.de | Sumade | Cuadrado | F-calculado | P-valor
variacién libertad | cuadrados medio

Empresa 1 440.1 440.1 0.468 0.5315
Maquina (empresa) 4 3761.1 940.3 1.515 0.2701
Lugar 2 8064.3 4032.2

Error 10 6205 620.5

Total 17 18 470.5

Caso3: Los ; ylos 3;(;) corresponden a efectos aleatorios.

Las hipétesis de interés son:

s Hoo:02=0 versusHy,:02>0y

= Hop: 04y =0 versus Hyg : 054 > 0.

Hy,, se rechaza si el P-valor asociado al factor A es menor que un nivel
de significancia dado « en la tabla de analisis de varianza, tabla 7.8, y
se considerard que la varianza debida al factor A es estadisticamente

significativa. La interpretacion respectiva para Hog es similar al caso 2.

Ejemplo7.6. Continuando conelejemplo7.2, siseasume quelostipos de maqui-
na usados en el experimento son una muestra aleatoria de maquinas que fabrican
las empresas, y que las empresas son seleccionadas de una poblacion de empresas

que fabrican maquinas para medir 0zono, presentar el analisis de varianza.
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Tabla 7.8. Andlisis de varianza para un disefio en anidado en 2 etapas,

balanceado con a; y 3;(;) asociados a efectos aleatorios

Causade Grad. de Suma de
variacion libertad cuadrados F-calculado E(CM)
CMFA

Factor A -1 Y'P.Y | o} 5 2

actor a CAMFB(A) o: +roj + rbog,
T CMFB(A) 2 2

Factor B(A) | a(b—1) Y PgaY —CiE o; + 103

Error ab(r—1) | Y'Y - Y "PxY o2

Total abr — 1 Y'Y —ng?

Fuente: [41, p. 559].

Solucién. En la tabla 7.7 se presenta el anilisis de varianza e indicaria
que lavarianza debida ala maquinasylavarianza debida alas empresas
no es significativa.

Unaaplicacién de disenos anidados considerando todos los factores alea-

torios se puede consultar en [46].

367






Apéndice A
Inversa
generalizada






Diseno y analisis de experimentos

Se presentan dos tipos de inversa generalizada:

= Inversa de Moore-Penrose.

= Inversa generalizada.

1. Inversa de Moore-Penrose

Dada una matriz A, hay una tnica matriz M ;) tal que, ver [30, p. 497]:
L ApxgMgxpApxq = Apxq-
2. MgxpApxqMgxp = Mgxp.
3. AM essimétrica.

4. M A es simétrica.

Para encontrar a M se puede usar la factorizacion:
Ap><q = KpXTLT‘XQ7

con K, una matriz de rango columna completo r y L, una matriz de rango fila

completo r. M es dada por:
~1
MqXp = LTTXq (K;XrAquijq) K;IXT' (A.1)

Un procedimiento, para encontrar K y L, es usar la forma candnica

a5 2)

y a partirde Py Q se obtienen K y L:

L
Pl'= (K, W, y Q'= )
( pX px(p )) W (4-r)xa

Ejemplo A.1. Encontrarla inversa de Moore-Penrose de la matriz:

equivalente:

1 2 4 3
Ay =13 -1 2 -2
5 —4 0 -7
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Inversa generalizada

Solucion. Se tiene p = 3y g = 4. Para encontrar P se realizan operaciones
entre las filas de A hasta obtener una matriz triangular superior. Estas opera-
ciones también se realizan sobre una matriz idéntica de orden p x p. La matriz

resultante es P. Veamos:

fila 1x-3
12 431100 (-3 =6 -12 -9)|(-3 0 0)
3 12 20010 —
fila 1x -5
5 —4 0 —70 0 1
(75 10 —20 —15)‘(—5 0 0)
fila 1x -3+ fila 2
fila 1x -5+ fila 3
1 2 4 3|1 00 a2 9
0 —7 —10 -11|-3 1 0 —
(0 14 20 22)‘(6 —9 0)
0 —14 -20 -22/-5 0 1
1 2 4 3|1 o0 o0
fila 2x—2+fila 3 =— 0 -7 —10 —11|-3 1 0
00 0 0|1 -2 1
———
P
portantor = 2y:
1 0 0 10 0 10 0
P=|-3 1 0|,P'=|3 1 0|,Ksxa=13 1| yWayx1= {0
1 -2 1 5 2 1 5 2 1

Para encontrar @Q se realizan operaciones entre las columnas de A hasta ob-
tener una matriz triangular inferior. Estas operaciones también se realizan
sobre una matriz idéntica de orden ¢ x g. La matriz resultante es Q). Veamos:

1 2 4
3 -1
5 =4 0

OOOD—‘I
Ob—‘OOI

3 -2
-2 —6
-7 —10
= columna 1x-2= -1,

0 -2

0 0

0 0

1 0
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—4 -3

-12 -9

—-20 —15

columna 1x —4= _4 ,columna 1 x —3 = _3
0 0

0 0

0 0

sumando, respectivamente, se tiene:

1 0 0 0 0
3 -7 —-10 -11 10
5 —14 —-20 -22 20
- _=>columna2><_—10: -
1 -2 -4 -3 7 20/7
0 1 0 0 -10/7
0 0 1 0 0
0 0 0 0
0
11
22
columna 2 x _— = -1,
7 22/7
~11/7
0
0
sumando, respectivamente, se tiene que:
1 0 0 0
3 -7 0 0
5 =14 0 0

1 -2 —8/7 17
0 1 —10/7 -11/7
0 0 1 0

0 0 0 1
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dividiendo la columna 2 por -7:

1 0 0 0
3 1 0 0
5 2 0 0
1 2/7  =8/1 17
0 -1/7 -10/7 —11/7
0 0 1 0
0 0 0 1
Q
Luego:
1 2/71 =8)7 1/7 1 2 4 3
|0 -1/7 —10/7 -—11/7 . |0 =7 —10 -11
Q= 0 0 1 0 Q = 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
Por tanto:

1 2 4 3 00 10
2xd (0 —7 —10 —11) Y Saxs <0 0 0 1)

Usando (A.1):

1 0 1 0
2 7 13 o5\ [t L 7 1 3 5
M = B < > 3 -1 2 -2 B [ }
4 —10 01 2 4 -10 01 2
5 —4 0 -7
3 —11 3 —11
1 0
-1
|2 7| (81 465 1 3 5
14 —10] \-45 219 0 1 2
3 —11
1 0 219 192 165
-1
1 |2 -7 (219 -465 1 3 5\ 1 [123 6 —111
T 3186 |4 —10 45 —81 0 1 2/ 3186|426 228 30
3 —11 162 —18 —198
7
1 0 0 O
Ejercicio A.1. Verificarque PAQ = |0 1 0 0 | enelejemploA.l.
0O 0 0 O

Ejercicio A.2. Verificar que M es la inversa de Moore-Penrose de A en el ejemplo A.1.
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2. Inversa generalizada G

Dadaunamatriz A, si Gxp es unainversa generalizada de A, se tiene que
G satisface el punto 1. de la inversa de Moore-Penrose, esto es, AGA = A.

Un método para obtener G dada una matriz A, de rango r es:

1. Obtener una submatriz A; de rango r:
A A
A 11 12
Az A
2. Calcular A

3. Sustituiren A los elementos de A/, por sus correspondientes A;' y

hacer todos los otros elementos iguales a cero.
EjemploA.2. Encontrarlainversageneralizada dela matriz A dada en el ejemploA.1.

Solucion. El rango de la matriz A dada en el ejemplo A.1es r = 2. Los pasos

para obtener G son:

1 2
1. Obtener una submatriz A;; derango2: Aj; = <3 1) .

2. Sustituiren A" los elementos de A{; por sus correspondientes A 'y

hacer todos los otros elementos iguales a cero:

A (T2t
1 3/7 —1)7

)7 2/7 0
3/7 —1
G |37 -yT o
0 00
0 00

Ejercicio A.3. Verificar que G obtenido en el ejemplo A.2 es la inversa generalizada de
A dadaen el ejemplo A.1.
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Nota A.1 (La matriz X ' X). Si G es una inversa generalizada de X X, G =
(X D¢ |, se tienen las siguientes propiedades:

1. G también es una inversa generalizada de X " X .
2. XGX "X = X, estoes, GX " esuna inversa generalizada de X .
3. XGX " esinvariantea G.

4. XGX" essimétrica.

Veamos: 1. Sesabeque X' XGX "X = X" X, luego:

xXTx (XTX)_ XTx=-XxTXx
~ T .
[XTX (XTX> XTX] - (XTX>
1T
xXTx [(XTX) } X'x=x"x.

T
Entonces [(XTX) ] — G esunainversa generalizada de X ' X.
2. Teniendo en cuenta que [30, p. 52]:

= Para cualquier matriz A, «,, se puede probar que A = 0siysolo
siATA=0.

» Para cualquieras matrices A, xn, Brnxpy Crnxp, se puede probar
que AB = AC'siysolosiATAB = AT AC.

Entonces:

X' X (XTX) X' X=XxT X I
~ N~ N~
AT A AT A C

generalizada

por tanto, (XTX) " X ' es una inversa generalizada de X.
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3. Usando el resultado de [30, p. 119], sean las matrices A,,xn, Bpxn ¥
Ciuxg- SiR(B) C R(A)yC(C) C C(A)' se tiene que BA™C es

invariante a la escogencia de la inversa generalizada A~ sea:
BAC= X (XTX>_ xT,
<~ <~
B “~———— C
P
luego se necesita encontrar L'y R tal que:
B=LA
C =AR.
Sea:
X=LX'X
X" =X"XR,
de la propiedad 2. se tiene que:
X(X'X) X'X=X = L-X(X'X)
a7 a7
xTx [(XTX) ] x"=x" = R= [X (x7x) } .
AsiX (X'X) X'esinvariantea (X 'X) .

4. Usando que para cualquier matriz A, (A~) " es una inversa generali-
zadade AT [30, p. 117]. En este caso, si A~ = (XTX)_ es la inversa
AT
generalizadade A = X' X, (A7)T = [(XTX) } es una inversa
generalizada de (XTX) T X " X,y entonces:

[X (XTX)_ XT} "_x [(XTX>_} ! xT

'El espacio columna de A, xn, denotado por C(A), es el conjunto de todos los vectores
columna m-dimensionales tales que se pueden expresar como combinaciones lineales de las n
columnas de A:

zia1 + 202 + -+ + Tpan = Az,

con z; escalary a; la i-esima columna de A [30, p. 27].
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la cual por la propiedad 3. es invariante a G, entonces:

X [(XTX>_} "xTox (XTX)_ xT.

7
Nota A.2. Sea A~ unainversa generalizada de A. Entonces:
i) Laecuacion Ax = des consistentesi AA™d = d [30, p. 121].
ii) Cualquier solucion es de la forma, ver [30, p. 141]:
z=Ad+(I-AA)z, A.2)

para algin vector columna z.

Retomando la ecuacién (2.4), si X ' X es singular, A = XX,z = ,3 y
d=X"yen(A.2):

se puede determinar si es una ecuacioén consistente y encontrar una solucion.
Veamos: )
xT x (XTX> Xy=XxTy—d
—_———

inversa gener. de X T

luego X "X 3 = X "y esunaecuacién consistente.

ii) Se tiene una solucién para 3y es dada por:
3= (XTX> Xy + {I - (XTX) B XTX] z (A3)
para algin z y, por tanto, se tendran infinitas soluciones. En particular:

B=(X"X)"X"y.
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Diseno y analisis de experimentos

1. Variables aleatorias involucradas en el
diseno completamente aleatorizado

Elproceso de aleatorizacion de las unidades experimentales a los tratamientos

o viceversa puede ser expresado matematicamente por [33, p.155]:

1 Silaunidad experimental k esta asociada con el nivel ij

3
ij —
0 enotrocaso,
conk=1,...,n; 1=1,...,a; j=1,...,r.Portanto:
1
k _ _
P(oh=1) =~
1
kY _ E _ _
w (4) =+ (i -1) -
2
B (%)

1
n
1 1 . /- i
’ - Sik k 52 7
p(oh =16, =1) =4 """ FRAE
0 en otro caso
Sik=Fk,ij =17
L Sik#£K,ij £y
en otro caso
k k'
-5 Sik==FK,ij =iy
A1 — 5 SikAK,ij#£d]
Sik=Fk,ij #ij
. Sik #k,ij =17

E (5@5’?’ ) —

l] Z/j/

Cov (85,95 )

75

~

I
=
3= 3=~ O 3= 3=
(9]
En
(=9
N

Seresalta quelos 5@- sonvariables aleatorias Bernoulli e idénticamente dis-

tribuidas, pero NO son independientes.
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11. Respuestas y observaciones conceptuales

Suponga que el tratamiento i es aplicado a la unidad experimental k. La ver-
dadera (o conceptual) respuesta es un niimero, el cual se denotara por 7. Sin
embargo, no se pueden observar todos los T;, porque el tratamiento i es apli-

cado solo a algunos k. Para asociar lo que se observa y los Tj;, se usa 55:

n
Yij =Y 65T (B.1)
k=1
donde 55]- es aleatorio y Ty es fijo. Asi, sila unidad k estd asociada con el nivel

ij (tratamiento i, replica j), se observa T.

Ejemplo B.1. Supongaa = 2,7 = 2y N = 4, entonces los 55 se pueden colocar en
un arreglo como:

0 Oly 03 O3

0ty Oty 03, 03,

0ty Oty 03, 03

0y iy 0y O3
Luego 63, = 1 significa que la unidad experimental 3 vecibe el nivel 12 (tratamiento 1,
réplica 2). Estosignificaque 3, = 83, = 03y = 0y 01y = 62, = 61y = Oy ademas
Y12 = Tis. 'a

n a T
NotaB.1. Engeneral > 55- =1y > > 51’-“]- =1.
k=1 i=1j=1
Por otro lado, T;x se puede escribir como:
Tix = Tig + Tie — Tiw + To, — Tae + Toos — Tow + Toe — T, (B.2)

en que:

n a

n
:Lkz iy Tk = = ZTzk y T**—%ZZTM

k=1 i=1

Reordenando T}, queda:
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Ademds, si se asume que:
Tix, = T; + Uy,

esto es, que T es el resultado de la respuesta debida al tratamiento mas la

respuesta debida a la unidad experimental, se tiene que:

h=1 k=1
T*kiiilﬂk_ié(T—l-Uk) T + Uy
Tor = nlznjz :ééiza;TJFUk
ni kf:}:: +;;Uk>:<nZT—I—aZUk>
=T+U.

Notando que el dltimo término de (B.3) es cero, esto es:
Ek_ﬂ* _T*k+T** :%+%_%_ﬁ_i‘_%+7+ﬁ:0,

T se puede escribir como:

T+U 14 0-T-U  T+U—T-U 0
=(T+0)+(T; = T)+ Uy - U)
N e e e,
1% Ti Uk

Tik = p+ 7 + up. (B.4)

Note que de (B.4) sigue que:

> r=0 (B.5)

i=1

Zuk =0.

k=1
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Sustituyendo (B.4) en (B.1) se tiene que:

n n
Z(Slek Z(FZ] w7+ ug) Zd@—l—TiZ(sZ-i‘Zuk(sfj
= k=1

1 1

n

=u+T7+ Zukél’“j
k=1

—_——

Yij = p+ 7 + wij, (B.6)

en que (B.6) es el modelo lineal derivado asociado al disefio completamente
aleatorizado. Ademas, se puede mostrar que:

E(wij) =0
1
V(wij) = <1_n> o2 con o2 n—lzuk
1 2
(Dq)w(wij,wi/j/) —;O’u

E(Yy) =p+7i

vy = (1-3) ot

1
Cov(Vyj, Yyy) = ——0y,

luego las réplicas dentro de los tratamientos son correlacionadas. Note que o2

se puede interpretar como una medida de la variabilidad entre las unidades

experimentales (UE) [33, p. 160]. De lo anterior se tiene que:
I8

_ 1 < 1
E(Yi) =E|-> Yy =" (ntm)=pntn
j=1

J=1
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j=1 j#i'=1
-1 1 [n-1 -1
g r(r )Uz]_[" _r ]02

U

r n n

T 1 T T
Yz’j) =3 Y V) + Y Cov(Yy, Yiy)

1.2. Considerando otros errores en el modelo en un
sentido amplio

Se va a considerar un tipo de error adicional al error experimental ya antes

considerado, que es el error observacional.

error experimental

error
error observacional

Luego la respuesta ya no es T;, sino T, mas el error observacional:
Yit = Tie + My, = T; + U + Mg, (B.7)

en que Y denota la observacion de la k-ésima unidad experimental a la cual
el i-ésimo tratamiento ha sido aplicado. La componente M;; expresa lo que
se llama error observacional. Como parte del error experimental [33, p. 161],
estan:

i) Elerrordeaplicaciéon del tratamiento, debido a la falta de habilidad para

replicar un tratamiento.

i1) Elerror de estado, debido a los cambios aleatorios en el estado fisico de
una unidad experimental.
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iii) Elerror de seleccidén, debido a la seleccién aleatoria de las unidades ex-

perimentales para el experimento.
Como parte del error observacional, estin:

i) Elerror de medicién, debido a la imprecisién en la medicién o procedi-

miento de medida E;;, (aleatorio).

ii) El error de muestreo, debido a la seleccion aleatoria de las unidades ob-

servacionales O;;, (aleatorio).

Asi, M;y, se puede escribir como:
M, = Ey + Oy (B.8)

Reemplazando (B.8) en (B.7), pero incluyendo adicionalmente en Uy, el error
de aplicacién y el error de estado:

Yi, =T; +Ug + Ejp, + Oy
=u+ 7+ ug + Ei + O

Realizando el mismo procedimiento que en (B.1), se tiene que:

n n n n
Yij=3 05V =p+7+> 0w+ 0FEp+Y 050y
k=1 k=1 k=1 k=1
—_———

wij Vij Nij

Yij = p+ 7 + wij + vij + nij. (B.9)

Uniendo el error experimental, w;;, con el error de medicién, v;;, (B.9) queda:
Yij = p+ 7i + wij + vij +15;
——
Ei]'

Yij = p+ 7+ €ij + nij-

Asumiendo que (55, Eix y Oji, son estadisticamente independientes, que:
E(vij) =0 E(nij) =0
V(vij) = oy, V(nij) = oy,
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que los &;; son independientes e idénticamente distribuidos [33, p. 163], y
denotando:

V(eij) = V(wij + vi) = 02,

se tiene que:

E(Y3;)
V(i)

E(p+ 7+ wij + vij +mi5) = p+ 7
V(p+ 7+ wij + vij + niz)
= V(wij + vij +1ij)

_ 2 2
=o0;+0,.

Nota B.2. A o2 se le conoce como componente de varianza del error experimental y a

0727 se le conoce como el componente de varianza del ervor de muestreo (u observacional).

Nota B.3. Como e;;y 1);; tienen los mismos subindices, se pueden condensar en:
€ij = €ij + Mij,

conE(eij) =0y V(ej) = 02 =02 + O’%. Reemplazando en (B.9) el modelo final
es dado por:
Yij = p+ 7 + e (B.10)

2. Analisis de varianza - DCA

Se parte del modelo dado en (B.10), que matricialmente se puede escribir

como: } i} ) ) ) i}
Y11 1100 e11
Yi 110 of|" e12
T1
. _ .o n ) ’
Ya,'r—l 1001 . €a,r—1
Ta
Yor 1 0 01 €ar
yque Y 'Y esiguala:

Y'Y=Y'P,Y+Y'(I-P,Y,
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con:
P,=XX"X)"Xx",

cuya tabla de anilisis de varianza simple se present6 en la tabla 2.2.

Al restar de la suma de cuadrados total, Y 'Y, la cantidad nY2, siendo:
- 1 a r
iR
=1 j=1

se puede construir una tabla de andlisis de varianza corregida (por la media),
ver tabla B.1.

Tabla B.1. Andlisis de varianza corregida por la media

Causadevariacién | Gradosde libertad Suma de cuadrados
X rango(X)—-1 | Y'P,Y -1y T11'Y
Residual n — rango(X) Y (I-P,Y
Total n—1 Y'Y -lyT11'y

2.1. Distribucion y esperanza de las sumas de
cuadrados

211. Suma de cuadrados del modelo (SCM)
SCM=Y'"X(X"X)"X'Y - lYTlnl,TLY
n

1
=Y <X(XTX)—XT - 1n12> Y =Y TAY.
n

A

Para encontrar la distribucién de la suma de cuadrados del modelo, SCM, note
que:

» Lamatriz X(X'X) X" — 11,17 es simétrica.
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» Asumiendoque Y ~ N(u,021,) setiene V = 021, Sea:

vty on <1u, In> : (B.11)
g,

Oe e
entonces V* =ITypu* = éu.

Paraaplicarel teorema 2.2 es necesario verificarlaidempotenciade AV ™:
1
AV*AV* = (X(XTX)—XT — 1n11)
n
1
(X(XTX)—XT — 1n12>
n

1
XX X)X X(X"X)"x"T--Xx(xX"x)"x"1,1]
n

X 1,

1

n

1
1,1 X(X"X)" X" +-1,1]
n
1]

1 1 1
= X(X'X)"XxT - —1,11271@%
~~ n (17 n

1

1
=X(X'X)"X"->1,1] = Av*.
n

Por tanto, AV es idempotente y entonces:

YTAY SCM
2 = 2 ~ X2 (TGHQO(A), )‘) )

O¢ O¢

con A= %,u*TAu*, luego:

SCM

2
O¢

~ X’ (mngf)(A% MuTAul) .
g g

'X(XTX)"XTX = X porlanotaA.lpropiedad 2.
X(X"X)"X"1, = 1, porque la columna 1, es parte de las columnas de X y
P, = X(XT"X) X" eslamatriz de proyeccién de las columnas de X .
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Siendo que:
1
pwAp=p8"X" <X(XTX)_XT — 1n1§> Xg
n

1
=8'X"TX(X"X)"X"X3- EﬁTXHnﬂXﬁ
X

1
=B8'X'XB--B'X"1,1,X8 y

1
rango(A) = rango <X(XTX)XT - n1n12>

1 1
= traza (P;E — n1n17—5> = traza (P,) — traza <n1n11>

idempotencia

1
= rango (P;) — traza <n1n11>

=rango(X)—1=a—1,

se tiene que:

SCZMNXZ <a—1 L grxT [1—11,11[} Xﬁ),
n

’ 2
g 202

estoes, \ = Q;EBTXT [I-11,1]] Xx8.

21.2. Suma de cuadrados del error (SCE)
SCE=Y'(I-P,)Y.

Como I — P, es simétrica e idempotente, (I — P,)V™ es idempotente, en

que V* es la matriz de varianza-covarianza de Y'*, dada en (B.11). Por tanto:

Y'(I-P,Y

2
O¢

YT (I -P,)Y*=

E 1
= Scz ~x? (anO(I =Py o (I - Pa:)/"'*>
Ue

SCE 11 1
7~ X <mn90(1 - P,), §*MT(I - Pm)“’) -

e Oe Oe

g
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Siendo que:
p (I-Pu=8"X" (In - X(XTX)_XT) XB

=8'X"XB-B8"X"X(X"X)"X"X3
X
=B8'X"XB-8"X"XB=0 y

rango(I — P;) = ar — rango(P;) = ar — rango(X)

=ar—a=ua(r—1),

se tiene que:

SCE
5=~ Xa(r_1): (B.12)

e

g

2.1.3. Esperanza de las sumas de cuadrados
E(SCM) = E (YTPxY - n}72)

—E|Y" (X(XTX)XT - 11,117I> Y| =E [YTAY}
n

A
= traza(AV) +u' Ap,

ver (2.10)

conV =o2I,yu=Xp.
Reemplazando:

1
E(SCM) = traza ([X(XTX)XT — 1n12] 021n> +
n
B'XTX3 - lﬁTXHnlIXﬁ
n

1
=(a—-1)02+8"X"XB - ;BTXTlnlzXB

a a 2
= (0= o2+ Yt - - (Z(um)r)

i=1 i=1
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a
1
:(a—l)ag—l—ﬂaﬁz—i-rg TZ-Q—W
i=1

a
= (a—1)o? +7‘ZTZ-2,
i=1

E(SCE) = F (YT(I _ Pm)Y>
=traza {(I — P,)oI} +p' (I — Py)p
—o2a(r—1)+ 8" X" (I - X(XTX)—XT) X3
=o2a(r—-1)+B8'X"XB-B'XTX(X'X)"X"Xp

X

=c2a(r — 1)+ B XXB - gL X X3 = oa(r — 1).

2.2. Cuadrados medios (CM)

Los cuadrados medios (CM), se obtienen al dividir la suma de cuadrados entre

los grados de libertad, ver tabla B.2.

Tabla B.2. Analisis de varianza corregida por la media

Causade . Sumade Cuadrado
L., Grados de libertad )
variacién cuadrados medio
Modelo rango(X)—1=a—1 Y'P,Y —nY? i(l/x‘f
Error n—rango(X) =a(r—1) | Y'(I-P.)Y Sgclf
Total n—l=ar—1 Y'Y —nY?

La esperanza de los cuadrados medios del modelo y del error es:

IE(CMM):IE(SCM> :IE(SCM> - memn
glm a—1 a—1

1 a r a
= ((a—l)a§+rzrf>_a§+a_1sz
i=1 i=1

a—1
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SCE SCE 1
E(CME) = < r ) —F <a(r - 1)> — o EsCE)
- (Ejg;}ry — o2, (B.13)

2.21. Cociente de cuadrados medios

Para obtener la distribucién del cociente del cuadrado medio del modelo entre
el cuadrado medio del error, primero se verifica que las dos formas cuadrati-
cas asociadas a los cuadrados medios sean independientes, para esto se usa el
teorema 2.3.

1
AVA, = <X(XTX)_XT - 1n1;> I, (In - X(XTX)—XT)
n ~—

A v Az
1. A 1. .+
=P, - P,P,——1:1, +51n1nP$:0.
x 1

rin

Por tanto, las formas cuadraticas:

* —_ ]- *
Q, =Y*" (X(XTX) X' - n1n1g) Y

Q,=Y*T <In - X(XTX)—XT) Y,

son independientes. Entonces el cociente, ver definicion 2.6:

SCM

F%

SCM
CMM
1 1
e = ;CE = CME ~F(a—1a(r—1),\),
ée

a(r—1)

)
|

r—

[aary
~

_ 1 Ty T 1 T _i - 2
A=o58'X <I n1n1n>Xﬁ_2Ug <rzn . (B.14)
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La tabla B.3 presenta de forma reducida los resultados obtenidos de las es-

peranzas de los cuadrados medios y su distribucién.

Tabla B.3. Analisis de varianza incluyendo esperanza de los cuadrados

medios
Causade | Gradosde Sumade Cuadrado
e ., . ) E(CM)
variacién | libertad cuadrados medio
2
5 -
Modelo a—1 |YTPY-—ny?| sCM et | M
FTZT 20 - 1,0
Error a(r—1) | Y'(I - P,)Y a‘?ﬁ% o2 %
X?z(r—l)
Total ar—1 Y'Y —nY?
conA= ;58" XT(I-211,1,)XB8=35r>" 77

El cociente de los cuadrados medios sigue una distribucién F' central, esto

es:
CMM

m“’F(G-l,CL(T—l)),

solosi A = 0, esto es:

en otras palabras, solo si 7; = 0, para todo i. Por tanto bajo la hipotesis nula:

Hy:7;=0 paratodoi,

CMM
CMFE

Ejemplo B.2. Ilustrativamente, asuma que se tienen los datos presentados en la ta-

~ F(a—1,a(r —1)).

bla B.4. Presente el modelo y el respectivo analisis de varianza.
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Tabla B.4. Datos ilustrativos

Tratamientol | Tratamiento2 | Tratamiento 3
4 3 10
6 5 15
9 2 11
Solucién. El modelo asociado es:
ynu=4=p+71 + el
una realizacién de e11
Yy2=6=p+7 + €12
una realizacién de e 2
yiz3=9=p+71+ €13

una realizacion de €13
Yor =3 =p+ T2+ exn
Yoo =5 = p+ T+ €22
Y23 =2 = p+ T2+ €23
ys1 =10 = p+ 73+ €3
ys2 = 15 = p+ 73 + ez
yss=11=p+ 713+ L3,

una realizacién de e33

Usando la restriccién 71 + 79 + 73 = 0, ver (B.5), se tiene 73 = —71 — 73, que

se puede usar para realizar una reparametrizacién de rango completo.
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Matricialmente:
Y=XB+FE
4 1 1 0 €11
6 1 1 0 €12
9 1 1 0 €13
3 1 0 1 7 €21
Yy = 5 = 1 0 1 T1 + €22
2 1 0 1 To €23
10 1 -1 -1 €31
15 1 -1 -1 €32
11 1 -1 -1 €33
una realizacién de E
9 0 0 0 0
X'x=[06 3] Xx'X)'=[0o 2 -
0 3 6 0 —5 3
y
Js 0 0
X(X'xX)y'x=-(o0o Jgs o[,
0 0 Js
siendo J, = 1,1, . Dado que:
T, _ _— 5 2 =
y y =617, Yy ="7.22, ny” = 469.44,
y ' P,y = 585.66, 6o =5.22,

en la tabla B.5 se presenta el andlisis de varianza, concluyendo que al menos
un 7; # 0 con un P-valor de 0.0096.

Tabla B.5. Anilisis de varianza para el ejemplo ilustrativo B.2

Causade Grados de Sumade Cuadrado
.. . . F-calculado | P-valor
variacién libertad cuadrados medio
Tratam. 2 116.22 58.11 11.1277 0.0096
Error 6 31.33 5.22
Total 8 147.55
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Las instrucciones en R para los datos del ejemplo B.2 son:
remove(list=1s())
tratamientos=gl(3,3); Rta=c(4,6,9,3,5,2,10,15,11)
tratamientos=as.factor (tratamientos)

contrasts(tratamientos)=contr.sum(levels(tratamientos))

ajuste = aov(Rta ~ tratamientos)

ajuste$coefficients # Imprime los coeficientes estimados (beta)

summary (ajuste) # Imprime el andlisis de varianza

VAl

3. Analisis de varianza con nimero desigual
de replicaciones

Si al tratamiento asociado con el efecto 7; se replica r; veces, con r; no necesa-
riamente igual ar;/, i # i, se tiene el modelo:

Yij = p+ 7 + ey,
coni =1,2,...,ayj = 1,2,...,r;, Vi.Latabla B.6 presenta el analisis de

varianza asociado a este modelo.

Tabla B.6. Andlisis de varianza para un disefio a una via de clasificacién no

balanceado
B Stadoso¢ Suma de Cuadrado F-calculado
variacién libertad cuadrados medio
Tratamiento a—1 |Y'P,Y —nY? e e
Error g:l ri—a| YT(I-P,Y sor
Total Za: ri —1 Y'Y —nY?
i=1

Bajo la hipotesis Hy : 7, = 0, paratodo i, se tiene que:

CMM -
WNF a—l,;n—a
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Ejemplo B.3. Considere los datos presentados en la tabla B.7. Presente el respectivo

analisis de varianza.

Tabla B.7. Datos ilustrativos

Tratamientol | Tratamiento2 | Tratamiento 3

101 84 32
105 88
94

Solucion Las respectivas matrices y, X, 3y E son dadas por:

101 1 1 0 0 €11
105 1100 1% €12
4 11
y=| . x- V0= yE= |,
84 1 01 0 T2 €21
88 1 0 1 0 T3 €929
32 1 0 0 1 €31
6 3 2 1 0 0 00 504
3300 0 £ 00 300
XTX = s (XTX>_ = 3 1 ’ XTy =
2 0 20 00 3 0 172
1 00 1 00 01 32
Entonces:
P,=XX"X)"Xx"
1
0§00 %%%000
0§00 11 1111 §§§000
|0z 001 1 1000 |5 3 3 000
00 3 0f[l0001T10 0003 30
00 3 0f\000O0O0?1 000 3 30
0 0 0 1 000 0 01

y' P,y = 45816
y ' (I-Py=y'y—y' P,y=45886— 46816 = 70
niy? = 42336
y P,y —ny® = 3480, y 'y —ny® = 3550.
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Diseno y analisis de experimentos

al menos un 7; # 0 con un P-valor de 0.0028.

Tabla B.8. Andlisis de varianza para los datos ilustrativos presentados en la

tabla B.7
Causade Grados de Sumade Cuadrado
L., . i F-calculado | P-valor
variacién libertad cuadrados medio
Tratam. 2 3480 1740 74.57 0.0028
Error 3 70 23.3
Total 5 3550

Las instrucciones en R con los datos del ejemplo B.3 son:

remove(list=1s())

tratamientos=c(1,1,1,2,2,3); Rta=c(101,105,94,84,88,32)
tratamientos=as.factor(tratamientos)
contrasts(tratamientos)=contr.sum(levels(tratamientos))
ajuste = aov(Rta ~ tratamientos)

ajuste$coefficients; summary(ajuste)

4. Tamano de muestra

El calculo del tamano de muestra se puede obtener a partir del parametro de
no centralidad, )\, de la distribucién F dado en (B.14):

1 - T
A= — = 2 2 B.15
202 r ; T 20,2 Tméx + Tmin + ( )

>

1#max,i7#min

Por otro lado, se sabe de (B.5) que:

a
ZTi =0
=1

Tmax T Tmin + 7; =0

D

1#max,iZmin
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(CL - 2) ! Z T | = _(Tméx + Tmin)

1#max,min

T*
o _(Tméx + Tml'n)
a—2 ’

note que T < 7° < Tmax. Siladiferencia que sea desea detectares A = Tiax — Tmin,

se puede asumir 7% = 0y entonces [33, p.184]:

_(Tméx + 7—m1'n)

0=
a— 2

Tmix = —Tmin

A = Tigx — Tmin = Tméx + Tmax = 2Tmaxs

y A en (B.15) quedaria:

r 2 2 2 2 2
A= 292 (Tontn + T + (@ — 2)77%) = 252 (Tiax + Tmax)
e e
rA2
A= (B.16)
4o
Por otro lado, sea ¢? el cociente entre la varianza de {1, 72,73, . . . , Ta }:
a
> 72
V(r's) = =1 ,
(r's) = =L

— 2
y la varianza de la media muestral de tratamiento, V(Y;,) = ‘775, esto es:

£
¢2 _ V(r's) _ iziz
TV o

o 2o

a
Despejando > 77y reemplazando en (B.15) se tiene que:
i=1

. 2_&@?)203
a 2 2
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Igualando (B.16) y (B.17):

rA? B ag?
402 2
. 2a02 >
= A7

4. Programa basico para tablas sobre tamano de mues-
tra

HHHBR R R R R R R
### Programa Basico para tablas de tamafio de muestra ####
HEHBHHEFHEH RS R AR RS H RS R AR RS RS HEH RS RS RS RS R SR R R  S
remove (1list=1s())

a=6 # Numero de tratamientos

alpha=0.05 # nivel de significancia

phi=seq(0.10,3,0.05)
replicas=c(2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,250)
A2=length(replicas) ;A3=length(phi)
vi=a-1 # modificar de acuerdo al disefio (grados de

# libertad del numerador)
v2=a*(replicas-1) # modificar segin los grados de libertad del
# error (gle) del disefio

tablaSampleSize=NULL

for(i2 in 1:A2)

{ potencia=matrix(99,1,A3)

for(i3 in 1:A3)

{

power=pf (qf (alpha,vl,v2[i2],lower.tail=FALSE,log.p=FALSE),

v1,v2[i2] ,a*x(phi[i3]~2),lower.tail=FALSE,log.p=FALSE)

potencial1l,i3]=round(power,2)

}

salida=cbind(alpha,replicas[i2],v2[i2],potencia)
names.col=c("alpha","r","v2",phi); colnames(salida)=names.col
tablaSampleSize=rbind(tablaSampleSize,salida)

}
tablaSampleSize
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5. Analisis de varianza - submuestreo

Se parte del modelo dado en (3.10), y para facilitar los calculos no se considera-
rd ninguna restriccién sobre los 7;. El modelo dado en (3.10) se puede escribir
matricialmente:

Y =XpB+Ze+n,

conY px1, Myxir ZLnxar' ¥ Ear'x1 definidos en (3.11):

1 1 0 0
1 1 0
H 101 0
T1
Blat1)x1 = 7j2 YV Xiox(a+1) = L0 1 ol
Ta
1 0 0 1
1 0 0 1

en que una forma reducida de X y Z es dada por?:

X = (1ar,n* | I,®1,® 1n*>
ar'n*x(a+1)

(B.18)
Z = (Ia I ® 1n*>

! /’
ar’'n*xar

*En la notacién se va a usar ® para indicar producto Kronecker. El producto Kronecker de
dos matrices, A de orden m X ny B de orden p X g, se denota por A ® By es definido como
una matriz de orden mp x ngq tal que:

allB alzB e a,1nB
ang GQQB e aan

A®B = . . . ) ,
amiB am2B ... amnB

mpXngq

ver [30, p. 337].
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aligual que V(e) y V(8):

V(E?) = O’?Iarl
V(n) = U%Iar’n*a

por tanto:

p=E(Y)=Xp
V=V(Y)=V(XB+Ze+n)=V(Ze+n)
=V(Ze)+ V() =02ZZ" + 021 4=

5.4. Distribucion y esperanza de las sumas de
cuadrados
51.1. Suma de cuadrados del modelo (SCM)
SCM =Y '"P,Y —ngy?

1
=Y | X(X'X)"X"--1,1) | Y =Y TAY,
n

A
esto es:

1 1
A=X(X"X)"x"--1,1 =P, —=1,1]. (B.19)
n n

Para encontrar la distribucién de la suma de cuadrados del modelo, SCM,

note que:
» Lamatriz A es simétrica.
= Asumiendo que:
2T 2
Y ~ N (u, 2ZZT + anIar/n*) ,

setiene V = a?ZZT + agIm,/n*, Sea:

1
Yi=—— Y

)
[ o * 42 2
nO’E—i-O'n
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con:

* * 1
p=EY") = ———=(X
,/n*a2+02 ,/na —|—J

V' =V(Y (02227 + 02 an ) = ———

(¥") = n02+02 T ontarn: na§+a727

(B.20)
talque WY N(\/mll \ % >.
Paraaplicarel teorema 2.2 es necesario verificarlaidempotenciade AV ™:
* * 1
AVFAV = ———— S AV AV,
o2 +02)

en que:
1 T 2 T 2
AV = (P, — ~1,1] (UEZZ n anIn) .
n

Resolviendo por partes:

A (Ia 21, ® 1n*) (Ia I 1;*) - (Ia ® I, ® 1n*1;)
1,1/ 2727 = (1a ®R1y® 1n*) <1T ®1, ®1. ) (Ia @I, ® 1n*1jﬁ)
=" (11 ©1,1] 1,017 ).

T
1ar’n*

XTX = <1ar’n* | Ia (] 17‘/ [ ]_n*)
I,®1, ®1).

_ ar'n*  r'n*1] Y 1,
r'n*l, r'n*I, 1, I,
To.. 1 (0 o) s
(X' X)” = es una de las posibles inversas
r'm* \0, I,

generalizadas
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1, .
1 0 O['II' ar’'n
Px:|:1a'r"n* | I,®1®1, ]Tn* o I
¢ el o1
1 ]-ar’n*
= ,*{0 | Ia®1r/®1n*}
rn
I, ®1 ®1
- (I 11, @ 1,01 )
7“77,

1
P22 = (el etal) (Lol o,.1])

1
== (Ia ©1,1], @ 1n*11*)
Entonces:

1
AV =o’P,ZZ" — la21 122" + 0 (P — 1n1;§>
n

, 1 1, .,
=o? (I @11 @1,-1 n*) - Eagn (1a11 ®1.1) ® 1n*1,1) +

,rJ

1 1
(I ® 1r’1w ® ln*lT ) — 5072;1711; note que n = ar’'n*

n*

2
77
n*o? +‘7 T T no? +o; T
(el et.1]) - T 1,1
n*o; +o 1
= (i”) [(Ia ®1.1), ® 1n*1;) — 1,111] ,
rn a
+02)’ 1
n-o g
AV AV = (i”) {(Iu ®1.1) ® 1n*1;) - LJI] x
rn a
T T 1 T
(ool et.1]) - 1,17 =

2
n* 2+ 2 2 /%
(M [r'n* (Ia®1T,1;®1n*1Z*> A T Ty 11

r'n* a

n*o? + o2 2 1

,r./n*
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AV'AV = — L avav
(a2 +3)

1 n* 2 fe3 1
- E/ * : |:<Ia ® 1’"/1:’ ® 1 11*) o lnlz:|
n* g Un rn a
1 1
= |:(Ia®1T’17T’®1n*17TL*> ]_n]_;]r:| :Av*
n a

Por tanto AV * es idempotente y entonces:

SCM

2
—_——~ a A)N),

en que:

1
rango(A) = rango <Pz - 1n12> =a—1y
n

1 .7 T
A=—p" " Ap =————p A
2p i) 2(n*o? %)u n

1 Ty -
=—038' X P,——-1,1 ;X
2(n*a§+a%)5 { S "} P
1 1
A= ——————— TX'Xp--8"X"1,1' X

como

7

1
XIB = <1a7"n* | I,®1,® 1n*)

Ta

T
= [,u—l—ﬁ e T o T s Ty |,

r'n* r'n*
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entonces:
2

)\:2(n02+0 Zr (i~ T1i) —[ZT (i~ Ti)

:—</n/a/2+r

2(n*o2 +o2)
TAM
r'n* a 7! a
2 2
S— R 2, (B.21)
ot (57) ()
SCM r’ -
e, RSP Gl KRt B s W B
oz oy 2 (ag + 7717) i=1

5.1.2. Suma de cuadrados del error experimental (SCEE)

SCEE=Y'"(P,-P,)Y =Y A\Y, (B.22)
N ——’
Ay
esto es:
A=P,.-P,=2(Z"2)'Z" - X(X"X)"X". (B.23)

Para encontrar la distribucién de la suma de cuadrados del error experimen-
tal, notado por SCEE, note que:

s A; essimétrica.

= Se puede mostrar que A; V™ es idempotente, ver ejercicio 5.1. Aplican-
do el teorema 2.2:
Y'(P.-P,)Y
n*o? + ol

~ x*(rango(Az), A1), (B.24)

en que \; = 0, ver ejercicio 5.2,y rango(A;) = a(r’ — 1), esto es:

Y'(P,-P,Y

2 /
~ —1)).
n*ag + U% X (a(r ))
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51.3. Suma de cuadrados del error observacional (SCEQ)

SCEO=YT(I-P,)Y =YTA,Y. (B.25)
Ay

Para encontrar la distribucién de la suma de cuadrados del error observacio-
nal, notado por SCFEO, note que:

2 Ay=T—-P.=1-Z(Z"Z)'Z" essimétrica.

= Se puede mostrar que A2 V" es idempotente, ver ejercicio 5.5. Aplican-
do el teorema 2.2:

Y'(I-P.,)Y

2
~ Az), A B.26
n*o-g + O'% X (Tango( 2)7 2)7 ( )

conrango(Asg) = ar’(n* — 1), ver ejercicio 5.5.

5.2. Esperanza de los cuadrados medios

Los cuadrados medios (CM), se obtienen al dividir la suma de cuadrados en-
tre los grados de libertad, ver tabla B.9. La esperanza del cuadrado medio del
modelo, del cuadrado medio del error experimental y del cuadrado medio del
error observacional son:

SCM) _ E [YT (X(XTX)XT - 11”1;> Y}
a — n

IE(CMM)_IE<G_1

1
=— [traza(AV) + p' Apl
1 n*o? + o2 1
= — ltmza { (U) {(Ia ® 1, 1; ® 1n*1;) — 1n12} }
a—1 rin* a
a
+r'n* Z 7'3]
i=1
1 n*o? + o2 -

a—1
i=1

/

« a
r'n

:n*0?+03]+7 E 72-2
a—1+% 1

1=
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E(CMEE) = n'o’+o,
ejercicio 5.7
(B.27)
= 0‘2
~—~ n°
ejercicio 5.8

E(CMEO)

5.3. Cociente de cuadrados medios

Se puede mostrar que las formas cuadriticas Y ' AY y Y " A;Y son inde-

pendientes, ver ejercicio 5.9, entonces:

SCM
n*olsos SCM
po— pr CMM

SCEE_ ~ SCEE — CMEE

7; £ 19n CL(T‘/— 1)
a(r’'—1)

F(a—1,a(r' —1),)),

con \definidoen (B.21). Latabla B.9 presenta de forma reducidalos resultados

obtenidos de las esperanzas de los cuadrados medios y su distribucién.

Tabla B.9. Andlisis de varianza incluyendo esperanza de los cuadrados

medios
Causade | Gradosde Sumade Cuadr. E(CM)
variac. libertad cuadrados medio
2 « 2 scM
T oy, +n o+ "
Modelo a—1 Y PmQY - set e e 57—2 " U?“’f \
ny a—1 Zui=1"1 X“(a—1,)
Error  ex- | YTPY - SCEE 2« 2 nsffffg
erim a(r’ = 1) T a(r’=1) oy +noo: 20l 1
|% . Y'P.Y X" (alr )
Error ob- Ty —
o'y Y Y| _somo -2

serv. Y'P.Y ar’(n*—1)
Total ar'n® =1 Y'Y — ng?

Finalmente, si A\ = 0, el cociente:

CMM

- o~ _ ,_
CMEE F(a—1,a(r' — 1)),
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implicando que:

a
§ 2
Ti = O,
=1

y por tanto, 7; = 0 para todo i. Luego, bajo la hipotesis nula:

Hy: 7, =0 paratodoi

se tiene que:

5.4.

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

CMM

- o~ _ /_
OMEE F(a—1,alr' —1]).

Ejercicios
Mostrar que A; V™ es idempotente, en que A; fue definida en (B.23) y

V* en (B.20), también mostrar que rango(A1) = rango(P, — P,) =
a(r’ —1).

En (B.24), mostrar que A\; = 0.

Teniendo en cuenta la definicién de Z dada (B.18), mostrar que:
a
E(Y'P.Y) = c2ar'n* + ogar’ + ar'n*p® +v'n* Z 2.
i=1
Teniendo en cuenta la definicién de X dada (B.18), mostrar que:
E(Y'P,Y) = o2an* + ola+ ar'n*p® +r'n* 30 2.

Con base en la definicién dada de A5 en (B.25), mostrar que Ao V™ es
idempotente y que rango(Asz) = rango(I — P.) = ar’(n* — 1).

En (B.26), encontrar \s.

Mostrar que E(CMEFE) = E (ng@E> =n*o? + 072,, enque SCEE

fue definido en (B.22) y glee corresponde a los grados de libertad del
error experimental.

Mostrar que E(CM EO) = E (Sgio> = 0727, en que SCEO fue defi-
nido en (B.25) y gleo corresponde a los grados de libertad del error

observacional.
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5.9 Mostrar que A1A = (P, — P,)(P, — %LJ,I) = 0, en que A fue
definida en (B.23) y A en (B.19).

5.10 Encontrar A; A, en que A; fue definida en (B.23)y Ao en (B.25).

6. Analisis de varianza - modelo de efectos
aleatorios

El modelo (3.12) se puede escribir matricialmente como:

Y =XB+E,
con:
T
X:(ln | Ia®1T),,3:(u T Ty ... Ta> y
T
E:(eu ez ... em) .
Por tanto:
71
EY)=E|pl,+(I,®1,)]| : |+E
Ta
T1
=ply+ T, @1)E || ¢ +E(E) = ul,
Ta
T1
VY)=V(Xp+E)=V | pul,+I,®1,)]| : | +E
Ta
1
= (Le1L)V || || T.21,) +V(E)
Ta

= o2 (Ia ® 1T17T) +oll, = V.
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6.4. Distribucion y esperanza de las sumas de
cuadrados

6.1.1. Suma de cuadrados del modelo

1 1
SCM=Y" <Pw - 1n12> y=Y"' <X(XTX)—XT — 1n12> Y
n n

A
=Y'AY,
en que:
-
X'X=(1, | Lot) (L. | Lel,) (B.28)
ra rl]) a 1)
= =T
Tla TIa ]-a Ia
- 10 o) .
(X'X) =- * es una de las posibles inversas
T \0, I,
generalizadas
P,=XX"X)x" (B.29)
1({0 o T
= (1. | Ia®1r>; o I (1 | Lo,
1
=-I,®1,1,]. (B.30)
r

Para encontrar la distribucién de la suma de cuadrados del modelo (SCM), no-

te que:
s LamatrizA =P, — %1,11; es simétrica.
= AsumiendoqueY ~ N(u,V)enque p = pl, yque:
V =0} (Ia ® 1r17T) + 021,

sea:

1
Yi——_— vy,
ro? 4+ o?
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con:
C_B(YY) ! _m(x8+E) L
WEEY) = s — iy
/102 + o2 ro? + o? "
* * 1 2 T 2
VISV = [aT (Ia ® 1r17«> —l—aeIn}
o
Cro2+o2

1 ~ 1) 1
esto es, 7?%031/ N ( i 1, P B V>.
Para aplicar el teorema 2.2 es necesario verificar la idempotencia de AV*:

Aaviaavi= — 1 avav,
(ro? + o2)

en que:
AV = (Px - i1n1;) [03 (Ia @11 + agIn} .
Usando (B.30)y n = ar,
AV = <i1a ©1,1 - ;1ar1jT> (UEIQ ©1,17 + agIar)

2 0,2 2 2

g T T O T 9 T
= 77Ia ®rl1, + 76Ia ®1,1, — a—;rlwlar — a—ilarlar

2 2
1 1 1
_ <gz + ;) Lol ! <gz + ;) 1,17

1 1
AV = (o2 +o?) L (Lo 1] - 1)) B

AV* =

N N 1 1
AVIAV™" = ﬁ (Ia ® 17"]-: - alarl;rr) <Ia ® 1r17:r - alarl(—zrr>
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por tanto AV ™ es idempotente y

.
Y*TAY* = Y AY = SCM ~X2(rango(A),)\),

ro2+o2 ro?+o?

con:

1

rango(A) = rango(Py — —1,1) ) =a—1, y
n

1 1 -

A= TAp = x ————— ' Ap
2 2 (Vrot+od)?
1 @ 7 Lo
= Sl [Px— 21,17 | 1,
1 T Lory o7
— = 1P1——1111}:0, B.32
3rat o7 b Py L 1L (32
1,
_ gom
n
luego:
SCM
B) 5 ™ X2<a_ 1)
roz+o;

6.1.2. Suma de cuadrados del error

SCE=Y'(I-P,)Y=YTA)Y.
Aq

Para encontrar la distribucién de la suma de cuadrados del error (SCE), note

que:
s Lamatriz Ay = I, — P, es simétrica.
= AsumiendoqueY ~ N(u,V)enquep = ul,y
V=02 (Ia ® 1T1I> + 020,

sea:

1
Y** — 7Y7
Oe
con:
W =E(Y™) = —(XB+E)= —ul, y
Oe Oe

V= V(Y = % [UZ (Ia ® 1,,17T) + UZIH}

v,

1
T o2
0-6
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1y o #q L
talque -Y N(UELUgV).
Paraaplicarel teorema 2.2 es necesario verificar laidempotenciade A, V**:

AV = (I, —P,) (02 (I,®1,1]) +02I,)
- (Iw - %Ia ® 1T1,T> (02 (I, ®1,1]) +021,]
=02I,21,1] + 021, — l(Ia ®1,1,) (021, ® 1,1, +021,,)
T
0.2
=02 L 1) + 02, — - Zer, 01,1
T

1
AV =o? {IW - (I, ® 1,.1,T)} (B.33)

E:J

1 1
AlV** = 72A1V = Im* - *(Ia & ]-r]-rT)
g, r

1 1
A VAV = [Iw ——(I,® 1@?)} [Ia,, ——(I,® 1T1I)}
T T
Iy - iT 01,1+ (L2 1,1])
— Lar r a T4 7’2 a T4
1
=TI, —-(I,®1,1])= A, V*.
T

Por tanto A1 V** es idempotente y se tiene que:

Y'AY SCE

2 2
O¢ O¢

Y**TAlY** = ~ X2 (TCLTLQO(Al), >‘1)7

con:

1
rango(Ai) = rango(I, — P,) = rango (IW ——I,® 1T1:>
r

=a(r—1)

A = 5# TAlH = 5%1; (IM - ;Ia ® 17"1;— i‘f,

1a®17‘

Tp? |+ 1 T T
= 5; 1arIa7”1ar _; (1(1 ® 17") (Ia & lrlr ) (111 X 17“) = 07
ar
10I1,1,21)71,171,
(B.34)
luego:
SCE
~ x*(alr —1])
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6.1.3. Esperanza de las sumas de cuadrados

Usando AV dadoen (B.31)y que i+ A = 0 dado en (B.32):

E(SCM)=E|Y"' (Pz - 11,11;) Y
n

A
= traza(AV) 4+ pu' Ap

1 1
=traza |:(T03 + Uz) ; <Ia & 17"17—!— - a].ar]-;l—r):| + 0

2, 2
_rortoe [ar —r] = (TO'Z +az) (a—1).
r

Usando A,V dadoen (B.33)y que u' Aip = 0dado en (B.34):
E(SCE) = E (YT Iy — P,) Y) = traza(A V) + p" Ay

1
= agtr(zza <IW — ;(Ia ® ]-1"17—'«—)) +0

= o2a(r — 1).

6.2. Cuadrados medios

Los cuadrados medios, C' M, se obtienen al dividir la suma de cuadrados entre
los grados de libertad, ver tabla B.10. La esperanza de los cuadrados medios

del modelo y del error es dada por:
SCM) _E (SCM) (ro2 + 02) (a—1)

E(CMM) =E (

glm a—1 a—T
= 7‘0‘72_ + O'z (B.35)
SCE SCE ola(r—1)
menr) =w () =B (70 ) = g =t

6.2.1. Cociente de cuadrados medios

S2CM2 1 SCM
roz+og
“oi- 2o X a1 o CMM
SCE — T 1 ., SCE_ ~ .52 1 g2 :
= 52 X ot roz+o: CME

a(r—1)
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Usando que AV = (ro2 +02) L (I, ®1,1] — 11,,1].), ver (B.31), se tie-

ne que:
2 2 1 T 1 T
AVA | = (roZ+o7) - (I.® 1,1, — =141, | (Is — Py)
T a

2 2
roZ + o, 1 1
=t <Ia ®1,1] — a1a,n1;> <IW — 1@ 1T1j>

2 2
roz+o 1 1
:%e <Ia & lrl,nT — alarlzr —I,® 1r1: 4 alarllr) =0,

por tanto:

o2 CMM

e

T02+02 CME NF<a_17a[7n_1])- (B36)

La tabla B.10 presenta de forma reducida los resultados obtenidos de las espe-

ranzas de los cuadrados medios y su distribucién.

Tabla B.10. Analisis de varianza incluyendo esperanza de los cuadrados

medios
Causade | Gradosde Sumade Cuadrado
.. . ] E(CM)
variacién libertad cuadrados medio
SCM_
Tratam. a—1 T - seM ro2 + o2 roltol
YIPY —ng*| et TTTTOC] 3e
SCE
Error a(r—1 T SCE o2 7e
( ) Y (I — Px)Y a(r—1) XZ(G[T _ 1})
Total ar —1 Y'Y — ng?

Solo si 02 = 0 se tiene que:

CMM
CME

esto es, bajo la hipdtesis nula:

~ F(a—1,al[r-1]),

Hy: 02 =0,

el cociente:
CMM

mwF(a—l,a[r—l]).
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Deduccion del modelo pca

7. Construccion envelope

En la construccién del envelope se busca generar la distribucién empirica del
residuo. Una vez realizado esto, se grafican ¢;, contralos percentiles de la dis-
tribucién normal estandar. El procedimiento para construir estas bandas con-
siste en:

1. Definirm, el nimero de muestras a generar (simulaciones) parala cons-
truccion de las bandas del envelope, por ejemplo m = 100.

2. Generar m vectores aleatorios n-dimensionales de la distribucién
N,(0,1I,), que corresponderan a los errores (e;),j = 1,2,3,...,m.
Por tanto en 02 = 1 en las simulaciones.

3. Paracadae; generado, calcularlos residuales bajo el modelo que se quie-
re revisar:

ri=Y;-Y =(XB+e) - Xp
—XB+e; —X{(XTX)XTYj + [I— (XTX)XTX} z}
:Xﬁ+eij(XTX)_XT (XB+e;)+

X { [I - (XTX)_ XTX} 2

0
XB+ej— (XW+X (XTX) XTe

( ) XTeJ (I-P,)e,,

conj=1,2,3,...,m.

4. Paracadar;,j = 1,2,3,...,m, se calculan los residuos estandariza-
dos, t,,, teniendo en cuentaque V(Y;) = V(XB +e;) = V (e;5) =
o2 I =1
~—
1
ty.. = "ij = [ij 1=1,2,...,n; 7=1,2,...,m,

" oT—hi V1= hy
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y se ordenan de menor a mayor, esto es, brayy < by <

ver tabla B.11.

TS gy

Tabla B.11. Organizacién de los residuales estandarizados de las m

simulaciones
Simulacién
1 tT(l)l S t?"(z)l S S t""(n)l
2 tr(1)2 S tT‘(Q)g S S tT(n)Q
m t"’(l)'m § tT(2)'m S S tr(n)?n
Percentil 5:  Py() P52 Psn)
Percentil 95: P95(1) P95(2) P95(n)

5. En cada columna de la tabla B.11, calcular los percentiles 5 y 95. Asi se

tendran n percentiles 5 y n percentiles 95, y construir sobre un mismo

grafico un Q-Q plot para los n percentiles 5 y un Q-Q plot para los n

percentiles 95.

. Sobre el grafico anterior, realizar un Q-Q plot para los residuales estu-

dentizados originales, ver (3.15), esto es, los obtenidos de los datos

observados, t3 .
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8. Analisis de varianza - polinomios

ortogonales

8.4. Sumas de cuadradosde v, 1 =1,2,...,a—1

De (3.30) se tiene:

. Sy (1 _
SCH) =Y T X(XTX) 1\ H A (XTX)1X Y.

A

Para encontrar la distribucién de la suma de cuadrados de ;, note que:

= Lamatriz A = X (X ' X) 7N [1] A/ (XTX) 21X T es simétrica.

= Asumiendoque Y ~ N (p,V)conV = o2I,seaY* = LY, por

tanto:

1 1
" (Y™) Je( B) Sy
1
Vi=V({Y*)=5V=1I, (B.37)
g

e
esdecir, Y ~ N (i,u,I).
Oe Oe
Paraaplicarel teorema 2.2 es necesario verificarlaidempotenciade AV ™*:

AVFAV* =

1
AN (X T XTX(XTX)

1 -1
Al H A(XTx)"ix T
T

X(XTX)'N\ H

1
=X(X"X) N\ H A (XTX)7IxT
T

= AV™.
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Como AV™ es idempotente se tiene que:

SC (%)

2
O¢

~ x*(rango(A), )

en que:

-1
rango(A) = rango(X (X T X)X\ Lln] A(XTx)TIXT)

1 —1
=rango{ A/ (X XXX (XTX) "\ H =1
;

y
1 * *
A= T Ap
I T = 117 T Ty
=550 XXX N | -] AN (XXX
2
T AT Ta_ ™I
N 2a§ﬂ NS = 202’
luego:
SC (A1) ~x2 (1 7'712
o2 "202 )"

8.1.1. Esperanza de la suma de cuadradosde v, =1,...,a—1

E(SC(H) =ELYT X(X'X)" 1\ m_ AN (XTX) Xy

A
=traza(AV) + u' Ap = o> traza(A)+p " Ap=oc> + u'" Ap
1
= oz + 1.
8.2. Suma de cuadrados del error (SCE)
SeaAy=I—-Px=I-X(X"X)"'X7, ysea:

SCE=Y'(I-Px)Y =Y A)Y.
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Deduccion del modelo pca

Como I — Py tiene la misma estructura de la seccién 2.1.2, se tiene:

SCE
~ Xa(rfl)'

2
Oe

Por otro lado:

AV*A; = AAy = A— APy
-1
1
:AfXLXED_ﬂl{] AN X T (xTx) T
r

—A-A=0,

lo cual implica independencia entre SCEy SC(%;),y

e
z M
CME CME NF(l,CL(T—l),)\),
o7
con:
2
T'yl
A 202

9. Analisis de varianza - modelo con una co-
variable

Se considera el modelo (3.33), sin considerar ninguna restriccion, escrito ma-

tricialmente:

Y = XB+E,
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conY y E definidos en (3.34):

1 10 ... 0 z2;7—7%
1 10 ... 0 zp—7%
110 ... 0 z,—7
s 101 ... 0 ao—17
m 101 ... 0 ap—2=
T2
ﬁ(a+2)><1: : y an(a+2): : : : . : :
] 1 01 ... 0 29,—7
Ta
~ Do : :
1 00 ... 1 24 —7
1 0 0 e 1 xag—j’,‘
1 0 0 ... 1 zor—2

La matriz disefo, X, se puede escribir como una matriz particionada en que
una parte corresponde a los efectos de tratamiento, X 1, y la otra parte corres-
ponde al efecto de la covariable, X5, a X se renombra como X9, es decir:

11 ... 0 xr11 — T
11 ... 0 T12 — T
11 0 Ti1r — T
X, = , Xo= YX:X12:(X1|X2)'
10 ... 1 Tl — T
10 ... 1 Tor — T
(B.38)
De forma reducida X1 y X o se pueden escribir:
X1 = (1(17‘|I(1 ® 1T)ar><(a+1) y Xa= (m - i']-ar)arxla
T .
con x = <x11 T12 ... Tlp X9l ... Tgl .- xar> y & definida

en (3.33).
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9.1. Distribucion y esperanza de las sumas de
cuadrados

Para el calculo de la distribucién y esperanza de las sumas de cuadrados, se
usan las matrices de proyeccién asociadas a las matrices X1, X oy X 9:

P =X, (X X)X/

ar 7“1;r - l;rr
rl, rl, I, ® 1;
1 0 o) 1] 1
= -1y I, ®1, a ar =-(I,®1,1)
r( | )<0a Ia> (Ia®1TT> r( )

-1
a T
Py = X,(X; X2) ' X = X, (Z (@i~ x)Q) *

= (]-ar|Ia oy ]-r)

(1711 *f)(g’tn *f) (1711 *f)(iﬂlg *f) (5611 71_7)(17(” —.1_7)
1 | @e=2)En-2) @ -2) (@ -2) ... (212 1) (T —T)
B

(Tar —Z)(x11 — &) (@ar —Z) (212 —Z) ... (Tor — Z)(Xar — T)

Pio=X1(X,X1) XLH,=X(X"X)"X",

(B.39)
en que:
a (s a T
Epo =3 (ij —2)° =YY (@ij — Tin + Tir — 1)
i=1j=1 i=1 j=1
= Z Z(l‘ij — fi*)2 + 22 Z(JEU - jii*)(.fi* - i‘) + ZZ(.@L* - 53)2
i=1j=1 i=1 j=1 i=1j=1
=D (@i —T) +r Y (F — 7). (B.40)
i=1j=1 i=1
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Diseno y analisis de experimentos

Para encontrar Py, resolviendo por partes, se tiene que:

ar r1) 0
T j—
X, X1 = rl, rl, I, ®1,)(x—T1,)

0 (x—71g) (I, ®1,) i i (zij — T)?

1=17=1

a 1, 0
=r|1, I, x—zl, |,
0 (z-—z1,)" L=
T L
conx = <;ﬁ1* Tox ... a‘ca*) enque T = .y ¥, luego:
Jj=1
(e 1) 0\
(XIQXH) =-1|1, I, z—7l,
r . E
0 (Zz—21,)" =

Nota B.4. Inversa de matrices particionadas. Sea A scm, Wmxn, ViaxmY Dnxn-
. A W . . .
Suponga que A es no singular. Entonces: <V ) esmo singular si y solo si

Q = D — VA 'W esnosingular [30, p. 98],y

(v 5) -

A+ A" WD -vAT'TW)lvAl —AT'W(D-vAT'wW)!
—(D-VA'W) lvA! (D-VA'w) !

_ (Ao—l g) . <_AI—1w> D_vaA W) (_VA—l In>-

UsandolanotaB.4,seaA=1,, W =x—71,,V = WTyD = %, se
tiene que:

1
Q=D-VA'W="E,, — (& —-11,)  I,(z — 71,)

= B,y — Z (Tix — )% = A" (B.41)
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Reemplazando (B.40) en (B.41) se tiene que:

a

*_} _ Y
A _TECCI Z(xz* $)

i=1

-, ZZ(% — Zi)? 4—7’)%2&;‘/3:)2 _ Z(j %)
i=1 j=1 , -

A* = iza: i(mw — .fi*)Q. (B.42)

i=1 j=1

S

Retomando:

_ Ia+AL(§3_£1a)(i _jla)—r —AL(ZE—EI()
—L(z-11,)" +
Por tanto:
- 0 010 0
(XIQXH) = — [0 AL+ @-)@-11)T —@- 1)
0 —(z—71,)" 1
y

Pio= X3 (X, X12) X[ = [(Lar e ©1,)|(@ - #1,,))x

) 0 01xq 0
v | a1 AT, + (2 —71,) (2 —71,) " —(z—71,) | X
0 —(z—71,)" 1

[(larua @ 1,)|(x — jlar)]—ra

con A* definida en (B.42).
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9.1.1. Suma de cuadrados asociada a los tratamientos

Para definir la suma de cuadrados asociada a los tratamientos se usara la ta-
bla2.3 en que se presenté el andlisis de varianza para un modelo en dos partes:

1
SC(X1| Xy)=SCTrat=Y" <P12 — Py — 1M1;> Y =Y 'AY,
ar

A

esto es:
1 T
A=Py,— Py — —141,,. (B.43)
ar
Para encontrar la distribucién de SC'T'rat note que:
= Lamatriz A es simétrica.

= Asumiendoque Y ~ N(u,02I,)setiene V = 021, Sea:

1 1
Y*=—Y ~N (H, In> :
Oe Oe

* * 1
entonces V* =ITyu* = o 1
Paraaplicarel teorema 2.2 es necesario verificarlaidempotenciade AV*

(ejercicio 9.1).

Una vez verificada la idempotencia y la simetria se tiene que:

SCTrat

2
e

~ Xz(mngo(A), A),
o

con:
1 T
rango(A) = rango(P1s — Py — Elarlar)
1
= traza(Piy — Py — —14,1] )
ar

1

= traza(P1y) — traza(Psy) — traza(—141,..)
ar

—_—————

ar
ar

= traza(X 12(X [, X 12) " X ],) — traza(Xo(X 4 X2) ' X)) -1

traza((X4 X2)~1XJ X2)
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= t’I“CLZCL(Xlg(XLXlg)_X1T2) — traza(Xg(X;Xg)_lX;) —1

traza((X4 X2)"1XJ X2)

a+l—1—-1=a-1

ejercicio 9.2

1 * * 1 1
A=_-pTAp ZﬁNT Py~ Py— —1,1. | p
2 202 ar
1 1, - L1
— (W Pup) — — (" Pop) — — 1,1
507 (W Pup) =55 (u ( aru)

o2
Oc
E TiTjx ]

— 2
—~ 202
ejercicio 9. 3 e i
luego:
SCTrat 9

-
~x2a-1,-1
o2 X 202 Z

a 2
2
T, — g TiTix
i=1 Eas i=1

E(SCTrat) = traza(AV) + pu'" Ap = o2(a — 1)+
a a 2
2 _ _" T
Zl i Eoa <Z1 Ti»Lz*>

9.1.2. Suma de cuadrados asociada a la regresion

Por otro lado:

Para definir la suma de cuadrados asociada a la regresion se usard la tabla 2.3,

en que se presento el andlisis de varianza para un modelo en dos partes.

SC(X3| X1)=SCReg=Y' (P1a— P1)Y,
N————
AR
esto es:
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Para encontrar la distribucién de SC Reg note que:
= Lamatriz AR es simétrica.
= ARV™ esidempotente (ejercicio 9.4).

Teniendo la idempotencia y la simetria se tiene que:

SCReg 9
—5— ~ X (rango(ARg), Ar),
O¢
con:
rango(Ag) = 1
ejercicio 9.4
1 *TA * 1 T 1 T 1 T
AR =K App = 52 [P12*P1]M:Eu Plgu—ftgu Pip
1 ) a T .
=2 D) DCIEL RN
ejercicio 9.5 € i=1 j=1

Por otro lado,

E (SCReg) = traza(ArV) + u' App = 02 ++?2 Z Z(x” —Zu)2

i=1 j=1

La tabla B.12 presenta de forma reducida los resultados obtenidos de las es-
peranzas de los cuadrados medios y su distribucién [33, p. 249].

Finalmente, si A = 0, es decir si:

a r a 2
2 —
E T E E TiTix | =0,
N T N
=1 =1

se tiene que el cociente:

SC(X1]1X2)
o2(a—1) CMTrat
SCE__ ~ oME " Fo1.ar—a-1-

o2(ar—a—1)
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Tabla B.12. Andlisis de varianza incluyendo esperanza de los cuadrados

medios
Causa | Grados
Sumas de Cuadr.
deva- de ) E(CM)
L . cuadrados medio
riacién | libertad
Regr. Y P,Y — o2+ Y Yo (i — | 5CBes
1 T SCReg i=1j=1 %%
XQ‘X:[ Y P,Y Tin 2 X1,2g
Y P,Y — 2 - N2
Tratam. - 12 SOTrat O+ o1 Z: Ti SCTrat
X‘X a—1 Y PQY— T’ia i=1 ) L;e
1|X2 1~ T T 2 4 Xa—1,1
Error n—a—1|yT (I-P)Y n§2€1 ol
Total 1 Y'Y -
ota n—
LY T1,,1,.,Y
a T a a 2
onAr = 557 Y Y (i — Ti)?, A= 55 [Z T2 — yoh <Z nii*> ] y
e i=15=1 ¢ li=1 w \i=1
Eir = Z (CL‘Z‘]‘ — i‘)g.
i=15=1
En particularsiTy = 70 = --- = 7, = 0, setendra A = 0. Por otro lado, se
tiene que el cociente:
SC(X2|X1)
o2(1) CM Reg
SCE = CME ~ Fl,ar—a—l;

o2(ar—a—1)
solosi Ap = 0, es decir:
a T
2 2
VYD (i - Ei)? =0
i=1 j=1
Salvo el caso en que todos los x;; son iguales a Z;,, se tendra que Ap = 0 si

~ = 0. Por tanto bajo la hipédtesis nula:

H():"}/:O,

se tiene que:
CM Reg

CME ~ Fl,ar—a—l-
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9.2. Ejercicios

9.1 Mostrar que AV™ es idempotente en que A fue definida en (B.43) y
v*=1I.

9.2 Mostrar que traza (Xlg(XngXlg)*XlTQ) = a + 1 enque X5 fue
definida en (B.38).

9.3 Teniendo en cuenta que Py, Py y Pjy fueron definidas en (B.39),

encontrar:
" 1! Piop.
= u' Pop.
= 1,1,

ar

» E(Y'P,Y). ;De qué pardmetros depende?
= Py (P — Py — 11,1]). ;Hayindependencia?
= Mostrar que (P12 — Py — ﬁlarl;rr) (I —Pip)=0.

9.4 Mostrar que ArV™* es idempotente, en que A, fue definida en (B.44)
y V* = I,y mostrar que rango(Ag) = 1.

9.5 Teniendo en cuenta que Py, P,y Py fueron definidas en (B.39):
= Encuentre u' Pip.
= Mostrar que (P12 — P1) (I — P12) = 0.
= Encuentre E (Y'PY — LV "1,1]Y). ;De qué pardmetros
depende?
= Encuentre (P — 2 1,,1;) (P12 — Py). Hay independencia?
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Diseno y analisis de experimentos

1. Analisis de varianza - anidado - caso 1

Se parte del modelo (7.1) en que:
EY)=X8 vy V(Y)=0214,.

Para la suma de cuadrados se usa el resultado presentado en la seccién 1.1.

11. Hipotesis lineal general

Sean las hipétesis [56, p. 188]:
Hy:K'B=m o Hy:K'B-m=0
H,-K'8#+#m o H,:K'B8-—m#0,

en que (3 es un vector de parametros de orden p, K matriz conocida de orden
s x pderango s,y m vector de constantes conocidas de orden s.

Nota C.1. Como K | es de rango fila completo se tiene que las hipétesis deben ser fun-

ciones de (3 linealmente independientes.

SiY ~ N(X@,02I,),las esperanza y varianza son dadas por:
E(KTBfm) :KTE(B) —m=K' B-m
V(K™B-m) =V (K'B)=K'V(X X)X'Y)K

=K' (X"X)"X'V(e)X(X"X)"K
=K' (X" X)"X"X(X"X) K,
y entonces:
K'B-m~N (KT,B - m,afKT(XTX)_XTX(XTX)_K) .
Nota C.2. Lasuma de cuadrados de K ' 3 — m estd dada por:
SC(K"3—m) =

(KTB - m)T {KT(XTX)*(XTX)(XTX)*K] B (KTB - m) oD
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1.2. Distribucion y esperanza de las sumas de
cuadrados

Usando (C.1) con m = 0, y las respectivas restricciones, se tiene la suma de
cuadrados de K ' 3:

SCOKTB) =8 K KT(XTX)”K} KB

—1
=Y ' X(X"X)'K [KT(XTX)—lK K'(X'X)'xTy

Py
SC(K'B) =Y PxY. (C.2)
1.21. Sumas de cuadrados - factor A
Sea:
—1
SOFA:YTPQY:YTX(X<XEX@> Xy, (C.3)
con:
010 ...00 ... 0
- 001 ...00 ...0
Ka = . . .. . .. . = (0a71><1|Ia71‘0a—1><a(b—1))7 (C.9)
000 ... 10 ...0

—1
yP, = X(X'X) 'K, [KQ(XTX)*KQ} K] (XTX)"'X". Para en-

contrar la distribucién de la suma de cuadrados asociada al factor A note que:
» Lamatriz P, es simétrica.

» Asumiendoque Y ~ N(u, 0214, ) setiene V = 021 4,. Sea:

1 1
Y'=—Y~N <N7Iabr> ) (C.5)
(o

Oec e

entonces V* = I, ypu* = 2 p = L X3.

Oe Oe
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Paraaplicarel teorema 2.2 es necesario verificarlaidempotenciade P,V *:
P.V*P,V* = P,P,
- X(X"X)"'K, [KJ(XTX)*lKaTl K (XTX) X7 Xx
(XTX)'K, [I(l(XTX)*I{a}_1 KI(XTX)'X
- X(X"X)"'K, [KQ(XTX)*KQ} T KI(XTX)XT =P,
por tanto P, V* es idempotente y se tiene que:

SCFA

2
O¢

~ x*(rango(Pa), ),

con:

rango(P,) = rango(X,) =a—1y

1
A= ptPop’
Z;L i}

1

= 5.2
202

(XX XX

—1
3Tx’ Tk, [KJ(XTX)*K@ KT x

[e3

1 - -1
~ 538 Ka [KZ(XTX) 1Ka} K] B.
Notando que:
.
1
o
Qg1
Pra) O1xa—1
ﬁTKa = I, = (041 aafl) )
Bo—1(1) 0u(b—1)xa—1
Bl(a)

Bb—1(a)
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y que:

K, (X"X)"'Ka=(04-1x1Ta-1]04—1xab-1)) X

O1xa—1

1 1 1 1 1
— D — (Tog1— —Ja—1 | O |-To@ [ Tp—1 — ~Jp—1 I,
abr — br a r b

Oa(b—l)xa—l
1 1
- Iaf —7.]&, )
br< " 1)
se tiene que:
aq
1 1 1 -t
A:—( a,) S S
oz (on o auna) g7 (1= 00
Qg1
1 “
= 5z o aw) br(Tams + Jamy)]
Nota 7.1 €
Qg1
br a—1 a—1 2 br a—1
_ 2 ) _ 2 _ 2
S Za+<za> - L;aﬁ( aa>]
_ br — 9
202 &~ "
=1
Por tanto:

y

E(SCFA) = traza(PoV) + p' Pap
1 a
= o2traza {X(XTX)_IKQ [Kl(XTX)_lKa} Kl(XTX)_lXT} +ory ol

i=1
-1 a
= o2traza {KQTM(XTX)*KQ [KI(XTX)*KQ] } +ory ol
=1
= oltraza[l,_1] + era? =ol(a—1)+ era?.

i=1 i=1
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1.2.2. Suma de cuadrados - factor B(A)

-1
SCFB(A) =Y "PgY = YTXg(A) (X;(A)Xﬁ(A)) X;(A)Y’

en que:

00 ... 010 .0

. 0 .. 001 .0

KEsn=1|. . . . . . . .|=0xallapn),
00 00 0 1

-1
Py = X(X ' X) " Ko [Koo (X X) " Kan]  Kja(X X)X

Para encontrar la distribucién de la suma de cuadrados asociada al factor
B(A) note que:

» Lamatriz Pg(4) es simétrica.

» Sea Y * definidaen (C.5).
Para aplicar el teorema 2.2 es necesario verificar la idempotencia de
Pﬁ(A) V*:
PV Pya)V" = PyayPps(a)
-1
= X(X"X) 'Ky [Kg(A)(XTX)*lKB(AJ Ko (XTX) ' x

1
XTX(XTX) Ky [K;(A)(XTX)*KW)} K o(XTX)7'X
—1
= X(XTX) " Ky [ K (X X) " Ko Kja(X X)X
= Ppa),

por tanto Pg(4) V™" es idempotente y

SCFB(A)

= ~ X*(rango(Ppg(4)), \),
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con:

rango(Pg(a)) = rango(X ga)) = a(b—1)y

1 * *
A= e *Paayp
1

) _ ) _

578 X XEXT K ) [ Ky (X X) K| %
T T —

K (X XXX

L oor T T y\— R
= 5,28 Ks Koy (XTX) T K| KB
Notando que:
-
I
Qi
Bia)
Qg1
Br 0 Bo-1(1)
T : axa(b—1) | _ .
K = : = :
B Kpa) (Ia(bl) ) :
5b71(1) Bl(a)
B1(a) Bo—1(a)
51771(11)

y

T T —
Kya)(X ' X) Ky =
(0a(p—1)xallap—1)) X

11 1 1 1 0y ruio
SR R S N Y RN A xa®=y
abr " br a r b -1y

1 1
=-I,® (Ibl - Jbl) ,
r b
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se tiene que:

Bi1) ! B
. Bo-1(1) Bo-1(1)
A= 207 [rl,® (Ip-1+ Jp—1)]
Bi(a) Bi(a)
Bo—1(a) Bb-1(a)
r a b—1 ) a b—1 2
= %02 ;;@(i) + ; L; 5]'(1)]
. oAb
A=5502 B
€ =1 j=1
entonces:

SCFB(A) e
=~ alb=1) 55> D B

2
o
e € =1 j=1

E(CMFB(A)) = traza(Pga)V) +p' P
-1
= o%traza [X(XTX)_lKB [K}(XTX)—lKﬁ] KH(XTx)"'x"

a b
+ry Y Bl

i=1 j=1

a b
= o’traza [Ia(bq)] +r Z Z ﬁ?(i)

i=1 j=1

a b
=olalb—1)+71> > B

i=1 j=1
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1.2.3. Suma de cuadrados - error experimental

Sea:

SCE =Y " (I, — Px)Y.

Para encontrar la distribucién de la suma de cuadrados asociada al error ex-

perimental note que:

» Lamatriz I, — Px es simétrica.

= Sea Y* definida en (C.5). Para aplicar el teorema 2.2 es necesario veri-
ficar la idempotenciade (I, — Px)V™:

(Iabr _PX)V*(Iabr _PX)V* = (Iab'r‘ _PX)(Iabr _PX)
=1Iu — Px — Px+ PxPx = 1,4, — Px,

por tanto (I, — Px)V ™ es idempotente y entonces:

SCE
5 X2(rango((1—abr - PX)a)‘)a

e

g,

con:

rango(Iapr — Px) = traza(I g — Px) = traza(l ) — traza(Px)

= abr —traza(I14q—1+4a—1)) = abr —ab = ab(r — 1)

1 1
A =§N*T(Iabr - Px)p" = 557 (ﬁTXTXﬁ - ﬁTXTPXXﬁ)
A =0,
entonces:
SCE

2 Xab(r—l)

O¢

E(SCE) = traza[(Isr — Px)V]+ ' (Iap — Px)p

(U )

= o’trazall ) — o*traza[Px] = ab(r — 1)o2.
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1.3. Independencia entre las sumas de cuadrados con-

sideradas
1.3.1. Independencia entre SCFAy SCE

P,(I-Px)=P,-X(X"X)'K,x
—1
Kl(XTX)*lKa} K (X XX X(XTX)"' X"
—1
=P, X(X"X)'K, [KJ(XTX)*KQ} KI(XTXx)'x"

P,

=P,—P,=0.
1.3.2. Independencia entre SCFB(A)y SCFE

Pgay(I — Px) = Pga)—
X x

X(XTX) 'Ky [KE(M(XTX)”Ka(A)TlKg(A) XXy
(X'x)'x’

= Ppay—
X(XTX) " Kp) {K&A)(XTX)“KMA)}AKE(A)(XTX)AXT

Ppga)

= Pga) — Ppa) = 0.

1.3.3. Distribucion cociente de cuadrados medios

;7 CMFA b a
“(a—1) (s 2
= ~F<a—1,ab(r—1),2£;1ai>,

SCE -
;{ab(r—l) CME
y
SCFB(A) CMFB(A) -
Alap-1)  CMF r 2
SCE - CME ~F a(b_l)vab(r_1)7E;;ﬁj(i) '

y:/ab(rfl)

443






(1]

(2]

(5]

Bibliografia

T. Anderson y D. Darling, “A Test of Goodness of Fit”, Journal of the
American Statistical Association, vol. 49, n°. 268, pp. 765-769, 1954.
Disponible en https://doi.org/10.2307/2281537

A. Atkinson, “Two Graphical Displays for Outlying and Influential Obser-
vations in Regression”, Biometrika, vol. 68, n°. 1, pp. 13-20, 1981.

J. Baenay C. Martinez, Evaluacion experimental de un modelo matematico de
una extrusora plastificante monohusillo, tesis pregrado, Facultad de Ingenie-
ria, Universidad Nacional de Colombia, Bogotd, 2001.

D. Ballesteros, Estudio comparativo sobre la obtencion de extractos con
actividad citotoxica a partir de residuos fruticolas, tesis maestria, Facultad de
Ciencias, Universidad Nacional de Colombia, Bogota, 2015. Disponible

en https://repositorio.unal.edu.co/handle/unal/56323

V. Barliza y D. Torres, Evaluacion de los procesos de oxidacion avanzada:
Fenton, UV / H2O2 y Foto-Fenton para la degradacion de clorpirifos en aguas
residuales a nivel laboratorio en la Universidad de Cartagena, tesis pregrado,
Facultad de Ingenieria, Fundacién Universidad de América, Bogotd,
2018. Disponible en https://hdl.handle.net/20.500.11839/7202

445


https://doi.org/10.2307/2281537
https://repositorio.unal.edu.co/handle/unal/56323
https://hdl.handle.net/20.500.11839/7202

(6]

(11]

Bibliografia

A. Barény]. Giraldo, Evaluacion de la extraccién de compuestos organicos pre-
sentes en matrices acuosas, tesis pregrado, Facultad de Ingenieria, Univer-
sidad Nacional de Colombia, Bogotd, 2002.

M. Bartlett, “Properties of Sufficiency and Statistical Tests”, Proceeding
of the Royal Society of London, Series A, Mathematical and Physical Sciences,
vol. 160, n°. 901, pp. 268—282, 1937. Disponible en https://doi.org/10.
1098/rspa.1937.0109

P. Bickely K. Doksum, Mathematical Statistics: Basic Ideas and Selected Topics,
vol. I,2.% ed., San Francisco: CRC Press - Taylor & Francis Group, 2015.

M. Brown y A. Forsythe, “Robust Tests for the Equality of Variances”, Jour-
nal of the American Statistical Association, vol. 69, n°. 346, pp. 364—367, 1974.

E. Bulla, Disefio del proceso de produccion del biodiesel a partir de aceites de
fritura, tesis maestria, Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional de
Colombia, Bogota, 2014. Disponible en https://repositorio.unal.edu.co/
handle/unal/51747

G. Camacho-Mufioz, H. Felizzola, M. Rios, J. Parra, y D. Alvarez-
Martinez, “Determinacion de las condiciones 6ptimas de operacion para
un proceso de corte con plasma a través de disefio experimental”, en Avan-
ces en investigacion de operaciones y ciencias administrativas, IOCA 2017 Pro-
ceedings Book; A. Pulido-Rojano, R De la Hoz-Reyes y E. Melamed-Varela
(eds.), pp. 25-31, 2017.

G. Canavos, Probabilidad y estadistica. Aplicaciones y Métodos, México: Mc
Graw-Hill, 1988.

M. Chao y R. Glaser, “The Exact Distribution of Bartlett’s Test Statistic
for Homogeneity of Variances with Unequal Sample Sizes”, Journal of
the American Statistical Association, vol. 73, n°. 362, pp. 422—426, 1978.
Disponible en https://doi.org/10.2307/2286677

W. Cochran y M. Gertrude, Disefios experimentales, 3.% ed., México: Edi-
torial Trillas, 1974.

446


https://doi.org/10.1098/rspa.1937.0109
https://doi.org/10.1098/rspa.1937.0109
https://repositorio.unal.edu.co/handle/unal/51747
https://repositorio.unal.edu.co/handle/unal/51747
https://doi.org/10.2307/2286677

(15]

(16]

(19]

[20]

(23]

Bibliografia

J. Cole y J. Grizzle, “Applications of Multivariate Analysis of Variance to
Repeated Measures Experiments”, Biometrics, vol. 22, n°. 4, pp. 810828,
1966. Disponible en https://doi.org/10.2307/2528076

A. Condori, Determinacion del nitrogeno metabélico fecal, enddgeno urinario y
dérmico en llamas hembras de dos afios de edad, tesis pregrado, Universidad
Nacional del Altiplano, Puno, Per, 2017.

W. J. Conover, Practical Nonparametric Statistics, 2.“ ed., Nueva York: John
Wiley & Sons, 1980.

W. Conover, M. Johnson, y M. Johnson, “A Comparative Study of Tests for
Homogeneity of Variances, with Applications to the Outer Continental
Shelf Bidding Data”, Technometrics, vol. 23, n°. 1, pp. 351-361, 1981.
Disponible en https://doi.org/10.2307/2335801

H. Cortés, M. Ballesteros, y A. Zamudio, “Optimizaciéon de una metodo-
logia para la extraccion de la humina de un Oxisol de Colombia. Fraccio-
namientoy caracterizacion fisicoquimica”, Revista Colombiana de Quimica,
vol. 36, n°. 3, pp. 335-348, 2007.

F. Cruz y]. Mejia, Efecto de diferentes densidades de siembra, dosis de nitrogeno
y fosforo sobre la produccion de semilla de colza (Brassica sp. variedad nacional),
tesis pregrado, Facultad de Ciencias Agrarias, Universidad Nacional de
Colombia, Bogota, 1987.

A. Dean, D. Voss, y D. Dragulji¢, Design and Analysis of Experiments, 2.% ed..,
Nueva York: Springer, 2017.

G. del Pino, “On Identifiability and Estimability in Response Function
Models”, Brazilian Journal of Probability and Statistics, vol. 10, n°. 1,
pp. 35-57, 1996.

C. Dunnett, “New Tables For Multiple Comparisons with a Control”,
Biometrics, vol. 20, n°. 3, pp. 482—491, 1964. Disponible en https:
//doi.org/10.2307/2528490

447


https://doi.org/10.2307/2528076
https://doi.org/10.2307/2335801
https://doi.org/10.2307/2528490
https://doi.org/10.2307/2528490

[24]

[25]

[27]

(28]

[32]

Bibliografia

P. Emerson, “Numerical Construction of Orthogonal Polynomials from
a General Recurrence Formula”, Biometrics, vol. 24, n°. 3, pp. 695-701,
1968. Disponible en https://doi.org/10.2307/2528328

B. Everitt, The Cambridge Dictionary of Statistics, Cambridge: Cambridge
University Press, 2006.

M. Fligner y T. Killeen, “Distribution-Free Two-Sample Test for Scale”,
Journal of the American Statistical Association, vol. 71, n°. 353, pp. 210-213,
1976. Disponible en https://doi.org/10.2307/2285771

J. Garcia, Desarrollo de un modelo tedrico experimental del proceso de corte
del bagazo de cafia de azucar orvientado al diseio optimo de un sistema
cortador, tesis maestria, Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional de
Colombia, Bogota, 2014. Disponible en https://repositorio.unal.edu.co/
handle/unal/52119

J. Guevara y R. Mateus, Evaluacion de la utilizacién de probiéticos en la fase
de levante del ciclo de produccion de la mojarra voja (Oreochromis sp.), tesis pre-
grado, Facultad de Medicina Veterinaria y de Zootecnia, Universidad Na-

cional de Colombia, Bogota, 2001.

A. Gutiérrez, Analisis de algunos aspectos troficos y reproductivos de la comuni-
dad de peces de un caio de aguas negras amazonicas en cercanias de Leticia (Ama-
zonas, Colombia), tesis pregrado, Facultad de Ciencias, Universidad Na-
cional de Colombia, Bogota, 2003.

D. A. Harville, Matrix Algebra from a Statistician’s Perspective, Nueva York:
Springer, 2008.

K. Hinkelmanny O. Kempthorne, Design and Analysis of Experiments. Vol. I:
Introduction to Experimental Design, Nueva York: John Wiley & Sons, 1994.

K. Hinkelmann y O. Kempthorne, Design and Analysis of Experiments. Vol.
2: Advanced Experimental Design, John Wiley & Sons, 2005.

448


https://doi.org/10.2307/2528328
https://doi.org/10.2307/2285771
https://repositorio.unal.edu.co/handle/unal/52119
https://repositorio.unal.edu.co/handle/unal/52119

(33]

(39]

Bibliografia

K. Hinkelmann y O. Kempthorne, Design and Analysis of Experiments. Vol.
I: Introduction to Experimental Design, 2.* ed., Nueva York: John Wiley &
Sons, 2008.

R. Hocking, Methods and Applications of Linear Models, Nueva York: John
Wiley & Sons, 1996.

J. KlokeyJ. McKean, Nonparametric Statistical Methods Using R, Boca Raton:
CRC Press, 2015.

C. Kramer, “Extension of Multiple Range Test to Groups Means with
Unequal Numbers of Replications”, Biometrics, vol. 12, n°. 3, pp. 307-310,
1956. Disponible en https://doi.org/10.2307/3001469

R. Lenth, “Quick and Easy Analysis of Unreplicated Factorials”,
Technometrics, vol. 31, n°. 4, pp. 469-473, 1989. Disponible en
https://doi.org/10.2307/1269997

H. Levene, “Robust test for equality of variances”, en Contributions to Pro-
bability and Statistics. 1. Olkin, S. G. Ghurye, W. Hoeftding, W. G. Madow
y H. B. Mann (eds.), Palo Alto: Standford University Press, 1960, ch. 25,
pp. 278-292.

H. Lilliefors, “On the Kolmogorov-Smirnov Test for Normality with Mean
and Variance Unknown”, Journal of the American Statistical Association,
vol. 62, n°. 318, pp. 399-402, 1967. Disponible en https://doi.org/10.
2307/2283970

O. Melo, L. Lopez, y S. Melo, Disefio de Experimento: métodos y aplicaciones,
1.% ed., Bogotd: Universidad Nacional de Colombia, 2007.

D. Montgomery, Disefio y analisis de experimentos, 2.” ed., México: Edito-

rial Limusa, 2002.

J. Mufioz, D. Camargo, y D. Gallego, “Aplicacion de la metodologia de su-
perficies de respuesta en un proceso de absorcion del CO, de un biogas
en una solucién alcalina”, Dyna, vol. 76, n°. 159, pp. 113—144, 2009.

449


https://doi.org/10.2307/3001469
https://doi.org/10.2307/1269997
https://doi.org/10.2307/2283970
https://doi.org/10.2307/2283970

[43]

[44]

[46]

[48

—_—

[49]

Bibliografia

R. Myers, D. Montgomery, y C. Anderson-Cook, Response Surface Metho-
dology, 3.% ed., Nueva York: Wiley, 2009.

E. Ojasild, Elaboracion de néctares de gulupa (Passiflora edulis f. edulis) y curu-
ba (Passiflora mollissima), tesis especializacion, Facultad de Ciencias, Uni-
versidad Nacional de Colombia, Bogota, 2009.

G. Paula, Modelos de regressio com apoio computacional, Sao Paulo:
Universidade de Sao Paulo, 2012. Disponible en https://www.ime.usp.

br/~giapaula/texto_2013.pdf

M. Pereira y A. Amaral, “Estimation of Genetic Components in Pop-
corn Based on the Nested Design”, Crop Breeding and Applied Biotechnology,
vol. 1, n°. 1, pp. 3-10, 2001.

A. Pérez, Evaluacion de las propiedades farmacotécnicas del almidén de iame
y su aplicacion como diluente en la elaboracion de formas famacéuticas solidas,
tesis pregrado, Facultad de Ciencias, Universidad Nacional de Colombia,
Bogota, 2002.

J. Posada, Efecto de la cantidad de carga en el consumo de combustible en
camiones, tesis doctorado, Facultad de Minas, Universidad Nacional de
Colombia, Medellin, 2012. Disponible en https://repositorio.unal.edu.
co/handle/unal/11067

A. Quiroga, Respuesta a las aplicaciones de silicio en el cultivo de pepino
(cucumis sativus L) variedad modan, en condiciones de estrés hidrico bajo
cubierta en Culiacan, Sinaloa, tesis pregrado, Facultad de Ingenieria,
Universidad de Ciencias Aplicadas y Ambientales (UDCA), Bogota, 2016.
Disponible en https://repository.udca.edu.co/handle/11158/582

R Core Team, R: A Language and Environment for Statistical Computing,
Vienna: R Foundation for Statistical Computing, 2021. Disponible en
https://www.R-project.org/

450



[51]

[52]

[60]

[61]

Bibliografia

J. Rafter, M. Abell, y J. Braselton, “Multiple Comparison Methods for
Means”, SIAM Review, vol. 44, n°. 2, pp. 259-278, 2002. Disponible en
https://doi.org/10.1137/S003614450135723

D. Robson, “A Simple Method for Constructing Orthogonal Polynomials
when the Independent Variable is Unequally”, Biometrics, vol. 15, n°. 2,
pp. 187-191, 1959. Disponible en https://doi.org/10.2307/2527668

C. Sampedro y H. Sanjuan, Ensayos de rendimientos de variedades promiso-
rias de cebada, tesis pregrado, Facultad de Ciencias Agrarias, Universidad
Nacional de Colombia, Bogota, 1981.

C. E. Sirndal, B. Swensson, y J. Wretman, Model Assisted Survey Sampling,
Nueva York: Springer-Verlag, 1992.

H. Scheffe, “A Method for Judging all Contrasts in the Analysis of
Variance”, Biometrika, vol. 40, n°. 1/2, pp. 87-104, 1953. Disponible en
https://doi.org/10.2307/2333100

S. Searle, Linear Models, Nueva York: John Wiley & Sons, 1971.

S. Searle, G. Casella, y C. McCulloch, Variance Components, Nueva York:
John Wiley & Sons, 2006.

J. Shao, Mathematical Statistics, 2.” ed., Nueva York: Springer, 2003.

S. Shapiro y M. Wilk, “An analysis for variance test for normality
(complete samples)”, Biometrika, vol. 52, n°. 3/4, pp. 591-611, 1965.
Disponible en https://doi.org/10.2307/2333709

W. Shapiro y R. Francia, “An Approximate Analysis of Variance Test for
Normality”, Journal of the American Statistical Association, vol. 67, n°. 337,
pp. 215-216, 1972. Disponible en https://doi.org/10.1080/01621459.1972..
10481232

D. Wuy M. Hamada, Experiments. Planning, Analysis, and Parameter Design
Optimization, Nueva York: John Wiley & Sons, 2000.

451



Bibliografia

[62] D. Zucker, “An Analysis of Variance Pitfall: the Fixed Effects
Analysis in a Nested Design’, Educational and psychological mea-
surement, vol. 50, n°. 4, pp. 731-738, 1990. Disponible en
https://doi.org/10.1177/0013164490504002

452


https://doi.org/10.1177/0013164490504002

Indice

AIC (informacién de Akaike), 224 efecto principal, 215

aleatorizacion, 9 error

alias, 313, 315, 316 de tratamiento, 6

ANOVA experimental, 6
ortogonal, 37 observacional, 6
simple, 36 error observacional, 385

o estimacion por minimos cuadrados, 24
causas de variacién, 6

combinacién lineal, 29 factor, 7, 8

contraste, 101 anidado, 355
criterio de menor aberracién, 308 factores cruzados, 215
cuadrados medios, 392 forma cuadratica, 38

forma lineal, 38
diferencia minima significativa, 110 fyncién lineal, 21

disefio balanceado, 50 funcién lineal estimable, 29, 96

disefio completamente aleatorizado, 384

. . matriz de covarianza, 32
disefio experimental, 3

matriz disefio, 22

distribucién
F no central, 42 mejor estimador lineal insesgado (ME-
t no central, 42 LD), 31
modelo
ecuaciones normales, 25 de efectos aleatorios, 5

efecto clear o transparente, 338 de efectos fijos, 5

453



Indice

de efectos mixtos, 5 experimental, 5, 70
lineal, 21
variable
nivel de significancia por comparacion, dependiente, 21
108 independiente, 21
principio

de heredabilidad, 215

de orden jerarquico, 215

de parsimonia, 215
producto Kronecker, 402

relacién de definicién, 313, 315, 316

replicacién, 9

respuestas potenciales o conceptuales,
47

suma de cuadrados
modelo, 36
residual, 36
total, 36

tamafio de muestra
DCA con submuestreo, 79
diseno completamente aleatoriza-

do (DCA), 69

disefno conarreglos factoriales, 228
disefio en bloques, 177
disefio en bloques incompletos, 186
efectos aleatorios, 83

tasa de error, 108

tratamiento, 7, 211

unidad
de observacién o de muestreo, 6,
70

454



