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Prefacio e Xxvil

El andlisis estadistico en datos de sobrevida es una coleccién de métodos es-
tadisticos utilizados para direccionar las preguntas y las respuestas que tie-
nen que ver con la posibilidad (el sz) y el momento (el cudndo) en que ocurre
un evento de interés sobre una unidad (objeto). El andlisis de sobrevida, o
mads exactamente el andlisis estadistico del tiempo hasta la ocurrencia de un
evento, juega un papel importante en las ciencias de la salud, la epidemio-
logia, la biologia, la demografia, la economia, la ingenieria, la actuaria, las
ciencias sociales y la pedagogia, entre otras dreas de investigacion.

La inclusién de las palabras sobrevida, sobrevivencia e incluso supervivencia
en el lenguaje estadistico tiene su origen en la bisqueda de respuestas a las
preguntas acerca de la probabilidad de que un individuo, expuesto o consi-
derado bajo algunas condiciones o factores especificos, esté vivo después de
un determinado tiempo y dentro de un periodo de estudio o seguimiento.
Histéricamente, estas preguntas o inquietudes que estdn relacionadas con el
tiempo que pasa hasta la muerte de un individuo (sobrevida) surgieron en
la medicina y en dreas afines. De esta manera, el interés estadistico se dirige
a modelar el tiempo de vida de una persona bajo algunas condiciones parti-
culares. El evento de interés es la muerte, y se registra el tiempo inmediata-
mente anterior a su ocurrencia; a este tiempo se le denomina sobrevivencia,
sobrevida o supervivencia, indistintamente. En estos vocablos el prefijo sobre
o super significan por encima o después de, lo cual supone una medicién del
tiempo que transcurre después o a partir de un “origen” determinado.

El andlisis de sobrevida, hoy en dia, se desarrolla para observar y modelar
el tiempo que pasa hasta la ocurrencia de diferentes clases de eventos, pero
en esencia la teorfa matematica-estadistica es la misma. El evento puede ser
la falla de una mdquina, el nacimiento de un primer hijo, la tenencia de la
primera casa propia, lo obtencién de un grado académico, la entrada de una
economia en recesion, la degradacion o descomposicién de un alimento, la
cura de una enfermedad, etc.

Este texto ha sido elaborado pensando en un lector que demande el uso
de algunas herramientas estadisticas ttiles para la exploracién, descripcion
y el andlisis confirmatorio de la informacién, principalmente del tiempo,
hasta la ocurrencia de un evento. El material estadistico que se ofrece en
este texto puede ser empleado por investigadores de varias disciplinas, pues
basta cambiar el escenario de los ejemplos y las ilustraciones, para hacer de
este texto un instrumento de apoyo en dreas afines tales como el andlisis de
confiabilidad, el andlisis del riesgo, el andlisis de degradacién, la durabilidad
o longevidad y el control estadistico de calidad. El rigor matematico usado
en el texto es minimo, solo requiere de los conocimientos contenidos en un
curso bdsico de probabilidad e inferencia estadistica; no obstante, se inclu-
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yen, en el apéndice A, los conceptos bdsicos de estas dreas para los lectores
que necesiten recuperar o adquirir tales conocimientos.

En el capitulo 1 se enuncian los conceptos, definiciones y expresiones
probabilisticas asociados con los datos de sobrevida. En el capitulo 2 se de-
sarrollan las estimaciones no paramétricas de las funciones de sobrevida y
de riesgo. En el capitulo 8 se presentan y caracterizan los modelos proba-
bilisticos ligados a los datos de tiempo hasta la ocurrencia de un evento.
El modelamiento estadistico de los datos bajo alguna distribucién probabi-
listica para la variable tiempo hasta la ocurrencia de un evento, en funcion de
algunas covariables, lo que se conoce como modelos de regresién en datos
de sobrevida, se aborda en el capitulo 5; tanto para modelos de riesgos pro-
porcionales como de riesgos acelerados. En los capitulos 6 y 7 se trata el
modelo de Cox junto con algunas de sus extensiones. El capitulo 8 trata los
modelos de riesgo aditivos. El capitulo 9 contiene el andlisis estadistico de
datos de sobrevida desde una perspectiva bayesiana. El capitulo 10 contiene
el modelamiento estadistico de la variable discreta tiempo hasta el evento.

El libro se debe principalmente a la bibliografia que se referencia, a mi
ejercicio docente e investigativo y a las preguntas, comentarios y sugerencias
de mis estudiantes y colegas investigadores del drea de sobrevida. Este es un
material que se puede transformar cualitativamente en la medida en que sea
leido y cuestionado; por lo tanto, agradezco los comentarios y sugerencias
que surjan de su estudio. Con sentimientos de gratitud y aprecio, pongo este
texto a disposicion de todos ustedes, amables lectores.

Luis Guillermo Diaz M.
Bogotd, 2024
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11. Introduccion

El tiempo de sobrevida, el tiempo hasta la ocurrencia de un evento o los
datos de duracion se presentan en dreas como la medicina, la epidemiologia,
la biologia, la demografia, la economia, la ingenieria, las ciencias actuariales
y la pedagogia, entre otros campos.

La inclusiéon en el lenguaje estadistico de las palabras sobrevida, sobrevi-
vencia e incluso supervivencia tiene su origen en la busqueda de respuestas a
las preguntas acerca de la probabilidad de que un individuo, expuesto o con-
siderado bajo algunas condiciones o factores especificos, esté vivo después
de un determinado tiempo y dentro de un periodo de estudio o seguimien-
to. Histéricamente, estas inquietudes relacionadas con el tiempo que pasa
hasta la muerte (sobrevida) de un individuo surgieron en la medicina y en
dreas afines. Asi, el trabajo estadistico inicial se centré en las tablas de vida
humana y en la mejoria, o no, de un paciente tratado clinicamente. De esta
manera, el interés estadistico se centra en modelar el tiempo de vida de una
persona bajo algunas condiciones particulares. Asi, el evento de interés es la
muerte y se registra el tiempo inmediatamente anterior a la ocurrencia de
este evento; a este tiempo se le denomina sobrevivencia, sobrevida o supervi-
vencia, indistintamente. En estos vocablos el prefijo sobre o super significa por
encima o después de, lo cual supone una medicién del tiempo que transcurre
después o por encima de un “origen” determinado.

En resumen, los términos se relacionan directamente con la ocurrencia
del evento muerte, la duracién del evento complementario es la sobrevida.
Este es uno de los contextos histéricos del origen y uso de estos términos
o vocablos en la disciplina estadistica. Una explicacién similar se da con
el término falla, que se refiere a la ocurrencia del evento asociado con una
unidad o dispositivo mecanico (en analisis de confiabilidad).

La tarea estadistica es el modelamiento, tanto probabilistico como esta-
distico, de la variable aleatoria tiempo hasta que una unidad haga la transi-
cién de un estado a otro del evento, es decir, de “no evento” a “evento”. Por
ejemplo, en la transicion del evento “vida” a su complementario, el evento
“muerte”; en la transicién de “bueno” a “dafiado” en el componente de una
madquina; o de “soltero” a “casado” en las personas; de “consumible” a “no
consumible” en los alimentos; de “no vendido” a “vendido” en un bien o
servicio; de “no graduado” a “graduado” en el caso de un estudiante.

El andlisis de sobrevivencia (en adelante AS) es una de las dreas de la
estadistica con mayor crecimiento en las dltimas décadas. Este crecimiento
se debe al desarrollo de las técnicas estadisticas y a la disponibilidad de re-
cursos de cdlculo numérico y computacionales eficientes. Como evidencia,
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se destacan dos de los articulos mds citados en toda la literatura estadisti-
ca entre 1987 y 1989, los cuales tratan temas en esta drea: el estimador de
Kaplan—Meier (1958) y el modelo de Cox.

Actualmente, el interés estd dirigido a modelar la variable tiempo desde
un origen bien definido hasta la ocurrencia de algin evento, E. Es decir, la
transicion del estado “no evento”, E€, al estado “evento”, E, dentro de un pe-
riodo de estudio u observacién particular sobre un objeto o unidad especifi-
ca. Por ejemplo, la transicién del evento sano a enfermo, o reciprocamente,
de enfermo a sano, si se quiere observar la duracién de una enfermedad.

Con esto, se ha extendido el estudio de la variable aleatoria tiempo hasta la
ocurrencia de eventos diferentes a la muerte (o a la falla), y por lo tanto, se ha
extendido al estudio y aplicacién en otras dreas del conocimiento. Asi, por
ejemplo, en la ingenieria este tipo de estudios relacionados con el tiempo
que pasa hasta el evento “falla” de un dispositivo 0 mecanismo se denomina
andlisis de confiabilidad; en las ciencias sociales, el interés puede estar diri-
gido a modelar el tiempo hasta la ocurrencia del evento “tener el primer
hijo”, “adquirir la primera vivienda propia”, “obtener la graduacién como
profesional”, “contraer el primer matrimonio”; en economia, puede ser el
tiempo que pasa hasta que la economia de un pais entra en recesion, entre
otras situaciones que hacen apropiado el término evento y que no siempre
corresponden a una falla. No obstante, en este texto se hace uso de estos
términos de manera equivalente.

Generalmente, la variable respuesta en el andlisis de sobrevivencia es el
tiempo que pasa hasta la ocurrencia de un evento, E, de interés. Este tiempo
se conoce como tiempo hasta la ocurrencia del evento, en adelante, tiempo hasta el
evento. A continuacién, se mencionan algunos tiempos de interés asociados
con un evento.

1. Tiempo hasta la muerte de una persona o cualquier ser vivo.

2. Tiempo desde el diagnéstico de una enfermedad hasta la muerte del
paciente.

3. Tiempo desde el diagnéstico de una enfermedad hasta la cura de la
enfermedad.

4. Tiempo transcurrido entre dos averias de un componente o elemento
de una mdquina.

5. Tiempo hasta que una mujer tiene su primer hijo.

6. Tiempo hasta que un estudiante se gradia de un programa académi-
co.
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7. Tiempo hasta que un nifio o nifia aprende a leer (o a escribir).

8. Tiempo hasta que una persona, con licencia de conduccién, tiene su
primer choque automovilistico.

9. Tiempo hasta que un hijo(a) deja su nicleo familiar (emancipacién).

10. Tiempo hasta cuando una familia adquiere su primera vivienda pro-
pia.

11. Tiempo hasta que un producto, puesto en un punto de exhibicién y
venta, es comprado por un consumidor.

12. Recorrido (tiempo o kilometraje) hasta que un neumitico de un au-
tomavil sufre una perforacion (“pinchazo”).

Asi, la variable aleatoria tiempo hasta el evento, T, se asume como una va-
riable de tipo discreto o continuo; no obstante, la teoria y aplicacién se han
desarrollado principalmente sobre la consideracién continua de la variable
tiempo. Ademds, la unidad permanece (antes del evento) de manera conti-
nua en el tiempo en un estado de no evento, E€. Otra cosa es que su me-
dicién se haga de manera discreta. Ademds, en algunos casos, este tiempo
no se registra de manera permanente, es decir, con un cronometraje conti-
nuo, sino que se mide el tiempo de permanencia en funcionamiento de un
aparato. Asi, el tiempo calendario y el tiempo en funcionamiento no coin-
ciden, pues pueden haber periodos de estado “apagado” o de inactividad del
aparato o dispositivo.

Aunque la variable tiempo hasta la ocurrencia de un evento es la variable alea-
toria central para el andlisis estadistico de sobrevida, hay casos en los cuales
la variable tiempo no es la que se observa o la que interesa directamente,
sino otra caracteristica asociada con el evento de interés E. Por ejemplo, en
el evento perforacién o “pinchazo” de un neumdtico (dltimo caso) la va-
riable a considerar puede ser el desgaste o profundidad de la superficie de
contacto con el piso (banda de rodamiento) de la llanta. Un caso similar se
tiene con la variable kildmetros o millas de recorrido en el caso del motor de un
automovil, la turbina de un avién o un barco.

En general, la literatura de los métodos estadisticos y de los modelos
propuestos para el andlisis de datos de sobrevida asume que el tiempo hasta
el evento de interés es una variable aleatoria continua de soporte positi-
vo. No obstante, en algunas ocasiones, el envejecimiento o vetustez de los
elementos (por ejemplo, componentes, sistemas, subsistemas, especimenes,
estructuras, érganos vitales, unidades) no se mide en términos temporales
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o cronolégicos. En tales ocasiones, la vida qtil se mide por medio de otras
variables aleatorias. Por ejemplo, la cantidad de kilémetros recorridos, la
resistencia de las muestras de material hasta su ruptura, el nivel de degra-
dacion, la flexibilidad de un adhesivo o el nimero de ciclos hasta que una
muestra de material falla a causa de la fatiga. Ademds, la terminologia va-
riable aleatoria de tiempo al evento, que se denota en lo sucesivo por T, se usa
ampliamente para hacer referencia a cualquier variable aleatoria continua
positiva. No obstante la naturaleza intrinsecamente continua de la variable
aleatoria tiempo, debido a las circunstancias de tipo experimental o a los pro-
cedimientos de medicién u observacion sobre las unidades, se debe optar
por considerar la variable tiempo de manera discreta o discretizada. Cual-
quier modelo probabilistico asociado con la variable aleatoria tiempo hasta el
evento a menudo se denomina una distribucion de vida.

Una caracteristica casi exclusiva de los datos de sobrevivencia es que el
registro o evidencia del tiempo para el evento en algunas unidades no se
conoce con exactitud, o tan solo se sabe que se presenta dentro de un cier-
to periodo de tiempo; a esto se le denomina censura. Asi, si a una unidad le
ocurre el evento después del periodo de estudio, se dice que este tiempo tie-
ne censura a derecha. La censura a izquierda ocurre cuando tan solo se conoce
que el individuo ha experimentado el evento de interés antes de empezar
el estudio. Y la censura por intervalo se presenta cuando la dnica informa-
cién disponible es que el evento ocurrié dentro de un intervalo especifico
de tiempo.

Otra caracteristica de los datos de sobrevida se produce cuando solo se
consideran o reconocen para el andlisis, por decisién o a criterio del inves-
tigador, los tiempos de las unidades o individuos para los cuales el evento
ocurre dentro de una ventana o intervalo de observacién determinado. Esto
se conoce como truncamiento.

La presencia de censura hace que se tenga una observacion parcial o in-
completa de la variable respuesta tiempo. Por ejemplo, si se hace seguimien-
to a un paciente y este se muda de ciudad, muere por causa diferente a la
estudiada, termina el estudio o se interrumpe su acompanamiento (en in-
glés drop out), entonces la informacién disponible es que el tiempo al evento
(muerte) es diferente (superior o inferior) al tiempo especificado para la ter-
minacion del estudio u observacion. La mayoria de las técnicas estadisticas
cldsicas (como el andlisis de varianza o los métodos de regresion cldsica) tie-
nen limitaciones para aplicarse cuando hay presencia de informacién censu-
rada porque se requieren de manera explicita los tiempos exactos al evento.
Se hace entonces necesario el uso de métodos de andlisis estadisticos que
consideren e incorporen la informacién contenida en los datos, tal como
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la censura y el truncamiento. Cuando no hay censura ni truncamiento, el
conjunto de tiempos se denomina completo.

El andlisis de sobrevivencia se refiere bdsicamente a situaciones que in-
volucran algunos datos de tiempo con censura y, en algunos casos, estdn
truncados. Esto pasa en las ciencias de la salud, las ciencias sociales o la in-
genieria, donde se requiere estimar algunas caracteristicas relacionadas con
la distribucién de la variable tiempo, tales como el tiempo medio de falla, la
esperanza de vida, los percentiles (mediana, cuartiles, quintiles) de la varia-
ble tiempo, la vida media residual o la probabilidad de que el evento ocurra
después de cierto tiempo.

En el andlisis de confiabilidad se quiere determinar la probabilidad de
que un producto dure mds de un tiempo determinado, con lo cual se po-
dria establecer un periodo de garantia para el comprador sobre el producto.
En criminalistica interesa el tiempo entre la liberacién de un reo y la ocu-
rrencia de un nuevo delito cometido por este. En estudios socioeconémicos,
por ejemplo, el interés se centra en observar, sobre una persona, el evento
“empleado” o “desempleado”, los cambios de empleo, el tiempo que dura
alguien en estado de desempleo, o el tiempo para obtener una jubilacién.
En demografia pueden interesar los eventos como el nacimiento, la muerte,
el matrimonio, el divorcio o la migracién.

Para cada una de las situaciones o ejemplos sefialados se puede estar in-
teresado en estudiar el efecto o la asociacion de la ocurrencia de un evento,
o su ausencia, bajo la consideracién de algunas covariables o factores asocia-
bles al mismo. Es decir, se trata entonces de considerar estadisticamente la
variable tiempo hasta el evento, T, en relacién con otras covariables contenidas
en un vector X, las cuales pueden ser categéricas o numéricas, dependientes
del tiempo o no.

Algunas veces es de interés solamente la distribucién de los tiempos hasta
el evento de un tnico grupo. Frecuentemente, el interés se dirige a comparar
los tiempos hasta el evento en dos o mds grupos para evidenciar, por ejem-
plo, silos tiempos al evento de los individuos son mayores sistemdticamente
en un grupo respecto de otro(s). Alternativamente, los valores de las varia-
bles explicativas o covariables deben estar disponibles para cada individuo.
Estas variables se consideran que estdn asociadas con la sobrevivencia. Asi,
por ejemplo, el tiempo de vida de una maquina puede estar influenciado por
el esfuerzo ejercido sobre esta, el material del cual estd hecha, las sustancias
con que tenga contacto o la temperatura del drea de trabajo donde funciona.
Por lo tanto, estas condiciones pueden tomar el papel de variables explica-
tivas en la sobrevivencia de la mdquina objeto de estudio. En investigacién
clinica, es comun que de forma rutinaria se colecte una gran cantidad de



8 « Contextoy elementos generales del analisis de sobrevivencia

informacion (covariables) sobre cada paciente; el objetivo de estos estudios
es determinar y resumir el efecto conjunto de estas variables explicativas o
covariables de la sobrevida del paciente.

1.2. Estructura de los datos de sobrevida

Los datos de sobrevivencia se caracterizan por el registro del tiempo hasta
la ocurrencia del evento y, frecuentemente, por las censuras, el abandono
(drop out) o el truncamiento. Estos componentes definen y estructuran la
variable respuesta tiempo hasta la ocurrencia del evento. En la mayoria de los
estudios de sobrevida se incluyen otras variables, llamadas covariables, las
cuales se observan y registran sobre la unidad a la cual se hace seguimiento
respecto de la ocurrencia o no del evento de interés. Los siguientes elemen-
tos constituyen y definen el tiempo hasta el evento:

= [a unidad sobre la cual se registra el evento.

= El evento de interés.

= El tiempo origen o inicial y el tiempo final del estudio.

= La escala de medida del tiempo hasta que ocurre el evento.

= La distribucién probabilistica de la variable tiempo hasta que ocurre el
evento.

= FEl tipo de censura y el truncamiento del tiempo.

= Las covariables, factores o condiciones a los cuales se les pueden atri-
buir la ocurrencia o no del evento.

Estos elementos deben ser definidos claramente y contextualizados con
el marco conceptual del estudio (ciencias de la salud, sociales, ingenieria,
entre otras). A continuacién se definen estos conceptos.

La unidad corresponde al objeto o individuo sobre el cual se registra el
evento. La unidad puede estar constituida por varias unidades como una
familia, una camada de animales, una parcela de plantas o un sistema de
componentes de una maquina; en otros casos la unidad corresponde a obje-
tos individuales como una persona, un animal, una planta o un componente
mecdnico. Estas unidades pueden corresponder a unidades experimentales
o muestrales, unidades de estudio sobre una cohorte o estudios de casos.

Otra situacién que puede presentarse es cuando las unidades se agru-
pan, de manera jerarquica, en conglomerados de unidades. Por ejemplo,
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pacientes tratados en el mismo hospital, automdéviles fabricados en la mis-
ma planta, estudiantes que asisten a la misma escuela; a la vez, cada uno de
estos grupos o conglomerados puede formar parte de un grupo mds grande
y asi sucesivamente. Para el caso de los estudiantes, estos pertenecen a un
grado o nivel escolar que estd dentro de una escuela; esta escuela estd in-
cluida en una ciudad; la ciudad hace parte de algin departamento o regién,
y asi hasta cubrir todo el sistema educativo. Este tipo de estructura de las
unidades y de los datos se denomina multinivel, y cada uno de los niveles co-
rresponde a una aglomeracion de unidades. En el modelamiento y andlisis
de estos datos se debe considerar e incluir las caracteristicas observadas en
cada nivel. Para los ejemplos anteriores se deben considerar los efectos de
los factores asociados con el hospital, la planta o la escuela, respectivamente,
sobre el tiempo hasta el evento.

El evento debe pertenecer a un conjunto de resultados posibles (espacio
muestral) del estudio observacional, el cual puede presentarse, sobre cada
unidad, una o varias veces. El evento debe estar definido de forma no am-
bigua. En el caso de muerte o falla parece claro que no habria duda sobre
la ocurrencia o no del evento, pero en el evento “el producto es apto para el
consumo’, que se da con alimentos o fdrmacos, deben establecerse las con-
diciones fisicas, quimicas y bioquimicas para considerar que el momento de
consumo de un producto es apropiado para la salud del consumidor.

Como el evento ocurre cuando la unidad cambia de estado, de E€ a E
(sano a enfermo, bueno a danado, en existencia a vendido, no graduado
a graduado, soltero a casado, entre otros), se debe advertir que el tiempo
cuenta hasta el cambio inmediato o instantdneo de estado de la unidad. Es
decir, no se considera el tiempo que la unidad permanece en el estado o el
evento. Por ejemplo, la duracién de una enfermedad o la permanencia en
estado averiado de un aparato mecdnico.

En algunas aplicaciones hay poca o ninguna arbitrariedad en la definicién
del evento. En otras, por ejemplo, en algunos contextos industriales, la falla
se define como el primer momento en el cual el desempefio, medido de
alguna forma cuantitativa, cae por debajo de un nivel (umbral) técnicamente
aceptable y previamente establecido.

Un estudio de tiempo para el evento de cinco unidades es ilustrado en
la figura 1.1, en la cual se muestra que el ingreso al estudio de las unidades
no se da en el mismo tiempo. El tiempo de entrada al estudio se representa
por “»”. El intervalo 0 a ¢y se conoce como tiempo de alistamiento o re-
clutamiento, durante el cual se acopian o rednen las unidades del estudio.
El tiempo t( es establecido por el investigador y corresponde al origen de



10 « Contextoy elementos generales del analisis de sobrevivencia

Unidad | |
Ui | E |
I ¢

[ 3 e E: Evento 3
Us E\ o C: Censura 1
| /" A: Abandono |

Uy ‘ e
: VA l
Us ! A |
to t
0 TI1EMPO /

Figura 1.1. Tiempo al evento en estudio sobre cinco unidades.

medicion del tiempo hasta el evento. De la misma manera el investigador
establece el tiempo final, ¢/, del estudio.

Sobre la unidad U] el evento ocurre durante el periodo de estudio. Sobre
la unidad Uy el evento ocurre pero no hay precisién del momento exacto
de ocurrencia; solo se sabe que ocurre dentro de un intervalo de tiempo
(censura por intervalo). En la unidad Ug el evento ocurre antes del tiempo
de inicio del estudio; o dicho de otra manera, cuando se establecié el tiempo
de inicio del estudio, ty, el evento ya le habia ocurrido a esta unidad (esto
se denomina censura a izquierda). En la unidad Uy, se termina el tiempo
considerado como fin del estudio y el evento no se ha observado sobre ella;
tal vez ocurra después de ¢/ (censura a derecha). Finalmente, la unidad U se
pierde o abandona el estudio, en consecuencia, no se sabe sile ha ocurrido el
evento; a este tipo de unidades se les considera como abandonos (en inglés,
drop outs). Y aunque se ha introducido el término censura para decir que no
se sabe con precisién el momento de ocurrencia del evento, este se define y
caracteriza en la seccién 1.2.2.

Es deseable que, bajo ciertas restricciones de algunas variables explicati-
vas, todos las unidades del estudio sean tan comparables como sea posible en
sus tiempos de origen. El tiempo de origen no necesita ser y usualmente no
estd en el mismo tiempo calendario para cada individuo; cada unidad tiene
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Unidad
Uy °F
Uy t---c
L o e E: Evento
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U, °C
/
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0 TIEMPO

Figura 1.2. Tiempo al evento en cinco unidades con origen comun.

su propio tiempo origen. Se puede optar por hacer una traslacién del tiempo
origen, donde, nominalmente, todas las unidades tengan un mismo tiempo
origen. De esta forma, el periodo de tiempo desde este origen comun hasta
el evento es el tiempo al evento (tiempo de sobrevida). Los tiempos de las
unidades sobre las que no se evidencie el evento se consideran censuradas.

En estudios experimentales, generalmente el origen puede ser definido
por el investigador que disefia y desarrolla el experimento; no obstante, en
muchos estudios el tiempo de origen es propio para cada unidad o no se
tiene con precisién. Una representacién conveniente de estos datos es tras-
ladar el origen de cada unidad a un origen comun 0 para todas las unidades
mostradas en la figura 1.2.

Otra representacién de este tipo de datos es conocida como los diagra-
mas de Lexis. En estos, sobre el eje horizontal se representa el tiempo ca-
lendario, la “longevidad” de la unidad es representada sobre una linea de
45°,y el tiempo que la unidad permanece en el estudio se representa por la
altura del rayo de la duracién o longevidad en el eje vertical. En la figura 1.3,
sobre las unidades U; y Us el evento E ocurrié antes de finalizar el estudio,
en consecuencia, se conoce el tiempo exacto al evento. Las unidades Ug.g v
Uy,.4 posiblemente experimentan el evento después que el finaliza el estudio;
este tipo de censura se conoce como censura a derecha Tipo I generalizada.
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Figura 1.3. Diagrama de Lexis para censura generalizada Tipo I.

El tiempo de inicio u origen puede estar asociado con el momento de
inicio del estudio o con la ocurrencia de un evento relacionado con el evento
de interés E; no obstante, en muchos estudios de tipo experimental, este es
determinado por condiciones bajo las cuales se desarrolla la observacién, las
que pueden ser de tipo logistico o por condicionamientos fisicos, naturales,
administrativos, de costos o sociales. Algunas consideraciones similares a las
del tiempo de origen se tienen para el tiempo de finalizacién del estudio.

La escala de medicion generalmente es en tiempo real (calendario), aun-
que existen otras alternativas, como la distancia recorrida (kilometraje) para
automoviles, los ciclos o el recorrido en millas para turbinas de avién, el des-
gaste (en mm o micras) de un componente de una mdquina, o los intentos
hasta obtener un resultado “exitoso” en el caso de la exploracién de pozos
petroleros productivos.

La distribucion probabilistica de la variable aleatoria tiempo hasta la ocurren-
cia del evento se debe establecer si se conoce el modelo probabilistico que
genera los datos. El modelo probabilistico se asume por estudios previos o
semejantes sobre la variable tiempo hasta la ocurrencia del evento, es decir, por
la exploracién y descripcién de los datos asociados con la variable, pues gra-
ficos tales como histogramas, funcién de sobrevida empirica, diagramas de
tallos y hojas diagramas de cajas, estadisticas evaluadas en datos empiricos
o preliminares como la media, la mediana, percentiles, cuantiles, varianza,
coeficientes de variacién, entre otros, pueden advertir sobre el tipo de dis-
tribucién ajustable al escenario conceptual de la variable. Una caracteristica
comun a todas las variables tiempo hasta la ocurrencia del evento es que toman
valores en los nimeros reales positivos.
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Un aspecto adicional son las covariables, que son factores o condiciones
que posiblemente son asociables a la ocurrencia o no del evento, pues la
realizacién de este puede deberse o atribuirse a unos factores dentro de una
multiplicidad de ellos. Esto se da, por ejemplo, en situaciones de fallo por
causas multiples, como es el caso de la muerte por la concurrencia de fa-
llas en distintos 6rganos o el desperfecto de una mdquina cuyos fallos son
atribuibles al sistema de refrigeracién, el sistema eléctrico o la carga. Estos
casos se conocen en la literatura del andlisis de sobrevida como riesgos en
competencia.

1.21. Variable aleatoria tiempo hasta el evento

Como se describe en la seccién anterior, el tiempo de origen del estudio
debe estar claramente definido para cada unidad. Este no necesariamente
debe coincidir con el tiempo calendario y, en este sentido, puede no ser el
mismo para todas las unidades. Asi, por ejemplo, el tiempo origen puede
ser el momento en que a un individuo se le diagnostica una enfermedad,
caso en el cual el origen puede ser la edad del individuo al momento del
diagnéstico o el momento en el que inicia un tratamiento para la enferme-
dad. En algunos estudios experimentales, el tiempo origen puede definirse
sincrénicamente para todas las unidades.

De igual forma, el tiempo de finalizacion del estudio puede ser determinado
por el investigador. Este tiempo puede estar condicionado a las politicas en
el campo de investigacion, la logistica disponible para el estudio, la natu-
raleza del evento a observarse o a la necesidad de tomar decisiones sobre
el drea de estudio. En el caso de un estudio epidemiolégico, el tiempo de
finalizacién del estudio esta sujeto tanto a la naturaleza de la enfermedad
en consideracién como al tiempo para tomar una decisién en salud publi-
ca sobre el grupo o poblacién humana, animal o vegetal que es objeto de
estudio.

Como una formalizacién de los casos especificos de tiempos para un
evento presentado, se puede declarar que una variable aleatoria (v. a.) T es
unav. a. de sobrevivencia si una respuesta observada ¢ de T estd definida en
el intervalo [0, +o0), donde ¢ es el tiempo para el evento E. De otra manera
equivalente, T mide el iempo de permanencia de la unidad en el estado
complementario, E€. La figura 1.4 ilustra esta variable aleatoria.

Como se puede apreciar, lav. a. T es de naturaleza continua con funcién
de densidad f(t), pero en algunas situaciones, por razones logisticas o de
medicién del tiempo, esta debe considerarse como discreta (véase el ejemplo
7, presentado en la seccién 1.2). Asi, la v. a. T toma los valores ¢j, con
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E

"FJ

Figura 1.4. Linea de tiempo.

j=1,2,..., con funcién de probabilidad p(¢;) = P(T =1t;),j=1,2,....
Se asume que {1 < tg < ---. Enadelante, se hace referencia a una funcién de
probabilidad para el caso discreto o continuo indistintamente; se precisard
que el caso es continuo o discreto cuando sea necesario. La probabilidad de
que el evento ocurra sobre una unidad especifica, antes de un tiempo ¢, para
el caso continuo, viene dada por:

P(T <1) = /0 fwdu) = F),

la cual se conoce como la funcién de distribucién acumulada o simplemente
la funcién de distribucién, F (), de la variable aleatoria T.
Para el caso discreto,

P(T <1t)=) p(ty) =F ().

Lj<t

Se advierte que para el caso continuo P(T <) = P(T < t).

1.2.2. Censuray truncamiento

Los estudios longitudinales (indexados en el tiempo) son de dos tipos: los
prospectivos y los retrospectivos. Un estudio prospectivo es aquel en el cual la
medicién de la exposicién (covariables y factores asociables con la ocurren-
cia del evento) se realiza en una unidad antes de la ocurrencia del evento
y, por tanto, antes de su registro. Es decir, el inicio del estudio es previo al
evento de interés y los datos se consiguen a medida que van ocurriendo.
Por el contrario, en un estudio retrospectivo, la medicion de la exposicion se
produce después de que se ha evidenciado la ocurrencia del evento sobre
una determinada unidad. De esta manera, el inicio del estudio es posterior
a los hechos estudiados y los datos se recogen de archivos o de entrevistas
sobre hechos sucedidos (por ejemplo, historias de vida).

Una caracteristica de los estudios de sobrevida es la presencia de obser-
vaciones incompletas o parciales. Estas observaciones se denominan censu-
radas y pueden ocurrir por multiples situaciones, tales como la pérdida del
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seguimiento a la unidad, porque se abandona el estudio o porque no se tiene
precision acerca del momento en que el evento ocurre.

De forma general, la censura ocurre cuando se sabe que algunos tiempos
para el evento han ocurrido solamente dentro de ciertos intervalos y el resto
de los tiempos se conocen exactamente. Como ya se anotd, existen varias
categorfas de censura, principalmente, censura por la derecha, censura por
la izquierda y censura por intervalo. Para identificar adecuadamente el ti-
po de censura que presentan los datos de tiempo para un evento, se debe
considerar la forma como se han registrado. Cada tipo de censura puede
corresponder a una funcién diferente de verosimilitud, la cual suele ser la
base para la inferencia en el modelamiento estadistico.

Asi, la informacién disponible sobre estas unidades es que el tiempo para
la ocurrencia del evento no se ha observado de manera explicita (censura),
pues puede ser mayor al tiempo de seguimiento, menor al tiempo de inicio
del estudio o estar dentro de un intervalo de tiempo. Adicionalmente, el
protocolo del estudio puede restringir el tiempo para el evento si este se
presenta después o antes de unos tiempos establecidos (truncamiento).

Para la estimacion de parametros y el andlisis estadistico es necesario in-
corporar todas las piezas de informacién probabilistica, sean censuradas o
no, truncadas o no. La justificacién es que la informacién censurada o trun-
cada, aunque incompleta, aporta a la estimacién de pardmetros y al andlisis
de la variable tiempo para el evento; su omisién o exclusion del andlisis es-
tadistico puede sesgar las conclusiones del estudio.

Ademds, para el andlisis estadistico de datos con presencia de censura, se
debe considerar el supuesto de que el tiempo hasta la ocurrencia del evento
de una unidad es independiente de cualquier mecanismo que cause que ese
mismo tiempo resulte censurado. Un ejemplo del incumplimiento de este
supuesto se tiene en tratamientos médicos, en los cuales un individuo se reti-
ra del estudio porque considera que su estado de salud ha mejorado (debido
al tratamiento) o porque, por razones bioéticas, debe retirarse del estudio
(deterioro de la salud). Cuando se cumple este supuesto de independen-
cia, se dice que el proceso de censura es no informativo. E1 no cumplimiento
de este supuesto puede invalidar los resultados del andlisis estadistico en
términos de la calidad de las estimaciones y de la validez de la inferencia
estadistica que desde los datos se pretenda hacer.

La censura Tipo I se tiene cuando el evento es observado solo si ocurre
antes de algin tiempo preespecificado (generalmente, tiempo de estudio).

La censura Tipo 1l corresponde al caso en el cual el estudio se desarrolla
hasta que el evento haya ocurrido sobre 7 individuos , donde r es algin nu-
mero entero predeterminado (r < n); asi se dispone de r tiempos al evento
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observados y (n —r) tiempos censurados. Esta censura se presenta general-
mente en estudios o ensayos sobre la duracién (confiabilidad) de equipos.
En este caso, el tiempo de inicio del estudio debe ser el mismo para todas
las unidades.

Otra caracteristica de los estudios de sobrevida es el truncamiento. Fl
truncamiento de los datos de sobrevida se presenta cuando solo se consi-
deran (por decision del investigador) aquellos individuos o unidades cuyos
tiempos para el evento estdn dentro del intervalo o ventana de observacion
(T;, Ty). La informacion de un individuo cuyo tiempo para el evento no
estd dentro de este intervalo no es considerada ni incluida en el analisis es-
tadistico, situacién que no ocurre con la censura.

Un caso especial de este tipo de truncamiento consiste en considerar tni-
camente alguno de los valores T; o T;. Asi, con T; se consideran los tiempos
para el evento tal que T' > T}, a este tipo de datos se les denominan truncados
por la izquierda. Por ejemplo, un parangén seria el caso de las particulas que
se observan a través de un microscopio, donde solo se consideran aquellas
cuyo didmetro sea superior a un valor preestablecido. De manera andloga,
se tienen los datos truncados a derecha, los cuales corresponden a tiempos
para el evento menores que un valor 7. Hay una similitud con la obser-
vacion de cuerpos celestes mediante un telescopio, pues ahi se consideran
solo aquellos cuya distancia sea menor que un determinado valor. Los 6r-
ganos de los sentidos (en el caso de los humanos y de algunos animales)
tienen truncamiento de intervalo, pues perciben ciertas caracteristicas (ta-
maifio, color, olor, sonido) si estas estdn dentro de cierto intervalo (umbral
minimo y maximo).

1.2.3. Censura a la derecha Tipo |

Se asume que el estudio se desarrolla y observa dentro de un periodo de
tiempo [zg, t7]. Si el evento es observado y ocurre en un tiempo menor o
igual que ¢/ (T < /) se dice que el tiempo es exacto, si el evento posible-
mente ocurre después del tiempo ¢/, el tiempo no es exacto y se denomina
censurado a derecha (T > 7).

Para el caso del evento “primer hijo” de una mujer, puede que se termine
el tiempo de estudio (por ejemplo, de los 18 a los 40 afios) y la mujer no
haya tenido su primer hijo. Para el evento “tiempo hasta aprender a leer o
escribir” en un nifio, cuya edad estd entre 4 a 6 afios, el estudiante puede
que muestre este aprendizaje después de los 6 afios. En una maquina, puede
que se termine el tiempo de observacién y esta siga funcionando adecuada-
mente; tal vez el desperfecto le ocurra después del tiempo final del estudio.
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Se asume que para un individuo hay un tiempo para el evento T y un
tipo de censura fijo C;. Se asume que los T son independientes e idénti-
camente distribuidos con fdp f(t) y funcién de sobrevida S(¢). El tiempo
para el evento exacto de un individuo es conocido si T < Cy;siT > Cy, la
censura ocurre en Cy. Asi, los datos son de la forma (T, §), donde § = 1 si
T corresponde al tiempo para el evento y § = 0 si hay censura; es decir,

s 1, sienlaunidad i se observa el evento,
i = . . .
0, sien launidad i no se observa el evento.
En caso de censura a la derecha se asume como tiempo para el evento a
T = min{T, Cz}; es decir, el menor de los tiempos T o Cy; informacién que
debe ser incorporada al andlisis o modelamiento estadistico de estos datos.

1.2.4. Censura a la derecha Tipo |l

Se presenta en estudios en los cuales se continia hasta cuando se tenga el
tiempo para el evento de los primeros r individuos (r < n, r es un valor
fijo). En consecuencia, se tienen r tiempos observados para el evento y n —r
censuras.

Un ejemplo de censura Tipo 11 es el caso de observar un dispositivo elec-
trénico hasta que se dafie. Se inspeccionan dispositivos de un lote de pro-
duccion hasta que se observen los tiempos de duracién de 10 de estos; por
supuesto, habrd que observar un nimero n > 10 de tales dispositivos. Esto

implica consideraciones de costos, pues no sera procedente tener que probar
un numero elevado de dispositivos para encontrar los 10 datos requeridos.

1.2.5. Censura a la derecha bajo riesgos en
competencia

En algunos casos (experimentos o estudios) se tiene la situacién de riesgos
competentes. Corresponden al hecho de que algunas unidades pueden mos-
trar el evento E ( generalmente falla o muerte) debido a una de varias causas,
llamadas riesgos competentes. Un ejemplo son las causa especificas de mortali-
dad humana, tales como enfermedades cardiacas, renales, cancer, etc. Otro
ejemplo es el evento “dafio o desperfecto en un motor”, pues esta situacion
puede presentarse por problemas en el componente eléctrico, en el sistema
de refrigeracion, en el sistema de lubricacion o en el sistema de alimentaciéon
(combustible).

El interés puede dirigirse a estimar una distribucién marginal para un
evento, pero algunas unidades pueden experimentar un riesgo competente
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que provoca que tales unidades deban removerse del estudio. De esta forma,
el evento de interés no es observado en las unidades que experimentan el
evento competente y estas quedan con censura aleatoria a la derecha en ese
tiempo.

Cuando el interés estd en modelar el riesgo a un evento particular E pero
algunas unidades bajo estudio pueden experimentar algin evento “compe-
tente”, Ey, esto causa que la unidad sea retirada o removida del estudio. En
tales casos, el evento de interés no es observable para las unidades que ex-
perimentan el evento competente y estas unidades quedan censuradas alea-
toriamente a la derecha en ese tiempo (momento de ocurrencia del evento
competente).

1.2.6. Censura a la izquierda

La censura ala izquierda se presenta cuando tan solo se conoce que el evento
ha ocurrido antes del tiempo de inicio de la observacién. Asi, un tiempo
hasta el evento T, asociado con una unidad especifica del estudio, es consi-
derado censurado a izquierda si el evento de interés, E, ha ocurrido antes que
la unidad haya sido observada por el investigador al tiempo C;. Para tales
unidades, se asume que han tenido el evento en algin tiempo T anterior al
tiempo C;.

En caso de censura a la izquierda, se asume como tiempo para el evento
aT = max{T', C;}; es decir, el mayor de los tiempos T" o C;; el cual debe ser
considerado e incorporado al andlisis 0 modelamiento estadistico.

Algunas veces, si la censura por la izquierda ocurre en el estudio, la cen-
sura por la derecha puede ocurrir también y los tiempos al evento son con-
siderados doblemente censurados. Asi, los datos pueden ser representados
por una pareja de variables (T, §) donde T' = max{min{X, C;}, C;} es el
tiempo de estudio y ¢ es una variable indicadora definida como sigue:

1, siT es el tiempo hasta la ocurrencia del evento
6;10, siT esel tiempo censurado a derecha

—1, siT es el tiempo censurado a izquierda.

Un ejemplo es cuando se pregunta a una persona sobre el consumo de algin
farmaco por primera vez. La respuesta puede ser que no se acuerda cuando
fue la primera vez. Aqui el tiempo de censura a izquierda, C;, es la edad
actual de la persona. La censura a la derecha y a la izquierda pueden pre-
sentarse simultineamente en el estudio. Otro ejemplo es el caso del evento
“aprender a leer o escribir”. Puede ocurrir que, al observar a un nifio en re-
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lacién con esas habilidades y destrezas (lectoescritura), este ya las haya de-
sarrollado cuando ingresa al grado escolar donde se espera que las aprenda
(primero de primaria, en el sistema educativo colombiano); asi, para estos
nifios la variable tiempo para la lectoescritura estaria censurada a izquierda.

En estudios prospectivos, algunos eventos como la muerte no tiene sen-
tido que tengan censura a izquierda.

1.2.7. Censura por intervalo

En esta situacién solo se sabe que el tiempo al evento E es mayor que el
dltimo tiempo de observacién en el que este no ha ocurrido (la unidad per-
manece en el estado E) y es menor o igual que el primer tiempo de ob-
servacion en el que se ha visto el cambio (la unidad ahora se muestra en el
estado E). Asi se dispone de un intervalo que contiene el tiempo real (pero
no observado) de ocurrencia del evento o cambio del estado E¢ a E. En
consecuencia, los datos del tiempo para el evento censurados a la derecha o
a la izquierda son un caso especial de datos censurados por intervalos, don-
de los intervalos tienen un extremo no finito, pues son de la forma (Cy, +c0)
y (=00, C;), respectivamente.

Este tipo de censura se presenta cuando se tiene un estudio longitudinal
donde el seguimiento del estado de las unidades se realiza periédicamente,
y por tanto, el evento solo puede conocerse entre dos periodos de revision,
generando un intervalo de la forma (C, Cg) para cada unidad en el estudio.
Se advierte que esta notacién no indica que los extremos del intervalo de
censura coincidan con los puntos para la censura a izquierda y a derecha,
respectivamente.

Un ejemplo de datos censurados por intervalo surge en el estudio del
virus de inmunodeficiencia humana (VIH). En pacientes seropositvos se
puede presentar el evento o episodio del sindrome de inmunodeficiencia
adquirida o SIDA (pacientes cuya carga viral estd por debajo de cierto um-
bral). En estos casos, la determinacién del inicio del SIDA suele basarse en
andlisis de sangre hechos en laboratorios, los cuales, obviamente, solo pue-
den realizarse de manera periédica pero no continua. Como consecuencia,
solo se dispondria de datos con censura por intervalo para el diagnéstico del
tiempo o momento del SIDA.

Un caso similar se da en los estudios sobre los tiempos de infeccién del
VIH. Si un paciente es seropositivo al comienzo de un estudio, entonces el
tiempo o momento en el que se contrajo la infeccién del VIH suele determi-
narse mediante un analisis retrospectivo del historial médico del enfermo.
Por lo tanto, solo se puede obtener un intervalo cuyo extremo izquierdo es
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definido por la dltima fecha de prueba en suero sanguineo con resultado ne-
gativo para el VIH y cuyo extremo derecho es la primera fecha de prueba
en suero sanguineo del resultado positivo para el tiempo de infeccién del

VIH.

Para el diagnéstico de un embarazo (el evento con precision seria la fe-
cundacién de un évulo), los médicos o ginecélogos lo ubican, de manera
general, como el intervalo entre la tltima menstruacion y la amenorrea (au-
sencia de menstruacién) junto con otra sintomatologia determinada médi-
camente. Este puede ser otro ejemplo de censura por intervalo.

Para el caso “tiempo al desperfecto de una mdquina” puede que este se
presente al momento de encender o hacer uso de esta. Asi, el tiempo pa-
ra el evento “falla” se estableceria entre el momento que se detecta su no
funcionalidad y el tiempo de uso inmediatamente anterior.

En el seguimiento a nifios para establecer el evento “aprendizaje de lec-
tura o escritura”, el docente o maestro que acompaia a estos estudiantes
generalmente solo puede dar cuenta de esto entre dos periodos consecuti-
vos de evaluacién de estas habilidades. Es decir, una evaluacién donde el
estudiante no muestra estas habilidades y otra evaluacién consecutiva en la
que si las evidencia.

1.3. Censura aleatoria (Tipo Ill)

En algunos estudios, el periodo de observacion es fijo y las unidades ingre-
san al estudio en diferentes momentos durante ese periodo; por ejemplo,
los pacientes que padecen una enfermedad o las maquinas que tienen algu-
na averfa. Algunos pueden tener el evento (E) de interés antes de finalizar
el estudio; por lo tanto, se conocen sus tiempos hasta el evento. Otras uni-
dades pueden retirarse antes de terminar el estudio y perderse durante el
seguimiento, mientras que otros pueden no haber tenido el evento al final
del estudio. Para las unidades “perdidas”, los tiempos hasta el evento se esta-
blecen, al menos, desde su ingreso hasta el ultimo contacto de observacién.
Para las unidades que atn estdn libres del evento, los tiempos al evento se
establecen, al menos, desde la entrada hasta el final del estudio. Estas dos
ultimas observaciones son censuradas. Como los tiempos de entrada no son
simultdneos, los tiempos censurados también son diferentes; este es el es-
quema de censura Tipo III. En resumen, en este esquema de censura los
tiempos de censura C; no son prefijados, sino que son respuestas de varia-
bles aleatorias.
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Note que este esquema de censura aleatorio incluye el caso de censu-
ra Tipo I, donde el tiempo de censura de cada unidad se fija previamen-
te. También incluye el caso donde las unidades, aunque entran al estudio
aleatoriamente en el tiempo, se observan hasta un tiempo establecido con
anterioridad.

No obstante, se puede advertir que el esquema de censura aleatorio no
es suficientemente general, pues no incluye algunos esquemas de censura.

Un ejemplo, tomado de P. ]. Smith [64], se refiere a un estudio de 3550
mujeres con edad superior a 65 afios, a quienes se les habia diagnosticado
cdncer de ovario entre los afios 1984 y 1989. Los tiempos de sobrevida
fueron censurados en las pacientes que estaban vivas al finalizar el afio 1990.
Los tiempos de censura fueron medidos desde la fecha del diagnéstico de la
enfermedad, aunque estas fechas varian considerablemente dado que ellas
ingresaron al estudio en varios estadios o etapas de la enfermedad durante
el periodo de 6 afios (1984-1989). Este es un ejemplo de censura aleatoria a
la derecha. La duracién limitada del estudio fue considerada como la tinica
causa de censura, hecho que hace razonable suponer que la censura y los
tiempos al evento (muerte) son independientes.

1.31. Truncamiento

El truncamiento se presenta cuando solo se consideran aquellas unidades
cuyos tiempos hasta el evento estén dentro de cierta ventana, [T, Ty], de
observacion. El tiempo para el evento de una unidad que no esté dentro de
este intervalo es descartado con toda su informacion para el andlisis; de otra
manera, solo se consideran tiempos tales que 77 < T < Ty. Esta es una
diferencia con la censura, donde se considera para el andlisis estadistico una
informacioén parcial sobre cada unidad censurada.

Las unidades cuyos tiempos para el evento T exceden al tiempo T; se
dice que tienen iruncamiento a la izquierda; es decir, T > T;. Una manera de
entender este concepto es compararlo con la percepcion visual de un objeto,
pues solo vemos aquellos cuyo tamarfio es mayor o igual a cierto umbral (lo
mismo se podria decir para la audibilidad).

El truncamiento a la derecha se presenta cuando solo se consideran los
tiempos para el evento si este es menor o igual que Ty, es decir, T < Ty.
Nuevamente, acudiendo a la comparacién con el caso de la percepcion vi-
sual de un objeto, se tiene que este es visible si estd a una distancia menor que
cierto umbral. Asi, se puede afirmar que la visibilidad humana estd truncada
a la derecha, pues vemos objetos que se encuentren maximo a determinada
distancia de nosotros.
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Se adopta la siguiente notacién para indicar censura a derecha, a izqui-
erda o por intervalo. Para el truncamiento no es necesaria notacion alguna,
ya que esto se establece en el protocolo del estudio.

= T": tiempo censurado a derecha.
= ~T: tiempo censurado a izquierda.
= (C;, C4]: tiempo censurado por intervalo.

= T?: abandono o retiro (en inglés, drop out) de la unidad.

Tabla 1.1. Tiempo hasta aprender a escribir
Estudiante Sexo Tiempo (semanas) Edad (afios)

1 F 16 6
9 F 20 7
3 M 18¢ 5
4 F (25, 30] 6
5 M 18 7
6 M 407 6
7 F -12 7
8 M 33 6
9 M 15¢ 7
10 F 97 8
11 M 407 8
12 M 40 8

La tabla 1.1 contiene los datos relacionados con el tiempo para que estu-
diantes de una institucién educativa de cardcter publico, con similar condi-
cién socioeconémica y prdcticas pedagdgicas, aprendan a escribir. El estudio
se inicia desde la semana académica 12 y termina en la semana académica
40; es decir, el estudio se desarrolla dentro del intervalo de tiempo acadé-
mico [12, 40].

Desde estos datos se observa que los nifios 1, 2, 5, 8 10 y 12 muestran
la destreza de escritura en un tiempo observado por el docente. Se encuen-
tran datos censurados a derecha para los estudiantes 6 y 11, pues se terminé
el periodo de estudio y estos estudiantes no mostraron saber escribir. Los
estudiantes 3 y 9 abandonaron sus estudios en la institucion por cambio de
residencia de sus padres. El estudiante 7 ya sabia escribir cuando se inicié el
estudio, por ello se considera que tiene censura a izquierda. El estudiante 4
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mostré la habilidad y destreza de escribir en la semana 30 pero en su eva-
luacion previa realizada en la semana 25 no habia mostrado esta destreza,
asi que se considera censurado en el intervalo (25, 30].

La teorfa del andlisis de sobrevida o de confiabilidad se refiere a proble-
mas probabilisticos y estadisticos que estdn relacionados con las distribucio-
nes de vida de los articulos sujetos a un evento. Los modelos probabilisticos
describen el desemperio, el rendimiento y la degradacién de las unidades
mediante variables aleatorias asociadas con el tiempo al evento. Las distri-
buciones de probabilidad de estas variables se usan para determinar la fun-
cién de sobrevida (o confiabilidad), la tasa de falla (o riesgo) y vida media
de estos articulos. Los aspectos estadisticos de esta teoria resuelven aspectos
de estimacion e inferencia de los pardmetros de distribucién del tiempo al
evento.

1.4. Funcion de sobrevida

La funcién de sobrevida evalia la probabilidad de que, en una unidad, el
evento ocurra después de un cierto tiempo ¢ o, de manera equivalente, que
el evento no se haya presentado sobre la unidad antes del tiempo ¢; es decir,
que permanece en el estado T¢ (figura 1.4). Asi, la funcién de sobrevida o
funcion de confiabilidad, S(t), es definida para los valores de ¢ > 0 tal que

S()=P(T >1) = /oof(u)du =1-F@).

Del teorema fundamental del cdlculo, f(¢)dt = —dS(t), asi, la funcién de
densidad es f(¢) = —%S(t).

De la definicién de funcién de sobrevida se desprenden las siguientes
propiedades:

i) S(0)=1.

ii) S(+00) = lim (1) = lim 7 f)du =0.

iif) Si @ < b, entonces S(a) = S(b) = [ f(w)du = 0.
iv) La funcion de sobrevivencia S es moné6tona no creciente.

La tasa de decrecimiento varfa de acuerdo con el riesgo que la unidad
muestre a la ocurrencia del evento en el tiempo ¢, pero es dificil determi-
nar, en esencia, el modelo probabilistico asociado con el tiempo al evento
solo observando la curva de sobrevivencia. No obstante, el uso de esta curva
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Figura 1.5. Funcién de sobrevida o de confiabilidad.

aporta, dentro de un andlisis exploratorio y descriptivo, elementos para hi-
potetizar, por lo menos empirica y cualitativamente, sobre la probabilidad
de que el evento ocurra después de cierto tiempo.

En una fase exploratoria y descriptiva, es usual comparar dos o mas cur-
vas de sobrevivencia para observar, a través del tiempo, el comportamiento
diferencial entre ellas, y en consecuencia, buscar las causas atribuibles a las
diferencias. No obstante, por las propiedades de S (¢) descritas anteriormen-
te, las diferencias no son uniformes ni se mantienen, puesto que las graficas
asociadas con diferentes funciones de sobrevida pueden “cruzarse” o trasla-
parse. En la figura 1.7 se muestran dos escenarios de funciones de sobrevida,
es decir, el “paralelismo” y el “traslape” de las curvas correspondientes a sus
funciones de sobrevida. En caso de asumir la variable aleatoria tiempo, T,
como discreta, esta podria tomar los valores ¢, con j = 1,2, ...y con fun-
cién de probabilidad p(t;) = P(T =t;), paraj = 1,2, ..., donde se asume
quet] < tg < ---. Lafuncién de sobrevida para la variable aleatoria discreta
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Figura 1.6. Funciones de sobrevida continua y discreta.

T es dada por
S(t)=P(T >1) = Zp(zj).

[j>l
En andlisis de sobrevivencia, estas variables surgen cuando los tiempos de
falla se agrupan en intervalos, o cuando, por razones logisticas en el proceso
de medicion, los tiempos al evento hacen referencia a unidades en nimeros
enteros no negativos.

Asi, aunque se considere la variable aleatoria T como continua, toda
muestra empirica de datos se puede considerar discreta, pues, en general,
es finita. Dadas las variables aleatorias Ty, . . ., T, independientes e idénti-
camente distribuidas, la funcién de sobrevida empirica es

n n <

Su(1) = Nowbs>t _1 PR ASIO! (1.4.1)
i=1
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Figura 1.7. Funciones de sobrevida.

la cual es un estimador de S(t).

Desde la expresién (1.4.1), cada sumando I} ) (t;) = Z; toma el valor
1 0 0, segtin se cumpla la condicién de que ¢; pertenezca o no al intervalo
[z, o). Luego,

ngn(t) = i Zi,
i=1

es una suma de variables aleatorias con la misma distribucién de probabili-
dad Bernoulli (pues las 7; son independientes e idénticamente distribuidas),
con

P(Zi=1)=P(T; >1)=S(t) y P(Z; =0) = P(T; < 1) = 1 - S(1).

En resumen, la distribucién de probabilidad de Z;, parai = 1,2, ...,n es
como se muestra en la siguiente tabla:
z |1 0
P(Z=z) | St) 1-S()
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Por tener cada Z; una distribucién Bernoulli, la media es E(Z;) = S(¢) y la
varianza var(Z;) = S(¢)[1 — S(¢)], lo cual significa que nS, (¢) tiene distri-
bucién binomial, es decir, nS, (t) ~ B(n, S(t)). En particular, para un valor
fijo de ¢

E(S,(0) =~ (n8(0)] =50, (149
war($,0) = g s @1 =57 = 22200 )

Un estimador de esta varianza es

Ud/\?”(gn(l)) — Sn(t)[l _Sn(t)] )

n

Para un punto fijo ¢ = t*, un estimador de la probabilidad de que el evento
ocurra después del tiempo t* se obtiene mediante S, (¢*). Como se muestra
en la expresion (1.4.2), S, (t*) es un estimador insesgado de S(¢*). La preci-
sién de esta estimacion se mide mediante un intervalo del 95 % de confianza
con la expresién

SR \/snu*)[l - S,
n

La comparacién de las funciones de sobrevida no siempre es inmediata y
concluyente desde un punto de vista grafico, pues todo grifico es visualmen-
te finito (en un rango de valores de T'), por lo que habran caracteristicas que
un grafico no revela al observador. Es decir, puede pasar que dos funciones
de sobrevida S y Sg sean tales que, para algin tiempo t*, en un intervalo de
tiempo (t1, t9), la funcién de sobrevida S;(¢*) esté por encima de la funcién
de sobrevida Sg(£*), es decir, S1(t*) > Sg(t*). Esta desigualdad puede ser la
reciproca en puntos del tiempo fuera de este intervalo como se muestra en
la figura 1.7.

Una alternativa para comparar curvas de sobrevida es hacerlo a través de
las medias de la variable aleatoria tiempo para el evento, T.

Para la variable aleatoria T su media (valor esperado), u, o tiempo medio
para el evento o falla (TMF), es

E(T)=pu= / tf(t)dt.
0
Mediante el método de integracién por partes se tiene que
E(T)=pu :/ S(t)dt.
0

La cual se puede interpretar geométricamente como el drea bajo la curva
S(¢) en todo el soporte de esta funcién.
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Figura 1.8. Funcién de sobrevida discreta.

1.5. Funcion de riesgo

La funcién de riesgo se define como la probabilidad de falla durante un in-
tervalo de tiempo muy pequefio, suponiendo que sobre la unidad de estudio
el evento no ha ocurrido hasta el inicio del intervalo. También se entiende
como el limite de la probabilidad de que a una unidad le ocurra el evento en
un intervalo muy corto, ¢ a ¢ + 6¢, dado que la unidad no ha tenido el evento
hasta el tiempo .

Asi, lav. a. T tiene funcion de riesgo (riesgo instantdneo), h(t)," parat > 0,

- <1<
lim P(t<T<t+At)

h(t) = i Pa<Tzt+AM|T>1t) a0 At
= 1m =
A0 At P(T > 1)
. F(t+At)-F (1) A(F
e e,
P(T >1) Sy Sk -

Esto indica la disposicién inmediata al evento en un intervalo de tiempo
pequefio, como una funcién de la edad, ¢, sobre una unidad u objeto.

Una funcién de riesgo creciente advierte que la tasa del evento de una
unidad aumenta con el tiempo, en consecuencia, la unidad es cada vez mads
vulnerable a que experimente el evento. Esto ocurre sobre algunas unidades

1Se conserva la inicial de la palabra en inglés hazard, que significa riesgo.
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debido al debilitamiento por envejecimiento (vetustez o fatiga). Una funcién
de riesgo constante advierte que la tasa de riesgo no cambia con el paso del
tiempo. Una funcién decreciente muestra que el riesgo al evento disminuye
a medida que el tiempo pasa. En la figura 1.9 se muestran estos tres tipos
de escenarios de riesgo mediante las respectivas funciones, i(t), de riesgo.

2.0

1.2

Tasa del evento

Tiempo al evento

Figura 1.9. Funciones de riesgo.

Cuando el objeto o propésito del estudio es la evolucién de un ser vivo,
se puede estimar esta funcién considerando una serie de individuos en con-
diciones similares, de modo que, si se quiere modelar el tiempo de vida, una
estimacion natural de la funcién de riesgo es el nimero de eventos ocurridos
por unidad de tiempo en cada intervalo de observacién. Con el propésito
de tener un modelo adecuado mediante la funcién de riesgo, i(t), se de-
be considerar la existencia de tres formas o circunstancias de ocurrencia del
evento, las cuales estdn asociadas a caracteristicas esencialmente temporales.

» El primer tipo, llamado evento inicial, se puede presentar al principio
de la vida del individuo y va desapareciendo conforme se desarrolla
el periodo inicial. Un ejemplo de este tipo puede observarse en las
tablas de mortalidad humana, segun las cuales se supone que, en la
vida de un individuo, hay presentes, al principio, ciertos problemas de
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cardcter hereditario que pueden provocar desenlaces fatales, que van
desapareciendo conforme el individuo crece y que estdn presentes,
aproximadamente, hasta una edad de 10 afios. Una situacién similar
se da en la mayoria de animales y plantas.

El segundo tipo se llama evenio accidental, el cual puede ocurrir du-
rante el periodo en el que el individuo presenta una funcién de riesgo
constante, generalmente menor que la prevaleciente durante su pe-
riodo inicial. En las tablas de mortalidad humana, se supone que las
muertes ocurridas entre los 10 y 30 afios estdn asociadas, principal-
mente, con situaciones accidentales.

El tercer tipo, llamado evento de desgaste, se asocia con un deterio-
ro gradual del individuo (fatiga). En las tablas de mortalidad humana
hay, a partir de los 30 afios, una proporcién creciente de muertes atri-
buidas al envejecimiento del individuo. Si en el proceso de desarrollo
de un individuo dnicamente estuviesen presentes estos tres tipos de
circunstancias para el evento, el modelo seleccionado para representar
el tiempo de funcionamiento debe tener una funcién de riesgo que,
por su forma, es conocida con el nombre de curva de “bafiera”, y se
asemeja a la mostrada en la figura 1.10. Este tipo de funcién reune,
simultdneamente, las tres caracteristicas de funcién de riesgo (decre-

ciente, constante y creciente).

En consecuencia, desde (1.5.1), se tiene la siguiente relacién entre la

funcién de probabilidad, la funcién de sobrevida y la funcién de riesgo:

con

h(t) = % (1.5.2)

Ademds, como

f@ _ f@©) _ —d(InS())

=Sy T T-Fo - @ (1.5.8)
entonces se tiene la siguiente expresion para la funcién de sobrevida:
S(t) = e~ oM — (=1 (0) (1.5.4)
t
H(t) = / h(u)du, (1.5.5)

la igualdad (1.5.4) equivale a

H(1) = —In(S(1)), (1.5.6)



Contexto y elementos generales del analisis de sobrevivencia « 31

v
—
o ]
—
e
e
5
>
(7]
Q
o
w
[=)
Decreciente (formacion) | Constante (estabilidad) | Creciente (vejez—-desgaste)
o _| .
© .
T T T

Tiempo al evento
Figura 1.10. Funcién de riesgo tipo “baiiera”.

las cuales son formas equivalentes a la funcion de riesgo acumulado, para T
variable aleatoria continua. Para el caso discreto, la funcién de riesgo acu-
mulado es

H(t) = > h(t)). (1.5.7)

tj<t

La funcién de riesgo es también conocida como la tasa instantdnea de
mortalidad, la fuerza de mortalidad, la tasa de mortalidad condicional, la tasa
de falla de edad especifica y demds nombres relacionados con el tema que
se esté tratando, ademds de la interpretacién que se tenga dentro de este. Es
una medida de propension al evento en funcién de la edad de la unidad, en
el sentido de que la cantidad Ath(t) es la proporcion esperada de individuos
de edad ¢ que les ocurriri el evento en el intervalo ¢ a t + At. También puede
verse como una aproximacion a la probabilidad de que un individuo de
edad ¢ experimente el evento en el siguiente instante. En algunos casos,
como en el drea de la confiabilidad, para ingenieria, se interpreta también
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como la velocidad de degradacién de un dispositivo, o la intensidad con
que se presenta el evento en el dispositivo justo en el instante ¢. Por eso la
estimacion de la funcién de riesgo se basa esencialmente en consideraciones
fisicas.
Ejemplo 1.5.1. La distribucién exponencial (se considera en el capitulo 3)
describe adecuadamente el patrén de tiempo hasta el evento en dispositivos o
sistemas electrénicos o mecdnicos. El papel de la distribucién exponencial
es similar al que tiene la distribucién normal en varias dreas de la estadistica.

Cuando la variable tiempo T sigue la distribucién exponencial con para-
metro 0, se escribe T ~ exp(#). La funcién de densidad de probabilidad es
definida por

e %, t>0,0>0

/(,0) = 0, [ < 0.

La funcion de distribucion acumulada es
F)y=1-¢79,1>0.

La funcion de sobrevida es

S(t) =e .
La funcién de riesgo, de acuerdo con (1.5.2), es
O
= — = = > 0.
h(t) SO - o 0,t >0

Esta funcién indica que el riesgo es constante e independiente del tiempo,
lo cual permite afirmar, por ejemplo para el caso de unidades eléctricas, que
no hay fatiga, desgaste o degradacién por su uso. Esta situacién no ocurre
en humanos ni, en general, en los seres vivos. L.a media de una variable
aleatoria T con distribucién exponencial de pardmetro 6 es E(T) =671y
su varianza es var(T) = 672.

En el caso discreto, sea 7" una v. a. discreta que toma valores ¢; con j =
1,2, ... La funcion de riesgo se define para los valores ¢; y proporciona la
probabilidad condicional de ocurrencia del evento al tiempo T = t;; dado
que a la unidad no le ha ocurrido el evento antes de ¢}, por lo tanto, se tiene

que
i) =P(T=14; | T > 1)) (1.5.8)

_PA=t) 1.5.9

T e (1.5.9)

_ P (1.5.10)

- S@t)’
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Figura 1.11. Funcién de probabilidad, sobrevida y riesgo en exp(6).

donde tj- corresponde a un instante inmediatamente antes de ¢; y, por tanto,

P(T >1tj) =1-P(T <tj) =5(t;-) # S(¢) en el caso discreto.

La funcién de riesgo describe la forma como cambia la tasa instantdnea
de la ocurrencia de un evento de interés en el transcurso del tiempo. La
Unica restriccion para esta funcion es que tiene que ser no negativa, es decir,
h(t) = 0. La funcién de riesgo puede crecer, decrecer, permanecer constan-
te o tener un proceso mas complejo. En el capitulo 8 se muestran las graficas
para varias funciones de probabilidad en valores distintos de los pardimetros
que las identifican.

En ambos casos, tanto en el discreto como en el continuo, la funcion,
H (), como su nombre lo indica, acumula el riesgo con el paso del tiem-
po. De tal manera, corresponde a una funcion no decreciente, y de acuerdo
con su forma de incrementarse, se podria tener informacion del comporta-
miento del riesgo a lo largo del tiempo.
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El valor esperado y la varianza de la variable aleatoria tiempo al evento, T,
son, respectivamente,

u:E(T):'A uf(u)du:A S(u)du y (1.5.11)

2
2 _ _c _ ¢
o =var(T) = 2/0 wS (u)du ‘/0 S(u)du] . (1.5.12)

El interesado en la obtencién de las expresiones (1.5.11) y (1.5.12) puede
hacerlo mediante integracién por partes.

El p-ésimo cuantil, &5, con 0 < p < 1 (también referido como el percentil
100p-ésimo), de la variable aleatoria T es &, = F~1(p). También se define
como el valor mds pequefio &, tal que

S(&p) <1-p,esdecir, & =inf{t: S(t) <1-p}. (1.5.13)

Si la variable aleatoria T es continua, el p-ésimo cuantil se encuentra como
solucion de la ecuacion S(&,) = 1 — p. Asi, la mediana de la distribucion de
la variable aleatoria tiempo para el evenio es &y 5 tal que S(&g.5) = 0.5, y el
tercer cuartil, & 75, es tal que S(&j 75) = 0.75, entre otros.

Ejemplo 1.5.2. Para una variable T con distribucién exponencial de pa-
rametro 6 (T ~ exp(60)), la media y la mediana de acuerdo con (1.5.11) y

(1.5.13) son
u= S(u)du = e du = —
0 0 o

S(&o.5) = !

)

e79%035 = — Tuego &p5 =In2/6.

NO| — NO|

La funcion de vida media residual al tiempo ty, también llamada la media
de vida residual, MVR, para las unidades con edad ¢y, mide la esperanza de
tiempo de vida restante (T —#() o el tiempo esperado antes de la ocurrencia
del evento de interés.
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Figura 1.12. Cuantiles.

Para iy > 0, la funcién de vida media residual a la edad ¢y, 7(z(), es

MVR=7‘(£0)=E(T—L‘0 | T > 1p)

:/ (t—=to)dP(to =T <t |T >ty
Lo

- [0 ()
e[S
~(t=1)SWy + [ S(1)de
S(10)
/l;" S(t)dt
"~ S()
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Figura 1.18. Media residual y esperanza de vida a la edad .

/to S(t)dt
S(to)

Se demuestra que la MVR al tiempo inicial 7(0) = E(T).
El cdlculo de la funcién de vida media residual empirica, de acuerdo con

r(to) = (1.5.14)

la expresion (1.4.1), es

% Su(0)

Flo) = 2 (1.5.15)
o) Sy (to)

donde
~ No.obs >t 1 <
Sp(t) = ———=—= ) Iy (ti).
(1) = D e (1)

n
=1

La figura 1.18 muestra la media residual y la esperanza de vida a la edad .

Para una v. a. de sobrevida T y un tiempo fijo ¢y, la esperanza de vida
a la edad ty es una medida del lapso de tiempo al evento, dado que se ha
alcanzado a la edad ty. Esta es dada por

ft:’ S(1)dt
S(to)

Ejemplo 1.5.3. La media residual de vida esperada a la edad ¢ se presenta
en la tabla 1.2 para hombres y bombillos.

E(T|T > 1) =to+r(to) =ty + (1.5.16)

Los datos advierten que en los humanos, representados por los hom-
bres, la esperanza de sobrevida futura (residual) a la edad ¢y se reduce en la
medida en que aumenta la edad ¢y, mientras que para los bombillos esta se
mantiene constante, pues, para estos, se asume que la variable aleatoria tiem-
po para la muerte tiene una distribucién exp(73.3), de manera que el cdlculo
se hace mediante la expresién (1.5.14):

ft:oS(t)dt ) ft:o e 4733y _ 78.3¢70/783

S(IO) B g—t()/73.3 - 6'_[(]/73’3 = 73.3,

r(to) =
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Tabla 1.2. Esperanza de vida residual en ¢

Edad actual Hombre Bombillo
i) (afos) (Unidades de tiempo)
0 73.3 73.3
10 64.2 73.3
20 54.7 73.3
30 45.2 73.3
40 35.9 73.3
50 26.7 73.3
60 18.3 73.3
70 11.5 73.3
80 6.5 73.3
90 3.5 73.3

Tomado de Smith [64, p. 12].

esto sefiala que la esperanza de vida residual es independiente de t(, es decir,
es constante e igual a 78.3 unidades de tiempo como se muestra en la tabla
1.2 (dltima columna).

Los valores de la esperanza de vida residual en humanos se obtienen de
los cdlculos en una tabla de mortalidad (calculados mediante (1.4.1)). En
particular, al nacer, un hombre tiene una esperanza de vida residual de 73.3
anos y un bombillo nuevo (no usado) tiene una esperanza de vida residual
de 73.3 unidades de tiempo. A los 90 afios, un hombre tiene una esperanza
de vida residual de 3.5 afios (es decir, lo que se espera que “le faltaria por
vivir”), mientras que una bombilla, después de 90 unidades de tiempo en
uso, se espera que funcione 73.8 unidades de tiempo antes de fallar.

Tabla 1.3. Vida futura esperada a la edad ¢
en humanos versus objeto

Edad actual Hombre Mujer Bombillo
0 73.3 79.5 73.3
10 74.2 80.3 83.3
20 74.7 80.5 93.3
30 75.2 80.7 1038.3
40 75.9 81.0 118.3
50 76.7 81.6 123.3
60 78.3 82.8 133.3
70 81.5 84.8 143.3
80 86.5 88.4 153.3
90 93.5 94.1 163.3

Tomado de Smith [64, p. 11].

En la tabla 1.3 se muestran los datos para las esperanzas de vida en hu-
manos (hombres y mujeres) frente a la esperanza de vida de un tipo de



38 « Contextoy elementos generales del analisis de sobrevivencia

bombillo. Por la notacién numérica los tiempos parecen los mismos para
la edad de las personas y la vida util de las bombillas, pero son en esencia
tiempos diferentes, ya que en el caso de las personas se miden en tiempo
calendario, mientras que en el caso de las bombillas se miden en unidades
de uso, que pueden ser unidades de tiempo (por ejemplo, 10 o 100 horas
de funcionamiento, segin el tipo de bombilla).



Capitulo

dos

Metodos no
parametricos para
estimar la funcion
de sobrevida



qu)=rity) ety — 4L qu) =ritg) ety — 1) qu) =rpiy) € ity — 1 qu) = rityg)
€EtG-1D q() =Pt ENRG-1D q() =Pt EG-1D q()=Pt() €[tG—-1) ¢
q() =Plt() € [tG—1 q() =P[t() €[tG —1) q()=P[t() €[tG -1 qQ) = P[t()
€ftG—-1 q() =PItG)etG -1 qO) =PItG) €ltG -1 q() =P[t() €[tG—-1) q
q() =P[t() €[tG—1) q() =P[t() €[tG -1 q() =P[t() €[tG—1) qU) = P[t()
€ftG-1) q() =Pt eEtG-1 q() =Pt EtG-1 q()=PtG) €[tG—-1) ¢
q() =Pt(H €tG -1 q@) =P[t() €[tG -1 q() =P[t() €[tG -1 q() = P[t()
€G- q() =Pt ENRG-1D q() =Pt EG-1 q()=Pt() €[tG-1) ¢
q() =Plt() €[tG—1 q(G) =P[t() €[tG —1) q()=P[t() €[tG -1 q() = P[t()
€ltG—-1 q() =PItG) et -1 qO) =PltG) €ltG -1 q() =P[t() €[tG—-1) q
q() =P[t() €[tG—1) q() =P[t() €[tG—-1) q() =P[t() €[tG—1) q() = P[t()
€tG-1) q() =Pt eEtG-1 q() =Pt EtG-1D q()=Pt() €[tG—-1) ¢
q() =Pt(H €tG -1 q@) =P[t() €[tG—1) q() =P[t() €[tG -1 qQ) = P[t()
€EtG-1D q() =Pt eEtG-1D q() =Pt EtG -1 q()=Pt() €[tG—-1) ¢
q() =Plt(H €[tG—1 q@) =P[t() €[tG -1 q() =P[t() €[tG -1 qQ) = P[t()
€G- q() =Pt ENG-1D q() =Pt EG-1 q()=Pt() EtG -1 ¢
q() =P[t() €[tG—1) q() =P[t() €[tG -1 q() =P[t() €[tG—1) qU) = P[t()
€ftG-1) q() =Pt etG-1 q() =Pt EtG-1D q()=PItG) €[tG—-1) ¢
q() =Pt(H €tG—1 q@) =P[t() €[tG—1) q() =P[t() €[tG -1 q() = P[t()
€EtG-1D q() =Pt EtG-1D q() =Pt EtG-1 qU)=Pt() €[tG—-1) ¢
q() =Plt() € [tG -1 qO) =P[t() €[tG —1) q() =P[t() €[tG -1 qQ) = P[t()
€G- q() =Pt ENG-1D q() =Pt EtG-1 q()=Pt() E[tG—-1) ¢
q() =P[t() €[tG -1 q() =P[t() €[tG—1) q() =P[t() €[tG—1) qU) = P[t()
€ftG—-1) q() =Pt etG-1 q() =Pt EtG-1D q()=PtG) €ltG—-1) ¢
q() =Pt(H €tG -1 q@) =P[t() €[tG—1) q()=P[t() €[tG -1 q() = P[t()
€EtG-1D q() =Pt eEtG-1D q() =Pt EtG-1 q()=Pt() €[tG—-1) ¢
q() =Plt() €tG—1 q@) =P[t() €[tG—1) q()=P[t() €[tG -1 qQ) = P[t()
€EtG-1D q() =Pt ENG-1D q() =Pt EtG-1 q()=Pt() €[tG—-1) ¢
q() =P[t() €[tG—1) q() =P[t() €[tG—1) q() =P[t() €[tG—1) q() = P[t()
€ftG—-1 q() =PItG)etG -1 qO) =Plt() €[tG -1 q() =P[t() €[tG—-1) q
q() =Pt() etG -1 q@) =P[t() €[tG—1) q() =P[t() €[tG -1 q() = P[t()
€EtG-1 q() =Pt eEtG-1D q() =Pt EtG -1 q()=PtG) €[tG—-1) ¢
q() =Plt() €tG—1 q@) =P[t() €[tG -1 q()=P[t() €[tG -1 q() = P[t()
€EftG-1D q() =Pt ENG-1D q() =Pt EtG-1D q()=Pt() €[tG—-1) ¢
q() =Plt(H €[tG -1 q() =P[t() €[tG -1 q()=P[t() €[tG -1 qQ) =P[t()
€ftG-1 q() =PItG)etG -1 q() =PIt() €ltG -1 q() =P[t() €[tG—-1) q
q() =Pt() etG -1 q@) =P[t() €[tG—1) q() =P[t() €[tG -1 qQ) = P[t()
€EftG-1 q() =Pt eEtG-1D q() =Pt EtG—-1 q()=PtG) €[tG—-1) ¢
q() =Plt(H €tG -1 q@) =P[t() €[tG -1 q() =P[t() €[tG -1 q() = P[t()
€EftG-1D q() =Pt ENG-1D q() =Pt EtG-1 q()=Pt() €[tG—-1) ¢
q() =Plt() € [tG -1 q() =P[t() €[tG —1) q()=P[t() €[tG -1 qQ) = P[t()

—~ 7 AN N DIFer™ —~ ITer AN AN DIl —~ 7! 141\ AN DI/ ™ —~ Ter s 4N\



Métodos no paramétricos para estimar la funcion de sobrevida « 41

21. Introduccion

En el andlisis de datos de tiempo hasta un evento, se presentan estadisticas
que resumen la informacién, como la media, la mediana, el error estandar
para la media, los percentiles y cuantiles, entre otras. Sin embargo, debido a
la posible presencia de censuras, las estadisticas que resumen la informacién
pueden no tener las propiedades deseadas, tales como el insesgamiento, la
varianza minima y la consistencia. Por ejemplo, la media muestral para es-
tos datos deja de ser un estimador insesgado de la media poblacional del
tiempo hasta el evento. De esta forma, es necesario usar otros métodos para
explorar, describir y estimar la distribucién de probabilidad, la funcién de
sobrevida y la funcién de riesgo subyacente sobre la base de un conjunto de
datos con censura o truncamiento. Cuando esta distribucion es estimada, se
pueden, entonces, estimar otras cantidades de interés tales como la media,
la mediana, etc.

Los métodos de estimacién que se desarrollan en este capitulo no requie-
ren suponer un modelo probabilistico para la variable tiempo hasta el evento,
de aqui el calificativo de no “paramétricos”.

2.2. Caso sin censura

Suponga que se tiene una muestra de tiempos, 71, Ty, ..., T,, hasta un
evento donde ninguna de las observaciones estd censurada. Los tiempos or-
denados son T(1y < T(9) <, ..., < T(yy; con Ty = min{Ty, Ty, ..., T}y
Ty = max{T1, Ty, ..., T,}. La funcién de sobrevivencia, S(¢), es la pro-
babilidad de que a una unidad le ocurra el evento en un tiempo mayor que
t. Esta funcién puede ser estimada por la funcién de sobrevivencia empirica

dada por (1.4.1),

No.obs >t  Nim. de unidades que sobreviven mds alld de ¢

Sn(t) =

n ~ Num. total de unidades en el conjunto de datos
1 n

== I (o) 7; .
- 2; f1e0) (T3)

De manera equivalente, S,(¢) = 1 — E,(¢), donde F,(¢) es la funcion de
distribucién empirica, la cual es el nimero de unidades sobre las cuales el
evento ha ocurrido al tiempo ¢ dividido entre el nimero total de unida-
des. De esta definicién empirica para la funcién de sobrevida, se tiene que
S(t) = 1 para valores de t menores que el minimo T(1) (antes que el evento
ocurra en alguna unidad) y que S(t) = 0 después del tiempo del dltimo
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S(t) — o

0 T

Figura 2.1. Funcién de sobrevida discreta.

evento; es decir, mayores o iguales que el mdximo 7{,). La funcién de so-
brevida estimada S(¢) es considerada constante entre dos tiempos de falla
adyacentes, por lo que la grifica de S(¢) es una funcién escalonada que de-
crece inmediatamente después de cada tiempo al evento observado.

Una grifica de la funcién de sobrevida se muestra en la figura 2.1. Se
observa que es una funcién escalonada no creciente.

2.3. Estimador de Kaplan-Meier

En esta seccién se muestra la estructura y el procedimiento para la cons-
truccién del estimador de la funcién de sobrevida mediante el estimador de
Kaplan—Meier (en adelante KM); para ello se sigue la construccién desarro-
llada en el libro de Collet [10]. Para determinar el estimador de Kaplan-
Meier (1958) de una funcién de sobrevivencia a partir de una muestra que
contiene datos censurados por la derecha, se construyen intervalos de tiem-
po adyacentes, cada uno de los cuales contiene un tiempo al evento. Se con-
sidera que esta falla ocurre al inicio del intervalo.

Por ejemplo, sean t(1), t(9) y t(3) tres tiempos observados, ordenados de
tal forma que (1) < t(2) < t(3) y sea C un tiempo para el evento censurado
que ocurre entre t(9) y t(3). Los intervalos construidos comienzan en L1y,
t(9) y t(3), y cada uno incluye el tiempo para un evento, aunque pueden ha-
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Figura 2.2. Construccion de intervalos en estimador Kaplan—-Meier.

ber mis de una unidad a la que le ocurra el evento en cualquier tiempo al
evento en particular. En el tiempo de censura, C, ningtn intervalo comien-
za.

Esta situacion es ilustrada en la figura 2.2, en la cual E representa un
evento y C un tiempo censurado. En esta figura se tiene que dos a unidades
el evento les ocurre en ¢(1), a una en t(9) y a tres les ocurre en t(g). El tiem-
po de origen es denotado por ¢y, en el cual comienza el periodo y termina
justo antes de ¢(1), que es el tiempo del primer evento. Esto significa que el
intervalo desde ¢( hasta t(1) no incluird ningin evento. El primer interva-
lo construido comienza en f(1) y termina justo antes de L(2), este intervalo
contiene, por tanto, el tiempo al evento ¢(1. El segundo intervalo comien-
za en L(9) y termina justo antes de ¢(3) e incluye el tiempo al evento t(9) y
el tiempo de censura C. El tercer intervalo comienza en t(g) y contiene al
mdximo, t(g), de los tiempos para el evento.

En general, sean n unidades sobre las cuales son observados los tiempos
para el evento 1, tg, ..., t,. Algunas de estas observaciones pueden estar
censuradas por la derecha y también puede suceder que mds de una unidad
presente el mismo tiempo para el evento (empates). Por tanto, sea r el ni-
mero de tiempos diferentes entre las unidades, donde r < n. Los r tiempos
al evento son ordenados de forma ascendente ¢(1y, £(), . . ., L(); €l j-ésimo
tiempo hasta el evento se nota por t(j con j = 1,2, ..., r. El nimero de
unidades a las que no les ha ocurrido el evento justo antes del tiempo #(j),
incluyendo aquellas que estdn préximas al evento en este tiempo, se notan
porngy paraj=1,2,...,7,ye;nota el niimero de veces que ha ocurrido
el evento al tiempo ¢(j). El intervalo de tiempo desde ¢(;) — 6 hasta ¢(;), don-
de § es un lapso de tiempo infinitesimal (§ — 0), tiene incluido un tiempo
al evento. Como hay ;) unidades que justo antes del tiempo £(;) no les ha
ocurrido el evento y se han presentado e(jy eventos al tiempo £(;, la proba-
bilidad de que a una unidad le ocurra el evento en el intervalo ¢(;) — & a £(j
es estimada por e(jy/n(j). El correspondiente estimador de la probabilidad
de sobrevivir a través de este intervalo es, entonces, la probabilidad de su
complemento, esta es (n(jy — e(j))/n;)-
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Algunas veces se presentan observaciones censuradas al mismo tiempo
en que ocurre algun evento, de modo que el tiempo al evento y el tiempo
censurado ocurren simultdneamente. En este caso, cuando se calcula el valor
de n(jy, el tiempo censurado es tomado como si ocurriera inmediatamente
después del tiempo al evento.

Dado el modo en que los intervalos de tiempo han sido construidos, el
intervalo de t(jy a t(j+1) — d, es decir, el tiempo inmediatamente antes del
siguiente tiempo al evento, no contiene eventos. Por lo tanto, la probabilidad
de sobrevivencia desde £(;) hasta t(j.1)—d es uno, y la probabilidad conjunta
de sobrevivir desde ¢(j) — ¢ hasta t(j) y desde t(;) hasta £(j41) — 6 (interseccién
de eventos) puede ser estimada por

(n¢y —ey)/ng)- 2.8.1)

En el limite, cuando § tiende a cero (6 — 0), (n(j) — e(jy)/nj) tiende a ser
un estimador de la probabilidad de sobrevivir desde ¢(;) hasta ¢;,1). Bajo el
supuesto de que los eventos sobre las unidades en la muestra ocurren inde-
pendientemente, el estimador para la funcién de sobrevida para cualquier
tiempo en el k-ésimo intervalo de tiempo construido desde £(;) hasta £ (441,
k=1,2,...,r,donde t(,41) es definido como oo, serd la probabilidad es-
timada de que el evento ocurra mds alld de ¢;). Esta es la probabilidad de
sobrevivir a través del intervalo desde t¢) hasta t(441) y, por supuesto, en
todos los intervalos anteriores, tal como se hace en Collet [10].

A partir de las consideraciones anteriores, se puede resumir la estima-
cién de la funcién de sobrevida, S(¢), en los siguientes pasos mediante el
estimador de Kaplan-Meier:

= Se ordenan los tiempos £(1) < t(9) < ...t enr tiempos diferentes.
= Se cuenta el nimero de eventos, e(j), en t(;),conj=1,2,...,r.

= Se cuenta el nimero de unidades, 7, en riesgo al evento en el tiempo
L(j), es decir, las unidades que no han experimentado el evento ni son
censuradas en el instante inmediatamente anterior a £(j).
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En consecuencia, el estimador de Kaplan-Meier de la funcion de sobre-
vida estd dado por

Skm(t) = l_[ (n(j)n_.e(j))

j:t(j)<l ()

- 11 ( _€<_f>)
j:t(j)<[ n(])
=[] 0-96)- (2.3.2)

j:t(j)<[

donde ¢(j) es la probabilidad que a una unidad le ocurra el evento en el
periodo [£(j_1);1(j)), dado que antes del tiempo £(;_1) no le ha ocurrido; es
decir,
qG) = Pltgy € tG-nst )T = tg-nl,

paraty) <t < lgs1), k=1,2,...,7r, con S(t) = 1parat < t(1) y don-
de t(41) se considera como co. En sentido estricto, si la observacién mds
grande es un tiempo de supervivencia censurado, ¢*, se dice que Sk (¢) es-
td indefinida para t > t*. Por otro lado, si la observacién mds grande es un
tiempo observado, £(;), es una observacién no censurada, n¢;) = e(; en-
tonces, Sgaz (1) es cero para t > t(r). La grdfica del estimador Kaplan-Meier
para la funcién de sobrevivencia es una funcion escalonada en la cual la pro-
babilidad de sobrevivencia estimada es constante entre tiempos adyacentes
y decrecientes en cada tiempo del evento. El estimador Kaplan-Meier tam-
bién es conocido como el estimador producto limite. Es conveniente notar que
si no hay tiempos censurados en el conjunto de datos, n(j) — ey = n(j+1),
j=1,2,..., %y por tanto se tiene que

Skm(t) = ﬁ (—n(j) _ e(j))

=1\ o)

k
11 nGr) Q) M) D)

=1 n(j) nay ") (k)
_ Mk+1)
nay
parak = 1,2,...,r, donde Skp(t) = 1 parat < Ly y Sk (t) = 0 para

t > t(). Ahoran(yy es el mimero de unidades expuestas al evento justo antes
del primer tiempo para el evento, el cual es el nimero de unidades en la
muestray 7.1y es el nimero de unidades tales que el tiempo para el evento



46« Métodos no paramétricos para estimar la funcion de sobrevida

es mayor o igual a £(;,1). Asi, se tiene que en ausencia de censura, Sk (t)
es simplemente la funcién de sobrevida empirica definida anteriormente.

Ejemplo 2.8.1. Los datos corresponden a los tiempos a la muerte de pa-
cientes con hepatitis viral aguda [11]. Los pacientes recibieron de mane-
ra aleatoria un placebo o un tratamiento con esteroide (15 y 14 pacientes,
respectivamente). A cada paciente se le hizo un seguimiento durante 16 se-
manas hasta la ocurrencia del evento (muerte) o hasta la pérdida del segui-
miento. Los datos estdn contenidos en la tabla 2.1, el superindice * significa
censura a derecha. Se consideran los datos del grupo esteroide.

Un procedimiento para obtener el estimador de Kaplan-Meier, como se
describié anteriormente, implica una serie de pasos, en los cuales cada paso
depende del anterior. Los tiempos observados de sobrevida diferentes (no
empatados) son las semanas 1, 5,7, 8 y 10. Los pasos son generados a partir
de los intervalos definidos por el ordenamiento de los tiempos a la muerte,
de manera que cada intervalo empieza en un tiempo observado y termina
en el siguiente tiempo observado.

A manera de ilustracién, para que una persona sobreviva hasta la semana
5, debe sobrevivir a la primera semana y luego a la quinta, dado que sobre-
vivié a la primera. Asi, para calcular la sobrevida a la semana 5 se tiene que:

S(B)=P(T25)=P(T>1,T25)=P(T=1HP(T>5/T=1).

La tabla 2.2 muestra los tiempos ordenados, £(j), con sus respectivos inter-
valos, [t(j), t(j+1)), nimero de muertos, ¢;, nimero de sobrevivientes, n;),
y el valor de la sobrevida, gKM (#). Los intervalos inician en [0, 1) y termi-
nan en [10, 16); el limite superior del dltimo intervalo es 16, pues este es
el mayor tiempo de acompafiamiento u observacién de un paciente en el
estudio.

Almomento ¢ = 0 todos los individuos estaban vivos. Asi, una estimacion
de la sobrevida en el intervalo [0, 1) es 1, es decir, S(¢) = 1 parat € [0, 1).
Al término de 1 semana o t = 1, el valor de la sobrevida decae debido a la
ocurrencia de tres muertes. En el segundo intervalo [1, 5), hay 14 pacientes
que estdn vivos (en riesgo) antes que ¢t = 1 y mueren 3; asi, un estimativo
de la probabilidad condicional de muerte en este intervalo es 8/14, por lo
que la probabilidad de sobrevivir es 1 — 8/14 = 11/14. También se puede

escribir como:
S(1)=P(T > 0)P(T > 1T > 0) = (1)(11/14) = 0.786.

De esta manera, se calculan las estimaciones para los demds intervalos. Estos
valores se consignan en la tabla 2.2.
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Tabla 2.1. Sobrevida en estudio de hepatitis

Control 1* 2* 8 3 3* 5% 5% 16*
16* 167 16* 16" 16* 16* 16*

Esteroide 1 1 1 1* 4% 5 7 8
10 10* 12* 16* 16* 16*

Tabla 2.2. Sobrevida en estudio de hepatitis

t(jy Intervalos ey n(j Sk (t)

0 [0,1) 0 14 1.000
1 [1,5) 8 14 0.786
5 [5,7) 1 9 0.698
7 (7,8 1 8 0611
8 [8,100 1 7 0.524
10 [10,16) 1 6 0.437

2.4. Bandas de confianza para la funcion de
sobrevida

Una ayuda en la interpretacién del estimador de un pardametro es la preci-
sién del estimador, la cual se consigue con el error estindar del estimador.
El error estandar (e.e(+)) se define como la raiz cuadrada de la varianza del
estimador. Asi, si 8 es un estimador del pardametro 6, su error estandar es
e.e(8) = o5 = Yvar(9). El estimador del pardimetro y el respectivo error
estandar sirven en la construccién de un intervalo de confianza para el pa-
rametro. Se desarrolla en esta seccién la construccién de un intervalo de
confianza para la funcién de sobrevida.

El estimador KM de la funcién de sobrevida es

Sk =[] ("(“ e(”) [T 4 (©.4.1)

n
j:L(j)<t () ]L( jH <t

donde p; = (n(jy — e(j))/n(j) es la probabilidad de que una unidad sobrevi-
va (no le ocurra el evento) en un intervalo que empieza en ¢(;). Tomando
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logaritmos,

k
ISk (1) = ) Injj,

j=1
asi, la varianza de In Sgj/(¢) viene dada por

k
var(In Sk (1)) = Zvar(ln Pk (2.4.9)

Jj=1

El nimero de unidades que sobreviven (no les ocurre el evento) en un in-
tervalo que empieza en ¢(; se puede considerar como una variable aleatoria
con distribucién binomial con pardmetros njy y p;. El nimero de unidades
que sobreviven en este intervalo es n(;) —e(;) y como la varianza de una v.a.
binomial es np(1 — p), entonces

var(ngy = e()) =ngpj(1 = p;).
Ahora, como p; = (n(j) — e(;))/(n(j)), entonces

1 pi(L—p;)
= Tvar[n(j) —ejyl = AR i

ngy — e(j))

var(pj) = var (
()

En consecuencia, una estimacién de esta varianza es

- pi(1 - p;
)
o)
Una de las versiones del Méiodo Delia establece que la varianza de la fun-
cion g(X) de una variable aleatoria X se aproxima mediante la siguiente

expresion:
dg(X)\*
var(g(X)) ~ (XN x). (2.4.3)
dx
Para este caso, se tiene que g(p;) = In p;. Asi una aproximacién a su varianza
es
5. 1=4; .
var(Inp;) ~ ”‘”ff L il ) A N— (9.4.4)
p; ngppi nGy(nGy = eq)

Se retoma la expresion (2.4.3) y se aplican sobre esta los resultados ante-
riores, asi:
~ 1 ~
var (InSga (1)) = —————var (Skum ().
(SKM (t))
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De aqui,

~ - 2 k e
varSxu (1) ~ (Sku () ), ——L—. ©2.4.5)
S ni(ng) —ey)

Con el resultado anterior, el error estindar del estimador Kaplan-Meier para
la funcién de sobrevivencia es definido por

k
5 B €(j)
. _w L g
e.e.(Skm (1)) ( KM(Z)) ; niy(ngy = eg)

para tiempos ¢ tal que t(x) <t < t(.1). Este resultado es conocido como la
Jormula de Greenwood.

Se pueden obtener intervalos de confianza puntuales para la funcién de
sobrevivencia. Estos intervalos son vdlidos para un solo valor del tiempo,
sobre el cual se hace inferencia.

En algunos andlisis resulta interesante obtener bandas de confianza que
garanticen, con un nivel dado de confiabilidad, que la funcién de sobrevi-
vencia esté dentro de la banda para todo ¢ tal que ¢y <t < tg41); por esto
se denomina banda de confianza, pues los limites de confianza son constantes
dentro del intervalo [, Lg+1))-

Este intervalo de confianza, para el verdadero valor de la funcién de su-
pervivencia al tiempo ¢, se obtiene con el supuesto de que el valor estimado
de la funcién de sobrevivencia al tiempo ¢, Sg7(2), se distribuye asintética-
mente, conforme a una distribucién normal con media S(t)gys y varianza
estimada dada por var(Sky(¢)). Por tanto, un intervalo del 100 x (1 — @) %
de confianza para S(t), para un valor especifico ¢, es dado por

Sk (1) F Z(1-a2)\0arSka (1)} (2.4.7)

De manera explicita, el intervalo de confianza para S(¢)gy; es

(SKM(t) ~Z(-aspye-e S} Skm(t) + Z(l—a/z)e-e-{SKM(t)}) ,
(2.4.8)
donde e.e.{Sk (1)} estd dado por la férmula de Greenwood y Z(1-aj2) €8
el cuantil que acumula una probabilidad de (1 — @/2) en una distribucién
normal estandar.
No obstante, para valores extremos de ¢, este intervalo de confianza pue-
de presentar limites inferiores negativos o limites superiores mayores que
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1. En tales casos, el problema se resuelve utilizando una transformacién pa-
ra Sk (t) como, por ejemplo, U(t) = In[—In(Skas(2))] que tiene varianza
asintética estimada por

) 1 ()
U(t)) =
var (U (1)) - 2 L (n) - eg))
(lnSKM(l‘)) J=1
P
Zj:] n(jy (ngy—egy)

_ _ (2.4.9)
|24 In ()|

De esta manera, un intervalo del (1 — @) % de confianza para Sk (¢) es
Siag (1) e VeurT 0}, (2.4.10)

el cual toma valores en el intervalo [0, 1].

2.5. Otros estimadores no paramétricos

El estimador de Kaplan-Meier es uno de los mds utilizados e incorporados
en los paquetes estadisticos con los cuales se hacen los cdlculos para obte-
ner valores del estimador de la funcién de sobrevida S(¢). No obstante, hay
otros estimadores de S(t); ellos son el estimador de Nelson-Aalen y el esti-
mador de tablas de vida. El estimador de Nelson-Aalen tiene propiedades
casi similares al de Kaplan-Meier. El de tablas de vida tiene importancia
histérica, pues se utilizé en informacién proveniente de censos demografi-
cos para estimar caracteristicas asociadas con el tiempo de vida de humanos.
Este estimador fue propuesto por demégrafos y actuarios y es utilizado en
muestras de tamaifio grande [11].

2.51. Estimador de Nelson-Aalen

Este es un estimador mas reciente que el de Kaplan-Meier y su estimacién
estd basada en la expresion (1.5.4) para S(¢) dada por

S(t) = exp{-H (1)},

donde H () es la funcién de riesgo acumulado. Un estimador para S(t) fue
propuesto inicialmente por Nelson [57] y luego retomado por Aalen [1],
quien encontré sus propiedades asintéticas mediante procesos de conteo.
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Este estimador se denomina en la literatura como el estimador de Nelson-
Aalen (en adelante NA) y es de la siguiente forma:

Sna(t) = exp{-H (1)}, (2.5.1)

donde
ZIOEDY (g(—”) , 2.5.2)

; ne;
Jitj<t ()

con e(jy y n(jy definidos de manera similar a los empleados en el estimador
de Kaplan-Meier. La varianza de este estimador es

k
— 77 €(j)
dar(H (1)) = Z (Tf) .
=1\
Otro estimador para la varianza de var(ﬁ (t)) propuesto por Klein [38] es

k

_ men — e Vers
var(H (1)) = ZM
i=1 ")

el cual tiene un sesgo menor que el anterior.
La varianza de este estimador puede obtenerse mediante

o k
var(Sy (1) = (S(t))z D ((”(T”) . 9.5.3)
=1 \"(j)

El estimador de Nelson-Aalen Sy 4(t) y el de Kaplan-Meier Sk (¢) son muy
proximos a S(t), es decir, consistentes. Bohoris [8] muestra que Sy 4() >
Sk (£) para todo t. Es decir, el estimador de Nelson-Aalen es mayor o igual
que el estimador de Kaplan-Meier.

Para los datos de hepatitis, en el grupo de pacientes que reciben el es-
teroide, el cdlculo del valor de la funcién de sobrevida a la semana 7, de
acuerdo con la expresion (2.5.2), es como sigue:

H(it=7) = Z (e(—]))

j:[j<7 ()
—£+i+l+l
14 14 98

=0.000+0.214+0.111+0.125
= 0.450.
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Por lo tanto, el valor de la funcién de sobrevida en el grupo de pacientes
tratado con esteroides a la semana 7, por (2.5.1), es

Sva(t =7) =exp{-H(t =7)} = exp{-0.450} = 0.637.

El error estandar de la funcién de sobrevida a la semana 7 se calcula me-
diante la expresion (2.5.3), este es

ee(Sy.a(t = 7)) = Noar Gyt = 7)) = (S = 7))

= (0.687)V(0/142 +3/142 + 1/92 + 1/82)
= (0.687)V0.0000 + 0.0153 + 0.0123 + 0.0156
= 0.1326.

La tabla 2.3 contiene todo los resultados relacionados con las estimaciones
para la funcién de sobrevida mediante el estimador de Nelson-Aalen, su
errores estindar y los intervalos de confianza para cada punto en los tiempos
observados.

Tabla 2.3. Estimacion de la sobrevida mediante Nelson-Aalen

toonoep H() SvaC) eeSya()) L Lo

0 14 0 0.000 1.0000 0

1 14 3 0214 0.8071 0.0999 0.611 1.000

5 9 1 03825 0.7222 0.1201 0.487 0.958

7 8 1 0450 0.6374 0.1326 0.378 0.897

8 7 1 0593 0.5525 0.1394 0.279 0.825

10 6 1 0.760 0.4677 0.1414 0.191 0.745

Comparando las tablas 2.2 y 2.3 en las columnas de las respectivas fun-
ciones de sobrevida empiricas, Skar v S, se observa que la funcion de
sobrevida estimada mediante Nelson-Aalen es mayor que la estimada me-
diante Kaplan-Meier; es decir, para todo ¢, Sy 4 > Skar. Esta propiedad se
demuestra en Bohoris [3].
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Figura 2.3. Estimadores de KM y NA para la funcién de sobrevida.

En la grifica 2.3 se muestran las funciones de sobrevida estimadas me-
diante Kaplan-Meier (linea delgada) y Nelson-Aalen, respectivamente. Se
evidencia que las estimaciones obtenidas mediante Nelson-Aalen son ma-
yores o iguales que las obtenidas por el estimador de Kaplan-Meier.

2.6. Estimador de A(t) mediante el
suavizador de nucleo

En la mayoria de los estudios, el interés no es la funcién de riesgo acumula-
do, H (1), sino su derivada, 2(¢), que es la tasa de riesgo. Por la definicién de
H (t), 1a pendiente del estimador de Nelson-Aalen suministra un estimador
empirico de la tasa de riesgo A(t). En esta seccidén, la estimacion de i(¢) se
hace mediante un suavizador tipo micleo (en inglés, kernel).

Los estimadores de A(t) tipo suavizadores de ntcleo se basan en el es-
timador de Nelson-Aalen de la funcién de riesgo acumulado, H (¢). Este
estimador puede construirse también para datos censurados a la derecha o
para datos truncados a la izquierda.

La funcién H(¢) es una funcién escalonada con saltos en los tiempos
donde se presenta el evento, O: o < t1 < -+ < I Lil_s\cantidades
A (t;) = H(t;) = H(ti-1) y N ar(H(4;)) = Var(H (t;)) = Var(H (1;-1))
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son la magnitud de los saltos de la funcién de riesgo acumulada estimada,
H (t;) , y su varianza, fa\r(ﬁ(ti)), en el tiempo #;, respectivamente. Se pue-
de advertir que AH (¢;) es un estimador empirico de la funcién A(t) en los
tiempos de ocurrencia del evento.

El estimador de i () mediante un suavizador de nicleo es un prome-
dio ponderado de estos estimadores empiricos sobre los tiempos del evento
cercanos a T'. La “cercania” es determinada por un radio de la vecindad cen-
trada en ¢ con un ancho de banda, b, tal que los tiempos al evento en el rango
t —b at+ b sean incluidos en el promedio ponderado que estima A(t). El
ancho de banda, b, es escogido de manera que minimice el error cuadrati-
co medio en algiin grado de suavizamiento establecido. Las ponderaciones
son controladas por la escogencia de una funcién nicleo, K (+), definida en
el intervalo [—1, +1], la cual determina el valor del peso de un punto a una
distancia de ¢.

Las funciones nicleo mads frecuentes son:

Uniforme: K(x) = %, para—1 < x < 1.

Epanechnikov: K (x) = 0.75(1 — 2?), para—1 <z < 1.

Biponderado: K(x) = %(1 —2%)?2, para-1 <z < 1.

Triangular: 1 — |z|, para—1 < x < 1.

. _ s 2
Gausiano: \/%e (1/2)2% hara —co < < 0.
Ve
= Arco coseno: 7 cos(nx/2), para—1 <x < 1.

El nicleo uniforme da el mismo peso a todas los eventos ocurridos dentro
del intervalo [¢ — b, t + b], mientras que en los otros dos el peso aumenta en
tanto el evento ocurra cerca a t.

El estimador de la tasa de riesgo mediante el nticleo es definida para todos
los puntos de tiempo ¢ > 0. Para todos los puntos ¢ tales que b <t <t, — b,
el estimador tipo suavizador de nucleo de £(¢), basado en la funcién nicleo

K(-), es dado por:

hr) =3 > K (t ‘b”) A (1)), (2.6.1)
i=1

Se mantiene la denominacién “ker” para indicar el nicleo.
La varianza de hy,, (t) es estimada por

r 2
7 ar (o (1)) = %ZK (‘ _b”) A arfl (1)), (9.6.2)
=1
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Los intervalos o bandas de confianza para la tasa de riesgo estimada, por sua-
vizamiento tipo ntcleo, se pueden construir de manera similar a las cons-
truidas antes para la funcién de sobrevida estimada mediante Kaplan-Meier
o Nelson-Aalen.

Mediante R, con el paquete muhaz, se calcula y grdfica la funcién tasa
de riesgo a partir de datos censurados a la derecha utilizando los métodos
basados en el suavizamiento por nicleos. Las opciones incluyen tres tipos
de funciones para el ancho de banda, tres tipos de correccién de limite y
cuatro formas para la funcién nicleo.

Ejemplo 2.6.1. En un estudio sobre cincer de ovario, citado en Therneau
y Grambsch [66], en Collet [10] y en la documentacién del paquete muhaz
de R, se hizo seguimiento a 26 mujeres con un minimo de residuos de la
enfermedad y que participaban de un tratamiento de quimioterapia. En el
estudio se aplicaron dos tipos de quimioterapia sobre dos grupos de muje-
res. La variable respuesta fue el tiempo de sobrevida en los dias siguientes
al inicio del tratamiento de quimioterapia asignado aleatoriamente. A con-
tinuacion, se resefian las variables cuyos datos estdn en la tabla 2.4.

= Tiempo: tiempo de sobrevida en dias.

s Censura: indicador del evento (0 = censura, 1 = no censura).
s Edad: edad del paciente en anos.

= Residuos Enf.: residuos de la enfermedad (1 = no, 2 = si).

» Trat.: tratamiento (1 = simple, 2 = combinado).

= Estado: estado (1 = bueno, 2 = malo).

Con el siguiente cédigo de R se obtiene la gréfica suavizada mediante
ntcleo de .*Panechnikov"(por defecto). El ancho de banda es el mismo para
todos los puntos de grilla.

#Leer los datos de la Tabla 2.4
can_ovario<-read.table("Cancer_ovario.txt", 6 header=T)
attach(can_ovario)

# Cargar los paquetes survival y muhaz

require(survival)

require(muhaz)

# Estimacil'on de la funcil'on de riesgo mediante n\'ucleos
riesgo.can<- muhaz(Tiempo, Censura)

plot(riesgo.can)



56 « Métodos no parameétricos para estimar la funcion de sobrevida

Tabla 2.4. Tiempos de sobrevida de mujeres con cdncer de ovario

Tiempo Censura Edad Residuos Enf.ds Trat. Estado

1 59 1 72.8315 2 1 1
2 115 1 74.4932 2 1 1
3 156 1 66.4658 2 1 2
4 421 0 53.3644 2 2 1
5 431 1 50.3397 2 1 1
6 448 0 56.4301 1 1 2
7 464 1 56.9870 2 2 2
8 475 1 59.8548 2 2 2
9 477 0 64.1753 2 1 1
10 563 1 55.1781 1 2 2
11 638 1 56.7562 1 1 2
12 744 0 50.1096 1 2 1
13 769 0 59.6301 2 2 2
14 770 0 57.0521 2 2 1
15 803 0 39.2712 1 1 1
16 855 0 43.1233 1 1 2
17 1040 0 38.8932 2 1 2
18 1106 0 44.6000 1 1 1
19 1129 0 53.9068 1 2 1
20 1206 0 44.2055 2 2 1
21 1227 0 59.5890 1 2 2
22 268 1 74.5041 2 1 2
23 329 1 43.1370 2 1 1
24 353 1 63.2192 1 2 2
25 365 1 64.4247 2 2 1
26 377 0 58.3096 1 2 1

La gréfica que resulta del procesamiento con el paquete muhaz se muestra
en la figura 2.4. El riesgo a la muerte en mujeres con cdncer de ovario,
después de iniciar un tratamiento de quimioterapia, como se muestra en la
figura 2.4, crece con una tasa constante hasta aproximadamente el primer
aio (365 dias) de iniciado el tratamiento. Después de este tiempo el riesgo
disminuye y después de afio y medio el riesgo a la muerte cae rdpidamente.

2.6.1. Estimador de tabla de vida actuarial

La construccién de una tabla actuarial de vida consiste en dividir el periodo
de tiempo en un cierto nimero de intervalos. Suponga que el eje del tiempo
se divide en s+ 1 intervalos, los cuales estan determinados por los siguientes
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h(t): Tasa de riesgo
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Figura 2.4. Funcién de riesgo de tiempo de sobrevida a cdncer de ovario,
suavizada mediante nucleo.

puntos de corte, t1, tg, ..., t;. Asi, el j-ésimo intervalo, I; = [tj_1;t;); j =
1,...,s,dondetg = 0y t; = +co.

Un estimador para la tabla de vida se obtiene desde el estimador de
Kaplan-Meier, con una modificacién de la probabilidad ¢;) contenida en
la expresion (2.8.2). Asi,

= n(j) = {Ntim. de eventos en el intervalo [t;_1;¢;)},
= ¢(j) = {Ntim. de unidades al tiempo, ¢;_1 } =& {Ntum. de censuras en ;}.
Una adecuacién para g(jy en tablas de vida es

{Nl’lm. de eventos en el intervalo [¢j_1; tj)}

Q) = .
v {Nﬁm. de unidades al tiempo tj_l} - % {Nl’lm. de censuras en I j}
Reemplazando esta expresién para §(j) en (2.3.2) se obtiene que el estima-
dor para S(¢) en una tabla de vida es

~ 1, paraj =1
Stelj)=1.
S(telji_y), paraj=2,...,s.
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Figura 2.5. Funcion de sobrevida en estudio de hepatitis.

De otra manera,

J
Sw=]]0-a-, e, 2.6.3)
=2
paraj=1,...,s5y gy =0. La representacién grifica de esta funcién de so-

brevida es una funcién escalonada no creciente y constante en cada intervalo
de tiempo.

Para los datos de la tabla 2.1 sobre el grupo de pacientes tratados con un
esteroide, se dividen los tiempos en 4 intervalos: [0, 5), [5, 10), [10, 15) y
[15, 16). Una estimacién de g9 correspondiente al intervalo Ig = [5, 10) es
Go = 3/9 = 0.33. Esto significa que la probabilidad de muerte antes de la
semana 10 para quienes sobrevivieron a la semana 5 es 33 %. La tabla 2.3
tiene los demas resultados para cdlculos similares en los otros intervalos.

Una estimacién de la funcién de sobrevida en el tiempo ¢ = 10 semanas
es:

S(10) = (1-0.281)(1 - 0.888) = 0.5183.

Se interpreta que una persona con hepatitis tratada con esteroide tiene una
probabilidad de 51.3 % de sobrevivir ala semana 10 de tratamiento. La tabla
2.3 contiene los valores estimados de la funcién de sobrevida para los demas
intervalos.
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Tabla 2.5. Sobrevida en estudio de hepatitis

Intervalo Pac/riesgo Muertes Censuras

I n(j) e(j) c(j) g (1-g) S
Sk (1)

[0, 5) 14 3 9 02381 0.769 1.0
[5, 10) 9 3 0  0.333 0.667 0.769
[10,15) 6 1 9 0.200 0.800 0.513
[15,16) 8 0 3 0.000 1.000 0.410

En la figura 2.5 se muestra la funcién de sobrevida para los datos de
la tabla 2.3. Se advierte que es una funcién escalonada no creciente, con
continuidad a la derecha.

2.7. Comparacion de funciones de sobrevida

El objetivo de algunos estudios puede dirigirse a la comparacién de la sobre-
vida entre varios grupos de unidades en un determinado periodo de tiempo.
Los grupos pueden ser inducidos por las unidades que reciben un tratamien-
to o por los diferentes valores que toma una variable (categérica o catego-
rizada). Asi, por ejemplo, en medicina se quiere comparar la sobrevida de
los grupos de pacientes que reciben tres medicamentos diferentes, los cuales
son suministrados para el tratamiento de una determinada dolencia; en el
caso del tiempo transcurrido para que un nifio aprenda a leer (o escribir),
los grupos pueden corresponder al sexo (nifios o nifias), a las condiciones
sociodemogrdficas de los nifios, a las practicas pedagégicas o a los grupos de
edad. Asi, los grupos pueden ser naturales o inducidos por un tratamiento
o categorizacién de una variable como la edad.

La primera herramienta para hacer una comparacién entre las curvas de
sobrevida de los respectivos grupos es la elaboracién de las gréficas de las
funciones de sobrevida, las cuales deben ser estimadas sobre el mismo eje
de tiempo. No obstante, la comparacién de las funciones de sobrevida no
siempre es evidente desde un punto de vista grdfico, pues todo grifico es
finito (en un rango de valores de T), por lo que habrédn caracteristicas que
un gréfico no revela al lector. Es decir, si dos funciones de sobrevida Sy y So
son tales que para algun tiempo ¢ S1(¢) > S¢(#) en un rango determinado,
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esta desigualdad puede cambiar en otros rangos de la variable T, debido
a posibles coincidencias, cruces o traslapes de las graficas asociadas con las
funciones de sobrevida.

La figura 2.6 muestra dos posibles escenarios de funciones de sobrevi-
da. En la figura del panel a, la funcién de sobrevida S;(¢) es mayor que la
funcién de sobrevida Sqg(#) en todo el rango de tiempo observable (0 a 10
unidades de tiempo). En el panel b, la diferencia entre las dos funciones de
sobrevida no es “uniforme”, pues en el rango de tiempo 0 a 3 se tiene que
S1(t) > Sgo(t), mientras que en el rango 8 a 10 la desigualdad se invier-
te. De esta manera, se muestra que el andlisis grafico no es concluyente o

confirmatorio.
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Figura 2.6. Comparacién de funciones de sobrevida.

En esta seccién se presentan algunos procedimientos alternativos para
verificar la existencia de una posible diferencia entre las funciones de sobre-
vida junto con las estadisticas no paramétricas tales como log-rank, Wilcoxon
y Tarone-Ware.
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2.71. Estadistica log-rank

Esta estadistica es apropiada cuando la razén de las funciones de sobrevida
de los grupos en riesgo al evento es aproximadamente constante. Es decir,
los grupos tienen riesgos al evento proporcionales entre si.

Se considera la prueba de igualdad de dos funciones de sobrevida Sy ()
y So(t), es decir, S1(t) = S¢(t), asociadas con los grupos G y Gg, respecti-
vamente. Sean £(1) < t(g) < ... < t() los tiempos al evento de la muestra
conformada por la combinacién de las dos muestras de tamafios n] y ng.
Suponga que en el tiempo £(;) ocurren e(j) eventos y n; = nj+ng; unidades
expuestas al evento (en riesgo) en un tiempo inmediatamente inferior a ¢(j)
de la muestra combinada, y ejg y nj, enlamuestrag =1,2yj=1,...,k.
En cada tiempo al evento £;y , los datos pueden disponerse en una tabla de
contingencia 2 X 2 con ¢j, eventos y nj, — ej, unidades en riesgo al evento
en la columna g—ésima.

Tabla 2.6. Nim. de eventos por grupo al momento ;)

Grupos
Evento (E) 1 2 Total

Ocurre ej1 ejo ej

No ocurre | nj; —ej1 njo —ejo |nj —e;

Total nji njo n;

Condicionando la ocurrencia del evento y la censura al tiempo ¢ ;) (fijan-
do los margenes por columna) y el nimero de eventos (fallas) en el tiempo
t(jy (fijando los mdrgenes por fila), la distribucién de ej9 es una hipergeomé-

Lamedia de eg; es Hejy = mjgej/n;, lo cual equivale a decir que, si no hay dife-

trica:

P(ejo) = (2.7.1)

rencia entre los dos grupos respecto a la sobrevida al tiempo £, el nimero
total de eventos (¢;) puede dividirse entre las dos muestras de acuerdo con
la razén entre el nimero de unidades expuestas (en riesgo) en cada mues-
tra y el nimero total de unidades expuestas. La varianza de e;9, obtenida a
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partir de la distribucién hipergeométrica, es

o _ njnjej(nj —e;j)

é2 n;z(n] -1)

Ast, la estadistica ejo — He; tiene media cero y varianza O'fz Si las k tablas de
contingencia son independientes, una estadistica aproximada para verificar
la igualdad de las dos funciones de sobrevida puede hacerse mediante la

estadistica
3 2
_ Z i=1 [3]2 - /’lé’jg]

k 2
Zj:l €j9

) (2.7.2)

la cual, para muestras de tamaifio grande, tiene distribucién ji-cuadrado con

1 grado de libertad.

Esta estadistica combina la informacién contenida en una tabla 2 x 2
como la anterior y se basa en la estadistica de Mantel-Haenszel como se
muestra en Diaz, Morales y Leén [22]. De ahi que tome los nombres de
Mantel-Cox y Peto-Mantel-Haenszel, pero el mds conocido es de log-rank.
La explicacién de este nombre es que la estadistica puede obtenerse a partir
de los rangos de los tiempos al evento en los dos grupos, y la estadistica
resultante de rangos se basa en el logaritmo del estimador de Nelson-Aalen
de la funcién de sobrevida.

La estadistica resume la extension de desvios entre los datos de tiempo
para el evento y su valor esperado, bajo la hipétesis nula de no diferencia
entre estos. Los valores grandes de la estadistica LR (equivalentes a valores—
p pequetios) advierten sobre la existencia de posibles diferencias entre las
funciones de sobrevida de los dos grupos.

La estadistica log-rank puede extenderse para verificar la igualdad en-
tre las funciones de sobrevida, S1(t), ..., S,;(t), asociadas a cada uno de
q grupos, respectivamente. A la notacién anterior se adiciona el subindice
g=1,...,q,parasenalar el grupo al que pertenece la funcién de sobrevida.
Asi, los datos pueden ser dispuestos en una tabla de contingencia de tamafio
2 X q con dj, unidades a las cuales les ha ocurrido el evento y nj, —d;, unida-
des expuestas al evento en la columna g = 1, ..., ¢. La tabla de datos tiene
la forma mostrada en la tabla 2.7. De manera andloga al caso de dos grupos,
condicionando la ocurrencia del evento y la censura al tiempo ¢; (fijando los
mdrgenes por columna) y el nimero de eventos (fallas) en el tiempo ¢; (fi-
jando los margenes por fila), la distribucién conjunta de d;j1, djo, . .., dj, es
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Tabla 2.7. Extensién a g-grupos del evento al momento ;)

Grupos
Evento (E) 1 e g e q Total
Ocurre ej1 ‘e Cig e Ciq ej
No ocurre nj1 —ej1 v Njg—ejg ‘0 MNjg—e€jq |Nj—ej
Total nji S njg njg n;

una distribucion hipergeométrica multivariada, esta es

Hzr:1 (nfg)

J8
J

La media de ejg es p,;, = njg (ej/nj), la varianza de ej, y la covarianza

P(ej1, edjg, .. ., edjy) = (2.7.3)

entre ejg y ej;, son, respectivamente,

o _ njg(nj—njg)e;((nj —e;)

i an(n] -1
y
%wmz_wy%@«m—@)
n; (nj—1)
La estadistica E]’ = (€j1 = Hejys - - -5 €jg — Hey,) Liene media cero y matriz de

varianzas-covarianzas £; = (07j(gn)). Se conforma la estadistica € sumando
sobre todos los tiempos de falla

=) E,

j=1
donde € es un vector de tamafio ¢ X 1 el cual contiene la discrepancia entre
los totales de eventos observados y esperados al momento ¢;.

Bajo el supuesto de que las k tablas de contingencia son independientes,
la matriz de varianzas-covarianzas del vector € es X = X; +--- + X;. Una
estadistica para la verificacién de la igualdad de las ¢ funciones de sobrevida
se basa en la estadistica

PR =%€3'g, (2.7.4)
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esta forma cuadrdtica tiene, para muestras de tamafio grande, una distribu-
cién ji-cuadrado con ¢ — 1 grados de libertad.

Sise rechaza Hy : Sy = --- = §,, el siguiente paso es explorar y confirmar
cudl o cudles son las funciones de sobrevida que difieren significativamente
de las demds, e incluso ordenarlas a la manera de comparaciones muiltiples
del andlisis de varianza. Una primera herramienta, si el nimero de grupos,
q, es pequerio, es hacer comparaciones dos a dos mediante la estadistica log-
rank, controlando el error Tipo I mediante la desigualdad de Bonferroni.

Ejemplo 2.7.1. Se quiere comparar tres tipos de condiciones ambientales
bajo las cuales germina una misma variedad de semillas de frijol. Un primer
ambiente (A1) es el natural, el segundo ambiente (42), bajo invernadero,
tiene humedad, temperatura y brillo solar en un nivel bajo, mientras que el
tercer ambiente (43) tiene estas condiciones ambientales en un nivel alto.
El propésito es evidenciar y detectar si hay diferencia significativa entre los
tiempos (en dias) hasta la germinacion de estas semillas. Las mediciones se
registraron durante 12 dias a partir de la siembra. La tabla 2.8 contiene los
datos en forma creciente por ambiente, el simbolo + significa que es un dato
censurado a la derecha.

El objetivo es comparar los tres ambientes de cultivo para evaluar la fa-
vorabilidad o eficacia a la germinacién temprana.

Tabla 2.8. Tiempo a la germinacién en semillas de frijol

Ambientel | 5 6 7 7 7 8 8 8

9 9 10 11 11 12 12 12F
Ambiente2 |2 3 3 8 5 5 5 6
6 7 7 8 9 10
Ambiente3 |5 6 7 7 8 8 8 9
9

10 10 11 12*

Las curvas de sobrevida se estiman mediante el estimador KM y se mues-
tran en la figura 2.7. Se observa que las curvas difieren entre ellas, por lo que
se puede hipotetizar que los ambientes de siembra difieren respecto al tiem-
po que las semillas emplean para su germinacién; mds atin, en el ambiente
2 (A2) se observa que las semillas tienen una germinacién mds precoz que
en los otros dos ambientes.
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El valor de la estadistica log-rank, %R (2.7.4), que bajo la hipétesis de
igualdad de las tres curvas de sobrevida tiene una distribucién ji-cuadrado
con 2 grados de libertad, de acuerdo con los cdlculos (del paquete R) es
LR = 13.7, con un valor-p igual a 0.00105, lo que puede indicar la exis-
tencia de diferencias entre los ambientes de cultivo.
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Tiempo germinacion

Figura 2.7. Funciones de sobrevida: germinacién frijol.

En el andlisis de varianza, una vez que se ha rechazado la hipétesis nula
de igualdad de las medias asociadas con ¢ poblaciones, se procede a la bus-
queda de las poblaciones (generalmente ligadas a tratamientos) que provo-
can el rechazo de la hipétesis nula (comparaciones muiltiples). Para el caso
de comparacién de funciones de sobrevida, se trata de establecer cudles son
los grupos o poblaciones que tienen funciones de sobrevida significativa-
mente diferentes y, en lo posible, hacer una jerarquizacién de estas. Para
hacer comparaciones dos a dos entre las tres funciones de sobrevida hay
tres posibilidades. Para hacer estos contrastes debe controlarse la inflacién
del error Tipo I, lo cual se logra mediante la desigualdad de Bonferroni.
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Como se pueden hacer tres comparaciones, cada una se hace con un nivel
de significancia igual a/3; para @ = 0.05 la significancia de cada compara-
cién es maximo 0.017. De esta forma se garantiza un error Tipo I global
con una probabilidad de, como mdximo, 0.054 = 5%. Los resultados de
las pruebas log-rank para las comparaciones de funciones de sobrevida se
muestran en la tabla 2.9.

Tabla 2.9. Comparacién de curvas de sobrevida: datos de frijol

Ambiente de cultivo  Estadistica log-rank  Valor—p

Al vs A2 12.0 0.00245
A2 vs A3 7.2 0.00747
Al vs A3 0.1 0.72700

Datos simulados por el autor.

Los datos evidencian que hay diferencias significativas entre los ambien-
tes 1 y 2, 2y 3. Entre los ambientes 1 y 8 no se muestran diferencias signifi-
cativas como se observa en la grifica 2.7. Se puede concluir que el ambiente

2 (A2) es el que acelera el proceso de germinacion de estas semillas de frijol.
Los célculos y graficos se hacen mediante el paquete computacional R,
el cédigo y la sintaxis para este ejemplo son los que siguen:

> # Entrada de los datos

> t<-c(5,6,7,7,7,8,8,8,9,9,10,11,11,12,12,12, 2,3,3,3,5,5,5,6,6,7,7,8,
+ 9,10,5,6,7,7,8,8,8,9,9,10,10,11,12)

> cens<-c(rep(1,15),0,rep(1,14),rep(1,12),0)

> grupo<-c(rep(1,16),rep(2,14),rep(3,13))

> require(survival) # Carga el paquete survival

> ekm<-survfit(Surv(t,cens)~grupo)

> summary (ekm)

> plot(ekm,lty=c(1,4,2),xlab="Tiempo germinaci\'on",ylab="S(t) Estimada")
> legend(1,0.3,1ty=c(1,4,2),c("Ambientel","Ambiente2","Ambiente3"),

+ lwd=1,bty="n",cex=0.8)

> #Compara los tres grupos

> survdiff(Surv(t,cens)~grupo,rho=0)

> #Compara de a dos grupos

> survdiff(Surv(t[1:31],cens[1:31])~grupo[1:31],rho=0) #Grupo 1vs2

> survdiff(Surv(t[17:44],cens[17:44])~grupol[17:44],rho=0) #Grupo 2vs3
>survdiff(Surv(c(t[1:16]1,t[32:44]),c(cens[1:16],cens[32:44]))~
+c(grupo[1:16],grupo[32:44]1),rho=0) #Grupo 1vs3
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2.7.2. Otras estadisticas (Wilcoxon y Tarone-Ware)

Una estadistica que generaliza la estadistica log-rank y que es empleada tam-
bién para verificar la hipétesis de que no hay diferencia entre las funciones
de sobrevida asociadas al tiempo para un evento en dos grupos de unidades

(&)
Z]—l wj (612 ,up,z)
T 2.7.5)
Lje1 W} O

donde w; son las ponderaciones que determinan diferentes estadisticas. Ba-
jo el supuesto de que las funciones de sobrevida son iguales, la estadistica G,
para muestras grandes, tiene distribucion ji-cuadrado con 1 grado de liber-
tad.

La estadistica log-rank se obtiene de la expresion (2.6.4) haciendo las
ponderaciones w; = 1. La estadistica de Wilcoxon se consigue si se hace
w; = nj; la cual se adapta para datos censurados y se basa en la estadistica
no paramétrica de Wilcoxon empleada para verificar la diferencia entre dos
medias poblacionales. Al considerar una ponderacién w; = /nj, es decir,
que oscila entre las ponderaciones de log-rank y Wilcoxon, se consigue la
estadistica de Tarone-Ware.

La seleccion del peso w; en (2.7.5) pone una direccién al tipo de dife-
rencia que se quiere detectar en las funciones de sobrevida. La estadistica
de Wilcoxon da un peso igual al mimero de unidades bajo riesgo al evento.
Naturalmente, el peso va disminuyendo en la medida en que transcurre el
estudio; el nimero de unidades decrece en la medida que el evento ocurre o
se presentan censuras. En la estadistica log-rank, el peso es el mismo a tra-
vés del tiempo, mientras que la estadistica de Tarone-Ware asume un peso
intermedio al de log-rank y Wilcoxon.

Una funcién de la ponderacion es una modificacion del estimador de
Kaplan-Meier, definido de tal forma que sea conocido antes de que ocurra
el evento. Un estimador modificado del EKM es

So=T] (M) (9.7.6)

n(j) +1
Las ponderaciones son

S(t7 Vg +1 n(j) +1

De esta manera, si p = 0, entonces w; = 1, de donde se obtiene la estadistica
log-rank. Mientras que si p = 1, la ponderacién es la de KM en el tiempo
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anterior al evento, por lo que se obtiene asi una estadistica similar a la de
Wilcoxon.

Este estimador se conoce como el estimador de Peto-Prentice (Peto y
Prentice). Una modificacion de las ponderaciones contenidas en (2.7.6),
propuesta por Harrington, es

w; = (Skar (1) 2.7.7)

La comparacién entre las curvas de sobrevida de los datos relacionados con
hepatitis, contenidos en la tabla 2.1 a través de las tres estadisticas anteriores,
se muestra en la tabla 2.10. Los cdlculos se hacen mediante la opcién “surv-
diff” del paquete survival de R con diferentes opciones para el pardmetro

« rh ()”,

Tabla 2.10. Curvas de sobrevida en datos de hepatitis

Prueba Estadistica Valor—p
Log-rank 3.67 0.055
Wilcoxon 3.19 0.074

Tarone-Ware 3.43 0.074

De acuerdo con el valor de la ponderacién en la estadistica (2.7.5), se
establece el tipo de diferencia a detectarse en las funciones de sobrevida.
La estadistica de Wilcoxon utiliza un peso igual al nimero de individuos
en riesgo, por lo que pone mds peso o importancia en la parte inicial del
tiempo. La estadistica de log-rank asigna el mismo peso a todos las unidades
en el eje del tiempo. La estadistica de Tarone-Ware se encuentra en una
situacién intermedia.
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341. Introduccion

La variable tiempo hasta la ocurrencia del evento, T, es considerada como una
variable aleatoria; de manera que esta puede ser de tipo discreto, de tipo
continuo o mixta [37, pp. 6-10]. El problema es determinar el modelo
probabilistico asociado con la variable aleatoria tiempo hasta la ocurrencia del
evento para un conjunto de datos en particular.

Seleccionar o proponer la distribucién tedrica que mejor se aproxime
(ajuste) ala distribucién natural de los datos (segiin cada marco conceptual)
de los datos es tanto una tarea artistica como cientifica. Es artistica porque
la postulacién de un modelo probabilistico que “genere” los datos requiere
del conocimiento empirico y subjetivo que se tenga sobre la variable tiempo
hasta el evento. Y es cientifica porque el modelo probabilistico debe ser una
auténtica medida de probabilidad. Con esto se anticipa una tarea estadistica,
que es la verificacién del “buen” ajuste del modelo probabilistico a los datos.
Mediante graficos tipo Q X Q se puede, de manera exploratoria, asegurar
el ajuste (de sobrevida) a un modelo probabilistico; en la tltima seccién de
este capitulo se describen algunos de esos procedimientos que dan cuenta
de la calidad del ajuste de un modelo probabilistico a un conjunto de datos.

En este capitulo se presentan algunos de los modelos probabilisticos (dis-
tribuciones de probabilidad) que han sido empleados ampliamente en la
descripcion probabilistica de la variable aleatoria tiempo hasta un evento. Pa-
ra cada uno de los modelos se muestra su identificacién, las caracteristicas
distribucionales mads importantes y, de acuerdo con las identidades (1.5.2)
y (1.5.4), las respectivas funciones de sobrevida y de riesgo.

3.2. Distribucion exponencial

Hay muchas situaciones en las que la variable tiempo para un evento se ajusta
bien a una distribucién exponencial, en particular, cuando la variable mide
la duracién de un dispositivo mecanico o electrénico (andlisis de confiabi-
lidad). La distribucién exponencial tiene un papel importante en estudios
del tiempo hasta el evento (tiempos de vida), de una manera equivalente al
papel que tiene la distribucion normal en muchas técnicas estadisticas.

Cuando la variable aleatoria tiempo para el evenio sigue una distribucion
exponencial con pardmetro 6, la funcién de densidad de probabilidad es
definida como

e, 1>0,0>0
f@)= 8.2.1)
0, t <0.
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Para indicar que la variable aleatoria T tiene distribucién exponencial, se
escribe T ~ exp(0).
La funcién de densidad acumulada es

F(t) = ‘/Otf(u)du =1-¢% 1>0. 3.2.2)

La distribucién exponencial tiene una propiedad conocida como “falta de
memoria”, la cual se expresa como

P(T 2t+1)|T 21t) =P(T = ty) =S(1p).

Esto significa que la edad de la unidad (persona, animal u objeto) no afecta
la sobrevida futura. Esta caracteristica puede considerarse para casos donde
no hay “fatiga” de la unidad.

La funcién de sobrevida es

SW)=1-F@)=e¢%, 1 >0. (3.2.3)
Por tanto, la funcién de riesgo de (1.5.2) es
h(ty=6, t > 0. (3.2.4)

Se interpreta que el riesgo para la unidad asociada es el mismo o es constante
e independiente de la edad de la unidad, caracteristica que es consistente con
la falta de memoria de la distribucién de esta variable aleatoria (no fatiga o
desgaste). La figura 3.1 contiene las graficas para las tres funciones asociadas
con el modelo exponencial. Si se toma el logaritmo natural sobre la funcién
de sobrevida (3.2.3), se tiene que In S(¢) = —0t, la cual es una funcién lineal
de t. A partir de esta propiedad resulta sencillo explorar si los datos son
generados por un modelo probabilistico exponencial. Basta elaborar una
grifica de InS(¢) frente al tiempo ¢, donde S(¢) es un estimador de S(¢).
Una aproximacion a una linea recta de la nube de puntos (¢, S(¢)) advierte
si los datos siguen una distribucién exponencial. La pendiente de la linea
recta es un estimador empirico de la tasa de riesgo 6.

La media y la varianza de una distribucién exponencial con pardametro 6
son E(T) = 1/6 yvar(T) = 1/62, respectivamente. La mediana es 1/6 In 2.
El coeficiente de variacion es 1, tal como escriben Lee-Wang [44].

3.3. Distribucion exponencial generalizada

Una generalizacién de la distribucién exponencial consiste en incluir un pa-
rametro de “garantia”. Esto produce la distribucion exponencial biparamé-
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Figura 3.1. Funcién de probabilidad exponencial, sobrevida y riesgo aso-
ciadas.

trica, cuyas funciones de densidad acumulada, sobrevida y riesgo son, res-

pectivamente,
Pe=0=9) 1 >%
t) = ’ a (3.3.1)
1@ 0, 1 <€,
1-e 009 1>%
F(r) = ’ B (3.3.2)
® 0, 1 <G,
e 09 1 >%
S(t) = ’ (3.3.3)
® 0, 1 <G,
y
0, 0<t<¥
h(t)y=3" - (3.3.4)
) 0, t>€
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El pardametro € corresponde al tiempo de garantia, dentro del cual se asegura
que la probabilidad de que el evento ocurra antes del tiempo € es cero. Para
el caso de un dispositivo mecdnico o electrénico se afirma que el tiempo
de sobrevida del dispositivo es minimo €. La media y la mediana de esta
distribucién son 6+1/0 y (In 2+0%) /0, respectivamente. Note que si € = 0,
se tienen la media y la varianza de la distribucién exponencial.

3.4. Distribucion de Weibull

En la década de 1930, las ciencias de la ingenierfa introdujeron la distribu-
cién de Weibull dentro de los problemas relacionados con valores extremos.
En 1939, el ingeniero sueco Waloddi Weibull publicé dos informes sobre la
resistencia de materiales. Probablemente, el modelo fisico mds antiguo que
conduce a una distribucién de Weibull estd conectado con situaciones de
valor extremo, y de alli, los origenes de las distribuciones de valor extremo.
Esta distribucién se aplica no solo en las ciencias de la salud, sino también
en la ingenieria y en dreas como la confiabilidad, la resistencia de materiales
y la degradacién, entre otras. Los dos libros dedicados exclusivamente a esta
distribucién son los de Rinne y McCool.

La distribucién de Weibull para la variable tiempo al evento, T, permite
tasas de riesgo que pueden ser crecientes, decrecientes o constantes. Es una
generalizacién de la distribucién exponencial.

Esta distribucién es definida o caracterizada por dos pardmetros,  y @, y
se escribe T ~ Weibull (0, a). El valor del pardametro 6 determina la escala,
mientras que el valor de a determina la forma de la distribucion.

La funcién de densidad de probabilidad es

0a (0 1e= 00 1 >0, 0,a >0
f(t) = (62) (8.4.1)
0, t < 0.

Note que si T ~ W eibull (0, @), se tienen estas propiedades (intente demos-
trarlas):

= Sia = 1, entonces la variable aleatoria T tiene distribucion exp(68).
= La variable aleatoria T'? tiene distribucién exp(6%).

Ademds, se demuestra que la funcién de densidad acumulada es

Fit)=1-e"" >0. (3.4.2)
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Figura 8.2. Funcién de probabilidad Weibull.

La funcién de sobrevida es
S()=1-F@)=e " >0. (3.4.3)
Por tanto, la funcién de riesgo de (1.5.2) es
h(t) = 0 (00)*7 Y, ¢t > 0. (3.4.4)

Con un poco de célculo sobre la funcién 4(¢) se observa que la funcién de
riesgo Weibull tiene solo alguna de estas caracteristicas: creciente, decre-
ciente o constante. La derivada de i(¢) respecto de t es

B (1) = 0%a(a — 1)(61)* 2,

cuyo signo es positivo si @ > 1 (pues £, 8 > 0), negativo para @ < 1y
cero para @ = 1. Asi, la funcién es creciente, decreciente o constante de
acuerdo con estos valores de . La figura 3.4 muestra esta caracteristica
para diferentes valores de este pardmetro.
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Figura 3.8. Funcion de sobrevida Weibull.

Mediante la aplicacién de logaritmo a la funcién de sobrevida en (3.4.3),
se obtiene

In(S(t)) = —(61)".

Aplicando nuevamente logaritmos a los dos miembros de la tltima expre-
sién, se obtiene

In[-In(S(#))] =alnf +aln:.

Si el modelo probabilistico que genera los datos es el de Weibull, se espera
que la nube de puntos del tipo (In¢, In[—In(S(¢))]) se aproxime a una linea
recta, con intercepto Bg = a@In@ y pendiente § = @. Asumiendo que la
aproximacion de los datos asi transformados a una linea recta es razonable-
mente buena, entonces se pueden obtener estimaciones empiricas de a y 0;
estos son )
&:Byé:eﬂo/&,

donde By y B son el intercepto y la pendiente de la recta que “mejor” se
ajusta a los datos observados.
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Figura 8.4. Funcién de riesgo Weibull.
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De esta manera, se dispone de un procedimiento heuristico util para dar

cuenta de qué tan apropiado es el modelo probabilistico de Weibull para los
datos y de un procedimiento exploratorio de estimacién de los parametros.

Igual que se generaliza la distribucién exponencial, la distribucién de

Weibull puede generalizarse a un modelo que considere e incluya un tiem-

po de “garantia” (en general, un umbral o threshold, en inglés); antes de este,

se sostiene que la probabilidad de que se presente el evento es cero. Las

funciones de densidad, sobrevida y riesgo son, respectivamente,

f@) =

S(1) =

eaa,(t _ g)a—le—é’"(t—ﬁ)" ,

0,

=0 (1=6)"

1>€
1 <E,

t>€

<€

)

(3.4.5)

(3.4.6)
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0, 0<t<€¢
W) = )

3.4.7
0% (t—€)*" 1, 1>€. ( )

La distribucién de Weibull se generaliza a: Weibull hasta con cinco pard-
metros, la inversa Weibull, log-Weibull, exponencial Weibull, beta Weibull,
Weibull-Poisson, entre otras. .a monografia de Lai [40] presenta un nime-
ro considerable de extensiones de la distribucién Weibull donde se incluyen
las citadas aqui.

3.5. Distribucion de log-normal

Asi como la distribucién de Weibull, la distribucién log-normal es muy em-
pleada para caracterizar tiempos de vida de unidades, artefactos o indivi-
duos, tales como el tiempo hasta la fatiga de un metal o de un componente
mecdnico o electrénico, o el tiempo de vida de pacientes con una enferme-
dad.

La distribucién de una variable aleatoria T" es log-normal cuando la dis-
tribucién de su logaritmo, Y = In(T), tiene una distribucién normal.
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Figura 3.5. Funcién de probabilidad log-normal.
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Su funcién de densidad queda completamente especificada por los pard-
metros uy o, los cuales corresponden a la media y la varianza de Y, y estd

dada por:
f(t) = ; ex _l (ln(t)——,u)ﬁ (3 5 1)
Nero P 2 o o
¢ ln(to)__#
= ¥, 3.5.2)

donde —o0 < 4 < 00,0 < 0 < 00y ¢(+) es la funcién de densidad de una
variable aleatoria con distribucién normal estandar.

La funcién de sobrevida estd dada por:

o

St =1-@ (ln(?%“) - (M) (3.5.3)

donde ® es la funcién de distribucion acumulada de una variable aleatoria
con distribucion normal estdndar.
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Figura 8.6. Funcién de sobrevida log-normal.
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La funcién de riesgo de la distribucién log-normal es
¢(ln(t0)'7,u)
/(@) ‘
h ) = = s
=50 o ()

la cual tiene forma de “montafia”, dado que toma el valor cero al tiempo
cero, después crece hasta alcanzar un maximo y decrece a cero cuando ¢
tiende al infinito. Esta distribucién ha sido criticada para modelar algunos
tiempos de falla, dado que la funcién de riesgo es decreciente para valores
grandes de ¢, lo cual es inaceptable en muchas situaciones. El modelo puede
ser factible cuando valores grandes de tiempo no son de interés.
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=15 0=1.0

- pE150=20
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I

0.4 0.5

Funcién de riesgo
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0.0
|

log(Tiempo)

Figura 8.7. Funcion de riesgo log-normal.

3.6. Distribucion log-logistica

La funcién de riesgo de Weibull se caracteriza por ser creciente, decrecien-
te (mondtona) o constante, como se observa en la figura 3.4. No obstante,
se presentan situaciones donde el riesgo cambia su sentido, de creciente a
decreciente, o reciprocamente, de decreciente a creciente. Por ejemplo, en



Modelos probabilisticos en analisis de sobrevida « 81

ciertas cirugias sobre humanos, el riesgo de muerte se incrementa duran-
te los primeros dias del postoperatorio, después de cierto tiempo (una vez
que el organismo se recupera) el riesgo de muerte disminuye. Otro ejemplo
puede ser el efecto de un farmaco suministrado a un paciente, pues durante
el periodo inicial de su ingesta puede tener el efecto esperado en la salud
(baja el riesgo de muerte), pero luego este efecto puede disminuir e incluso
volverse inhibitorio (aumenta el riesgo de muerte). Una situacién reciproca
se presenta, en el caso de un estudiante universitario, con el evento “deser-
cion académica”. Cuando el estudiante inicia sus estudios en la universidad,
el riesgo de desercién puede ir en aumento, después se presenta una adapta-
cién al sistema universitario y este riesgo disminuye gradualmente (es decir,
obtiene el grado). En estos casos se requiere de una funcién de riesgo que
tenga una forma unimodal.

Asi, la importancia de la distribucién log-logistica, como la log-normal,
estd en que proporciona modelos para tiempos de vida que no tienen fun-
cién de riesgo mondtona, sino que pueden (de acuerdo a como se elijan los
pardmetros) presentar diferentes formas. Las funciones de riesgo de estas
dos distribuciones son muy parecidas, pero la de log-logistica es mucho mas
manejable.

La variable aleatoria T sigue una distribucion log-logistica si su logarit-
mo, W = In T, sigue una distribucién logistica (una distribucién similar a la
normal).

La funcién de densidad de probabilidad de una variable aleatoria con
distribucién log-logistica es

ayt?~!
(1+at7)?’

@) = cont,ayy > 0. 3.6.1)

En algunas ocasiones es conveniente trabajar con el logaritmo de los tiempos
observados, pues se reduce la escala. Se tiene asi que la variable aleatoria T
se transforma conforme a W = In(T), la cual tiene una distribucién log-
logistica con pardametros @ y v > 0. La funcién de densidad de probabilidad
de W es

exp (555)
w—p\12
o

f(w) =

, para —oo < w < 0o, (8.6.2)

0'[1+exp(

con —co < pu < ooy o > 0, los respectivos pardmetros de localizacién y
escala.

La figura 3.8 muestra cuatro funciones de densidad de probabilidad de
una variable aleatoria log-logistica definida para @ = 26y y = 4,3, 2, 1,
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respectivamente. Se observa que para valores grandes de y la forma de la
distribucién tiende a una curva simétrica.

8 . Parametros
° — y=4.0
\ a=25 | ---- y=3.0
y=2.0
- y=1.0

0.03
|

Funcién de probabilidad
0.02
!
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Figura 3.8. Funcién de densidad de probabilidad log-logistica.

La funcion de sobrevida o de confiabilidad es

1
Sit) = ——. 3.6.3
0= o7 (3.6.3)
La expresion equivalente para la transformacion W = In(T) es
1
S(w) = —————~. 3.6.4
" e ) oy

La figura 3.9 contiene las funciones de sobrevida para el pdrametro de lo-
calizacién @ = 25 y los pardmetros de forma y = 4, 3, 2, 1. La funcién de
riesgo o tasa de riesgo para el evento de una variable aleatoria log-logistica
se calcula mediante la expresién

_ /eyt
MO T

Para la transformacién W = In(T), la funcién de riesgo equivalente a la
anterior es

(3.6.5)

h(t) = éexp{wo_;'u} (1+exp{wa_;ﬂ})_l. (3.6.6)
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Figura 3.9. Funcién de sobrevida log-logistica.

Los pardmetros asociados en funcién de ¢ y en funcién de w (log-logistica y
logistica) se relacionan como y = 1/0 y @ = exp( ).

Esta funcion de riesgo tiene una similitud con la correspondiente a una
variable aleatoria log-normal, ya que, inicialmente, el riesgo crece hasta al-
canzar un punto maximo y luego decrece.

Esta funcién decrece monoténicamente siy < 1, mientras que siy > 1
la funcién de riesgo tiene una tinica moda. Asi, la funcién de riesgo log-
logistica se puede emplear en situaciones donde primero el riesgo crece
hasta un pico (punto de riesgo maximo) y luego decrece, o también en si-
tuaciones donde el riesgo es monoténicamente decreciente.

La figura 3.10 corresponde a la funciones de riesgo para los pardimetros
a=25yvy=0.5,1,3,4, respectivamente.

El p-ésimo percentil o el cuantil de orden p se calcula mediante

1/y
P ] . (8.6.7)

ol

La mediana corresponde a p = 0.5. De la igualdad (8.6.7), el cuantil aso-
ciado con la mediana es &y 5 = «.
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Figura 3.10. Funcién de riesgo log-logistica.

3.7. Distribucion gama

Como se ha referido anteriormente, la distribucién de Weibull es una ge-
neralizacién biparamétrica de la distribucién exponencial. Asi mismo, otra
generalizacion es la distribucion gama. Esta distribucién ha sido empleada
para describir el tiempo de vida de componentes electrénicos, es decir, se
usa en problemas de confiabilidad. No obstante, mas recientemente ha si-
do empleada en el drea de la medicina para modelar el tiempo de vida de
pacientes. La funcion de densidad es

@) = M, cont, 0, a > 0. 3.7.1)

I'(a)

Se escribe T ~ €(0, a) para denotar que T tiene una distribucién gama
con parametros 6 y @; estos son, respectivamente, parametros de escala y
forma.
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Tal como en la distribucién de Weibull, 8 es el pardimetro de locali-
zacion y a es el pardmetro de escala. Esta distribucién, también como la
de Weibull, contiene la distribucién exponencial como un caso especial si
a = 1. Ademids, la distribucién gama se aproxima a la distribucién normal
si @ — ooy es una distribucién ji-cuadrado con v grados de libertad cuando
v =2ay0 =1/2. Lamediay la varianza de la distribucién gama son « /0
y a//QQ, respectivamente.

Se debe distinguir entre la funcién de densidad gama y la funcién gama.
La primera es definida para una variable aleatoria T en los nimeros reales
positivos, esta es dada por (3.7.1), mientras que la funcién gama, I'(-), se
define por

+00
Ia) = / 1" Ye7tds, parat, @ > 0. (8.7.2)
0

La funcién gama tiene amplias aplicaciones en el campo matemadtico y en
particular dentro de la teoria de probabilidades. Las propiedades que se
enuncian a continuacién pueden ser demostradas sin mayor complejidad.
La propiedad i se obtiene por la evaluacién de la integral, para la propiedad

1~ le~tdt, luego desarrollar I? (transformando

ii se sugiere hacer I = f0+°°
por coordenadas polares) y obtener nuevamente I. Para la propiedad iii se
debe hacer integracién por partes y, finalmente, la propiedad iv se obtiene

de iii haciendo a = n, un entero no negativo.
i) T'(1) =1,
i) T(g) = V7,
iii) T'(a + 1) = al'(a), para a cualquier nimero real positivo,
iv) T'(n+1) =n!, paran=0,1, 2, ..., un entero no negativo.

La figura 3.11 contiene diferentes graficas de funciones de densidad de pro-
babilidad tipo gama para el parametro de localizacién, 8 = 1, y diferentes
valores del parametro de escala @ = 0.5, 1.0, 1.5, 3.5, respectivamente.
Como se ha senalado arriba, para @ = 1 se tiene la distribucién exponen-
cial y para valores de @ grandes la distribucién converge asintéticamente
a la normal; aunque un valor de @ = 8.5 no es muy grande, por lo me-
nos visualmente se insinia un acercamiento a la curva de una distribucién
normal.

Para valores de @ > 1 hay un punto miximo en ¢t = (a — 1)/6. En
este punto “pico” o critico se debe considerar que para valores de @ < 1 se
tendrian tiempos o edades con valor negativo.
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Figura 3.11. Funcién de densidad de probabilidad gama.

La funcién de sobrevida o de confiabilidad de la variable aleatoria T con
distribucién gama es

S(t) = [/W 0(01)*! eXp(—Qt)dt] /T (@)

Ox
=1- *~Lexp(- d] r
[/0 u exp(—u)du| /T(@)
—1-1(6z, ), (3.7.3)

donde, u = 0t e I (0, @) se denomina la funcion gama incompleta.

La figura 3.12 exhibe diferentes funciones de sobrevida de acuerdo con
los valores del parametro de localizacion 8 = 1, y los valores del pardmetro
de escala @ = 0.5, 1.0, 1.5, 3.5, respectivamente. Se puede advertir que el
evento ocurre de manera relativamente prematura para valores de @ peque-
fios; es decir que los valores grandes de « estdn asociados con la ocurrencia
del evento progresiva y probablemente “tardia”. Para valores de y enteros
(y = n), se obtiene la distribucion de Erlang, cuyas funciones de sobrevida y
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Figura 8.12. Funcién de sobrevida gama.

riesgo, respectivamente, son

n—1

S(t) = exp(6t) Z(m)k Jk!, (8.7.4)
k=0
y
n—1 -1
h(t) =000 |(n = 1) Z(@t}k/k! . (8.7.5)
k=0

La funcién de riesgo para la variable aleatoria, T, con distribucién gama se
obtiene de la identidad A(t) = f(¢)/S(t).

La gréfica 3.13 muestra las funciones de riesgo para el parametro de lo-
calizacién 8 = 1 y los mismos valores anteriores del pardmetro de escala
a =0.5,1.0, 1.5, 3.5. Desde la grifica se puede corroborar que para valo-
res del pardametro de escala, @, menores que 1.0, el riesgo decae progresiva-
mente con el tiempo hasta un valor minimo del pardimetro de localizacion
0. Para el valor de @ = 1 la tasa de riesgo se hace constante e igual a 8 (el caso
de la distribucién exponencial). Cuando @ > 1, el riesgo se aumenta mo-
noténicamente desde 0 hasta 8. En resumen, la distribucién gama describe
diferentes patrones de sobrevida asociados a tasas de riesgo que pueden ser
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Figura 3.13. Funcién de riesgo gama.

decrecientes o crecientes hasta alcanzar un valor constante a medida que el
tiempo transcurre.

3.8. Distribucion gama generalizada

Es una distribucién triparamétrica, con pardmetros 8, @ y vy, cuya funcién

de densidad de probabilidad es definida como

9(1’
f() = %tw_l exp[—0t”], cont, 6, a,y > 0. (3.8.1)
a

Las distribuciones exponencial, Weibull, log-normal y gama son un caso
especial de esta distribucién. Asi, la distribucién gama generalizada es la
distribucién exponencial si @ = y = 1, es la distribucién Weibull si @ = 1,
es la distribucion log-normal cuando @ — oo, y si y = 1, es la distribucién
gama.
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3.9. Distribucion de valor extremo

Una variable aleatoria T tiene un modelo de probabilidad de valor extremo
si la forma de su funcién de riesgo es

h(t) = éexp (K?T”) (3.9.1)

para —oco < t < ooy los pardmetros o > 0y —oc0 < p < o0.

Se escribe T ~ V E(u, o) para indicar que la variable aleatoria T tiene
distribucién de valor extremo (abreviado como VE) con u parametro de
localizacién y o parametro de escala.

Note que la variable aleatoria tiempo, T, toma valores en todos los nu-
méros reales; es decir, se admiten tiempos negativos.

Con esta funcién de riesgo se obtiene la funcién de sobrevida mediante

la igualdad (1.5.4), esta es

S1(t) = exp {— /_;h(u)du} = exp [— exp (t—_,u)] , —00 < [ < 00,

(o

Se ha advertido acerca del dominio de la distribucion de valor extremo (to-
dos los niimeros reales), de forma tal que debe hacerse un truncamiento que
redefina la funcién de sobrevida para valores del tiempo positivos (es decir,
t > 0). De esta manera, la funcién de sobrevida es

t —_ _
So(t) = exp [— exp (_,u) + exp (—'u)] , 1> 0.
o o
El sumando extra en el exponente es una constante de normalizacién, la
cual garantiza que el drea bajo la funcién de densidad de probabilidad sea
igual a 1.

Si se expresa

T -

K , entonces es equivalente a T = u + oZ.

7 =

De esta manera, si T ~ V' E(u, o), entonces Z ~ VE(0, 1). AZ se le deno-
mina modelo de probabilidad de valor extremo estandarizado.

Una propiedad importante de la distribucién de Weibull es su transfor-
macién logaritmica. Asi, suponga que la variable aleatoria tiempo para un
evento, T ~ Weibull(6, a). Se obtienen la funcién de sobrevida S(y), con
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Y =InT, de esta manera:

S) =P >y)
=P(nT > y)
=P(T>¢)
= exp{- (eey)d}
= exp{—(6)"e™'}
= exp[—exp(ay + aIn6)]

= exp[—exp (y;u)],

donde b = é y u = —In 6. Con esta reparametrizacion, se tiene que b > 0y
—0c0 < u < o0, La funcién de densidad de probabilidad de Y es dada por
f)=-8"()
1 —u y—u
‘ZCXP[ b _eXp( b )]

R

con —oo < y < 00,
En conclusion, si T ~ Weibull(0, «), entonces Y = In'T tiene una dis-
tribucién de valor extremo.

3.10. Distribucion de Birnbaum-Saunders

La distribucién de Birnbaum-Saunders fue motivada tanto por la observacién
de la fatiga de los materiales presentes en las aeronaves comerciales causa-
da por el sometimiento a vibraciones constantes, como por los problemas
provocados por esta.

Este modelo ha recibido bastante atencién durante los ultimos afios de-
bido a su capacidad para incluir, de manera eficiente, las caracteristicas aso-
ciadas con fenémenos en los que una fuerza acumulativa excede un umbral
(en inglés, threshold) de resistencia critico, algo muy comiin en campos como
la ingenieria, la medicina y el andlisis ambiental.

Birnbaum y Saunders derivaron, en 1968, un modelo probabilistico que
describe los tiempos de vida asociados con muestras de materiales expuestos
a fatiga o degradacion, como resultado del trabajo ciclico y la tension. El afio
siguiente, en 1969, formalizaron la distribucién de vida con aplicacién a la
fatiga de materiales que mds tarde tomdé sus nombres. La caracterizaron
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como una distribucién y propusieron un método de estimacién para los
pardmetros de esta distribucién biparamétrica, como se resefa en el libro
de Leyva [45, p. 4].

El modelo probabilistico de Birnbaum-Saunders (en adelante, BS) corres-
ponde a la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria:

2
,a, B,t>0, (3.10.1)

Y74 (32)2 +1

T=
ﬁQ 2

donde Z ~ n(0, 1). Se escribe T ~ BS(a, ), donde @ > 0 representa
el pardmetro de forma y 8 > 0 es tanto el parametro de escala como la
mediana de la distribucién. De la expresién (3.10.1),

_1 T (B L
Z_a(\/; \/;) n(0, 1). (3.10.2)

La figura 3.14 muestra diferentes graficas de las funciones de densidad para
valores del pardmetro de formaa = 0.1, 0.2, 0.5, 1, 2y 5, y del pardme-
tro de escala 8 = 1. Se advierte que para B fijo y a pequefio la distribucién
tiende a ser simétrica, con 8 como el punto de simetria.

Si la variable aleatoria T ~ BS(a, B), entonces su funcién de distribu-
cién acumulada de probabilidad es:

\/%— \/ED ,cont,a, B >0, (3.10.3)

donde la funcién ®(-) es la funcién de distribucién acumulada de una va-

F(i)=0 l
a

riable aleatoria Z con distribucion normal estdndar. La funcién de densidad
de probabilidad de T se obtiene derivando (3.10.3) respecto a ¢, esto es

1 1 [t B 1732t + B)
f(t)—EeXp(_ﬁ [E-}-?_Q])W’ COHt,a,ﬁ > 0.
(3.10.4)

Una forma equivalente es

d 1732t +
f(@) =¢(a))A,, donde A4, = % = #\//_gﬁ)’
es decir, A, es la derivada interna de ¢(-). Si T ~ BS(a, B), entonces la

media y la varianza de T son, respectivamente,

2

E(T) =8 (1 + %) , yvar(T) = g2a> (goﬂ + 1) .
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Figura 3.14. Funciones de densidad Birnbaum-Saunders.

La funcién de sobrevida o de confiabilidad se construye desde la funcién de
distribucién acumulada, F'(¢), definida en (3.10.3), esta es

Il

La funcién de riesgo se construye mediante la expresion (1.5.2), es decir,

S)=1-F()=

1 1 [, B 32 +B)
IO EeXp(‘W [WT‘Q]) 2aVB

]

Esta funcién tiene estas tres caracteristicas:

0 (3.10.6)

= La funcién de riesgo, i(t), es unimodal para cualquier valor del para-
metro de escala .

= A(t) crece (aumenta el punto “pico” o modal) en tanto a sea grande.

= A(t) se aproxima al valor 1/(2a?8) cuando t — oco.
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h(t) a > 0

o < 0

T

Figura 3.15. Funcién de riesgo lineal-exponencial.

3.11. Otras distribuciones de sobrevida

Las distribuciones que se presentan en esta seccién se construyen desde la
funcién de riesgo, A(t). Tanto la funcién de sobrevida, S(¢), como la fun-
cién de probabilidad, f (¢), asociadas con i(¢), se obtienen de las igualdades
(1.5.4) y (1.5.2). Algunas distribuciones adicionales se pueden consultar en
Cox y Oakes [16].

La funcién de riesgo de la distribucién lineal-exponencial es

h(t) =0 + at, (3.11.1)

donde 0 y a deben ser valores tales que hagan que i () sea no negativa.

La tasa de riesgo crece desde 6 si @ > 0, decrece desde 8 si @ < O,
permanece constante (caso exponencial) si @ = 0. La figura 3.15 muestra
esta caracterizacion de A(t).

El modelo lineal-exponencial es una extensién del modelo exponencial.
El patrén de la sobrevida o del tiempo para el evento tiene un riesgo inicial
constante y la tasa de riesgo varia como una funcién lineal en el tiempo o la
edad.

La funcién de sobrevida se obtiene de la igualdad (1.5.4), esta es
S([) — e f”[h(u)du
=0 [)l(9+au)du

= ol (Orgar)] (3.11.2)
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h(t) a>0

0 T

Figura 3.16. Funcién de riesgo Gompertz.

De acuerdo con la igualdad (1.5.2), f(¢) = h(¢)S(t), por lo que la funcién
de densidad de probabilidad es

F(t) = (0 +at)exp [—(0t + %aﬁ)]. (3.11.3)

Un caso especial de la distribucién lineal-exponencial es la distribucién de
Rayleigh, la cual se obtiene reemplazando a por %a, de manera que la fun-
cion de riesgo de la distribucién de Rayleigh es 2(t) = 0 + %a/t. Un pro-
cedimiento similar al seguido para el modelo lineal-exponencial permite
obtener la funcién de sobrevida y la funcién de densidad de probabilidad
de Rayleigh.

La distribucién de Gomperiz tiene asociada una funcién de riesgo cuya
forma funcional es

h(t) = exp (0 + at). (3.11.4)

Los valores de 8 y a deben ser tales que A(t) sea no negativa. La tasa de
riesgo varia como funcién exponencial del tiempo o la edad de una unidad.
Tanto la funcién de riesgo como la de sobrevida, ligadas a la distribucion de
Gompertz, son una extensién de las andlogas para la exponencial.

La figura 3.16 muestra la funcion de riesgo tipo Gompertz. Para @ > 0

6

hay edades o tiempos positivos y la tasa de riesgo inicia en ¢”; cuando @ < 0,

existen edades negativas y ala edad ¢ = 0 el riesgo es igual a e?. Para el valor
a = 0, la funcién de riesgo, k(t), se mantiene constante en e.
Desde la igualdad (1.5.4), la funcién de sobrevida o confiabilidad Gom-

pertz es

¢’ oo
S(t) = exp [—;(e )} (3.11.5)
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También, desde (1.5.2) y (3.11.4) la funcién de densidad de probabilidad

Gompertz es

f(t) =exp (8 +at) - l(69“” -e%].

a

Tabla 3.1. Algunos modelos probabilisticos para el A. S.

Distribucién | Funcién de|  Funcién de Funcién de
riesgo, A(t) | sobrevida, S(t) densidad, /()
Exponencial 0 exp(—06t) 6 exp(—0r)
Weibull gt exp(—0t%) @0t exp(—60t?)
Gamma é(—g 1-1(6t, @) %
Log-normal|  £8 | 1.0 (10-) o)
og-norma 50) — -
Logclogiic|_ 32l | b Etial
Gompertz He®! exp [g(l —e®)] | 6e® exp [g(l —e?)]
Pareto % /}—j %
Gama-Gen. fg—g 1-1(6t7, @) y@atya_;(?;)(_gﬂ)

donde I(t, a) = _/OL u®Vexp(—u)du/T ()

(3.11.6)

En la tabla 8.1 se resumen algunas de las distribuciones de uso mads fre-

cuente en el andlisis de sobrevida.
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41. Introduccion

En el capitulo 2 se muestra que las funciones de sobrevida (confiabilidad) y
de riesgo pueden estimarse sin necesidad de conocer el modelo probabilis-
tico que genera los datos de tiempo hasta el evento. Esto se hace mediante
el estimador de Kaplan-Meier, el de Nelson-Aalen o el suavizador de nui-
cleo, entre otros. A estos procedimientos se les denomina no paramétricos
o libres de distribucién.

Las funciones de probabilidad, de sobrevida, de confiabilidad y la de ries-
go quedan definidas y asociadas con las expresiones

@ S  _ d(InS@))

MO=S0 " T-Fo - @

de donde se concluye que la funcién de distribucién, f(z), determina tan-
to a S(¢) como a h(t). De manera que, si se conoce la forma funcional o
la familia distribucional del modelo probabilistico que genera los datos de
tiempo para el evento, el problema estadistico consiste en encontrar, a partir
de un conjunto de datos observado, el valor de los pardametros que lo define,
y asi, mediante la expresién anterior, conocer las funciones de sobrevida y
de riesgo.

En este capitulo se asume que el modelo probabilistico pertenece a una
familia de distribuciones, la cual queda definida por un conjunto de pard-
metros que, en el contexto frecuentista, son cantidades fijas desconocidas.
Asi, un modelo probabilistico exponencial queda determinado por un para-
metro. Los modelos Weibull, log-normal, log-logistico, gama y Birnbaum-
Saunders quedan definidos por dos pardmetros, mientras que un modelo
gama generalizado queda caracterizado por tres parametros. Para cada es-
tudio asociado con situaciones, fenémenos o experimentos que involucren
la variable tiempo hasta el evento, los parametros de los modelos probabi-
listicos asumidos deben ser estimados desde los datos muestrales, para asi
responder a las preguntas que el estudio se proponga responder.

La estrategia adoptada en este capitulo es la construccién de la verosimi-
litud conjunta de los datos, con censura (Tipo I o Tipo II) y truncamiento
como funciones de los pardmetros en los modelos de sobrevida. El obje-
tivo es estimar los pardmetros mediante la maximizacién de la funcién de
verosimilitud.
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4.2. Construccion de la funcion de
verosimilitud

Suponga una funcién de probabilidad (discreta o continua) f(¢, 8). En el
problema de estimacién se conoce un valor particular o realizacién de la
muestra, T = (11, Ty, ..., T,), pero 8 es desconocido. Cuando se varia 6
manteniendo fija a T, se obtiene la funcién de verosimilitud, L(0|T). Esta es-
critura enfatiza que L(-) es funcién del pardmetro § para una muestra par-
ticular, por lo que simplemente se escribe L(8). Es decir, puede escribirse
de estas maneras indistintamente:

L(O|T) = L(09) = f(Ty|6), Ty fija, 6 variable.

El pardmetro 6 puede ser un escalar, un vector o una matriz. Para el caso
de una distribucién exponencial, 6 es un escalar. En la distribucién log-
normal los pardmetros son py o), por lo que se dice que es una distribucién
biparamétrica. Mientras que la distribucién gama generalizada tiene tres
pardmetros, @, 6 y y.

Suponga que Ty, To; . . ., T, son tiempos hasta un evento independientes
e idénticamente distribuidos (iid), con funcién de probabilidad f (¢; 6), 8 €
Q; siendo Q el conjunto donde el pardimetro 6 toma valores, denominado
el espacio de pardmetros. Notamos de esta manera la funcién de probabilidad,
sea esta para una variable aleatoria discreta o para una variable aleatoria
continua; los resultados tienen validez para ambos tipos de variables.

La base del proceso inferencial es la funcién de verosimilitud dada por

L(O;0) = [(110)/ (19:0) -+ [ (i3 0) = | | f(15:0), 0@, @4.2.1)

i=1

donde t = (¢, ..., ;)" es una realizacién de la muestra aleatoria T (valores
observados). Se ha invertido el orden de escritura de ¢ y  en L para enfatizar
que L es funcién de 6 para una muestra dada, . Como la funcién logaritmo
es una funcién mondétona creciente y continua, entonces se conservan los
valores de § que maximizan L, es decir, los puntos criticos son los mismos
para L que para el logaritmo de L; ademds que se facilitan los cdlculos con
InL(-). Asi,
n
10) =InL(6) = > Inf(1;;6), 0€Q. (4.2.2)
i=1
Para determinar el estimador mdximo verosimil (en adelante EMV) de 6,
que se nota por @71, se encuentran los puntos donde la derivada de [(6) se
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anula, es decir, se debe resolver el sistema de ecuaciones

9lo) _

. 4.2.
50 =0 (4.2.3)

Nuevamente, puede ser un sistema de ecuaciones dependientes de la natu-
raleza escalar, vectorial e incluso matricial de 6.

No hay garantia de que el sistema de ecuaciones (4.2.3) tenga solucién, o
asi exista una solucién, tampoco hay garantia de que esta sea tinica. Ademds,
otro problema es el procedimiento para resolver (4.2.3), pues no siempre
resulta sencillo o inmediato resolver el sistema de ecuaciones. Ante esta tl-
tima dificultad, se puede optar por el uso de métodos numéricos.

La derivada del logaritmo de la verosimilitud se denomina la funcién de
puntuacion (en inglés, score function), y se nota por U(0) = l(0)/06.

Para distribuciones cuyo rango de valores posibles es conocido y no de-
pende de ningun pardmetro, el procedimiento de mdxima verosimilitud
proporciona estimadores que son:

1) Asintéticamente insesgados (centrados).
2) Con distribucién asintéticamente normal.
3) AsintSticamente de varianza minima (eficientes).

4) Si existe un estadistico suficiente para el pardimetro, el estimador md-
ximo verosimil es suficiente.

5) Invariante, en el sentido de que, si 87 es el estimador madximo ve-
rosimil del pardmetro 6, y g es una funcién continua biunivoca (uno
a uno), g(fyy) es el estimador maximo-verosimil de g(6).

Se define la informacion de Fisher esperada, ¥ (8), como

GRIC))

0)=E |-
F9) ( 00,00,

) = E(-H(09)), 4.2.4)
a la matriz de segundas derivadas parciales de [(0) respecto de 8, H(0), se
le denomina matriz Hessiana.

Se define la informacion observada como

940

FO(0) = -
©) 00;00,

4.2.5)

Se demuestra que segiin Hogg, McKean y Craig [32, cap. 6], bajo ciertas
condiciones de regularidad, la funcién de puntuacién, U(8), converge en



102 e« Estimacion de parametros en modelos de sobrevida

distribucion (distribucién asintética) a una distribucién normal con media
0 y varianza ¥ (0), es decir,

AWO) 25 N (0, F(0)). (4.2.6)

Nuevamente, los estimadores maximo verosimiles, 8777, se obtienen del
sistema (4.2.3). No siempre es sencillo, en términos algebraicos y de cdlcu-
lo, resolver este sistema de ecuaciones, de manera que se requiere de mé-
todos numéricos con los cuales se puede encontrar una solucién exacta o
aproximada.

El método de Newton-Raphson es una herramienta del analisis numérico
itil para este propdsito. A continuacion se resume su fundamento tedrico y
se presenta el algoritmo de cdlculo del método. Este algoritmo se describe
en (4.2.8).

Se asume que la funcién g(6) = 61(9)

es continuamente diferenciable en
una vecindad de la solucién buscada. Por aproximacién de Taylor alrededor
del punto 6y, sin pérdida de generalidad de manera univariada, se tiene que

g(0) = g(8o) + (8 — 0)g’(8) =0

de donde
g(0o)
g’ (60)

A partir de la expresion anterior se puede inducir que

0=0p—

m m g (Q(M)) m ’ m -1 m

con 81 el valor de 6 en el paso m + 1y 8 el valor de 6 en el paso m,
2(6") 1a funcién g (6) evaluada en 8™ y g’ (8™) la derivada de la funcién
2(0) evaluada en 8™ . En Diaz y Morales [21, pp. 599-600] se esquematiza
el principio del algoritmo de Newton-Raphson. Se desea encontrar el valor
de 0 en el cual la funcion g intersecta (“cruza”) el eje 6.

En versién multivariada, es decir, considerando 6 como un vector de
821(0)
96,00
Newton-Raphson multivariada es

pardmetros, g’(0) = ( ) equivale a F6(0). La expresion recursiva de

60D =6 4 (F6(by) ™" (UG )™ (4.2.7)

Cuando se dispone de la matriz de informacién de Fisher Esperada
(10.3.15), el algoritmo de Newton-Raphson en (4.2.7) toma la forma

0(m+1) — e(m) + (j(g)—l)(m) (Cu(g))(”‘) 4.2.8)
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6"+ converge (se “estabiliza”) para

El proceso se termina cuando el valor de
algiin m entero positivo; es decir, cuando |81 — 9| < ¢, para e > 0.
Se toma como solucién del sistema de ecuaciones este valor de 6 en el paso
m+ 1.

Bajo ciertas condiciones de regularidad [32, cap. 6] y por las propiedades

de los EMV enunciadas arriba, la distribucién asintética de @,y es
Gurr = N9, F(0))). (4.2.9)

Ademds de la normalidad asintética de 8777, se concluye que es asintética-
mente centrado (insesgado) y que su varianza asintética es el inverso de la
informacion esperada de Fisher. Se puede estimar la varianza asintética del
EMV 4 de 6 como
Var(Our) ~ J00ur) ™, (4.2.10)
es decir, la inversa de la informacién observada.
Con los elementos anteriores se puede hacer inferencia sobre 8 en tér-

minos de la construccién de intervalos o regiones de confianza para este
pardmetro, o en términos de la verificacién de hipétesis sobre 6.

Intervalo de confianza

En caso de que 8 sea un escalar, por los resultados contenidos en las expre-
siones (4.2.9) y (4.2.10), un intervalo de (1 —a)100 % de confianza para 6
es dado por

Orvy T Zi_ajeee(Omr), (4.2.11)

donde ee(8) es el error estindar del estimador, este es igual a
ee(f) = \/17a7(éw) ~ \/JO(éMy)—l. (4.2.12)
Para el caso de que 0 sea un vector de tamafio p X 1, la estadistica dada por
x* =0y = 0)'5(0) (6 - 0) (4.2.13)

tiene una distribucién asintética ji-cuadrado con p grados de libertad.
La expresion (4.2.13) es equivalente con

x2=(0-00p) I (0)(0 - 0up),

y corresponde a la distancia de Mahalanobis entre el vector de pardmetros
0 y su EMV, 837-. Desde un punto de vista geométrico, esta expresion re-
presenta una elipsoide con centro en 6y y distancia )((21_0’ ”- Por la dis-
tribucién de esta forma cuadritica se puede hacer que

P(Gup = 0) F(0)Our = 0) < xF_o | =1,
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desde la cual una region de confianza para 6 estd conformada por todos los
vectores 6 que satisfacen

(6 = Oyp) F(0)(0 = Our) < Xy - (4.2.14)

Verificacion de hipotesis

Para verificar la hipétesis Hy : 8 = 0 (6 un escalar), se recurre a la distribu-
cién asintética de la funcién de puntuacién U (6) o la del EMV 4. Se dispone
de las siguientes tres estadisticas para la verificacién o la contrastacion de Hy:

C

~ A 2
1. Estadistica de Wald: (6 — 90)23(9) ~ (fe_(z())) —D—> )((21)

L<90>2) D 9
L(0)

2. Razén de verosimilitud: =2 In ( ) X0

U)? D o
Ty~ X

3. Estadistica de puntuacién: 1

Cuando la informacién de Fisher esperada, (), no se puede obtener,
entonces se opta por la informacién observada, FO(6), la cual no altera la
distribucién asintética de las tres estadisticas anteriores para la verificacién
de Hy.

La verificacion de hipétesis sobre el pardmetro 6, cuando este es un vec-
tor de tamarfio p X 1, se hace de manera similar a como se procede para la
construccién de regiones de confianza de 6. En este sentido, la estadistica de
verificacion tiene la forma contenida en (4.2.13), con la cual la estadistica
para verificar Hy : 8 = 6 es

C ~ 7 ~ D C
Xi = (Oay = 60)' T (0) (B — 0) — x (- (4.2.15)

Aun nivel de significacién (1-a)100 %, los valores de /\(8 superiores /\/(21 —a.p)
sugieren un rechazo de la hipétesis nula Hy : 6 = 6. Note que cuando p = 1
(6 escalar), la estadistica de Wald anterior es un caso especial de la estadistica

(4.2.15).

4.21. Verosimilitud para datos con censura Tipo |

Una de las caracteristicas casi exclusivas de los datos de tiempo para un even-
to es la presencia de censura y truncamiento, los cuales deben considerarse e
incluirse en la funcién de verosimilitud. Un supuesto importante es que los
tiempos al evento y los tiempos de censura son independientes. En la cons-
truccién de la funcién de verosimilitud para datos censurados o truncados
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(estos dos términos no son lo mismo), se requiere establecer la informacién
que cada uno de los datos, sean exactos, censurados o truncados, suministra
a la verosimilitud.

e e
g g
< <
k=] k=]
o o
8 8
o o
= f(t) =
i i}
o o
i=4 1 i=4 S(cd)
2 | 2
g ! g
=1 I =1
o 1 o
1 E 1
T 1 T T
to t b to t Cq
Tiempo Tiempo
(exacto) (censura a derecha)
e e
g g
I I
k=] k=]
o o
< o
Qo Qo
[ [
[=% [=%
i i}
o o
i=4 i=4
b=} b=}
Q Q
c c
=1 =1
o o
Cito t to C C %
Tiempo Tiempo
(censura a izquierda) (censura por intervalo)

Figura 4.1. Informacién de probabilidad para la verosimilitud (evento E).

Una observacién asociada con un dato de tiempo al evento exacto su-
ministra informacién sobre la probabilidad de ocurrencia del evento en ese
tiempo, la cual es aproximadamente igual a la funcién de probabilidad (dis-
creta o continua) de la variable aleatoria T en este tiempo. Para una obser-
vacién con censura a la derecha, la informacién disponible es que el tiempo
al evento es mayor que el tiempo al momento de la censura, por lo tanto,
la informacién probabilistica es la funcién de sobrevida evaluada sobre el
momento de la censura a derecha (Cy).

Para datos con censura a derecha Tipo I, suponga que los tiempos al
evento 1y, Ty, ..., T, son censurados a derecha por las constantescy, . . ., ¢,.
Estos datos pueden escribirse como pares ordenados (Z;, §;), para
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i=1,2,...,n,donde Z; = min{T;, ¢;} y

5 = {1, si T; < ¢; (no censurado)

0, si7T; > ¢; (censurado).

Para la construccion de la verosimilitud se ordenan los datos observados del
menor al mayor, del mismo modo se ordenan los respectivos indicadores de
censura; es decir, se dispone Tay £ T <,...,<T(,) con d(;) = 0 cuan-
do Z(;y = Z;. El objetivo es determinar la verosimilitud de los datos (Z;, 6;),
parai = 1,2, ..., n,de manera que el parametro 6 pueda ser estimado me-
diante el método de maxima verosimilitud y, a partir de esta estimacion, se
procede a desarrollar la respectiva inferencia sobre 8, es decir, la verificacién
de hipétesis y la construccién de intervalos de confianza.

En el libro de Smith [64] se muestra que bajo censura a derecha Tipo |
con tiempos de censura fijos, la funcién de verosimilitud, L(8), de los datos
observados (Z;, §;), parai = 1,2,...,n,es

L(o) = [ [ f(z)%S(z)' % (4.2.16)
i=1
De acuerdo con la expresion (1.5.2), f(¢) = h(t)S(¢), y por la igualdad
(1.5.4), S(T) = exp (=H (¢)), la verosimilitud se puede escribir como

L) = [ [ (=087 Sz

i=1
= [ ]rE0"s()
i=1

n

h(z)% exp[-H (z;)] (4.2.17)
1

1

De manera andloga, para una observacién con censura a izquierda to-
do lo que se conoce es que el evento ya ha ocurrido, por tanto, la contri-
bucién de esta observacion a la verosimilitud es la funcién de distribucién
acumulada evaluada en el tiempo de la censura a izquierda (C;). Para una
observacién con censura por intervalo se conoce que el evento ha ocurrido
dentro del intervalo, en consecuencia, la informacién conocida es la proba-
bilidad de que el tiempo al evento esté dentro de este intervalo. Para datos
truncados, estas probabilidades se reemplazan por las probabilidades con-
dicionales pertinentes.

La figura 4.1 y la tabla 4.1 ilustran los componentes de probabilidad de
la funcién de verosimilitud de acuerdo con la censura Tipo 1.
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Tabla 4.1. Componentes de probabilidad bajo censura Tipo I

Tipo de tiempo Componente de probabilidad

Tiempo exacto f()

Censura a derecha S(Cy)
Censura a izquierda 1-S(G) = F(C))

Censura por intervalo  S(Cy) — S(Cy)

Asi, la funcién de verosimilitud para estos casos de censura o trunca-
miento debe considerar e incorporar los siguientes componentes probabi-
listicos.

Para el caso de datos con censura Tipo I, la funcién de verosimilitud se
construye poniendo juntos estos componentes:

L=[]rap[]s@)]]a-sa) |-y,

[je€] JED JjES JEI
donde € es el conjunto de unidades a las cuales les ha ocurrido el evento
E, el conjunto & representa el conjunto de unidades con censura a derecha,
¥ es el conjunto de unidades con censura a izquierda e .%, es el conjunto
conformado por las unidades con censura por intervalo. Naturalmente, es-
tos conjuntos son disjuntos e incluso vacios si algin tipo de censura no se
presenta.

4.2.2. Verosimilitud para datos truncados

Se reitera que, en el truncamiento, las partes de la distribucién de la variable
aleatoria tiempo hasta la ocurrencia del evento, T, que se consideran son solo
aquellas cuyos valores se encuentren por encima (o por debajo) del punto
de truncamiento.

Asi, en un estudio se puede estar interesado en los tiempos hasta el even-
to cuyo valor sea superior a un valor 7; determinado (para todas las unidades
o para cada unidad); en consecuencia, las unidades cuyos tiempos al evento
estén por debajo de T; quedan excluidas del estudio o son truncadas a izquier-
da. Una caso similar se tiene en situaciones en las cuales solo se consideran
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los tiempos hasta el evento, siempre que estos sean menores que un tiem-
po Ty; las unidades que no cumplan esta condicién son excluidas o quedan
truncadas a derecha. Para el caso de observaciones truncadas por intervalo se
deben cumplir conjuntamente las condiciones de truncamiento a izquierda
y a derecha; es decir, se excluyen o truncan las unidades que estén por fue-
ra de la ventana [T}, T;]. Para datos truncados a izquierda, con 7; siendo
el tiempo de truncamiento y asumiendo que hay independencia entre los
tiempos al evento y el mecanismo que genera el truncamiento constante, la
densidad condicional se puede escribir como

f()

[t =T;) = ST
ij

T. Izquierda T. derecha T.Intervalo
—— fdp truncada —— fdp truncada —— fdp truncada

Funcién de probabilidad
Funcién de probabilidad
Funcién de probabilidad

()

S(T) ~5(Ta)

R
I
I
I
I
T

T

d

Tiempo Tiempo Tiempo

Figura 4.2. Funciones de probabilidad truncadas.
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En consecuencia, f(t) se reemplaza por f(¢)/S(T;)). Porlo tanto, la con-
tribucién a la verosimilitud es

Una argumentacion similar se tiene para datos con truncamiento a derecha,
esto es

OO
F(Ty)  1-S(Ty)

Jale<Ty) =

Asi, la verosimilitud es

@)
L= n 1-S(Ty)

Tabla 4.2. Funcién de probabilidad bajo truncamiento

Tipo de tiempo Componente de probabilidad

Truncamiento a izquierda  f(¢)/S(T;)
Truncamiento a derecha  f(¢)/(1 = S(T}))
Truncamiento por intervalo f(t)/(S(T;) — S(Ty))

Finalmente, para datos con truncamiento de intervalo, la funcién de pro-
babilidad (discreta o continua), f (¢), igualmente queda truncada, de manera
que la variable aleatoria T tiene distribucion f(¢)/[S(T})) = S(Ty)], para T
definida entre T; y Ty. En la figura 4.2 y en la tabla 4.2 se muestran los ele-
mentos de probabilidad que se deben considerar e incluir en la respectiva
funcion de verosimilitud.

4.2.3. Verosimilitud para datos con censura Tipo |l

En el esquema de censura Tipo I solo se consideran los r tiempos menores
hasta la ocurrencia del evento, T(1) < T(9) <, ..., < T(;), a partir de una
muestra de n > r tiempos T, Ty, ..., T,. En estas condiciones la funcién
de verosimilitud para datos con censura Tipo Il es proporcional a la dis-
tribucién conjunta de las primeras r estadisticas, T(1y, 7(9), . .., T(»). Por
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teoria estadistica, la funcién de densidad conjunta de estas estadisticas de
orden [32] es

!
Py b, o ) = s () ) [ @S )™
(4.2.18)

La funcion de verosimilitud es

L(0) o f(ty))f (L)) - [)Ste)"™,

donde « significa proporcional. Se observa la similitud de la funcién de ve-
rosimilitud para esta estructura de datos con la verosimilitud de datos con
censura Tipo I, pues alli las observaciones completas se evaldan en la fun-
cién de probabilidad (f (¢)) y las observaciones censuradas son evaluadas en
la funcién de sobrevida S ().

4.2.4. Verosimilitud para datos con censura aleatoria

Como se describe en el capitulo 1, en este mecanismo de censura se asume
que el tiempo de censura C; para la i-ésima unidad es una variable alea-
toria. Se asume que los C; son independientes de los tiempos al evento
Ty, Ty, ..., T,. En esta notacién, C; es el censor aleatorio de tiempo aso-
ciado con T; y es independiente de este, parai =1,2,...,n.

En consecuencia, las Cy, Cy, ..., C, son variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas (iid), las cuales tienen una funcién de
probabilidad /¢ y una funcién de sobrevida S¢. Mientras que los tiempos al
evento, T, Ty, ..., T,, son iid con funcién de probabilidad fr(8) y funcién
de sobrevida St.

Los datos con censura aleatoria a derecha se conforman con la siguiente
estructura: por los pares (Z;, §;) parai = 1, ..., n, donde Z; = min{7};, C;}
y

1, si7; < C; (no censurado)

;= (4.2.19)
0, si7; > C; (censurado).

El propésito es determinar la funcién de verosimilitud de los datos ob-
servados y censurados de la forma (Z;, 6;),71 =1, 2, ..., n, tal que el pard-
metro # pueda ser estimado maximizando la verosimilitud.

Por los supuestos anteriores de independencia, identificacién distribu-
cional y de sobrevida, la verosimilitud se factoriza en dos partes, una re-
lacionada con los tiempos de censura aleatoria y otra relacionada con los
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tiempos al evento [37]. Esta es

L(9)=c HSC(Zi)&fC(Zi)l_éi l_[fr(zi)‘s"ST(zi)l_‘si ) (4.2.20)

i=1 i=1

Note que en (4.2.20) el primer factor contiene los componentes de probabi-
lidad para los tiempos de censura aleatoria. Si no hay pardametros de interés
en fo y Sc (es decir, no dependen de 6), entonces este factor se considera
como una constante multiplicativa. La expresién de verosimilitud (4.2.20)
coincide con la verosimilitud (4.2.16).

Se debe resaltar que el supuesto de independencia entre los tiempos al
evento y la censura aleatoria, T' y C, no siempre se tiene. En el ejemplo de
las mujeres con cdncer en ovarios puede resultar que el progreso de los re-
sultados del estudio provoque una terminacién anticipada del mismo en el
caso de algunas mujeres; es decir, un bienestar en la salud debido al estu-
dio induce un retiro del mismo, y esto altera el supuesto de independencia.
Otro ejemplo se tiene con los trasplantes de érganos, pues en estudios que
incluyen pacientes jévenes, estos tienden a abandonar el mismo; es decir
que la edad tiene un efecto significativo en la dltima sobrevida observada o
registrada, y esto hace que el tiempo al evento y la censura no sean inde-
pendientes. Como conclusion, se debe tener claro el protocolo, las unidades
de observacién y el desarrollo del estudio para establecer si el supuesto de
independencia es admisible o no. Esta es una advertencia transversal a la
mayoria de las aplicaciones de los métodos estadisticos.

Estimacion del parametro en el modelo exponencial

Datos sin censura

Suponga que 7 unidades son seguidas hasta que presentan un evento espe-
cifico. Se asume que la variable aleatoria T tiene una distribucién exponen-
cial con parametro 6, T ~ exp(0). Seaty, tg, ..., t, los tiempos observados

exactos al evento de las n unidades. La funcién de verosimilitud, usando
(4.2.16),con 6; = 1, parai =1,2,...,n,es

L(o) = oe~™,
i=1
la funcién log-verosimilitud es

l(@)znln&—@Zti.

i=1
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El estimador de maxima verosimilitud de 8 se obtiene igualando a 0 esta
ultima expresion y resolviendo para 0, este es

f=—. (4.2.21)
i=1li
Dado que la media de la distribucién exponencial es 4 = 1/6 y que los
estimadores de maxima verosimilitud (EMV) son invariantes bajo transfor-
maciones uno a uno, el EMV de u es
_ i1 li _i

=L
ﬂ_é n

4.2.41. Datos con censura Tipo |

Suponga que los tiempos T, Ty, ..., T, estdn censurados a derecha por
las constantes ¢y, c9, ..., c,. La funcién de verosimilitud para el mode-
lo exp(#), usando (4.2.16), con §; = 1 si la observacién es no censurada
11.24)yZ; =min{T;,C;},i=1,2,...,n,es

L) =c| [ fG)"SE)
i=1

n

5; 1-6;
=c l_l (06_92") (e_ezi)

i=1
= 692?:1 0i p =0 iy E

= CHRe_(BGJ),

donde R = ¥7_| d; es una variable aleatoria que cuenta el niimero de tiem-

pos exactos o no censurados y I = 3", Z; representa el total de tiempos
observados.
Resolviendo dl"d# = % = 0, se encuentra que el EMV de 6 es
G- R R
= F = 7
J Zizl Zi

La distribucién asintética de 6 es
~ D -1

con error estdndar (ee) estimado desde la varianza asintética

ee(d) =NV ar(Gyp) ~ O™ (Gyp).



Estimacion de parametros en modelos de sobrevida e« 113

Para este caso se nota que la varianza debe ser estimada a través de la infor-
macién observada, en lugar de la informacién esperada, de Fisher, desde la
expresion

R
JO0) = =5,

porque no todos los tiempos de censura ¢y, cg, . . ., ¢, son conocidos en el
esquema de censura Tipo 1.

Verosimilitud bajo censura Tipo Il

Asuma que los tiempos T, Ty, . . ., T}, son variables aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidas conforme a exp(8), las cuales estdn sujetas
a censura Tipo II. En esta estructura de censura tinicamente se observan
los tiempos T1), T(9), - . . , T() para un nimero prefijado de valores r < n.
En la verosimilitud expresada en (4.2.18), la funcién de probabilidad es
f(t) = 8e~% y la funcién de sobrevida es S(t) = e, asi

L(0) = —,f(t(l)f(t(g)) e S )S )"

(n

(n - r)l (l—[ o 9[(1)) ( Gt(l))l r
!
= #Qr exp [—9 (Z Liy + (n— T)t(r))] .
) i=1

dl(@)

El EMV de 6 se obtiene como solucién de = 0, este es

4.2.22)

>
Il
E

donde
-
= Z [(i) + (n - T‘)t(r),

i=1

a I sele denomina el tiempo al evento total. Note que los tiempos censurados
y no censurados son sumados, lo que da como resultado I

La media del tiempo al evento es u = 1/6, entonces, puede ser estimada
por
_ it + (n =)ty

1
o r

#:
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Asi se demuestra que 278/ tiene distribucion ji-cuadrado con 2r grados de
libertad [64]. Es decir,

2
~ X(ory:

2r6 20 Er Ly + ( )
— = i n—r
; £ (@) (r)

Por lo tanto, un intervalo del (1 —a)100 % de confianza para 8, se construye
asi:

2r0
9 2 _
P (X(Zr,a/Q) <77 = X(Qr,l—a/2)) =l-a

5,9 5,9
X (or,a9) << 9X(2r,1—a//2)) 1w

P (4.2.23)

or or

Un intervalo del (1 — @)100 % de confianza para el pardimetro 6 es

(4.2.24)

59 59
OX orar9)  OX(or1-a/2)
9r ’ 9r )

Suponga que en un laboratorio experimental 10 ratones son expuestos a
carcinégenos [44]. El experimentador decide terminar el estudio después de
que la mitad de los ratones mueren y sacrifica la otra mitad en ese momento.
Los tiempos de sobrevida de los ratones son 4, 5, 8, 9 y 10 semanas. Los
datos de sobrevida de los 10 ratones son 4, 5, 8, 9, 10, 10*, 10*, 10*, 10*
y 10*. Asumiendo que los tiempos a la muerte de estos ratones siguen una
distribucién exponencial, la tasa de sobrevida 6 y la media u son estimadas
mediante (4.2.22), respectivamente.

En este caso,

— 2?:1 bi _ 5
21-5:1 tiy + (n =7)tgy 36+ 50

>
Il
98

=0.058,

la media estimada es g = 1/0.0568 = 17.241 semanas. Un intervalo del
95 % de confianza para 6 estimado mediante (4.2.24) es

(0.058)(3.247) _ _ (0.058)(20.483)
(2)(5) (2)(5) ’

es decir, [0.019 , 0.119] es un intervalo del 95 % para el parametro 6, la

tasa de sobrevida.
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Estimacion de parametros en el modelo Weibull

La distribucién de Weibull tiene funcién de densidad y de sobrevida (con-

fiabilidad):

S @) =0a(00)* e 11y ) (1)
S(t)=e ",

Se muestra el procedimiento de estimacién e inferencia de los parametros
de un modelo Weibull mediante mdxima verosimilitud para los esquemas
de censura Tipo I y Tipo II.

4.2.4.2. Datos sin censura (exactos)

Sean t1, tg, ...t, los tiempos exactos para la ocurrencia de un evento de
n unidades de un estudio. Asumiendo que estos tiempos proceden de una
distribucion Weibull(6, ), 6; = 1 paratodoi = 1,2, ..., n, la funcién de
verosimilitud es

L0, @) = f(t1, 19, - -1, 0,0) = | | f (4,0, @) (4.2.25)
i=1
=11 (Ha/(é?ti)“_l exp{—(@ti)“}) (4.2.26)
i=1

=0""a" exp (—HQZQ) ntlf’_l. (4.2.27)
i=1 /] i=1
El logaritmo de esta funcién de verosimilitud es
[(0,@) =L(6, @) (4.2.28)

=nlna/+na/ln0+z [(@ = 1D)Ing —0%47] . (4.2.29)
=1

Los estimadores de mdxima verosimilitud para 6 y a se obtienen como la
solucién del siguiente sistema de ecuaciones:

U(6) = ‘9[(6 @) _, g Zt, =0

_olB,a) n @ C a _
U(a/)—T—E—nln0+;1nti—9 i:thi (ln0+lnti)—0

(4.2.30)
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Si @ es conocido, el EMV de 8 de 6 es
é ( n )l/w
‘ i)

Un procedimiento para encontrar una solucién aproximada a este sistema
de ecuaciones es el método de Newton-Raphson.

4.2.4.3. Datos con censura Tipo |

Como en la distribucién exponencial, sean los tiempos 17, 19, ..., T,, cen-
surados a derecha por las constantes ¢y, cg, ..., ¢,. La funcién de verosi-
militud para el modelo Weibull(6, a), empleando (4.2.16), con 6; = 1 sila
observacion es completa ((11.2.4)),i=1,2,...,n,es

L8, 0) = [ [/ (2,0, )08z, 8, )
i=1

= [ ] 1000z~ expi=(62)"}]" [exp(-(02)")1 ™"
i=1

n
= 2 % 2 [ ] (02) @D exp{-(02)°}.
i=1

El logaritmo de L(8, «) es
1(8,a) =InL(0, a)

n n n n
= Zéilna +aZ 6;In6 + (a - I)Z oilnz; — 6° sz
i=1 i=1 i=1 1

= Rlna +aRInb + (o - 1)2 Silnz; — 6° Zzg. (4.2.31)
i=1 =1

Las funciones de puntuacién, en 8 y «, respectivamente, son

olb,a) aR el O o
U(9)=%=T—09 IZzi
i=1

—(9[((;9(;01) = % +RIn 6 + ; 0iInz; — 07 ; z; In(0z;).

U(a) =

4.2.32)

Aligualara 0 tanto U (6) como U (@), y al resolver este sistema de ecuaciones
respecto a 0 y a, se obtienen los respectivos EMV.
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Si se asume que @ es conocido, el EMV de 8 es

é _( R )l/a
@ Z:ll P :

Este resultado también podria obtenerse del hecho de que si la variable alea-
toria T' ~ Weibull (6, ), entonces la variable aleatoria T? tiene distribucién
exponencial con pardmetro 6.

Sustituyendo el EMV 8, en la ecuacién U(a) = 0, se obtiene, después
de algunas simplificaciones algebraicas, la ecuacién

L zfInz;
—+Z§lnz, ALy =0

Ny n Ja (l

i=1%
La solucién de esta ecuacién (que no contiene a ) corresponde al EMV
&. El sistema de ecuaciones anterior puede resolverse de manera iterativa a
través de métodos numeéricos como el de Newton-Raphson.

La matriz de informacién observada, FO(6, @), se obtiene de las segun-

das derivadas evaluadas en los EMV 8 y & con signo opuesto. Estas deriva-
das son

0%(0,a) _aR 0—9
562 - 92 —a(e-1)9 Z

9%(8, R Y
97L(0, a) == -¢*'(1 +a/1n9)Zz? — ! szlnzi

000a 0
2210, % n
% =25 =07 Y (=), (4.9.33)

i=1

La matriz de covarianzas de los EMV, Var(, &), se obtiene como la inversa
de la matriz de informacion observada, $O(8, &). Esta es:

Var(B, @) = 30(0, @) !
-1

_621(0,04) _821(0,0)
907 |g—g 900a | (g o)=(6,a)

_9%(0,0) _9%(0,0) - (4.2.34)
900 {9 0)=(d,&) 9a® |y=g

Las entradas de esta matriz estdn en las expresiones contenidas en (4.2.33),
a las cuales se les debe cambiar el signo.

Con la inversa de la matriz de informacién observada o los elementos
de su diagonal (las varianzas observadas) se pueden construir regiones e
intervalos de confianza o desarrollar la verificacién de hipétesis sobre los
pardmetros, como se muestra en la seccién 4.2.
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4.2.4.4. Datos con censura Tipo Il

Considere un estudio donde las unidades ingresan al mismo tiempo y fi-
naliza después de que r de las n unidades han experimentado el evento (o
después de un tiempo fijo ¢7). Los datos de tiempo ordenados son

L) SL) S KUy =Ly = =1,

Si los tiempos siguen una distribucién Weibull con funcién de densidad
(8.4.1), los EMV de 6 y a se obtienen resolviendo el sistema U (8, ) = 0,
este es:

R -0¢ [Z t“+ (n - T)t(r)a] =0
i=1

gi r
—+RInd 1li
—+%In +i;n +

0" | > 6" (N6 +Int;) + (n = r)if (In 6 + 1m(r))] =0. (4.2.35)
i=1

Nuevamente, encontrar una solucién al sistema de ecuaciones (4.2.35) pue-
de no ser algebraicamente sencillo. Para ello se dispone de métodos numé-
ricos incorporados en la mayoria de los paquetes estadisticos, como R, SAS,
SPSS y MINITAB, entre otros, con los cuales se pueden obtener soluciones
aproximadas a estas ecuaciones. Tales soluciones se toman como estimacio-
nes de los pardmetros para los datos disponibles.

4.3. Ajuste a los datos de un modelo
probabilistico

Evidenciar y decidir sobre el modelo probabilistico que genera un conjunto
de datos disponible es uno de los problemas transversal a la mayoria de las
técnicas estadisticas.

Como se observa en la seccién anterior, en la estimacion de los pardame-
tros de un modelo probabilistico se supone que los datos constituyen una
muestra aleatoria de una distribucién que, exceptuando sus pardmetros, es
conocida. De igual manera, para la aplicacién de algunos de los métodos
estadisticos de la variable aleatoria tiempo hasta un evento (sobrevida), es im-
portante decidir y avalar si un conjunto de datos sigue la distribucién sobre
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la cual se erige el método, lo que aplica a modelos probabilisticos tales como
el exponencial, Weibull, log-normal, log-logistico, gama, entre otros.

En esta seccion se muestran algunas herramientas de tipo exploratorio
y descriptivo como las gréficas cuantil-cuantil y las de riesgo. Con estas es-
trategias “visuales”, se puede diagnosticar e hipotetizar el ajuste o no de un
conjunto de datos a una distribucién particular. No obstante, se dispone de
algunas técnicas de diagnéstico de tipo confirmatorio acerca de la distribu-
cién probabilistica que sigue un conjunto de datos, tales como la estadistica
ji-cuadrado, la razén de verosimilitud, el Criterio de Informacién de Akaike
(AIC, por sus siglas en inglés) o el Criterio de Informacién de Bayes (BIC,
por sus siglas en inglés). Estas técnicas también son titiles y estdan incorpo-
radas en la mayoria de los paquetes para procesamiento estadistico.

En resumen, se procede de manera natural a como se trabaja en esta-
distica, es decir, con base en un protocolo del estudio (experimental, cuasi-
experimental u observacional), se obtiene un conjunto de datos sobre unas
unidades de observacién. De esta manera, el primer paso es la exploracién
para la descripcién de los datos y un segundo paso es la abstraccién sobre
los modelos probabilisticos que mds probablemente generan estos datos. En
consecuencia, para el andlisis de datos sobre tiempo para un evento, se ex-
plora la funcién empirica de sobrevida o la funcién de riesgo; el resultado de
esta exploracién debe advertir sobre el modelo mds apropiado que sigue o se
ajusta a los datos (y no al revés). Una primera estrategia exploratoria consis-
te en la comparacién de la funcién de sobrevida del modelo propuesto con
el estimador de Kaplan-Meier. En este procedimiento, se ajustan los mode-
los propuestos al conjunto de datos (por ejemplo, los modelos exponencial,
log-normal, Weibull o gama, entre otros) y, a partir de las estimaciones
de los pardmetros de cada modelo, se estiman sus respectivas funciones de
supervivencia, representadas por Sy, (1) para el j-ésimo modelo propuesto
o asumido. Para el conjunto de datos, se obtiene la estimacién, mediante
Kaplan-Meier, Sk (1), para la funcién de sobrevida de los datos.

Luego, se comparan graficamente las funciones de sobrevida estimadas
para cada modelo propuesto, SM]. (1) con Sk (). El modelo adecuado para
los datos es aquel cuya curva de sobrevida esté uniformemente mds cerca
o préxima a la estimada mediante Kaplan-Meier; por uniformemente se en-
tiende que lo estd a través de todo el intervalo del estudio u observacion.

En la figura 4.8 se observa que la funcién de sobrevida mds cercana a la
funcion de sobrevida estimada por el método de Kaplan-Meier, S(¢)xar, es
la asociada con el modelo 1, S (t)m,; en consecuencia, se puede considerar el
modelo probabilistico 1 (M) como el modelo relativamente mas apropiado
para estos datos. Este procedimiento pone de relieve que se trata de que el
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1.0
_’SL([)K‘M
“S(0,
S(t)m,
0 T

Figura 4.38. Escogencia de un modelo para los datos observados.

modelo siga a los datos y no al revés. Por eso se intenté con dos modelos, M
y Mg, para evidenciar cudl de los dos se ajusta (sigue) mads a los datos, pues
se trata de interpretar la realidad contenida en los datos y no de falsearla
para sostener un modelo.

A continuacion, se desarrolla esquematicamente una segunda herramien-
ta exploratoria para el diagnéstico del ajuste de un modelo probabilistico a
un conjunto de datos.

Considere un conjunto de datos de tiempo registrados, 1, tg, ..., ty.
Nuevamente, se escriben los datos ordenados, subindexados entre parén-
tesis, para sefialar el orden o puesto que ocupan frente a los demds datos.
Asi el ordenamiento del minimo al mdximo de los datos es

Ly St < < ly-

Con esta notacién, t(1) = min{ty, te, ..., t,} es el tiempo minimo hasta el
evento, y t(,) = max{t, tg, ..., t,}, el tiempo maximo hasta el evento.

Un estimador de la funcién de sobrevida o confiabilidad, S(¢), es la fun-
cién de sobrevida empirica (1.4.1), la cual se escribe nuevamente:

.S:n(t) _ No.obs >t

Zl[i,@(’n).

i=1

1 n
n n &

Para calificar la precisién de este estimador en cualquier punto T = ¥, se
estima un intervalo de confianza para la probabilidad de que el evento ocurra
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después del tiempo t*; el ancho del intervalo se relaciona de manera inversa
con la precisién. Un intervalo de confianza de dos veces el error estandar es

Sn (t") * 266[5'”(15)]

Srt(t*)(l - Sn(t*)) )

n

Su(t*) F2

La representacion gréfica de S, (¢) respecto de ¢ puede insinuar o advertir
sobre la forma de la verdadera funcién de sobrevida S (¢). Como se muestra
en la figura 4.4, S, (¢) inicia en 1.0 para ¢ = 0, pues a toda las unidades les
ocurrird el evento después de cero. Después, en la medida que ¢ transcurre
(incrementa), la funcién permanece constante hasta que ocurre el evento
en una primera unidad (en el tiempo (1)); asi, S, (¢) reduce su altura en
%. Nuevamente permanece constante en esta ultima altura hasta que a una
segunda unidad le ha ocurrido el evento (en el tiempo ¢(9)), entonces, la
funcién de sobrevida reduce su altura en % y asi reiteradamente hasta que
ent = t(,) la funcion alcanza el valor cero. Asi, la funcién tiene una grafica
escalonada lineal con “saltos” hacia abajo de % en cada uno de los puntos
observados y ordenados en el tiempo. En caso de presentarse empates, por
ejemplo, que k unidades alcancen el evento de manera simultdnea, entonces
el salto o caida serd de % en el momento de empate. La gréfica de S, (¢) co-
rresponde a una funcién escalonada no creciente y continua por la derecha
(circulos “rellenos”).

Mediante esta figura es dificil responder la pregunta: para un punto en el
eje vertical, es decir, un valor de la sobrevida teérica (funcién S(t)), que na-
turalmente es un nimero en el intervalo [0, 1], écudl es el valor del tiempo
que le corresponde en el eje horizontal? De otra manera, dada una fraccién
particular, {cudl de los datos (tiempo) tiene esta fraccién de datos menor que
si misma? Para responder a estas preguntas se definen los cuantiles muestrales.

Para las definiciones y propiedades que se presentan a continuacién, ten-
ga en cuenta las siguientes propiedades:

» SiT es una variable aleatoria de tiempo hasta un evento con funcién
de densidad de probabilidad f(¢), entonces la funcién de distribucién
acumulada de T , F'(¢), es una funcién mondtona creciente; es decir,
tiene inversa, F~1(t).

» U = F(t) es una variable aleatoria con distribucién uniforme en el
intervalo [0, 1] (teorema de la transformacién integral).

» La funcién de sobrevida S(z) = 1 — F(¢).
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Su(2)

1.07 ©

n—1 e o©

u ® = ©0

0 tay L

Figura 4.4. Funcién de sobrevida empirica.

Para un valor 0 < u < 1, la funcion cuantil muestral, Q, (u), es
Q,(u) =inf{t: S,(t) <1-u}. 4.8.1)

La respuesta a la pregunta anterior implica la determinacién del punto en el
eje horizontal (tiempo) que se corresponde con el punto entre 0 y 1 selec-
cionado en el eje vertical. La anterior definicién hace que Q, sea la inversa
de la funcion 1-S,,; es decir, Q.= S,(1-u). La figura 4.5 ilustra esta cons-
truccién. Se toma cualquier valor u entre 0 y 1 y se busca el rango u orden
j determinado por los datos, tal que ]7;11 <u< % Luego se traza 1 — u una
linea horizontal desde el punto (0, 1 —#) hasta la interseccién con un “salto”
de la funcién de sobrevida empirica S, (+). Desde el punto de interseccién se
encuentra su proyeccion sobre el eje del tiempo; este punto de proyeccién
corresponde a Q,(u) = t(j). Convenaonalmente se selecciona el valor de
u como el punto medio entre £ y para ser asociado con ;). Este valor
convencionalmente selecc1onado estd en p;, donde




Estimacion de parametros en modelos de sobrevida o 123

Sy (1)
1.0T
1 - (]__1 ﬁ
1-—u -
1_ i ® °
[ ]
0 Qn(u) = 1)) T

Figura 4.5. Funcién de sobrevida empirica y cuantil muestral.

se denomina el j-ésimo posicién de punteo. Esto significa que t(j) es el

.1 -1
J—3 ... . J79  so: ;
100=—=-ésimo percentil muestral o el —=-ésimo cuantil muestral, puesto que

j_

Do —

Q. (pj) = t(j), para p; =

Se denomina un grdfico de sobrevida empirico al grifico de posiciones de
punteo frente a los datos ordenados; es decir, el grifico estd conformado por
los pares (t(jy, 1 —=p;), paraj=1,2,...,n.

El p-ésimo cuantil poblacional, &,, es dado por la solucién a la ecuacién
p =F(¢,). Cuando &, es escrito como una funcién &, = Q(p) de p, entonces
Q esla T funcion cuantil poblacional.

Se tiene entonces que

&=0p) =F'(p)=5"(1-p),

por tanto Q,, es un estimador de Q.

Graficos de probabilidad

Para variables continuas, un gréfico de probabilidad suministra evidencia de
si un conjunto de datos procede de un modelo probabilistico especifico.
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Sobre la base de un modelo probabilistico S, la proporcién de datos que
el modelo pronostica como menores que el j-ésimo punto de los datos mads
grande deberia estar cerca a pj; es decir, la proporcién de datos que excede
al j-ésimo punto de datos mds grande deberia estar cercaa 1 — p;. Esto es,

]'_l ]'_l
2 2
Fgy) »—=, y8G) ~ (1 - )

Un grdfico o diagrama de probabilidad tipo cuantil-cuantil (en inglés, QQ-
plot) es un grafico de los puntos
1
) .
te; =1,2,...
n ) ) (])) b ] b b b n’

los cuales se ubican en un sistema de coordenadas cartesiano.

F—l

(Q (Pj)’ Qn (P])) =

Por la definicién de diagrama de probabilidad, si los puntos se ubican
cerca a una linea recta que contiene el origen (0, 0) y tiene pendiente igual
a 1 (inclinacién de 45°), entonces el modelo probabilistico se ajusta adecua-
damente a los datos. A veces se requiere de transformaciones sobre uno o
ambos ejes con el propésito de obtener una linea recta, de manera que el
ajuste de los datos a una linea recta debe considerar la escala inducida por la
transformacion. También se puede presentar que, en los extremos (colas)
de los datos ordenados, estos queden por encima o por debajo de la linea
recta, mientras que la mayoria de los datos intermedios se aproximan a la
linea recta (modelo propuesto); es decir, la nube de puntos tiene la aparien-
cia de una letra “S” alargada, como el simbolo de la integral. Esta tltima
caracteristica, si bien no hace que se descarte el modelo, debe hacer que se
revisen los datos de los extremos dentro del marco conceptual de estos y la
manera como fueron obtenidos, pues pueden haber situaciones de adapta-
cion, fatiga, descalibracién de instrumentos, etc.

4.3.0.1. Graficos de probabilidad para la distribucion
exponencial

Se quiere inspeccionar graficamente si la variable aleatoria tiempo hasta la
ocurrencia de un evento, T, tiene distribucién exponencial, exp (). Su funcién
de sobrevida es

S(t) = exp(=61), ¢ > 0. (4.3.2)

Para la construccién del gréfico de probabilidad se reemplaza ¢ por t(j) en
(4.8.2). Luego, tomando logaritmos en los dos miembros de la igualdad

1nS(t(j)) =— (Qt(j)) ,j=1,2...,n,
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desde esta expresion se obtiene

[-InStG)], j=1,2...,m, (4.3.3)

| =

L) =

esta es una relacion lineal entre t(j) y [-InS(¢(j))].

A partir de la expresion (4.3.3), se tiene que si [-InS(¢;))] = 1, en-
tonces t(j) = 1/6. Este resultado puede emplearse para estimar tanto 1/6
como 6 desde la recta ajustada. Asi, el valor de ¢(;) en [-InS(¢;))] = 1 es
un estimador de la media de la distribucién exponencial, 1/ y su inversa
es un estimador de la tasa de riesgo 6.

Si una distribucién exponencial se ajusta a los datos, entonces

-}
S(Im)zl—( 2),j=1,2...,n.
n

Si se reemplaza esta aproximacion (valor empirico) en (4.3.3), entonces,
cuando el modelo se ajuste adecuadamente a los datos, se debe tener que

1
L) ~ % [-m(l—(] ”Qm (4.3.4)

Lo anterior significa que para una distribucién exponencial, el grifico o nube

j-31
(—m [1 —( - 2)],%)) 4.8.5)

deberfa aproximarse a una linea recta con pendiente %. Si el ajuste a una

de puntos

linea recta es bueno, entonces el valor de la pendiente observada en la recta
de “mejor” ajuste es aproximadamente %, cantidad cuyo inverso se puede
considerar como una estimacién de 6, la tasa de riesgo.

Ejemplo 4.3.1. Suponga que 21 pacientes con leucemia aguda tienen los
siguientes tiempos (en meses) de remision: 1,1, 2,2, 3,4,4, 5, 5,6, 8, 8,
9,10, 10 12, 14, 16, 20, 24 y 34. Estos datos fueron tomados de Lee y
Wang [44, pp. 204-206]. Se quiere saber si los datos de remisién proce-
den de una distribucién exponencial. La tabla 4.4 contiene los tiempos de
remision ordenados, (j), los valores de la funcién de sobrevida empirica en
cada remision, S, (+), v su logaritmo con signo opuesto, —In S, (-); es decir,
los cuantiles muestrales de acuerdo con los datos disponibles. En este ca-
so hay presencia de datos empatados, para los cuales se calcula la funcién
de sobrevida empirica para solo uno de ellos; posteriormente, se hace un
tratamiento estadistico para datos empatados.
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Tabla 4.3. Remisién en estudio de leucemia aguda

Orden Su(e) = —InS,(-) =
i~ 1 i~ 1
e
1 1
2 1 0.9286 0.0741
3 2
4 2 0.8333 0.1823
5 3 0.7857 0.2412
6 4
7 4 0.6905 0.3704
8 5
9 5 0.5952 0.5188
10 6 0.5476 0.6022
11 8
12 8 0.4524 0.7932
13 9 0.4048 0.9045
14 10
15 10 0.3095 1.1727
16 12 0.2619 1.8398
17 14 0.2143 1.5404
18 16 0.1667 1.7918
19 20 0.1190 2.1282
20 24 0.0714 2.6391
21 34 0.0238 3.7377

En el grifico de probabilidad que se muestra en la figura 4.6 se ajusta una
linea recta. A simple vista, se observa que el modelo exponencial se ajusta
adecuadamente a los datos (nuevamente, el modelo sigue a los datos). El
punto donde [-InS(t¢j))] = 1, desde la figura 4.6, es aproximadamente
t(jy = 9.0 meses. Este es un estimador de la media 1/6, por lo que un esti-
mador de la tasa de riesgo es § = 1/9 = 0.111 por mes. El EMV de 6, de
acuerdo con la expresion (4.2.21), es = 21/198 = 0.107, el cual es muy
proximo al obtenido grdficamente.
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Figura 4.6. Grafico de probabilidad: ajuste de distribucién exponencial.

4.3.0.2. Graficos de probabilidad para la distribucion Weibull

La funcién de sobrevida o de confiabilidad de una variable aleatoria T con
distribucion W eibull (0, a) es

St)=1-F@)=e", 0, ayt>0.

El grifico de probabilidad se construye reemplazando ¢ por ¢(;) en la fun-
cién de sobrevida anterior. Aplicando logaritmos en los dos miembros de
la igualdad, esta se transforma en

InS(t;)) =—-(01)".

Una vez se aplican logaritmos en los dos miembros de la igualdad, este lo-
garitmo puede ser el de base ¢ o el de base 10. La diferencia estd en la escala,
pues el logaritmo en base 10 “acerca” mads los valores grandes que el loga-
ritmo natural. En este texto se aplica el logaritmo natural, el cual conlleva
al siguiente resultado:

ln[—ln S(t(j))] = a[]n L(j) +1In f].

A partir de la dltima expresion, se identifica (despejando adecuadamente) la
linea recta,
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Intj) = lnéJféln[—lnS(t(j))]- (4.3.6)

Si el modelo probabilistico de Weibull se ajusta a los datos adecuadamente,

entonces S(t¢j)) = 1- (]TQ) Al sustituir esta aproximacién de la funcién de

sobrevida en la recta de ecuacion (4.3.6), si el ajuste del modelo a los datos
es adecuado, entonces

n

i1
Ingjy ~ ln%+ éln [—ln (1 _! 2” . (4.3.7)

Asi, el griafico de probabilidad se conforma por los puntos de coordenadas

1
(ln [—m(l —]—2)] , 1m(]->), i=1.2..n. (4.3.8)
n

Sila nube conformada por estos puntos se ajusta adecuadamente a una linea
recta, entonces la distribucién de probabilidad subyacente es de tipo Wei-
bull. La pendiente de la recta es % y el intersecto es In8;si 0 = @ = 1, se
tiene una linea recta a 45° (bisectriz principal).

Ejemplo 4.3.2. Veinte motores de refrigerador se pusieron en funciona-
miento, bajo condiciones extremas, hasta que se fundieron. Los tiempos
hasta la falla (en horas) se registraron como se muestra en Chatfield [9, p.
16]. Se trata de verificar si la distribucién de Weibull sigue a los datos, es
decir, si estos datos se generan desde un modelo probabilistico Weibull. Los
tiempos hasta la falla ordenados, ¢(;), la funcién de sobrevida empirica eva-
luada en cada punto del tiempo de fundicién de los 20 motores y los demds
términos componentes de la ecuacién de la linea recta expresada en (4.3.7)
estdan contenidos en la tabla 4.4. Los puntos del tiempo hasta la fundicién
de los n = 20 motores, calculados mediante (4.3.8), se ubican e ilustran en
el grifico de probabilidad 4.7. En el gréfico se ajusta, de manera empirica
(“a 0jo”) una linea recta. Se observa que los puntos estan ubicados en torno
o sobre esta linea recta a una distancia muy pequefia y, para algunos, nula.
Esta caracteristica sugiere que el modelo Weibull se ajusta razonablemente
a estos datos.

El pardmetro de forma a se puede estimar graficamente como el inverso
de la pendiente de la linea recta ajustada y trazada en la gréfica de probabi-
lidad. Si el ajuste de estos puntos a una linea recta es apropiado, entonces
en el valor 0 sobre el eje horizontal, es decir, donde In[-InS(z¢;))] = 0,
el correspondiente en el eje vertical Int(jy es un estimador (por (4.3.6)) de
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Tabla 4.4. Fundicién de motores de refrigeracion

j_l j_l
iy J =+ In _ln(l_TQ) Intj

104.3 1 0.025 -3.676 4.647
158.7 2 0.075 -2.552 5.067
193.7 3 0.125 -2.013 5.266
201.8 4 0.175 -1.648 5.305
206.2 5 0.225 -1.367 5.329
227.8 6 0.275 -1.134 5.428
249.1 7 0.825 -0.934 5.518
307.8 8 0.875 -0.755 5.729
311.5 9 0.425 -0.592 5.741
329.6 10 0475 -0.440 5.798
358.5 11 0.525 -0.295 5.882
364.83 12 0.575 -0.156 5.898
370.4 18 0.625 -0.019 5915
380.5 14 0.675 0.117 5.941
394.6 15 0.725 0.255 5.978
426.2 16 0.775 0.400 6.055
434.1 17 0.825 0.556 6.073
552.6 18 0.875 0.732 6.315
594.0 19 0.925 0.952 6.387
691.5 20 0.975 1.805 6.539

In(1/6)); se tiene asi un estimador, desde el grifico de probabilidad Weibull,
de 1/6 vy, por lo tanto, de 6.

A partir de la recta que sigue los puntos (modelo que sigue los datos), para
el valor In[-InS(¢(j))] = 0 en el eje horizontal, el valor correspondiente
sobre el eje vertical es Int(;) ~ 5.9. Ahora, desde la ecuacion (4.3.6), se
tiene:

~ exp(5.9); § ~ 0.003.

| —

1
como Int(j) =1In rk entonces 5.9 ~ In 7 asi,

Se escribe la “estimacién” empirica 6 no solo por la ubicacién grifica (esti-
macioén “a 0jo”) sino también por la aproximacion.
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Figura 4.7. Grifico de probabilidad: ajuste de distribucién Weibull.

Ahora, enIn[-InS(¢(;))] = 0.5 el valorde Int(jy = 6.1, porlo que, desde
la ecuacion (4.3.6), se tiene:

1 0.5 ~
Intgjy =In 7 + — con § = 0.003 yInt(;) = 6.1, entonces @ = 1.72.

En resumen, se puede afirmar que el modelo que se ajusta moderadamente
bien a estos datos es un modelo Weibull (0.003, 1.72); de otra manera, se
puede suponer que los datos proceden de un modelo W eibull(0.003, 1.72).

4.3.0.3. Graficos de probabilidad para la distribucion
log-normal

La variable aleatoria T tiene una distribucién log-normal con parametros
1y o2, entonces, InT tiene distribucién normal con media y y varian-
za 02. La conocida “estandarizacién” de la variable aleatoria InT es Z =
(InT = w) /o, 1a cual tiene distribucién normal estdndar y se nota por ¢(z).
La distribucién log-normal acumulada es

Int — u

F(t)z(I)( ),t>0,
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donde ®(-) es la distribucién acumulada normal estdndar, con gy o la me-
dia y la desviacion estandar de InT.

Una grdfica de probabilidad para la distribucién log-normal se basa en la
siguiente ecuacion:

Int=u+oc® ' (F()), (4.3.9)

la cual corresponde a una linea recta con pendiente o e intersecto u.

A partir de la ecuacién (4.8.9), si @1 (F(¢)) = 0, entonces Int = pu.
De manera similar, si @1 (F'()) = 1, entonces nuevamente, a partir de la
ecuacion (4.3.9), o =Int — pu.

Si el modelo probabilistico log-normal se ajusta razonablemente bien

i1
a los datos, entonces F(t(j)) = (]72) Al sustituir esta aproximacion de
la funcién de distribucién acumulada en la recta de ecuacion (4.3.9), si el
ajuste del modelo a los datos es apropiado, entonces

_1
lnt(j)zu+0'(l>_1 ]—2),]':1,2...,71. (4.3.10)
n
La grafica de probabilidad se construye con los puntos de coordenadas
ji-3
P! 2), lnz(j)), i=1,2...,n. (4.3.11)

Si existe una linea recta tal que el conjunto de puntos (nube), cuyas coorde-
nadas se calculan mediante (4.3.11), se dispone muy cerca de la linea recta,
se puede advertir que el modelo log-normal es apropiado para tales datos.

Ejemplo 4.3.3. Suponga que a un nuevo tipo de bateria para teléfono mé-
vil se le registra su tiempo de duracién (en meses). Para ello se seleccionaron
aleatoriamente 15 de estas baterfas de un lote de produccién, y se hizo se-
guimiento del tiempo de vida 1til en cada una. Los tiempos fueron: 3, 5, 6,
7,8,10, 11,13, 15, 16, 21, 24, 43, 46 y 55.

En consecuencia, a partir de la figura 4.8, la media, y, se estima por el
intersecto de la recta con el eje vertical y la desviacién estandar, o, se es-
tima como la pendiente de la recta ajustada en la grifica de probabilidad.
De manera mds explicita, tomando sobre el eje horizontal el punto donde
@~ ((j - 0.5)/n) = 0, se encuentra el valor correspondiente en el eje ver-
tical, valor con el cual se tiene una estimacién empirica (grafica) de u; para
estos datos, i ~ 2.6. Ahora, de manera similar, en el eje horizontal se ubica
el punto donde ®~! ((j — 0.5)/n) = 1, por lo que sobre la gréfica (“a 0jo”) se
ubica el valor en el eje vertical correspondiente. Este es aproximadamente
Int(j) =~ 8.4, entonces, & ~ 3.4 — 2.6, es decir & = 0.8.
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Tabla 4.5. Tiempo a la falla de baterias de teléfono mévil

i1 i1
L) e (1—2) Inz(j)

J

1 3 0,033 -1,834 1,099
2 5 0,100 -1,282 1,609
3 6 0,167 -0,967 1,792
4 7 0,233 -0,728 1,946
5 8 0,300 -0,524 2,079
6 10 0,367 -0,341 2,303
7 11 0,433 -0,168 2,398
8 13 0,500 0,000 2,565
9 15 0,567 0,168 2,708
10 16 0,633 0,341 2,773
11 21 0,700 0,624 3,045
12 24 0,767 0,728 38,178
13 43 0,833 0,967 3,761
14 46 0,900 1,282 3,829
15 55 0,967 1,834 4,007

Datos simulados por el autor.

A partir de este ejercicio exploratorio, se puede afirmar que hay eviden-
cia empirica para sostener que los datos son generados por un modelo log-

normal (2.6, 0.8).

4.3.0.4. Grafica de la funcion de riesgo

Una grifico de la funcién de riesgo es similar a la grdfica de probabilidad.
La principal diferencia estd en que el tiempo para el evento, o una funcién
de este, es graficado frente a la funcién de riesgo acumulada (una funcién
de esta). La grdfica de riesgo se adapta para la consideracion e inclusién de
datos censurados. Tal como en las gréficas de probabilidad, desde las grafi-
cas de riesgo se pueden obtener estimaciones empiricas de los pardametros
haciendo uso del mismo soporte computacional con el que se construyen
las graficas, tal como lo sefialan Lee y Wang [44].
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Figura 4.8. Grifico de probabilidad: ajuste de distribucién log-normal.

Para determinar si un conjunto de datos con observaciones censuradas
procede de un modelo de probabilidad especifico, se construye una grafica
de riesgo ubicando el tiempo hasta el evento (o una funcién de este) frente a
la funcién de riesgo acumulado (o una funcién de esta). La funcién de riesgo
acumulado se puede estimar mediante el siguiente procedimiento.

1. Ordene de manera creciente las observaciones de tiempo hasta el
evento, considerando si algunas son censuradas. Para las observacio-
nes empatadas (que tienen el mismo valor), sean censuradas o no, se
les asigna el orden aleatorio tomado del conjunto de érdenes que ten-
drian si no estuvieran empatadas. Se debe asignar un rétulo o funcién
indicadora para las observaciones censuradas y las no censuradas.

2. A las observaciones ordenadas de manera creciente hay que asignar-
les, a cada una, el orden inverso. Asi, a la menor se le asignara el nu-
mero 7, a la segunda el nimero n — 1, y asi reiteradamente hasta que
a la mayor se le asigna el nimero 1. Los nimeros asignados de esta
forma se denominan valores K o nimeros de orden inverso. Para las
observaciones no censuradas, K es el nimero de unidades en riesgo
en el respectivo momento.
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3. Calcular el correspondiente riesgo para cada observacién no censura-
da. En las observaciones censuradas no se evalia el riesgo. El valor del
riesgo en cada observacién no censurada es 1/K. Esta es la fraccién
de riesgo, entre K unidades a las cuales no les ha ocurrido el evento,
de que este ocurra inmediatamente después. Esta es una probabilidad
condicional empirica de que ocurra el evento entre las observaciones
no censuradas.

4. Para cada una de las observaciones no censuradas, hay que calcular el
valor del riesgo acumulado. Este corresponde a la suma de los ries-
gos individuales de las observaciones no censuradas que las preceden
cronolégicamente. Para las observaciones empatadas, el riesgo acu-
mulado se evalda tinicamente en el menor K entre las observaciones
no censuradas.

Sobre los 21 pacientes con leucemia aguda del ejemplo 4.3.0.1, se cons-
truye la tabla 4.6 siguiendo los pasos o el algoritmo descrito anteriormente.
El propésito es verificar cudl modelo tiene mejor adaptacion a estos datos.
A continuacién, se muestra la adaptacion a estos datos del modelo de riesgo
exponencial.

4.3.0.5. Modelo de riesgo exponencial

Para el modelo exponencial de la variable aleatoria tiempo hasta el evento, la
funcién de riesgo y riesgo acumulado son, respectivamente,

h(t)y=0yH(@)=6t, cond >0y >0.

Asi, el tiempo ¢ puede escribirse como una funcién lineal en H (t), es decir,
1
Ly = gH 1) (4.3.12)

La pendiente de esta recta es la media de una distribucién exponencial, es
decir, a partir de la ecuacién (4.3.12) es 1/0 y ocurre en un valor de ¢ para
el cual H(t) = 1.

Para encontrar grificamente un estimador de la media de remisién por
leucemia aguda, se toma el valor de H (t) = 0.5, pues 1 estd fuera del rango
en la grafica 4.9. Para I:I(t(j)) = 0.5, t(j) = 1.69, por lo que un estimador
empirico de 6, por la ecuacién (4.8.12), es § = 0.5/1.69 = 0.0296. Asi,
un estimador de la media del tiempo de remisién es aproximadamente 34
semanas.
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Tabla 4.6. Tiempo a la muerte de pacientes con leucemia aguda

Tiempo Orden Riesgo Riesgo
L(j) inverso: K empirico: 1/K acumulado: H (¢)
6 21 0.048
6" 20
19 0.053
18 0.056 0.156
17 0.058 0.215
9* 16
10 15 0.067 0.281
10* 14
11" 13
13 12 0.083 0.365
16 11 0.091 0.456
17+ 10
19* 9
20* 8
22 7 0.1438 0.598
23 6 0.167 0.765
25* 5
32+ 4
32F 3
347 2
35° 1

Tomado de Lee y Wang [44, p. 29].

4.3.0.6. Modelo de riesgo Weibull

Sila variable aleatoria tiempo para el evento tiene distribucion de W eibull (6, a),
su funcién de riesgo es

h(t) = 0 (0)*~ !, parat > 0.
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Riesgo acumulado exponencial: H(t(j))
Figura 4.9. Grafico de riesgo: ajuste de la distribucién exponencial.

La funcién de riesgo acumulado es
H(t) = (01)*, parat > 0. (4.3.18)

A partir de la ecuacién (4.3.11), elevando a la potencia 1/a, tomando
logaritmos en los dos miembros y luego de despejar Int, para los tiempos
ordenados, £, se tiene

ll’ll(j) =1In (%) +élnH(t(]‘)). (4.3.14)

A partir de la grifica de riesgo contenido en la figura 4.10, con la rec-
ta ajustada para estos datos, se observa que para In H (¢(;)) = —1, el valor
Int(j) = 2.55, mientras que para In H (¢(;)) = =0.5, el valor In¢(;) = 3.01
(valores encontrados “a 0jo”) sobre la gréfica de riesgo. De esta manera, por
la ecuacion (4.3.14), se tiene el sistema de ecuaciones

2.57=In(4) -1
8.01=1n(}
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Riesgo acumulado Weibull: In[H(t(j))]
Figura 4.10. Grafico de riesgo: ajuste de la distribucién Weibull.

La solucién de este sistema suministra una estimacién empirica de los pa-
rametros; estas son § ~ 0.082 y @ ~ 1.14. Asi, se podria afirmar que el
modelo W eibull(0.032) sigue moderadamente los datos.

4.3.0.7. Modelo de riesgo log-normal

Su funcién de densidad log-normal estd dada por:

f@) =

L _l(ln(t)—u)Q
Voo Tl 2

In(z)—

o (“F)

=T,con—oo<u<oo,0<o'<oo,

donde ¢(+) es la funcién de densidad de una variable aleatoria con distribu-
cién normal estdndar.
La funcién de sobrevida estd dada por:

S() =1 _(D(ln(t()r— ﬂ) _ q)(—ln(t) +,u)’

(o
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donde ® es la funcién de distribucién acumulada de una variable aleatoria
con distribucién normal estandar.

2.6 2.8 3.0
| |

In[t()]

2.4

2.0 22
|

1.8

T T T T T T
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0

Riesgo acumulado log—normal

Figura 4.11. Funcién de sobrevida log-normal.

La funcién de riesgo de la distribucién log—normal es

_ t
h(t) a 1—® (ln(t)—y) )

La funcién de riesgo acumulada, H (¢), se obtiene como la integral en [0, ¢]
de la funcién de riesgo; esta es

H(t):-ln[l—cp(lm_“)]. (4.3.15)

(oa

A partir de (4.3.15), el logaritmo del tiempo ordenado para el evento, In¢;),
es una funcion del riesgo acumulado, H (¢(;)), esta es

Intgjy = ;1+0'CI>_l (1 —e‘H(z(f))) , (4.3.16)

donde ®~1(-) es la inversa de la funcién de distribucién acumulada de una
normal estdndar.
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Ellogaritmo del tiempo al evento es una funcién lineal de @1 (1-¢~7®).
La gréfica de riesgo log-normal es una grifica de ®~! (1 - e_H(‘)) frente a
In ¢, la cual, para un conjunto de datos especifico, debe ser tal que si el mode-
lo probabilistico log-normal sigue los datos, entonces la grafica de los puntos
(datos) debe ajustarse a una linea recta con pendiente igual a o e intersecto
igual a u.

A partir de la gréfica 4.11 se observa que, para ®~1 (1 - e‘H(‘U))) =0,
el valor correspondiente en el eje vertical es Int(j) = 3.2. Entonces, por la
ecuacion de la linea recta ajustada (4.3.16), Int(;) = u, por lo que g = 25.

3.0
3.0

2.6
2.6

()
InftG)]
InftG)]

2.4
2.4

2.2

2.2

1.8
1.8

— T T T T 1 T T T T T T T T T
0.2 0.4 0.6 -15 -1.0 -05 -1.0 -0.6 -0.2

Riesgo acum. exp.: H(t(j)) Riesgo acum. Weibull: In[H(t(j))] Riesgo acum. log—normal

Figura 4.12. Grificas de la funcién de riesgo.

En resumen, se puede concluir que de estos modelos el que mejor sigue
a los datos es el modelo Weibull. La grafica 4.12 contiene los diagramas
de riesgo acumulado con ajuste lineal para los modelos exponencial, Wei-
bull y log-normal. Por apreciacién visual, se corrobora que el modelo mas
ajustado a estos datos es el Weibull.
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4.3.0.8. Residuos de Cox-Snell

El método de los residuos de Cox-Snell se puede aplicar para diagnosticar
la calidad de cualquier modelo paramétrico frente a un conjunto de datos.
El residuo r; de la i-ésima unidad con tiempo hasta el evento #;, es definida

como

rcsz-=—lr15'(tj), parai=1,2,...,n, (4.3.17)

donde S() es la funcion de sobrevida basada sobre los estimadores de ma-
xima verosimilitud de sus pardametros. El residual es censurado, o no, de-
pendiendo de si #; es 0 no es censurado. Ademds, por (1.5.4), la funcién
de riesgo acumulado H (1) = —InS(t), asi que el residual de Cox-Snell es
una estimacion del riesgo acumulado en ¢;. Una definicién equivalente de
los residuos de Cox-Snell es

resi = H(t;), parai =1,2,...,n. (4.3.18)

Los residuales de Cox-Snell tienen la propiedad de que si el modelo se-

leccionado se ajusta a los datos, entonces los residuales tienen distribucién

exponencial unitaria con funcién de densidad fg(r) = e".

Sea Sk () la funcién de sobrevida de los residuales de Cox-Snell. Enton-
ces,

Sr(r) = / Jr(w)du = / e “dule™,y —InSg(r) ==In(e™") = 7.
' ' (4.3.19)
Los residuos de Cox-Snell para los modelos de regresiéon exponencial,
Weibull y log-normal, respectivamente, son:

Exponencial : rcs; = (t; exp[—x.B])
Weibull : res; = (ti CXP[—X;ﬁ])d
In(t;) —x!B )]

(o

log — normal : rcs; = —1In [l - o ( (4.3.20)

Sea Sg(t) el estimador de Kaplan-Meier de Sg(t). A partir de la expre-
sién (4.8.19), es evidente que una grafica de r¢s; frente a —In Sk (¢) deberia
ser una linea recta con pendiente igual a la unidad e intersecto igual a cero,
si la distribucién de sobrevida es apropiada y sin importar la forma de la dis-
tribucién. El procedimiento para usar los residuos de Cox-Snell se puede
resumir en los siguientes pasos.

1. Encuentre los estimadores de maxima verosimilitud para los pardame-
tros del modelo tedrico seleccionado.
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2. Calcule los residuales de Cox-Snell r¢s; = —InS(t),i=1,2, ..., n,
donde S(¢;) es la funcién de sobrevida estimada a partir de los EMV
de sus pardmetros.

3. Estime, mediante el estimador de Kaplan-Meier, la funcién de so-
brevida, Sg(r), de los residuos r¢g; calculados en el paso 2. Luego,

mediante Sg () calcule —InSg(r¢s;), parai = 1,2, ..., n.
4. Grafique rcs; frente a —InSg(res), i = 1,2, ..., n. Si la nube de
puntos definidos por las parejas (rcs;, —InSg(rcs;)) es unalinea recta

con pendiente igual a la unidad e intersecto cero, la distribucién se
ajusta adecuadamente a los datos.

Si hay censura a derecha en algtin tiempo para el evento ¢; y el mo-
delo asumido para los datos se ajusta adecuadamente a estos datos, el
correspondiente residuo de Cox-Snell es —InS(¢*) = H (1) y es me-
nor que el residuo evaluado en una observacién no censurada con el
mismo valor ¢;, dado que H (¢) es una funcién mondtona creciente en
t. Una de las modificaciones propuestas es tomar:

rég; = 1 =60 +rcsi, con 6; como el indicador de no censura.

Ejemplo 4.3.4. Los datos estdn asociados con el tiempo (en meses)
hasta que el desgaste de las pastillas del sistema de frenado de un au-
tomovil alcancen su punto limite y deban reemplazarse. La tabla 4.7
contiene los datos de tiempo con censura a derecha, pues el estudio se
realizé durante 3 afios (36 meses) contados a partir de la instalacién
de las pastillas y la puesta en marcha del vehiculo por primera vez.

Los estimadores de maxima verosimilitud asociados con los pardme-
tros son @ = 3.12y 6 = 0.51. Se calculan los residuos de Cox-Snell
resi = InS(¢;), con S(¢) como la funcién de sobrevida de la distribu-
cién log-normal. Una manera sencilla de calcular los residuales r¢g;
es mediante la relacién entre la distribucién normal y la log-normal

(38.5.3); esta es

S =1 _q)(ln(tz_—y) :q)(—ln(t)+u).

o

Asi, los residuos se calculan conforme a

resi = —=In[S(t;)] = =1In [1 _® (W#)] .
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Una vez calculados los residuos r¢g;, se obtiene el estimador de Kaplan-
Meier de la funcién de sobrevida mediante Sk (r¢s;) y luego se compu-
ta —In Sk (rcs;). Estos valores se consignan en la tabla 4.7.

Tabla 4.7. Tiempo a la falla en pastillas de frenos

L) r(CSi) Sr(rcsiy) —InSg(rcsi)
0.000 1.000 0.000
11 0.121 0.900 0.105
12 0.164 0.850 0.163
14 0.268 0.800 0.223
15 0.328 0.750 0.288
17 0.461 0.650 0.431
19 0.608 0.550 0.598
20 0.686 0.500 0.693
22 0.849 0.450 0.799
23 0.933 0.400 0.916
27 1.284 0.350 1.050
28 1.874 0.300 1.204
29 1.464 0.250 1.386
31 1.647 0.200 1.609
36 2.107 0.150 1.897
36* 2.107
42+ 2.658
55% 3.818

Generado por el autor.

La gréfica de los residuos r(cg;) frente a —1In Sk (rcesiy),i=1,...,20
muestra que la nube de puntos se ajusta bastante bien a una linea recta
cuyo intersecto es cercano a cero y cuya pendiente es préxima a la
unidad (inclinacién de 45°). Por tanto, el modelo log-normal sigue o
se ajusta adecuadamente a estos datos de tiempo hasta el desgaste en
el tipo de pastillas de frenos consideradas en el estudio.
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Figura 4.13. Grifica de residuos de Cox-Snell para un modelo log-normal.

4.31. Prueba de bondad de ajuste

Ademis de las herramientas graficas para la seleccion de modelos, se dispo-
ne de algunas estadisticas con las cuales se puede decidir sobre el ajuste de
un modelo a los datos. Si se asume una distribucién particular para los datos,
esta queda definida por los pardmetros, de manera que se deberia desarro-
llar una verificaciéon de hipdétesis sobre un valor o conjunto de valores de
los pardmetros. Un segundo procedimiento puede consistir en asumir una
familia de distribuciones, a la cual pertenece la distribucién de interés pa-
ra los datos. Por ejemplo, la distribucién exponencial pertenece a la familia
Weibull, y la Weibull, a su vez, pertenece a la familia gama generalizada.

Para el primer caso, en el cual se considera un modelo particular, f(z, 8),
donde 6 es un parametro o un vector de p-pardmetros, la distribucién [ es
definida por 6, por lo que se pueden desarrollar verificaciones sobre algunos
o todos los componentes de 8. Sea 8 = (61, 09) una particién del vector
de p-pardmetros (si 6 es un escalar no hay lugar a la particién). Se quiere
verificar la hipétesis nula

Hy: 69 = 09. 4.3.21)
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Sean 8 el EMV de 6y 8;(6g) el EMV de 61, dado que 89 = 699. La
estadistica de verificacién de la hipétesis (4.3.21) es la estadistica de razén

de verosimilitud (RV):
RV =2[1(6) - 1(61(60), 60)], (4.3.22)

la cual tiene, de manera asintética, una distribucién ji-cuadrado con un nu-
mero de grados de libertad igual al nimero de pardmetros contenidos en
O9.

Una alternativa para verificar la hipétesis (4.3.21) es la estadistica de

Wald:

W = (09 - 00)'E" (g - 6y), (4.3.23)

donde £ es la matriz de covarianzas estimada para los componentes de 6g.
La estadistica de Wald, #, tiene una distribucién limite ji-cuadrado con un
numero de grados de libertad igual a la dimensién de 6q.

En particular, si se quiere verificar la hipétesis de que el vector de para-
metros es igual a un vector de valores conocidos, 8, la hipétesis nula tiene
la forma

Hy: 0 = 6. (4.3.24)

Mediante alguna de las siguientes estadisticas puede emplearse para verificar
(4.3.24).

Razén de verosimilitud:

RV =2[L(§) - 1(6p)]. (4.3.25)
Estadistica de Wald:
W =(6-00) (56(8)) (8- 00), (4.8.26)
donde
-

es la matriz de informacién observada.
Estadistica de puntuacién:

(_ az(ao))' (_ 321(90))_1 (_M) _ (4.3.27)

a0 ) \ " 06,00, 30
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Bajo la hipétesis nula, Hy : 6 = 6, y como 6 tiene distribucién asintéti-
ca normal p-variante, cada una de estas tres estadisticas tiene distribucién
asintética ji-cuadrado con p grados de libertad (la dimensién de ).

Se debe tener precaucién con la interpretacion del rechazo de Hy, pues
significa que la distribucién generada por los pardametros 8¢ no es apropiada
para los datos observados; esto no significa que sea inapropiada la familia de
distribuciones a la que pertenece la distribucién de interés. Es posible que
una distribucién de la misma familia pero con diferente 6 sea apropiada.

El segundo tipo de hipétesis implica identificar una familia de modelos
tal que la distribucién de interés sea un caso particular o un miembro de
esa familia (modelos encajados). El procedimiento de verificacién es como
sigue:

1. Definir la familia general de modelos y obtener el logaritmo de la
verosimilitud, este es, [g = In L(0¢).

2. Especificar el modelo de interés o el propuesto para los datos, es de-
cir, establecer la hipétesis nula Hy: “El modelo propuesto es adecuado
para los datos”. De igual manera, calcular el logaritmo de su verosi-
militud, es decir, lp = In L(8p).

3. Con estas dos expresiones se calcula la razén de verosimilitud,

L(6p)
L(6c)

) ln( ) = 90l (0¢) - Ip(Ap)], (4.8.28)

estadistica que, bajo Hy, tiene una distribucién limite ji-cuadrado con
un nimero de grados de libertad igual a la diferencia entre el nimero
de parametros de 6 y 0p.
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51. Introduccion

Hasta ahora, en el tratamiento que se ha dado al modelamiento de la variable
tiempo hasta la ocurrencia del evento, ya sea mediante su funcion de sobrevida
o de confiabilidad y su funcién de riesgo, no se han considerado algunos
factores y variables que tienen que ver con la unidad o su entorno. No obs-
tante, la ocurrencia del evento, ya sea de manera temprana o tardia, puede
atribuirse al efecto de algunas covariables ligadas a la unidad o su entorno.

Por ejemplo, en el estudio del tiempo para que un nifio aprenda a leer
o escribir, se pueden buscar factores asociados tales como las caracteristicas
del nifio (antropométricas, psicolégicas y demogrdficas), el entorno familiar
del nifio (aspectos socioeconémicos, demogrdficos y culturales) y las carac-
teristicas de la institucién educativa (profesores, planta fisica, practicas de
aula). Para el caso de tiempo hasta la remisién de un paciente con algu-
na dolencia, las variables estdn contenidas en la ficha o historia clinica del
paciente, junto con algunos aspectos del procedimiento médico y clinico.
En un motor que funciona con combustible, el tiempo hasta la falla pue-
de atribuirse al sistema de lubricacién, de refrigeracion, de alimentacién o
al eléctrico, asi como también a algunos aspectos ligados al operario y al
ambiente de operacion.

En las situaciones descritas, ademds de la variable aleatoria tiempo para
el evento, se dispone de un conjunto de covariables, las cuales el investiga-
dor postula o hipotetiza como influyentes en la variable tiempo al evento. Asi,
se considera un vector de covariables X = (X7, Xo, ..., X,)". Para valores
especificos de estas variables, medidos sobre alguna unidad particular, se
escribe X = & = (21, 29, . .., x,)". Estas variables pueden ser de tipo cuan-
titativo o categérico. Por ejemplo, en el caso de remisién de un paciente,
las variables estatura y peso se consideran como cuantitativas, mientras que
variables como sexo, tipo de ocupacién o profesion del paciente se consideran
como categéricas; de manera que el vector X puede contener ambos tipos
de variables.

En este capitulo se estudia la posible asociacién entre la variable tiempo
para el evento y un conjunto de variables explicativas (covariables). Estas va-
riables, notadas por T y X, se escriben dentro de un modelo estadistico, el
cual relaciona una funcién de la variable T con una funcién de las varia-
bles contenidas en X. El modelo es una expresiéon matematica que contiene
las formas funcionales de las dos variables, relacionadas o “conectadas” me-
diante una igualdad.

Los modelos en los cuales se asume una distribucién probabilistica es-
pecifica para la variable aleatoria tiempo hasta el evento, T, se conocen como
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modelos paraméiricos. La distribucién central en el andlisis de datos de tiempo
hasta un evento es la distribucion Weibull, asi como en los modelos lineales
la distribucién normal tiene un papel central.

Dentro de los modelos paramétricos se presentan dos clases, los modelos
de riesgos proporcionales y los modelos de tiempo acelerado. Este capitulo estd
orientado por Lee y Wang [44], Colosimo y Giolo [11], Klein y Moesch-
berger [39] y Huan.

5.2. Modelos de riesgos proporcionales

La variable tiempo hasta el evento, T, se modela como dependiente del vector
de covariables o variables explicativas, X; se escribe Tx para representar la
posible dependencia estadistica entre estas dos variables. En consecuencia,
la funcién de riesgo también dependerd de estas covariables. Se escribe Ay (f)
para indicar la funcién de riesgo de T cuando x es un vector de covariables
observadas.

Asi, se trata de dar cuenta del efecto de estas covariables sobre la funcion
de riesgo y de la forma en que ese efecto debe considerarse e incluirse en el
modelo. Se asume que las covariables tienen un efecto multiplicativo sobre
una funcién denominada riesgo base.

Un modelo de riesgos proporcionales para Ty significa

hx(t) = ho(t)g1(x), (6.2.1)

donde g(-) es una funcién positiva en X y h(¢) es la funcién de riesgo base,
la cual representa la funcién de riesgo en ausencia de covariables, o en caso
de tener covariables, todas tendrian el mismo efecto sobre el riesgo, es decir,
Q@) =1.

Asi, en un modelo de riesgos proporcionales las covariables tienen un efecto
multiplicativo sobre el riesgo a través del producto con Ao (). Esta funcién
de riesgo base, h¢(t), no depende de X, mientras que g; depende de X. El
calificativo de proporcional se puede explicar de esta manera: si dos unidades
tienen tiempos hasta el evento dependientes de los respectivos valores en
las covariables x; y xg, entonces

hx,  ho(D)gi(x1) _ g1(x1)

hey  ho(t)g1(x9)  g1(x9)’

Este resultado muestra que la razén de riesgos para dos unidades no depen-
de del tiempo ¢ sino de los valores que toman las covariables en las respec-
tivas unidades.
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La funcién g1 (-) debe ser una funcién de valores no negativos, es decir,
g1(x) 2 0y g1(0) = 1. Generalmente,

g1(x) = elPrortBazattfpn} — o(@B) (5.2.2)

donde 8,7 =1,2, ..., p,esel coeficiente de la variable X, que se interpre-
ta como el efecto parcial de esta variable sobre la tasa de riesgo del evento.
El modelo de riesgos proporcionales se puede escribir como

hy(1) = (1 | X) = ho(£)e ™). (5.2.3)

Se introduce la notacién i(t | x) para hacer mas explicita la consideracién
de las covariables como posibles variables explicativas de la tasa de riesgo.
Aunque matemadticamente (¢ | x) = hg(¢) cuando x = 0, se debe tener
cuidado para el caso en el cual x tenga algunas variables categéricas o es-
trictamente nominales, de otra manera, x = 0 es una forma de considerar el
riesgo sin covariables. La estimacién del modelo expresado en (5.2.8) im-
plica la estimacion de los p pardmetros contenidos en el vector 8, los cuales
se obtienen desde los tiempos observados y los valores de las covariables.
Ahora, para la funcién de sobrevida o de confiabilidad, se escribe S (¢|x)
para indicar la funcién de sobrevida para la unidad definida por el perfil

de valores contenidos en el vector X. Se sigue entonces, desde la igualdad
(1.5.4), que

S(t|x) = exp (—A h(u | x)du)

exp (— A ho(w)e <x)du)
exp (—g1 o [ ho(u)du)

¢ g1(x)
[exp (—'/0 h()(u)du)]

= [So(1)]8' ™), (5.2.4)

donde Sp(t) = exp (— fot ho(u)du) es la funcién de sobrevida base, la cual
se tiene cuando x = 0 o en ausencia de covariables. Una consecuencia del
supuesto del modelo de riesgo proporcional sobre S(t|x) es, desde (5.2.4),
que especifica una funcién g (+) y una funcién de sobrevida Sq(¢) tal que

S(tlx) = [So(1)]¢ ™).
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Ejemplo 5.2.1. Suponga que se tiene como tnica covariable x(p = 1), que
toma los valores 1 o 0 segtin la unidad pertenezca o no a un grupo de interés
(por ejemplo, un tratamiento o grupo control).

La funcién Sy(z) se refiere a la funcién de sobrevida para las unidades
que no pertenecen al grupo de interés. Asi,

g(x)=eF =ef =y

Es decir, g1 (1) = y > 0. Andlogamente, si X es el valor de la covariable para
una unidad fuera del grupo de interés, entonces g1 (x) = ¢¥# = ¢? = 1, por
lo que la funcién de sobrevida para el grupo de interés, x = 1, es

S1(2) = So(1)”, (5.2.5)

la cual define un conjunto de distribuciones llamada familia de Lehmann.

Cuando el vector X se ha registrado sobre un nimero de n unidades, se
representa por x; = (;1, %, . . ., &jp)" el valor de cada una de las p variables
sobre launidad: =1, 2, ..., n. Para el modelo, se debe considerar la varia-
ble tiempo al evento para la unidad ¢, T}, junto con su funcién de sobrevida
S;, funcién de probabilidad f; y de riesgo %; dadas por

Si(1) = Sxi» Ji = fa (), hit) = hy (1)

El riesgo para la i-ésima unidad es

o
W@ P

Se concluye, desde este cociente o razén, que la funcién de riesgo para una

unidad i = 1,2, ..., n, en particular, es un multiplo diferente del riesgo
base. El multiplo es diferente porque cada unidad toma valores especificos
en el vector de covariables X. Mediante el modelamiento, se estima este
muiltiplo a partir de la estimacién de los pardimetros contenidos en S, el
vector de los efectos de las covariables.

Modelo de riesgo proporcional para datos Weibull

La funcién de sobrevida para una variable aleatoria W eibull(0, a), de acuer-
do con la ecuacion (3.4.3), es

S(t)=e " > 0.

Para la construccién de un modelo de regresién con este modelo probabi-
listico se debe expresar el pardmetro de escala, 6, como una combinacién
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lineal de las covariables. Es decir, el parametro de escala se pone ahora como
un funcional de las covariables, este es, 8(x). Asi, la funcién de sobrevida es
ahora modelada como

S(t]x) = e~ 10"

Esta estructura de la funcién de sobrevida con las covariables no es arbi-
traria, pues debe ser de esta forma para tener una estructura de modelo
de riesgo proporcional. A continuacién se muestra que esta estructura de
la funcién de sobrevida, del tiempo hasta el evento y de las covariables es
adecuada para un modelo Weibull. Se quiere usar la funcién gy (x) de la
forma

g1(x) = e¥P.

Suponga que se escoge 0(x) = g; (X)% La funcién de riesgo Weibull, de
acuerdo con (3.4.4), es

h(tlx) = 0(x) ()" = [t 110(x)" = ho(1)g1 (%)

De la definicién de modelos de riesgos proporcionales dada por la expresién
(56.2.1), se tiene que ho(t) = at®'. Nuevamente por (8.4.4), esta es la
funcién de riesgo asociada con una distribuciéon W eibull (1, ) de la variable
tiempo hasta el evento, la cual no depende de las covariables, y gj(x) =
0(x)*.

En conclusion, si se ajusta un modelo Weibull a las covariables conteni-
das en X, entonces

Tx ~ Weibull(0(x), a),

la cual tiene asociada una funcién de riesgos proporcionales, cuya funcién
de riesgo base es by () = at®~ !,

La funcién de riesgos proporcionales para la unidad ¢, identificada por
sus valores en las covariables x;, con g (x) = ¢¥7, es

h(t|x;) = ho(1)eSP.

La estimacion de los pardametros @ y S se hace mediante el método de ma-
xima verosimilitud.

5.3. Modelos de tiempo acelerado

En estos modelos se asume que las covariables contenidas en el vector X
actian directamente sobre el tiempo al evento y, por lo tanto, aceleran o
retrasan el tiempo para el evento de interés. Para algunos eventos se busca
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que el tiempo para su ocurrencia sea largo (retraso), mientras que en otros
se intenta precipitar (acelerar) su ocurrencia; en este sentido, se debe ex-
plorar y confirmar cudles de las covariables evidencian este propésito. Por
ejemplo, en los eventos como el de una enfermedad, aprender a leer o ad-
quirir un empleo, se deben buscar los factores o covariables asociables con
la anticipacién o precipitacién del evento. Las demads covariables pueden o
no tener influencia sobre el tiempo para el evento o, por el contrario, pro-
vocar su retraso. En otra direccién, en eventos como la muerte, la falla o
la recurrencia de una enfermedad, se buscan las covariables que retarden la
ocurrencia de estos. A estas variables o factores se les denomina factores de
riesgo o factores protectores, segiin se encuentre su asociacién con la demora o
la aceleracion en la ocurrencia de un evento de interés.

Los modelos de tiempo acelerados para el evento relacionan la distribu-
cién de la variable tiempo con las variables explicativas, también denomina-
das variables de “estrés”, covariables o regresores. El efecto de las covariables
se puede evidenciar en la funcién de sobrevida, la distribucién acumulada
o las funciones de densidad de probabilidad. Sin embargo, el sentido de los
modelos de tiempo acelerados se evidencia mejor si se formulan en térmi-
nos de la funcién de tasa de riesgo instantdneo.

En términos de la variable tiempo hasta el evento, la precipitud o tardan-
za del evento de interés se modela multiplicando la variable tiempo hasta el
evento por una funcién de las covariables, go(x), es decir,

T
Txgo(x) =Ty, o equivalentemente Tx = o b.3.1)
g2(x)
La pregunta que se debe responder es: éicémo afectan las covariables la fun-
cion de sobrevida de Tx? Una respuesta se tiene con el cdlculo de la funcién
de sobrevida

Ty

g2(x)

S@lx)=P(Tx >1)=P ( > t) =P(To > 1g9(x)) = So(182(x)).

(5.3.2)
Esta igualdad es la que caracteriza un modelo de tiempo acelerado.

Un modelo de tiempo para un evenio acelerado se expresa mediante el mo-

delo
S(tlx) = So[tga(x)], (56.3.3)

donde go(x) es una funcién de las covariables positiva. A Sy(¢) se le deno-
mina funcion de sobrevida base, y representa la funcién de sobrevida de una
unidad para la cual go(x) = 1.
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La seleccion usual de gy es go(x) = e ™7, seleccién que es conveniente,
pues go(x) > 0 para todo Xy go(0) = 1. De aqui se puede derivar que

Tx = Tye*”. (5.3.4)

Si x’B < 0, entonces a las covariables se les puede atribuir que estarian
asociadas con la contraccién desde Ty a Tx (precipitud de la ocurrencia del
evento), mientras que si x’8 > 0, entonces a las covariables se les atribuye
que el tiempo al evento se prolongue desde T a Tx (retraso de la ocurrencia
del evento).

Tomando el logaritmo natural en los dos miembros de la igualdad (5.3.1)
y considerando que go(x) = e™¥ 7 se tiene

InTx =InTy — In go(x)
= lnTo +X’ﬁ
=uo+x'p+oZ, (5.3.5)

donde InTy = ug + 0Z, con Z como una variable aleatoria de media igual
a 0 y varianza igual a 1. Esto implica que se dispone de un modelo log-lineal
de la forma

InTx = u(x)+0Z, (5.3.6)

donde u(x) = pup+x’B. Apartir de laidentidad (1.5.2) y por la definicién de
modelo acelerado contenida en (5.8.8), derivando la funcién de sobrevida
S(t|x) respecto de t, conforme se indica en (1.5.3), se encuentra que

h(t]x) = ho[1ge(x)]g2(x). (6.3.7)

Modelo de tiempo acelerado para datos Weibull

Para modelos de tiempo acelerados, el logaritmo del tiempo para el evento
es una funcion lineal tanto de las covariables como de los pardametros. Para
la distribucion Weibull, la funcién de sobrevida, de acuerdo con (3.4.3), es

S(t)=1-F()=e ",

De manera que, si se incluyen las covariables en lugar del pardametro de es-
cala 0, es decir, se reemplaza por 8 (x), entonces, si Tx tiene una distribucién
W eibull(6(x), @), la funcién de sobrevida de T es

S(tlx) = exp [-(0(x)1)] .
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A partir de una adecuada escogencia de la funcién de los pardmetros, 6(x),
se debe obtener el modelo log-lineal como en (5.3.6). Para este propdsito,
considere

0(x) = go(x) = e¥F.

Se sigue, a partir de la derivacién de la funcién de sobrevida de valor extremo
[64, p. 27], que si T tiene distribucion W eibull (8, a), entonces

1

InT~ VE(u,b), conu=In0yb= (5.3.8)
@
y mediante una “estandarizacion” de In T, se tiene que
InT -
% ~ VE(0, 1). (5.8.9)

Para el modelo de tiempo acelerado, es decir, con la variable tiempo al evento
“influida o afectada” por las covariables, T, se tiene que

_InTx —u(x)

z b

~VE(0, 1). (5.3.10)

Parau(x) =Inf(x) =x'Byb= %, las expresiones (5.3.9) y (5.8.10) repre-
sentan el mismo modelo cuando Z tiene una distribucién de valor extremo
con parametros 0y 1 y un parametro de escala o = b = lla.

En consecuencia, cuando el modelo log-lineal contenido en (5.3.9) es
aplicado a un conjunto de datos Weibull, se tiene que

InTx = pup+x'B+0Z,paraZ ~VE(,1). (5.3.11)

Note el paralelo de Z con los errores de un modelo lineal cldsico, pues en
ambos se asumen un distribucién normal con media 0 y varianza o-2.

Los modelos de riesgos proporcionales y 1os modelos acelerados sobre el tiempo
para el evento coinciden si y solo si los tiempos para el evento tienen distri-
bucién Weibull.

La argumentacion de esta proposicién consiste en demostrar que las de-
finiciones de los modelos coinciden para la distribucién Weibull de la va-
riable tiempo hasta el evento. Es decir, que (5.2.1) y (5.3.8) coinciden, lo cual
es equivalente a que se satisfaga la igualdad S(¢|x) = [So(£)]%'™ si y solo si
existen 8 > 0y a > 0, tal que So(t) = e~ )", La demostracién comple-
ta se puede consultar en Smith [64]. A continuacién se presentan algunos
modelos de regresién paramétricos particulares.
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5.3.1. Modelo lineal para datos de tiempo hasta un
evento

Un modelo de regresion es una relacién que se puede establecer entre va-
riables. Una de las variables se considera como respuesta o dependiente, por
decision o interés del investigador, y las demds se asumen como variables
explicativas de la variable respuesta. La variable respuesta se escribe como
una funcién de las variables explicativas; la forma funcional depende de los
datos y, mds especificamente, del marco conceptual en el que se inscriben
los datos. Una representacion gréfica de la variable respuesta frente a cada
una de las variables explicativas (covariables o regresores) coadyuva a ex-
plorar y considerar la relacién matemdtica o la forma funcional (una linea
recta, una pardbola, un polinomio) entre estas.

Para el caso del andlisis de la variable tiempo hasta la ocurrencia de un evento,
T, y las covariables X = (1, Xj, Xo, ..., X})’, una representacion funcional
de la relacién entre la variable respuesta y las covariables es

T=B0+p1X1+BeXo+ - +B,X,+e =X +¢, (5.3.12)

donde T es la variable respuesta, el vector X contiene las covariables X;, i =
1,2,...,py B = (Bo, B1, B2, - .., B) son los pardmetros que deben ser
estimados desde los datos y representan el efecto de cada covariable sobre
T. Ademds, € es un error aleatorio con distribucién normal. Al componente
X’ se le denomina deterministico y a €, el componente aleatorio.

La variable respuesta tiempo hasta la ocurrencia de un evento generalmente
presenta censura en algunos de sus valores. Ademds, la distribucién de la
respuesta tiende a ser asimétrica en direccién de los mayores tiempos. Estas
caracteristicas hacen inapropiado el uso de la distribucién normal para el
componente aleatorio €. En la metodologia del andlisis de regresién existen
varias estrategias para tratar este tipo de datos; se destacan las dos siguientes:

1. Transformar la respuesta, T, para alcanzar una distribucién normal.
La transformacion de Box-Cox es una opcién de transformacion.

2. Utilizar un componente deterministico no lineal en los parametros
para la asociacién entre las covariables y considerar una distribucién
asimétrica para el componente aleatorio €.

Estas dos opciones pueden ser equivalentes. Por ejemplo, emplear un
modelo lineal para la transformacion logaritmica de la respuesta equivale
a emplear un componente deterministico exp(X’g) y la distribucién log-
normal para el error.
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A continuacién, se presentan algunos distribuciones asimétricas para el
€error.

Modelo de regresion exponencial

Se emplea la distribucién exponencial para el error y el componente deter-
ministico se considera de la forma exp(X’B). Una combinacién del com-
ponente deterministico con una distribucién exponencial para el error, cuya
media es la unidad (con distribucién f(€) = e~€), genera el siguiente mode-
lo:

T =exp{Bo+ B1X1 + BoXg+ -+ B,X,}€ = exp{x'B}e. (5.3.13)

Este es el modelo de regresién exponencial. Se observa que la relacién en-
tre T y el componente deterministico es no lineal, ademds, el componente
aleatorio tiene una distribucién asimétrica.

El modelo (5.3.28) es linealizable, pues si se aplican logaritmos en los
dos lados de la igualdad se obtiene

InT = Bo+ p1X1 +BoXo+---+ B,X, +v, (5.3.14)

con v = Ine. El modelo (5.3.14) es un modelo lineal con una distribucién
de los errores, v, que no tiene una distribucién normal, pues su funcién de
densidad de probabilidad es /' (v) = exp[v — exp(v)], la cual es de la familia
de distribuciones de valor extremo (distribucién Gumbel). La utilidad de
esta distribucion es la aplicacion del logaritmo (para “atraer” valores leja-
nos o extremos) sobre ciertos tiempos para el evento, y en consecuencia, la
distribucion de los datos transformados se adecua a los datos.

Se nota que en la transformacion logaritmica los X actian aditivamente
sobre In'T, ecuacién (5.3.14), mientras que en la ecuacién (5.3.21) actian
multiplicativamente.

La funcién de sobrevida condicionada a las covariables x se calcula me-
diante

S(t|x) = exp [—exp{x'B}i] . (5.8.15)
La funcién de densidad de probabilidad es
/(%) = exp(—x'B) exp[—exp(-x'p)t], (6.3.16)
la funcién de riesgo, calculada mediante (1.5.2), viene dada por

h(t]x) = exp(—x'p). (5.3.17)
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Asi, por la expresion (5.3.17), el modelo de regresién exponencial asume
una relacién lineal entre las covariables y el logaritmo del riesgo.

Suponga que las unidades 7 y j se caracterizan por los valores que tomen
en el vector de covariables, x; y x;, respectivamente; la razén de riesgo de
estas unidades es

h(tlxi) _ y
h(tx) ~ exp |- Z Bi(xp — x¢) | -
k=1
Esta razén de riesgos solo depende de las diferencias entre las respectivas
covariables observadas sobre las unidades y los coeficientes de regresién. No
depende del tiempo para el evento, y en consecuencia, se puede conside-
rar al modelo de regresién exponencial como un modelo de riesgos pro-
porcionales, en el cual la razén de riesgo de cualquier par de unidades es
independiente del tiempo y constante para cada par. El modelo de regre-
sién exponencial es, entonces, un caso especial de los modelos de riesgos
proporcionales.
La funcién de verosimilitud es

L(B) = | | (F @l (S(uilxi))'
i=1

= [ T (exp(=x{8) expl-exp(~—x;8)ii])"" (exp [~ expix’ B}]) !~
i=1

n

= [ [ (exp(-x(8))* exp[—exp(-x!B)4;]. (5.8.18)
=1

Tomando logaritmos en los dos miembros de (5.3.18) se obtiene
(B) == [6:(x{)) +exp(—x{B)ti] . (5.3.19)
i=1

Los estimadores de maxima verosimilitud para el vector de pardmetros
de la regresion, B, se obtienen al solucionar el sistema de ecuaciones

ol(B)
g "
Z [6:(x1)) — tixi exp(—x[B)] = 0. (5.8.20)

i=1
Este sistema de ecuaciones se puede resolver mediante el método de Newton-
Raphson: la inferencia para los EMV de B se puede hacer mediante las es-
tadisticas de Wald, la razén de verosimilitud o la estadistica de puntuacién,
como se muestra en la seccion 4.2.
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Modelo de regresion Weibull

De manera similar a la distribucién exponencial, se considera la expresion
exp(x’B), que es equivalente al modelo

InT = Bo + B1X1 + BeXo+ -+ B, X, +v, (5.3.21)

donde v tiene la distribucién definida para el modelo anterior. En el mo-
delo de Weibull, T tiene una distribucién Weibull, entonces, las funciénes
de densidad de probabilidad, de sobrevida y riesgo estdn dadas, respectiva-
mente, por:

f(tlx) = a1 exp(-ax’'B) exp[— exp(—ax’ B)1"]

S(tlx) = exp [-exp{-ax'B}“]

h(t]x) = @ exp(—ax’ Bt~ L. (5.8.22)
La razén de riesgo entre cualquier par de unidades, i y j, de la poblacién

objeto de estudio, las cuales se caracterizan por los valores que tomen en
el vector de covariables, x; y xj, respectivamente, se define, de acuerdo con

(56.3.22), como

h(t]x;) <
h(tx;) = exp [—CY kzz; B (g —»’ij)] .

Esta razén es independiente del tiempo. Entonces como en el modelo de
regresion exponencial, el modelo de regresion Weibull es también un mo-
delo de riesgos proporcionales.

La estimacién de los pardametros del predictor lineal x’ 8 se obtienen me-
diante el método de maxima verosimilitud. La funcién de verosimilitud, de
acuerdo con (5.8.22), es

L(B) = [ [ ¢/ (tlxi))” (S(uilx)) '~
i=1

= n (a/tf'_l eXp(—a/x'ﬂ))éi exp[—exp(—ax’'B)t!]. (6.3.23)
i=1

Para simplificar los cdlculos, se toman logaritmos a la funcién de verosimi-
litud, y el resultado es

InL(B)=L(B) = Z {6i[lna + (o — 1) Int; —ax’'B] — exp(—ax’B)t*}.
o (5.3.24)
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Como se observa en el logaritmo de la funcién de verosimilitud (5.3.24), los
pardmetros a estimar son « y los contenidos en el vector 8; no obstante, se
escribe [(B) para resaltar que el objetivo es estimar el modelo de regresién
Weibull. Hay dos alternativas para la estimacién. La primera seria estimar el
parametro @ y emplear esta estimacién en el logaritmo de la verosimilitud
(5.8.24), y entonces estimar solamente los 8. La segunda alternativa es,
a partir del logaritmo de la verosimilitud (5.3.24), resolver el sistema de
ecuaciones:

ol(a, B) _ ol(a, B) _
Py

solucién que suministra los EMV @ y 3. La alternativa a seguir depende de
la informacién y la herramienta computacional disponibles.

Modelo de regresion log-normal

Para este modelo se asume que el modelo de regresién para la variable tiem-
po hasta la ocurrencia de un evento, T, es de la forma de (5.3.28), es decir,

lnTz,Bo+ﬂ1X1+ﬂ2X2+-~~+,8,,xp +v

es el modelo de regresion log-normal. Asi, T tiene distribucién log-normal
con funcién de densidad de probabilidad
exp[-(Int —x'B8)%/202]

X) = : 5.3.25
J(l%) N ( )

La funcion de sobrevida es
S@x) = 1 —cp(lm_—xﬁ)). (5.3.26)
o

Los coeficientes de regresion S y el pardametro o deben estimarse desde
los datos de tiempo y de las covariables; esto se hace mediante el método
de mdxima verosimilitud. Para datos de tiempo al evento con censura a
derecha, el logaritmo de la verosimilitud es

(B.o)=) [—M —1n(\/%o-t,-)]

202
Int; —x'B
D) {m [1 o (T)]} . (6.3.27)

nc
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donde los contadores de las sumas NC y C significan tiempo no censurado
y censurado, respectivamente.

Los EMV de los pardmetros contenidos en el vector 8 y o se encuentran
como soluciones de las ecuaciones

(o, B) _
T i

Un procedimiento iterativo para resolver este sistema de ecuaciones es el

oo, ) _

0
Y oo

0.

de Newton-Raphson, como se indica en la expresion (4.2.8). Los procedi-
mientos para la verificacién de hipétesis sobre los 8 se pueden desarrollar
mediante la estadistica de Wald, la razén de verosimilitud o por medio de
la estadistica de puntuacién, como se presenta en la seccion 4.2.

Ejemplo 5.3.1. En la tabla 5.1 se consignan los tiempos de sobrevivencia
para 33 pacientes con leucemia. Los tiempos se miden en semanas a partir
del diagnéstico de la leucemia. Ademds se tienen dos covariables: el conteo
de glébulos blancos (CGB) en el momento del diagnéstico y una variable
binaria (4G) que indica presencia (positiva con 4G = 1) o ausencia (ne-
gativa con AG = 0) de una prueba sobre las caracteristicas de las células
de los glébulos blancos. Los datos originales no tenfan tiempos de supervi-
vencia censurados, pero con fines ilustrativos, tres de los tiempos han sido
reemplazados con tiempos censurados. En aspectos metodolégicos se sigue
a Colosimo y Giolo [11, pp. 129-140]) y a Lawless [43, pp. 276-277]. Con
el propésito de mostrar la metodologia de estructura, estimacién y ajuste de
un modelo de regresion paramétrico, se hace el andlisis de regresién sobre
los datos asociados a los 17 pacientes con diagnéstico positivo (Diag. = 1)
de la tabla 5.1.

La variable CGB se considera continua (en unidades de 1000). Se pre-
tende un andlisis de regresion para estos datos con covariable CGB para
los 17 pacientes que tuvieron una caracterizacion positiva de los glébulos
blancos (4G = 1); no obstante, se podria incluir la variable diagndstico (AG)
como una variable dicotémica (dummy). Previo al andlisis de regresion, se
examina el ajuste de los datos a uno de los modelos probabilisticos expo-
nencial, Weibull o log-normal, mediante el método grifico mostrado en la
seccion 4.3. Las graficas se elaboraron mediante el paquete computacional
R con el siguiente cédigo y sintaxis:

> # Estimaci\'on de la sobrevida v\'ia Kaplan-Meier (EKM)

> t<-c(65,100,134,16,121,4,39,56,26,22,1,1,5,65,140,106,121)
> cen<-c(rep(1,14),rep(0,3))

> cgbh<-c(2.3,0.75,4.3,2.6,6.0,10.5,10.0,17.0,5.4,7.0,9.4,
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Tabla 5.1. Datos de tiempo a la muerte por leucemia
Tiempo AG: positivo CGB  Tiempo AG: negativo CGB

65 1 2.3 56 0 4.4
140* 1 0.75 65 0 3.0
100 1 4.3 17 0 4.0
134 1 2.6 7 0 1.5
16 1 6.0 16 0 9.0
106* 1 10.5 22 0 5.3
121 1 10.0 3 0 10.0
4 1 17.0 4 0 19.0
39 1 5.4 2 0 27.0
121* 1 7.0 3 0 28.0
56 I 9.4 8 0 31.0
26 I 32.0 4 0 26.0
22 I 35.0 3 0 21.0
1 I 100.0 30 0 79.0
1 100.0 4 0 100.0
5 1 52.0 43 0 100.0
65 1 100.0

Tomado de Lawless [43, p. 277].
CGB: en unidades de 1000.

32.0,35.0,100.0,100.0,52.0,100.0)
datos<-cbind(t,cen,cgb)
require(survival)
datos<-as.data.frame(datos)
i<-order(datos$t)

datos<-datos[i,]
ekm<-survfit(Surv(datos$t,datos$cen)~1)
st<-ekm$surv

tekm<-ekm$time

inv_Phi<-gnorm(st)

# Gr\'aficas de probabilidad
par(mfrow=c(1,3))

plot(tekm, -log(st),pch=16,xlab="Tiempo",sub="Exponencial",
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ylab="-1og(S(t))")

abline(Ilm(-log(st)~tekm))
plot(log(tekm),log(-log(st)),pch=16,xlab="1log(tiempo)",
sub="Weibull",ylab="1log(-log(S(t))")
abline(Ilm(log(-log(st))~log(tekm)))
plot(log(tekm),inv_Phi,pch=16,xlab="1log(tiempo)",
sub="log-normal",ylab=expression(Phi*-1 * (S(t))))
abline(Ilm(inv_Phi~log(tekm)))

VvV + V. V + V V +

Por la apreciacién visual del panel de gréficas contenido en la figura 5.1,
se puede afirmar que los modelos que mads siguen apropiadamente a los da-
tos son el exponencial y el Weibull. No obstante, con propésitos meramen-
te ilustrativos, se ajusta un modelo de regresién con predictor lineal simple
sobre la variable conteo de glébulos blancos (CGB) con cada uno de estos tres
modelos probabilisticos.
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Figura 5.1. Ajuste de datos de la tabla 5.1.
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El modelo de regresién de la variable respuesta tiempo hasta la muerte
sobre la covariable conteo de globulos blancos (CGB), de acuerdo con (5.3.28),
transformado a un modelo lineal simple, es

Y = In(T) = Bo + B1(CGB) +v. (5.3.28)

La tabla 5.2 contiene las estimaciones de los pardmetros asociados con
el modelo de regresién ajustado y los pardametros de escala del respectivo
modelo probabilistico. Las estimaciones fueron hechas mediante el paquete
computacional R cuyo cédigo se transcribe a continuacién.

> reg_exp<-survreg(Surv(datos$t, datos$cen)~datos$cgb,
dist='exponential')

reg_exp

reg_weibull<-survreg(Surv(datos$t, datos$cen)~datos$cgb,
dist="weibull')

reg_weibull

alpha<-1/reg_weibull$scale

alpha

reg_lognormal<-survreg(Surv(datos$t, datos$cen)~datos$cgb,
dist='lognormal')

reg_Llognormal

V + V V V V 4+ V V +

Tabla 5.2. Regresion del tiempo sobre CGB

Modelo de regresién ajustado

Exponencial Weibull log-normal

Bo=38.8187 f7=8.6933 By =2.8945
B1=0.0172 B1=0.021 B1=0.0245
a=1 a=0.7911 o=1.7744

Para decidir entre el modelo exponencial y el Weibull para estos datos,
como la distribucién exponencial es de la familia Weibull, se emplea la razén
de verosimilitud (4.3.28), y el valor de la estadistica es

RV =2(71.61766 — 71.03938) = 1.1566,

el cual tiene asociado, para una distribucién ji-cuadrado con un grado de li-
bertad ( )(?1) ), un valor p = 0.2822. Con esto se evidencia, moderadamente,
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que la distribucién exponencial sigue o se ajusta a estos datos. No obstan-
te, dado que el EMV del pardmetro de escala para el modelo Weibull es
a = 0.7911, que difiere de 1.0, se podrian modelar estos datos desde una
regresiéon Weibull como se muestra en la tabla 5.2.
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Figura 5.2. Ajuste a la exponencial de datos de sobrevida por leucemia.

Si el modelo exponencial es el adecuado para estos datos, entonces los
respectivos residuos de Cox-Snell deben considerarse como una muestra
aleatoria de la distribucién exponencial unitaria (6 = 1). Las graficas conte-
nidas en la figura 5.2 corroboran que la distribucién exponencial se ajusta de
manera moderada a estos datos. En el panel izquierdo estdn las funciones de
sobrevida evaluadas en los residuales de Cox-Snell (r;), estimadas mediante
Kaplan-Meier, y bajo el modelo de la exponencial unitaria, respectivamente.
En el panel derecho estdn los pares de puntos correspondientes a las esti-
maciones en los residuales (ordenados) obtenidos a partir del estimador de
Kaplan-Meier y la exponencial unitaria, (S(r;)gar, S(ri)gxp). Si el ajuste es
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adecuado, la nube de puntos debe aproximarse a una linea recta; en la figura
derecha se aprecia un buen ajuste del modelo exponencial a los datos.

En el modelo de regresion exponencial se quiere verificar si la variable
de conteo de glébulos blancos en estos pacientes afecta significativamente
su tiempo de sobrevida. Para este propésito se debe verificar la hipétesis
Hy : B1 = 0. Mediante la estadistica de razén de verosimilitud (4.3.22)
se verifica esta hipétesis, de acuerdo con los datos y mediante el paquete
computacional R se obtiene la razén de verosimilitud:

RV =2(74.06643 — 71.61766) = 4.89754.

Esta estadistica tiene asociada una distribucién ji-cuadrado con un grado de
libertad. El valor p correspondiente al valorde R} = 4.89754 es p = 0.027,
en consecuencia, si previamente se ha asumido un nivel de significancia de
0.05 = 5%, se rechaza la hipétesis nula; es decir, los datos evidencian y
advierten sobre el efecto significativo del conteo de glébulos blancos sobre
los tiempos de sobrevida de estos pacientes.

La funcién de sobrevida para el modelo de regresién exponencial ajus-
tado para los datos de leucemia, de acuerdo con la ecuacién (5.3.1), es

S(t|CGB) = exp {- (exp[3.8187 + 0.0172(CGB)]t)}
— exp {_t€§}.8187€().()172(CGB)} '

A partir de la descomposicién o factorizacién anterior se puede concluir

que para valores grandes de CG B se necesita, para un tiempo ¢ fijo, que la

probabilidad de sobrevida estimada sea menor.

Ahora se incluye la variable AG en el modelo de regresion, de manera
que se tienen los datos para los 33 pacientes como se muestran en la tabla
5.1. De esta manera, el modelo incluye las variables conteo de globulos blancos
CGB (en unidades de 1000) y la variable que define los grupos positivo
(AG =1) o negativo (AG = 0).

Una ilustracién, como se muestra en la figura 5.1, incluye el grupo de
caracteristicas negativas en las células de los glébulos blancos (4G = 0), me-
diante un examen o prueba de laboratorio. La figura 5.3 muestra las nubes
de puntos para los dos grupos; en cada panel se tienen los datos considerados
provenientes de un modelo exponencial, Weibull o log-normal, respectiva-
mente, tanto para los grupos positivo como negativo. Nuevamente, a simple
vista, se advierte que para los datos que se asocian con un modelo proba-
bilistico exponencial hay un ajuste relativamente adecuado (proximidad a
una linea recta). En consecuencia, se reformula el modelo (5.3.28) con la
inclusién de la covariable AG. Con estas covariables se pueden construir los
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Figura 5.3. Grificos de probabilidad para los datos de la tabla 5.1.

siguientes cinco modelos: (i) “nulo” (sin covariables), (ii) con la covariable
CGB, (iii) con la covariable AG, (iv) con las covariables CGB y AG y (v) con
las covariables CGB, AG y la interaccion CGB % AG. La tabla 5.3 mues-
tra las estimaciones y el logaritmo de la verosimilitud para cada uno de los
cinco modelos.

El cédigo R, para calcular las estimaciones y demds estadisticas asociadas
con los cinco modelos que se consignan en la tabla 5.3, es el siguiente:

#iH## REGRESION EXPONENCIAL CON LAS COVARIABLES CGB, AG y CGB*AG
t<-c(65,100,134,16,121,4,39,56,26,22,1,1,5,65,140,106,121,56,65,
+17,7,16,22,3,4,2,3,8,4,3,30,4,43)
cen<-c(rep(1,14),rep(0,3),rep(1,16))
cgh<-c(2.3,0.75,4.3,2.6,6.0,10.5,10.0,17.0,5.4,7.0,9.4,32.0,
+35.0,100.0,100.0,52.0,100.0,4.4,3.0,4.0,1.5,9.0,5.3,10.0,19.
+0,27.0,28.0,31.0,26.0,21.0,79.0,100.0,100.0)
AG<-c(rep(0,17),rep(1,16))
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datos<-as.data.frame(cbind(t,cen,cgb,AG))

attach(datos)

require(survival)

reg_expl<-survreg(Surv(t, cen)~1, dist='exponential')
reg_expl

reg_expl$loglik

reg_exp2<-survreg(Surv(t, cen)~cgb, dist='exponential')
reg_exp2

reg_exp2$loglik

reg_exp3<-survreg(Surv(t, cen)~AG, dist='exponential')
reg_exp3

reg_exp3$loglik

reg_exp4<-survreg(Surv(t, cen)~cgb+AG, dist='exponential')
reg_exp4

reg_exp4$loglik

reg_exp5<-survreg(Surv(t, cen)~cgb+AGtcgb*AG, dist='exponential')
reg_exp5

reg_exp5%loglik

La verificacién de la significancia de la interaccion CGB = AG, equiva-
lente a verificar la hipétesis Hy : Bg = 0, se hace mediante la razén de
verosimilitud desde los datos de la tabla 5.3; esta es

RV =2(135.0851 — 183.8071) = 2.456,

lacudtmneaudeounvdorp::P(Xa)>»2456)=(lll710kcumhado
con un grado de libertad). Este resultado sugiere que los datos no respal-
dan la inclusién del efecto conjunto o de interaccién del conteo de glébulos
blancos (CGB) y su caracterizacién (AG).

El paso siguiente es verificar el efecto de la covariable 4G condicionada
a la inclusién en el modelo de la covariable CGB vy, finalmente, verificar el
efecto de la covariable CGB; es decir, se hace una especie de “regresion” (en
inglés, backward). Los resultados se resumen en la tabla 5.4.

Asi, el modelo propuesto incluye las covariables CGB y AG, cuyos esti-
madores corresponden al modelo (iv) de la tabla 5.3.

La funcién de sobrevida, asociada con el modelo de regresiéon exponen-
cial, para un paciente con leucemia aguda es

S({|CGB, AG) = exp {~t exp[4.0274 + 0.0077(CGB) — 1.3301(AG)]}.

A partir de este modelo estimado, se observa que para valores grandes de
CGB la probabilidad de sobrevivencia es menor. También, de manera par-
cial o marginal, pacientes cuyo valor de 4G = 1 presentan probabilidades
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Tabla 5.3. Estimacién de regresién exponencial de los datos de leucemia

Modelo Covariables Estimacion log-verosimilitud

() Ninguna Bo =8.7758 -148.2746
Bo = 8.4829

(ii) CGB B1=0.0096 -141.3089
Bo =4.2905

(iii) AG B1=-1.4086 -136.2567
Bo =4.0274
B1=0.0077

(iv) CGB+AG Bo =-1.8301 -135.0851
Bo = 8.8187
B1=0.0172
Bo =-0.9396

) CGB+AG+CGB*AG 3 =-0.0169 -133.8071

Tabla 5.4. Estimacién de regresién exponencial de los datos de leucemia

Efecto Hipétesis nula Razon de verosimilitud

(Valor p)

Interaccion Hy: Bs=0 2(135.0851 — 1383.8071) = 2.456
CGB + AG (0.1171)

de AG|CGB Hy: B2=0 2(141.3089 - 185.03851) = 12.5476
(0.0004)

de CGB Hy: g1=0 2(143.2746 — 141.3089) = 3.9314
(0.0474)

de sobrevivir menores que los pacientes para los cuales AG = 0. Las curvas
de sobrevida, ajustadas por el modelo de regresién exponencial, para cua-
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Figura 5.4. Curvas de sobrevida (leucemia) ajustadas al modelo exponen-
cial.

tro perfiles de pacientes, se muestran en la figura 5.5. En el panel izquierdo
estdn las grdficas de la funcién de sobrevida para los pacientes con leuce-
mia cuyo examen AG es positivo (4G = 1), mientras que en el panel de
la derecha estdn las funciones de sobrevida para pacientes con examen AG
negativo (AG = 0); en cada panel se grafican las curvas de sobrevida pa-
ra los pacientes con un conteo de glébulos blancos de 10 y 100 (en escala
de 1000), respectivamente. Se puede concluir que los pacientes con menor
numero en el conteo de glébulos blancos tienen una mayor probabilidad de
sobrevivir que quienes tienen un valor mayor en esta variable. Esta conclu-
sion es vdlida para los dos pronésticos, AG positivo y AG negativo.

En la figura 5.5 se muestran cuatro curvas de sobrevida. Dentro del gru-
po de pacientes con examen AG positivo se consideran el subgrupo de quie-
nes tienen un CGB igual a 10 y quienes tienen un CGB de 100; las mismas
curvas se tienen para el grupo AG negativo. Se puede observar en el or-
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Figura 5.5. Comparacién de curvas de sobrevida (leucemia) ajustadas al
modelo de regresién exponencial.

den decreciente de las curvas, en términos de la probabilidad de sobrevida,
que el grupo de los diagnosticados positivamente es mayor que el grupo
de los diagnosticados negativamente. Dentro de cada grupo el orden es el
mismo, la mayor probabilidad de sobrevida la tienen quienes muestran un
conteo de glébulos blancos menor. Se resalta que para un tiempo ¢t = 60
semanas, el grupo con mayor probabilidad de sobrevivir a este tiempo es el
que tienen un AG positivo (AG = 1) y un conteo de glébulos blancos de
10 (CBB = 10), mientras que el grupo con el pronéstico de sobrevida mads
pobre es el grupo con AG negativo y un conteo de glébulos blancos de 100.
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6.1. Introduccion

Como en el capitulo anterior, se trata de modelar la variable tiempo en fun-
cién de algunos atributos o factores relacionados con la unidad (individuo
u objeto), llamados covariables. El modelamiento se puede hacer sobre la
funcién de sobrevida o sobre la funcién de riesgo; en este capitulo se mo-
dela la funcién de riesgo. Asi, se trata la funcién de riesgo dependiente del
tiempo para el evento y de un conjunto de covariables.

Un punto critico para usar un modelo de regresién paramétrica en el
andlisis de tiempo hasta el evento es la dificultad para determinar la vali-
dez de un modelo probabilistico subyacente a la distribucién de la variable
tiempo. Incluso, la seleccién de una distribucién paramétrica puede no refle-
jar necesariamente las verdaderas trayectorias individuales del proceso del
tiempo hasta el evento; por lo tanto, las estimaciones de los parametros,
derivadas de un modelo de regresién asociado con una distribucién de la
variable tiempo mal especificada, pueden ser sesgadas.

Ademds, muchos investigadores estin mds interesados en observar los
efectos de algunas covariables sobre el riesgo de una ocurrencia del evento
de interés que en el forma de una distribucién de tiempo especifica. Si bien
el modelo de riesgo proporcional es altamente acogido con satisfaccién en
muchas disciplinas aplicadas, el uso de modelos de regresién paramétrica es
a veces inconveniente porque solo las funciones de distribucién exponencial
y Weibull pueden ser formuladas como un modelo de riesgo proporcional.
Resulta necesario estructurar un modelo de regresién con el cual las es-
timaciones de los efectos de las covariables sobre la funcién de riesgo no
requieran de la especificacién de una funcién de distribucién asociada con
el tiempo al evento.

El interés se centra en explicar y pronosticar el riesgo a la ocurrencia del
evento en funcién de las covariables y la variable tiempo hasta el evento. El
procedimiento de modelamiento es similar al de los modelos de regresion,
pues tiene los componentes de estructuracién del modelo, la estimacién de
los pardmetros y el diagnéstico de la calidad y sensibilidad del modelo; esto
en términos de los supuestos estadisticos y probabilistico requeridos y de la
informacion contenida en los datos disponibles.

Si todas las unidades estdn sujetas a una linea base comun de la distribu-
cién del tiempo, y las diferencias en la tasa de riesgo instantdneo se pueden
atribuir y reflejar principalmente a través del efecto multiplicativo de las
covariables, la distribucién de los tiempos seria una constante y, por lo tan-
to, podria “separarse” potencialmente desde una funcién de verosimilitud
especifica.
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El modelo que recoge estas consideraciones es el modelo de riesgos pro-
porcionales. Fue propuesto por Cox [14] y por esta razén se le denomina el
modelo de riesgos proporcionales de Cox. Este modelo no requiere del supues-
to de algin modelo probabilistico particular para la variable tiempo hasta el
evento.

En este capitulo se muestra la estructura del modelo de Cox, el proceso
de estimacion de los pardmetros que identifican al modelo, las técnicas de
validacién del modelo y también se tratan algunos tépicos especiales como
las covariables tiempo-dependientes y los modelos estratificados.

6.2. Modelo de Cox

Se supone que cada unidad u observacién bajo estudio esta sujeta a una tasa
de riesgo instantdneo, i(t), de experimentar un evento en particular, donde
t > 0. De manera similar al modelo paramétrico de riesgo proporcional,
el efecto de las covariables en el modelo de Cox se especifica mediante un
término multiplicativo exp(x’8), el cual, por la naturaleza de la funcién de
riesgo, es no negativo. La ecuacion bdsica del modelo de Cox es exactamente
la misma ecuacién (5.2.1), y esta es dada por

h(t | x) = ho(2) exp(x’B), (6.2.1)

donde h¢(t) representa una funcién de riesgo base, la cual es una linea de
base arbitraria y no especificada dependiente solo del tiempo. El vector
B = (B1, ..., By) contiene los pardimetros asociados con los efectos de las
covariables, x = (21, 29, ..., 2,), sobre la tasa de riesgo; este vector tiene
el mismo tamarno que el vector de covariables X. Se asume que el efecto de
las & sobre la tasa de riesgo A(-) es multiplicativo, de manera que el valor
pronosticado para A al tiempo ¢ dado x, denotado por i(¢|x), varia en los
numeros reales positivos, es decir, en el rango (0, o).

El modelo (6.2.1) estd definido por dos componentes, 8 y iy(t). De ma-

nera equivalente se puede definir el modelo de Cox a través de la funcién de

h(u)du

sobrevida. Asi, por la expresion (1.5.4), S(¢) = e~ h = ¢ 10 Tuego,

So(t) = e~ La funcién de sobrevida para T, dadas las covariables x, es
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S(t]x) = exp {—./0 h(u)du}

exp {—/0 ho () exp(x’ﬁ)du}

exp {— exp(x'ﬂ)Atho(u)du}

t exp(x'B)
[exp {—/0 hg(u)du}]

= [So(1)] PR (6.2.2)

Dado que el modelo (6.2.1) puede ser expresado en la forma

. (}L(t|x)
ho(t)

el modelo de riesgos proporcionales se considera como un modelo lineal

) =1 = Bix1 + Baxe -+ Bpay, (6.2.3)

para el logaritmo de la razén de verosimilitud. Por la expresion (6.2.3), al
modelo de Cox se le denomina modelo log-aditivo.

Note que en el componente lineal no hay término constante; en caso de
que lo hubiera, este actuaria de manera multiplicativa sobre A (f) y podria
incluirse en este, pues no depende de ninguna covariable.

Al modelo de Cox (6.2.1) también se le denomina modelo semiparamé-
trico, porque la forma paramétrica estd en el efecto de las covariables (3’s)
del componente exp(x’8), mientras que la linea de riesgo base se conside-
ra no paramétrica. Esto se interpreta en dos sentidos; uno es que no tiene
efecto de covariables, es decir, no tiene pardmetros, y el otro es que no se
asume la distribucién particular para la variable tiempo hasta el evento. En
resumen, el componente h(t) no tiene pardmetros, mientras que el com-
ponente exp(x’B) si los tiene; de ahi, el término semiparamétrico.

6.21. Variables del componente lineal

El componente lineal, n = 8121+ Boxg - - -+ 8,25, del modelo de Cox puede
estar conformado por dos tipos de covariables; unas se denominan, en este
texto, variables, y las otras se llaman factores. Una variable es aquella que toma
valores en una escala al menos de intervalo (continua), tales como la edad, el
peso y la temperatura. Un factor es una variable que toma un nimero finito
de valores, los cuales se denominan niveles. Por ejemplo, el sexo biolégico
es un factor con dos niveles, la raza de una persona o un animal es un factor
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con varios niveles, la marca de un producto es un factor con un nivel por
marca especifica; asi, cada factor induce un subgrupo (estrato) de unidades.

Los modelos que contienen términos correspondientes a factores pue-
den expresarse como combinaciones lineales de los niveles que conforman
un factor. Para ello, se definen unas variables indicadoras o “ficticias” (en
inglés, dummy) para los niveles de cada factor. Es importante saber cudl es
la codificacién que cada paquete estadistico emplea para cada factor. En el
caso de una variable dicotémica, X, los valores que toma esta variable son
X = 1 para una caracteristica y X = 0 para la caracteristica complemen-
taria. En general, si una covariable es un factor con a niveles, se generan
a — 1 variables de codificacién Zg, Z3, . . .Z,, como se muestra en la tabla

¢

6.1. Asi, la mayoria de los paquetes, por defecto, tienen incorporada esta

Tabla 6.1. Codificacién de los niveles de un factor

Nivel del factor Variables “ficticias”
k Zy Zs3 ce Z,
1 0 0
2 1 0 e 0
0 1 0
a 0 0 1

codificacién, a menos que el usuario quiera introducir otra. Con una codifi-
cacién como la mostrada en la tabla 6.1, los paquetes reportan estimaciones
de los pardmetros asociadas con las variables Z9 a Z,, de manera que si se
quiere tener un prondstico del primer nivel, se deben tomar los coeficientes
asociados con las variables ficticias Zg a Z, iguales a cero.

Aunque en la presentacion del modelo de Cox no se hace explicito, las
variables también pueden considerarse como iiempo-dependientes. De esta
manera, el modelo de Cox se debe expresar como

h(t 1 x(t)) = ho(t) exp(x()’B), (6.2.4)

donde x(t) = (x1(¢), x9(t), ..., 2,(t))". Las variables tiempo-dependientes
o dindmicas son variables que toman valores dependientes del tiempo de
observacion, por ejemplo, la dosis suministrada a un paciente no es la misma
todo el tiempo, pues esta puede variar de acuerdo con la evolucién de su
enfermedad. Otro ejemplo tiene que ver con las calidades del lubricante de
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una mdquina. Caracteristicas tales como densidad, viscosidad y temperatura
son dependientes del nimero de unidades de tiempo que este lleva en uso
dentro de la mdquina. En el caso de que las variables sean independientes
del tiempo, x;(t) = xj, para j = 1,2,..., p, como se asume en el modelo
(6.2.1).

Un aspecto que refleja el predictor lineal n = B1x1 + Boxg - - - + By, es
que cada variable, x;, aparece solo una vez y de manera aditiva con el co-
rrespondiente pardmetro S, paraj = 1,2, ..., p. Suele presentarse que las
variables de manera individual y parcial o marginal tienen un efecto sobre
la funcién de riesgo, mientras que su efecto conjunto o combinado es dife-
rente. Por ejemplo, la temperatura y la humedad pueden tener un efecto en
el riesgo de que una maquina presente una falla, asi como pasa, en el caso
de un enfermo, con la condicién de ser hipertenso o no y con el tipo de
farmaco que se le suministra para la enfermedad; en ambos casos el riesgo
puede ser diferente si se consideran conjuntamente estas dos variables. Esto
se conoce como la interaccion. Generalmente, la interaccion se ha conside-
rado como la combinacién de los niveles de varios factores. En el caso de
la temperatura y la humedad, si estas se consideran en los niveles alto y ba-
jo, se tendrian cuatro factores posiblemente interactuando sobre la variable
respuesta. Para el caso de dos covariables, el predictor lineal de un modelo
con interaccion es de la forma

n = Bix1 + Boxg + B3ri1x9,

donde el pardametro B3 refleja el efecto de la interaccion entre la covariable
x1 y la covariable xg; sean estas de tipo continuo o categéricas (factores).

En general, en el predictor lineal pueden considerarse variables, factores
e interacciones de manera simultdnea. El problema estd en la informacién
disponible para la estimacién de los pardmetros y de la capacidad de inter-
pretacion de los componentes y resultados del modelo. Las variables cate-
goricas o factores se pueden introducir al modelo como variables ficticias
(dummy).

El modelo de Cox se denomina de riesgos proporcionales porque la razén
de las tasas de falla de dos unidades diferentes es constante en el tiempo. Si
las dos unidades, j y &, se definen por el valor de sus vectores de covariables
xj y a3, la razén de sus tasas de falla es

h(tlxj) _ ho(t) exp {Vr]’,B}
h(tle) ~ ho(1) exp {x] B}

la cual no depende del tiempo sino de la diferencia entre los perfiles de las

= exp {(@] = 1B},

unidades (x]’ — ;). De manera que, si una unidad tiene un riesgo al evento
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el doble que el de otra unidad, esta razén se mantiene en todo el tiempo
de seguimiento. Este es uno de los supuestos estructurales del modelo de
regresion de Cox, es decir que la tasa del evento se mantiene proporcio-
nal o, equivalentemente, que las tasas del evento acumuladas son también
proporcionales.

El supuesto de riesgos proporcionales tiene la consecuencia de que las
funciones de supervivencia para valores distintos de variables explicativas
X1 y X9 nunca se cruzan. Por lo tanto, S(¢]|x1) > S(¢|x9) (S(¢|x1) < S(¢]x9))
se cumple para todos los valores de ¢, esto indica que uno de los valores, x|
0 X9, ofrece mayores probabilidades de sobrevida en todo el tiempo.
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Figura 6.1. Grdfica de riesgos proporcionales y riesgos no proporcionales.

Una herramienta para detectar si se cuample o no el supuesto de propor-
cionalidad sobre un conjunto de datos son las grdficas de las funciones de
riesgo empiricas o estimadas. Por ejemplo, si para diferentes valores de una
variable categorica, las grdficas de las funciones de riesgo de cada nivel de
la variable son aproximadamente paralelas, se puede considerar que el su-
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puesto de proporcionalidad se cumple. La figura 6.1 contiene dos escenarios
hipotéticos; en cada panel se ha trazado la curva asociada con la funcién de
riesgo para los dos grupos determinados por una variable categérica o un
factor (grupo 1 y grupo 2). En el panel izquierdo se observa que el supuesto
de proporcionalidad se tiene, mientras que el panel derecho se muestra el
incumplimiento de la proporcionalidad.

Dada una muestra aleatoria de tiempos hasta el evento posiblemente
censurados, (¢, 6;),i = 1,2, ..., n,ysu correspondiente vector de covaria-
bles x;, se pretende estimar 8 y hy(¢) (y, porlo tanto, So(¢)). En Cox [14, 15],
se propone y se formaliza el método de estimacién conocido como método
de la verosimilitud parcial, el cual se describe en la siguiente seccién.

6.3. Estimacion en el modelo de Cox

Se asume que se tienen n observaciones f1, tg, ..., t, de tiempo hasta el
evento, sin empates, posiblemente censuradas a derecha por las constantes
€1,€2, ..., Cn, y s€a z; min{t;, ¢;}, parai = 1,2, ..., n. Algunas observa-
ciones seran censuradas, z; = ¢; (§; = 0), y algunas no serdn censuradas, es
decir, z; = t; (6; = 1). En particular, asuma que hay k tiempos no censurados
y, en consecuencia, n — £ tiempos censurados.

El modelo de regresion de Cox, ademads de la funcién linea base hq(t),
se define por los coeficientes contenidos en el vector B8, que caracterizan y
cuantifican el efecto de las covariables sobre la tasa de riesgo hasta el evento.
Estos parametros deben estimarse a través de los datos muestrales.

El procedimiento de estimacién e inferencia sobre los pardmetros es el
método de maxima verosimilitud presentado en la seccién 4.2 para modelos
paramétricos.

No obstante, la presencia del componente 2 (¢) en la funcién de verosi-
militud hace que este método no resulte apropiado para estimar los parame-
tros del componente lineal. A continuacién se muestra la inconveniencia del
método de maxima verosimilitud seguido en la seccién 4.2. En este sentido,
la funcién de verosimilitud vendria dada por

n

LB = [ | U@kl (S~

i=1

:ﬁmwm%mn (6.3.1)
i=1
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Para el modelo de Cox, por (6.2.2), la funcién de verosimilitud es

n

L(B) = [ | [ho(t:) exp {xi8}]" [So(t:)] ), (6.3.2)

i=1

la cual es una funcién del componente no paramétrico hg(¢); la acepcién “no
paramétrica” tiene dos sentidos validos. Por una parte, no tiene de manera
explicita pardmetros y, por otra parte, para la variable tiempo no se asume
distribucién alguna.

Una salida a la dificultad de conocer la forma de la funcién Ao (¢) consiste
en condicionar la verosimilitud de manera que “elimine” o suprima esta
funcion.

Como el procedimiento para estimar 8 no depende de Ao(t), Cox [14]
considera que los tiempos censurados no contribuyen con informacién en
la estimacién de B, dado que Ag(t) se podria considerar igual a O en los in-
tervalos intra-tiempos observados. La censura de una unidad tiene el efecto
simple de que hay una unidad menos en riesgo de experimentar el evento
al momento de la censura, de manera que las unidades censuradas se exclu-
yen de los conjuntos de unidades expuestas al evento en el transcurso del
tiempo. En consecuencia, como los tiempos de censura se mantendrdn fue-
ra de los cdlculos directos en la estimacion de B, entonces se consideran y
ordenan los k tiempos observados (no empatados) como

L)y <t <, -, <Ilpk)-

Se emplean estos tiempos de forma directa en la construccién de la vero-
similitud (verosimilitud condicional o parcial) formalizada en Cox [15]. A
continuacion, se sigue la presentacién de Smith [64] y Collet [10]. Sea x(;)
el vector de covariables asociado con el tiempo t(;). Los n—k tiempos censu-
rados entran a la verosimilitud a través de su pertenencia a los k conjuntos de
riesgo, Rj,con j=1,2,...,k; esdecir, el conjunto de las unidades expues-
tas al evento al momento L . El exponente “-” significa “inmediatamente”
antes que £(j).

Se emplea el concepto de conjunto expuesto al evento (conjunto en ries-
go) directamente en la construccién de la verosimilitud condicional. Se re-
toma la seccién 1.5 para la construccion de la funciéon de riesgo, esta vez
condicionada al vector de covariables x. Se puede escribir la funcién de ries-
go condicionada a las covariables como

PUT@ < Tx <t+At|T > 1)

A (6.3.3)

h(t]x) =
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la cual se puede escribir como

h(t|x)At ~ P(1T@ < Tx < t+ At|T > t) (6.3.4)
~ P(Evento al momento ¢|No evento hasta t). (6.3.5)

Se reitera que en el procedimiento de estimacién del modelo de Cox se
consideran los tiempos observados (no censurados) junto con sus conjuntos
de riesgo asociados.

A manera de ejemplo, considere las 6 unidades con sus respectivos tiem-
pos hasta el evento como se muestran en la tabla 6.2. Para estos datos, n = 6,

Tabla 6.2. Tiempos al evento

Unidad Tiempo Censura
i Z; 0i
1 7 1
2 124 1
3 88 0
4 13 1
5 2 0
6 79 1

Tomado de Smith [64, p. 169].

k = 4,y los datos observados (no censurados) ordenados son t(1) = 7,
tioy = 13, 13y = 79,y t(4)y = 124. Los conjuntos de unidades expuestas
al evento en cada uno de estos tiempos son:

%1 = {1’ 2) 3’ 4’ 6}7 %2 = {2, 37 47 6}, 9%/3 = {2) 3’ 6}) %4 = {2}'

Ahora se muestra la construccién de la verosimilitud. Considere el tiempo
t(j) con su respectivo conjunto de riesgo al evento Rj,conj=1,2,... k.

La probabilidad de que sobre una unidad de R ; con covariables x; ocurra
el evento al momento (), dado que a una unidad del conjunto R; le ocurre
el evento en el momento (), de acuerdo con la aproximacién (6.3.4), es
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dada por:

P(La unidad de R; de covariables x; tenga el evento en ¢(;))

P(Una unidad de R; tenga el evento en t(;))
Mg lxgy)Ae
T Siea, h(tlx()) At
_ kg xp))
 Siea, Mtlx(j)
_ ho(t))e™”
2le; ho(t(j))e o ”
g"?jv’”

- x . B
Zieg; €V

Note que la funcién de riesgo base, ho(t(j)), se cancela del numerador y
denominador; esto se hace porque el proceso de estimacion de los B’s se
puede desarrollar sin el conocimiento de esta funcion.

Tomando esta aproximacién para todos los tiempos observados e inde-
pendientes ¢(;), se tiene la verosimilitud condicional

6;

b (el |
LC(ﬁ)_sz%exp{x;,)ﬁ}_g Siea, exp {x(, 8} | oy

donde §; es un indicador de ocurrencia del evento (no censura). Esta no es
una funcién de verosimilitud en sentido estricto, ya que los datos de tiempo
para el evento, tanto censurados como no censurados, no estdn involucra-
dos numéricamente en el calculo. Los datos censurados solo participan de
los conjuntos de unidades expuestas a la ocurrencia del evento, R;, en el
denominador de (6.3.6). Por esta razén se ha acufiado el término verosimi-
litud parcial de Cox sobre la expresion (6.8.6) para sefalar la participacién
de los tiempos observados en la construccién de L, propuesta en Cox [14]
y sustentada en el también magistral articulo [15].

Para ilustrar la metodologia de la verosimilitud parcial se sigue el ejemplo
de Collet [10, p. 66], quien considera el caso de 5 unidades, U;, con i =
1,2, 3,4, 5, como se muestra en la figura 6.2.

Se observa que las unidades Uy y Uj; tienen tiempos censurados. Los
tiempos ordenados de las otras tres unidades son ¢(1) < t(9) < t(3), donde
t(1) corresponde a la unidad Us, t(9) a la unidad Uy y ¢(3y a la unidad Us.

Los conjuntos expuestos al evento inmediatamente antes de los tres tiem-
pos ordenados se conforman por las unidades a las que no les ha ocurrido
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Unidady | ; |
Un | E |
Uy | | oC |
I | e E: Evento ||
Us :E : o C: Censura}

Uy | | 2
Us | °C | |

0 L) TiEmro @) L)

Figura 6.2. Tiempo al evento en cinco unidades.

el evento inmediatamente antes de cada uno de estos tres tiempos. Asi, los
conjuntos son R = {Uy, Uy, Ug, Uy, Us}, Ro = {Uy, U, Uy} y Rg = {Uy}.

Los perfiles, en términos de las covariables, que conforman la verosimi-
litud parcial (6.3.6) son ¥ (x;) = exp {xl’.,B}, parai =1, 2, 3,4, 5. Los tiem-
pos observados no censurados son t(1y, t(9) y t(3), donde ¢(1) corresponde a
las unidades Usg, Uy y Uy, respectivamente. Por lo tanto, los numeradores de
la verosimilitud parcial de (6.3.6) son ¢ (3), ¥ (1) y ¥ (4), puesto que a las
unidades Ug, Uy y Uy, respectivamente, les ocurre el evento en los tres tiem-
pos ordenados. La funcién de verosimilitud parcial sobre los tres tiempos
es

v (3) N 20 R C)
d Dy @@ @)~ e e~ u @)’

El logaritmo de la verosimilitud parcial (6.3.6) estd dado por

l(,B)zlnL(,B):iéi x;ﬁ—aneXp(xzbﬁ) . (6.3.7)
i=1

[EE‘R,‘

Los valores de 8 que maximizan la funcién de verosimilitud parcial, [(8),
se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones de las derivadas parciales



186 « Modelo de riesgos proporcionales de Cox

de cada componente de B sobre la funcién [(8) igualados a cero. Esta es

Al(B) B n Zle% X([) exXp (le)ﬁ)

UB) =55 = 2.0 |
ap ;‘ b Zze%exp(xinﬁ)

=0, (6.3.8)

asi, las p-ecuaciones de maxima verosimilitud son

U(B) = (0L(B)/dB1,0L(B)/dBg, ..., 0L(B)/IB)) =0px1.  (6.3.9)

El sistema de las ecuaciones de mdxima verosimilitud, U (B) = 0, se puede
resolver mediante el método de Newton-Raphson (4.2.8), como se muestra
adelante, cuya solucién corresponde al estimador maximo verosimil de §;
este es 3. Este algoritmo numérico estd incorporado en los paquetes es-
tadisticos R, SAS, SPSS y MINITARB entre otros, con los cuales se calculan
los errores estandar, los intervalos o las regiones de confianza y se desarro-
llan estadisticas de verificacién de hipétesis basadas en la aproximacién a la
distribucién normal de B3y, es decir,

Bmy 2, NB,I(B)™).

A continuacion, se presenta el caso de datos empatados y su consideracion,
tratamiento e inclusién en el modelo de Cox.

6.31. Tratamiento de empates

Se entiende por empate a los tiempos al evento iguales en dos o mads unida-
des. Por el supuesto de continuidad de la variable aleatoria tiempo al evento,
T, no deberian presentarse empates; de otra manera, estos ocurririan con
probabilidad cero. No obstante, por circunstancias de muestreo y de redon-
deo o por aproximacién en el registro del tiempo, pueden tenerse empates.
Asi, por ejemplo, si el tiempo es medido en semanas, el evento puede ocurrir
sobre varias unidades en diferentes dias de la misma semana; en consecuen-
cia, como la unidad de tiempo es la semana, todas estas unidades tendrdn
un empate en el tiempo al evento. Lo mismo puede presentarse para el caso
de medir el tiempo en meses, pues las observaciones que se presenten antes
o después de la quincena serian respectivamente empatadas por aproxima-
cién por defecto o por exceso.

Los empates también pueden presentarse en observaciones censuradas,
por ejemplo, en presencia de censura a derecha, los tiempos de las unida-
des a las que posiblemente les ocurra el evento después de cierto tiempo se
pueden considerar como empatados. Asi, se deben considerar e incluir las
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observaciones empatadas en el cémputo de la verosimilitud parcial (6.3.6).
La aproximacion a la funcién verosimilitud, introducida por Breslow [5], se
presenta a continuacion.

Para acomodar las observaciones empatadas a la verosimilitud parcial, es
necesario introducir la notacién que se describe a continuacién.

= S; es el vector de sumas de cada una de las p-covariables para las uni-
dades sobre las cuales ocurre el evento en el j-ésimo tiempo £(;), con
j=1,2,...,r;es decir, hay r tiempos donde ocurren empates,

» d; es el mimero de unidades a las que les acontece el evento en el
momento ;) (nimero de empates),

.. d;
= el h-ésimo elemento de Sj es Sy, = X, | @y, donde a; es el valor

de la h-ésimo variable explicativa (covariable) h = 1,2, ..., p para el
k-ésimo de las dj unidades k = 1, 2, .. ., d; que tienen el evento en el
j-ésimo tiempo j=1,2,...,7r.

Breslow [5] propone la siguiente aproximacion para la funcién de vero-
similitud parcial:

- exp(B’S;))

; dj
j=1 [ZZER(L(]-)) exp {8’ X}

(6.3.10)

En esta aproximacién, los d; eventos que ocurren en el tipo ¢(j) son consi-
derados distintos y ocurren secuencialmente.

La solucién del sistema de ecuaciones (6.3.9) puede encontrarse me-
diante el método de Newton-Raphson como se describe a continuacién.

Sean U(B) = ala(;;), con [(B) = InL(B), el vector de puntuaciones y

2

JO(B) = (— 3 ,8‘? 5Zﬁk) la matriz de informacién observada. Una aproxima-
J

cién a la solucién del sistema de ecuaciones (6.3.9) en el paso m + 1 es

E(m+l) — E(m) +j0_1 (E(m)) Ug(m).

El valor de m tal que | B™+*D) —g8(m) |< ¢, paraalgin e > 0, se considera que

B+ 1) es el estimador de méxima verosimilitud de B; se nota por 8 "+1),
La raiz cuadrada de los elementos de la diagonal de la matriz de obser-

vacién, FO~! E , corresponde a los errores estandar (ee) de los estimadores

(B1, -5 By)-
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6.3.2. Interpretacion de los coeficientes B's

A partir del modelo A(t]x) = ho(£)eX #, se puede observar que el efecto de las
covariables contenidas en x es acelerar o decelerar la funcién de riesgo. Por
la propiedad de riesgos proporcionales del modelo se pueden interpretar los
coeficientes estimados. Asuma que se tienen dos unidades ¢ e i/, las cuales
tienen los mismos valores en todas las covariables, excepto en la covariable
j-ésima. Se tiene que

W) _
W)

exp [Bj(xij — 2ir))] ,

lo que representa la razén de riesgos en el momento ¢, la cual se mantiene
constante para cualquier momento ¢. Para especificar un poco mds, suponga
que la covariable z; es una variable de pertenencia a un grupo, es decir, x; =
1 significa pertenencia al grupo, mientras que z; = 0 significa no pertenencia
a ese grupo. El riesgo al evento de la unidades del grupo es ePi veces el riesgo
al evento de las unidades que no pertenecen al grupo, manteniendo fijas las
demads covariables.

6.3.21. Intervalos de confianza y verificacion de hipotesis sobre
los B's

Los errores estindar de los estimadores y la distribucién asintética de los
Bj,i=1,2,...,p, pueden emplearse para la construccién de intervalos o
regiones de confianza y para verificar hipétesis sobre los respectivos para-
metros.

Asi, un intervalo de confianza del (1 — @)100 % para S; es

BiF Z-as2)ee(Bj),

donde Z1_,/9 es el percentil 1 — /2 de una normal estindar y ee(,éj) es el
error estdndar de ;.

Si un intervalo (ﬁ] —Z(l_a/g)ee(ﬁj), Bj +Z(1_a/2)ee(ﬁj)) no contiene al
cero, esto es una evidencia de que el respectivo pardmetro §; es diferente
de cero, y en consecuencia, la respectiva covariable tiene un efecto sobre el
riesgo al evento.

La verificacién de la hipétesis Hy : ; = 0 puede desarrollarse mediante
la estadistica 298 /ee(3;), cuya regién critica o valor p puede determinarse
con la distribucién normal estindar; es decir, p = P(| Z |> z¢). Para un
valor establecido de a, se rechaza Hj si p < «@, en caso contrario, no se
rechaza.
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Para verificar la hipétesis de que “ninguna covariable tiene efecto sobre
el riesgo al evento”, es decir, Hy : B = (B1,...,Bp)" = 0, se emplea la
estadistica de Wald:

W = (ﬁ —,3()), (J@(B)) (B - Bo),

la cual tiene una distribucién ji-cuadrado con p-grados de libertad. Para la
hipétesis de que “ninguna covariable tiene efecto sobre el riesgo al evento”,
Bo = 0. Si se rechaza Hy, entonces se concluye que al menos una de las p
covariables tiene un efecto sobre el riesgo al evento. El procedimiento ade-
cuado deberia ser, primero, verificar la hipétesis global de nulidad del vector
de pardmetros B, y luego, si se rechaza esta hipétesis de nulidad, verificar
cudl o cudles covariables muestran un efecto significativo sobre el riesgo al
evento. En la seccién 6.4 se desarrollan los procedimientos estadisticos mas
apropiados para verificar la necesidad o no de incluir algunas covariables en
el modelo.

6.3.2.2. Intervalos de confianza para la razon de riesgos

La razon de riesgos al evento en un tiempo ¢ para dos unidades que difieren
en las covariables tnicamente en la pertenencia a un grupo es igual a e,
donde la covariable x; = 1, si la unidad pertenece al grupo, y x; = 0, si
no pertenece al grupo. Se escribe iy = efi, por la propiedad de invarianza
de los estimadores mdximo verosimiles. El error estdandar de i puede ser
obtenido mediante el Método Delta (2.4.3) asi:

. 5.\ 2 .
var(f) ~ 2var(f;) = (eﬂf) var(6;). (6.3.11)
Luego, el error estindar de f es aproximado por

ee() = lﬁee(ﬁj). (6.3.12)

Un intervalo del (1 — @)100 % de confianza para ¢ es dado por

U FEq-as2)ee¥). (6.8.13)

Como se trata de una razén o cociente de riesgos, se debe observar si el
intervalo de confianza contiene al uno. Silo contiene significa que el riesgo al
evento es igual para las unidades del grupo como para las que no pertenecen
al grupo. Si no contienen al uno, hay dos posibilidades. Una es que ambos
extremos del intervalo sean menores que uno, en cuyo caso se puede afirmar
que tienen mds riesgo al evento las unidades que no pertenecen al grupo y en
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este caso, al grupo se le denomina “protector” al evento. La otra posibilidad
es que ambos extremos del intervalo sean mayores que uno, entonces, el
grupo “protector” es el complemento del grupo.

El grupo puede estar conformado por las unidades que reciben un tra-
tamiento (pacientes que reciben un medicamento experimental), mientras
que su complemento (pacientes que reciben un placebo) lo conforman las
unidades que no reciben tal tratamiento.

6.3.3. Estimacion de funciones relacionadas con
ho()

Ademads de la estimacién de los pardmetros 8, se requiere estimar funciones
relacionadas con A¢(t) para determinar completamente el modelo de Cox.
Una de estas funciones, relacionada con la funcién de riesgo base, es la tasa
de riesgo al evento acumulada base:

Hy(t) = /0 tho(u)du. (6.3.14)

La correspondiente funcién de sobrevida base es:
So(t) = exp{-Hy(t)} . (6.3.15)

Estas funciones son importantes como herramientas para evaluar la ade-
cuacién de un modelo, tal como los residuos de Cox-Snell y otros que se
presentan mds adelante.

La funcién de sobrevida

S(tlx) = [So(1)] PP

es util cuando se quiere analizar en términos de percentiles asociados con
grupos de unidades.

Como no se ha supuesto un modelo probabilistico para la variable tiempo
al evento, T, no se puede acudir a la funcién de verosimilitud para estimar
ho(t). Ademds, el método de verosimilitud parcial elimina esta funcién, de
manera que se debe acudir a procedimientos no paramétricos para la es-
timacién de Ao (z). Una alternativa simple propuesta por Breslow [5] para
estimar Hy(¢) es una funcién escalonada con saltos en los tiempos diferen-
tes en los que ocurre el evento; esta se expresa como:

€j

jltj<t ZIGR(IJ) exXp {X,B}

Hy(t) = (6.3.16)
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donde ¢; es el niimero de eventos en el tiempo ¢;. Desde aqui, se pueden
estimar las funciones de sobrevida Sy (¢) y S(t), respectivamente, mediante

So(t) = exp {—ﬁo(z)} , (6.3.17)
y
S(t) = Sy (r)x»{xB} (6.3.18)

En ausencia de covariables, la expresion (6.3.16) se reduce a

A= (;—1) (6.3.19)

Jitj<t N

que corresponde al estimador de Nelson-Aalen para H (). Este estimador
también se conoce con el nombre de estimador de Nelson-Aalen-Breslow.

Ejemplo 6.3.1. Los datos de la tabla 7.9 son los tiempos en meses de so-
brevida de mujeres que han recibido una mastectomia simple o radical (ex-
tirpacién parcial o total de una gldindula mamaria) para tratar un tumor.
Los tiempos de sobrevida de cada mujer se clasifican de acuerdo a si el tu-
mor es identificado (de acuerdo con un examen o prueba) como positivo o
negativo. Los datos censurados a derecha se rotulan con el signo mas (“+7).

La variable que indica el resultado del diagnéstico es un factor con dos
niveles (positivo y negativo). Este factor se puede incluir como covariable
en el modelo de Cox empleando una variable indicadora X, donde X = 0
significa un diagnéstico con resultado negativo y X = 1, un resultado con
diagndstico positivo. Bajo el modelo de riesgos proporcionales de Cox, el
riesgo al evento muerte en el tiempo ¢ para la i-ésima mujer, cuyo valor de
covariable es x;, es

h(t)x;) = ho(t)eP™,

conx; =0, 1. La funcién Ao () es la funcién de riesgo cuando un tumor fue
diagnosticado negativamente. En el grupo de mujeres que fueron diagnos-
ticadas negativamente, hay dos con tiempos de sobrevida empatados en 26
meses. La aproximacion a la funcién de verosimilitud de Breslow (6.3.10)
se emplea para este caso.
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Tabla 6.3. Tiempo de sobrevida en mujeres con cancer de mama

Resultado del examen diagnéstico

Negativo Positivo Positivo
23 5 68
47 8 71
69 10 76%
70* 13 105*
717* 18 107*
100* 24 109*
101+ 26 113
148 26 116*
181 31 118
198* 35 143
208* 40 154
212+ 41 162*
2924+ 48 188*

50 212*
59 217+
61 2925*

Tomado de Collet [10, p. 7].

La siguiente es la sintaxis con la cual se procesan los datos en R para
ajustar el modelo de Cox. Se emplea la funcién “coxph” del paquete survival;
los empates se consideran con la metodologia de Breslow.

t<-c(23,47,69,70,71,100,101,148,181,198,208,212,224,5,8,
+10,13,18,24,26,26,31,35,40,41,48,50,59,61,68,71,

+ 76,105,107,109,113,116,118,143,154,162,188,212,217,225)
cen<-c(1,1,1,0,0,0,0,1,1,0,0,0,0,rep(1,18),rep(0,4),1,0,1,1,
+rep(0,6))

grupo<-c(rep(0,13),rep(1,32))

datos<-cbind(t,cen,grupo)

datos<-as.data.frame(datos)

require(survival)
cox1<-coxph(Surv(t,cen)~factor(grupo),data=datos,x =T,
+method="breslow")

El estimador mdximo verosimil de 8 es § = 0.908, con un error es-
tandar de ee(B8) = 0.501. La razén de riesgos es e = 9998 = 94794,
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Como es mayor que uno, se concluye que las mujeres con prondéstico posi-
tivo tienen un riesgo de muerte de 2.5 veces el que tienen las mujeres con
prondstico negativo.

El error estindar de la razén de riesgos puede encontrarse mediante el
Método Delta (6.8.11), usando el error estindar de 3. La estimacién del
riesgo relativo es iy = P =9.4794 y el error estandar de 3 es 0.501. Por el
Método Delta el error estandar de i es

ee() = 2.4794 x 0.501 = 1.2422.

Un intervalo del 95 % de confianza para 8 es: 8 ¥ 1.96¢¢(3), lo que corres-
ponde al intervalo (-0.07396; 1.88996). Luego, un intervalo de confianza
para i = ¢# se obtiene por la exponenciacién del intervalo anterior, este es
igual a (0.9289, 6.618). Note que este intervalo “escasamente” contiene al
uno, lo cual advierte que los dos grupos de mujeres tienen diferente riesgo
de muerte.

Ejemplo 6.3.2. Los datos de mielanoma muiltiple (cincer en médula ésea)
registrados en 48 pacientes que padecen esta enfermedad se consignan en
la tabla 6.4. Los datos estdn conformados por los valores de siete variables
que fueron medidas sobre cada uno de los 48 pacientes. La notacién de las
variables es la siguiente:

» Edad: edad del paciente en afios.

s Sexo: sexo del paciente (0 es hombre y 1 es mujer).

» Bun: nitrégeno ureico en sangre (por su sigla en inglés).

s Ca: calcio en sangre.

= Hb: hemoglobina en sangre.

s Pcells: porcentaje de células en plasma.

= Protein: proteina Bence-Jones (0 es ausencia y 1 es presencia).

El modelo de Cox en forma explicita para el paciente i-ésimo, en las cova-
riables x; = (Edad, Sexo, Bun, Ca, Hb, Pcells, Protein)!, se expresa como:

h(t]x;) = ho(t) exp{Biedad; + BaSexo; + B3Bun;
+ B4Ca; + B5Hb; + BgPcells; + B7Protein;}. (6.3.20)
El valor de la funcién de riesgo base, ho(t), corresponde a la funcién de

riesgo para un paciente a quien no se le registran covariables. No es co-
rrecto decir que corresponde al riesgo de un paciente para quien estas siete
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Tabla 6.4. Tiempo de sobrevida de pacientes que padecen melanoma

Paciente Tpo cen Edad Sexo Bun Ca Hb Pcells Protein

1 18 T 66 I 25 10 146 18 1
2 52 0 66 1 13 11 12.0 100 0
3 6 1 53 2 15 13 114 33 1
4 40 1 69 1 10 10 10.2 30 1
5 10 1 65 1 20 10 13.2 66 0
6 7 0 57 2 12 8 99 45 0
7 66 1 52 1 21 10 12.8 11 1
8 10 0 60 1 41 9 14.0 70 1
9 10 1 70 1 37 12 7.5 47 0
10 14 1 70 1 40 11 106 27 0
11 16 1 68 1 39 10 11.2 41 0
12 4 1 50 2 172 9 10.1 46 1
13 65 1 59 1 28 9 6.6 66 0
14 5 1 60 1 13 10 9.7 25 0
15 11 0 66 2 25 9 88 23 0
16 10 1 51 2 12 9 96 80 0
17 15 0 55 1 14 9 13.0 8 0
18 5 1 67 2 26 8 104 49 0
19 76 0 60 1 12 12 14.0 9 0
20 56 0 66 1 18 11 125 90 0
21 88 1 63 1 21 9 14.0 42 1
22 24 1 67 1 10 10 124 44 0
23 51 1 60 2 10 10 10.1 45 1
24 4 1 74 1 48 9 6.5 54 0
25 40 0 72 1 57 9 128 28 1
26 8 1 55 1 53 12 82 55 0
27 18 1 51 1 12 15 144 100 0
28 5 1 70 2 130 8 10.2 23 0
29 16 1 53 1 17 9 100 28 0
30 50 1 74 1 37 13 7.7 11 1
31 40 1 70 2 14 9 50 22 0
32 1 1 67 1 165 10 94 90 0
33 36 1 63 1 40 9 11.0 16 1
34 5 1 77 1 23 8 9.0 29 0
35 10 1 61 1 138 10 14.0 19 0
36 91 1 58 2 27 11 11.0 26 1
37 18 0 69 2 21 10 10.8 33 0
38 1 1 57 1 20 9 5.1 100 1
39 18 0 59 2 21 10 13.0 100 0
40 6 1 61 2 11 10 5.1 100 0
41 1 1 75 1 56 12 11.3 18 0
42 28 1 56 2 20 9 146 3 0
43 15 1 62 2 21 10 88 5 0
44 18 1 60 2 18 9 75 85 1
45 12 0 71 2 46 9 49 62 0
46 12 1 60 2 6 10 55 25 0
47 17 1 65 2 28 8 75 8 0
48 3 0 59 1 90 10 10.2 6 1

Tomado de Collet [10, p. 9].
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variables toman el valor cero, pues en el caso de covariables tipo factor o
categdricas habria ambigiiedad.

A continuacién, se muestra la salida del procesamiento con R mediante
la funcién “coxph”. La salida contiene la estimacién de los siete pardmetros,
B}, los ¢fi, los errores estandar de las estimaciones, ee(Bj), el valor de la
estadistica normal, z, y el valor p asociado con 2 y los intervalos de 95 %
confianza para efi.

coxph(formula = Surv(collet$Tpo, collet$cen) ~ collet$edad +
factor(sexo) + Bun + Ca + Hb + Pcells + factor(Protein),
data = collet, x = T, method = "breslow")

n= 48, number of events= 36

coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|z])
collet$edad -0.019358 0.980828 0.027924 -0.693 0.488159
factor(sexo)?2 -0.250899 0.778101 0.402286 -0.624 0.532836
Bun 0.020826 1.021044 0.005929 3.513 0.000443 **x
Ca 0.013125 1.013211 0.132442 0.099 0.921061
Hb -0.135241 0.873506 0.068891 -1.963 0.049635 *
Pcells -0.001594 0.998407 0.006577 -0.242 0.808533

factor(Protein)1 -0.640438 0.527061 0.426687 -1.501 0.133367

Signif. codes: 0 ?**x? 0.001 ?xx? 0.01 ?x? 0.05 ?.?7 0.1 ? ? 1

exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95

collet$edad 0.9808 1.0195 0.9286 1.0360
factor(sexo)2 0.7781 1.2852 0.3537 1.7118
Bun 1.0210 0.9794 1.0092 1.0330
Ca 1.0132 0.9870 0.7816 1.3135
Hb 0.8735 1.1448 0.7632 0.9998
Pcells 0.9984 1.0016 0.9856 1.0114
factor(Protein)1 0.5271 1.8973 0.2284 1.2163

De acuerdo con los intervalos de confianza (y los valores p) para cada uno
de los siete pardmetros, de la salida de R anterior se puede afirmar, con una
confiabilidad de 95 %, que Bun y Hb son significativamente diferentes de
cero. Con este resultado, sobre los datos disponibles, se puede advertir que
la funcién de riesgo no depende de estas siete variables.
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No obstante, no es correcto afirmar, a partir de estos resultados, que Bun
y Hb son variables relevantes, dado que las estimaciones de los coeficientes
de las siete variables explicativas en el modelo no son independientes.

Para determinar sobre cudles covariables depende la funcién de riesgo,
se requeriria de diferentes modelos. Para el caso de estas siete covariables se
deberfa “ensayar” con 27 = 128 modelos diferentes (sin considerar posibles
interacciones). Estos van desde un modelo sin covariables (modelo nulo),
siete modelos con una sola covariable, hasta un modelo con las siete cova-
riables (modelo saturado) como el referenciado en la expresién (6.3.20). En
la siguiente seccion se resumen algunas estrategias para comparar el ajuste
de diferentes modelos.

6.4.. Adecuacion del modelo de Cox

Como la mayoria de los modelos estadisticos, el modelo de Cox requiere
el uso de herramientas exploratorias y confirmativas para dar cuenta de su
adecuacién o ajuste a un conjunto de datos inscritos en un marco conceptual
especifico. En esta etapa se debe verificar que los supuestos con los cuales
se estructura y estima el modelo se cumplen en los datos. En particular, un
supuesto bdsico es la proporcionalidad en los riesgos. El no cumplimiento
de este supuesto puede conllevar a obtener estimaciones de los coeficientes
del modelo con problemas de sesgo, varianza, consistencia, entre otros.

En esta seccién se muestran algunos métodos para evaluar la adecuacion
de este modelo, los cuales se encuentran en la mayoria de la literatura de
modelos de regresion. Ademds, se presentan algunos métodos propios para
los modelos de regresion de datos de tiempo hasta el evento.

6.41. Métodos graficos y residuos

Para verificar el supuesto de riesgos proporcionales en el modelo de Cox,
un grafico es usado para explorar el supuesto de proporcionalidad. Se divi-
den los datos en un nimero determinado de estratos, usualmente de acuer-
do con alguna covariable categérica o con la categorizacién de una variable
numérica. Por ejemplo, dividir los datos en dos estratos de acuerdo con la
covariable sexo. A continuacién, se debe estimar la funcién de riesgo base
acumulada H((¢) para cada estrato mediante la expresién (6.3.16). Si el
supuesto es vdlido, las curvas del logaritmo I:i()(t) frente a ¢ o In(z) deben
presentar diferencias aproximadamente constantes en el tiempo. Las curvas
no paralelas significan que el supuesto de riesgos proporcionales no se cum-
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ple, como pasa, por ejemplo, en la situacién mostrada en el panel derecho
de la figura 6.1. Una ventaja de esta técnica grafica es advertir cudl es la co-
variable que estd asociada con el no cumplimiento de la proporcionalidad,
en este caso, una variable categdrica o categorizada.

Una herramienta alternativa para explorar y verificar la no existencia de
riesgos proporcionales en los datos incluidos en el modelo de Cox es el ana-
lisis de los residuos de Schoenfeld, propuestos en Schoenfeld [63]. Estos resi-
duos se definen para cada unidad y cada covariable, y se basan en la primera
derivada de la funcién de log-verosimilitud.

Hay varios métodos grificos para diagnosticar la bondad de ajuste de un
modelo de riesgos proporcionales. Los métodos grificos se basan en los re-
siduos y se emplean como herramientas de diagnéstico. En los modelos de
regresion cldsicos, los residuos se refieren a la diferencia entre un valor ob-
servado y un valor pronosticado por el modelo de regresién ajustado en la
variable respuesta. En observaciones censuradas inicamente cuando se em-
plea la verosimilitud parcial en modelos de riesgos proporcionales, el con-
cepto usual de residuo no es aplicable. Ademas de los residuos de Cox-Snell
presentados en la seccién (4.3.0.8), se definen tres residuos de interés en el
diagnéstico del modelo de Cox; estos son los de Schoenfeld, Martingala y
Deviance.

6.411. Residuos de Schoenfeld

Silaunidad i = 1,2...,n es representada por el vector que contiene p
covariables x; = (x1;,x9; ..., xp;)" y sobre esta unidad ocurre el evento,
se tiene un vector de residuos Schoenfeld, (rs1;, 59, - . ., rspi), donde cada

componente de este vector es definido por

ZjeR(zl-) Lqj CXP{X},é}

qui:(Si Xgi — ;5 ’q=1’2""’P’i:]~521"')n7
2jer(y) expix; B}
(6.4.1)
con §; = 1 si se observa el tiempo al evento t; y §; = 0 si hay censura;

B es el estimador de mdxima verosimilitud parcial de 8. Los residuos de
Schoenfeld se definen tnicamente para los tiempos no censurados y las ob-
servaciones censuradas se consideran como datos faltantes.

Si hay £ < n tiempos diferentes, entonces los residuos conforman una
matriz de tamafio £ X p, donde cada fila contiene los residuos de cada unidad
calculados en las p-covariables incluidas en el modelo.

Como en la mayoria de los residuos, se tiene que Y ; r; = 0 y asintética-
mente estos residuos tienen media cero. También se puede demostrar que

estos residuales no estdn correlacionados.
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Se definen los residuos de Schoenfeld escalados como
re; =ex JO(B) " xrg;, (6.4.2)

donde e es el nimero de eventos entre las # unidades y FO(S) es la matriz
de informacién observada.

Los grificos de los residuos de Schoenfeld frente al tiempo o a una cova-
riable pueden usarse para inspeccionar la adecuacién del modelo de riesgos
proporcionales. La presencia de algin patrén en la grifica advierte la no
proporcionalidad de los riesgos al evento, mientras que los distanciamien-
tos extremos del grupo principal de residuos sefialan la presencia de datos
atipicos o posibles problemas de estabilidad del modelo.

6.41.2. Residuos de Martingala

Los residuos de Martingala se definen por
7‘Mi=5i—r(j5i, 1= 1,2,...,71, (643)

con ¢; = 1 si el tiempo al evento, ¢;, es observado (no censurado), y O si es
censurado; r¢gs; son los residuos de Cox-Snell. Estos residuos, que son una
modificacién de los residuos de Cox-Snell, se consideran como una esti-
macién del nimero de eventos observados en exceso en los datos, pero no
pronosticados por el modelo. Se emplean para examinar la forma funcional
(lineal, cuadrdtica, etc.) para una covariable del modelo de regresién. Asi,
en una gréfica de dispersién de los puntos (z;j, ra) parai =1,2,...,ny
xj una covariable continua, la nube de puntos insinta la transformacién que
debe hacerse sobre esta variable.

La distribucién de los residuos de Martingala tiene una distribucién ses-
gada con media cero.

6.41.3. Residuos de Deviance

En la mayoria de la literatura estadistica se ha mantenido la palabra deviance
sin traduccién particular. Se definen los residuos de Deviance como

rpi = sign(ry)N=-2[ryi +6;In(8; —rar)], i=1,2,...,n, (6.4.4)

donde sign(-) es la funcién signo, la cual toma el valor 1 si el argumento es
positivo, 0 si el argumento es cero y -1 si el argumento es negativo; ry; es
el residuo de Martingala.

Estos residuos son una alternativa a los Martingala, pues son mas simé-
tricos en torno a cero y, en general, facilitan la deteccién de observaciones
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atipicas (outliers). Para un modelo que se ajuste adecuadamente a los da-
tos, estos residuos deben presentar una nube de puntos aleatoria en torno a
cero. Una grdfica de los residuos de Martingala y Deviance {rente al tiem-
po, ademds de dar cuenta de la adecuacién del modelo ajustado, permite la
deteccion de datos atipicos.

6.4.2. Comparacion de modelos alternativos

En el andlisis de regresion para los datos de tiempo hasta un evento se mode-
la la dependencia de la funcién de riesgo sobre un conjunto de covariables
o variables explicativas. En este sentido, se ajustan los modelos de riesgos
proporcionales con un componente lineal que contiene las covariables; se
trata de comparar los diferentes modelos. Como se ha senalado, si se dispo-
ne de p covariables, entonces se tienen 27 posibles modelos, que van desde
el modelo sin covariables (modelo nulo) hasta el modelo con todas las p
covariables (modelo saturado).

Un primer modelo estd anidado en un segundo modelo si todos los tér-
minos del primero estdn incluidos en el segundo. Asi, para el modelo de
Cox, h(t | ) = ho(t)eX'®, donde el modelo nulo es ho(t). Para el caso de
un factor o una variable dicotémica, x = 0, 1 (no tratamiento y tratamiento,
respectivamente), los modelos son k(1) y ho(t)e?, respectivamente.

En general, suponga que se tiene el Modelo 1 y el Modelo 2, donde el
primero contiene un subconjunto de covariables del segundo. Estos son:

Modelo 1,
h(t | x1) =ho(t) exp {B1X1 + -+ B,X,},
y Modelo 2,

Wt %) = ho(t) exp {B1X1 + -+ BpXp + Bpu1 Xpur + -+ BragXpeg )

Se esperaria que el Modelo 2 tenga un mejor ajuste que el Modelo 1. El
problema es determinar si las ¢ variables adicionales o “extras” aumentan
significativamente el poder de prediccién y explicacion del Modelo 2; en
caso contrario, se deberia asumir el Modelo 1.

El efecto de una covariable no puede ser estudiado independientemente
de las demds covariables. Asi, el efecto de una covariable depende de las
otras covariables incluidas en el modelo. Por ejemplo, en el Modelo 1, el
efecto de cualquiera de las p variables sobre la funcién de riesgo depende
de las otras p — 1 covariables que han sido ajustadas al modelo; por lo tanto,
se dice que el efecto de la variable X, estd ajustado por la restantes p — 1 co-
variables. De manera similar, cuando ¢ covariables X,.1, Xp49, ..., Xy se
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adicionan al modelo, se dice que el efecto de estas covariables sobre la fun-
cién de riesgo estd ajustado por las p covariables que ya han sido ajustadas,

X1, X, ..., X,.

Para comparar los modelos alternativos ajustados a los mismos datos ob-
servados, se requiere de una estadistica que mida la extensién a la cual los
datos son ajustados por un modelo particular. Como la funcién de verosi-
militud resume la informacién que los datos contienen sobre los pardametros
desconocidos en un modelo dado, una estadistica apropiada es el valor de
dicha funcién de verosimilitud cuando los pardmetros son reemplazados
por sus estimadores de maxima verosimilitud. Para un conjunto de datos
particular, entre mds grande el valor de la verosimilitud maximizada, mejor
es el ajuste entre el modelo y los datos.

La estadistica que mide el acuerdo (ajuste) entre el modelo y los datos
es —21n L. Como se describe en la seccion 6.3, L es el producto de proba-
bilidades condicionales y, por lo tanto, esta estadistica toma valores entre
cero y uno; en consecuencia, —2 InL es siempre positivo. Esta expresion se
obtiene en la aproximacién limite (asintStica) de esta estadistica como se
muestra en Hogg, McKean y Craig [32, p. 353]. El modelo que tenga el
menor valor de —21n L se considera como el mejor modelo. Esta estadistica
es til unicamente cuando se hacen comparaciones entre modelos ajustados
para los mismos datos; es decir, si se amplia o se reduce la base de datos, esta
estadistica puede cambiar para el mismo modelo.

Considere el Modelo 1 y el Modelo 2 definidos anteriormente, y sean
L Dy L (2) el valor del logaritmo de la verosimilitud maximizada para los
modelos 1 y 2, respectivamente. Los dos modelos se pueden comparar so-
bre la base de las diferencias entre —2 In E(l) y —2In Z(Q), lo que permite
concluir si las g variables en el Modelo 2, que son adicionales a las que ya es-
tan en el Modelo 1, aportan al ajuste del modelo a los datos. De otra forma,
la diferencia de los logaritmos de las verosimilitudes equivale a

Esta es la estadistica con la cual se verifica la hipétesis Hy : By = -+ =
Bp+q = 0. Los valores grandes de esta estadistica advierten sobre la necesi-
dad de incluir pardametros (covariables) adicionales a los ya contenidos en el
Modelo 1.
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6.4.2.1. Seleccion dentro del modelo

En la construccién de cualquier modelo, y en particular del modelo de Cox,
uno de los primeros pasos es decidir el conjunto de covariables que hardn
parte de su componente lineal. El conjunto de covariables puede estar con-
formado por factores y variables que estin medidos o registrados sobre las
unidades. Ademds, algunas interacciones entre las covariables pueden re-
querirse en el componente lineal del modelo de Cox; es decir, en

W(x) = exp{x' By =exp {B1X1+ -+ BpXp} -

Una vez que se ha decidido sobre el conjunto de covariables a incluir en
el modelo, el paso siguiente es seleccionar la combinacién de las covaria-
bles que deben usarse en el modelo de riesgo. De manera que, de acuerdo
con cada combinacién de las covariables, se obtiene un modelo. Entre estos
modelos habrdn unos “mejores” que otros, el problema es decidir cudl es el
mejor modelo.!

En modelamiento, se sigue el principio de jerarquia, lo que significa que si
un modelo tiene un término de interaccién entre covariables, entonces to-
das las covariables que conforman la interaccién deben estar incluidas en el
modelo. Esto implica que los términos de interaccién no deben ser ajusta-
dos a menos que las covariables que lo componen (efectos principales) estén
presentes en el modelo.

Una vez que se ha estructurado un modelo, manteniendo el principio de
jerarquia, se debe decidir sobre los términos del predictor lineal (factores,
variables e interacciones) que deben incluirse en la funcién de riesgo.

6.4.2.2. Métodos de seleccion de variables

Se inicia con un modelo en el cual todas las covariables se consideran e in-
cluyen. El objetivo es identificar los subconjuntos de covariables apropiadas
para el modelo de riesgo proporcional. Para un nimero de covariables, in-
teracciones e incluso términos no lineales que no sea demasiado grande,
puede ser posible incluirlos en el modelo bajo el principio de jerarquia. Sin
embargo, esto también depende de la cantidad de observaciones disponi-
bles, es decir, del tamafio de muestra (esto se trata en el capitulo 11). Los
modelos alternativos anidados se pueden comparar mediante la estadisti-
ca—-21In I: a través de la inclusion (o supresion) de términos en uno de los
modelos.

1“No existe el mejor modelo, hay unos menos malos que otros”: George Box.
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Una comparacién entre un nimero posible de modelos, los cuales no
necesariamente son anidados o encajados, se puede hacer con base en la
estadistica

AIC =-InL +aq, (6.4.5)

donde ¢ es el mimero de pardmetros desconocidos en el modelo y « es una
constante predeterminada, generalmente con valores entre 2 y 6. Un valor
de « igual 3 es similar al 5% empleado en la significancia de la verificacién
de hipétesis. La estadistica AIC, por sus siglas en inglés (Akaike’s Informa-
tion Criterion), se conoce como el criterio de informacion de Akaike. Los
modelos asociados con valores relativamente pequenios de esta estadistica
califican al modelo como el “mejor”. Una caracteristica, no explicita, de esta
estadistica es que si la unica diferencia entre dos modelos es que uno in-
cluye covariables no necesarias, el valor de AIC para ambos modelos puede
no ser diferente. El valor de AIC tenderd a incrementarse cuando términos
innecesarios se adicionen al modelo.

Cuando se incluyen covariables en un modelo, es necesario haber explo-
rado previamente la posible dependencia (colinealidad) entre estas, para no
poner covariables redundantes en el modelo que le resten poder de predic-
cién y explicacién. Si el nimero de covariables es grande, puede resultar
computacionalmente costoso el ajuste de todos los posibles modelos, pues
hay 27 posibles combinaciones de términos (un modelo por cada combi-
nacién). Asi, con p = 6, se tendrian 2° = 128 modelos, mientras que con
p = 10 se tendrian 2'° = 1024 modelos, y asi sucesivamente. De esta mane-
ra, se requiere de técnicas de computacién para la seleccion de variables, las
cuales se encuentran disponibles en la mayoria de los paquetes estadisticos.
Estas herramientas de cémputo se basan en la seleccion hacia adelante, elimi-
nacion hacia atrds o una combinacién de estas dos, como la biisqueda paso a
paso. Estas se conocen por sus palabras en inglés forward, backward y stepwise,
respectivamente.

Para la seleccion hacia adelante, las covariables se adicionan al modelo una
a la vez. En cada etapa del proceso, la covariable adicionada al modelo es
aquella que, al ser incluida, suministre la mayor disminucién en el valor de
la estadistica =21In L. El proceso termina cuando una covariable candidata
a incluirse en el modelo no reduzca el valor de=21n L en una cantidad pre-
viamente especificada. Este valor se conoce como la “regla de parada”. La
mayoria de los paquetes estadisticos mencionados tiene la opcién de decla-
rar este valor en la programacién del cdlculo computacional; en caso de no
explicitarlo, el programa de cémputo lo hace por defecto.

En la eliminacion hacia atrds, un modelo que contiene el mayor niimero de
covariables es ajustado. Luego, las covariables se van excluyendo de una en
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una. En cada etapa, la variable excluida es aquella que incremente el valor de
—21n L en la menor cantidad por su exclusién. El proceso termina cuando la
siguiente candidata a excluir incrementa el valor de —2In L en una cantidad
superior a un valor preestablecido.

El procedimiento de bisqueda o seleccion paso a paso opera de la misma

forma que la seleccion hacia adelante. No obstante, una variable que en una
etapa anterior ha sido incluida en el modelo puede ser considerada para su
exclusion en etapas posteriores. El proceso de parada tiene también un valor
establecido con anterioridad.
Ejemplo 6.4.1. Los datos corresponden a 38 pacientes a los que se les re-
gistré el tiempo de sobrevida en meses. Los tiempos de vida de pacientes
que murieron por otras causas, o a quienes se les perdié el seguimiento du-
rante el estudio, se consideran como censurados; una variable indicadora
establece si el tiempo es observado (6; = 1) o censurado a derecha (5; = 0).
La variable tratamiento (7rat.) toma el valor 2 cuando la persona es tratada
con DES (dietilestilbestrol, que es un estrégeno sintetizado) y 1 si la perso-
na toma un placebo. El objetivo del estudio es determinar si los pacientes
tratados con DES tienen un tiempo de sobrevida mayor que los tratados con
el placebo. Como los datos corresponden a un experimento aleatorizado, se
puede esperar que la distribucién de los factores de prondstico, tales como
la edad del paciente, el nivel de hemoglobina en suero sanguineo (Hemog.),
el tamafio del tumor (TTumor) y el indice de Gleason (IGleason), serd si-
milar en los pacientes en cada uno de los dos grupos de tratamiento [10, p.
10]. En consecuencia, una de las primeras tareas es determinar cudl o cudles
covariables se relacionan con el tiempo de sobrevida.

Todas las posibles combinaciones (subconjuntos) de estas variables se
ajustan en un modelo de Cox, y se calculan los valores del logaritmo de la
razoén de verosimilitudes, —2 In Z, asi como los valores del criterio de infor-
macion de Akaike, AIC (con @ = 2).

Library(MASS)
colletl14<-read.table("Tablal_4_Collet.txt", header=T)
attach(colletl14)

colletl14<-as.data.frame(collet14)

require(survival)
cox<-coxph(Surv(collet14$Tpo,collet14$Cen)~SHeam+Ttumor,
+data=collet14, x=T,method="breslow")

RV<-anova(cox)

RV

Reg_paso<-stepAIC(cox)
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Tabla 6.5. Tiempo de sobrevida en pacientes con cdncer de préstata

Paciente Trat. Tiempo Censura Edad Hemog. Tamaiio Indice

nimero a evento 0; tumor Gleason
1 1 65 0 67 13.4 34 8
2 2 61 0 60 14.6 4 10
3 2 60 0 77 15.6 3 8
4 1 58 0 64 16.2 6 9
5 2 51 0 65 14.1 21 9
6 1 51 0 61 13.5 8 8
7 1 14 1 73 12.4 18 11
8 1 43 0 60 13.6 7 9
9 2 16 0 73 13.8 8 9
10 1 52 0 73 11.7 5 9
11 1 59 0 77 12.0 7 10
12 2 55 0 74 14.3 7 10
13 2 68 0 71 14.5 19 9
14 2 51 0 65 14.4 10 9
15 1 2 0 76 10.7 8 9
16 1 67 0 70 14.7 7 9
17 2 66 0 70 16.0 8 9
18 2 66 0 70 14.5 15 11
19 2 28 0 75 13.7 19 10
20 2 50 1 68 12.0 20 11
21 1 69 1 60 16.1 26 9
22 1 67 0 71 15.6 8 8
23 2 65 0 51 11.8 2 6
24 1 24 0 71 18.7 10 9
25 2 45 0 72 11.0 4 8
26 2 64 0 74 14.2 4 6
27 1 61 0 75 18.7 10 12
28 1 20 1 72 15.8 37 11
29 1 42 1 57 13.9 24 12
30 2 57 0 72 14.6 8 10
31 2 70 0 72 13.8 3 9
32 2 5 0 74 15.1 3 9
33 2 54 0 51 15.8 7 8
34 1 36 1 72 16.4 4 9
35 2 70 0 71 13.6 2 10
36 2 67 0 73 13.8 7 8
37 1 23 0 68 12.5 2 8
38 1 62 0 63 13.2 3 8

La tabla 6.6 contiene estos resultados. De acuerdo con esta tabla, los mo-
delos mds significativos que incluyen una sola covariable son los asociados
con el tamafo del tumor (Ttumor) y el indice de Gleason (IGleason). A
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Tabla 6.6. Modelos ajustados para los datos de ciancer de préstata

Modelo Num. Modelo -2InL AIC
M1 Nulo 36.348 386.349
M2 Edad 36.270 38.269
M3 Hemog 36.196 38.196
M4 Ttumor 29.042 31.042
M5 IGleason 29.126 31.126
M6 Edad+Hemog 36.150 40.151
M7 Edad+Ttumor 28.854 382.854
M8 Edad+IGleason 28.760 32.760
M9 Hemog+Ttumor 29.019 33.019
M10 Hemog+Gleason 27.982 31.982
MI11 Ttumor+IGleason 23.534 27.534
M12 Edad+Hemog+T Tumor 28.852 34.852
M13 Edad+Hemog+IGleason 27.894 33.894
Ml14 Edad+Ttumor+IGleason 23.270 29.270
M15 Hemog+Ttumor+IGleason 23.508 29.508

M16 Edad+Hemog+Ttumor+IGleason 23.230 31.231

partir del cambio en el valor de —21n L al omitir cada una de estas variables
en un modelo que contiene a las dos variables, se concluye que ambas son
necesarias en un modelo de riesgos proporcionales. El valor de —2 InL es
tnicamente reducido por una pequefia cantidad cuando la covariable Edad
y Hemog se adicionan al modelo que contiene las covariables Ttumor e IGlea-
son. Se concluye que tnicamente las covariables Ttumor e 1Gleason son im-
portantes para el prondstico.

Respecto a la estadistica AIC, la tabla 6.6 muestra que el modelo con las
covariables Ttumor e I1Gleason tiene asociado el menor valor de esta esta-
distica (27.534), lo cual confirma que, entre los 16 modelos propuestos, este
es el modelo mds apropiado para este conjunto de datos. Ademads, muestra
que no hay otras combinaciones de variables explicativas que suministren
valores de la estadistica AIC, lo cual confirma que no se encuentran otras
alternativas de modelos que incluyan la variables Ttumor e IGleason en un
modelo.

Se considera ahora el efecto del tratamiento DES, el cual toma el valor
1 para los pacientes que recibieron el placebo, y 2 para quien es tratado con
DES. Cuando la covariable Trat se adiciona al modelo que contiene Ttu-
mor e [Gleason, el valor de —2 In L se reduce a 22.572. Esta reduccién (en
0.951) no es significativa e indica que no hay efecto del tratamiento. No
obstante, se verifica si hay efecto del tratamiento sobre estas variables. Se
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definen la variables T'raptumor = Trat X Ttumor yT1 = Trat x IGleason y
se adicionan estas interacciones al modelo que contiene Ttumor, UGleason
y Trat. Cuando T'ragptumor y T1 se adicionan al modelo, —2 In L se reduce
a 20.829 y 20.792, respectivamente. Cuando se incluyen ambos términos
en el modelo, —91InL se reduce a 19.705. Esta reduccién obtenida al in-
cluir estas dos interacciones en el modelo no es significativa, luego, no hay
evidencia de que el efecto del tratamiento dependa del tamarfio del tumor y
del indice de Gleason. Asi, la conclusién es que el tratamiento con DES no
parece tener efecto sobre el riesgo de muerte.

6.4.2.3. Método de residuales escalados de Schoenfeld y una
funcion del tiempo

Un método para visualizar el supuesto de riesgos proporcionales propues-
to por Therneau consiste en elaborar un grifico de los residuos escalados
de Schoenfeld (6.4.2) frente a una funcién del tiempo g(z). Una inclina-
cién de cero de la grifica (horizontal) advierte sobre la proporcionalidad
de los riesgos. Una ayuda grafica para la deteccién de posibles desvios en el
supuesto de proporcionalidad consiste en una banda de confianza sobre la
nube de puntos, con la cual se visualiza un poco mas facil la horizontalidad
o no del grifico. Ademds, se puede calcular el coeficiente de correlacién, p,
de los residuos escalados de Schoenfeld y la funcién auxiliar g(¢) para cada
covariable. Los valores de p cercanos a cero evidencian que el supuesto de
proporcionalidad se mantiene en los datos modelados. Una verificacién de
la hipétesis Hy : p = 0 se desarrolla para cada covariable j = 1,...,p
mediante la estadistica

2
e (Zeta - 25
CI07 (g - 9)2

donde ¢ es el nimero de eventos 'y Y, (g — &) es el j-ésimo elemento de

(6.4.6)

J

la diagonal del inverso de la matriz de informacién observada. La variable
aleatoria Tj tiene, aproximadamente, una distribucién ji-cuadrado con un
grado de libertad. Los valores de T; > X%} |_, €videncian que el supuesto
de riesgos proporcionales no se cumple para la j-ésima covariable.

En el paquete R se encuentran disponibles algunas opciones para la for-
ma funcional de g(2), tales como ¢, In(¢), rank (rango) y km (la funcién de
sobrevida de Kaplan-Meier continua a la izquierda).

Una verificacion global de la proporcionalidad de los riesgos, que invo-
lucra todas las covariables incluidas en el modelo y considera gj(t) = g(t),
se hace mediante la estadistica
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_ (g - 8)'S*"(F0)S* (g - §)
e Xi(g — 8)*

donde FO es la matriz de informacién observada, e es el nimero de eventos

T , (6.4.7)

yvS§* = eRIO0!, con R como una matriz exp de los residuos de Schoenfeld.
Esta estadistica tiene una distribucién ji-cuadrado con p grados de libertad.
Los valores p de la estadistica (6.4.7) menores que un valor «, especificado
previamente, evidencian el incumplimiento del supuesto de proporciona-
lidad de los riesgos al evento en el modelo ajustado para los datos.

6.4.2.4. Métodos con covariable dependiente del tiempo

Una alternativa para evaluar el supuesto de riesgos proporcionales en el mo-
delo de Cox consiste en incluir en el modelo una covariable dependiente del
tiempo. El modelo de Cox con covariables dependientes del tiempo extien-
den este modelo como se muestra en la ecuacién (6.2.4).

Para simplificar, suponga que se tiene como covariable un factor que in-
dica la pertenencia a uno de los dos grupos (por ejemplo, medicamento y
placebo). Se trata de verificar si la razén de tasas del evento es la misma en
cualquier tiempo ¢. Nuevamente, el modelo de Cox para este caso es dado
por

h(tlxy) = ho(t) exp{x1 81},

con x1 siendo la covariable que indica la pertenencia o no a un grupo de
interés. Como se ha mostrado anteriormente, si el modelo es adecuado, se
tiene que la razén de las tasas de riesgos de un grupo respecto al otro es
exp{B1}.

Otra covariable xg9 = t puede ser adicionada al modelo, esto se hace de
la forma

h(tlxy) = ho(t) exp{x1 81 + Bot}.

La razén de tasas de falla, entre el riesgo evaluado en 1 = 1 y el riesgo
evaluado en x1 = 0 es, entonces,

exp{B1 + Bat}.

Esta razén no es constante en el tiempo y, por lo tanto, el modelo no es de
riesgos proporcionales. Si B9 < 0, entonces la razén de las tasas de riesgos
decrece con el tiempo. Esto significa que el riesgo al evento disminuye con el
tiempo para el grupo de interés. Por otra parte, si B9 > 0, el riesgo al evento
aumentaria con el tiempo para el grupo de interés. En el caso de B9 = 0,
el riesgo es constante e igual a exp{S1}, con lo cual se evidencia que esta
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ﬂg >0
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9 < 0
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Figura 6.3. Razon de tasas de falla exp{8] + Bot}.

hipétesis corresponde al supuesto de riesgos proporcionales. La figura 6.3
muestra los diferentes escenarios del efecto sobre el riesgo al evento de la
variable dependiente del tiempo. El ajuste al modelo de Cox, en términos
de covariables que dependen del tiempo, no es el mismo que en el caso
de las covariables invariantes en el tiempo. Una razén simple al observar las
ecuaciones de estimacion (6.3.6) es que, como las covariables toman valores
diferentes en cada punto del tiempo, esto harfa mds complejo los cilculos
del denominador. De todas maneras, la estrategia grafica con los residuos es
una herramienta apropiada para diagnosticar el modelo.

6.4.2.5. Puntos atipicos, influyentes y la forma funcional de las
covariables

Los residuos de Martingala definidos en (6.4.3), es decir,

»
i = 0; —resi = 0; — Ho(t) exp {inkﬁk} ,i=1,...,m,

k=1

se emplean para verificar tanto la presencia de datos atipicos como la for-
ma funcional (en potencia, logaritmo, entre otras) de cémo debe incluirse
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las covariables en el modelo. Por ejemplo, con una variable continua z;, la
gréfica de ry; frente a ;; se emplea para diagnosticar la forma funcional de
esta covariable. La interpretacién de estas graficas no es tan inmediata y re-
quiere un poco de “ensayo error”, algo de paciencia y, sobre todo, experticia
en el marco conceptual de donde proceden los datos.

La deviance es otro residuo que se puede emplear para advertir sobre
datos atipicos. Para el modelo de Cox, de acuerdo con la definicién de este
residuo dada en (6.4.4), se expresa como

rpi = sign(ra)N=2[rasi + 6: In(8; — rai)].

Estos residuos son mds simétricos que los de Martingala. Un grifico de rp;
frente al predictor lineal Z;):l ;j B, para cada unidad i = 1,...,7 y ca-
da variable j = 1, ..., p, es empleado para detectar datos atipicos en cada
unidad y cada variable.

Otro uso de los residuales es la evaluacién de cada observacion sobre su
influencia en el modelo. Una estrategia consiste en comparar una estadistica
con y sin la observacién para determinar la “sensibilidad” del modelo a cada
observacion, es decir, el impacto o la influencia de cada observacion sobre
el modelo. La medida usual es el residuo de JackKnife dado por

Ji=B-Bu,i=1...,n,

donde f; es la estimacién del pardametro S sin la i-ésima observacion. La
influencia de cada observacion, J — i, es proporcional a (x; — z) * residuo.
De esta manera, una observacion puede tener una influencia grande, ya sea
por estar muy distanciada del promedio o por tener un residuo grande.

Para el modelo de Cox, la influencia de cada observacion se hace conside-
rando tanto la distancia de la observacién a la media o como la discrepancia
de la observacién con el modelo (residuo). La estadistica que incluye los dos
tipos de influencia es

ABi= (B -Bw) [FOBB-Bi), i=1,...,n,

con A siendo el cambio del vector de coeficientes estimados obtenido por
la exclusién de una observacién en cada etapai = 1, ..., n. Un grdfico de
AB; frente a i puede advertir sobre observaciones influyentes. En la litera-
tura del andlisis de regresion, esta estadistica se conoce como la distancia de
Cook.

Esta estadistica se puede obtener para cada covariable incluida en el mo-
delo de Cox. Asi, la estadistica para cada unidad en cada variable es

ABij = (Bj = Bj,i))' [FOB)i(Bi - Bjwy), i=1,...,nyj=1,...,p.
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Estas distancias conforman una matriz D de tamafio n X p, denominada
la matriz de los residuos dfbetas. Como en el andlisis de modelos de regresién
cldsicos, los graficos de los residuos dfbetas ligados con cada covariable, frente
a los valores de las covariables, se emplean para explorar las observaciones
influyentes.

Ejemplo 6.4.2. Se toman los datos de un estudio sobre 90 pacientes de se-
xo0 masculino diagnosticados con cdncer de laringe, los cuales se reportan
en Klein y Moeschberger [39] y en Colosimo y Giolo [11]. Para cada pa-
ciente se registré su edad (en afios) y el estadio (est) de la enfermedad que
corresponde a:

= [: tumor primario,

= [I: envoltura de nédulos,

» [II: metdstasis,

= [V: combinacién de los tres estadios anteriores.

Ademds, se registré el tiempo al evento muerte o censura (en meses). Por el
grado de la severidad de la enfermedad, los estadios son de tipo ordinal.

Para el andlisis de estos datos se emplea el modelo de riesgos propor-
cionales de Cox. El procesamiento (cdlculo y grdficas) se elaboran con el
paquete R; a continuacién se escribe el respectivo cédigo o sintaxis de R
para cada uno de los cuatro modelos ajustados (cox_lar1 a cox_lar4).

La expresién cox_lar1 corresponde al modelo de Cox sin covariables
(modelo nulo). El cédigo R para hacer los cilculos de estimacion es el sigui-
ente.

laringe<-read.table("Laringe.txt", header=T) # datos tabla 6.7
attach(laringe)

require(survival)

require(MASS)
cox_lari1<-coxph(Surv(tpo,cens)~factor(est),data=laringe,x=T,
+method="breslow")

summary (cox_lar1)

cox_lar1$loglik

El nombre cox_lar2 corresponde al modelo de Cox con la covariable es-
tadio (est), la cual se considera como un factor con cuatro niveles; para este
factor se crean tres variables ficticias guiadas por la tabla 6.1. El cédigo R
para hacer los cdlculos de estimacion es el siguiente.
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cox_lar2<-coxph(Surv(tpo,cens)~factor(est),data=laringe,x=T,
+method="breslow")

summary (cox_lar2)

cox_lar2$loglik

Al modelo de Cox anterior se le adiciona la variable edad, que es denominada
cox_lar3. El c6digo R para estimar el modelo y calcular el logaritmo de la
razon de verosimilitud es como sigue.

cox_lar3<-coxph(Surv(tpo,cens)~factor(est)+edad,data=laringe,
+x=T,method="breslow")

summary (cox_lar3)

cox_lar3$loglik

Finalmente, el modelo de Cox que incluye estadio, edad y la interaccién es-
tadio y edad es nominado como cox_lar4. El cédigo R para procesar este
modelo es el siguiente.

cox_lar4<-coxph(Surv(tpo,cens)~factor(est)+edad+
+factor(est)*edad,data=laringe, x=T,method="breslow")
summary (cox_lar4)

cox_lar4$loglik

En la tabla 6.8 se editan los resultados de este procesamiento. Desde
esta tabla se tiene —2InL = -2 = (185.0775 — 188.1794) = 6.2038.
El valor p para una distribucién ji-cuadrado con 3 grados de libertad es
p =0.1021051, con lo cual se puede concluir que la interaccién no es sig-
nificativa. No obstante, las verificaciones individuales sobre los pardmetros
de esta interaccién evidencian que al menos uno de los 8’s asociados con la
interaccién difiere significativamente de cero. Se trata de 85 con un valor
p=0.0215.

Los resultados sobre la estimacién, error estindar y verificacion de la
hipétesis de no efecto sobre los pardmetros de interaccion edad * estadio
estdn contenidos en la tabla 6.9. Un complemento al andlisis del ajuste de
los modelos de Cox propuestos para los datos de cdncer de laringe son los
residuos escalados de Schoenfeld (6.4.2). Se hace el andlisis de residuales
para los modelos de Cox con y sin interaccién y a partir de este analisis
se debe decidir cudl de los dos modelos se ajusta mas adecuadamente a los
datos.

Los residuos escalados de Schoenfeld para el modelo de Cox con inter-
accion se obtienen mediante el c6digo R como se muestra a continuacién.
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residuals(cox_lar4, type="scaledsch")
cox.zph(cox_lar4,transform="identity") ## g(t)=t
par(mfrow=c(2,4))

plot(cox.zph(cox_lar4))

De los resultados de la tabla 6.10, se advierte que las correlaciones, tipo
Pearson (p), estimadas entre los residuales de Schoenfeld y la funcién au-
xiliar g(t), son cercanas a cero para cada variable. Ademds, no se rechaza la
hipétesis Hy : p = 0, pues los valores p asociados con la estadistica (6.4.6)
son mayores a 0.33, con lo cual se respalda, desde los datos, el supuesto de
proporcionalidad de los datos en el modelo ajustado de Cox.
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Figura 6.4. Residuos de Schoenfeld frente al tiempo por estadio y edad.

A partir de los grificos de los residuos de Schoenfeld versus g(¢) =t que
se muestran en la figura 6.4, obtenidos con el cédigo R anterior, se ve que no
hay tendencias alejadas de la horizontal. En resumen, las tres herramientas
estadisticas, a saber, p, verificacion de Hy : p = 0 y las grdficas de los
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residuales, coinciden en advertir que estos datos no muestran evidencias
suficientes para rechazar el supuesto de proporcionalidad.

Asi, el modelo de Cox cuyo predictor lineal contiene las variables esta-
dio, edad y la interaccién estadio * edad se ajusta adecuadamente a los datos
contenidos en la tabla 6.8.
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Figura 6.5. Residuos de Schoenfeld frente al tiempo por estadio y edad.

Un andlisis similar al anterior, aplicado a los residuos del modelo sin
el término de interaccion, se resume en las estadisticas del coeficiente de
correlacién de Pearson (p) entre los residuos de Schoenfeld y la funcién
auxiliar g(t). La verificacion Hy : p = 0y el respectivo valor p se escriben
en la tabla 6.11.

A partir de la tabla 6.11, se observa que el estadio III puede resultar
significativo, con lo cual se advierte sobre un posible incumplimiento del
supuesto de riesgos proporcionales para este nivel de la covariable estadio.

Las graficas de residuales contenidas en la figura 6.5, excepto la asocia-
da con el estadio 11, muestran una tendencia casi horizontal de las nubes
de puntos, por lo que se puede afirmar el cumplimiento del supuesto de
proporcionalidad.
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Del andlisis y diagnéstico de los dos modelos de Cox ajustados para los
datos de cdncer de laringe, se recomienda el modelo de Cox con presencia
del término de interaccién. La tabla 6.12 muestra las estimaciones de los
respectivos pardmetros, junto con el error estindar, el valor p de la estadis-
tica asociada con la hipétesis nula Hy : B; = 0y la razén de riesgo (RR).

Considere las estimaciones obtenidas para los pardmetros del modelo
seleccionado. Sea x = (estadio, edad), la estimacién de las funciones de
sobrevida y de riesgo acumulado, de acuerdo con los datos de la tabla 6.12,
son dadas, respectivamente, por

So (t)exl’{'é4”(1"d}, si estadio |
~ §0(t)<?xl){/§1+(ﬁ4+ﬁ5)€dad}’ si estadio 11
S(tx) =1 ~ o
So(¢)exp{Bat(Burboledad} o ogadio 111
§0(t)eXp{B3+(54+B7)”d“d}, si estadio IV
y —
ho(t)exp{Baedad}, si estadio 1

}To(t)exp{ﬁl + (B4 + Bs)edad}, siestadio 11
E()(Z)CX}){BQ + (B4 + Bo)edad}, si estadio 111
EO(Z)eXP{B3+(£4+B7)€d“d}, si estadio IV.

h(t]x) =

Para efectos de lectura grdfica y, por tanto, de interpretacion, resultan mads
cémodas las gréficas de la funcién de riesgo acumulado. De acuerdo con los
valores de x, estas vienen dadas por

H (1]x) = H(1)o exp{x'B}.

Con el modelo ajustado a los datos se puede estimar tanto la funcién de
sobrevida, S(#]x), como la funcién de riesgo acumulado, H (¢|x). El cédigo
R para calcular la estimacion de la funcién de sobrevida y de riesgo es:

H<-basehaz(cox_lar4,centered=F)
tpos<-H$time

HO<-H$hazard

S0<-exp(-HO)
round(cbind(tpos,S0,H0),digits=5)

La figura 6.6 contiene las graficas de las funciones de sobrevida estimadas
para las edades de 50 y 65 afios de pacientes con cancer de laringe, en cada
uno de los cuatro estadios de la enfermedad. Estas se generan mediante el
siguiente cédigo del paquete R.
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par (mfrow=c(1,2))

# GRAFICAS DE SOBREVIDA 50 A\~nOS
plot(tpos,S0*(exp(-0.002559%50)),ylim=c(0,1), type="1",
+xlab="Tiempo",ylab="S(t|x)")
lines(tpos,S0*(exp(-7.946142+(-0.002559+0.120254)*50)), lty=2)
lines(tpos,S0* (exp(-0.122500+(-0.002559+0.011351)*50)), Llty=3)
lines(tpos,S0* (exp(0.846986+(-0.002559+0.013673)*50)), lty=4)

# GRAFICAS DE SOBREVIDA 65 A\~nOS
plot(tpos,S0*(exp(-0.002559%65)),ylim=c(0,1), type="1",
+xlab="Tiempo",ylab="S(t|x)")
lines(tpos,S0*(exp(-7.946142+(-0.002559+0.120254)*65)), lty=2)
lines(tpos,S0*(exp(-0.122500+(-0.002559+0.011351)*65)), Llty=3)
lines(tpos,S0*(exp(0.846986+(-0.002559+0.013673)*65)), lty=4)

En ambos grupos de edad el estadio II tiene mayor probabilidad de sobre-
vida. Sin embargo, en el grupo de 65 afios, la probabilidad de sobrevida de
los pacientes en este estadio decrece notoriamente y se asemeja a la curva
de sobrevida de los pacientes en estadio I. En ambos grupos de edad los
pacientes cuyo estadio de la enfermedad es IV tienen, relativamente, me-
nor probabilidad de sobrevida. En conjunto, el grupo de pacientes con 65
afos de edad tiene una sobrevida menor (en términos de probabilidad) que
los pacientes con 50 afios de edad. Esta caracteristica avala la inclusién del
término de interaccion.

La figura 6.7 contiene las grdficas ligadas a las funciones de riesgo acu-
mulado estimadas para pacientes con cdncer de laringe en los grupos de
edad de 50 y 65 afios, considerando cada uno de los cuatro estadios de la
enfermedad. El siguiente es el cédigo del paquete R con el cual se generaron
estas graficas.

par(mfrow=c(1,2))
plot(tpos,HO*(exp(-0.002559%50)),x1lim=c(0,8),ylim=c(0,4),
+type="1",lty=1,xlab="Tiempo" ,main="",ylab="Riesgo Acumulado:
+ H(tIx)")

legend("topleft",lty=c(1,2,3,4),c("Estadio I",

+"Estadio II","Estadio III","Estadio IV"),bty="n",cex=0.6)
title(main=list("Edad: 50 a\~nos"), cex=0.5)
lines(tpos,HO*(exp(-7.946142+(-0.002559+0.120254)*50)), Llty=2)
lines(tpos,HO*(exp(-0.122500+(-0.002559+0.011351)*50)), Llty=3)
lines(tpos,HO*x(exp(0.846986+(-0.002559+0.013673)*50)), lty=4)
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Edad: 50 afos Edad: 65 afios
o o
— -
© Q]
o o
© ©
o o
x =
7] 73
< <
o o
N N
o o
—— Estadio | l'\ —— Estadio |
- -+ Estadio Il e - - Estadioll
S |- Estadiom 0 Nmrmemeoes O _| - Estadioll
o - Estadio IV o = Estadio IV
T T T T T I T T T T T I
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tiempo Tiempo

Figura 6.6. Funciones de sobrevida estimadas por el modelo de Cox para
los datos de cdncer de laringe.

#### GRAFICAS 65
plot(tpos,HO*(exp(-0.002559%65)),xLlim=c(0,8),ylim=c(0,4),
+type="1",1lty=1, xlab="Tiempo",main="",ylab="Riesgo Acumulado:
+H(E[x)")

title(main=list("Edad: 65 a\~nos"), cex=0.5)
legend("topleft",lty=c(1,2,3,4),c("Estadio I","Estadio II",
+"Estadio III","Estadio IV"),bty="n",6cex=0.6)
lines(tpos,HO*(exp(-7.946142+(-0.002559+0.120254)*65)), Llty=2)
lines(tpos,HO*x(exp(-0.122500+(-0.002559+0.011351)*65)), Llty=3)
lines(tpos,HO*(exp(0.846986+(-0.002559+0.013673)*65)), lty=4)

A partir de estos resultados, se puede hacer una razén de riesgo entre
diferentes perfiles de pacientes. Asi, por ejemplo, para los pacientes i e i’
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Figura 6.7. Riesgos acumulados estimados por el modelo de Cox para los

datos de cdncer de laringe.

que pertenecen al estadio II de la enfermedad y tienen edades de 65 y 50
afios, respectivamente, la razén de sus riesgos al evento muerte es

h(tlx:) _ exp{B1+ (Bu + B5) + 65)
h(tlxy)  exp{B1+ (Bs+Bs) =50}
exp {(B4 + B5) * (65 - 50)}
5.84.

Este resultado indica que los pacientes con estadio de enfermedad Il y con
65 afios de edad tienen un riesgo de muerte 6 veces mayor con respecto a
los pacientes que tienen 50 afios de edad y estdn en el mismo estadio de la

enfermedad.
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Ahora se hace una comparacién entre pacientes de la misma edad y del
mismo estadio de la enfermedad. Por ejemplo, los pacientes de 50 afios de
edad clasificados en estadio de enfermedad IV y 111, respectivamente. Sean
jy j tales pacientes, la razén de riesgos es

htlx) _ exp{Bs+ (Ba+B7) + 50} _
h(tlxj)  exp{Ba+ (Ba+ Bo) x 50}

2.96.

Asi, el riesgo al evento muerte de los pacientes con 50 afios en el estadio de
cancer de laringe tipo IV es aproximadamente 3 veces el riesgo de muerte
de los pacientes con la misma edad en el estadio III.



Tabla 6.7. Datos de pacientes con cdncer de laringe

Modelo de riesgos proporcionales de Cox

Id tpo cens edad est ‘ Id tpo cens edad est
1 06 1 77 1 |46 43 0 64 2
2 13 1 53 1 (47 50 O 66 2
3 24 1 45 1 (48 75 0 50 2
4 32 1 58 1 (49 76 0 53 2
5 338 1 76 1 |50 93 0 61 2
6 35 1 43 1 |51 03 1 49 3
7 385 1 60 1|52 038 1 71 3
8 4.0 1 52 153 05 1 57 38
9 40 1 63 1|54 07 1 79 3
10 4.8 1 86 1 |55 08 1 82 3
11 58 1 81 1|56 1.0 1 49 38
12 6.0 1 75 1|57 13 1 60 3
13 64 1 77 1158 16 1 64 3
14 6.5 1 67 1|59 1.8 1 74 3
15 74 1 68 1|60 19 1 53 3
6 25 0 57 1]61 19 1 72 3
17 382 0 51 1]62 82 1 54 38
18 338 0 63 1|63 385 1 81 3
19 45 0 48 164 50 1 59 38
20 45 0 68 1|65 63 1 70 3
21 55 O 70 1|66 64 1 65 3
22 59 0 47 1|67 7.8 1 68 3
23 59 0 58 1|68 87 0 52 3
24 6.1 0 77 1169 45 0 66 3
25 6.2 0 64 1|70 48 0 54 3
26 65 0 79 1|71 48 0 63 3
27 6.7 0 61 1|72 50 0 49 3
28 7.0 0 66 1|73 51 0 69 3
29 74 0 73 1|74 65 0 65 3
30 81 0O 356 1|75 80 O 78 3
31 81 O 73 1|76 93 0 69 3
32 96 O 58 11|77 101 0O 51 38
33 10.7 0 68 1|78 0.1 1 65 4
34 02 1 86 2179 03 1 71 4
35 1.8 1 64 2|80 04 1 76 4
36 2.0 1 63 2|81 08 1 65 4
37 86 1 70 2182 08 1 78 4
38 4.0 1 81 283 10 1 41 4
39 6.2 1 74 2184 15 1 68 4
40 70 1 62 2|8 20 1 69 4
41 22 0 71 2|8 238 1 62 4
42 26 0 67 2|87 386 1 71 4
43 38 0 51 2|88 388 1 84 4
44 36 0 72 2189 29 0 74 4
45 483 0 47 2|90 43 0 48 4

219
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Tabla 6.8. Modelos de Cox para datos de pacientes con cdncer de laringe

Modelo Covariables Estimacién log verosim. parcial
1 Ninguna - =-197.2129
2 est: Estadio II B; =0.06576

Estadio 111 B9 = 0.61206
Estadio IV 83 = 1.72284 l9=-189.0812
3 est: Estadio II B =0.13856
Estadio 111 B9 = 0.63835
Estadio IV B3 = 1.69306
edad B4 =0.01890 [3=-188.1794
4 est: Estadio I 81 = —7.946142
Estadio 111 B9 = —0.122500
Estadio IV B3 = 0.846986
edad B4 =-0.002559
est¥*edad: (IT*edad) B5 = 0.120254
(IlT*edad) B¢ =0.011851
(IV¥edad) 87 =0.013673 [4=-185.0775

Tabla 6.9. Verificacién de modelos con pardmetros de interaccion

Paramtetro Estimacion Error estindar Wald Valor p

Bs: edad & estadio 1T 0.120254  0.052307  2.2990 0.0215
Be: edad & estadio III 0.011351  0.037449  0.3031 0.7618
B7: edad & estadio IV 0.013673  0.085967  0.3802 0.7038
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Tabla 6.10. Verificacién de la proporcionalidad en el modelo de Cox con
interaccion estadio y edad

Covariable Correlacién (p) ji-cuadrado (y2) Valor p
Estadio 11 0.0958 0.5083 0.478
Estadio 111 0.0462 0.1577 0.691
Estadio IV 0.0269 0.0421 0.837
Edad 0.1082 0.9376 0.333
Estadio II * Edad -0.0943 0.4929 0.483
Estadio 11 * Edad -0.0768 0.4364 0.509
Estadio IV * Edad -0.0443 0.1160 0.733
Tendencia global - 5.7988 0.563

Tabla 6.11. Verificacién de la proporcionalidad en el modelo de Cox sin la
interaccion estadio y edad

Covariable Correlacién (p) ji-cuadrado (y2) Valor p
Estadio 11 -0.0107 0.00605 0.9380
Estadio 111 -0.2440 2.83791 0.0921
Estadio IV -0.1188 0.62202 0.4303
Edad 0.1328 1.16886 0.2796

Tendencia global - 4.56330 0.3351
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Tabla 6.12. Modelo de regresién de Cox ajustado para los datos de cdncer

de laringe

Covariable Estimacién Razon Ries. Error Est. 72 Valor p
Xj Bj exp(B))  ee(B;) P(IZ] > 2)
Estadio 11 -7.946142 0.000854 38.678209 -2.160 0.0307
Estadio 111 -0.122500 0.884706 2.468331 -0.050 0.9604
Estadio IV 0.846986 2.332605 2.425717 0.349 0.7270
Edad -0.002559 0.997444 0.026051 -0.098 0.9218

Estadio I * Edad 0.120254 1.127783 0.052307 2.299 0.0215

Estadio III * Edad 0.011851 1.011416 0.037449 0.803 0.7618

Estadio IV * Edad 0.013678 1.018767 0.085967 0.380 0.7038
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Tabla 6.13. Estimacion de Sy (¢) v Hy(t) para datos de cancer de laringe

ID Tiempo  Sy(1) Hy(tr) |ID Tiempo  Sy(z) Hy(t)
1 0.1 0.99377 0.00625|28 4.0 0.66650 0.40572
2 0.2 0.98739 0.01269(29 4.3 0.65242 0.42707
3 0.3 0.96737 0.03318|30 4.5 0.65242 0.42707
4 0.4 0.96039 0.04041|31 4.8 0.65242 0.42707
5 0.5 0.95319 0.04794 (32 5.0 0.63406 0.45561
6 0.6  0.94596 0.056555(33 5.1 0.63406 0.45561
7 0.7 0.93875 0.06321 |34 5.3 0.61308 0.48925
8 0.8 0.917138 0.08650|35 5.5 0.61308 0.48925
9 1.0 0.90154 0.1036 |36 5. 0.61308 0.48925
10 1.3 0.88552 0.12158|37 6.0 0.59024 0.52723
11 1.5 0.87745 0.13073|38 6.1 0.59024 0.527238
12 1.6  0.86907 0.14033[39 6.2 0.56680 0.56775
13 1.8 0.85231 0.15980(40 6.3 0.54126 0.61386
14 1.9 0.83549 0.17974 |41 6.4 0.48988 0.71360
15 2.0 0.81848 0.20030(42 6.5 0.46291 0.77022
16 2.2 0.81848 0.20030[43 6.7 0.46291 0.77022
17 2.3  0.80945 0.21140(44 7.0 0.43005 0.84384
18 24 0.80004 0.22809|45 7.4 0.39625 0.92571
19 2.5 0.80004 0.22309(46 7.5 0.39625 0.92571
20 2.6 0.80004 0.22309(47 7.6 0.39625 0.92571
21 29 0.80004 0.22309[48 7.8 0.35937 1.02341
22 3.2 0.77965 0.24891(49 8.0 0.835937 1.02341
23 3.3 0.769238 0.26236(50 8.1 0.35937 1.02341
24 3.5 0.73805 0.30374(51 9.3 0.35937 1.02341
25 3.6 0.71695 0.33274 |52 9.6 0.35937 1.02341
26 3.7 0.71695 0.33274|53 10.1 0.35937 1.02341
27 3.8 0.70498 0.34959(54 10.7 0.35937 1.02341
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741. Introduccion

La verosimilitud parcial para un conjunto de datos referentes al tiempo hasta
la ocurrencia de un evento permite modelar estos datos junto con la infor-
macion de las covariables. En este contexto, los valores de las covariables se
deben determinar en tiempo, fy. Por ejemplo, cuando el paciente ingresa al
estudio, estos valores permanecen constantes durante el mismo. Dado que
en varias situaciones los datos evolucionan o cambian durante el tiempo de
estudio, no es adecuado utilizar inicamente el valor inicial de las covaria-
bles para modelar informacién que es dindmica en el tiempo. Para consi-
derar e incluir los valores de las covariables que pueden cambiar su valor en
el transcurso del tiempo (“dependientes del tiempo”), se requieren técnicas
apropiadas para obtener estimaciones vilidas de los pardametros ligados a
dichas covariables dependientes del tiempo.

Las extensiones del modelo de riesgos proporcionales de Cox se presen-
tan fundamentalmente por la naturaleza de las covariables o los pardametros,
la forma funcional del predictor x’ 8 y la forma funcional de la funcién de
riesgo base hg(¢). En algunos estudios, unas covariables pueden tomar valo-
res que cambian durante el curso del estudio. Por ejemplo, en un paciente,
pueden cambiar la masa corporal, la presién sanguinea, el colesterol o su
cuadro lipidico en el transcurso del estudio. En general, una covariable de-
pendiente del tiempo ¢ se escribe Xj(t), para j = 1, ..., p. Estas variables
pueden incorporarse al modelo de Cox como se muestra en la expresién
(6.2.4). En la seccién 7.2 se desarrolla el modelo de Cox para este tipo de
covariables.

Cuando el supuesto de proporcionalidad no se cumple para alguna co-
variable, una alternativa para el modelamiento es estratificar o categorizar la
variable y desarrollar el modelo de Cox en cada uno de los estratos o catego-
rias de la variable. El supuesto de proporcionalidad en la funcién de riesgo
se debe mantener en cada estrato. En la seccion 7.3 se aborda este modelo.

Otra extensién del modelo de Cox es el caso de los datos de tiempo al
evento con censura por intervalo. En la seccién 7.4 se presenta el modelo
de riesgos proporcionales de Cox con tiempos censurados por intervalo.

Un supuesto estructural, a veces no explicito, es que la unidades proce-
den de un universo homogéneo. Sin embargo, las unidades varian entre si.
Por ejemplo, ante el mismo tratamiento las unidades pueden tener respues-
tas que varian de una unidad a otra, y lo mismo puede decirse de los valores
que toman algunas covariables. Esta heterogeneidad frecuentemente es re-
ferida como variabilidad. El problema del modelamiento es considerar e
incluir esta variabilidad en un modelo de la variable respuesta tiempo hasta
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la ocurrencia de un evento. Los denominados modelos de fragilidad o vulne-
rabilidad, en inglés, frailty models, tratan sobre esta situacién. La idea central
de estos modelos es que los individuos o unidades tienen diferente vulne-
rabilidad a la ocurrencia del evento, y que a los mads vulnerables el evento
les ocurrird antes que a los menos vulnerables o fragiles. Estos modelos se
desarrollan en la seccion 7.5.

7.2. Modelos con covariables tiempo
dependientes

En la mayoria de los modelos de regresion, las variables explicativas o co-
variables se registran sobre cada unidad en el tiempo origen del estudio. En
la mayoria de estudios sobre tiempo hasta la ocurrencia de un evento, las
unidades son seguidas durante el tiempo de duracién del estudio. Durante
este periodo, los valores de ciertas covariables se pueden registrar en algu-
nos puntos de tiempo; tales valores pueden variar sobre la misma variable
de un punto del tiempo a otro. Las covariables cuyos valores cambian en
el tiempo se conocen como covariables dependientes del tiempo. En esta
seccion se muestra cémo este tipo de covariables se pueden incorporar al
modelo de Cox, y se hace el respectivo andlisis de este tipo de datos.

En el modelo de riesgos proporcionales de Cox, la razén de las funciones
de riesgo para cualquier par de unidades se asume independiente del tiempo
t. No obstante, en un estudio de la variable tiempo hasta el evento es frecuente
que se incluyan tanto covariables dependientes del tiempo como covariables
independientes del tiempo. En este punto es apropiado considerar dos tipos
de covariables que cambian sobre el tiempo para una misma unidad, estas
se conocen como covariables internas y covariables externas.

Las covariables internas, asociadas con una unidad en un estudio, son
aquellas que solo pueden ser medidas sobre la unidad mientras que el even-
to no haya ocurrido. Si el evento es la muerte (o una falla), las covariables
internas son aquellas que solo pueden observarse cuando el individuo (per-
sona, animal o planta) esté vivo. Por ejemplo, en el caso de las personas,
esto pasa con la presion arterial, el colesterol, la capacidad vital, entre otras.
Estas covariables reflejan un perfil del individuo y sus valores son asociables
con el tiempo de sobrevida de este.

Las covariables externas son covariables tiempo-dependientes que, para
conocer su valor, no requieren necesariamente que a la unidad no le haya
ocurrido el evento. Si el evento es la muerte, en los seres vivos una variable
externa es aquella en la que no es necesario que el individuo esté vivo para
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registrar el valor de la covariable externa. Un ejemplo, en las personas, es la
edad, pues una vez se conoce esta en el origen del estudio, la edad futura de
la persona se puede establecer en cualquier tiempo. Otro ejemplo es la dosis
de algunos farmacos, que varfa de una manera predeterminada. Un tercer
ejemplo es la covariable que existe totalmente independiente de la unidad,
tal como la humedad relativa del ambiente, el nivel de diéxido de sulfuro
en la atmdsfera, entre otras.

De acuerdo con el modelo de Cox presentado en el capitulo 6, la funcién
de riesgo para la unidad ¢ definida por las covariables x; es

p
hi(t | xi(t)) = ho(t) exp(xi(t)'B) = ho(t) exp Z Bixi;(t)| .  (7.2.1)

i=1

La funcién de riesgo base, ¢ (t), se interpreta como el riesgo para una uni-
dad en ausencia de covariables.

En este modelo, no necesariamente todas las covariables son dependien-
tes del tiempo; es decir, 2;(¢) = xj paraalginj = 1, ..., p. Se puede separar
el conjunto de p covariables en dos conjuntos de covariables; un conjunto,
Xi1, con p1 covariables fijas o no dependientes del tiempo, y el otro con-
junto con pg covariables, x;9(t), dependientes del tiempo (py + pg = p). De
forma andloga se particiona el vector de pardmetros 8 = (81, B2), donde
B1, de tamafio p; X 1, estd asociado con las variables no dependientes del
tiempo, mientras que B9, de tamafio pg X 1, se asocia con las covariables
dependientes del tiempo. Asi, el modelo (7.2.1) se escribe como

hi(t | xi1, Xi2(t)) = ho (1) exp{(xi1, xi2 (1)) (81, B2)"}

21 P2
=ho(t)exp | D" Bujzij+ Y faan()|.  (7.2.2)
= k=1

En el modelo (7.2.1), el riesgo relativo A; (¢ | xi(t))/ho(t) es también de-
pendiente del tiempo. Esto significa que el riesgo al evento en el tiempo ¢
ya no es proporcional al riesgo base, y el modelo ya no es de riesgos pro-
porcionales.

Para una interpretacion de los pardmetros 8’s en este modelo, considere
la razén de funciones de riesgo en el tiempo ¢ para dos unidades 7 e i/, con
el mismo valor en las covariables fijas o no dependientes del tiempo. Esto
es

= exp [Bo1 (xi1 (1) = 21 (1) + -+ - + Bopy (Tipy (1) = Zirpy (1)] -
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Los coeficientes B3,k =1, ..., pg, se pueden interpretar como el logaritmo
de la razon de riesgos asociados con dos unidades cuyo valor en la j-ésima
covariable en cualquier tiempo ¢ difieren en 1.0, manteniendo el mismo
valor en las demds p — 1 covariables.

7.2.041. Ajuste del modelo de Cox

Para el modelo de regresién de Cox extendido para incorporar covariables
dependientes del tiempo, la funcién log-verosimilitud parcial, a partir de la
ecuacion (6.3.7), puede generalizarse a

n
1(B) = 6: X/ (0B ~In Y exp (x(, (DB ¢ (7.2.3)
i=1 leR;

en la cual R; es el conjunto de unidades en riesgo al evento en el momento
t;, es decir, el tiempo al evento de la unidad 7 en el estudio, i = 1, ..., n.
Ademds, §; es un indicador del evento que es 0 si el tiempo al evento de la
unidad 7 es censurado y es 1 si el tiempo al evento es observado. La ma-
ximizacion de esta expresion respecto de los 8’s suministra los respectivos
estimadores de maxima verosimilitud de los pardmetros.

Para emplear el modelo (7.2.1) en el proceso de optimizacion, se deben
conocer el valor de cada una de las covariables para todas las unidades en el
conjunto de riesgo en cada tiempo, t;, donde ocurre un evento.

Cuando la forma funcional de la variable j-ésima, x;(¢), es conocida,
resulta sencillo pronosticar su valor en un tiempo ;. Cuando no se dispone
explicitamente de la forma funcional particular de una variable, el valor que
toma esta variable en un tiempo debe aproximarse. Hay varias formas de
hacer esta aproximacion.

Una salida es usar el ultimo valor de la variable registrado antes del tiem-
po requerido. Cuando la variable ha sido registrada para una unidad antes
y después del tiempo requerido, se toma el valor mds cercano en el tiem-
po. Otra opcién es usar la interpolacién lineal entre valores consecutivos de
la variable. Esta interpolacién no es adecuada cuando la variable es de tipo
categdrico; en este caso, se puede asignar el valor con mayor probabilidad,
el cual se puede calcular con regresién logistica.

Modelo de Cox como proceso de conteo

En el modelo de riesgos proporcionales de Cox cldsico se asume que la fun-
cién de riesgo toma la forma

hi(t]x:(2)) = ho()e% VP
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donde A(t) es una funcién no negativa sin especificar.
La formulacién del modelo de Cox como un proceso de conteo reemplaza
el par de variables (x;, 6;) por el par de funciones (N;(¢), Y;(¢)), donde

N;(t) = el nimero de eventos observados en [0, ] para la unidad i
Y1) = 1, launidad i estd bajo observacién y en riesgo al tiempo ¢
' 0, en otro caso.

Esta formulacién incluye los datos censurados a derecha como un caso es-
pecial; N;(¢) = T({T; <t,6; =1}) yY;i(t) = [({T; > t}), con I(-) como la
funcion indicadora.

La variable aleatoria N (¢) representa un proceso de conteo sobre [0, oo] si

1. N(¢) es un entero no-negativo, también se asume que N (0) = 0;
2. N(s) < N(t) paras < t;
3. dN(t)=N(t)-N(t")es0o1,donde N(t7) denotaalims|o N (t-9);

4. B(N(1)) < co.

El proceso de conteo observado N; = {N;(¢) : t > 0} cuenta el nimero
de eventos de la unidad 7, la ocurrencia se asume dentro del intervalo (0, ¢].
Un proceso de conteo puede ser considerado como el proceso que registra
y cuenta el nimero de eventos sobre una unidad en el tiempo de estudio.

En el modelamiento cldsico de sobrevida, las principales variables in-
cluidas son la variable tiempo para evento 7T'"; el tiempo de censura C;, con
T; = min{7T}", C;}; y la variable indicadora ¢;, la cual es igual a 1 si T" es ob-
servada y 0 si la observacién es censurada. Asi, los datos consisten en el par
(T3, 6;). Ahora, con la formulacién del proceso de conteo, el par (T3, §;) es
reemplazado por el par (N;(t), p;(t)), donde N;(¢) es el nimero de eventos
en el intervalo [0, ¢] parala unidad 7 y p;(¢) es un indicador de riesgo en el
tiempo ¢.

Ejemplo 7.2.1. Se consideran los datos de un estudio de cirrosis tomados de
Collet [10, pp. 266-267]. Doce pacientes se incluyen en un estudio sobre
el tratamiento de cirrosis en el higado. A los pacientes se les asigné alea-
toriamente un placebo o un tratamiento nuevo referido como Liverol. Seis
pacientes reciben aleatoriamente Liverol y los otros seis reciben un placebo.
Al momento de ingresar los pacientes al estudio, la edad y el nivel de bili-
rrubina de los pacientes son registrados. El logaritmo natural del valor de la
bilirrubina (en umol/l) se usa en el andlisis. Las variables son las siguientes:
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Tiempo de sobrevida del paciente en dias.

Indicador del evento (6; = 0 censura y §; = 1 no censura).

Tratamiento (0 = placebo, 1 = Liverol).

Edad del paciente en afios.

Logaritmo del nivel de bilirrubina.

Los datos asociados con los 12 pacientes y las variables estdn en la tabla 7.1,
en la cual las covariables no son dependientes del tiempo.

En el estudio se espera que los pacientes regresen a la clinica a los tres,
seis y doce meses después de iniciar el tratamiento, y luego anualmente. En
estas visitas se mide el nivel de bilirrubina y se registra, de manera que la
variable bilirrubina es una variable dependiente del tiempo, es decir, cambia
durante el seguimiento del paciente. En la tabla 7.2 se muestran los valores
del logaritmo de la bilirrubina durante el seguimiento para cada uno de los
12 pacientes.

El logaritmo de la bilirrubina (Lbrt) es una variable dependiente del
tiempo, el valor de la variable en cualquier tiempo ¢ es el valor registra-
do en la dltima visita de seguimiento inmediatamente antes del tiempo ¢,
para cada paciente. El cambio de Lbrt en un paciente a un valor nuevo se
asume que toma lugar inmediatamente después de que la medicién ha sido
realizada sobre el paciente. Por ejemplo, cuando el paciente 1 inicia el es-
tudio tiene un log(bilirrubina) de 3.2. En el dia 47, después de iniciar el
estudio, el valor es de 3.8, en el dia 184 el valor de log (bilirrubina) es 4.9y,
finalmente, en el dia 251 esta variable toma el valor de 5.0. Esto es equiva-
lente a suponer que los valores de Lbr para un paciente siguen una funcién
escalonada en la cual los valores se asumen constantes entre cualquier par
de puntos de medicién consecutivos.

En la figura 7.1 se muestra la “trayectoria” de la variable Lbrt para el pa-
ciente nim. 1 y se observa que es una funcién escalonada continua por la
derecha. Los datos se han estructurado teniendo en cuenta esta caracteris-
tica, la cual se emplea en el paquete R para la estimacién de los modelos de
Cox con variable dependiente del tiempo. La tabla 7.8, que se muestra al
final del capitulo, contiene los datos asi estructurados.

En primera instancia, de manera independiente, se ajustan los modelos
de la funcién de riesgo con las siguientes covariables: (i) sin covariables (mo-
delo nulo), (ii) edad, (iii) logaritmo de la bilirrubina (Lbr), (iv) edad y logaritmo
de la bilirrubina y (v) Edad, logaritmo de la bilirrubina (Lbr) y tratamiento (trto).
Se nota que todas las covariables no son dependientes del tiempo. Para cada
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modelo se calcula la estadistica =2 In L, los resultados se muestran en la ta-
bla 7.3. A partir de esta tabla se concluye que la funcién de riesgo depende
moderadamente de las covariables edad y logaritmo de la bilirrubina (Lbr). No
obstante, la inclusién simultdnea de estas covariables en un mismo modelo
no es muy significativa. Cuando se agrega la covariable tratamiento (trto) al
modelo que contiene edad y Lbr, la reduccién en el valor de la estadistica
—2InL se reduce en 18.47542 — 18.29288 = 5.18259. Esta es una reduc-
cion significativa al 5 %, pues el respectivo valor p es igual a 0.02281434. El
coeficiente del tratamiento es -3.0519 y significativo (valor p igual a 0.051),
lo cual indica que el medicamento Liverol es efectivo en la reduccién del
riesgo al evento muerte. Asi, Liverol reduce el riesgo a la muerte por un
factor de ¢=3-919 = 0.0478. Se puede decir que este medicamento, a partir

de estos datos, tiene un efecto “protector” sobre la muerte.

Tabla 7.1. Tiempo de sobrevida de pacientes con cirrosis de higado

Paciente Tiempo Censura Tratamiento Edad Lbr
1 281 1 0 46 3.2
2 604 0 0 57 8.1
3 457 1 0 56 2.2
4 384 1 0 65 3.9
5 341 0 0 73 2.8
6 842 1 0 64 2.4
7 1514 1 1 69 2.4
8 182 0 1 62 2.4
9 1121 1 1 71 2.5
10 1411 0 1 69 2.3
11 814 1 1 77 8.8
12 1071 1 1 58 3.1

Tomado de Collet [10, p. 267]

El cédigo R empleado para hacer el procesamiento estadistico es:

## MODELO DE COX CON DATOS SIN VARIABLES TPO DEPENDIENTES
cirroO<-read.table("cirrosis0.txt",header=T) # Leer Tabla 7.1
attach(cirro0)

require(survival)
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Tabla 7.2. Seguimiento de la bilirrubina en pacientes con cirrosis de higado

Paciente Tiempo log(bilirrubina) Paciente Tiempo log(bilirrubina)

1 47 3.8 7 74 2.9
184 4.9 202 3.0
251 5.0 346 3.0
2 94 2.9 917 3.9
187 3.1 1411 5.1
321 3.2 8 90 2.5
3 61 2.8 182 2.9
97 2.9 9 101 2.5
142 3.2 410 2.7
359 3.4 774 2.8
440 3.8 1043 3.4
4 92 4.7 10 182 2.2
194 4.9 847 2.8
372 5.4 1051 3.3
5 87 2.6 1347 4.9
192 2.9 11 167 3.9
341 3.4 498 4.3
6 94 2.3 12 108 2.8
197 2.8 187 3.4
384 3.5 362 3.9
795 3.9 694 3.8

## MODELO DE COX SIN VARIABLES TIEMPO DEPENDIENTES
cox0<-coxph(Surv(tpo,Censura)~1)
cox0

cox0%$loglik

summary (cox0)
cox1<-coxph(Surv(tpo,Censura)~edad)
cox1

cox1%$loglik

summary (cox1)
cox2<-coxph(Surv(tpo,Censura)~Lbr)
Cox2

cox2%$loglik
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Figura 7.1. Log-bilirrubina (Lbrt) del paciente nim. 1.

Tabla 7.3. Modelos sin variable tiempo-dependiente

Modelo Coefic. ~2InL.  ee(Coefic.) Z Valor p

Modelo Nulo 25.12134
Edad -0.1082 22.13538  0.0652  -1.66 0.0969
Lbr 1.43  21.66236 0.79 1.81  0.07
Edad y -0.0999 0.0590 -1.69 0.09
Lbr 1.7701 18.47542  0.9753 1.81  0.07
Edad -0.0850 0.0778  -1.10 0.271
Lbry 2.5608 1.2721 2.01 0.044

Trto -3.05619 138.29283 1.5615 -1.95 0.051
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summary (cox2)
cox3<-coxph(Surv(tpo,Censura)~edad+Lbr)

cox3

cox3%$loglik

summary (cox3)
cox4<-coxph(Surv(tpo,Censura)~Lbr+factor(trto))
cox4

cox4$loglik

summary (cox4)

La salida para el modelo que contiene las covariables edad, Lbr y trto es la

siguiente:

coef exp(coef) se(coef) z p

edad -0.0850 0.9185 0.0773 -1.10 0.271
Lbr 2.5608 12.9462 1.2721 2.01 0.044

factor(trto)1 -3.0519 0.0473 1.5615 -1.95 0.051

Tabla 7.4. Modelos con variable tiempo-dependiente

Modelo Estadistica —21n L
Modelo nulo 25.12134
Edad 22.13538
Lbrt 12.04975
Edad y Lbrt 11.14492
Lbrt y Trto 10.6762

Ahora se desarrolla el modelamiento con la covariable tiempo-depen-
diente logaritmo de la bilirrubina (Lbrt) en el tiempo (tablas 7.1 y 7.2). Los
valores de la estadistica —2In L para cada uno de los modelos de Cox ajus-
tados se presentan en la tabla 7.4.

El efecto de la variable Lbrt es evidente, pues el valor de la estadistica
—21In L se reduce a 22.18588 con la variable edad, y a 12.04975 con la va-
riable Lbrt. Cuando la variable edad se incluye junto con la variable Lbrt su
efecto es pequerio, puesto que —21In L pasa de 12.04975 a 11.14492. En
consecuencia, se adiciona la variable tratamiento (¢irto) al modelo que con-
tiene solo la variable Lbrt. El efecto de esta tltima adicion es que —=21In L
se reduce de 12.04975 a 10.6762. La reduccion es en 1.37355, la cual no
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es significativa (valor p es igual a 0.2412029). Se concluye que la funcién
de riesgo depende de la dindmica del logaritmo de la bilirrubina y ningtn
efecto del tratamiento es apreciable.

La funcién de riesgo para el i-ésimo paciente es

i (t|Lbrt, trto) = exp{3.605Lbrt — 1.479¢rt0}hy (1),

donde Lbrt, aunque debiera notarse como Lbr(t), resalta la dependencia
del nivel de bilirrubina en el tiempo ¢. La razén de riesgo a la muerte en el
tiempo ¢, entre dos pacientes que reciben el mismo tratamiento y quienes
tienen una diferencia de una unidad al momento ¢ en el nivel de Lbr, es igual
a e3.605 = 86.7738. Una explicacién de la diferencia entre los modelos con
y sin variable dependiente del tiempo (tablas 7.3 y 7.4, respectivamente) es
que el efecto del tratamiento es cambiar los valores del nivel de bilirrubina,
de forma tal que, después de los cambios en estos valores a través del tiempo,
no se evidencie el efecto del tratamiento.

La tabla de datos 7.8 ha sido estructurada en la forma “start/stop” (en
la tabla i7 y ¢f) para permitir su procesamiento con el paquete R. El cédi-
go R para el desarrollo de los respectivos cémputos de los modelos, cuyos
resultados son editados en la tabla 7.4, se muestra a continuacién.

## DATOS DE CIRROSIS CON VARIABLES TPO DEPENDIENTES
cirrol<-read.table("Tabla 7.5",header=T)
attach(cirrol)

require(survival)

## MODELOS DE COX CON VARIABLE TIEMPO DEPENDIENTE
coxtO<-coxph(Surv(time=ti,time2=tf,cen)~1,
+method="breslow")

coxt0

coxt0$loglik
coxt1<-coxph(Surv(time=ti,time2=tf,cen)~Edad,
+method="breslow")

coxtl

coxt1$loglik
coxt2<-coxph(Surv(time=ti,time2=tf,cen)~Lbrt,
+method="breslow")

coxt2

coxt2$loglik
coxt3<-coxph(Surv(time=ti,time2=tf,cen)~Edad+Lbrt,
+method="breslow")

coxt3
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coxt3$loglik
coxt4<-coxph(Surv(time=ti,time2=tf,cen)~Lbrt+factor(Trto),
+method="breslow")

coxt4

coxt4$logli

La funcién de riesgo base acumulada, Hy(¢), puede estimarse para el mo-
delo que contiene la covariable dependiente del tiempo, el logaritmo de la
bilirrubina, Lbrt, y la covariable tratamiento, trto. La tabla 7.5 contiene los
valores de esta funcién. Se observa que el riesgo base no es constante sino
que se incrementa en el tiempo.

La figura 7.3 contiene las funciones de riesgo acumulado base estimadas
para los grupos “tratamiento” (Liverol) y “placebo”, respectivamente. Estas
funciones se evalian y grafican para un paciente cuyo valor del logaritmo
de la bilirrubina es Lbr = 3.0, en los dos grupos.

Tabla 7.5. Estimacion de Hy(t) en estudio de cirrosis

Tiempo de seguimiento ﬁ()(t)
0 0.000

281 8.716865 x 1079

384 1.222210x 1078

457 5.418506 x 1077

814 9.084826 x 1077

842 1.577272 x 1076

1071 3.318074 x 1076

1121 6.007338 x 1076

1514 6.052855 x 1076

Las correspondientes funciones de sobrevida también se evaluaron y gra-
ficaron para una persona con Lbr = 3.0. Estas funciones se muestran en la
figura 7.3. Alli se muestra que el grupo de pacientes que recibieron el pla-
cebo tienen un prondstico mds bajo, en términos de probabilidad de sobre-
vida, que los del grupo que recibe el tratamiento con Liverol.
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Figura 7.2. Funciones de riesgo acumulado base estimadas por tratamiento
de cirrosis.

7.3. Modelos estratificados

El supuesto estructural del modelo de Cox es que la razén de las funciones
de riesgo en cualquier par de unidades i e i’ con covariables de pronéstico x;
e X; es una constante, independiente del tiempo. Este supuesto no siempre
es satisfecho por los datos asociados con situaciones prdcticas. Para acomo-
darse al caso de no proporcionalidad, el modelo de Cox puede extenderse
empleando el concepto de estratificacion mostrado por Kalbfleisch y Prentice
[87, p. 118].

Los estratos pueden tenerse de entrada o no, de acuerdo con la natu-
raleza de las covariables; asi es para las variables con naturaleza categorica,
tales como un tratamiento con diferentes niveles, el sexo, el tipo de activi-
dad laboral, la raza, entre otros. En el caso de las covariables de naturaleza
cuantitativa (al menos en escala de intervalo), estas se pueden categorizar
mediante la introduccién de puntos de corte que determinen las categorias
o estratos, por ejemplo, la variable estatura se puede categorizar en los va-
lores “baja”, “media” y “alta”. Lo mismo puede decirse para variables como
el peso, los ingresos o los niveles de colesterol de las personas; o la dureza
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Figura 7.3. Funciones de sobrevida estimadas por tratamiento de cirrosis.

y la conductividad eléctrica en materiales; o la humedad, la temperatura, la
concentracién de gas carbénico y el brillo solar en covariables ambientales.

Se advierte que los estratos no solo se generan por la naturaleza de las
covariables sino por el andlisis del supuesto de proporcionalidad del modelo,
orientado e indicado por el andlisis de residuales mostrado en la seccién 6.4.

En resumen, los estratos dividen las unidades en grupos disjuntos cada
uno de los cuales tiene una funcién de riesgo base diferente pero valores
comunes para los coeficientes del vector B. Los estratos juegan un papel
similar al de los bloques en un disefio de bloques aleatorizado dentro del
andlisis de varianza a dos vias de clasificacion en el disefio experimental.

La estrategia de modelar por estratos consiste en que los modelos de
Cox sean de riesgos proporcionales dentro de cada estrato. Por ejemplo, la
proporcionalidad del modelo se tiene tanto dentro del estrato conformado
por mujeres como el constituido por hombres.

Un modelamiento estratificado consiste en dividir los datos de tiempo
para el evento en m estratos, de acuerdo con la indicacién del incumplimien-
to del supuesto de proporcionalidad. El modelo de riesgos proporcionales
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de Cox estratificado se expresa entonces como
hij(t]x) = hoj(t) exp{x;;B}, j=1...,mi=1,...,m, (7.3.1)

donde 7; es el nimero de unidades en el estrato j =1, ..., m.

Las funciones de riesgo base £;(t) se asumen como diferentes para cada
estrato y no relacionadas. No obstante, los coeficientes de regresién de los
f’s son los mismos en todos los estratos. Es decir, se asume que los ries-
gos son proporcionales para unidades dentro de cada estrato, pero no entre
estratos o niveles.

Computacionalmente, la funcién de verosimilitud parcial de todas las
observaciones desde los m estratos es definida como

m

L) = [LiB), (7.3.2)

j=1
donde L;j(B) es la verosimilitud parcial o marginal para el j-ésimo estrato.
El logaritmo de la funcién de verosimilitud es, entonces,

(B =IL(B) = D (B, (7.8.3)
j=1

donde [;(8) = InL;(B) se obtiene empleando solamente los datos de las
unidades que pertenecen al estrato j = 1, ..., m. Las estimaciones de 8
se obtienen como solucién del sistema de ecuaciones de derivadas parciales
igualadas a cero, 0[(B)/dpB; = 0. Una aproximacién a la solucién de estas
ecuaciones se obtiene mediante el método de Newton-Raphson.

El vector de puntuacién y la matriz de informacién son sumas similares:

UB) =D Ui(B) e F(B) =),
J=1 j=1

respectivamente.

En el modelo de Cox estratificado (7.3.1) se asume que las covariables
tienen un efecto similar en la funcién de riesgo base de cada estrato, de ahi
que los B’s se asumen igual para todos los estratos. Este supuesto puede ser
verificado mediante el empleo de la razén de verosimilitudes, a través de la

estadistica
m

RV =-2|1(8) - > Li(B)|, (7.3.4)

i=1
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donde [(f) es el logaritmo de la funcién de verosimilitud parcial sobre el
modelo que asumen los 8’s comunes en cada estrato y 3,2 | /; (Bj), es el lo-
garitmo de la funcién de verosimilitud parcial sobre el modelo que asumen
B’s diferentes en cada estrato.

Ejemplo 7.3.1. Considere los tiempos y datos de sobrevida (tiempo hasta
la muerte) de pacientes con leucemia mieloide aguda (en inglés AML), to-
mados del libro de Lee y Wang [44, p. 275] y consignados en la tabla 7.6.
Dos posibles factores de pronéstico o covariables, edad y celularidad, se han
definido de la siguiente forma:

) 2=
0, en otro caso.

1, siedad > 50 1, sicelularidad de médula es 100 %
X = X

0, en otro caso

Tabla 7.6. Tiempos de sobrevida de pacientes con AML

Tiempo Cens X; X¢ | Tiempo Cens X; Xy
18 1 0 0 8 1 1 0
9 1 0 1 2 1 1 1
28 0 0 0 26 0 1 0
31 1 0 1 10 1 1 1
39 0 0 1 4 1 1 0
19 0 0 1 3 1 1 0
45 0 0 1 4 1 1 0
6 1 0 1 18 1 1 1
8 1 0 1 8 1 1 1
15 1 0 1 1 1 1
23 1 0 0 14 1 1 1
28 0 0 0 3 1 1 0
7 1 0 1 13 1 1 1
12 1 1 0 13 1 1 1
9 1 1 0 35 0 1 0

Suponga que no se tiene seguridad sobre si el riesgo a la muerte de pa-
cientes cuya edad es al menos 50 afios es proporcional a la de los pacientes
con edad menor a 50 afios; por tanto, se decide hacer una estratificacién
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respecto a la variable edad. Las funciones de riesgo se asumen como:

hi(t|X9) = ho1(t) exp{BaXe},
ho(t|X2) = hog(t) exp{BoXa},

donde %1 (¢|X9) es la funcién de riesgo para pacientes cuya edad es menor
a 50 afios y ho(t|X9) es la funcién de riesgo para pacientes cuya edad es
mayor o igual a 50 afios; ambas funciones dependen de la celularidad, Xo.
Las funciones a1 (2) y ko2 (¢) son las funciones de riesgo base para cada uno
de los dos grupos etdreos.

El cédigo R para hacer los cdlculos de los modelos de Cox estratificados
por la variable edad (X;) es:

aml<-read.table("Tabla 7.6.txt", header=T)

#Tabla 7.6 se debe estructurar para leer en R
attach(aml)

require(survival)

# MODELO ESTRATIFICADO POR LA VARIABLE EDAD (X1)
cox_est2<-coxph(Surv(Tpo, Cens)~factor(X2)+strata(X1),
+method="breslow")

summary (cox_est2)

Los resultados del procesamiento en R, con los dos estratos definidos por
la edad X, son:

coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|z])
factor(X2)1 0.2173 1.2427 0.4411 0.493 0.622

Estos resultados no difieren de los obtenidos para el modelo sin estratificar,
los cuales se muestran en la siguiente salida de R:

# RESULTADOS DEL MOLDELO SIN ESTRATIFICAR

coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|z])
factor(X1)1 1.0132 2.7544  0.4574 2.215 0.0268 *
factor(X2)1 0.3503 1.4194  0.4392 0.798 0.4251

7.4. Modelo de Cox con censura por intervalo

Hasta ahora los datos que se han modelado han estado sujetos solo a cen-
sura por la derecha. Es decir, cada observacién sobre la unidad (persona,
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animal, planta u objeto) en el tiempo comienza en un momento bien defi-
nido y conocido (origen), y el seguimiento continua hasta que el evento de
interés ocurre o hasta que la observacién sobre la unidad termina por moti-
vos no relacionados con el evento de interés. Por ejemplo, el sujeto se retira
o el estudio finaliza. En la prdctica, este es el tipo de censura mads frecuen-
temente encontrado en los datos de tiempo hasta el evento; sin embargo,
hay otras razones por las que se tienen otras clases de observaciones incom-
pletas del tiempo al evento. En esta seccién, consideramos algunas de estas
observaciones, asi como los métodos que extienden el modelo de riesgos
proporcionales para abordarlos.

Suponga que la escala de tiempo para un estudio se representa como una
linea horizontal. Una observacién incompleta del tiempo al evento puede
ocurrir en cualquier punto de la linea, aunque es mds comun al principio (es
decir, a la izquierda) o al final (es decir, a la derecha) de la escala de tiempo.
La censura y el truncamiento son las dos causas mds comunes de observa-
ciones incompletas. Asi, cuando se considera una observacién del tiempo al
evento, se debe evaluar si la observacion estd sujeta a censura o truncamien-
to ala izquierda, como también a censura o truncamiento a la derecha. En la
préctica, es poco frecuente que una observacién sea censurada y truncada en
el mismo punto de la escala de tiempo; sin embargo, un evento puede estar
sujeto a observacién incompleta en ambos lados (por ejemplo, truncado a
izquierda y censurado a derecha).

Se asume que el tiempo para el evento de la i-ésima unidad, T}, estd aco-
tado entre dos valores conocidos, denotado por ;7@ < T; < b;. Ademis,
se conoce si el evento de interés ha ocurrido, para esto se emplea la funcién
indicadora de censura ¢;, para la cual 6; = 1, si ocurre el evento de interés,
y 8; = 0, en el caso contrario. Para observaciones que son censuradas a iz-
quierda se tiene a; = 0y 6; = 1. En las observaciones con censura a derecha,
b; = o0y d; =0.

La funcion de sobrevida al tiempo ¢ para la unidad identificada con el
vector de covariables x;, con vector de pardmetros 3, se escribe como S (¢, x;).
La probabilidad en el intervalo observado para la i-ésima unidad es

S(ai, xi, B)' O[S (i, xi, B) = S(bi, xi, B)]7. (7.4.1)

A partir de (7.4.1), se obtiene [1 — S(b;, x;, B)] para datos con censura a
izquierda; (a; = 0, 8; = 1y S(0,x;, B) = 1) para observaciones censura-
das por la derecha; S(a;, x;, B), (6; = 0) y [S(a;x;, B) — S(b;, x;, B)] para
observaciones no censuradas. No obstante, esta ultima expresién puede co-
rresponder al caso de censura por intervalo, cuando ¢; y b; estan dentro del
periodo de estudio, [to, t7],y 6; = 1.
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El primer paso para obtener estimadores de los pardmetros en un mode-
lo de regresion es construir la funcién de verosimilitud y luego evaluarla con
el modelo escogido. Se usard el modelo de riesgos proporcionales, pero el
método es lo suficientemente general para permitir emplear otros modelos,
incluso los modelos paramétricos presentados en el capitulo 5. La verosi-
militud es el producto de los términos obtenidos al evaluar (7.4.1) en cada
unidad, asi:

LBy = [ Stai, xi BY 58 (@i, xi, B) = S(hi xi, BI*. (7.4.2)

i=1

Los cdlculos y el ajuste del modelo se simplifican si tan solo se toman unos
pocos valores para los a y los b; asi, es mds [dcil referirse a los valores de los
intervalos de censura en la escala de tiempo comun para todas las unidades.
Se asume que se tienen J + 1 de tales intervalos, denotados por (¢;_1, ;]
paraj=1,...,J +1,conty=0yts = . Ademds, estos intervalos son
los mismos para todas las unidades.

Para simplificar, se considera que I; representa el intervalo (¢;_1, ¢;]. La
variable dicotémica y;; indica si el intervalo de tiempo observado para la
i-ésima unidad es /;. Se define por

1, si (a,-,b,-]zlj
Yij =
0, en otro caso.

Mediante una factorizacién apropiada se expresa la probabilidad para el in-
tervalo /; como

S(tjaxi; B)

S, xi, B
(7.4.3)

El segundo término dentro del paréntesis rectangular en (7.4.3) es la pro-

[S(tj—1,xi, B) = S(tj,x;i, B)] =S(tj-1,x;, B) |1

babilidad condicional de que el evento ocurra en el j-ésimo intervalo, dado
que la unidad no ha tenido el evento al extremo derecho del intervalo j — 1,
es decir,

P([j_lT@ <T< tj|T > tj—l)-

Bajo el modelo de riesgos proporcionales, de acuerdo con la ecuacion (6.2.2)
la funcién de sobrevida es S(¢]x) = [So(£)]*P*¥'A) . La razon de las funciones
de sobrevida de intervalos con extremos (después de las transformaciones
algebraicas) se puede escribir como

S(tj, xi, B)

SGonx, p) - Cplmepip ), (7.4.4)
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B So(t7)
7 =In (—ln [S()(tj—l)}) .

Para simplificar la notacién, se escribe la probabilidad condicional de

(7.4.3) como

donde

6ij = 1 — exp{—exp(x;8 +7;)}. (7.4.5)

De la expresion (7.4.3), la funcion de verosimilitud (7.4.2) se puede escribir
en la forma

n J+1

LB) = [T T{IS-1.x0 = T[S (tio1,x0 8) = S0, %:, )]}

i=1 j=1
n J+1 S(t', i:ﬁ) s
=ﬂrwswh&wﬂu Qﬁ%&ﬁ”

Sj-1, %0, ) % ef;}y”. (7.4.6)

=
g‘x.
+
,_.»—‘

i=1 j=1

~.

Mediante un procedimiento similar al seguido para el estimador de Kaplan-
Meier, como se muestra en la seccién 2.8, la funcién de sobrevida en un
punto del extremo de un intervalo se expresa como un producto de proba-
bilidades de sobrevida condicionada en intervalos consecutivos, empleando
la expresion (7.4.5). Después de algunos detalles algebraicos, el resultado
es el siguiente:

j-1
S, xi, B) = [ [(1 =) (7.4.7)
=1

Se reemplaza la expresién contenida en (7.4.7) en la funcién de verosimi-
litud (7.4.6) para obtener la siguiente funcién de verosimilitud:

n J+1 Jij

L(ﬁ)—l—”—[[rl(l— zz)a@] : (7.4.8)

i=1 j=1

Sea el intervalo observado para la i-ésima unidad denotado por I}, es
decir, I;, = (a;, b;].

Lo primero que se debe tener en cuenta en (7.4.8) es que la tnica vez
que los términos en el producto sobre j difieren de [ es cuando j = k;; en
este caso, ¥;; = 1 yy;; = 0 en los demds términos. Luego, la expresién de
verosimilitud (7.4.8) se reduce a
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n ki—1
L(B) = ]—[ef,;i [ Ja-e. (7.4.9)
i=1 j=1

La funcién de verosimilitud (7.4.9) puede asimilarse a la funcién de ve-
rosimilitud para un modelo de regresién binaria. Esto se logra mediante la
definicion de una variable respuesta “cuasi-binaria” como z;; = y;; X d; y se
emplea en (7.4.9) para obtener

n ki—1-6;

Lpy=[1 [] a-e'=e;. (7.4.10)

=1 j=1

Para cada unidad 7, la expresion (7.4.10) es la verosimilitud de las k; —
1 + 6; observaciones binarias independientes con probabilidades 6;; y res-
puestas z;;.

De esta manera, se pueden emplear las herramientas de cémputo usuales
(como Ry SAS) para ajustar un modelo de regresién de riesgos proporcio-
nales (modelo de Cox) en datos con censura por intervalo.

Ejemplo 7.4.1. Se trata de un estudio retrospectivo llevado a cabo para
comparar los efectos cosméticos de la radioterapia sola frente a la radiote-
rapia combinada con quimioterapia en mujeres con cdancer de mama tem-
prano [39, p. 18]. El uso de una biopsia por escisién, seguida de radiote-
rapia, ha sido sugerido como una alternativa a la mastectomia. Esta terapia
preserva la mama vy, por lo tanto, tiene el beneficio de un efecto cosméti-
co mejorado. El uso de quimioterapia adyuvante a menudo estd indicado
para prevenir la recurrencia del cdncer, pero existe alguna evidencia clinica
de que mejora los efectos de la radiacién en el tejido normal, por lo tanto,
compensa el beneficio cosmético de este procedimiento.

Para comparar los dos tratamientos, se hizo un estudio retrospectivo de
46 pacientes que recibieron solo radiacién y 48 pacientes que recibieron
radiacién mds quimioterapia. Las pacientes fueron observadas inicialmente
cada 4 a 6 meses, pero a medida que la recuperacién progresé, el intervalo
entre visitas se alargé. En cada visita se registré una medida del deterioro
mamario en una escala de tres puntos (“ninguno”= 1, “moderado”= 2 y “se-
vero’= 3). El evento de interés fue el momento de una primera aparicién
de retraccion mamaria moderada o grave.

Debido al hecho de que las pacientes fueron observadas solo en estos
momentos aleatorios, se sabe que la retraccién (disminucién del volumen)
del seno ocurre en el intervalo entre visitas. Asi, este tipo de datos son cen-
surados por intervalo.
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Los datos consisten en el intervalo, en meses, en el cual se produjo el
deterioro o la ultima vez que se ha visto a una paciente sin que se haya
producido ningtin deterioro (censura a derecha, se nota como “>” ). Los
datos para los dos grupos se muestran a continuacion.

Radioterapia inicamente: (0, 7]; (0, 8]; (0, 5]; 4, 11]; (5, 12]; (5, 11];
(6, 10]; (7, 16]; (7, 14]; (11, 15]; (11, 18]; =15; >17; (17,25]; (17, 25];
>18; (19,35]; (18, 26]; >22; >24; >24; (25,37]; (26,40]; (27, 34]; >32;
>33; >34; (36,44]; (36, 48]; >36; >36; (87, 44]; >37; >37; >37; >38;
>40; >45; >46; >46; >46; >46; >46; >46; >46; >46.

Radioterapia + quimioterapia: (0, 22]; (0, 5]; 4,9]; 4,8]; (5,8]; (8, 12];
(8,21];(10,35]; (10,17]; (11,18]; =11;(11,17]; >11;(11,20]; (12,20]; >13;
(18,39]; =13; >13; (14,17]; (14, 19]; (15,22]; (16,24]; (16,20]; (16,24];
(16,60]; (17,27]; (17,23]; (17,26]; (18,25]; (18,24]; (19, 32]; >21; (22, 32];
>23; (24,31]; (24,30];; (30, 34];; (30, 36];; >31; >32; (33,40];; >34; >34;
>35; (35,39]; (44, 48]; >48.

Considerando la covariable tratamiento (terap) que asume el valor 1 si la

paciente recibe radioterapia y asume el valor O si la paciente recibe radiote-
rapia y quimioterapia, se ajusta el modelo de Cox escrito como

h(t|terap) = ho(t) exp{Biterap}.

El paquete “icenReg” de R (acrénimo de regresion con datos censurados por
intervalo) es un procedimiento computacional para ajustar modelos de re-
gresién de datos de tiempo hasta un evento con censura por intervalo.

El c6digo R para obtener la estimacion de los B’s desde los datos ante-
riores es:

#Estructurar Tabla 7.7 para leerse en R
cancer<-read.table("Tabla 7.8.txt",header=T)

attach(cancer)

# Paquete de regresi\'on para datos con censura por intervalos
require(icenReg)

coxp_int<- ic_sp(Surv(izq, der, type ="interval2") ~ terap,
data =cancer, B=c(0,1),bs_samples = 1000)

Los resultados obtenidos mediante el procedimiento “icenReg” son:

Estimate Exp(Est) Std.Error z-value p
terap -0.7949 0.4516 0.3352 -2.372 0.01771

Un intervalo de confianza del 95 % para 81, empleando el error estindar
obtenido mediante las 1000 remuestras (bootstrap) es (—1.4421;-0.1477).
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7.5. Modelos de fragilidad o vulnerabilidad

Se dice que una unidad es frdgil si es mds susceptible (es decir, estd mds
expuesta al riesgo) de que le ocurra un determinado evento en comparacién
con otras unidades.

Vaupel, Manton y Stallard [69] introdujeron el término fragilidad para
indicar que diferentes unidades estdn en riesgo a pesar de que, en apariencia,
pueden parecer bastante similares con respecto a variables o atributos como
edad, sexo, peso, etc. Ellos utilizaron el término fragilidad para representar
un efecto aleatorio no observable (no medido) compartido por unidades
con riesgos similares en el andlisis de las tasas de ocurrencia del evento. Los
modelos de fragilidad han sido introducidos en la literatura estadistica con el
propésito de dar cuenta sobre la posible existencia de atributos no medidos
que introducen heterogeneidad en una poblacién de estudio. Por lo tanto,
la fragilidad o los efectos aleatorios de los modelos intentan dar cuenta de
las correlaciones dentro de un grupo o unos grupos.

La comparacién de historias de eventos y tiempos de sobrevida entre
los miembros de una poblacién puede advertir acerca de la heterogeneidad
entre ellos, en lo que concierne a los factores de riesgo relevantes. La ul-
tima fuente de variabilidad es conocida como vulnerabilidad, propension,
susceptibilidad o fragilidad (en inglés, frailty).

Por ejemplo, en estudios clinicos con un evento como la muerte o la
recurrencia de una dolencia, algunos pacientes sobrevivirdn o permanece-
ran saludables durante un tiempo largo a pesar de los factores de riesgo
observables a los que puedan estar expuestos, mientras que algunos otros
sobrevivirdn tiempos mds cortos de lo esperado. Esta heterogeneidad pue-
de alterar la estimacién del riesgo o la tasa del evento de interés, lo cual no
representa el riesgo real de cualquier individuo particular o de un subgrupo
de la poblacién.

Una caracteristica de esto es que las unidades tienen diferente grado de
vulnerabilidad o de fragilidad, y que aquellas cuya vulnerabilidad sea mayor
alcanzardn el evento de interés mds pronto que las demds. Los modelos de
vulnerabilidad se emplean también para hacer ajustes de sobredispersién'
en los datos de sobrevivencia.

Se puede atribuir la fragilidad o vulnerabilidad a un conjunto de cova-
riables explicitas o latentes, tales como las variables biolégicas, genéticas o
ambientales en los seres vivos; las caracteristicas fisicas o quimicas en cier-

VEs decir, cuando las observaciones exhiben una variabilidad que supera a la pronosticada
por el modelo [2, pp. 126-127].
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tos materiales; las variables sociales o de comportamiento en personas o
animales. No obstante, siempre se encontrard que la variabilidad, y por en-
de la diferencia en tiempo a un evento, se atribuye a causas no observables o
consideradas. Se requiere, entonces, modelar esta variabilidad, y los modelos
de fragilidad son una alternativa.

En la aplicacién de los métodos estindar de andlisis de sobrevivencia,
principalmente en la investigacién clinica, se asume que la poblacién es-
tudiada es homogénea atin cuando los sujetos estén sometidos a diferentes
condiciones controladas (experimentales) o no controladas. Asi, los mode-
los de sobrevivencia se construyen sobre el supuesto de que los tiempos de
falla son independientes e idénticamente distribuidos. Sin embargo, en la
préctica se observa que las unidades bajo estudio difieren sustancialmente.
Para considerar esta heterogeneidad no observada de la poblacién se pro-
ponen los modelos univariados de vulnerabilidad (en inglés, frailty models)
en el andlisis de sobrevivencia.

La idea central es que las unidades poseen diferentes grados de vulne-
rabilidad, y que aquellas que son mds vulnerables o frdgiles alcanzaran el
evento de interés mas pronto que las otras. En consecuencia, se podria ha-
cer una seleccién de las unidades mds robustas al evento (con vulnerabilidad
baja). Para abordar el problema de la heterogeneidad no observada en los
tiempos de eventos resultantes de covariables no observadas, Vaupel, Man-
ton y Stallard [69] y Lancaster [42], de forma independiente, sugirieron un
modelo de efectos aleatorios para el tiempo hasta el evento o la duracion.

El concepto de fragilidad o vulnerabilidad suministra una forma con-
veniente de introducir la heterogeneidad y la asociacién no observada en
los modelos de sobrevida cldsicos. En su forma mads simple, la fragilidad es
un factor aleatorio no observable que modifica la funcién de riesgo de una
unidad o de las unidades relacionadas.

Los modelos de vulnerabilidad univariados extienden el modelo de Cox
(6.2.1) de tal forma que el riesgo de una unidad depende, ademds, de una
variable aleatoria no observable Z, la cual actia multiplicativamente sobre
la funcién de riesgo base, k(). El modelo de vulnerabilidad o de fragilidad
para la i-ésima unidad es:

h(t1Z;, Xi) = ho (1) exp{oW; + X[ B} = Ziho (1) exp{X] B }. (7.5.1)

La fragilidad Z; = exp{¢W;} es una variable aleatoria, en general no
negativa, por lo que el riesgo individual se disminuye cuando Z; < 1y
aumenta en el caso contrario. De otra manera, cuando los Z toman valores
mayores que 1, las respectivas unidades tienden a fallar con una tasa mds
rapida que la tasa de falla con que lo harian estas unidades bajo un modelo
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de independencia con los Z; iguales a 1. Reciprocamente, cuando los Z; son
menores que 1, las unidades tienden a tener una sobrevivencia mayor que
la que tendrian bajo un modelo de independencia.

En un modelo de fragilidad (7.5.1), se supone que la funcién de riesgo
puede separarse en componentes multiplicativos: la fragilidad, Z, la funcién
de riesgo de referencia o base, ho(t), y el predictor lineal, exp{X’B}.

Asi, el modelo de vulnerabilidad es un modelo para la variacién indivi-
dual. Se observa que cuando ¢ = 0 el modelo (7.5.1) se reduce al modelo
de Cox (6.2.1). La respectiva funcién de sobrevivencia, S(-), describe la
fraccion de unidades en riesgo al evento en la poblacién objeto del estudio.
Esta viene dada por

13
S(t|Z, X) = exp {—Z exp[X’B] / ho(s)ds} = {Sp (1)} 7 eelX Bl
’ (7.5.2)
La funcién de sobrevivencia, S(¢|Z, X), se puede interpretar como la frac-
cién de unidades que al tiempo ¢, después de iniciar el seguimiento, no han
alcanzado el evento, dado el vector de covariables observables X y la vulne-
rabilidad Z.

El modelo de riesgos proporcionales de Cox se obtiene de (7.5.1) si la
distribucién de fragilidad degenera a Z = 1 para todas las unidades.

El término fragilidad puesto en este modelo, ademads de considerar e in-
cluir la heterogeneidad de las unidades, permite también evaluar el efecto
de las covariables que por alguna razén no fueron observadas y agregadas al
modelo.

La funcién de verosimilitud de los datos (715, 8;, X;, Z;), parai = 1, ..., n,
es similar a las expresiones (6.3.1) y (6.3.2) y estd dada por

n

[T [Zeho(t) explx; 8] (o X8y (7.5.8)
i=1

Entre las distribuciones de probabilidad que se pueden considerar para
la variable aleatoria de la fragilidad, Z, la mads empleada es la distribucién
gama con media igual a 1. Asi, si la variable aleatoria Z ~ I'(n, v), con
17,v >0, tomandon =v = &7, entonces E(Z) = 1 yvar(Z) = £.

La varianza de la variable de fragilidad, &, puede ser considerada como
una manera de cuantificar la variabilidad presente en las unidades. De ma-
nera que si & = 0, toda la variable de fragilidad serd igual a 1, es decir que
la distribucién gama se ha degenerado al punto 1, con lo que se obtiene un
modelo de riesgos proporcionales de Cox para datos independientes.
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7.5.041. Modelo semiparamétrico de fragilidad gama

En el modelo de fragilidad semiparamétrico no se asume forma alguna de
la funcién de riesgo base. Se requiere de nuevas estrategias de estimacién
en comparacion con las presentadas anteriormente. A continuacién, se pre-
senta la extension del modelo semiparamétrico de riesgos proporcionales
(modelo de Cox) al modelo de fragilidad gama semiparamétrico. La fun-
cién de verosimilitud es similar a la correspondiente al modelo paramétrico,
pero ahora la funcién de riesgo base, kg (¢), se trata como un ruido. En lo que
sigue se explica el algoritmo EM (Esperanza Mdxima), pues este permite la
estimacion de los pardmetros en el modelo de fragilidad semiparaméirico gama.
Este algoritmo fue propuesto por Dempster, Lair y Rudin [19] y a menudo
se usa en presencia de datos faltantes. El algoritmo EM fue adoptado pri-
mero por Nielsen et al. [58] para la estimacion de pardmetros en modelos

de fragilidad.

El algoritmo EM itera entre dos pasos. En el primero, se estiman las
esperanzas de las fragilidades no observadas basadas en los datos observa-
dos, y se obtienen estimaciones usuales. Estas estimaciones ahora se usan en
el paso de maximizacion para obtener nuevas estimaciones de parametros,
dadas las fragilidades estimadas.

Un modelo semiparamétrico de fragilidad se expresa en la forma
ht1X, Z) = Zho(t) expl X B}, (7.5.4)

las fragilidades Z se consideran como variables aleatorias con distribucién
gama de media igual a 1 y varianza desconocida &, es decir, Z ~ I'(1/&, 1/£).
La varianza ¢ se puede considerar en este modelo como una medida de la
heterogeneidad presente en las unidades.

La estimacién se basa en la construccién de una funcién de verosimilitud
y su respectiva optimizacién respecto a los pardmetros que la identifican. El
algoritmo EM es empleado como método de optimizacién, considerando
que los valores de la fragilidad faltan o estdan perdidos.

7.5.0.2. Estimacion via algoritmo EM

Primero, se considera la verosimilitud completa, con las variables de fragili-
dad asumidas como variables aleatorias observadas, similares a los tiempos
al evento. Esta verosimilitud completa resulta de la densidad conjunta de
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(t;, 0, Z;) parai =1, ..., n. Esta es de la forma

L(B,¢12) = | | f(ti, 61, %, B, €)
i=1

= ﬁf(ti, 6i,Zi, B) ﬁf(Zi, £)
i=1 i=1

= Li(BIZ) Lo (€12), (7.5.5)
conZ=(Z1,...,2,)y
L1(81Z) = [ ] (Zhoe#) " sy . (756
i=1

El segundo término viene dado por la densidad de probabilidad de las va-
riables de fragilidad, este es:

Lo€12) = | | fZi, &), (7.5.7)
i=1

Si las fragilidades Z; fueran conocidas, los pardmetros de regresién
podrian ser estimados mediante el método de verosimilitud parcial reescri-
biendo los términos Z;eXi# en (7.5.6), de la forma eXi#*0(Z) ysando In(Z;)
como un valor offset fijo. Por consiguiente, el paso de la esperanza es necesa-
rio para obtener valores de estimacién de las fragilidades. Estas estimaciones
se usan en lugar de las fragilidades desconocidas en el paso de maximizacién
para obtener las estimaciones de los parametros de regresion.

Paso de maximizacion:

Se extiende la idea de verosimilitud parcial en el modelo de Cox conte-
nida en la expresion (6.3.6). La verosimilitud parcial para los pardametros
de regresion en el modelo de fragilidad es:

[

i =[] b )
i=1 \ Zrea; Z) exp {X?nﬁ}

Las variables aleatorias Z; y In(Z;) se sustituyen ahora por sus valores espe-

(7.5.8)

rados (en la k-ésima iteracion ) Eq)(Z;) y Ey(InZ;). Tomando logaritmos,
se tiene

L(B, &) = Y 6; [XIB + Ego (In(Z) ~In| Y Ey(Zuy) exp {x(, 8} ]| -
=1 leR;
(7.5.9)
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A partir de esta expresion, se pueden obtener nuevas estimaciones (la k-
ésima), ), usando una herramienta computacional adecuada como R o
SAS. Una nueva estimacién del pardmetro de fragilidad, &), es obtenida
por maximizacién de Lg(£|Z.) y también reemplazando las variables desco-
nocidas Z; por sus valores esperados en la iteracién o k-ésima etapa.

Paso Valor Esperado (esperanza):

Los valores no observados de fragilidad Z; para cadaunidad,i = 1, ..., n,
pueden estimarse mediante la expresion

L/&w) +6;

~ — (7.5.10)
/&g + Hy (1:)eXiP®

Eiy(Zi) =

En esta dltima expresion H, ) (+) es un estimador de la funcién de riesgo
acumulado base, H(t), evaluada sobre los parimetros estimados en la k-
ésima iteracién. Por ejemplo, el estimador de Nelson-Aalen:

- 5
Hy . (1) = —— 5
i:llZ<t Zleg{i E(k)(Z(l))€ wBw

Como la distribucién Z es gama, In(Z) tiene una distribucién log-gama con
valor esperado

Eqeny(In(Z;)) = ¢ (1/€ +6;) = In(1/€ + H ) (1:)eXP®),

con la funcién digama () =T (x) /T (x).

Ejemplo 7.5.1. Hanagal [30, p. 6] muestra los resultados de un ensayo cli-
nico de un medicamento, 6-mercaptopurina (6-MP), frente a un placebo,
suministrados a 21 nifios que padecen leucemia aguda.

Los pacientes fueron seleccionados entre quienes tuvieron una remisién
completa o parcial de su leucemia inducida por el tratamiento con el medi-
camento prednisona. Una remisién completa o parcial significa que todos o
la mayoria los signos de enfermedad han desaparecido de la médula 6sea. El
ensayo fue conducido por pares de pacientes de un hospital, clasificados por
estado de remision (completo o parcial) y asignados aleatoriamente dentro
de cada par, a uno de los cuales se le suministré 6-MP y al otro un placebo.
Los pacientes fueron seguidos hasta que su leucemia reaparecié (recaida) o
hasta el final del estudio (en meses).
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Tabla 7.7. Duracién de la remisién en pacientes con leucemia aguda

Par S TP T6 RI | Pair S TP T6 RI
1 1 1 10 1 12 1 5 20 0
2 2 22 7 1 13 2 4 19 0
3 2 3 32 0 14 2 15 6 1
4 2 12 23 1 15 2 8 17 0
5 2 8 22 1 16 1 23 35 0
6 1 17 6 1 17 1 5 6 1
7 2 2 16 1 18 2 11 13 1
8 2 11 34 0 19 2 4 9 0
9 2 8 32 0 20 2 6 0
10 2 12 25 0 21 2 8 10 0
11 2 2 11 0

Las variables contenidas en cada una de las columnas de la tabla 7.7 son
las siguientes:

= Par.

» Estado de la remisién en la aleatorizaciéon (S) (1 = parcial, 2 = com-
pleta).

s Tiempo de recaida para pacientes con placebo, meses (TP).
s Tiempo de recaida para pacientes de 6-MP, meses (1T6).

» Indicador de recaida (RI) (0 = censurado, 1 = recaida) para pacientes

de 6-MP.

El cédigo R, dentro del paquete survival, junto con los respectivos resul-
tados del procesamiento, se transcriben a continuacién.

#MODELO DE COX ORDINARIO

cox<-coxph(Surv(TPO, RI) ~ S, data=leucemia)
summary (cox)

Call:

coxph(formula = Surv(TPO, RI) ~ S, data = leucemia)
n= 42, number of events= 30
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coef exp(coef) se(coef) z Pr(|z])

S -0.2070 0.8130 0.4143 -0.5 0.617
exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95

N 0.813 1.23 0.361 1.831
Concordance= 0.533 (se = 0.045 )

Rsquare= 0.006 (max possible= 0.988 )
Likelihood ratio test= 0.24 on 1 df, p=0.6231
Wald test 0.25 on 1 df, p=0.6174
Score (logrank) test = 0.25 on 1 df, p=0.6168

cox$loglik

[1] -93.18427 -93.06351

#MODELO DE FRAGILIDAD DE COX

coxfrag<-coxph(Surv(TPO, RI) ~ S+frailty(Par), data=leucemia)
summary (coxfrag)

Call:

coxph(formula = Surv(TPO, RI) ~ S + frailty(Par), data = leucemia)
n= 42, number of events= 30

coef  se(coef) se2 Chisq DF p

S -0.207 0.4143 0.4143 0.25 1 0.62
frailty(Par) 0.00 0 0.95

exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95
S 0.813 1.23 0.361 1.831

Iterations: 6 outer, 23 Newton-Raphson

Variance of random effect= 5e-07 I-likelihood = -93.1
Degrees of freedom for terms= 1 0

Concordance= 0.615 (se = 0.062 )

Likelihood ratio test= 0.24 on 1 df, p=0.6231
coxfrag$loglik

[1] -93.18427 -93.06350

El log-parcial de la verosimilitud cuando el vector g = 0 es -93.18427. En
el modelo de riesgos proporcionales de Cox, el ajuste final es -93.06351 y
en el modelo de Cox de fragilidad gama, la varianza del efecto aleatorio es-
timada es casi cercana a cero (Variance of random effect = 5e-07). Una prueba
de razén de verosimilitud para la fragilidad es el doble de la diferencia en-
tre el log de la verosimilitud parcial con el término de fragilidad integrado
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fuera, que se muestra como “I-likelihood” en la impresion, y el log de la ve-
rosimilitud del modelo de no fragilidad, este es, 2(93.1-93.063) = 0.074.

En el libro de Wienke [72] se extienden los modelos de fragilidad uni-
variados al caso multivariado en los modelos marginales de fragilidad, los
modelos de fragilidad compartida y los modelos para datos correlacionados
(datos en conglomerados o cluster). Finalmente, se incorporan las cépulas
para el modelamiento de la fragilidad en datos correlacionados o en con-
glomerados.
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Tabla 7.8. Datos con variable tiempo-dependiente

Pac d tf Lbrt cen Trto Edad Lbr
1 0 47 3.2 0 0 46 3.2
1 47 184 3.8 0 0 46 3.2
1 184 251 4.9 0 0 46 3.2
1 251 281 5.0 1 0 46 3.2
2 0 94 3.1 0 0 57 3.1
2 94 187 2.9 0 0 57 3.1
2 187 321 3.1 0 0 57 3.1
2 321 604 3.2 0 0 57 3.1
3 0 61 2.2 0 0 56 2.2
3 61 97 2.8 0 0 56 2.9
3 97 142 2.9 0 0 56 2.9
3 142 359 3.2 0 0 56 2.9
3 359 440 3.4 0 0 56 2.9
3 440 457 3.8 1 0 56 2.2
4 0 92 3.9 0 0 65 3.9
4 92 194 4.7 0 0 65 3.9
4 194 372 4.9 0 0 65 3.9
4 372 384 5.4 1 0 65 3.9
5 0 87 2.8 0 0 73 2.8
5 87 192 2.6 0 0 73 2.8
5 192 341 2.9 0 0 73 2.8
5 341 341 3.4 0 0 73 2.8
6 0 94 2.4 0 0 64 2.4
6 94 197 2.8 0 0 64 2.4
6 197 384 2.8 0 0 64 2.4
6 384 795 3.5 0 0 64 2.4
6 795 842 3.9 1 0 64 2.4
7 0 74 2.4 0 1 69 2.4
7 74 202 2.9 0 1 69 2.4
7 202 346 3.0 0 1 69 2.4
7 346 917 3.0 0 1 69 2.4
7 917 1411 3.9 0 1 69 2.4
7 1411 1514 5.1 1 1 69 2.4
8 0 90 2.4 0 1 62 2.4
8 90 182 2.5 0 1 62 2.4
8 182 182 2.9 0 1 62 2.4
9 0 101 2.5 0 1 71 2.5
9 101 410 2.5 0 1 71 2.5
9 410 774 2.7 0 1 71 2.5
9 774 1043 2.8 0 1 71 2.5
9 1043 1121 3.4 1 1 71 2.5
10 0 182 2.3 0 1 69 2.3
10 182 847 2.2 0 1 69 2.3
10 847 1051 2.8 0 1 69 2.8
10 1051 1347 3.3 0 1 69 2.3
10 1847 1411 4.9 0 1 69 2.3
11 0 167 3.8 0 1 77 3.8
11 167 498 3.9 0 1 77 3.8
11 498 814 4.3 1 1 77 3.8
12 0 108 3.1 0 1 58 3.1
12 108 187 2.8 0 1 58 3.1
12 187 362 3.4 0 1 58 3.1
12 362 694 3.9 0 1 58 3.1
12 694 1071 3.8 1 1 58 3.1
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izq der terap cens | izq der terap  cens
0 7 1 1 0 292 0 1
0 8 1 1 0 5 0 1
0 5 1 1 4 9 0 1
4 11 1 1 4 8 0 1
5 12 1 1 5 8 0 1
5 11 1 1 8 12 0 1
6 10 1 1 8 21 0 1
7 16 1 1 10 35 0 1
7 14 1 1 10 17 0 1
11 15 1 1 11 13 0 1
11 18 1 1 11 NA 0 0
15 NA 1 0 11 17 0 1
17 NA 1 0 11  NA 0 0
17 25 1 1 11 20 0 1
17 25 1 1 12 20 0 1
18 NA 1 0 18 NA 0 0
19 35 1 1 13 39 0 1
18 26 1 1 13 NA 0 0
22 NA 1 0 13 NA 0 0
24 NA 1 0 14 17 0 1
24 NA 1 0 14 19 0 1
25 37 1 1 15 22 0 1
26 40 1 1 16 24 0 1
27 34 1 1 16 20 0 1
32 NA 1 0 16 24 0 1
33 NA 1 0 16 60 0 1
34 NA 1 0 17 27 0 1
36 44 1 1 17 23 0 1
36 48 1 1 17 26 0 1
36 NA 1 0 18 25 0 1
36 NA 1 0 18 24 0 1
37 44 1 1 19 32 0 1
37 NA 1 0 21 NA 0 0
37 NA 1 0 22 32 0 1
37 NA 1 0 23 NA 0 0
38 NA 1 0 24 31 0 1
40 NA 1 0 24 30 0 1
45 NA 1 0 30 34 0 1
46 NA 1 0 30 36 0 1
46 NA 1 0 31 NA 0 0
46 NA 1 0 32 NA 0 0
46 NA 1 0 32 40 0 1
46  NA 1 0 34 NA 0 0
46 NA 1 0 34 NA 0 0
46  NA 1 0 35 NA 0 0
46 NA 1 0 35 39 0 1
44 48 0 1
48 NA 0 0

.
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81. Introduccion

En el modelo de riesgos proporcionales, el efecto de las covariables es ac-
tuar multiplicativamente sobre una tasa de riesgo base. Las covariables que
no tengan efectos multiplicativos sobre la tasa de riesgo base se modelan,
bien sea por la inclusién de una covariable dependiente del tiempo, o bien
sea modelando por estratos (niveles de las covariables). Una alternativa es
un modelo de riesgo aditivo. Como en el modelo multiplicativo, se tiene
una variable aleatoria, T, de tiempo hasta el evenio, cuya distribucién depen-
de de un vector de, posiblemente, covariables tiempo-dependientes, X(t) =
(X1(2), ..., X,(t)). Se asume que la tasa de riesgo al tiempo ¢, para la uni-
dad 7, coni = 1, ..., n, identificada por el vector de covariables X;(¢), es
una combinacién lineal de las X;(). Esta es

I
hi(t1X (1) = Bo() + ). Bi()X(1), parai=1,...,n,
j=1
donde B;(t) son los pardimetros funcionales dependientes del tiempo; es
decir, el efecto de las covariables X;(¢) es también dependiente del tiempo,
las cuales deben estimarse desde los datos.

Dentro de la estructura del modelo 8.1 se pueden considerar dos tipos de
modelos. El primero, propuesto por Aalen [1], permite que los coeficien-
tes de regresion, B;(t), sean funciones cuyos valores pueden cambiar en el
tiempo. Este modelo permite que las covariables fijas en el tiempo tengan
un efecto dindmico o cambiante en el tiempo sobre el riesgo al evento. El
segundo modelo, debido a Lin y Ying [47], reemplaza las funciones de re-
gresién S;(t) por constantes B;. El modelo toma la forma

P
hi(tIX (1) = Bo(t) + Y. B;Xii(1), parai=1,...,n.

J=1

8.2. Modelo de riesgo aditivo de Aalen no
parametrico

En los estudios longitudinales las unidades son observadas a lo largo del
tiempo para verificar la ocurrencia de un determinado evento. Usualmen-
te se puede asumir que la ocurrencia del evento es independiente entre las
unidades. Ademads se asume que la distribucion del tiempo, T}, para la ocu-
rrencia del evento sobre launidadi = 1, . . ., n, depende del vector de cova-
riables que identifican launidad i = 1, ..., n, X;(¢) = (Xi1(¢), ..., Xip (1)),
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posiblemente dependientes del tiempo. El modelo de riesgos aditivos de
Aalen estd dado por:

p
hi(1X(0) = Bo(0) + D Bi(DXij(1), parai=1,...,n. (8.2.1)

=1
Este modelo escrito en forma matricial toma la forma
h(t1X (1)) = X(t) B (1), (8.2.2)

donde B(t) = (Bo(t), B1(t), ..., Bp(t))" esunvector de funciones del tiem-
po desconocidas, las cuales deben ser estimadas. El funcional B¢(t) se puede
interpretar como una funcién de riesgo base (similar a o (f) en el modelo
de Cox). Las funcionales B;j(t), j = 1, ..., p, llamadas funciones de regre-
sién, miden el efecto de las respectivas covariables de manera dindmica en
el tiempo. La matriz, X(t), de tamafio n X (p + 1), se define de la siguiente
manera: si el evento considerado ain no ocurre para la i-ésima unidad y
no estd censurada, entonces la i-ésima fila de X(#) es un vector de la forma
Xi(t) = (1, X;1(t), Xio(t), ..., Xip(2))". En el caso contrario, es decir, si la
unidad no estd en riesgo al tiempo ¢, entonces la fila correspondiente de X(¢)
es una fila de ceros. A manera de ilustracién, considere que se tienenn = 5
unidades y p = 3 covariables. Al inicio del estudio, es decir, con ¢ = 0, todas
las unidades estdn en riesgo al evento, por lo que la matriz de covariables es

I X1 X Xis
I Xo1 Xoo Xog

X(0)=]1 Xz Xgo Xs3]|.
1 X Xgo Xug
1

X511 X590 Xss

Si en el tiempo ¢ = t; > 0 solamente estuviesen en riesgo al evento las
unidades 1, 4 y 5, entonces la matriz con los valores de las covariables en
este tiempo estaria dada por

I X1 X Xis

0 0 0 0
xe)=lo o o o[

I Xy Xy Xy

I X511 X5 X3

Este modelo se considera no paramétrico, en el sentido de que ninguna for-
ma paramétrica particular se asume para las funciones de regresion S;(¢).
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Estas funciones pueden variar arbitrariamente en el tiempo, mostrando cam-
bios en el efecto de la covariables sobre el riesgo al evento.

En contraste con el modelo de riesgos proporcionales de Cox, donde la
técnica de estimacion se hace a través de la verosimilitud, la estimacion de
las funciones de regresion o coeficientes de riesgo se basan en las técnicas
de minimos cuadrados.

Los datos consisten en una muestra (T}, 6;, X;(¢)),7 =1, ..., n, donde
T; es el tiempo para el evento sobre la i-ésima unidad, &; es el indicador del
evento, y X;(t) = (X;1(t), ..., Xip(2)) es un vector de covariables posible-
mente dependientes del tiempo.

8.3. Estimacion

En el modelo de riesgos proporcionales de Cox, los coeficientes de regresién
B, que representan los efectos multiplicativos sobre la funcién de riesgo,
son constantes desconocidas cuyos valores no cambian en el tiempo. Para
el modelo aditivo de Aalen, se asume que las covariables actdan de mane-
ra aditiva sobre la funcién de riesgo base. El efecto se modela a través de
las funciones de regresion desconocidas 8;(t), denominadas también como
coeficientes de riesgo, que son funciones del tiempo, es decir, el efecto de las
covariables puede cambiar durante el desarrollo del estudio.

La estimacién directa de los 3;(¢)’s es dificil en la practica. La deriva-
cién de estos estimadores se basa en la aproximacion al analisis de sobrevi-
da mediante un proceso de conteo (7.2.0.1), y es similar a la derivacion del
estimador para la funcién de riesgo acumulado de Nelson-Aalen (seccién
2.5).

Considérese el vector columna B(z), cuyos elementos Bj(t),j =1, ..., p
corresponden a las funciones de riesgo acumulado, definidas por

Bj(z)zfo Bjwydu, j=1,...,p. (8.3.1)

Las estimaciones empiricas de 8;(¢) son dadas por estimaciones de la pen-
diente del estimador de B;(t). Esta afirmacién se hace a partir del concepto
de la derivada de una funcién contenido en la expresién (8.3.1).

Para encontrar el estimador de Bj(t) se emplea la técnica de minimos
cuadrados. Para este propésito se redefine y estructuran los vectores y ma-
trices contenidas en el modelos (8.2.2). Sea

Y:(0) 1, silaunidad i esta bajo observacién (en riesgo) al tiempo ¢
i =

0, silaunidad i no esta bajo observacién (no riesgo) al tiempo ¢.



266 ¢ Modelos de riesgo aditivos

Para datos con censura a derecha Y;(¢), es 1 sit < Tj.

Se redefine la matriz de disefio, X, (¢), de tamafio n X (p + 1), cuya i-
ésima fila es X (t) = Y;(£)X;(2)). Es decir, X4 = (1, Xi1(2), ..., Xip(2)) si
la i-ésima unidad estd en riesgo al tiempo ¢, y un vector de (p + 1) ceros
si la unidad no estd en riesgo. El caso anterior de n = 5 unidades y p = 3
covariables es un ejemplo de estas matrices; asi, X(¢1) = X, ().

Sea I(¢) un vector de tamafio n X 1 con el k-ésimo elemento igual a 1, si a
la £-ésima unidad le ha ocurrido el evento, y 0 en el otro caso. El estimador

de minimos cuadrados del vector B = (By(t), B1(t), ..., By(t))" es
B(t) = ) X (T)Xai (T)]™ X (THI(T). (8.3.2)
T <t

La matriz de varianza-covarianzas estimada de

Var(B()) =
D DX (T Xai (T, (TP (T Xt (T X, (T) Xai (TD] 7Y
Ti<t

(8.3.3)

La matriz I” (¢) es la matriz diagonal con elementos iguales a I(z). EI esti-
mador E(t) solo existe hasta el tiempo ¢; este es el tiempo mds pequefio en
el cual [X!.(T;)X,; (T;)] es singular.

El estimador Ej estima la integral de regresion de (8.3.1) en la misma
forma que el estimador de Nelson-Aalen (seccién 2.5), es decir, estima la
integral de la tasa de riesgo en el caso univariado. De igual manera a como
se construyen bandas de confianza para las funciones de riesgo acumulado,
se construyen bandas de confianza para B;.

Con los resultados anteriores, y con base en los valores de las covariables,
se puede obtener una estimacién del riesgo acumulado al tiempo ¢. Asi, sea

X; = (1, zi1, xj9, . . ., Tip) €l conjunto de las covariables fijadas en el tiempo
cero para la 7-ésima unidad. Un estimador del riesgo acumulado H (r) estd
dado por:
P
H:(t) = X’B(t) = Bo(1) + injéj(z), (8.8.4)
i

con Bj(t) siendo el estimador de minimos cuadrados dado por (8.3.2) . Estas
estimaciones se tienen para ¢ < 7, con 7 como el valor maximal de ¢ para el
cual una matriz es no singular.
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Una aproximacién a un intervalo de (1 — a)1007% de confianza para B;
estda dado por

Bij(t) F Zy_qjoyVar[Bi()], j=1,...,p+1.

8.3.0.1. Efecto de las covariables

Una vez que se han estimados los componentes de un modelo, el interés se
dirige a verificar si una covariable especifica tiene algin efecto en la funcién
de riesgo. Para el modelo aditivo de Aalen, esto corresponde a verificar la
hipétesis nula

Hy; : Bj(t) =0, tel0,7],j=1,...,p+1.

Para desarrollar la verificacién o contraste de la hipétesis, se necesita una
matriz de ponderaciones en la construccion de la estadistica. La matriz de
ponderacién es una matriz diagonal, W(z), con elementos en la diagonal,
W;(t),j=1,...,p+1.Con estas ponderaciones se construye la estadistica

U= > W(T) X, (T) X (T X, (THI(T)). (8.8.5)
T,

El elemento (7 + 1)-ésimo de U es la estadistica de verificacién empleada
para verificar Hy : S;(t) = 0.
La matriz de covarianzas de U es dada por

V =
D WD X (To)Xai (T X (TP (T X (T [X (T Xt (T WIT).
T;
(8.3.6)

Los elementos U son sumas ponderadas de los incrementos de Ej (¢) y los
elementos de V se obtienen también desde los elementos de m(ﬁ(t)).
Usando estas estadisticas conjuntamente, se verifica la hipétesis de que
B;(t) = 0 para todo j € J, el cual es un subconjunto de {0, 1,...,p + 1},
mediante la estadistica
V=UV;'U;, (8.3.7)

donde Uj es el subvector de U correspondiente a los elementos en J, es decir,
el nimero de coeficientes de riesgo, y V; es la correspondiente submatriz de
covarianzas en V. Aalen sugiere el ponderador W (¢) = {diag ([X(¢)’X(t)])} L.
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La estadistica V tiene una distribucién asintética ji-cuadrado con s grados
de libertad, donde s es el nimero de componentes del subconjunto de S;(¢);
esdecir,  <s < (p+1).

Para diagnosticar el modelo aditivo de Aalen tal como en los modelos an-
teriores, se pueden emplear los residuales con algunas modificaciones dadas
por la estructura del modelo de Aalen.

Ejemplo 8.3.1. Se retoma el caso de cancer de laringe descrito y desarrolla-
do en el ejemplo 6.4.2.5 con el modelo de Cox. Las covariables registradas
en el diagnéstico para cada paciente fueron el estadio de la enfermedad (1,
II, IIT 0 IV) y la edad (en afios), la cual fue centrada en su media.

El modelo propuesto es el modelo de regresién de la funcién de riesgo
h(t) en funcién de las covariables edad y estadio de la enfermedad (est). Se
escribe como

h(tledad_c, est) = Bo(t) + B1(t)edad_c + Bo(t)est.

Las estimaciones obtenidas a partir del ajuste anterior del modelo aditivo
de Aalen se calculan mediante el siguiente cédigo R:

#DATOS TABLA 6.7 (se debe estructurar)
laringe<-read.table("Laringe.txt",6 header=T)
attach(laringe)

#EDAD CENTRADA EN LA MEDIA
edad_c<-laringe$edad-mean(laringe$edad)
laringel<-cbind(laringe,edad_c)
attach(laringel)

require(survival)

aalenl<-aareg(Surv(tpo, cens) ~ factor(est)+edad,
x=T,data=laringel,nmin=1)

aaleni

El cédigo “aareg”, acrénimo de Aalen Regression, es una funcién del paque-
te survival. Note que tiene una posicién y argumentos similares a “coxph”
en la declaracién del modelo de funcién de riesgo proporcional.

La salida del procesamiento con el paquete R se muestra a continuacion:

> aalen1
Call:
aareg(formula = Surv(tpo, cens)~factor(est)+edad_c,laringel)

n= 90
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34 out of 34 unique event times used

slope coef se(coef) z p
Intercept 0.11800 0.010100 0.002870 3.520 0.000426
factor(est)2 0.04670 0.004250 0.005500 0.772 0.440000
factor(est)3 0.18600 0.010300 0.005730 1.800 0.071900
factor(est)4 1.76000 0.039600 0.013600 2.910 0.003620
edad_c 0.00333 0.000283 0.000262 1.080 0.280000

Chisg=11.63 on 4 df, p=0.02; test weights=aalen

En estos resultados, se observa que la covariable edad, centrada en su
media, no es significativa en la funcién de riesgo (el valor p es igual a 0.280).
Asi, esta variable se descarta del modelo.

El valor de la estadistica (8.3.7) es igual a 11.63, el cual, para una dis-
tribucién ji-cuadrado con s = 4 grados de libertad, tiene un valor p igual
a 0.02, con lo cual se puede afirmar que al menos una de las funciones de
regresion (coeficientes de riesgo) es significativamente distinta de cero.

El modelo aditivo de Aalen ajustado para estos datos tiene como tnica
covariable el estadio de la enfermedad (est). El cédigo R para obtener las
estimaciones de este modelo es:

aalen2<-aareg(Surv(tpo, cens) ~ factor(est),laringel)
Los resultados del procesamiento del modelo de riesgo
h(tledad_c, est) = Bo(t) + B1(b)est (8.3.8)
son los siguientes:

> aalen2
Call:
aareg(formula = Surv(tpo, cens) ~ factor(est), data = laringel)

n= 90
34 out of 34 unique event times used

slope coef se(coef) z p
Intercept 0.1270 0.011800 0.00305 3.87 0.000108
factor(est)2 0.0197 0.000897 0.00529 0.17 0.865000
factor(est)3 0.1790 0.009620 0.00575 1.67 0.094600
factor(est)4 1.7500 0.039100 0.01360 2.88 0.003980
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Chisg=10.78 on 3 df, p=0.013; test weights=aalen

La calidad del modelo aditivo de Aalen, evaluado con la tnica covariable
estadio (est), se determina mediante un grafico de residuales asociados con el
modelo ajustado a los datos.
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Figura 8.1. Funciones de regresién acumulada del modelo 8.3.8.

Para el modelo ajustado (8.3.8), las funciones de regresién acumulada,
junto con sus respectivas bandas de confianza, se muestran en la figura 8.1.
Estos graficos se generan con el cédigo R siguiente:

par(mfrow=c(2,2))
plot(aalen2,xlim=c(0,4))
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El panel de la parte superior izquierda muestra la estimacion del riesgo acu-
mulado base, representado por Eo(t), que corresponde a los pacientes en
estadio I. A partir de este panel se puede observar que el riesgo crece gra-
dualmente a lo largo del tiempo de observacion y se acentia después del
tercer afio. Los demds paneles muestran un crecimiento del riesgo acumu-
lado a la muerte de los pacientes en los estadios II, III y IV en relacién con
el riesgo acumulado de los pacientes en el estadio 1. El panel superior dere-
cho presenta una inclinacién cercana a cero, lo cual significa que pacientes
en el estadio II presentan un riesgo muy similar al de aquellos pacientes
observados en estadio 1.

Los paneles de la parte inferior muestran inclinaciones acentuadas du-
rante los dos primeros afios. Este hecho muestra que los pacientes en estadio
III o en el estadio IV presentan, en comparacién con los pacientes en esta-
dio I, un riesgo mds elevado en los dos primeros afios. Después de estos
dos primeros afios la diferencia de esos riesgos acumulados permanece casi
constante (inclinacién préxima a cero) y con un crecimiento gradual para
los pacientes observados en estadio IV en comparacién con aquellos que
estdn en el estadio I de su enfermedad.

8.4. Modelo de riesgo aditivo de Lin-Ying

En el modelo de riesgo aditivo de Aalen, los coeficientes de regresion se
consideran como funciones del tiempo. El modelo, como su nombre lo in-
dica, se debe a Lin y Ying [47], [48] y [49], en adelante modelo LY. Ellos
proponen una alternativa de modelo de regresion para el riesgo aditivo. En
el modelo de LY las funciones de regresion del modelo de Aalen se reem-
plazan por constantes. Asi, el modelo aditivo de LY para la tasa de riesgo
condicional de una unidad ¢ identificada por las covariables X; () es

P
h(elXi (1) = ao(8) + > a;Xi;(0), (8.4.1)
j=1

donde aj, j =1, ..., p son pardmetros desconocidos y a(() es una funcién
arbitraria de base. Cuando todas las covariables son fijadas en el tiempo 0,
es fdcil estimar los coeficientes de regresiéon aj, j =1, ..., p.

Los datos consisten en una muestra (T}, 8;, X;), parai = 1, ..., n, don-
de T; es el tiempo para el evento, §; es el indicador del evento, y X; =
(Xi1, ..., Xjp) es un vector de tamario p x 1 de posibles covariables depen-

dientes del tiempo. Se asume que los T; son ordenados de menor a mayor
con0=Ty<T; <Tyg <--v--- T,.
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Se define para la 7-ésima unidad

Y.(0) {1, si la unidad 7 estd en observacion (riesgo) al tiempo t
i =

0, silaunidad ¢ no estd en observacién (no riesgo) al tiempo .

Una unidad ¢ con censura a derecha tiene Y;(¢) = 1, siempre que ¢ < T;.
Para construir los estimadores de @, j = 1, ..., p se requiere construir
el vector Z.(t), el cual es el promedio de las covariables al momento ¢. Este

es
i1 Zi(0)Yi(1)

i1 Yi(1)

El numerador es la suma de las covariables para las unidades en riesgo al

7(1) = (8.4.2)

tiempo t y el denominador es el nimero de unidades en riesgo al tiempo t.
En la misma linea del proceso de estimacion se construye la matriz A,
de tamafio p X p, dada por

n k
A=Y ST =Ti)[Zy - Z(T)Y [ 24 - Z(T))]; (8.4.8)
k=1 i=1

el vector B p x 1 dado por

n

B = > 6u[Zi - Z(Ty)]; (8.4.4)
k=1

y la matriz C, de tamario p X p, definida por

C= ) 0ulZu - Z(T)) |2 - Z(T))). (8.4.5)
k=1
Asi, el estimador de @ = (1, ..., @) es
a=A"'B (8.4.6)

y el estimador de la varianza de @ es

V=Var(@ =A"'CA™ (8.4.7)
Para verificar la hipétesis Ho; =0, j =1, ..., p se emplea la estadistica
7= —2 (8.4.8)
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La estadistica Zj, bajo la hipétesis nula y para valores de n grandes, tiene
distribucién normal.

Para verificar la hipétesis sobre un subconjunto de pardmetros conteni-
dos en @, Hy; : a; = ag; para todo j € J, es decir, a; es un subvector de a.
La estadistica es:

9 _ 1~ G-lr~
x*=laj- aoj]’Vj [@; — o], (8.4.9)
donde V; es la matriz de las covarianzas correspondientes a las covariables
asociadas con los pardmetros @ contenidos en a. Bajo la hipétesis nula, la
o s 9 .. C . c . .
estadistica y“ tiene distribucién ji-cuadrado con grados de libertad iguales
al tamario del subvector a;.
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91. Introduccion

En el andlisis frecuentista de datos, se asume que la informacién sobre un
pardametro 0 fijo y desconocido estd contenido en la muestra “actual” de la
poblacién definida por el pardmetro. En el andlisis estadistico bayesiano se
asume lo anterior, ademads de la informacién preliminar, o a priori, sobre
la distribucién del pardmetro. Asi, el pardametro, 6, se considera como una
variable aleatoria.

Para el andlisis de tiempo hasta la ocurrencia de un evento, el inves-
tigador, basindose en la experiencia previa del proceso en observacién o
en el concepto de otros investigadores en el drea, expresa esta informacién
preliminar en la funcién de sobrevida. La informacién de la muestra estd
contenida en la funcién de verosimilitud. De esta manera, la informacion
disponible sobre el pardmetro, a partir de la perspectiva bayesiana, cons-
ta de dos componentes: la informacién preliminar, histérica o a priori, y la
informacion contenida en la muestra “actual”. Estos dos componentes de
informacion sobre 0 son considerados e incluidos en el teorema de Bayes,
con el cual se obtiene una distribucién a posteriori (posmuestra) de la dis-
tribucién de la funciéon sobrevida, la cual es la distribucién de la funcién de
sobrevida dados los datos.

En el andlisis bayesiano, los pardimetros del modelo se consideran como
variables aleatorias seleccionadas desde una distribucién a priori. Usualmen-
te, la distribucién a priori contiene y refleja el conocimiento e incertidumbre
que tiene el investigador sobre el pardimetro. Se puede considerar la varian-
za de la distribucién a priori como inversamente proporcional a la cantidad
de informacién muestral. Este capitulo se orienta por los libros de Ibrahim,
Chen y Sinha [34] y de Kaeding [36].

En el andlisis de tiempo hasta la ocurrencia de un evento o el andlisis de
sobrevida, el interés es la funcién de sobrevida o, su equivalente, la funcién
de riesgo acumulada. Esta se trata como una cantidad aleatoria muestreada
desde alguin proceso estocdstico. Entonces, la informacién contenida en da-
tos corresponde a una muestra de una poblacién definida por la funcién de
sobrevida, la cual se combinara con la informacién a priori para obtener la
distribucién de la funcién de sobrevida (a posteriori), dados los datos.

Asi, en el andlisis bayesiano, los pardmetros del modelo se tratan como
variables aleatorias y la inferencia sobre los pardmetros se basa en la dis-
tribucién a posteriori de los pardmetros, dados los datos. La distribucién a
posteriori se obtiene usando el teorema de Bayes como la funcién de verosi-
militud de los datos ponderados con una distribucién previa. La distribucién
previa permite incorporar conocimiento o experiencia del rango probable
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de valores de los pardmetros de interés en el andlisis. Cuando no se tiene
conocimiento previo de los valores de los pardmetros, se puede usar una
distribucién a priori no informativa, y los resultados del andlisis bayesiano
serdan muy similares a los de un andlisis cldsico basado en la funcién de ve-
rosimilitud.

En este capitulo se resumen algunos elementos bdsicos del andlisis ba-
yesiano para el tratamiento de datos de sobrevida, se esquematiza el mues-
treador de Gibbs, se desarrollan algunos modelos de regresién paramétricos
y algunos modelos de regresién semiparamétricos y, finalmente, se presen-
ta una generalizacion del modelo de Cox. El tratamiento computacional se
desarrolla mediante el paquete R y el paquete SAS.

9.2. Elementos del analisis estadistico
bayesiano

Suponga que T = (¢1,...,1,)" es un vector de n observaciones de la va-
riable aleatoria T, cuya distribucién de probabilidad p(T|8) depende de los
valores de k pardmetros 6 = (61, ..., 6,)". Ademds, suponga que 6 tiene
una distribucién de probabilidad p(8). Entonces,

p(T10)p(0) = p(T, ) = p(8|T)p(T). 9.2.1)
Dados los datos observados T, la distribucion condicional de 6 es

p(T|6p(6))
p(T)

El paradigma bayesiano se basa en un modelo especifico de probabilidad

P(0IT) = (9.2.2)

para los datos de tiempo hasta el evento, T, dado un vector de pardmetros
desconocidos 6, lo cual conduce a la funcién de verosimilitud L(8|T). En-
tonces, se asume que @ es aleatorio y tiene una distribucién a priori denotada
por p(60). La inferencia en torno a 8 se basa en la distribucién a posteriori, la
cual es obtenida por el teorema de Bayes. La distribucién a posteriori de 6 es
dada por

p(T0)P(0)
Jo 2(T10)p(6)d6

p(0IT) = (9.2.3)

Una escritura alternativa de (9.2.3) es

p(6IT) = cp(T10)p(6), 9.2.4)
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donde ¢! = f® p(T|0)p(0)dO es una constante de normalizacién, puesto
que p(0|T) es una distribucién de probabilidad que debe integrar a 1. La
constante ¢ se denomina distribucién marginal de los datos o distribucién a
priori predictiva.

Uno de los métodos de computo mds populares para obtener muestras
a partir de p(0|T) es el llamado muestreador de Gibbs. Este es un algoritmo
de simulacién muy potente que permite obtener muestras desde p(6|T) sin
necesidad de conocer la constante de normalizacién ¢, como se afirma en
Ibrahim, Chen y Sinha [34, pp. 18-22].

Ahora, dados los datos T, p(6|T) en (9.2.8) se puede considerar como
una funcién de 8. Con esta consideracion, la funcién de verosimilitud de
0, dado los datos T, se escribe como L(8|T). Asi, la férmula de Bayes se
escribe como

p(0|T) = L(O|T)p(6). (9.2.5)

En otras palabras, el teorema de Bayes dice que la distribucién de probabi-
lidad para 6 posterior a los datos T es proporcional al producto de la distri-
bucién a priori para 8 y la verosimilitud para 6 dado T; atin mads, el conoci-
miento que se pueda tener sobre 6 es el resultado del conocimiento anterior
actualizado con el conocimiento presente sobre 8. Esto es:

Distribucién a posteriori o< Verosimilitud x Distribucién a priori.

La verosimilitud es la funcién a través de la cual los datos T modifican (ac-
tualizan) el conocimiento a priori de 6. En consecuencia, se puede consi-
derar que la verosimilitud representa la informacién sobre 8 procedente de
los datos actuales.

Una ventaja de la expresion (9.2.5) es que provee una formulacién ma-
temadtica de cémo el conocimiento previo sobre § puede combinarse con
el conocimiento nuevo. En efecto, el teorema de Bayes permite actualizar
informacion sobre el conjunto de pardmetros contenidos en 8, en la medida
en que se acopie informacion.

A continuacién, se ilustra la afirmacién anterior. Suponga que se tiene
una muestra inicial de observaciones T;. Entonces, por la férmula de Bayes,
se tiene

p(01Th) o p(8)L(O[T1). (9.2.6)
Ahora, suponga que se tiene una segunda muestra de observaciones Ty dis-
tribuidas independientemente de la primera muestra, entonces,
p(6]Ty, Tg) oc p(6)L(O|T1)L(6]Tg)
o p(O]T1)L(O]Ty). 9.2.7)
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La expresion (9.2.7) es similar a la expresion (9.2.6), excepto que p(8|T;),
la distribucién a posteriori para 8 dado Ty, hace el papel de la distribucién
a priori para la segunda muestra. Naturalmente, el proceso es inductible a
cualquier numero de k-muestras secuenciales.

En resumen, “el teorema de Bayes describe el proceso de aprendizaje
desde la experiencia, y muestra cémo el conocimiento sobre el estado de la
naturaleza representado por 6 es continuamente modificado y actualizado
en la medida que se obtiene informacién nueva” [4, p. 11].

Otro aspecto importante del andlisis bayesiano es la prediccion, una tarea
importante en los problemas de regresion. La distribucion a posteriori predic-
tiva de un vector de observaciones t, dado los datos T, es definida como

p(UIT) = /@ F(116)p(6]T)d8, 0.2.8)

donde f(¢|0) denota la densidad de ¢ y p(8|T) es la distribucién a posteriori
de 8. Se observa que (9.2.8) es el valor esperado a posteriori de f (¢]6), por lo
que el muestreo es fdcil de obtener desde (9.2.8) mediante el muestreador
de Gibbs de p(6|T).

Esta es una de las buenas caracteristicas del andlisis bayesiano, ya que
a partir de (9.2.8) se muestra que las predicciones y la distribucién de los
predictores son fdciles de computar una vez estén disponibles las muestras
desde p(0|T).

Toda la informacién de los datos, que proceden de la base de una dis-
tribucién a priori y una muestra, estd contenida en la distribucién a poste-
riori. Una forma de resumir parcialmente la informacién contenida en la
distribucién a posteriori es acotar uno o mds intervalos, los cuales contienen
cantidades preestablecidas de probabilidad. Una situacién diferente ocurre
cuando no hay limites de interés especial, sino que es necesario mostrar un
rango dentro del cual se encuentre la mayor parte de la distribucién. Uno
de tales intervalos deberia tener la propiedad de que la densidad, para ca-
da punto dentro del intervalo, sea mds grande que para cada punto fuera
del intervalo. Ademds, es deseable que para una probabilidad dada, el in-
tervalo que la contiene sea lo mds angosto posible. Dado que para este tipo
de intervalos todo punto incluido tiene mds alta densidad de probabilidad
que cualquier punto excluido, se denominan estos intervalos como de alta
densidad a posteriori o HPD, por sus siglas en inglés (Highest Posterior Density).

Una clase importante de distribuciones a priori son las distribuciones con-
jugadas. En las expresiones (9.2.4) y (9.2.5) para la distribucion a posteriori se
tienen tres distribuciones: (i) la a posteriori misma, p(8|T), (ii) la distribu-
cién muestral (de los datos), p(T|0) v (iii) la distribucién a priori, p(6) de 6.
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Suponga que la distribucién de la muestra, p(8|7T), pertenece a una familia
de distribuciones F y que la distribucién a priori de 8, p(0), pertenece a la
familia de distribuciones 9. Se dice que P es conjugada con F si para toda
p(-10) € Fyp(:) € P, entonces, p(0|T) € P.

La propiedad de “conjugacién” se puede entender, intuitivamente, como
una propiedad en la cual una distribucién a posteriori “hereda” la distribucion
de la a priori a través de la distribucién muestral.

9.3. Muestreo desde la distribucion a
posteriori

El muestreador de Gibbs es uno de los algoritmos de muestreo mads conoci-
dos dentro de los métodos tipo MCMC, acrénimo de Markov Chain Monte
Carlo. Las cadenas de Markov son procesos que describen trayectorias en
las que las cantidades sucesivas se describen probabilisticamente de acuerdo
con el valor de sus predecesoras inmediatas. En muchos casos, estos proce-
sos tienden a un equilibrio y las cantidades limite siguen una distribucién
invariante. Las técnicas de MCMC permiten la simulacién a partir de una
distribucién “encriptada”, que actiia como una distribucién limite de una ca-
dena de Markov y simula desde la cadena hasta que se alcanza el equilibrio
(convergencia). La simulacién de un solo valor por MCMC consiste en una
secuencia completa de los valores de una cadena hasta que alcanza el equi-
librio, y solo el valor de equilibrio se puede tomar como un valor simulado
de la distribucién limite, como se resume en el libro de Gamerman [28, pp.
4-5].

A continuacién, se hace un resumen del algoritmo de Gibbs.

Considere el vector de pardametros 6 = (01, ..., 0,)" yseap(0|T) su dis-
tribucién a posteriori. El esquema basico del muestreador de Gibbs es como
se describe a continuacion:

Paso 0. Escoja un punto de inicio arbitrario 8¢ = (6o1, . .., 60,)" y hagai = 0.
Paso 1. Genere 6;41 = (6;41,1, - - -, 6i41,p)" de la siguiente manera:

» Genere 0;,1,1 ~ (01109, ..., 0ip;T)
» Genere 0;11,9 ~ p(02(0;11,1,6: 3, ..., 60ip;T)

o Genere 011, ~ p(0,10i41,1, 041,92, - -5 Ois1,p-15T).

Paso 2. Hagai =i+ 1, y vaya al paso 1.



282 « Analisis bayesiano en datos de sobrevida

Bajo ciertas condiciones de regularidad, el vector {6;, i = 1,...,} tiene
una distribucién estacionarial p(8|T).

El algoritmo Metropolis-Hastings se resume a continuacion.

Sea U (0, 1) una distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 1). Enton-
ces, una version general del algoritmo de Metropolis-Hastings para mues-
trear a partir de la distribucién a posterior p(8|T) es como se resefia ense-
guida:

Paso 0. Escoja un punto inicial 8y y hagai = 0.
Paso 1. Genere un punto candidato 8* desde ¢(0;, -) y « desde U.

= Sea 0;y1 = 0*siu < a(8;,0%) y 0;:1 = 0; en otra parte, donde la
probabilidad de aceptacién es dada por

P21, 6) 1}
(60,9 [

donde ¢(8, ) es una densidad propuesta, la cual se considera como

a(,9) = min{ 9.3.1)

candidata a ser generadora de densidad, tal que
/q(@, Ndo = 1.

Paso 8. Hagai =i+ 1, y vaya al paso 1.

Es evidente que el desempefio del algoritmo de Metropolis-Hastings de-
pende de la escogencia de la densidad ¢(-).

9.4. Modelos de regresion paramétricos

En la prictica, el andlisis bayesiano se desarrolla sobre modelos paramétri-
cos. En esta seccién se esquematiza el andlisis bayesiano para algunos mo-
delos paramétricos del andlisis de sobrevida. Un tratamiento mas amplio se
encuentra en Ibrahim, Chen y Sinha [34, cap. 2].

9.4.0.1. Modelo exponencial

El modelo exponencial en andlisis de sobrevida es como el modelo normal
en la mayoria de los métodos estadisticos. Suponga que se tienen n tiem-
pos al evento, t = (¢, ..., t,)’, independientes e idénticamente distribuidos

TEsto es, si las distribucion conjunta de (67, .. ., 0p) yde (B4, - .., Opss) €s la misma
para cualquier valor de s.
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(#id), cada uno de los cuales tiene una distribucién exponencial con parame-
tro 6. Se nota el indicador de censura 6;, donde &; = 0 si t; es censurado y
6; = 1 sit; es el tiempo al evento. Sea f(1;|0) = 0 exp{—01;} la funcién de
densidad para t;, por lo que S(¢;|0) = exp{—01t;} es la funcién de sobrevida
y T = (n, , 6;) denota los datos observados. La funcién de verosimilitud
de 9 es

L(9|T) = ]_[f(zie)dfsuiw)(l—di) = 6% exp (—9 Z ti) , 9.4.1)
i=1 i=1
donde d = Y;_ nd;. La conjugada a priori para 8 es la a priori gama. Sea
€(ag, 0y), con densidad dada por
p(8la, 60) e 67" exp{~606}.

Entonces, tomando una 6(«g, 8g) como a priori de 0, el pardametro de la
distribucién de 6 es dado por

p(OIT) oc L(6]T)p(6lao, 6o)

n
6Zi=1% exp {—9 Z zl}) (0% exp(—608))
i=1

= Haoﬂl_l exp {—0(00 + Z If,’)} . 9.4.2)

i=1

oC

Asi, se reconoce el nucleo de la distribucién a posteriori en (9.4.2) como una

distribucién 6(ag+d, 89+ X", t;). La media y varianza a posteriori de 6 son

dadas por
0/0+d
EQIT)z ————
D= Gor 2
Y d
Var(0[T) = —20°

(B0 + X7, 1)?
La distribucién predictiva a posteriori de un valor futuro de tiempo ¢/, te-
niendo en cuenta la definicién de la funcién gama (3.7.2), es dado por

p(1]T) = A p(1/16)p(6]T)d6

) n
o / gaord+1-1 exp {—H(tf + 6y + Z tl‘)} de.

0 i=1
n —(d+ap+1)
=F(a/0+d+ 1) (a/()+ [i+t/‘)

i=1
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La distribucion predictiva a posteriori normalizada esta dada por

(d+ap) (Bg+3, 1;) 00+
I ER TR,
0, en otro caso.

st Zf >0
(9.4.3)

Esta distribucién predictiva es conocida como una distribucion inversa beta.
Para construir un modelo de regresion, se introducen covariables a través
del parametro 6. Se escribe

0(x;) = g(x;B8) = g(B1a1 +- -+ Bpxp), 9.4.4)

donde x; es un vector de covariables de tamafio p X 1, 8 es un vector de
tamafio p X 1 de coeficientes de regresién, y g(+) es una funcién conocida.
Una forma de g es g(x/8) = exp{x;8}, y otra forma es g(x!8) = (xl'.,B)_l.
Se puede optar por otras funciones del predictor x!8 de acuerdo con los
datos disponibles.

En este texto se emplea el siguiente modelo de regresiéon paramétrico:

0(x;) = g(x;B) = exp{fr1x1 + - + B, }. 9.4.5)
La correspondiente funcién de verosimilitud es

L(BIT) = | | /(160 S(lo)'

i=1

= [exp{x(8} exp(~t; exp{x( )] [exp(~; exp(x/))]

= exp {Z (Sixgﬁ}exp {—Zti exp(xgﬁ)}. (9.4.6)
j= i=1

i=1 i=

1-6;

Para la verosimilitud expresada en (9.4.6), se define el conjunto de datos
como D = (n, t, X, §), donde X es la matriz de tamaifio n X p de covariables,
con la i-ésima fila x!.

Entre las distribuciones a priori para B8 se incluyen la distribucién uni-
forme impropia, es decir, p(B) « 1, y la distribucién normal.

Suponga que g tiene distribucién normal p-variante, 8 ~ N,(uo, Xo),
donde ug es la media a priori y X es la matriz de covarianzas a priori. Asi,
la distribucién a posteriori de B es dada por

P(BID) =< L(BID)p(Bluo, Zo), 9.4.7)

donde p(B| 1o, Zo) es la distribucién a priori y corresponde a la distribucién
normal p-variante, N, (1o, Zo).
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La distribucién a posteriori dada en (9.4.7) no tiene una forma cerra-
da, por lo que son necesarios métodos de tipo MCMC para muestrear a
partir de la distribucion a posteriori de . Para desarrollar el muestreador de
Gibbs de este modelo, se debe escribir la distribucién condicional completa.
Sea B; el j-ésimo componente de Sy sea §(_;) el vector g sin el j-ésimo
elemento. Entonces, la j-ésima distribucién condicional completa puede
escribirse como

P(Bj|D) =< L(Bj, B(-j|DIp(Bj, B(-j)l 1o, Zo), conj=1,2,...,p.
(9.4.8)
Para muestrear a partir de cada una de las distribuciones condicionales com-
pletas contenidas en (9.4.8), se debe emplear un algoritmo de aceptacion-
rechazo. Para esto se debe demostrar la concavidad o la log-concavidad de
la respectiva funcién, en Ibrahim, Chen y Sinha [34, p. 83] se hace tal de-
mostracion.

Dentro de los resultados esperados sobre la distribucién, estd la funcién
de sobrevida evaluada en un valor particular del tiempo ¢. Para el modelo
de regresién exponencial, la funcién de sobrevida de una unidad con vector
de covariables x en un punto ¢ es dado por S(¢) = exp{—exp(x’8)t}. De
manera que si se obtienen muestras desde la distribucién a posteriori de 8, se
pueden calcular resiimenes a posteriori de S(t), tal como la media a posteriori,
la varianza y los intervalos de credibilidad.

Ejemplo 9.4.1. Se sigue una muestra de 38 personas y se registra el tiempo
hasta el alivio de un dolor de cabeza. El conjunto de datos contiene la varia-
ble minutos, que representa el tiempo reportado para el alivio del dolor de
cabeza, la variable grupo al que estd asignado el paciente (grupo 1, 0, 2) y la
variable censura, que es una variable binaria que indica si la observacién del
tiempo hasta el alivio estd censurada o no; es decir, si hay alivio (censura =
1) o sino lo hay (censura = 0). Datos tomados de SAS/STAT [62, p. 5002]

Con el procedimiento LIFEREG del paquete SAS, se ajusta el modelo
para una sola covariable, grupo, porlo tanto, 8 = (B9, B81)’, donde B denota
el término del intercepto y B es el coeficiente de la covariable grupo. El
siguiente es el c6digo SAS para ajustar el modelo.

data dolor_ca;

input Minutos Grupo Censura @@;
datalines;
1110121019101910
19170191021 102010
211021 10201021 10
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201021 1025102710
301021112411 1420
16 2016 2021202120
2320232023 202320
2521232024202420
26 21322130213020
322120 21

proc lifereg data=dolor_ca;

model Minutes*Censor(1)=Group / dist=exponential;
bayes seed=1 outpost=Post;

run;

ods graphics off;

Por defecto, se asume a priori una distribucién uniforme para el coeficiente
de interseccion. La distribucion uniforme tomada como a priori anterior-
mente es plana. La recta real tiene una distribucién que refleja el desco-
nocimiento acerca de la ubicacién del pardmetro. Esta distribucién asigna
la misma probabilidad a todos los valores posibles que este coeficiente de
regresién pueda tomar. Dado que se asume una distribucién a priori no in-
formativa, los resultados coinciden con los obtenidos mediante la mdxima
verosimilitud.

La tabla 9.1 contiene los resultados de la media, la desviacion estdn-

dar y los percentiles posteriores (cuartiles) de los pardmetros, con el uso
de N = 10000 muestras Gibbs (cadena). Las figuras 9.1 y 9.2 muestran la

Tabla 9.1. Resumen posterior de 8 con el modelo exponencial

Datos del dolor de cabeza

Parametro N Media Desviacion Percentiles

estandar 25% 50% 75 %

Intercepto | 10000 27.460  0.5676  23.545 27.346 31.170

Grup0 10000 0.4152  0.3769  0.1629 0.4128 0.6660

trayectoria o trazabilidad (panel superior) muestreador de Gibbs y las den-
sidades marginales a posteriori de By y B1 usando el modelo exponencial
(Weibull, con pardmetro de escala igual a 1). La trazabilidad indica que el
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muestreador de Gibbs maximiza adecuadamente. Se observa que la media
de los pardmetros se aproxima a la moda de cada uno de estos.

Diagnésticos para Intercept
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Figura 9.1. Trazabilidad del Gibbs y densidad marginal posterior de S.
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Figura 9.2. Trazabilidad del Gibbs y densidad marginal posterior de 3.
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Elintervalo de credibilidad del 95 % para Bg es (1.6977, 8.9026), mien-
tras que para B es (—0.8179, 1.1578). En la distribucion a posteriori de 1,
gran parte de la masa estd a la derecha de 0, por lo que, de acuerdo con la
definicién de cada grupo, se hablaria a favor de uno de ellos.

9.4.0.2. Modelo Weibull

Este es tal vez el modelo de mayor uso entre los modelos de sobrevida pa-
ramétricos. Suponga que se tienen n tiempos al evento, t = (1, ..., 1t,)’,
independientes e idénticamente distribuidos (izd), cada uno de los cuales
tiene una distribucién Weibull(9, «) tal como se definié en (3.4.1). Es mas
conveniente escribir este modelo en términos de la reparametrizaciéon A =
In @, con la cual se tiene la funcién de probabilidad

£(t]0, 1) = 0t7~ T exp{a — exp(2)t?}. (9.4.9)
La funcién de sobrevida asociada con la distribucion W eibull (0, 1) es
S(t]0, 1) = exp{—exp()t’}.

La funcién de verosimilitud de (8, 1), dado el conjunto de datos estructu-
rado en @ = (n, t, X, 6) definido para el caso exponencial, es

L0, 219) = | f(tlo, )%S(elo, 1)~
i=1
0% exp {d/l + (60 = 1) In(z;) - expu)zf)} . (9.4.10)

i=1

Cuando se asume que @ es conocido, la distribucién a priori conjugada para
exp(A) es la a priori gama. Ninguna conjunta a priori conjugada estd dispo-
nible cuando los dos parametros (8, 1) son desconocidos. En este caso, una
especificacion de la a priori conjunta es considerar a 8 y A independientes,
donde 6 tiene una distribucién gamay A tiene una distribucién normal. Sea
(09, ko) la distribucién a priori gama para 6, y n( o, 0'(%) la distribucién
a priori normal para A. La distribucién conjunta a posteriori para (6, 1) estd
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dada por

p(6, 1|D) o L(8, 1|D)p(8]60, k0)p(A|uo, of)

oC

[ [£@0, % sale, A)“lw (6160, k0)p(2l 10, 0)

i=1

= g1 ey {d/l + +Z(6i(9 - 1) In(t;) — exp(a)z])
i=1

—k00 — L‘(a - ,10)2} . (9.4.11)
20'5

La distribucién conjunta a posteriori de (8, 1) no tiene una forma cerrada,
pero Ibrahim, Chen y Sinha [84] sefialan que las condicionales a posteriori
(0]2, D) y (1|0, D) son las log-concavas, con lo cual el muestreador de
Gibbs es sencillo para este modelo.

Para construir un modelo de regresion Weibull, se introducen las covaria-
bles a través del pardmetro 4, y se escribe 4; = x. . La distribucién a priori
comun para § incluye la uniforme impropia, es decir, p(8) « 1 y una nor-
mal. Se asume una N, (g, Zo) como la a priori para § y una gama como la
a priori para 6. Se tiene asi que la conjunta a posteriori es

(6:x;B +6;(6 = 1) In(t;) = 1] exp(x; B))
=1

1

1
—kob = g(ﬁ - p0)' % (B - uo)} . (9.4.12)

P(B, 0|D) o gro+d-1 exp{

Formas cerradas para la distribucién a posteriori de 8 generalmente no es-
tan disponibles, por lo tanto, se requiere de integraciéon numérica o de los
métodos MCMC. En la mayoria de los paquetes estadisticos como R, SAS
o BUGS, se puede ajustar facilmente el modelo de regresion (9.4.12) em-
pleando los métodos MCMC incorporados en estos.

Ejemplo 9.4.2. Considere los datos sobre pacientes con melanoma de un
ensayo clinico descrito en Ibrahim, Chen y Sinha [34, pp. 4 y 86]. El tiempo
hasta el evento muerte se modela mediante un modelo de regresién Weibull
con tres covariables.

Hubo 285 pacientes en este estudio (referenciado como e1684) a quie-
nes se les registraron las siguientes 5 variables:

s TRT: tratamiento, 0 = Grupo Control y 1 = Grupo IFN.

» TPO: tiempo observado libre de la enfermedad.
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= CEN: indicador de censura, 1 = ocurre el eveno de interés, y 0 = cen-
sura.

= EDAD: edad centrada en la media.

= SEXO: 0 = Hombre, 1 = Mujer.
Una lista parcial de los datos se muestra para 10 pacientes (entre los 285)
con el valor de las variables anteriores, editados para procesar en el paquete

SAS:

ID TRT TPO  CENS EDAD SEXO

1 1 1.15068 1 -11.03594366 O
2 1 0.62466 1 -5.12904366 O
3 0 1.89863 0 23.18595634 1
4 0 0.45479 1 11.14485634 1
5 0 2.09041 1 -13.32084366 O
6 1 9.3835 0 0.94215634 O
7 0 1.69863 1 -15.20854366 1
9 0 0.25753 1 -6.31534366 1
10 0 9.64384 0 -14.08254366 O

El procesamiento de los datos de tiempo hasta quedar libre de la en-
fermedad (melanoma), con censura a la derecha, se realiza con el procedi-
miento PROC LIFEREG del paquete SAS, el cual produce las estimaciones
bayesianas de los coeficientes de regresion mediante el uso del siguiente c6-
digo:

ods graphics on;

proc lifereg data=e1684;

class SEXO;

model TPO*CEN(1)=EDAD SEXO TRT / dist=Weibull;
bayes WeibullShapePrior=gamma

Con esta sintaxis, se ajusta un modelo cuyas covariables son la edad, el sexo
y el tratamiento. Se asume que la variable tiempo hasta el evento tiene una
distribucién Weibull. Ademds, el pardmetro de forma de esta distribucién
sigue una distribucién gama.

En la tabla 9.2 se muestran las estimaciones asociadas con los ’s poste-
riores y el pardmetro de forma de la Weibull (8) para el modelo ajustado,
incluyendo la media, la desviacién estdndar, dos cuartiles y la mediana.
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Tabla 9.2. Resumen posterior de los 8’s con el modelo Weibull

Datos del melanoma E1684

Pardmetro N Media  Desviacion Percentiles
estandar 25% 50% 75%

Intercept | 10000  1.9084 0.0481 1.8755 1.9076 1.9401
EDAD 10000 -0.00830 0.00176  -0.00449 -0.00380 -0.00214
SEXOO0 10000  0.0648 0.0492 0.0317 0.0647 0.0981
TRT 10000  0.0392 0.0508 0.00606  0.0402 0.0735
FormaWeib | 10000  4.4480 0.3895 4.1852 4.4873 4.7073

Diagnésticos para Intercept
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Figura 9.3. Trazabilidad del Gibbs y densidad marginal posterior de S.

Las figuras 9.8 a 9.7 contienen las gréficas asociadas con la trazabilidad
del muestreador de Gibbs y las densidades marginales para los respectivos
pardmetros a posteriori del modelo ajustado. La trazabilidad del proceso de
los Gibbs muestra una buena mezcla de estos para todos los pardmetros.

Para otros modelos tales como los de valor extremo, log-normal y gama
se puede consultar a Ibrahim, Chen y Sinha [34, pp. 37-42].
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Figura 9.4. Trazabilidad del Gibbs y densidad marginal posterior de 8.
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Figura 9.5. Trazabilidad del Gibbs y densidad marginal posterior de B9.

9.5. Modelos de regresion semiparametricos

En esta seccién se hace una presentacion del modelo de riesgos proporcio-
nales de Cox. Se examinan los modelos de riesgo constante a trozos (en
inglés, piecewise). Para cada caso, se desarrolla el proceso de la a priori, se
construye la funcién de verosimilitud, se deriva la distribucién a posteriori y
se esquematiza la respectiva técnica MCMC para la inferencia.
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Figura 9.6. Trazabilidad del Gibbs y densidad marginal posterior de B3.
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Figura 9.7. Trazabilidad del Gibbs y densidad marginal posterior de B4.

9.5.0.1. Modelos de riesgo constante a trozos

Para la construccion de este modelo, se define una particién finita del eje
de tiempo en la forma 0 < s; < -+ < sy, con sy > §;, para todo i =
1,...,n, Asi, se construyen J intervalos (0, s1], (s1, se], ..., (s7_1,ss]. En
el j-ésimo intervalo, se asume el riesgo base constante ho(t) = Aj parat €
I;(sj-1, s;]. Enla figura 9.8 se muestra la funcion de riesgo base constante a
(rozos o tramos.
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Figura 9.8. Funcion de riesgo base constante a trozos.

SeaD = (n, t, X, §) el arreglo que hace referencia alos datos observados,
donde t = (¢1,...,t,)",6 = (1, ...,0,), con §; = 1 sialai-ésima unidad
le ha ocurrido el evento y 0 en otro caso, y X es la matriz de tamafio n X p
de covariables, con la i-ésima fila x! que define la i-ésima unidad. Se define
A =(41,...,4y), porlo que la funcién de verosimilitud de (8, 1) para
las n-unidades es

n J
LB, 41D) = | || |4 exp(x;8))"*
i=1 j=I
i-1
X exp { —Vjj /lj(ti—sj_l)+Z/lg(sg—sg_1) exp(x;.B) ¢, (9.5.1)
g=1

donde v;; = 1, si a la i-ésima unidad le ocurre el evento o fue censurada
en el j-ésimo intervalo, y es 0 en otro caso, x; = (&1, ..., )" es el vec-
tor p X 1 de covariables para la i-ésima unidad, y 8 = (81, ..., Bp) esel
correspondiente vector de coeficientes de regresion.

El modelo semiparamétrico en (9.5.1) se denomina como un modelo ex-
ponencial a trozos y puede acomodar varias formas de la funcién de riesgo
base sobre los intervalos. Note que si J = 1, el modelo se reduce a un mo-
delo paramétrico exponencial con tasa de falla A = A;.

Una distribucién a priori del riesgo base A es la gama independiente 4; ~
G(apj, 1105) paraj = 1, ..., J. La verosimilitud dada en (9.5.1) se basa
en los datos de sobrevida continuos. La funcién de verosimilitud basada en
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datos agrupados o discretizados es dada por

J

LB, D)« | 65, 9.5.9)

J=1

donde

G;:exp —-AjA; Z exp(x;[3)
ke%j—%j

x []11 - exp-2;4; exp(x()}], (9.5.8)

leg’bj

donde A;j =s; —sj_1 es el ancho del j-ésimo intervalo, R; es el conjunto de
unidades en riesgo al evento, y @; es el conjunto de unidades a las que les
ocurrié el evento en el j-ésimo intervalo.

9.6. Una generalizacion del modelo de Cox

Se propone un modelo que puede ser considerado como una generalizacién
del modelo de riesgo constante a trozos presentado en la seccién anterior.
Sin pérdida de generalidad, se asume una sola covariable.

Considere una funcién de riesgo constante a trozos i (t|x) = A, exp(xBy),
parat € I, donde I, = (s3_1, 8] parak = 1,...,J, y x univariada. Las
siguientes especificaciones caracterizan el modelo:

(i) A nder C(M, i), parak =1,...,J;

(i) BrealBos B1s - B~ N(Bi wp) parak =0,...,J - Ly
(iii) los B’s son independientes a prioride A = (A1, ..., 4).

Se asume que los hiperparametros 1z, vz, wpy Bo son conocidos. Este mo-
delo es una version discretizada de un modelo de riesgos no proporcionales
junto con una versién discretizada del proceso gama a priori para el riesgo
base ho(-), donde 1, /y; es la media a prioriy nk/ka es la varianza a priori del
pardametro Aj.

Los datos provenientes de estudios previos pueden emplearse para ob-
tener la media a priori n, /v, y la varianza a priori i,/ yf de A;. Otra alter-
nativa es seleccionar hiperpardmetros para representar opiniones que son
cercanamente no informativas en el subconjunto del espacio de pardmetros
soportado en la verosimilitud.



2906 « Analisis bayesiano en datos de sobrevida

Los datos observados desde n unidades se escriben como el conjunto
Dops =X —1, (@, ar], =1, ...,n}, donde el tiempo al evento ¢; para la
i-ésima unidad se sabe que estd dentro del intervalo (ay;, a,;], con a;; < a,;
siendo dos de los puntos de grilla (ay, ag, ..., ay), que no son necesaria-
mente consecutivos. Ademds, x; es la covariable para la i-ésima unidad.

Sea & = {t;, x;;i =, ..., n} los datos completos, y (8’, 1”)’, donde 8 =
(Bi, - Ba)-

La distribucién de (¢;]x;, 87, A7) es una exponencial a trozos. Asi, la ve-
rosimilitud para los datos completos es dada por

J

L(,B,/l|923)ocn ﬂZk exp {4 Z exp(x;Br)Aji ¢ exp ijﬁk ,

k=1 JER, JED;

donde Ry es el conjunto de unidades en riesgo en a;_1, Aj; = min(;, az) —
ay_1, Dy es el conjunto de unidades a las cuales les ocurre el evento en el
intervalo I = (a3_1, @], y di es el nimero de unidades en 9.

Se emplea el muestreador de Gibbs para muestrear a partir de la distri-
bucién a posteriori de (8’, A7)’. Para las condicionales completas, se obtiene

AT, B, D) ~ G me+disye+ D exp@iBdp|,  (9.6.2)
JER

PBUBTY, A, D) o 6Bl o)) | =4k D exp(@i A |, (9.6.3)
JERy

donde ¢ (8| iz, o2) es la densidad normal univariada n( g, 0']?),

9 9 9 9
_ Djegy )wywp | + Br-1w] + Braiwy

Hi 2., 9
W, W
2, 2
o2 = Wy Wy
k=9 2
w, tw;
parak =1,...,J,y Bss1 = 0. Para obtener el modelo de Cox, se asume

que By = B para todo k. La distribucién condicional de [;|(B, 1), Dops] €5
una exponencial a trozos truncada con pardmetros exp(x; 8;)A;, y esta dada
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por

-1

S@1B, A, Do) = [1=expd= > Ayexp(aif)Art| A exp(aify)
l=li+1
k-1

xexpi— > Arexp(aiBA; - Apexp(aiBe) (b —a-1) p, (9.6.4)
l=l,'+1

parat; € I, li+1 <k <7,y A; = aj — a;_1. Note que (9.6.4) es el producto
de una multinomial y una densidad exponencial truncada.

La distribucién condicional de (|8, A1) para el modelo de Cox, cuando
By = B, es similar a (9.6.4).

Para el proceso de estimacién e inferencia sobre el modelo de Cox gene-
ralizado se requiere adaptar y desarrollar el muestreador de Gibbs. Ibrahim,
Chen y Sinha [84, p. 66] desarrollan un ejemplo sobre ciancer de mama para
este modelo de Cox generalizado.

Ejemplo 9.6.1. En un estudio sobre carcinogénesis [37, pp. 1-2], se mues-
tra el registro del tiempo hasta la muerte a partir de la induccién vaginal en
ratas con el carcinégeno DMBA. Se conformaron dos grupos de acuerdo
con un régimen de pretratamiento para cada uno. Cuatro ratas murieron
por otras causas, por lo tanto, sus tiempos de sobrevida son censurados.

El paso DATA del paquete SAS muestra el conjunto de datos de las ratas
(Rats), el cual contiene la variable dias (el tiempo de supervivencia en dias),
la variable estado (el indicador de censura; es O si estd censurada y 1 si no estd
censurada) y la variable grupo (el indicador del grupo de pretratamiento).

Se emplea el siguiente cédigo de PROC PHREG, del paquete SAS, pa-
ra desarrollar un andlisis bayesiano del modelo exponencial a trozos. En la
sintaxis del modelo (model) se tiene como tinica covariable el grupo (Group).
En la declaracién BAYES, la opcién PIECEWISE estipula un modelo ex-
ponencial a segmentos o trozos, y PIECEWISE = HAZARD solicita que los
riesgos constantes se modelen en la escala original. Por defecto, se utilizan
ocho intervalos de riesgos constantes, y los intervalos se eligen de modo que
cada uno tenga aproximadamente el mismo nimero de eventos.

data Rats;

label Days ='Dias desde la exposicil'on a la muerte';
input Days Status Group @@;

datalines;

14310 16410 18 10 18 10
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190170 19210 20610 20910
21310 216 10 22010 22710
23010 23410 24610 26510
30410 216 00 24400 14211
156 1 1 163 1 1 198 11 205 1 1
232 1 1 232 11 233 11 233 11
233 11 233 11 239 11 240 1 1
261 11 280 11 280 1 1 296 1 1
296 1 1 323 1 1 204 0 1 344 0 1

proc phreg data=Rats;

model Days*Status(0)=Group;

bayes seed=1 piecewise=hazard statistics=(summary interval)
diagnostics=(autocorr geweke ess);

run;

En la tabla 9.3 se muestran los intervalos (I},), el nimero de ratas en riesgo
(N) y las que mueren dentro de cada intervalo (evento). La dltima columna
nombra la tasa de riesgo (1;) para cada intervalo.

Tabla 9.3. Modelo exponencial a trozos en ratas con cdncer
Intervalos temporales de riesgo constante

Intervalos temporales N Evento  Pardmetro

de riesgo constante de riesgo
[Inferior,  Superior) Ay

0 176 5 5 Lambdal
176 201.5 5 5 Lambda2
201.5 218 7 5 Lambda3
218 232.5 5 5 Lambda4
232.5 233.5 4 4 Lambdab
233.5 253.5 5 4 Lambda6
253.5 288 4 4 Lambda?7
288 Infty 5 4 Lambda8

La tabla 9.4 contiene la estimacion para cada uno de los 8 parametros de
riesgo (A;), el error y los limites de confianza para cada parametro al 95 %.
La tabla 9.5 resume, con la media y la desviacién tipica, las tasas de riesgo
a posteriori y presenta los intervalos de credibilidad tipo HPD.

La figura 9.9 contiene los gréficos de la trazabilidad del muestreador de
Gibbs y la grdfica de la funcién a posteriori de A . Por espacio, no se muestran
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Tabla 9.4. Estimadores de mdxima verosimilitud

Pardmetro DF Estimador Error Limites de confianza
al 95 %

Lambdal 1 0.000953 0.000443 0.000084 0.00182
Lambda2 1 0.00794  0.00371 0.000672 0.0152
Lambdad 1 0.0156 0.00734 0.00120 0.0300
Lambda4 1 0.0236 0.0115 0.00112 0.0461
Lambda5 1 0.3669 0.1959 -0.0172  0.7509
Lambda6 1 0.0276 0.0148 -0.00143 0.0566
Lambda7 1 0.0262 0.0146  -0.00233 0.0548
Lambda8 1 0.0545 0.0310 -0.00626 0.1152

Group 1 -0.6223 0.3468 -13.020 0.0573

Tabla 9.5. Restimenes e intervalos posteriores

Pardmetro N Media  Desviacion 95 % de intervalo HPD
estandar 95 %

Lambdal 10000 0.000945 0.000444 0.000208 0.00182
Lambda2 10000 0.00782  0.00363  0.00194 0.0152
Lambdad 10000  0.0155 0.00735  0.00341 0.0301
Lambda4 10000  0.0236 0.0116 0.00478 0.0462
Lambdab 10000 0.3634 0.1965 0.0541 0.7469
Lambda6 10000 0.0278 0.0153 0.00409 0.0580
Lambda7 10000 0.0265 0.0151 0.00421 0.0569
Lambda8 10000 0.0558 0.0323 0.00637 0.1207

Group 10000 -0.6154 0.3570 -13.379 0.0652

los respectivos graficos para los otros 7 parametros. No obstante, al ejecutar
el codigo SAS anterior se pueden obtener estas graficas.

De acuerdo con las figuras 9.9 y 9.10, se observa que la trazabilidad del
proceso de los Gibbs muestra una buena mezcla de estos para todos los
parametros.

En Kaeding [36], se presentan métodos bayesianos para modelos en los
que la tasa de riesgo, las covariables o ambas se modelan a través de splines,
en tiempo discreto y continuo. Funciones base B-spline, en combinacién
con una penalizacién para evitar el sobreajuste (generalmente llamados P-
splines), son los principales componentes usados para modelar. Estos méto-
dos son desarrollados desde una perspectiva bayesiana a través de algoritmos

tipo MCMC.
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10.41. Introduccion

El tiempo en el que se produce un evento, en teoria, se ubica en cualquier
punto de un intervalo de la recta numeérica positiva. No obstante, el tiempo
hasta un evento puede ser discreto debido a imprecisiones en la medicién, a
la unidad de tiempo considerada o porque el tiempo mismo es discreto. Asi,
por ejemplo, el evento “graduacion de un estudiante” se puede presentar en:
un aflo, un semestre académico, un mes calendario, una semana del afio, un
dia de un mes, o un dia y hora determinados. De manera que para el analisis
de esta variable, su medicién deberia realizarse de la misma manera para
todos los estudiantes incluidos en el estudio. En general, aunque se podria
tener una base de datos con tiempos medidos en alguna de estas formas,
esto puede no resultar practico ni universal.

Una definicién intuitiva de variable discreta es aquella en la que, entre
dos de sus valores, hay un nimero finito de estos. De esta forma, cualquier
muestra de datos es discreta. Una definicién un poco mas formal de variable
aleatoria discreta la considera como aquella cuyos valores son un conjunto
contable o enumerable.

Cualquiera de los modelos probabilisticos de tiempo continuo puede ser
usado para generar un modelo discreto mediante el agrupamiento por in-
tervalos en el eje de tiempo, como escriben Kalbfleisch y Prentice [37, pp.
46-48]. Mds formalmente, el tiempo continuo estd dividido en intervalos:

[0,t1), [t1,t2), ..., [ty=1,1q), [tg, ). (10.1.1)

En resumen, los datos discretos de tiempo hasta el evento ocurren como
resultados de:

» mediciones intrinsecamente discretas, donde las mediciones repre-
sentan nimeros naturales, o

» datos agrupados, que representan eventos en intervalos de tiempo
subyacentes, y la respuesta se refiere a un intervalo.

En principio, los enfoques de modelamiento para datos de tiempo hasta el
evento continuos también son aplicables a datos discretos de tiempo hasta el
evento (al menos cuando los tiempos discretos al evento estdn igualmente
espaciados). Sin embargo, los métodos estadisticos que han sido especial-
mente disefiados para tiempos discretos tienen una serie de ventajas:

» Los riesgos pueden ser formulados como probabilidades condiciona-
les. Por lo tanto, son mds accesibles para interpretaciéon que las fun-
ciones de riesgo continuo.
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= En la préctica, muchos eventos son intrinsecamente discretos o se ob-

servan en un escala discreta. En consecuencia, el uso de modelos dis-
cretos de tiempo hasta el evento es mds exacto (y, por lo tanto, mads
apropiado) que la aproximacion de los datos observados por un mo-
delo de sobrevida continuo.

En contraste con los modelos de sobrevida para tiempo continuo, los
modelos para tiempos discretos no causan problemas con los empates.

Los modelos de tiempo hasta el evento discretos pueden incluirse
dentro del marco de los modelos lineales generalizados (MLG), co-
mo se encuentra en McCullagh y Nelder [53].

En este texto, el tiempo al evento, considerado discreto, se nota por T, don-

de T = j significa que el evento ha ocurrido en el intervalo [¢;_1, t;), también

llamado periodo j,conj=1,2,....

Algunos ejemplos de tiempo hasta el evento discreto son los siguientes:

1. El evento de interés es el empleo de una persona en un trabajo de

tiempo parcial o un trabajo de tiempo completo. La duracién del des-
empleo se midié en intervalos de 2 semanas. Los tiempos de eventos
observados variaron de un intervalo (2 semanas) a 28 intervalos (56
semanas).

. El nimero de partos de una vaca antes de que padezca la enfermedad

de la mastitis.

El nimero de semestres académicos cursados por un estudiante hasta
que obtenga el titulo de graduado.

4. El nimero de ciclos de una maquina hasta que tenga un dafio.

Como se presenta en el capitulo 1, la variable aleatoria tiempo al evento, T

discreta, toma los valores ¢, con j = 1, 2, ...y con funcién de probabilidad
p(tj)) =P(T =tj),paraj=1,2,..., donde se asume que t; <9 < ---.La
funcién de sobrevida para la variable aleatoria discreta T estd dada por

S@t) =P(T > 1) :Zp(tj). (10.1.2)

tj>t

La funcién de riesgo en ¢; es definida como la probabilidad condicional del

evento en el tiempo ¢, dado que la unidad no ha tenido el evento al tiempo

tj. Estas se expresa como

p(t;)

,1=1,2,..., (10.1.3)
S(t]’)_

h(tj) =P(T= tle < tj) =
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donde S(t;)~ =lim,,;- S(¢). La funcién de riesgo acumulado es

H(t) == )" h(t)). (10.1.4)

tj<t
El equivalente a la expresion (1.5.4) es

S(t) == ]_[[1 —h(1))]. (10.1.5)

ljSt
Por las ecuaciones (10.1.3) y (10.1.5), la funcién de probabilidad es

i—1

p(t) =h() [ 11 =h@))]. (10.1.6)

Jj=1

10.2. Modelos de regresion discretos

Las tablas de vida consideradas en el capitulo 2 producen estimaciones de
tasas de riesgo discreto y funciones de sobrevida, sin asociarlas con cova-
riables como la edad, el sexo, etc. Si hay covariables disponibles, se pueden
estimar tablas de vida separadas para combinaciones de valores de cova-
riables. Las tablas de vida asi obtenidas permiten investigar el efecto de las
covariables sobre la sobrevida. Aunque una falencia del método es que estd
restringido a casos con no demasiadas combinaciones de valores de cova-
riables. Esta seccién amplia la metodologia de la tabla de vida mediante la
introduccién de modelos estadisticos que vinculan directamente la tasa de
riesgo con una combinacién aditiva de multiples covariables.

La principal herramienta es la funcién de riesgo, la cual, para un vector
de covariables x = (x1;29, ..., x,)’, tiene la forma

hitlx) =P(T=tT>1t,x), t=1,2,...,q, (10.2.1)

donde A(t|x) es la probabilidad condicional de que ocurra el evento en el
intervalo [@,_1; a;), dado que la unidad alcanza el intervalo y se describe la
tasa instantdnea del evento en el momento ¢, ya que la unidad sobrevive
hasta el tiempo ¢.

La correspondiente funcién de sobrevida es

S(tlx) = P(T > ¢[T) = [ [[1 - k(il0)]. (10.2.2)
i=1
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La funcién de sobrevida describe la probabilidad de que la falla ocurra des-
pués del momento ¢. En otras palabras, si se consideran los intervalos sub-
yacentes, representa la probabilidad de sobrevida en el intervalo [a,_1; a;).

Este capitulo estd orientado principalmente por Tutz y Schmid [68], da-
do que es uno de los pocos textos dedicados al modelamiento de datos de
tiempo para un evento discreto o discretizado. Un tratamiento mas conden-
sado, a partir del andlisis de datos categdricos, se puede encontrar en Agresti

[2] y Stokes, Davis y Koch [65].

10.21. Modelos de regresion paramétricos

Una forma comuin de especificar un modelo de datos de tiempo hasta el
evento es elegir una parametrizacién de la funcién de riesgo. Para ¢ fijo, la
funcién de riesgo A(t|x) = P(T = ¢|T > ¢, x) modela, esencialmente, una
respuesta binaria que distingue entre si el evento toma lugar en la categoria
t ono (dado T > t). En otras palabras, distingue entre la categoria {t} y las
categorfas {t + 1, ..., k} dado T > ¢.

Mediante el uso de modelos binarios con los cuales se pueda decidir entre
la categoria {t} y las categorias {t + 1, ..., k}, y dado T > ¢, se obtiene el
modelo de riesgo discreto

h(tlx) = g(Boc +x'B), (10.2.3)

donde g(-) es una funcién respuesta, la cual se asume estrictamente cre-
ciente, tal como escribe en Tutz y Schmid [68, p. 37] en relacion con los
modelos lineales generalizados.

Se advierte que en el modelo (10.2.3) el intercepto, B, es dependiente
del tiempo. Ya que la funcién g (+) es estrictamente creciente, desde (10.2.3)
se obtiene

g h(x)] = Bo + X B. (10.2.4)

En la terminologia de los modelos lineales generalizados, g1 (+) representa
la denominada funcion de enlace.
A continuacién se presentan algunos casos especiales del modelo (10.2.3).

10.2.11. Modelo de riesgo logistico discreto

El modelo de regresién binaria mds empleado es el modelo logit, que utiliza
la funcién de distribucién logistica f(n7) = exp(n7)/[1 + exp(n)]. El corres-
pondiente modelo de riesgo logistico discreto es

exp(Bo +x'B)

) = T exp(Bor +xB)

(10.2.5)
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que modela la ocurrencia del evento en el tiempo t (dado que se alcanza)
como un modelo logistico, donde n = B, + X' B es el predictor lineal. Una
version alternativa es

h(tlx) \ _ )
n(l—h(t|x)) = Bo +x'B. (10.2.6)
Este modelo también se puede escribir como
P(T=tx)) _ )
In (m) _ﬁOZ+X ﬂ (1027)

La razon P(T = ¢|x)/P(T > t|x) se conoce como la razén de continuidad,
de aqui el nombre modelo de razon de continuidad. E1 modelo compara la
probabilidad de ocurrencia de un evento en el tiempo ¢ con la probabilidad
de que el evento ocurra en un tiempo posterior a t.

En el modelo (10.2.6) se supone que los interceptos B¢, varian con el
tiempo, mientras que el pardmetro B es fijo. Esta separacién de la varia-
cién en el tiempo y los efectos de covariables facilita la interpretacion de los
pardmetros. Los intersectos, que varian en el tiempo, pueden ser interpre-
tados como un riesgo de referencia o base, es decir, el riesgo que siempre
estd presente para cualquier conjunto dado de covariables.

Una forma alternativa del modelo dado en (10.2.7) es

P(T =t|x)

U (t]x) = (P(T . t|X)) = eﬁ‘)‘(eﬁl)’f e (eﬂ/’);f, (10.2.8)

donde ¢ (t|x) denota la razén de continuidad en el valor ¢. Se sigue que la
exponencial en el intercepto es

(10.2.9)

P = ¥ (t]0) = (L:HO)) ,

P(T > 1]0)

y puede interpretarse como la razén de continuidad para los valores nulos
de las covariables, es decir, x’ = 0" = (0, ..., 0). La presencia del riesgo de
referencia para todos los valores de las covariables se puede ilustrar consi-
derando el cociente de las proporciones de continuidad en dos periodos de
tiempo, t y s. A partir de

W) _
v (slx)

se observa que el cociente entre las razones de continuidad para dos pe-

exp(Bo: — Bos) (10.2.10)

riodos no depende de las covariables. Por lo tanto, la forma bdsica de las
razones de continuidad es la misma para todos los valores del predictor.
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La interpretacién de los coeficientes 8 se puede considerar desde (10.2.7)
y (10.2.10). El pardmetro ; representa el cambio en el logaritmo de las
razones de continuidad (o el logaritmo de la razén condicional de odds) si
xj aumenta en una unidad. Asi, se obtiene

tley, ..o xj+ 1,000, 2p)
)= 10.2.11
xp(5)) Yty ..., xj, ..., 3p) ( )

que es el factor por el cual la razon de continuidad cambia si z; se incrementa

en una unidad, es decir, cambia de xj axj+1. Ademds, es importante advertir
que el cambio no depende del tiempo.

Una vision alternativa sobre esta propiedad del modelo se obtiene al con-
siderar dos poblaciones caracterizadas o identificadas por los valores de las
covariables x y X. Se observa, a partir de

ZEZ:B = exp[(x—%)'B], (10.2.12)

que la comparacion de estas subpoblaciones, en términos de la razén de

continuidad, no depende del tiempo. Las subpoblaciones pueden definirse
por tratamientos, métodos o grupos naturales como el sexo o la raza, por
ejemplo.

10.21.2. Modelo de riesgo Gompertz discreto

Una distribucién especial es la del minimo valor extremo, también llama-
da distribucién de Gompertz, g(n) = 1 — exp(exp(n)), la cual produce el
modelo

h(t]x) = 1 — exp(—exp(Bo, +xX'B)). (10.2.13)
Este modelo equivale a
In(=In(P(T > ¢|T > 1)) = Bo, +x'B. (10.2.14)

Se llama modelo de riesgos proporcionales agrupados porque se puede conside-
rar como una versién discreta del modelo de riesgo proporcional de Cox. En
contraste con el modelo logistico, la funcién de respuesta g(n) = 1 exp(—exp(n))
no es simétrica. Debido a la forma de la funcién de enlace, este modelo tam-
bién se conoce como el complemento log-log.

El modelo también se puede escribir como

P(T <t|x) =1 —exp(—exp(Bo, +x'B)), (10.2.15)

donde B, = In(Z:_; exp(Boi)) son las transformaciones de los parametros
de linea base.

En la tabla 10.1 se presentan varios modelos de riesgo junto con la res-
pectiva funcién de enlace.
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Tabla 10.1. Modelos de riesgo discretos

Modelo de riesgo / Funcién de enlace

Logistico

_exp(Burtx B)
h(t1%) = Tes B

logit: In (5%3'@) =Bo+x'p

Probit

h(t]x) = @(Bo +x'B)
Probit: @ [h(t]x)] = Bo. + X' B

Gompertz o modelo de riesgos proporcionales agrupado

h(t]x) = 1 — exp(—exp(Bo, +x'B))
clog-log: In(-=In(P(T > t|T > t,x))) = Bo; + X' B

Gumbel
h(t]x) = exp(—exp(=(Bo +X'B)))
log-log: —In(—1In(h(¢|x))) = Bo, +x'B

Exponencial
h(t]x) = exp(Bo. +x'B)
log: In(A(1]x)) = Bo, +x' B

discreto

Ahora, se admite que el tiempo se pueda considerar en los intervalos

[07 a1)7 [a17 a2)7 ceey [aq—ly a(]): [a(p OO),

ha ocurrido dentro del intervalo [a,_1, a;), el riesgo discreto

h(t|x) = P(T =t|T > ¢, x)

¢ 309

10.3. Modelo de riesgos proporcionales

y ademds, se asume que se tiene el modelo de riesgos proporcionales. Si el
tiempo discreto es observado, es decir, si se observa T = ¢ cuando el evento
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es de la forma
h(tlx) = 1 — exp(=exp(Bo, +X'B)), (10.8.1)

donde los parametros

Bo: = In(exp(6;) —exp(6,_1)), con §; = ln/al ho(u)du (10.3.2)
0

se obtienen a partir de la funcién de riesgo base hg(u).

El modelo (10.3.1) es equivalente al modelo de Gompertz o clog-log
para riesgos discretos.

Se observa que el efecto de las covariables contenidas en el pardimetro
es el mismo que para el modelo de Cox en tiempo continuo. Por lo tanto,
si el modelo que genera los datos es el de Cox, pero los datos vienen en
una forma densa y agrupados en intervalos, se puede usar el modelo clog-
log descrito en la tabla 10.1 para inferir sobre el efecto de las covariables
especificadas por el modelo de Cox.

Al considerar la proporcionalidad, se debe tener cuidado si se hace re-
ferencia a la proporcién en tiempo continuo o en tiempo discreto, pues la
proporcionalidad toma una forma diferente para la versién discreta en el
tiempo. Con el modelo clog-log, la proporcionalidad no se refiere a los ries-
gos discretos, sino a funciones de sobrevida discretas, es decir, se obtiene

In[S(t]x)/S(t[%)].

No obstante, el modelo clog-log se denomina también como modelo agru-
pado de riesgos proporcionales. Este nombre se refiere a la conexién con el
modelo de riesgos proporcionales para tiempo continuo.

10.3.0.1. Estimacion

El modelo basico discreto para datos de tiempo hasta un evento

h(t]x;) = g(Bo +x;5)

es presentado en la forma

h(tlx;) = g(x;,6), (10.8.8)
donde el vector de variables explicativas es x/, = (0,...,0,1,...,0,x)
con 1 en el t-ésimo digito y todos los parametrosen 8’ = (Bo1, - - ., Bor, B')-

Asi, para obtener una forma cerrada simple, en x;; se incluye la dependencia
del tiempo, aunque las variables x; no sean dependientes del tiempo.
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Considere el conjunto de datos conformado por (¢, 6;, x;),i =1, ...,n,
donde 7 es el nimero de unidades, ¢; es el indicador del evento (o de la
censura) sobre la unidad 7, #; es el tiempo al evento de la unidad { y x;, las
covariables de la unidad i. Se asume que la censura y el tiempo al evento
son independientes. Luego, la probabilidad de observar un tiempo al evento
exacto (¢;, 6; = 1) es dada por

P(T;=t,0;=1)=P(T; =1;))P(1; < (;), (10.3.4)

donde C; es el tiempo para la censura. La probabilidad de observar censura
al tiempo ¢; es dada por

P(C;=t;,6: =0)=P(T; > t:)P(C; = 1;). (10.8.5)

Un evento en el intervalo [a;_1, ;) implica que ¢; < C;, y la censura en
el intervalo [a; 1, a;,) implica que el evento ocurre después de a,,, es decir
que hay sobrevida mads alld de a;,.

Empleando la funcién de riesgo discreta condicionada a covariables y
con la expresion para la funcién de sobrevida discreta sujeta a las mismas
covariables, a partir de (10.2.2) se obtiene la contribucién de la i-ésima
unidad a la verosimilitud:

ti—1

Ly oc hti]x)" [1 = h(tlx)]' = | ] (1 = h(ix)). (10.3.6)
j=1

Esta verosimilitud parece ser muy especifica para un modelo discreto de
tiempo hasta el evento y con censura a derecha.

Con una inspeccién mads detallada, se observa la semejanza entre esta
verosimilitud y la verosimilitud asociada con una sucesién de respuestas bi-
narias. Por definicién, para una observaciéon no censurada (§; = 1), la su-
cesion es (yi1, ..., ¥i,) = (0,...,0, 1). Y para una observacién censurada
(6; = 0), la sucesion es (y;1, - .., vir,) = (0, ..., 0), por lo que la verosimili-
tud (10.3.6) puede escribirse como

L; o l_ilh(s|xi)y’**(l — h(s|x;)) V. (10.8.7)

s=1

Por lo tanto, L; es equivalente a la verosimilitud de un modelo de res-
puesta binaria con valores y;; € {0, 1}. Generalmente, sobre cada unidad ¢,
se tienen ; de estas observaciones. Tenga en cuenta, sin embargo, que las
observaciones binarias no son valores artificialmente construidos. De he-
cho, los valores y;, codifican las decisiones binarias para la transicién al si-
guiente periodo. Especificamente, y;; codifica la transicién desde el intervalo
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[as_1, ay) al intervalo [ay, a,41) en la forma

yie = 1, silaunidad i tiene el evento en [a,_1, a;) (10.3.8)

0, silaunidad i no tiene el evento en [a,_1, a;),

cons =1, ...,t.Paratiempos al evento exactos, se tiene el vector de obser-
vacién (0, ..., 0, 1)’ de tamafio #; X 1, es decir, no le ocurre el evento du-
rante los primeros ¢; intervalos y le ocurre el evento en el ¢;-ésimo intervalo.
Para observaciones censuradas, se sabe que en los primeros #; intervalos no
ha ocurrido el evento. Como consecuencia, el logaritmo de la verosimilitud
total del modelo de supervivencia discreta esta dado por

Lo Z Z%’s Ina(slx;) + (1 = yis) In(1 = A(s|x7)). (10.3.9)

i=1 s=1

Para los cdlculos, se deben generar observaciones binarias antes de ajustar
el modelo binario para transiciones.

A manera de ilustracion, siguiendo a Tutz y Schmid [68, pp. 54-57],
considere el modelo de riesgo discreto con predictor lineal n;, = Bo, +x. .
Una forma condensada del predictor lineal es x 6, con vector de pardmetros
6 = (Bo1,---, Bog, B’). Para predictores lineales de respuesta binaria se
deben adaptar las covariables a las observaciones bajo consideracion. Para
la generacion de la matriz de disefio, se debe distinguir entre observaciones
completas y observaciones censuradas.

Si T =t; y §; = 1, las observaciones binarias f; y las variables de disefio
son dadas por la matriz de datos aumentada:

Obs. binarias Variables de disefio
0 1 0 0 --- 0 x
0 o 1 o0 -- 0 x
0 o o 1 - 0 x
1 0O 0 0 1 x

De forma similar, si T = ; y 6; = 0, las observaciones binarias ¢; y las
variables de disefio son dadas por la matriz de datos aumentada:
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Variables de disefio

0
0
0

1 0
0 1
0 O
0 O

0
0
1

0
0
0
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En lugar de construir la matriz de disefio, también se pueden construir las

observaciones con tiempo transcurrido ¢, el cual debe considerarse como un

factor cuando se utiliza alguna herramienta computacional. Asi, para T = ¢;

y 6; = 1 se emplea la siguiente codificacién:

Obs. binarias

Variables de disefio

0
0
0

1
2
3

li

De manera similar, para T = ¢; y §; = 0 se emplea la siguiente codifica-

cion:

Obs. binarias

Variables de disefio

10.3.0.2. Modelamiento del tiempo al evento con censura

0
0
0

1
2
3

li

X

X

’
i
x/
1
’
i

Hasta ahora la contribucién de la censura a la verosimilitud ha sido igno-

rada. No obstante, el proceso de censura también puede ser considerado e

incluido en el modelo de riesgo discreto. Para este propésito, se nota con

hcen(t|xi) = P(C = th 2t, Xi)
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la funcién de riesgo para el tiempo de censura. Con la censura al final del
intervalo, la contribucién de la i-ésima unidad a la verosimilitud, como se
considerd antes en (10.3.6), es

t,‘—l

L = cih(tilx)* [1 = h(elx) ]~ [ [(1 = hGilx),
j=1

donde ¢; = P(C; > ;)%P(C; = t;)'~% representa la contribucién de las
observaciones censuradas. Una expresién equivalente para ¢; es

Zi—l
i = hcen(tlxi)l_(si 1_[(1 - hcen(slxi))'

s=1

Si 6; = 0, se obtiene
—0; X :
_ 0 15
i = [ | heonCslxe? (1 = e (x00) '
s=1

Con respecto a la matriz de disefio, se obtiene, para el proceso de censura
desarrollando el tiempo ¢ §; = 0, las #; observaciones:

Obs. binarias  Variables de disefio

0 1 X:.
0 2 X:.
0 3 b ¢
1 t; X/

Para el proceso de censura con tiempo de ejecucion ¢ y 6; = 0, se obtie-
nen las ¢; — 1 observaciones:

Obs. binarias  Variables de disefio

0 1 x;
0 2 X!
0 3 X:
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Para la estimacién mediante la maxima verosimilitud, que involucre tiem-
po al evento y el proceso de censura, se usa el logaritmo de la verosimilitud
[ =lr + ¢, donde

n t;

br= 3" (s InAsix:) + (1= i) In(1 = h(s]x7))

i=1 s=1
es el logaritmo de la verosimilitud que depende del riesgo discreto al evento
(es decir sobre h(s|x;)), y

n ti—0;

le= "3 O M hean (s1%3) + (1= y550) In(1 = heen (s1x7)))

i=1 s=1
es el logaritmo de la verosimilitud que depende del riesgo discreto a la cen-
sura (es decir, sobre ., (s|x;)). Si el tiempo para el evento y la censura no
comparten pardmetros, Iy y ¢ se pueden maximizar por separado.

10.3.0.3. Censura al comienzo del intervalo

La derivacién del log-verosimilitud en las secciones anteriores se basa en el
supuesto de que la censura ocurre al final del intervalo. Las definiciones y
las derivaciones cambian si se asume la censura al comienzo del intervalo.
En este caso se tiene

;=

1, si Ti < Cl'
0, siT;>C;

P(T;=t;,6;=1)=P(T; =t;)P(C; > t;)
P(T; =1;,6; =0)=P(T; 2 1;,)P(C; = 1;).

La contribucién de la z-ésima unidad a la verosimilitud estd dada por
Li=P(T; =1;)%P(T; > t;)! 7% P(C; > ;)% P(C; =1;)' 7%, (10.8.10)

Sin censura, la verosimilitud es igual a

ti—l
Li = ch(uilx)™ | [(1 = RGilx)- (10.8.11)
=1
Por definicién, la sucesion (y;1, ..., yi,) = (0, ..., 0, 1) para una observa-

cién no censurada (§; = 1). La verosimilitud puede escribirse como

L;

§

R(s|xi Y (1 = h(s|x;)) =%, (10.3.12)

li
=1



316« Modelos para datos de sobrevida discretos

Para una observacién censurada se define (y;1, ..., yi;,-1) = (0, ..., 0), asi,
se obtiene
-1
L; o l_lh(s|xi)yf*(1 — h(s|x;)) 7. (10.3.13)
s=1

De forma cerrada, la contribucion de la i-ésima unidad a la verosimilitud es

ti—(1=6;)
Liec [ hGslx)™ (1 =h(slxi)) ' =2, (10.3.14)

s=1
y el logaritmo de la verosimilitud completa para el modelo es

n ti—(1-6;)

[ ; Z (s Inh(sx:) + (1 = y35) In(1 = 2(s]x7))).

s=1

El logaritmo de la verosimilitud es nuevamente equivalente al logaritmo
de la verosimilitud de un modelo para respuesta binaria, el cual se escribe
como P(y;; = 1|x;) = g(x; 8) con observaciones binarias

Y11y - - )yl,ll—(l—él))yQI P ;y?,[g—(l—ég)’ <o Vnly e }yn,[,,—(l—&l)’

En total, se tienen };(t; — 1 + §;) observaciones binarias, donde la suma
varia con las observaciones censuradas y también depende de los tiempos al
evento completos.

10.3.0.4. Errores estandar

Consideremos el caso en el que la censura ocurre al final del intervalo. En-
tonces, la log-likelihood puede usarse para derivar errores estdndar aproxi-
mados para las estimaciones de coeficientes de un modelo de riesgo discreto.
Mediante (10.3.15) se deriva la matriz de informacién, y esta es dada por

B s, (dgmi\
J(ﬁ)—E(—aﬁaﬁl)—;;xnxit( o )/%, (10.8.15)

donden; =x; By 0'3 = g(mi)(1 = g(ni)). Una aproximacién a los errores

estandar se obtiene a partir de la distribucién asintética del estimado de
mdxima verosimilitud S, esta es

BENGB,IB)Y. (10.3.16)
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Con esta convergencia en distribucién de 8, se obtienen los errores estindar
de cada uno de sus componentes, y en consecuencia, se pueden construir in-
tervalos de confianza de Wald en el nivel (1 —«) para cada 8;. Este intervalo

es
BiF Z1—ajanT (B)g))- (10.8.17)
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111. Introduccion

En estudios de andlisis de tiempo hasta la ocurrencia de un evento o de
sobrevida es importante conocer, en lo posible antes de iniciar el estudio,
el niimero de unidades (personas, animales u objetos) y el niimero de eventos
requeridos para que el estudio tenga unos niveles de validez y confiabilidad
en términos probabilisticos. El nimero de unidades y el ntimero de eventos
(a lo sumo, uno sobre cada unidad) son cantidades correlacionadas.

Decidir cudntas unidades se deben incluir en un estudio sobre tiempo
hasta la ocurrencia de un evento es un elemento importante, por ejemplo,
en el disefio de un experimento clinico, industrial, pedagégico o social. En
el marco cldsico de verificacién de hipétesis, para cualquier tipo de resultado
se debe especificar el cambio de efecto que se busca (diferencia), la variabili-
dad en la estadistica de verificacién, el nivel de significacién de la prueba, la
potencia deseada de la prueba para detectar un minimo cambio del efecto (la
diferencia significativa) e, incluso, la disponibilidad de recursos econémicos
y logisticos para desarrollar el estudio.

En el andlisis de datos de tiempo hasta el evento hay factores adicionales
que se deben especificar con respecto al mecanismo de censura y la dis-
tribucién de sobrevida particular, bajo las hipétesis nula y alterna, respec-
tivamente. Primero, se requiere especificar qué modelo paramétrico de la
variable tiempo hasta el evento se estd asumiendo, o qué prueba semiparamé-
trica se va a emplear, por ejemplo, la prueba tipo log-rank. En la estimacién
del tamafio de muestra para la comparacién de medias, se asume la distri-
bucién normal. De manera andloga, la estimacién del tamafio de muestra
(el nimero de eventos o el nimero de unidades) en andlisis de sobrevida
se hace sobre el supuesto de la variable tiempo al evento distribuida expo-
nencialmente. Esto permite determinar tanto el nimero de eventos como
el nimero de unidades requerido para cumplir con la potencia y con otras
especificaciones del disefio. En segundo lugar, se debe proporcionar, por ra-
zones administrativas y logisticas, una estimacién de la cantidad de unida-
des que se necesitan incluir en el estudio para producir el nimero requerido
de eventos. A continuacién se presenta lo relacionado con el tamario de la
muestra en datos de tiempo para evento; esto apoyado en Moore [55, cap.

11] y en Collet [10, cap. 10].
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11.2. Potencia y tamano de muestra en
estudios a una via de clasificacion

Para estudios con un unico grupo, se asume que la variable tiempo hasta el
evento se ajusta a un modelo exponencial, con funcién de riesgo A(t, 8) = 0
y distribucién de sobrevida S(z, 8) = e=%. Se quiere verificar la hipétesis
Hy: 60 =0y frentea H, : 6 = 0,. Bajo la hipétesis nula, la media es 1/8,
y bajo el riesgo alternativo, la media es 1/6,. Estas pueden corresponder al
riesgo para un grupo (por ejemplo, tratamiento) y el riesgo para otro grupo
(por ejemplo, control). Asi, la razén de medias, que equivale a la razén de
riesgos, se escribe como A = u,/uog = 0¢/0,. Una vez que se completa el
estudio, se obtienen los tiempos hasta el evento independientes t1, ..., t,
junto con los respectivos indicadores de censura 61, ..., §,, donde n es el
numero de unidades incluidas en el estudio o ensayo.

El objetivo final es determinar cudntas unidades se requieren para detec-
tar una cierta razén de riesgo, con una potencia y un nivel de significancia
establecidos. El proceso de derivacién de la férmula es similar al seguido en
pruebas sobre la media de observaciones con distribucién normal, aunque
algunos ajustes son necesarios para dar cuenta de la presencia de censura. El
ajuste principal es que la férmula de tamafio de muestra especificard direc-
tamente e, el nimero de eventos necesarios para lograr la potencia preesta-
blecida. Una vez que se tiene e, de manera separada se usa un método para
encontrar el nimero de unidades, n, necesarias para producir el e requerido.

En la prictica, las hipétesis nula y la alterna pueden expresarse en térmi-
nos de las respectivas medianas de sobrevida o de la probabilidad de sobre-
vida en un tiempo especifico t. Una mediana del tiempo de sobrevida puede
transformarse en una tasa de riesgo al expresar 1/2 = ¢~% como 6 = In(2)/t.
De manera similar, una tasa de supervivencia p en el tiempo ¢ puede escri-
birse como p = ¢~%, que también se puede expresar como 6 = —In(p)/t.
Estas comparaciones son estrictamente vilidas solo si la distribucién de so-
brevida es exponencial. Sin embargo, para otras distribuciones de sobrevida,
las conversiones entre la mediana de sobrevida y las tasas de supervivencia
pueden proporcionar aproximaciones cuando las tasas de sobrevida estdn

cerca del 50 %.

La forma mads directa de derivar una {érmula para el tamafio de mues-
tra se basa en una estadistica de Wald, pero la férmula resultante varia se-
gin la parametrizacion de la verosimilitud. La derivacién mads simple usa
el pardmetro 1 = In(u) = —In(@). Entonces, se puede expresar la funcién
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logaritmo de la verosimilitud de la siguiente manera:
[(A) =eln(8) —0FE = —1e — Eexp ™. (11.2.1)

De la estimacién mdxima verosimil se sigue que A = In(E)/e y su varianza
es var(1) ~ 1/e, donde ¢ = —10iyE = X"t son el niimero total de
eventos y el total de tiempo de las unidades, respectivamente.

Sea Z, el punto critico sobre una distribucién normal estdndar que de-
termina la regién critica a la derecha de tamaro a. Asi

7, = k —/10’
1/+e
por lo tanto,
/e=/lo+Z—“. (11.2.2)

Ve

Ahora, bajo la hipdtesis alterna, H, = A, la potencia de la estadistica estd
dada por

A k_/la
1-8=P(1 >k|/1:/la):P(Z>W),

que equivale a
Zi_p=—Zg =e(k—2,).
Reemplazando el valor de £, a partir de (11.2.2), se obtiene
Zao
—Zo = Ao+ —=—A4].
v ( Ve )
Resolviendo para e, de acuerdo con la definicién de A, resulta
_ (Za +Zﬁ)2 _ (Za +Z,B)2
T 07 T (ay?

(11.2.3)

La expresion (11.2.3) suministra el niimero de eventos minimo, e, nece-
sarios para alcanzar la potencia y significancia especificada. No es la cantidad
de unidades expuestas al evento.

Un aspecto de esta prueba es que diferentes parametrizaciones conducen
a férmulas algo diferentes para el tamafio de muestra (e). Esta dependencia
de la parametrizacién puede ser obviada si se trabaja directamente con la
estadistica de razon de verosimilitud.

Para e fijo, E = })"_, t; tiene una distribucién gama con indice e y para-
metro de escala 8. Cox [14, p. 35] demuestra que

2ea 9

W=""~ x2,
& X.Y@
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este resultado es aproximadamente vdlido para cualquier esquema de cen-
sura. Bajo Hy : 6 = 09, con un nivel de significancia @ y un mdximo error
Tipo Il igual a B8 (potencia igual a 1 — ), se tiene

2
0 X9 a*
A:—O: 2e,a

O
O X918

(11.2.4)

Para valores especificos de significancia @, potencia 1— 8 y razon A, se puede
resolver (11.2.4) para encontrar el nimero de eventos e.

Moore [55, p. 160] desarrolla el siguiente cédigo R, de acuerdo con la
expresion (11.2.3), para calcular el niimero de eventos e requeridos con una
significancia, potencia y razén especificados.

expLogMeanDeaths <- function(Delta, alpha, pwr) {
z.alpha <- gnorm(alpha, lower.tail=F)

z.beta <- gnorm(1-pwr, lower.tail=F)

num <- (z.alpha + z.beta)"2

denom <- (log(Delta))*2

ee <- num/denom

ee }

De manera similar, Moore [55, pp. 160-161] presenta el cédigo R para el
cdlculo de e alternativo contenido en (11.2.4). Asi, primero se calcula A
mediante

expLikeRatio <- function(e, alpha, pwr) {
num <- qchisqg(alpha, df=(2*e), lower.tail=F)
denom <- qchisq(pwr, df=(2*xe), lower.tail=F)
Delta <- num/denom

Delta }

Para obtener el nimero de eventos e para un A especificado, se define in-
ternamente la funcién “LLRD”, la cual es cero en el nimero requerido de
eventos:

expLRdeaths <- function(Delta, alpha, pwr) {
LRD <- function(x, alpha, pwr)
expLikeRatio(x, alpha, pwr) - Delta

result <- uniroot(f=LRD, lower=1,upper=1000,
alpha=alpha, pwr=pwr)

result$root }
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Suponga que se estd disefiando un ensayo de oncologia de fase II en el
que se planifica una prueba con un nivel de significancia del 5% (prueba
unilateral) y con una potencia del 80 % para detectar una razén de riesgo de
A = 1.5. Una vez las funciones anteriores se han ingresado en R, podemos
encontrar el nimero requerido de eventos de la siguiente manera:

> expLRdeaths(1.5, 0.05, 0.8)

[1] 36.33916

> expLogMeanDeaths(1.5, 0.05, 0.8)
[1] 37.60635

Es decir, se requiere, redondeando, de 38 eventos de acuerdo con el método
de log mean (funcion “explLogMeanDeaths”) y 87 eventos segun el método
de razoén de verosimilitud (funcién “expLikeRatio”). Los resultados de los
dos métodos son similares.

11.3. Determinacion de la probabilidad del
evento

En muchos estudios, usualmente se requiere conocer el nimero de unidades
a incluir y no el nimero de eventos que ocurren. Asi, se necesita tener una
estimacion de la proporcién, mr, de unidades a las que les ocurrird el evento
durante el tiempo del estudio. Si todas las unidades ingresaron, se tendria
n = S8(t,0), donde ¢t es el tiempo de seguimiento. Sin embargo, las uni-
dades realmente ingresan durante un periodo de acumulacién de longitud
a (acumulacién de unidades), y luego, después de la acumulacién de uni-
dades en el estudio o ensayo, las unidades son seguidas durante un tiempo
adicional f. Entonces, una unidad que ingrese en el momento ¢t = 0 tendrd
una probabilidad de que el evento ocurra 7(0) = 1 — S(a + f, 0), es decir
que una unidad que ingresa en el momento ¢ = 0 tendra el maximo tiempo
posible de seguimiento igual a a + f. Pero una unidad que entra al estudio
en el momento «, que es el final del periodo de acamulacién de unidades
(reclutamiento), tendrd un tiempo minimo posible de seguimiento /. Por lo
tanto, esa unidad tendrd una probabilidad de que ocurra el evento igual a
n(a)=1-=S(f, 0).

Si las unidades ingresaron en nimeros iguales en los momentos 0 o a
solamente, entonces la probabilidad del evento seria (7(0) + 7 (a))/2.

Un escenario mds realista es aquel en el que las unidades ingresan de
manera uniforme entre los tiempos 0 y ¢, de modo que el ingreso de las
unidades tiene una distribucién uniforme U (0, a). Asi, la probabilidad del
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evento, 7, se obtiene con el promedio de estos dos tiempos. Por esto, una
unidad que ingresa en un tiempo ¢ es seguida durante un tiempo adicional
a+ [ —t. Estaidea se expresa en la siguiente integral de seguimiento, la cual
utiliza el hecho de que la probabilidad de ocurrencia del evento, dado que
la unidad entra en el tiempo t,es 1 = S(a+ f — ¢, 0):

a

1

= / —P(Evento|ingresa en el tiempo t)dt
0o a

:/al(l—S(a+f—t,9))dt.
0o a

Empleando la transformacién « = a + f — ¢t y considerando que para una
distribucién exponencial S(u, 8) = e, por integracién se tiene que

1 a+f
7r:1——/ S(u, 0)du (11.3.1)
a

oL [t — o).

Mediante la siguiente funcién en cédigo R se emplea la dltima expresién
para calcular la probabilidad del evento:

prob.death <- function(theta, accrual, followup) {
probDeath <- 1 - (1/(accrual*theta))=*
(exp(-theta*followup) - exp(-thetax(accrual + followup)))
probDeath

}

Para el ejemplo anterior, se planea una sola muestra de un ensayo clinico
con una prueba a un nivel de significancia del 5 % (unilateral), y se requiere
un 80 % de potencia para detectar una razén de riesgos de 1.5. Suponga que
la tasa de hipdtesis nula es 8g = 0.15, de modo que la tasa de riesgo de la
hipdétesis alternativa es 1 = 0g/A = 0.15/1.5 = 0.10. Suponga ahora que
el periodo de acumulacién es a = 2 afios y que el periodo de seguimiento
adicional es f = 3 afios. En el ejemplo anterior, se encontré que se requeria
38 eventos (muertes). Para obtener una estimacién del nimero de pacien-
tes necesarios para producir este nimero de eventos (muertes), primero se
calcula la probabilidad del evento (muerte) bajo H; : 8 = 0.10.

> prob.death(lambda=0.10, accrual=2, followup=3)
[1] 0.3285622
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Entonces, el nimero de pacientes necesario para el ensayo clinico es apro-
ximadamente igual a 38/0.3285622 = 115.6 ~ 116. Esta estimacion de-
pende no solo del supuesto de una distribucién exponencial, sino también
del valor desconocido del parametro 6 de la distribucién exponencial. Usar
un valor especifico, como 81 = 0.10, es qtil en la etapa de planificacion del
ensayo, ya que se necesita una estimacién del nimero de pacientes.

11.4. Tamano de muestra para comparar
dos distribuciones de sobrevida

Se considera un estudio (ensayo o experimento) comparativo donde un tra-
tamiento experimental se compara con un tratamiento control o estandar.
Se quiere verificar la hipétesis nula Hy : Sg > S; frente a la alternativa
H, : Sy < 81 para todo ¢, donde Sy y S; son distribuciones de sobrevida
exponencial con riesgos 0 y 01 para el grupo control y el grupo tratado,
respectivamente. Para determinar el tamafio de muestra requerido, se con-
sidera la razén de riesgo A = Z—‘lj. Se supone que el dltimo riesgo (61) es
el mds pequefio y que la prueba puede considerarse unilateral de la forma
Hy: A=11frenteaH,: A > 1.

Suponga que p representa la proporcién de unidades aleatoriamente asig-
nadas al grupo de control. Por lo general, se usa la asignacién proporcional-
mente igual, de manera que p = 0.5, pero esto no es necesario. Se denota
con n el nimero total de unidades en el estudio, y se tiene que ng = np y
n1 = n(1 — p) es el nimero de unidades en el grupo control y en el grupo
experimental, respectivamente. Cuando se haya completado la prueba, se
observardn e( y e eventos en el grupo control y experimental, respectiva-
mente. Y el total del tiempo al evento serd Vy = 3; to; y V1 = 2; t1; para los
grupos control y experimental, respectivamente.

Los estimadores de mdxima verosimilitud de los riesgos son 6y = ey /V)
y 01 = e1/V1. Para comparar las dos distribuciones es mds conveniente usar
0=InA=Infy-1Inéb,.

Sean my y 71 las probabilidades al evento en el grupo control y trata-
miento, respectivamente. Asi,

1 pro+(-p)m

var(6) = np(l—p) mom

Si se define,

T =

pro+ (1= p)my :(g+1—p)‘l

O] m 70
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La prueba de la hipétesis se asume con un nivel de significancia @ y una
potencia 1 — 8. Con lo anterior y a partir de la ecuacién (11.2.3), Moore
[55, p.164] encuentra el tamafio de muestra

 (Zo +7p)?
-

(11.4.1)

e
bs

11.5. Tamano de muestra para comparar dos
distribuciones mediante log-rank

Cuando se analizan los datos de estudios comparativos (grupos Gi y Gg),
usualmente se emplea una estadistica de verificacion tipo log-rank. Por lo
tanto, se desarrolla una expresién para el tamafio de muestra basada en la
estadistica log-rank. En esta estadistica, que se fundamenta en el supues-
to de riesgos proporcionales en los dos grupos, la razén A = 01(t)/02(¢)
es constante. Por esto se emplea la estadistica log-rank, LR, y su varianza,
como se muestra en (2.7.1), que al i-ésimo tiempo al evento estd dada por

o _ mjinjzej(nj —e;)
ejo 2(0.
! n (nj—1)

)

con n; siendo el nimero de unidades expuestas al evento (en riesgo) en un
tiempo inmediatamente inferior a ;).

Tabla 11.1. Nim. de eventos por grupo al momento ¢

Grupos
Evento (E) 1 2 Total

Ocurre ej1 ejo ej

No ocurre |nj1 —ej1 njo —ejo | nj —e;

Total njy njo nj

Se considera una tabla 2 X 2, como se muestra en la tabla 11.1, tomando
como referencia el grupo 2 (igual con el grupo 1). Se supone que el nimero
de eventos ocurridos en cada tiempo al evento es pequefio en relacién con el
nimero de unidades en riesgo, y que la proporcién p = ng;/n; de unidades
asignadas al grupo 2 es constante en el tiempo. Bajo estas condiciones, se
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tiene la siguiente aproximacion:

o _ njinjgei(nj —ej)  njinjge

ez 2y — - 2
" (nj —1) n

~ p(1 =p)e;.

La varianza de la estadistica log-rank es aproximadamente
E L
2
Vo= ol ~p(1=p) Y ej~p(1=p)e.
j=1 j=1

Para encontrar el nimero de eventos necesarios que detecten una diferencia
entre los grupos (debido a los tratamientos o a otro factor), la “diferencia” a
detectar es 6 = In(A) = In[61(¢)/69(t)], con una potencia 1 — 8 y con una
significancia @ para una estadistica de verificacién a dos colas tipo log-rank.
Este nimero es dado por la siguiente férmula:

. (Zaj2 +7Zp)?
p(1-p)s?

Si se quiere el mismo nimero de pacientes en ambos grupos, entonces

(11.5.1)

. (Zajo +2p)*

5271 (11.5.2)

Esta expresién suministra el nimero de eventos, no el nimero de unidades.
Para encontrar el nimero de unidades se requiere estimar la probabilidad
del evento, de lo cual se obtiene la expresion (11.4.1) para el cdlculo del
numero de unidades.

11.6. Probabilidad del evento desde una
estimacion no parameétrica de la
funcion de sobrevida

Una forma de hallar el nimero de unidades necesarias para producir un
numero determinado de eventos es asumir que las unidades ingresan uni-
formemente sobre el periodo de acumulacién y que la sobrevida es derivada
de una distribucién exponencial, como se trata en la seccién 11.3. Si la dis-
tribucién de sobrevida es estimada para uno de los grupos, sin pérdida de
generalidad, suponga que es estimada para el grupo control, entonces, se
puede asumir que los dos grupos tienen un riesgo proporcional en el tiem-
po. Asi se estima una probabilidad del evento en cualquiera de los grupos
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(por la proporcionalidad del riesgo) sin asumir que la distribucién es expo-
nencial.

La funcién de sobrevida para el grupo control se estima mediante el es-
timador de Kaplan-Meier, Soga(2), v fue obtenida a partir de un estudio
anterior. Si se requiere detectar la razén de riesgo A, la hipétesis alterna de
la funcién de sobrevida, asumiendo riesgos proporcionales, es

S0 = (Sm)

Para estimar el nimero esperado de eventos, con un periodo de acumula-
cién (ingreso) a y de seguimiento f, se usa la media ponderada de sobrevida

S(t) = pSo(t) + (1= p)S1(1),

donde p es la proporcién de unidades asignadas aleatoriamente al grupo
control.

Dada la funcién de sobrevida S(¢), la integral (11.8.1) se puede evaluar
numéricamente. La integral 7 = 1—% fa+f S(u, 0)du puede escribirse como
la suma de las dreas de los rectdngulos bajo cada “paso” en los tiempos de
falla entre @ y a + f. Para hacer esto se consideran los tiempos al evento
ordenados t(1), . .., t(y). La integral anterior se puede estimar como sigue:

= Z [Sa+/f—t) - (ta) —ta-1)]- (11.6.1)

t(i):f<l(,') <a+f
La probabilidad del evento puede ser computada con el siguiente cédigo R.

library(survival)

S.km <- survfit(Surv(timeMonths, delta) ~ 1,
conf.type="1log-log")

timesXe <- result.km$time

survXe <- result.km$surv

Luego se establece el tiempo de acumulacién, a (ingreso de unidades), y el
de seguimiento, f, y se selecciona la porcién de tiempos al evento desde |
hasta e+ f, teniendo cuidado de incluir el tiempo f en el primer rectangulo:

accrual <- 12

followup <- 6

times.use <- c(followup, timesXe[{timesXe >= followup} &
{timesXe <= accrual + followup}])

surv.use <- summary(S.km, times=times.use)$surv
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Finalmente, se usa la funcién “diff” para obtener el ancho de los rectangulos

y la funcién “sum” completa la evaluacion de 7 = 1 — % ffa+f S(u, 0)du.

> times.diff <- diff(c(times.use, accrual + followup))
> pi.rec <- 1 - (1/accrual)*sum(times.diff*surv.use)

> pi.rec

[1] 0.5365161

Asi, el estimador de 7 mediante el “método del rectangulo” es 7, ~ 0.5365.
El nimero de unidades necesarias para el estudio es estimado mediante
n = e/n, donde e es el nimero de eventos requerido.






Capitulo

doce

Modelamiento
conjunto de datos
longitudinales y
de sobrevida



=\GV) T A 2 T AP 2 T Al 2\ T A 2\GY) T A 2GR T A Y T
=X, EYi) =X, EXYi)=X;p EXi)=X;p EYi) =X, EYi)=X;p EYi) =X, E
EY) =X, EYi) =X, EXYi) =X, EYi)=X;p EYi) =X, EYi) =X, EYi=.
=X;f EY) =X, EY)=X;p EYi)=X;p EXYi) =X, EXYi)=X;f EXYi) =X, E
EY) =X, EXYi) =X, EYi)=X;p EYi)=X;p EYi) =X, EYi) =X, Ei=.
=X EXY) =X, EXY)=X;p EYi)=X;p EXYi) =X, EXi)=X;f EXi) =X, E
E(Y) =X, EYi) =X, EYi)=X;p EYi)=X;p EYi) =X, EYi)=X;f EYi =.
=X;f EX) =X, EY)=X;p EYi)=X;p EYi) =X, EXYi)=X;f EXYi) =X, E
EY) =X, EY)=X;p EXYi)=X;f EXYi) =X, EXYi)=X;p EYi) =X, EYi)=.
=X EX) =X, EXY)=X;p EYi)=X;p EXYi) =X, EXi) =X, EXi) =X, E
E(Y) =X, EYi) =X, EYi)=X;p EYi)=X;p EYi) =X, EYi) =X, EYi=.
=X;f EYi) =X, EXY)=X;p EYi)=X;p EXYi)=X;f EXYi)=X;f EXYi) =X, E
EY) =X, EYi) =X, EXYi)=X;f EXYi) =X, EYi)=X;p EYi) =X, Ei)=.
=X EY) =X, EXY)=X;p EYi)=X;p EXYi) =X, EXi)=X;f EXi) =X, E
E(Y) =X, EXi) =X, EYi)=X;p EYi)=X;p EYi) =X, EYi) =X, Ei=.
=X, EY)=X;p EXi) =X, EXYi)=X;p EYi) =X, EXYi)=X;p EYi) =X, E
EY) =X, EYi) =X, EXi)=X;p EYi)=X;p EYi) =X, EYi) =X, E¥i=.
=X EXY) =X, EY)=X;p EYi)=X;p EYi) =X, EXi)=X;f EXYi) =X, E
E(Y) =X, EYi)=X;f EYi)=X;p EYi)=X;p EYi) =X, EYi) =X, E(Yi=.
=X, EYi) =X, EXi)=X;p EXi)=X;p EYi) =X, EXYi)=X;p EYi) =X, E
E(Y) =X, EY) =X, EXYi) =X, EYi)=X;p EYi) =X, EYi) =X, EYi=.
=X, EX) =X, EXY)=X;p EYi)=X;p EYi) =X, EXi)=X;f EXi) =X, E
E(Y) =X, EYi) =X, EYi)=X;p EYi)=X;p EYi) =X, EYi)=X;f E(Yi=.
=X EXY) =X, EXY)=X;p EYi)=X;p EXYi) =X, EXi)=X;f EXi) =X, E
E(Y) =X, EYi) =X, EYi)=X;p EYi)=X;p EYi) =X, EYi)=X;f EYi=.
=X;f EXY) =X, EXY)=X;p EYi)=X;p EXYi) =X, EXi)=X;f EXi) =X, E
EY) =X, EY)=X;p EXYi)=X;p EXYi) =X, EXYi)=X;p EYi) =X, Ei)=.
=X EX) =X, EXYi)=X;p EYi)=X;p EYi)=X;f EXi) =X, EXi) =X, E
E(Y) =X, EXi) =X, EYi)=X;p EYi)=X;p EYi) =X, EYi) =X, EYi=.
=X;f EXi) =X, EY)=X;p EYi)=X;p EXYi) =X, EXYi)=X;f EXYi) =X, E
EY) =X, EY)=X;p EXYi) =X, EXYi) =X, EYi)=X;p EYi) =X, Ei)=.
=X EX) =X, EXY)=X;p EYi)=X;p EYi) =X, EXi)=X;f EXi) =X, E
E(Yi) =X, EYi) =X, EYi)=X;p EYi)=X;p EYi) =X, EYi) =X, Ei=.
=X, EYi)=X;p EYi)=X;p EXY)=X;p EYi) =X, EXYi)=X;p EYi) =X, E
EY) =X, EXY) =X, EXi)=X;p EYi)=X;p EYi) =X, EYi) =X, EYi=.
=X EX) =X, EXY)=X;p EYi)=X;p EXYi) =X, EXi)=X;f EXi) =X, E
E(Y) =X, EXi) =X, EYi)=X;p EYi)=X;p EYi) =X, EYi)=X;f E(Yi=.
=X, EYi)=X;p EXYi)=X;p EXYi)=X;p EYi) =X, EXYi)=X;p EYi) =X, E
E(Y) =X, EXYi) =X, EXYi)=X;p EYi)=X;p EYi) =X, EYi)=X;f EYi)=.
=X, EXY) =X, EXY)=X;p EYi)=X;p EXYi) =X, EXi)=X;f EXi) =X, E
E(Y) =X, EXYi) =X, EYi)=X;p EYi)=X;p EYi) =X, EYi) =X, Ei=.
=X, EYi) =X, EXYi)=X;p EXYi)=X;p EYi) =X, EXYi)=X;p EYi) =X, E
E(Y) =X, EY) =X, EXYi)=X;p EYi)=X;p EYi) =X, EYi) =X, EYi=.
=X, EY) =X, EY)=X;p EYi)=X;p EYi) =X, EXYi)=X;f EYi) =X, E
(VN — VR E(V — VR (Vi — VLR L(Vi\ — VR L(VIN\ —V.R EF(Vi\ — V.R (Vi —



Modelamiento conjunto de datos longitudinales y de sobrevida « 335

121. Introduccion

En los estudios de seguimiento, generalmente en los prospectivos, se re-
colectan diferentes tipos de respuestas para cada unidad de una muestra.
Estas pueden incluir varias respuestas medidas repetidamente en el tiempo
(longitudinalmente) y el tiempo hasta que ocurre un evento de interés par-
ticular. Asi, esta estructura la conforman los datos en medidas repetidas o
longitudinales y los datos de tiempo para un evento o de sobrevida.

Las preguntas de interés frecuentemente conllevan a realizar andlisis por
separado de los datos longitudinales y de los datos de tiempo para el even-
to, respectivamente. Pero en muchas ocasiones, el interés de la investigacién
se dirige a indagar, explorar y confirmar la posible estructura, asociacién o
correlacién entre los dos tipos de datos. Con frecuencia se presentan situa-
ciones en las cuales se miden repetidamente, sobre una misma unidad, tanto
la respuesta de marcadores como el tiempo hasta la ocurrencia de un even-
to. Se espera que los datos longitudinales o marcadores, junto con algunas
covariables de la unidad, den cuenta del desarrollo del evento de interés.

El propésito de la medicién de variables longitudinales es el seguimiento
y prondstico de la ocurrencia del evento de interés. Asi, se mide sobre una
misma unidad el tiempo que transcurre hasta la ocurrencia de un evento
junto con algunas covariables. Dentro del conjunto de covariables, algunas
pueden ser dependientes del tiempo o dindmicas, mientras que otras pue-
den ser no dependientes del tiempo.

En estos casos, como se ha advertido, se pueden agrupar los datos asocia-
dos a tres grupos de variables: el tiempo para el evento, las medidas repetidas
(o longitudinales) y las covariables. Estas tltimas pueden afectar alguno de
los dos primeros grupos o ambos (datos de sobrevida o longitudinales). Va-
rias aproximaciones han sido propuestas en la literatura para modelar, de
forma separada, medidas repetidas y datos de sobrevida. Uno de los mode-
los usados con mayor frecuencia para el andlisis de datos longitudinales es
el modelo de efectos mixtos, como se puede consultar en Diggle et al. [23],
Verbeke y Molenberghs [70, 71], Fitzmaurice et al. [26], Liu [51] o Diaz
y Leén [20]. Los datos de tiempo para un evento (de sobrevida) han sido
estudiados ampliamente a través de modelos de riesgo proporcional y de
modelos acelerados en Kalbfleisch y Prentice [37], Klein [39], Collet [10],
Smith [64], entre otros.

En la siguiente seccion se resume la metodologia para el andlisis y mo-
delamiento de los datos longitudinales de manera separada de los datos de
tiempo para un evento o de sobrevida, pues el modelamiento de estos ulti-
mos datos ha sido el objeto de este texto. En la ultima seccidn se presenta el
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modelamiento conjunto, que integra el modelamiento de los datos en me-
didas repetidas o longitudinales y los de tiempo para la ocurrencia de un
evento (sobrevida).

12.2. Modelamiento de datos longitudinales

Aunque se ha argumentado que no siempre es adecuado desarrollar tdnica-
mente un andlisis, de manera separada, de cada uno de estos tres grupos de
variables, en esta parte se presentan algunas técnicas para el modelamiento
y andlisis estadistico de los datos en medidas repetidas o longitudinales.

Suponga un estudio en el que se tienen m unidades, las cuales son segui-
das durante un periodo de tiempo [0, 7). En general, los datos asociados
con estos estudios son desbalanceados, en el sentido de que el nimero de
medidas registradas para las unidades no es el mismo ni se hace en los mis-
mos tiempos. Asi, cada unidad i estd asociada con un vector Y; de respuestas
{Yij: j=1,...,n;}; explicitamente, Y; = (Y1, . .., Yiy,).

Los datos longitudinales tienen, por lo menos, tres componentes de va-
riacién aleatoria: (i) variabilidad entre unidades (efectos aleatorios), (ii) corre-
lacién serial y (iii) errores de medicién. Una tarea importante con el andli-
sis de datos longitudinales es la formulacién de un modelo apropiado para
describir la evolucion de la variable respuesta sobre el tiempo en funcién de
unas covariables. Estos modelos deben incluir o considerar los componentes
de variacién aleatoria mencionados.

Modelo lineal mixto

Para ajustar un modelo a los datos longitudinales, los modelos lineales mix-
tos son usados con {recuencia para variables continuas o discretas [70, 71,
23, 54, 26]. En general, un modelo lineal de efectos mixtos es cualquier
modelo que satisface

Yl' ZXl'ﬁ +Zibi+6i
bi ~ N(0, D),
€ ~ N(0,R;),

bi,...,bm, €1, ..., €y independendientes,

(12.2.1)

donde

= Y; es el vector de respuestas n;-dimensional paralaunidad: = 1, ..., m,
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s X; esuna (n; X p) “matriz de disefio”, la cual caracteriza la parte sis-
tematica de la respuesta, es decir, depende de las covariables y del
tiempo,

» (3 es un vector p-dimensional que contiene los efectos fijos,

» Z; esuna (n; Xq) “matriz de disefio” que caracteriza la variacién alea-
toria en la respuesta, la cual es atribuible a la variabilidad entre de las
unidades,

» b; es un vector g-dimensional que contiene los efectos aleatorios que
complementan la caracterizacién de la variacién entre las unidades,

= ¢; es un vector n;-dimensional de los errores dentro de las unidades
que caracteriza la variacién debida a la manera en que las respuestas
son medidas sobre la unidad i,

= D es una matriz de covarianzas (¢ X ¢) con elemento (7, j) d;; =dj;, y
= R; es un matriz de covarianzas (n; X n;).

En el andlisis de datos longitudinales se debe tener en cuenta, y hay que
involucrar en el modelo, la dependencia entre las multiples medidas regis-
tradas sobre una misma unidad. La dependencia o correlacién se asume
incluida en la variable no observable Z;.

El modelo lineal general mixto (12.2.1) implica el modelo marginal

Yi ~ N(XiB,%,), para ¥; = Z:DZ, +R;. (12.2.2)

Una vez que el modelo ha sido postulado, el problema es la estimacién
de los pardmetros que lo conforman. Los métodos de mdxima verosimilitud
y mdzxima verosimiltud restringida (REML) se pueden usar para estimar los
pardmetros que caracterizan la “media” o la parte sistematica del modelo,
B,y los que caracterizan la “variacién” o la parte aleatoria del modelo, junto
con los pardmetros que conforman las matrices de covarianzas D y R;.

Un objetivo del andlisis es caracterizar el comportamiento o trayectoria
de cada unidad o individuo. Asi, se puede afirmar que los modelos linea-
les de efectos mixtos son modelos para unidades o sujetos especificos, en el
sentido de que se ajustan a un “modelo de regresiéon” para la 7-ésima unidad,
el cual tiene “media” X; B + Z;b;. Esto implica estimar 8 y “estimar” b;. No
obstante, ya que b; no es una constante fija como f3, el interés se dirige a la
“prediccion” de la cantidad aleatoria b;. Asi, para caracterizar el comporta-
miento de una unidad dentro del modelo, se desarrolla un método para la
prediccién de b;.
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Se demuestra en McCulloch y Searle [54, p. 168] que la esperanza con-
dicional de b;, dados los datos de Y;, es

E(bily:) = DZ/E7 (Y - X B). (12.2.8)

Un caso especial se presenta cuando D y R; son conocidas y 3 es el estima-
dor de minimos cuadrados ponderados (WLS). En este caso,

DZ/E71(Y: - X; B) (12.2.4)

es el mejor predictor lineal insesgado (BLUP) para b;.
Una aproximacion para el BLUP de b; es

bi = DZ/E71(Yi - X B). (12.2.5)

Este “estimador” es frecuentemente referido como el estimador empirico
de Bayes para b;.

Modelo lineal generalizado
Hasta aqui, el modelo ha sido estructurado para situaciones donde:

i) La respuesta es continua y tiene distribucién normal.

ii) La relacion entre la media de la variable respuesta, Y, y las covariables
(incluido el tiempo), X, se establece mediante un modelo lineal en los
pardmetros, es decir, €(Y;) = X!B.

iii) Lavarianza deY; es constante e independiente de los X; var(Y;) = 2.

Un modelo alternativo para tales datos es el modelo lineal generalizado y
el libro pionero de estos modelos es el de McCullagh y Nelder [53]. Un
modelo lineal generalizado es una regresién para la variable respuesta Y;
con la siguiente estructura:

i) La distribucién de probabilidad para Y; se asume que pertenece a la
familia exponencial.

ii) La media de Y; se considera de la forma
E(Y,) = [(X/B). (12.2.6)

La funcién f(-) es monétona y diferenciable. Esto significa que existe
una tunica funcién g, llamada funcién inversa de f, por lo que, de
esta manera, se puede escribir el modelo en la forma equivalente a
(12.2.6):

¢[8(Y)} = X/B. (12.2.7)
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iii) La varianza de las Y; es de la forma
var(Y;) = ¢V {6(Y)},

donde la funcién / depende de la distribucién particular de las Y; y ¢
puede ser igual a una constante conocida.

Una aproximacién natural para estimar 8 en estos modelos es mediante
el principio de maxima verosimilitud. Asi, el estimador de mdxima verosi-
militud para B corresponde a la solucién del sistema de ecuaciones

m
l 4 4 ’
; V{f(Xl.’ﬂ)}{Yl S(X] BN (X! B)X; = 0. (12.2.8)

La extension de los modelos lineales cldsicos al modelamiento de datos
longitudinales se facilita al considerar la distribucién normal multivariada de
estos datos; para ello se puede consultar a Diaz y Morales [21]. Por analogia,
es natural esperar que cuando los elementos del vector de datos Y; sean con-
teos, respuestas binarias o respuestas positivas, en estos casos se podria optar
por los modelos lineales generalizados con la inclusién de la correlacién de-
bida a las mediciones repetidas sobre una misma unidad. No obstante, este
no es el procedimiento adecuado y la misma generalizacién no es facil ni
pertinente. Asi, tratar de usar extensiones multivariadas de los modelos li-
neales generalizados para el caso de vectores de datos longitudinales resulta
demasiado complejo para producir modelos ttiles en escenarios reales.

Otra complicacién es el modelamiento de la media poblacional y de las
unidades especificas. La media poblacional es considerada como la respuesta
media, a través de todas las unidades, en cada uno de los puntos en el tiem-
po. La media poblacional describe la relacién y evolucién de las respuestas
en diferentes tiempos. El modelo describe la respuesta media en cualquier
tiempo para una unidad como una funcién de pardmetros fijos y posible-
mente algunas covariables.

El articulo publicado por Liang y Zegel [46] resuelve algunos de los in-
convenientes planteados. Lo que proponen los autores es olvidarse de tratar
de modelar la media global de la distribucién multivariada de probabilidad
del vector de datos. En su lugar, la idea es tan solo modelar la respuesta
media y la matriz de covarianzas del vector de datos como en el caso de
la distribucion normal. De otra manera, se trata de considerar los mode-
los lineales generalizados para observaciones individuales como punto de
partida. Esta es la estrategia de modelamiento:

s La respuesta media del vector de datos Y; es modelada como una fun-
cién del tiempo, las covariables X y los pardametros £, mediante
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modelos lineales generalizados que representan la respuesta media de
cada unidad Y;.

La varianza de cada unidad Y; es modelada por una funcién de la me-
dia de acuerdo con la distribucién de los datos. Estos modelos son
frecuentemente modificados o transformados para permitir la inclu-
sién de la variacién dentro y entre unidades mediante la adicion de
parametros de dispersion ¢.

La correlacion entre observaciones sobre la misma unidad (elementos
de Y;) se representa mediante una adecuada seleccion de la estructu-
ra de correlacion. La matriz de correlacion seleccionada es referida
como la matriz trabajo.

Con estas consideraciones, se tiene el siguiente modelo estadistico para mo-

delar la media y la matriz de covarianzas del vector de datos Y;, el cual tiene

las observaciones Y;;, j = 1, ..., n; sobre la i-ésima unidad:

= Larespuestamedia, g, deY;; es modelada mediante una funcién apro-

piada g, denominada funcidn de enlace, la cual asigna a la media un
predictor lineal de las covariables, es decir, g(u) = Xl.’]. B.

= La varianza es entonces modelada por alguna funcién 7 (+) de la res-

puesta media y por un parametro de dispersién ¢, lo cual define una
matriz Til/2 = diag({l/(,ui]-)}l/g). La correlacién es modelada me-
diante una matriz de “trabajo” I';.

Esto se resume en las siguientes expresiones:

X/, B)
h(X’,
B(Y;) = ( ?B : =hi(B), var(Y;) = ¢T,*IiT* = 5; = gA,.
(X!, B)
(12.2.9)

A partir de lo anterior, se puede decir que el conocimiento de la media y

la matriz de covarianzas no es suficiente para la especificacién completa del

modelo probabilistico multivariado asociado con las observaciones del vec-

tor de datos longitudinales. Una salida a esta situacion es dada por Liang y

Zeger [46], quienes hacen caso omiso del modelo probabilistico que genera

los datos longitudinales y parten de la idea de que, para el modelamiento de

los datos, tan solo se requiere la media y la matriz de covarianzas. Esta es la

metodologia que se presenta a continuacion.
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Ecuaciones de estimacion generalizadas

La idea es generalizar y extender las ecuaciones de estimacion de verosi-
militud usuales para un modelo lineal generalizado de variable respuesta
univariada que incorpore la correlacion debida a las multiples observacio-
nes sobre una misma unidad. Al final de la seccién anterior, se resalté que
la especificacién del modelo para la media y la matriz de covarianzas de un
vector de datos se presenta en la forma (12.2.9). Sin embargo, esto no es
suficiente para especificar, de manera completa, la distribucién de probabi-
lidad multivariada.

Para ilustrar esto se muestran dos situaciones. L.a primera es el caso de
la distribucién normal para un modelo lineal de la media. El modelo es

€(Y;) =XiB, var(Y;) = %;

para una seleccion apropiada de la matriz de covarianzas %;. Se asume que
los Y; siguen una distribucién normal multivariada. El estimador para § es

i=1 i=1

Esta ecuacion puede escribirse en la forma:
D X5 - Xif) =0, (12.2.10)
i=1

la cual corresponde a las ecuaciones para modelos lineales generalizados. El
estimador para 8 se obtiene como solucién de (12.2.8); es decir,

m
1 ’ ’ ’
;V{f(xz,ﬁ)}{m SXI B} (X[ B)X; = 0. (12.2.11)

El supuesto de normalidad no siempre es seguido por un conjunto de
datos. Por ejemplo, si la respuesta estd en la forma de conteos o es binaria,
resulta claro que la distribucién normal no es apropiada.

Al comparar (12.2.10) y (12.2.11), se observan algunas coincidencias,
como que: las ecuaciones son funciones lineales de los desvios de las obser-
vaciones respecto a la media asumida, ponderadas de acuerdo con su matriz
de covarianzas. A partir de estas observaciones, una aproximacién natural
para ajustar el modelo (12.2.9) consiste en resolver un sistema de ecua-
ciones de estimacién que consiste de p ecuaciones para 3, las cuales son
funciones lineales de los desvios

Yi - fi(B).
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Las ponderaciones de estos desvios son de la misma forma contenida en
(12.2.10) y (12.2.11), mediante la inversa de la matriz de covarianza X; del
vector de datos.
Estos resultados permiten considerar las siguientes ecuaciones y resolver
para los pardametros 8
m
ZA;Ai‘l{Yi—ﬁ(ﬂ)}:O, (12.2.12)
=1

4

donde A; es la (n; X p) matriz cuya elemento (7, s) es la derivada de f(Xl’],B)
respecto al s-ésimo elemento de B,y A; es la matriz Z; en (12.2.9).

Un sistema de ecuaciones de la forma (12.2.12), cuya solucién corres-
ponde a una estimacién de los pardametros 8 en un modelo para la media,
es referido como ecuaciones de estimacion generalizada (GEE, por su sigla en
inglés).

El modelo expresado en (12.2.1) puede ser extendido al caso de datos no
normales. La idea es modelar las trayectorias individuales, donde la “media”
en el tiempo ¢;; sobre todas las observaciones es representada nuevamente
por un modelo lineal generalizado para una trayectoria individual especifica.
Esto es un modelo lineal mixto generalizado [54, 26], en el que se permite
que los pardmetros dependan de efectos aleatorios. La esperanza condicio-
nal de Y;, dado un vector de efectos aleatorios b; para la unidad i, puede
ser considerada como la respuesta “media” para una unidad particular. Una
representacién general de tales modelos es como sigue:

€(Yijlbi) = g(X;Bi), (12.2.13)

donde g(-) es una funcién apropiada, 8; es un pardmetro de una unidad
especifica, el cual en el caso mds general puede expresarse como

Bi =A; B + Bib;. (12.2.14)

Aqui, B es el pardmetro que describe el valor “tipico” de B;’s a través de
todas las unidades con matriz de covariables A4; (es decir, todos las unidades
bajo un tratamiento particular). b; es un efecto aleatorio, el cual se asume
que es generado por una distribucién con media 0 y matriz de covarianzas
D. Ademds, se asume que, en el nivel individual, los datos en Y; siguen una
distribucién que pertenece a la familia exponencial escalada.

El modelo definido en (12.2.13) y (12.2.14) es referido como modelo
lineal mixto generalizado. Con estos modelos, la respuesta media es modelada
como una combinacién de las caracteristicas poblacionales (efectos fijos),
B, las cuales se asumen compartidas por todas las unidades, y los efectos
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individuales especificos (efectos aleatorios), que son tinicos para una unidad
o individuo particular.

12.3. Modelamiento conjunto en datos
longitudinales y de sobrevida

En estudios longitudinales donde hay medidas repetidas sobre una respues-
ta continua, una observacién sobre un tiempo hasta el evento posiblemente
censurado, junto con la informacién de algunas covariables que son tomadas
sobre cada unidad, son comunes en investigacion médica, en ingenieria o en
ciencias sociales, entre otras. El interés frecuentemente se dirige a explorar,
modelar y confirmar las posibles interrelaciones entre estos tres conjuntos
de variables (medidas repetidas, tiempo al evento y covariables). Por ser de
interés diddctico, se resume el articulo de unos de los pioneros del modela-
miento conjunto de datos longitudinales y de sobrevida, Tsiatis y Davidian
[67].

Un ejemplo familiar son los ensayos clinicos sobre VIH, donde las cova-
riables, incluida la asignacién de tratamiento, la informacién demografica y
las caracteristicas fisiolégicas, se registran al inicio del estudio. Ademds, se
registran medidas inmunolégicas y del estado virolégico, como el recuento
de células CD4 y el niimero de copias del ARN viral que se toman en visitas
posteriores de los pacientes a la clinica. El tiempo para desarrollar el SIDA
o la muerte también se registra para cada participante del estudio, aunque
algunos sujetos pueden retirarse de manera temprana o no experimentar el
evento al momento del cierre del estudio. El estudio pudo haber sido dise-
fiado para abordar la pregunta principal del efecto del tratamiento sobre el
tiempo hasta el evento, pero los objetivos subsiguientes pueden ser (i) com-
prender los patrones de cambio de CD4 o carga viral o (ii) caracterizar la
relacién entre las caracteristicas de CD4 o perfiles de carga viral y el tiem-
po hasta el desarrollo de la enfermedad o la muerte. De manera similar, en
estudios de cdncer de préstata, se pueden obtener las mediciones repetidas
del antigeno prostatico especifico (en inglés, PSA) en pacientes que siguen
un tratamiento, junto con el tiempo hasta la recurrencia de la enfermedad.
De nuevo, puede ser de interés caracterizar (i) el patrén de variabilidad del
PSA dentro de cada sujeto y (ii) la asociacién entre las caracteristicas del
proceso longitudinal del PSA y la recurrencia del cincer.

Los objetivos (i) y (ii) pueden hacerse mads precisos al considerar que los
datos para cada sujetoi = 1, ..., n son {7}, Z;, X;(u), u > 0}, donde T; es
el tiempo al evento, Z; es un vector de covariables de referencia (al tiempo
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0), y {X;(u), u = 0} es la trayectoria de la respuesta longitudinal para todos
los tiempos u > 0. El objetivo (i), hacer explicitos los patrones de cam-
bio de la respuesta longitudinal (por ejemplo, CD4 o PSA), puede implicar,
por ejemplo, estimar aspectos del comportamiento longitudinal promedio
y su asociacién con covariables, como E{X;(«)|Z;} yV ar{X;(«)|Z;}. Un es-
quema de trabajo usual para abordar el objetivo (ii), que es caracterizar las
asociaciones entre los procesos longitudinales, el tiempo hasta el evento y las
covariables, consiste en representar la relacion entre T;, X; («) y Z; mediante
un modelo de riesgos proporcionales

h(;(w)) = ho(u) exp{yX;(u) +n'Z;}, (12.3.1)

donde XZ.H (u) = {X;(), 0 <t < u} es el historial del proceso longitudinal
hasta al tiempo u, como en Kalbfleisch y Prentice [37, sec. 6.8], y X;(«)
deberia ser continua a izquierda; en lo sucesivo, se considera solo X;(u)
continuo. En (12.8.1), por definicién, se considera que el riesgo depende
linealmente de la historia a través del valor actual X; (#), aunque otras espe-
cificaciones y formas de relacién son posibles. Aqui, X;(«) puede conside-
rarse como una covariable tiempo dependiente en (12.3.1), y la evaluacion
formal de la asociacién implica la estimacién de y y 7. El interés del primer
autor en este problema surgié de su trabajo con el Grupo de Ensayos Clini-
cos sobre el SIDA (ACTG) en la década de 1990, cuando era muy debatida
la pregunta de si el recuento longitudinal de células CD4 es un “marcador
sustituto” del tiempo hasta el desarrollo del SIDA o la muerte. Es decir,
{puede el punto final de supervivencia, generalmente a largo plazo, ser re-
emplazado por medidas longitudinales de las células CD4 a corto plazo para
evaluar la eficacia del tratamiento? Prentice [59] estableci6 las condiciones
de subrogacién:

I) El tratamiento debe tener un efecto en el tiempo hasta el evento.
II) El tratamiento debe tener efecto en el marcador.

I11) El efecto del tratamiento debe manifestarse a través del marcador, es
decir, el riesgo del evento, dada una trayectoria especifica del marca-
dor, debe ser independiente del tratamiento.

Un marcador sustituto exitoso debe ser capaz de reducir el tiempo de
seguimiento o reducir el nimero de pacientes necesarios para establecer un
determinado efecto de un tratamiento. En el libro de Burzykowski, Molen-
berghs y Buyse [7] se presenta el concepto y validacion de los biomarcadores
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y se muestra la combinacién de los datos longitudinales y de tiempo para
un evento en los modelos conjuntos.

Las principales justificaciones para el modelamiento conjunto de datos
longitudinales y tiempo para el evento son las siguientes:

» Las covariables dependientes del tiempo se registran intermitente-
mente sobre cada unidad y estdn posiblemente sujetas a error.

» Los datos longitudinales puede resultar truncados debido a la ocu-
rrencia del evento, situacién que posiblemente induce datos longitu-
dinales faltantes de tipo informativo.

» La posible imputacién de algunos datos en el tiempo que se presenta
el evento, para considerarlos en un modelo de riesgos proporcionales
con covariables dependientes del tiempo, induciria un sesgo en los
coeficientes de regresion estimados.

El modelamiento conjunto de datos longitudinales y tiempo para el even-
to ha sido propuestos como una respuesta a las dificultades anteriores. El
modelamiento conjunto tiene dos objetivos principales:

I) Explorar y determinar dentro de cada unidad el modelo de cambio.
En estos modelos la atencién principal estd en la tendencia serial.

II) Caracterizar la relacién entre las medidas repetidas y el tiempo para
el evento. Aqui, el objetivo de los modelos conjuntos es la descrip-
cién y la significacién del efecto de las variables longitudinales sobre
la respuesta de sobrevida.

A continuacién se presenta, en orden cronolégico, una revisién de los
articulos pioneros en el modelamiento conjunto de datos longitudinales y
tiempo para el evento.

12.31. DeGruttola y Tu (1994)

El articulo pionero es de Degruttola y Tu [18]. Ellos modelan la regresién
de las células CD4 y su asociacion entre diferentes caracteristicas del de-
sarrollo del VIH vy el tiempo de sobrevida. También extienden el modelo
general de efectos aleatorios al andlisis de datos longitudinales en presencia
de censura informativa y proponen un modelo en el cual ambas variables,
los conteos repetidos de células CD4 y el tiempo de sobrevida, son conjunta-
mente incluidas en el modelo. Ademas de la estimacién, el método permite
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describir la relacién entre las caracteristicas del desarrollo individual de la
enfermedad y el tiempo de sobrevida.

Sea y; un vector n; X 1, cuyos elementos, y;;, son los valores del marcador
para el i-ésimo individuo en la j-ésima ocasién parai = 1,...,myj =
1,...,n;.Seat; = min{x;, ¢;}, donde &; y ¢; denotan el tiempo de sobrevida
y la censura para el i-ésimo individuo, respectivamente. La evolucién del
marcador, y;, es modelada mediante una variable aleatoria en un modelo de
la forma

inTl'a/+Zibi+6i, i=1,...,m. (1232)

Aqui, @ es vector p X 1 de pardmetros desconocidos; T; es una matriz de
disefio de rango completo n; X p; b; ~ iid N (0; D) que denota un vector
k x 1 de los efectos desconocidos de los individuos; Z; es una matriz n; X k
de disefio conocida; €; ~;;4 N (O, O'ani) es un vector de residuales, e I, es
una n; X n; matriz identidad.

Si el tiempo de sobrevida depende de la verdadera pero no observada
variacién de células CD4, esto es, ¢(x|b, y) # ¢(x|y), asi, la relacién entre x
y b debe ser modelada explicitamente. Para ello, se consideran: el momento
de la medida, ¢; el conteo observado de células CD4, y;, en el tiempo ¢;; el
tiempo para la muerte, x, o la censura, c; y el indicador de censura p. Se
asume que la censura es no informativa. También se asumen que la proba-
bilidad condicional de muerte, dado el efecto aleatorio b, es independiente
del proceso del marcador. Con estas consideraciones, la verosimilitud para
cualquier individuo 7 es

L =¢(y110)x
M
[ T{to0se v, - 3jmisty < )G [p(2lB)][1 - D(elb)]' 7},
j=2

(12.3.3)
donde M es el niimero médximo de posibles ocasiones de medicién, y
gjlyr, -, yj-15t <)
es la probabilidad condicional de que el tiempo de sobrevida de un indivi-
duo sea t;.

Para modelar el tiempo de sobrevida x, considere

ai=w! &+ ATh+1, (12.3.4)
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donde ¢ es un vector de ¢ X 1 parametros desconocidos; w; es una matriz
de disefio ¢ X 1; A es un vector de k£ X 1 parametros desconocidos; y r; ~;;4
N (0, s?) es un residual.

Note que los modelos (12.3.2) y (12.3.4) tienen el pardimetro comun
b;, de otra manera, la sobrevida depende del pardametro que describe la ver-
dadera pero no observada trayectoria del conteo de linfocitos CD4, aunque
puede también depender de otras covariables w;. Estas covariables pueden
incluir ambas, las longitudinales y de las sobrevida.

El logaritmo de la funcién de verosimilitud conjunta puede escribirse
mediante la integracién de (12.8.3) sobre el rango no observable b y la suma
sobre los individuos, asi:

NO
Loss = Zlog[ /b Dilbi, a, ) (x| D) g (ailbi, £, sﬁ)db,-]
i=1 i

N¢

+Zlog[ / $Wilbi, @, *)p(i|D) (1 - D(cilb, 4,s2>)dbi], (12.3.5)
i=1 bi

donde N° y N¢ denotan el nimero de individuos muertos y censurados,
respectivamente. Para estimar los pardmetros del modelo, se hace uso de
una adaptacion del algoritmo EM [19].

12.3.2. Tsiatis, DeGruttola y Wulfsohn (1995)

Estos autores usan el modelo de regresion de riesgos proporcionales de Cox
para estudiar la relacién entre el conteo de células CD4, como una covaria-
ble dependiente del tiempo, y el tiempo de sobrevida. Dado que el conteo de
células se mide solo periédicamente, con un error de medicién substancial y
una variacién biolégica, los métodos cldsicos para estimar los pardmetros en
el modelo de Cox no son apropiados. En su lugar, los autores proponen una
aproximacion en dos etapas. En la primera, el conteo longitudinal de CD4
se modela mediante el modelo de componente aleatorio para medidas re-
petidas. En la segunda etapa, con el propésito de estimar los parametros del
modelo de Cox, se asume que los datos son los de sobrevida o los de tiem-
po para el evento. Aqui es necesario tener un conocimiento completo de la
historia de las covariables para todas las unidades, las cuales son obtenidas
en la primer etapa y luego se reemplazan en la verosimilitud parcial para el
modelo de Cox con covariables dependientes del tiempo. Los pardmetros
se estiman desde la maximizacién de la verosimilitud parcial.

Para la construccién del modelo, considere a Z*(¢) un valor hipotético
de conteo de células CD4 en el tiempo ¢, donde este conteo se asume sin
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error de medida. Considere que Z*(¢) denota la historia hasta el tiempo ¢,
{Z*(u) : u < t}. El objetivo principal es estimar la relacion entre el tiempo
de sobrevida y el proceso de conteo verdadero de células. Sea T' el tiem-
po de sobrevida de un individuo, la tasa de riesgo en el momento ¢, como
una funcién de la historia de la covariable longitudinal hasta el tiempo ¢, es
definida como

A(t1Z*(1)) =}lli1)1(1)%{pr(t <T <t+hT >1,2*(1)}. (12.3.6)

Los autores asumen que los datos de sobrevida estdn sujetos a censura no
informativa a la derecha. Sea X = min{T', C}, donde C corresponde a un
tiempo de censura potencial, y el indicador de falla es A, el cual es igual a
1 si el individuo es observado para fallar al tiempo (T" < C) y es 0 en otro
caso.

Como la censura es no informativa, la tasa de riesgo expresada en (12.3.6)
esigual a A (¢]Z*(t)). Asi, el modelo de riesgo proporcional de Cox relaciona
el riesgo con las covariables dependientes del tiempo, es decir,

AUZ* (1) = 200 [ (Z* (1), B), (12.3.7)

donde f(Z*(t), B) es una funcién de la historia de las covariables especifi-
cadas para un parametro B (posiblemente un vector).

El conocimiento de Z*(t), para todos los valores de ¢t < X, generalmente
no es registrado. Asi, debe ser considerado el efecto del error de medicién,
esto es,

Z()=Z"(t) +e(1).

Se asume que e(t) es un ruido aleatorio, tal que €{e(¢)} = 0, var{e(t)} =
a2y cov{e(s), e(t)} =0, s # ¢.

Se nota por Z(t) = {Z(t1), ... , Z(tj); tj <t} la historia de los conteos
observados de CD4 hasta el tiempo ¢. Asi, el riesgo observable es A (£|Z(t)),
en lugar de A (¢|Z*(t)). Por propiedades de la probabilidad condicional:

A(t)Z (1)) ://1(t|Z(t),Z*(t))dP(Z*(t)|Z(t),X >1).

Si se asume que no hay errores de medicién y que los tiempos de las
visitas son predecibles, a partir de (12.8.7), se tiene

A(t|Z(1), Z* (1) = A(t|Z* (1) = A0(1) [ (Z*(1), B),
asi,

AZ(1) = 2oL (Z*(1), B)IZ(t1), - .., Z(t;), X > t]. (12.3.8)
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La esperanza condicional en (12.3.8) se nota por é(t, 8). Si €(¢, B) es
conocido, entonces B puede ser estimado por la maximizacién de la vero-
similitud parcial,

m

m A,‘
ﬂ[%i(xi,ﬁ)/Z%j(Xj,ﬁ)] : (12.8.9)
-

i=1 j

Para ajustar el modelo, los autores proponen un procedimiento bietdpico.
Primero, para el verdadero conteo de CD4, asumen una curva de creci-
miento para un modelo de componentes aleatorios con errores distribuidos
normalmente y emplean el algoritmo EM, modificado por Laird y Ware
[41] para la estimacién de los parametros. Luego sustituyen estas estima-
ciones (llamadas estimadores de Bayes empiricos) en el modelo de riesgos
proporcionales para obtener estimaciones de los pardmetros del modelo de
sobrevida mediante verosimilitud parcial. Este procedimiento se resume asi:

» Primera etapa: los conteos log CD4 siguen una curva de crecimiento
lineal de la forma

Zi(u) =77 (u) +e;(u), u<t, donde Z7(u) = 6p; + 61;u. (12.3.10)

» Segunda etapa: la funcién de riesgo puede ser modelada para el conteo
histérico de CD4 como

A;(t) = Ao(t) exp{B1(0o; + O1;t) + B2b1;}. (12.3.11)

12.3.3. Wulfsohn y Tsiatis (1997)

Los autores consideran, nuevamente, la relacién entre un proceso longitu-
dinal y un proceso de tiempo para un evento. También abordan el pro-
blema de estimar los parametros del modelo de Cox cuando la covariable
longitudinal es medida en forma intermitente y con errores de medicién.
Los estimadores de los pardmetros se obtienen mediante la maximizacién
de la verosimilitud conjunta para el proceso de covariable longitudinal y el
proceso de tiempo de falla. Los pardametros son estimados por medio del
algoritmo de la esperanza maxima (procedimiento EM).
Los datos observados para cada individuo son de la forma

(Xi, Ay Zis 1),

donde X; = min{T;, C;}, con T; siendo tiempo de sobrevida para el i-ésimo
individuo y C; siendo un tiempo de censura potencial para el i-ésimo indi-
viduo. A; es el indicador de falla, el cual es igual a 1 si la falla es observada
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(es decir, si T; < () y es igual a 0 en otro caso. Se asume que la censura
es independiente del tiempo de sobrevida y de la covariable longitudinal.
ti = (tij : t;j < X;) son los tiempos de observacién para el i-ésimo indivi-
duo,parai =1,...,myj=1,...,n.72; = (Z;j : 1;; <X;) son los valores
de las covariables (posiblemente transformadas) sobre el i-ésimo individuo,
los cuales son medidos en los tiempos ;.

Los autores modelan la covariable longitudinal con una curva de creci-
miento lineal con efectos aleatorios (intercepto y pendiente), de esta forma:

Zij = boi + 01L1; + eij,

donde ¢;; se distribuye 7id segtin N (0, o-f), cov(e;j, e;57) = 0 (con j # j'). Tal
error es independiente del intercepto y la pendiente aleatorios, 8, y 81;. Los
autores asumen que las pendientes e interceptos individuales se distribuyen
de acuerdo con una normal bivariada, esto es:

9()i) ((90) ((Too Um))
~ N , .
(91i 01 001 011

El riesgo de falla es modelado mediante el modelo de Cox. En este modelo
el riesgo depende de la covariable longitudinal a través de su valor actual.
Se asume que el verdadero valor de la covariable longitudinal estd dado por
el modelo de curva de crecimiento con efectos aleatorios; esto es:

A(t16;, Zi, t;) = Ao(t) exp{B (6o; + 61;1)}.

Una observacién para cada individuo tiene la forma (X;, A;, Z;, ¢;). Los
efectos aleatorios, 6;, en el modelo de curva de crecimiento no son obser-
vables. La funcién de verosimilitud para estos datos estd dada por

l_[[/ { /(zij10;, UE)}f(Hilg’V)f(Xi, A6, Ao, B)d6; |,
Bl

i=1

J

(12.8.12)
donde

[(zij10;, 72) = 2na ) exp{—(zi; — Oo; — 01:1:))*},
£6:16,7) = 2xlV)" 2 exp{-(6; - 0)V "' (6; - 6)},

F(Xi, Ail6;, 20, B)

X;
= [10(X;) exp{B (80;+61:X:)}]™ exp —/0 Ao (u) exp{B (Boi+01;u) }du|.

(12.8.13)
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La estimacién de los parametros 6, V', o2y f8 se hace mediante maxima
verosimilitud paramétricay 1¢o(«) se estima de la maxima verosimilitud no
paramétrica; se emplea el algoritmo EM de Dempster, Lair y Rudin [19]
para determinar los estimadores de estos parametros.

12.3.4. Henderson, Diggle y Dobson (2000)

Los autores desarrollan una metodologia flexible para modelar de mane-
ra combinada los datos longitudinales y los datos histéricos de un evento.
Para la covariable longitudinal (dependiente del tiempo), ellos argumentan
que en cualquier modelo general se deberian incorporar efectos fijos, efectos
aleatorios, correlacion serial y los errores de medicién, mientras que la his-
toria del evento, o andlisis de sobrevida, deberia estar basado en un modelo
de riesgos proporcionales semiparamétrico con o sin término de fragilidad.
Los métodos se ilustran mediante resultados de un ensayo clinico en el tra-
tamiento de la esquizofrenia.

Se asume que la estructura de los datos para una unidad o individuo es
una sucesién de medidas {Y;; : j = 1,...,n;} en los tiempos {t;; : j =
1,...,n;},coni=1,...,m,yun proceso de conteo {N;(u) : 0 < u < 7},
el cual identifica tiempos del evento en el intervalo [0, 7). Los eventos que
ocurran después del tiempo T se consideran censurados a la derecha.

Los autores proveen un proceso gausiano bivariado, W;(t) = {W1;(1),
Ws;(£)}, de manera que el modelo de medidas repetidas dependa de #7;(¢) y
el modelo de tiempo para el evento dependa de #y;(¢). El marco de trabajo
para el modelamiento incluye métodos estindar de selecciéon de modelos
por separado. El andlisis univariado del proceso longitudinal y del proceso
de tiempo para el evento, respectivamente, es como sigue:

1. El proceso y;1, yig, - - . en los tiempos t;1, t;g, . . . es expresado como
Yij = pitiy) + Whitij) + Zij, (12.3.14)

donde la respuesta media y;(t;;) es descrita mediante un modelo li-
neal, p;(t) = x|, B1; Zij es una medida de error, la cual se distribuye
normal con media cero y varianza 0'%2, y W1 () es un proceso gausiano
que puede ser descompuesto en un término de efectos aleatorios y un
término estacionario, es decir,

Whi(t) = d1i (1) Uri +17(2). (12.3.15)

2. El proceso de intensidad del evento en el tiempo ¢ estd dado por el
modelo semiparametrico multiplicativo

2:(t) = Ao(2) expla(t) + Wo; (1)}, (12.3.16)
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donde A((¢) es una linea base no-paramétrica, «(t) es un modelo li-
neal que describe los efectos proporcionales de las covariables medi-
das en el tiempo ¢, y el proceso gausiano W9;(t) tiene una descompo-
sicién comparable a W7;(t), asi:

ng(t) :in(Z),UQi +V2i(t). (12.3.17)

La posible asociacién entre el proceso longitudinal y el tiempo para el
evento se modela mediante la postulacion de una distribucién conjunta para
estos dos. La distribucién gausiana multivariada para los dos efectos aleato-
rios, U y Ug, cumple tal papel, con una estructura de covarianzas no diago-
nal y19(u) = Cov{W1(t), Wo(t — u)} para el proceso bivariado W (1).

Y y N denotan los datos asociados con la medicién longitudinal y el pro-
ceso de conteo ligado con el tiempo para el evento, respectivamente. Y W
denota la trayectoria completa de W (t) para 0 <t < 7. La contribucién de
un individuo o una unidad a la verosimilitud puede expresarse en la forma

1(0) = 11 (8;Y)E[ls(0; N |W5], (12.3.18)

donde [1(8;Y) es la forma estdndar correspondiente a la distribucién gau-
siana multivariada de Y. Si los procesos #71(;) y Wo(;) son independientes,
el segundo término se reduce a la forma estdandar de un modelo de riesgos
proporcionales con término de fragilidad.

Henderson, Diggle y Dobson [31] extienden el método de Wulfsohn y
Tsiatis [73] para una amplia clase de modelos y advierten sobre los pro-
blemas de identificacion, los cuales pueden deberse a que W5 (t) se asume
dindmico con una especificacién no paramétrica de la intensidad de linea
base A¢(t).

Ademads de los esquemas de modelamiento conjunto para datos longitu-
dinales y tiempo para un evento resumidos anteriormente, hay propuestas
bayesianas que emplean la metodologia MCMC para ajustar modelos con-
juntos a datos que contienen medidas repetidas, tiempo para un evento y
covariables [25, 6]. Una revisién del modelamiento conjunto de estos datos
es desarrollado por Tsiatis y Davidian [67].

En el libro de Rizopoulos [61] se proporciona una visién general de la
teorfa y la aplicacion de modelos conjuntos para datos longitudinales y de
sobrevida. El autor presenta varias extensiones, incluyendo, entre otros, di-
ferentes tipos de estructura de asociacién entre datos longitudinales y de
sobrevida. Para esto, presenta modelos en los cuales se incluyen factores
de estratificacién, se incorporan efectos rezagados, se consideran covaria-
bles exégenas dependientes del tiempo y se trata con escenarios de riesgos
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competentes. Para la parte longitudinal, se adopta un enfoque usual de mo-
delamiento de datos longitudinales continuos y uso de modelos lineales de
efectos mixtos. Todos los andlisis incluidos en este libro se implementan en
el paquete R, con el médulo JM (por su sigla en inglés, Joint Models), en
un entorno de cémputo estadistico y grafico. Este paquete se adapta a una
amplia gama de modelos conjuntos, incluidas las extensiones mencionadas
anteriormente.

El libro de Faucett y Thomas [24] presenta una revision de la metodo-
logia estadistica desarrollada en los ultimos afos para el modelamiento de
datos longitudinales y de sobrevida. Ademds, presenta una discusién siste-
madtica de los modelos conjuntos para datos longitudinales y de tiempo hasta
un evento con aplicaciones en varios escenarios.

Especificamente, ese libro proporciona una visién general de varias dreas
principales en las que los modelos conjuntos se han desarrollado para abor-
dar importantes preguntas cientificas y problemas que no pueden ser res-
pondidos por andlisis separados de los datos longitudinales y datos de su-
pervivencia, respectivamente. También incluye el andlisis de datos longitu-
dinales de datos faltantes monoténicos atribuidos a eventos continuos o dis-
cretos, datos longitudinales con valores perdidos tanto intermitentes como
monoténicos, modelos de tiempo al evento con covariables dependientes
del tiempo medidas intermitentemente, estudios longitudinales con tiem-
pos de observacién informativa y prediccién dindmica en modelos conjun-
tos.

Ademds, el libro presenta algunas extensiones de los modelos conjun-
tos para el caso de los tiempos a eventos de riesgos competentes. Tam-
bién aborda los datos longitudinales multivariados conjuntamente mode-
lados con datos de sobrevida multivariados. Incluye temas como el analisis
de sensibilidad para investigar el impacto de los supuestos del modelo sobre
la inferencia estadistica de modelos conjuntos, el diagnéstico de los mode-
los y la seleccién de covariables en modelos conjuntos. Finalmente, trata los
modelos multiestado conjuntos y los modelos tasa de cura.
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131. Introduccion

Hasta el capitulo anterior, se han presentado datos relacionados con el tiem-
po para la ocurrencia de algin evento, por una tinica vez, sobre una unidad.
En el caso estandar o cldsico, el evento es la muerte y no sobra decir que esta
ocurre solo una vez. Sin embargo, hay otro tipo de eventos que se presentan
sobre una unidad mds de una vez, por ejemplo, eventos como la enferme-
dad, el dafio en una maquina, los matrimonios, el empleo (o desempleo) y
la recesién econémica. Estos son eventos que pueden no ocurrir u ocurrir
mads de una vez sobre la misma unidad. Este tipo de datos se conoce como
datos de sobrevida multivariantes, lo que significa que son casos en los que
mads de un tiempo puede ser observado sobre cada unidad.

A continuacién, se presentan algunos ejemplos de datos con estructura
de datos de tiempo hasta un evento multivariado, orientados principalmente
por los textos de Hougaard [33], Crowder [17] y Cook y Lawless [13].

Ejemplo 13.1.1. Un primer caso de datos multivariados corresponde a cua-
tro grupos, cada uno de 10 ratas. Las ratas del grupo 1 reciben la dosis mads
baja de un analgésico y las del grupo 4 reciben la dosis mads alta. Las ra-
tas fueron expuestas a un estimulo sensorial inofensivo a los 0, 15, 30 y
60 minutos después de la administracién del medicamento (origen de cada
grupo), y sus tiempos de respuesta en segundos (t1, tg, t3, t4) se registra-
ron en cada ocasién. Los grupos aparecen como cuatro bloques en la mesa.
Hay 160 observaciones, consignadas en la tabla 13.1, de las cuales 17 estdan
censuradas por la derecha a los 10 segundos.

Ejemplo 13.1.2. Los datos surgen de investigaciones sobre el efecto en la
funcién cerebral del plomo absorbido corporalmente. Los datos de la tabla
13.2 surgen de estos estudios. Hay tres grupos de ratas, con diferentes nive-
les de plomo en el cuerpo y cinco niveles de dosis de un analgésico droga en
cada grupo. Los tiempos se registran en segundos hasta que la rata respon-
da a un estimulo tdctil inofensivo, cuya intensidad aumenta constantemente
desde cero. Se mide dos veces por rata, una antes de la administracién del
medicamento y una después (¢1 y t9). Los tiempos se dan con una aproxi-
macién de 0.5 segundos y son censurados a derecha en un tiempo de 250
segundos.
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Tabla 13.1. Tiempos al evento repetidos
Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4

31 to tg tq i to tg tq 3] to tg 2] 3] to tg 7
1.58 1.78 2.02 2.19 2.02 3.86 2.73 2.88 2.74 5.10 7.00 3.54 1.68 5.33 10.0 10.0
1.551.40 2.20 1.73 1.75 3.38 3.74 2.57 1.89 8.00 9.80 6.63 2.80 5.93 8.77 4.62
1.47 2.66 3.05 3.76 1.93 3.62 6.05 2.91 1.47 9.77 9.98 10.0 2.19 8.73 10.0 8.20
2.16 2.28 2.04 2.12 2.04 4.70 3.70 3.05 3.13 9.04 9.92 6.25 1.52 10.0 10.0 10.0
2.192.24 1.99 1.58 2.00 3.34 4.14 2.78 1.53 4.72 5.56 3.25 1.85 7.71 8.85 7.57
2.07 1.97 1.50 1.24 1.63 3.37 4.84 2.36 2.12 4.73 7.90 6.42 2.78 7.41 10.0 10.0
1.28 1.67 2.25 1.564 1.97 3.72 7.83 3.14 1.28 4.32 6.24 4.73 1.81 7.56 10.0 10.0
1.53 2.68 1.79 2.03 2.42 4.81 4.90 1.69 1.50 8.91 9.22 4.30 1.80 10.0 9.41 10.0
2.62 2.15 1.60 2.91 1.38 3.88 4.20 2.05 2.05 4.21 10.0 3.03 1.16 9.95 10.0 10.0
1.67 2.52 1.53 1.98 2.32 3.75 3.06 3.81 1.53 7.10 9.88 3.72 1.67 7.82 10.0 7.97

Ejemplo 13.1.3. Se midieron la longitud y la resistencia a la ruptura de
fibras. Las fibras se cortaron en segmentos de 5, 12, 30 y 75 mm de longitud,
y cada segmento fue sometido a una carga constantemente creciente hasta
su rotura. La carga maxima es 4.0; si la fibra todavia estd intacta, en ese
punto se libera sin alterar sus caracteristicas; estas se consideran censuradas
a la derecha por 4.0. La tabla 13.3 contiene estos datos.

Ejemplo 13.1.4. El uso racional (ahorro) de la energia eléctrica en el hogar
es una de las medidas que deben impulsar los gobiernos, con el fin de obte-
ner credenciales verdes. Para tal fin se instalaron medidores en una serie de
hogares para observar los tiempos durante los cuales varios aparatos fueron
encendidos. Los tiempos fueron grabados en una fase inicial de cuatro se-
manas, y luego, durante una fase experimental de cuatro semanas. Durante
la dltima fase, se instalaron dispositivos que apagan los aparatos automa-
ticamente después de un tiempo establecido, con el propésito de evitar el
desperdicio de energia cuando un electrodoméstico no estd en uso activo.
Los datos se muestran en la tabla 13.3 y corresponden a la tltima sema-
na en cada fase. Los datos son del tipo sobrevida en un sentido amplio: los
tiempos registran durante cudnto tiempo sobrevive el dispositivo hasta que
se apague, y son censurados en 1440, el nimero de minutos en un dia. La
ubicacién de la lampara, en la sala, la sala de estar o donde sea, no es re-
gistrada en los datos, aunque las diferentes ubicaciones podrian ayudar a
explicar la gran variacién en el uso entre los hogares. Por otra parte, el es-
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tudio se desarroll6 en el invierno, y en algunos hogares la limpara parece
dejarse encendida la mayor parte del tiempo (por ejemplo, en el hogar 9).

Tabla 13.3. Tiempos al evento repetidos

Carga Carga

Fibra 5 mm 12 mm 30 mm 75 mm Fibra 5 mm 12 mm 30 mm 75 mm

1 330 332 239 208 11 4.00 4.00 299 2.30

2 4.00 38.67 249 206 12 4.00 3.08 2.80 2.30
3 4.00 4.00 3.16 205 18 3.01 3.17 241 2.07
4 364 241 220 180 14 4.00 291 2.18 1.83
5 273 224 191 168 15 4.00 3.87 224 2.09
6 4.00 4.00 274 222 16 4.00 38.82 259 248
7 329 3.08 244 237 17 4.00 4.00 240 222
8 355 235 238 237 18 3848 214 2385 2.05
9 3.03 226 1.64 203 19 38.06 296 191 220
10 4.00 4.00 298 239 20 3.60 292 242 2.09

Ejemplo 13.1.3. Se midieron la longitud y la resistencia a la ruptura de
fibras. Las fibras se cortaron en segmentos de 5, 12, 30 y 75 mm de longitud,
y cada segmento fue sometido a una carga constantemente creciente hasta
su rotura. La carga maxima es 4.0; si la fibra todavia estd intacta, en ese
punto se libera sin alterar sus caracteristicas; estas se consideran censuradas
a la derecha por 4.0. La tabla 13.3 contiene estos datos.

Ejemplo 13.1.4. El uso racional (ahorro) de la energia eléctrica en el hogar
es una de las medidas que deben impulsar los gobiernos, con el fin de obte-
ner credenciales verdes. Para tal fin se instalaron medidores en una serie de
hogares para observar los tiempos durante los cuales varios aparatos fueron
encendidos. Los tiempos fueron grabados en una fase inicial de cuatro se-
manas, y luego, durante una fase experimental de cuatro semanas. Durante
la dltima fase, se instalaron dispositivos que apagan los aparatos automa-
ticamente después de un tiempo establecido, con el propésito de evitar el
desperdicio de energia cuando un electrodoméstico no estd en uso activo.
Los datos se muestran en la tabla 18.8 y corresponden a la tltima sema-
na en cada fase. Los datos son del tipo sobrevida en un sentido amplio: los
tiempos registran durante cudnto tiempo sobrevive el dispositivo hasta que
se apague, y son censurados en 1440, el nimero de minutos en un dia. La
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Tabla 13.2. Tiempos en pares de respuesta: ¢1: pre-droga y tg: post-droga

Dosis 0.0 Dosis 0.1 Dosis 0.2 Dosis 0.4 Dosis 0.8
Grupo 1
31 l9 a1 12} 31 l9 131 l9 21 lo
47 29 43.5 107 40.5 103.5 45 241 48.5 250
36 35.5 48.5 109 56 203 40 218.5 60 250
51.5 48.5 37 89 57 127.5  52.5 250 39.5 250
39.5 77 55.5  93.5 58.5 114 57 211 39 245.5
31 32.5 27.5 625 33.5 95 40.5 1175 28 224.5
32 49.5 41 71.5 27.5 106 26.5 250 36.5 215.5
35 47.5 386.5 92 40.5 130.5 585 179.5 385 249.5
50.5 55 35 79.5 38 131 35.56 193.5 438.5 250
27.5 74 34.5 115 33 141.5
35 98
Grupo 2
3] to 3] to 3] to 3] to Al to
46 65 46 72 45.5 83 36 131 35.5 186
38 35.5 53 91 45.5 119 53 107 59 250
54 21,5 40.5 130.5 685 121.5 51 130.5 38.5 250
42.5 63 60.5 78 48.5 110 37 144 34.5 250
60.5 40.5 47 101.5 34 83.5 67.5 130 34.5 184.5
38.5 39 47 108 41 138 51 250 56.5 249
41 36.5 36 67 41.5 77 45.5 144 37.5 229
50 45.5 381.5 67.5 49.5 152 33.5 250
Grupo 3
3] to 3] to 3] to 3] to 3] to
70 59.5 67.5 103 66 98 49 126.5 68.5 250
515 425 50 98.5 42.5 103.5 57 111.5 29 250
38.5 40.5 58 68.5 55.5 85.5 62 99.5 41 204
55.5 64 46.5 70 52 93.5 47.5 145 40 148
59.5 79 59 70 69.5 109 39.5 170.5 65 250
60.5 64.5 71.5 53.5 44.5 114 44 157 62.5 250
29.5 40.5 30 99.5 45.5 89 27.5 120 35 214
42.5 41 29 69 29.5 87 75 150 45.5 197.5
30 35.5 25 70 29.5 93
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Tabla 13.4. Tiempos de uso de energia eléctrica para una lampara

Hogar Dia (Semana 1) Dia (Semana 2)

1 2 3 4 5 6 7 1 2 38 4 5 6 7

1 196 165 109 75 37 12 101 158 161 43 90 145 39 75

2 34 44 7 383 38 384 42 5 1413 13 6 4 3

3 40 59 25 70 45 80 54 48 447 3 22 11 6

4 344 61 299 112 22 188 128 87 61 73 21 151 128 69

5 106 49 57 37 103 90 57 22 40 54 87 73 46 25

6 95 82 174 101 104 69 125 53 438 75 21 54 41

7 168 137 116 107 62 111 105 48 85 44 58 71 149 49

8 169 163 148 115 154 156 75 24 59 54 74 68 31 81

9 1435 14389 1435 1438 635 45 1136 61 71 52 62 77 45 56

10 80 63 193 91 175 21 42 68 38 60 46 132 75 60
11 68 103 124 102 50 222 11 166 5589 89 44 47 75
12 188 188 162 155 165 148 86 48 44 75 141 49 87 64
13 17 95 92 107 44 37 97 52 21 86 67 17 40 63
14 70 177 1437 900 1439 487 190 58 79 84 83 94 37 94

ubicacién de la lampara, en la sala, la sala de estar o donde sea, no es re-
gistrada en los datos, aunque las diferentes ubicaciones podrian ayudar a
explicar la gran variacién en el uso entre los hogares. Por otra parte, el es-
tudio se desarrollé en el invierno, y en algunos hogares la limpara parece
dejarse encendida la mayor parte del tiempo (por ejemplo, en el hogar 9).

Ejemplo 13.1.5. Los ataques epilépticos son un ejemplo tipico de un even-
to que puede presentarse una o mds veces sobre una misma persona; este
tipo de datos se conocen como datos recurrentes. Una persona puede experi-
mentar varios, incluso miles de ataques a lo largo de su vida, cada episodio
puede tener una duracién de unos pocos minutos y no siempre se puede
hacer un seguimiento del nimero total de estas convulsiones. Se presentan
datos de este tipo, donde se cuenta el nimero de eventos dentro de cuatro
periodos sucesivos de dos semanas. La tabla 13.5 contiene los datos para los
pacientes que recibieron un placebo.

Ejemplo 13.1.6. Galil ez al. [27] presentaron datos de un experimento de
carcinogenicidad (induccién de células cancerigenas) en el que se cuenta
el tiempo hasta el desarrollo de tumores mamarios para 48 ratas hembras.
Las ratas fueron expuestas a un carcinégeno y condicionadas durante 60
dias antes de recibir aleatoriamente un tratamiento o un control. Hubo un
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Tabla 13.5. Conteo de episodios de epilepsia. Grupo placebo

Edad Base Periodo1 Periodo2 Periodo8 Periodo 4
31 11 5 3 3 3
30 11 3 5 3 3
25 6 2 4 0 5
36 8 4 4 1 4
22 66 7 18 9 21
29 27 5 2 8 7
31 12 6 4 0 2
42 52 40 20 23 12
37 23 5 6 6 5
28 10 14 13 6 0
36 52 26 12 6 22
24 33 12 6 8 4
23 18 4 4 6 2
36 42 7 9 12 14
26 87 16 24 10 9
26 50 11 0 0 5
28 18 0 0 3 3
31 111 37 29 28 29
32 18 3 5 2 5
21 20 3 0 6 7
29 12 3 4 3 4
21 9 3 4 3 4
32 17 2 3 3 5
25 28 8 12 2 8
30 55 18 24 76 25
40 9 2 1 2 1
19 10 3 1 4 2
22 47 13 15 13 12
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Tabla 13.6. Tiempo al tumor (en dias) en ratas de laboratorio

Id. Dias deteccién tumor  1d. Dias deteccién tumor

1 122 1 8,42,59,61%),112, 119

2 - 2 98,381,35,45,52,592) 77 85,107,112
3 3,88 3 31,38,48,52,74,77,101 119

4 92 4 11,114

5 70,74, 85,92 5 85,45,742) 77,80, 85,902

6 388,92, 122 6 8(®,70,77

7 28,85,45,70,77,107 7 17,35,52,77,101, 114

8 92 8 21,94,66,74,101% 114

9 21 9 8,17,88,42®

10 11, 24, 66, 74, 92 10 52

11 56,70 11 28@) 31, 88, 52, 742, 772 80(2), 92(2)
12 31 12 17,119

18 3, 8,24, 85, 92 13 52

14 45, 92 14 113,14, 17, 52, 562, 802, 107

15 8, 42, 92 15 17, 35, 66, 90

16 38,17, 52, 80 16 28, 66, 702, 74

17 17,59,92, 101,107 17 8, 14,24 98,31, 35,48, 74,77, 119
18 45,52,85,101,122 18 21,28, 45, 56, 63, 80, 85,92, 101*), 119

19 92 19 28, 85, 52, 59, 662,90, 97, 119
20 21, 385 20 8(), 94,49, 45,59,633,77,101, 119, 122
21 24,381,42,48,70,74 21 80
22 - 22 92, 1222
23 31 23 21
24 3,28, 74
25 24,74, 122

periodo de seguimiento de 122 dias, que inicié después de la asignacién
aleatoria del tratamiento, durante el cual se examinaron las ratas cada pocos
dias para detectar el desarrollo de nuevos tumores. Los datos proporciona-
dos en Gail et al. [27] se muestran en la tabla 18.7. Se escriben los tiempos
correspondientes a los dias en que los tumores fueron detectados.

Los datos de sobrevivencia multivariados, como los anteriores, tienen
una caracteristica comudn y fundamental y es que, por ser mediciones o
registros realizados sobre la misma unidad o por ser unidades reunidas o
agrupadas en conglomerados, la independencia entre los tiempos de sobre-
vivencia no se puede asumir, pues estas son dependientes. Esta dependencia
es la que debe hacerse visible, considerarse e incluirse en las respectivas es-
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timaciones, y, en general, en el modelamiento de estos datos multivariados.
Es comuin emplear el término tiempos de sobrevivencia correlacionados para
referirse a datos de sobrevida multivariados.

Dentro de la clasificacién de los datos multivariados, se consideran dos
estructuras principales: paralelos y longitudinales. La principal diferencia en-
tre estas estructuras de datos es que en los datos paralelos el nimero de
tiempos es fijado por el disefio o planeamiento del estudio, mientras que
en los datos longitudinales los puntos en el tiempo se presentan de manera
aleatoria.

13.1.4. Datos paralelos

En este caso, varias unidades (sujetos, unidades experimentales o unidades
de un sistema) son seguidas en forma simultdnea. Esto produce un con-
junto de datos en forma matricial. Estas respuestas tienen la forma 7;;, con
i=1,...,nsiendo el nimero de unidadesy j =1, ..., k, la ordinalidad de
los tiempos donde se registra el evento. Se asume que hay independencia
entre diferentes unidades, en cambio, posiblemente, hay dependencia entre
los tiempos para la misma unidad 7. Aunque el nimero de tiempos, £, sobre
una unidad es determinado previamente, algunos de estos tiempos corres-
ponden a tiempo al evento y otros a censuras, en consecuencia, el nimero
de eventos no es especificado; naturalmente, el niimero de eventos es, a lo
mads, k.

Un ejemplo de estos datos corresponde a la medicién del tiempo (en
semanas) hasta la aparicién de un tumor en ratas sometidas a diferentes
tipos de drogas [33, p. 14].

13.1.2. Datos longitudinales

Se asume que se observa un proceso estocdstico, uno para cada valor de 7,
y se registran los eventos o transiciones en el tiempo. En el caso de las per-
sonas, habrd un proceso por cada una; cada uno de los cuales se denomina
historia de vida. Se asume la independencia entre los 7. Asi, los tiempos de
transicién serdn una sucesién creciente de tiempos, y en el caso mds simple,
unicamente el dltimo tiempo estard sujeto a censura, todos los demds son
tiempos de transicién. El nimero de tiempos, K;, es aleatorio. Los tiempos
pueden corresponder a la recurrencia de eventos similares, estos se deno-
minan eventos recurrentes, o pueden ser transiciones entre varios estados, en
cuyo caso, los datos incluyen no solo el tiempo, sino el nombre del estado a
donde el proceso llega.



Tabla 13.7. Tiempo al tumor (en dias) en ratas de laboratorio

Datos de sobrevida multivariados

Droga Control 1 Control 2

Droga Control 1 Control 2

101*
104+
89*
104
82*
89
39
93*
104+
81*
104+
104+
104+
78*
86
76*
102
45
104+
76*
72
92
55%
89
103

49
104+
104+
94+
77t
91*
45*
104+
63*
104+
104+
83*
104+
104+
55
87+
104+
79*
104+
84
95*
104+
104+
104+
91*

104*
104+
104*
77
104*
90*
50
103*
104+
69*
104*
40
104+
104*
94+
74*
80*
104*
104*
78
104*
102
104*
104*
104*

104+
77*
88
96
70
91*
103
85*
104+
67
104*
87*
89*
104*
34
103
80
94
104+
80
73
104*
49*
88*
104*

102+
97+
96
104*
104+
70"
69*
72*
104+
104+
104+
104+
104+
81
104+
73
104+
104*
101
81
104*
98*
83*
79*
104+

104+
79*
104*
104+
77"
92+
91*
104+
74*
68
104+
104+
104*
64
54
84
78*
104*
94+
76"
66
73*
77"
99*
79

365
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Cuando se tiene que una unidad puede experimentar el mismo evento
varias veces, se estd tratando con eventos recurrentes. Este caso incluye, por
ejemplo, eventos de hipoglucemia para un paciente diabético. Puede haber
un solo tipo de evento, como en el caso de la fertilidad (nacimientos vivos),
o el proceso puede alternar entre dos estados, por ejemplo, en el ciclo mes-
trual pueden considerase cada uno: el sangrado o no sangrado. El nimero
de eventos por periodo de tiempo de cada individuo puede ser bajo, por
ejemplo, los nacimientos, o puede ser alto, como en el caso de ataques de
epilepsia.

13.2. Distribuciones de sobrevida
multivariadas

Sea T = (T4, Ty, ..., T,) un vector de tiempos a un evento, también se
puede considerar como un conjunto de variables aleatorias no negativas. La
Juncion de distribucion conjunta es definida como

FO)=P(T<t)=P(Th <t1,Ta <tg, -, Ty <ty), (18.2.1)

donde t= (11, ..., ).
Similarmente, la funcion de sobrevida conjunta es

St)=P(Tt@>1t)=1-F(t) =P(Ty > t5, Tg > tg,--- , Ty > t,).

(13.2.2)
Si los T} son, conjuntamente, absolutamente continuos, entonces la fun-
cién de densidad conjunta, f(t) = f(t1, ..., 1), es
OPF(t) 0P S (1)
= = (=) —%—. 13.2.3
/@ oty --- 0t ( )atlmatp ( )

Para subconjuntos de los componentes del vector aleatorio T, las funciones
de distribuciones marginal son dadas por

Fi(t) = P(T; <t), Fp(tj, tp) = P(T; < tj, T} < ), y asisucesivamente.
(13.2.4)
De manera similar, las funciones de sobrevida asociadas con subconjuntos
de componentes del vector aleatorio T son

Si(t) = P(T; > t), Sp(tj, ) = P(T; > t;, T} > t), vy asisucesivamente.
(13.2.5)
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Considere que el vector T se particiona como T = (T (), T (9)). Entonces,

S(t)
S(ty)

Las variables aleatorias 7}, contenidas en T, son independientes si

P(T(g)t@ > t(2)|T(1)t@ > t(l)) =

(13.2.6)

P
F() = F(t1, 19, .., 1p) = Fy (1) Falta) --- F(t) = [ | Fi(t)) equivale a
j=1

(13.2.7)

p
F()=S(t1,t9, ..., 1)) = S1(01)Sa(ta) St = [ [ S, (18.2.8)
=1

Cuando las variables aleatorias 7; no son independientes, existen varias for-
mas de medir esta dependencia, una de las cuales es mediante la probabili-
dad condicional mostrada en (13.2.6); el problema en este caso es decidir
sobre los componentes de T que conformarian a T(1) y T(g), respectiva-
mente. Dos medidas alternativas del grado de dependencia son las razones

2=t g, SO (18.2.9)

= 2 = ’
[T, Fi(1)) I, Si()
siP; > 1 (0 Dy > 1) para todo t (0 Dg < 1) hay dependencia positiva, y si
21 < 1 hay dependencia negativa.
La funcion de riesgo en un componente de T es

P(T; <t;+AlTt@ > t)
x .

Por lo tanto, se puede observar a un grupo de unidades y tener un interés

hi(;0) = lim (13.2.10)

particular en el la j-ésima unidad.
La funcién escalar de riesgo multivariado se define como
[(®

h(t) = SOk (18.2.11)

En el caso bivariado (p = 2), la funcién de riesgo es

f(t,19)  8%S(t1, to)

= . 13.2.12
S(h.19) 001003 [S(t1, 12) (13.2.12)

h(tb t2) =

El miembro derecho de la igualdad (13.2.12) no es la segunda derivada del
logaritmo de la funcién de sobrevida bivariada (In S(¢1, t9)), en consecuen-
cia, esta expresion no es una extensién del caso univariado; esto se puede
confrontar con (1.5.3).
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13.3. Distribucion exponencial bivariada de
Gumbel

Una de las tres formas de la distribucién exponencial bivariada de Gumbel,
propuestas por Gumbel [29], es

f(t) = exp{01t; — Oatg — vilile}, (18.3.1)

donde 8; > 0, 89 > 0, el pardmetro de dependencia, v, debe satisfacer 0 <
v0109, y un valor de v = 0 refleja la independencia entre T y Ty. La razén
de dependencia @, es

exp{—01t1 — Ogtg — vitile}

D, =
exp{—01t1} exp{—Oaty}

= exp{—viile}. (13.3.2)

Como exp{—vt;t9} es siempre menor que 1, entonces la distribucién mues-
tra una dependencia negativa.

La funcién de sobrevida marginal S;(¢;) = exp{—-6;t;}, paraj=1,2,yla
condicional de Ty dado 77, es

P(Ty > 19]Ty > 1) = exp{—6atg — viylg }

P(Ty > to|Th = t1) = (1 + vtg/01) exp{—Oatg — vtilg }.

Estas probabilidades son decrecientes en i1, lo cual refleja una dependencia
negativa, y para el caso donde se conoce que T = t1, en lugar de T > ¢ se
incrementa la probabilidad de que Ty > t9 por un factor (1 + vy /01) > 1.

13.4. Modelos multivariados de sobrevida

13.41. Distribucion log-normal multivariada

La distribucién normal multivariada tiene asociada la matriz de correlacién
como uno de los dos pardmetros que la identifican; esta matriz puede asu-
mir diferentes estructuras de correlacién. Su adaptacién para el andlisis de
sobrevida se logra mediante la transformacién exponencial; esta transfor-
macién produce la distribucién log-normal.

Sea Y con distribucién normal p-variante, es decir, Y ~ N, (u, X), donde
u es el vector de medias y X es la matriz de covarianzas; en la diagonal de
Y estdn las varianzas 0']2 y fuera de la diagonal, las covarianzas o, como
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se puede consultar en Diaz y Morales [21, cap. 2]. Entonces T, definido
componente a componente por Tj = exp(Y;), tiene una distribucion log-
normal p-variante. La media de los componentes son de la forma E(7;) =
oMt} 12 y la varianza var (T}) = (e(T/2 - 1),u]2..

En algunos estudios del efecto de algin tratamiento, las observaciones
son frecuentemente del tipo “pre-post” tratamiento. Por ejemplo, la res-
puesta a un medicamento antes y después de su aplicacién. En estos casos,
la atencion se dirige a una distribucién bivariada.

Suponga que T = (T4, Ty)’ tiene distribucién No(u, ¥), con media y =
(1, o)’ y matriz de covarianza

y = 12 012\ _ 0'12 g102p
ol o2 oioep ol )’
donde p = 019/ (010%9) es el coeficiente de correlacién. La funcién de den-
sidad normal bivariada de T es

]
do(y; 1, T) = 27|72 exp {—§(y -y - M)} ,

y la distribucién para las variables estandarizadas mediante Z; = (Y;— ;) /o
es

$9(2;0, R) = [274/(1 = p?)] " exp {—%(z? ~2pz129 +25)/(1 - pﬁ)} :

donde R = (1 ’0) es la matriz de correlacion.
0

1

13.4.2. Distribucion exponencial bivariada en la
version de Freund (1961)

En un sistema de dos componentes, los tiempos de vida, 77 y T9, son en
principio variables aleatorias exponenciales independientes. No obstante,
la falla de un componente puede alterar el desempefio futuro del otro, de
manera que se debe cambiar el pardmetro exponencial 6; a u; (j = 1, 2).
El caso u; > 6; seria apropiado cuando la sobrecarga en el componente
que no fallé (“sobreviviente”) aumenta después de la falla, pues esta carga,
antes de la falla, era compartida por cada sistema. Reciprocamente, si y; <
0;, reflejaria cierto alivio del estrés o carga, en comparacién a cuando los
componentes anteriormente compartian el esfuerzo o carga de trabajo.
La funcién de sobrevida conjunta se puede expresar como

S(1) = (04 — o)~ {fre7 ORI 4 (g9 — pg)e™®2} | (18.4.1)



370 « Datos de sobrevida multivariados

parat] < tg, condicionado a que 8, = 01 + 09 # ug. La forma parat; > tg
se obtiene desde (13.4.1) intercambiando 01 y 09, uy y pg, 11y tg. Consi-
derando #; = 0 en la forma de S(t), se obtiene la marginal

S(1) = (04 — o)~ {61672 + (69 — pg)e 02} . (13.4.2)

La funcién de sobrevida (18.4.2) es una mezcla de dos exponenciales, porlo
tanto, la distribucién conjunta no es una distribucién exponencial bivariada.
La independencia entre T} y Ty se obtiene siy solo si 1 = 01y ug = 09.

13.4.3. Distribucion exponencial bivariada en la
version de Marshall-Olkin (1967)

Considere un sistema con dos componentes expuesto a tres tipos de eventos
que dejan sin funcionamiento a los componentes. El primer tipo de evento
ocurre sobre el componente 1, el segundo evento se presenta sobre el com-
ponente 2y el tercero sobre los dos componentes. Suponga que los eventos
se presentan de acuerdo con procesos de Poisson con tasas de ocurrencia
A1, A2 y A19, respectivamente. Sea N;(t) el nimero de eventos del tipo j
que ocurren durante el periodo de tiempo (0, ¢). Entonces,

S(t) = P(T1 > t1, Te > tg) = P[N1(t1) = 0, No(t9) = 0, Ng{méx(t, t9)} = 0]
— e—ﬂllle—ﬂgtge—ﬂlg méx{ll,tQ}. (13'4.3)

13.5. Fragilidad

Enla seccién 7.5 se trata el modelo de Cox extendido a la forma y estructura
de un modelo de fragilidad. Para desarrollar los modelos de fragilidad mul-
tivariados se inicia con la funcién de sobrevida marginal de 7. De acuerdo
con (1.5.4), es Sj(t) = exp —H;(t), donde H;(t) es la funcién de riesgo acu-
mulada de 7. Suponga que

a) LaHj (paraj=1,...,p) es una unidad que comparte un factor co-
mun aleatorio z, y que

b) 2 varia en una poblacién de unidades con distribucién K en (0, o).

En algunos contextos, z se conoce como la fragilidad de la unidad. Ahora se
reemplaza [;(t) por zH;(t) y se hace el supuesto de que los 7 para una uni-
dad sean condicionalmente independientes dado z. La funcién de sobrevida
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conjunta, dado z, es

P
S(t|z) = exp —ZH,»(t) . (18.5.1)
=1

La funcién de sobrevida conjunta no condicional se calcula desde la integral
sobre la distribucién de z como

S(t) = /0 " e AK (2) = L (s), (13.5.2)

donde s = Hiy(t1) + -+ + Hy(tp), Lk(-) es la transformada de Laplace y
la funcién generadora de momentos de la distribucién K. La construccion
produce una distribucién multivariada en la cual los componentes de tiem-
po al evento, T}, en general son dependientes. Sin embargo, la forma de
dependencia estd restringida por la simetria de S en la H;.

En el caso bivariado, su construccion, basada en la funcién de sobrevida,
es

S(tlz) = exp {—z1H(t1) — zoHa(t9)} (13.5.3)

S(t) = / e—lel(ll)—ZQHQ(lQ)dK(Z)’ (18.5.4)
0

donde K (z) es la funcién de distribucién de Z. = (Z;, Z9). LLa marginal para
T se obtiene haciendo t9 = 0, es decir, S(¢1) = /e_Z'H' 1dK (21). Para
la versién basada sobre las funciones de distribucién, se debe reemplazar
e~%Hi ) por F;i(tj)% (j = 1, 2); esto no produce el mismo resultado que la
version S(-), dado que S(£;)% # 1 — Fj(t;)%.

13.5.1. Algunos generadores de distribuciones de
fragilidad

Se consideran casos particulares al tomar una forma para el riesgo integrado:
H;(t) = (t/&)% vy, por lo tanto, s = Z?(t/fj)‘f’f. Las siguientes selecciones
de K resultan apropiadas.

13.5.1.1. Burr multivariada-BM

Considere que K tiene una distribucién gama con parametro de forma v
y parametro de escala /. A partir de esto se obtiene S(t) = (1 + £s)™", la
funcion de sobrevida de la distribucién BM (Burr multivariada). Se puede
considerar ¢ = 1, de modo que el parametro de escala queda subsumido
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en los & 7s. La funcién de sobreviviente marginal del componente 74 en
(T4, Tg) esS4(ty) = (1+s4)~", de laforma BM . Una funcién sobreviviente
condicional sigue como

P(Tpt@ > tg|Tat@ > ta) = (14s) 7" = (14s4) " = (1+s5)7", (18.5.5)

donde s, = sg/(1 + s5,4), que también es de la forma M B, de dimensién
dim(tg), y con el pardmetros & modificados conforme a {;‘Jf =¢i/(1+s4). La
otra funcién de sobrevida condicional es

P(Tpt@ > tg|Ty = ty) = (1 +54) 7%, (18.5.6)

con a = dim(ty). Nuevamente, esta es una distribucién de tipo BM.

13.5.1.2. Weibull multivariada

Considerando a K como una distribucién estable positiva con exponente
caracteristico v € (0, 1), se produce S(t) = exp (=s”), que es la funcién
de sobrevida de esta distribucion Weibull multivariada. Con la particién
T = (T4, Tg) como en el caso anterior, la funcién de sobrevida marginal
de T es S4(t4) = exp (=), también de la forma Weibul multivariada. La
primera funcién de sobrevida condicional es

P(Tpt@ > tg|TAt@ > ty) = exp (=s”) + exp (=s)) = exp (s} —s”),
(13.5.7)
la cual no es Weibull multivariada. No obstante, se extiende la especificacién
basica mediante la introduccion del pardmetro « > 0, la funcién de sobre-
vida ahora es S(t) = exp {k” — (x +5)”}. La funcién de sobrevida marginal
es Sy(ty) = exp{k” — (k +s4)”} v la condicional es

P(Tpt@ > tg|Tat@ > ty) =exp{«” — (k +5)"} = exp{k’ — (k +54)"}
=exp{(k+syg) —(k+5)"}. (13.5.8)

Las dos funciones de sobrevida, marginal y condicional, son miembros de
esta familia de distribuciones extendida. La otra funcién de sobrevida con-
dicional, P(Tgt@ > tg|Ta = ta), no pertenece a esta familia.

13.5.1.3. Beta-geométrica multivariada

Una versién multivariada de la distribucién beta-geométrica puede ser cons-
truida de la siguiente manera. Suponga que, condicionado al efecto aleato-
rio g, que suele asociarse con la fdp normal, los tiempos al evento discre-
tos T1, ..., T, son variables geométricas independientes con P(T; > t) =
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(zpj) parat =1, .... Siz tiene distribucion beta(¢, ) a través de las uni-
dades, la funcién de sobrevida conjunta no condicional del 7 es

1 I
P(Ti@ >0 = [ 4]0 Blo, 01z (1 -9
0 '
j=1
)
=\[ ] p/"|B(# -+t 0)/B(g, )
j=1
p [
i p+l-1
= ; _— 13.5.
l._lpfjl—[(¢+¢+1—1 ’ (18.5.9)
j=1 [=1
donde t, = 1] + - - +1,; realmente deberia notarse ¢;, para resaltar que este
varfa de una unidad a otra. Se denota a, = [];., (%) y con esto se

tiene que @, = ap_1(p+m—1)/(¢p+¢¥ +m—1) iniciaen a; = ¢/(dp+¥). Los
a,, se pueden construir recursivamente en un programa para computador y
se termina hasta el valor mdximo de ¢, de alguna unidadi =1, ..., n.

Las funciones de sobrevida marginal son de la forma
Si(t) = p;at (13.5.10)

paraj=1,...,p. Una medida de dependencia es 9(t) = a[+/Hf=1 ;.

13.5.1.4. Gama-Poisson multivariada

La distribucién de Poisson no es una distribucién de sobrevida natural. Sin
embargo, se considera un proceso de Poisson que genera las probabilida-
des de ocurrencia de un determinado evento, cuya tasa de ocurrencia es A.
Suponga que, en cada oportunidad, el evento puede ocurrir con una proba-
bilidad p y puede no ocurrir con una probabilidad 1 — p. El tiempo discreto
(nimero de oportunidades) para que ocurra el primer evento tiene una dis-
tribucién de Poisson con media (1p)~!.

Para una versién multivariada, suponga que los tiempos de espera
Ty, ..., T, son condicionalmente independientes dado el efecto aleatorio z,
con T; distribuida Poisson con media (/1]-2)_1. El proceso mezcla una dis-
tribucién gama y una Poisson. En el caso anterior se mezcla la distribucién
beta en (0, 1) de la variable aleatoria z, la cual es proporcional a 2% (1 — 2);
integrando sobre z, resulta la distribucién de 7} anterior. Ahora suponga que
z tiene distribucién gama(&, v). Entonces T — j tiene funcién de sobrevida
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conjunta

S(T =1)

o0 p
/ ]_[ e (22) 1t T(v) he Ve e 8 e
0

j=1

4
(4;)/¢;! EN(1+E2)77 T () ID(y +1,), (18.5.11)
j=1

dondety =t1+ -+, yAdy =21+ + 4.

13.5.1.5. Familia de Marshall-Olkin

Esta familia fue propuesta por Marshall y Olkin [52] mediante la construc-
cién que se resume a continuacién. Dadas dos ditribuciones univariadas F;
y Fg y una distribucién bivariada G (z1, z9), se construye

H(tl,tg)=/F](tl)leQ(tQ)ZQdG(zl,22). (13512)

Las variables 21 y zg se consideran como los efectos aleatorios.

Su inclusién en esta construccién es equivalente a la consideracién de
las fragilidades anteriores, las cuales se muestran como factores multipli-
cativos para la funcién de riesgo que se muestra como alternativa de tipo
Lehmann de Fy y Fo, descritas en (5.2.5). Como un caso especial, se puede
hacer 21 = 29, reemplazando G (21, z9) por una funcién univariada, G (2).
Las funciones de sobrevida, S;, se pueden usar en lugar de las funciones
de distribucién en la expresion (13.5.12). La extensién a una dimensién
mayor se puede hacer desde este caso bivariado.

Ejemplo 13.5.1. Los datos de la tabla 13.8 corresponden al nimero de
copulas de una mujer hasta su primer y segundo embarazo. Para estos datos
se asume un modelo probabilistico beta-geométrico. Las frecuencias de los
datos de la tabla 13.8 fueron simulados. Asi, por ejemplo, en la fila 8 y
la columna 4 la frecuencia 8 (en recuadro) corresponde a 8 mujeres a las
que les fueron necesarias 3 y 4 cépulas para su primer y segundo embarazo,
respectivamente. El valor 77 significa que fueron necesarias 7 o mas copulas
para el embarazo.

Una verificacién via ji-cuadrado evidencia una asociacién significativa
entre el nimero de cépulas para el primer y segundo embarazo en la ta-
bla de contingencia 7 x 7, dado que el valor de la estadistica ji-cuadrado de
36 grados de libertad es igual a 54.80, con el correspondiente valor p igual
0.023.
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Tabla 13.8. Numero de cépulas hasta primer y segundo embarazo

Embarazo 1 Embarazo 2

1 2 3 4 5 6 7t

1 49 21 21 14 10 8 12

9 3 25 10 12 6 1 24

3 16 14 10 4 3 11

4 11 7 7 6 6 1 8

5 14 7 2 4 3 1 8

6 6 1 1 6 1 0 3

7+ 18 14 10 3 7 6 27

La funcién de sobrevida conjunta, de acuerdo con (18.5.9), es
S(t1, 19) = P(Ty > 11, Ta > 19) = (9! ) v

paraty,te = 1,2, ...,y las funciones de sobrevida marginales S;(t) = p;.at
G=1,2).
Las contribuciones a la funcién de verosimilitud son como se muestran
a continuacién. Sea p(j, k) = P(T, = j, Ty = k). Entonces, para j, k =
1,2,...,
j-1
p(1,4) =1 =S1(1) = Se(j) +S(1, ) = > p(1, k),
k=1

se considera que 22:1 es igual a 0; una férmula similar se tiene para p(j, 1).
Paraj, k=2,3,...,

PG, =SG -1 k=1)=SG - 1,k) =S, k= 1)+ 5@, k).

La probabilidades marginales a derecha (marginales fila) de la tabla de con-
tingencia, paraj =2, ..., 7, son

p(G, 7)) =P(Th=j,Te27)=5(-1,6) =S(j, 6),
y las probabilidades marginales inferiores (marginales columna) son

p(77, ) =P(Th 27,Ty=j)=5(6,j - 1) = S(6, ).
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13.6. Estructura de copulas

Suponga que (71, Tv) tiene la funcién de distribucién F'(¢y, t9), y sean Fy (¢1)
y Fo(t9) las funciones de distribucién marginales. Por el teorema de la trans-
formacion integral, estas marginales son uniformes en (0, 1). Asi, usando
U; = F;(T;), para j = 1, 2, se tiene

PUy < uy,Ug <ug) = P[F1(T1) <uyp, Fo(Ta) < ug)
=P[Ty < F{ ' (w), Ty < Fy N (ug)]
= F[F7 (1), Fy ' (ug)]. (13.6.1)

Se ha asumido que las funciones inversas Fl_1 y FQ_1 estdan bien definidas,
dado que se considera que estas son funciones continuas y estrictamente
mondétonas crecientes. Asi, en la férmula para F(¢1, t9), se debe reemplazar
11 por Fy (1) v 1y por By (ug).

Lo que se ha hecho aqui es considerar las distribuciones marginales sin
alterar lo esencial de la distribucién conjunta, es decir, la estructura en con-
junto se ha mantenido. Por ejemplo, la medida de dependencia @ no cambia
bajo la relacién de correspondencia u;F;(t;):

Dy (ur, ug) = P(Uy < up, Uy < ug)/{P(U =1 < u;)P(Ug < ug)}
=P(Ty <t1, Ty <t9)/[{P(T1 < 11)P(Ty < 19)}
= Dr(t1, tg). (13.6.2)

Sin embargo, las medias, las varianzas, las correlaciones, entre otras, gene-
ralmente cambiardn por transformaciones no lineales.
Bajo la correspondencia u; Fj(t;), se puede escribir

F(t1,t9)6 =P(Ty <t1,Te <t9) =P(U; <uy, Uy < ug)
=6 (ur, ug)
=GF(11), Fa(te), (18.6.3)

donde €6 es la funcion de cipula. La cépula expresa la funcion de distribucién
conjunta en términos de los marginales. Tiene una especifica, y por lo tanto
restringida, estructura de dependencia, pero con marginales opcionales. Tam-
bién se puede basar en el desarrollo de funciones de sobrevida en lugar de
funciones de distribucién acumulada. Esta idea puede ser extendida a mas
de dos componentes.

Formalmente, una cépula es una distribucién multivariada con margina-
les uniformes estandar (es decir, cada uniforme sobre el intervalo (0, 1)).
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Por otra parte, aunque cualquier distribucién multivariada puede generar
una cépula, mediante una transformacién marginal parece haber un requi-
sito implicito de que la funcién € debe tener forma simple.

Se considera el cuadrado unitario, 12, al conjunto definido por los puntos
resultado del producto cartesiano del intervalo I = [0, 1] por si mismo, es
decir, I? = [0, 1] x [0, 1].

Asi, formalmente, la cépula es una funcién de I? en 1, que tiene las si-
guientes propiedades:

1. Paratodo u,v €1,
G(u,0)=0=6(0,v)

Gu, ) =uy6(l,v)=1v;
2. Para todo For uy, ug, vi, vg en I, tal que u; < ug yv; < vy,

G (ug, ve) — 6(ug,v1) — 6(uy,vg) + 6(uy,vy) 2 0.

La cépula trivial es G (uy, ug) = ujug: esta sirve como un caso limite de
independencia completa para comparar cépulas “reales”.
Un tipo especial de cépula es la copula Arquimediana, la cual tiene la forma

Gur,u9) =y~ (¥ (ur) + ¥ (ug)) . (18.6.4)

La funcién ¢ (+) se define sobre el intervalo (0, 1), (1) = 0, ¢'(x) < Oy
" (1) > 0. Estas condiciones garantizan que la funcién ¢ ~! sea doblemente
diferenciable.

En Diaz y Morales [21, p. 225] se extiende la c6pula Arquimediana para
el caso multivariado (u € I?), asi:

G =y (W) +--+y(w)). (18.6.5)

La cépula de Clayton se genera desde la cépula Arquimediana mediante
W (u) = (u™" —1)/v,la forma de la cépula p-variante es

-1
» /v

G =1 > w7 = (p-1)

=1

La funcién de densidad es la correspondiente p-ésima derivada de 6 (u):

p-1 )
96 (w)/duy -+ dup = €W AT [+ p| [ [o7 7" |-
i=1 i=1
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En la funcién de sobrevida, la cépula puede ser dada en la fragilidad. Se
empieza con

P
S(tlz) = exp? —=2 ZHj(tj)
=1

Ahora suponga que Z tiene distribucién gama con pardmetro de forma v y
pardmetro de escala 1. La integral sobre la fragilidad z produce la funcién
de sobrevida conjunta no condicional

SO =(1+5)77,

en la cual s = Zi.):] H;(t;); la distribucién de Burr multivariada es un caso
especial cuando H; es de tipo Weibull. Las marginales son S;(¢;) = [1 +
H;j(t;)]™", por lo tanto, H;(t;) = Sj(tj)_l/" — 1. Asi, se puede escribir

-V

P
SO =1> S -p-1p
j=1

la cual es una cépula tipo Clayton.
Un estudio mds detallado de las cépulas se encuentra en Nelsen [56] y
en Joe [35].

13.7. Modelos de fragilidad o vulnerabilidad

La comparacién de historias de eventos y tiempos de sobrevida entre los
miembros de una poblacién puede advertir acerca de la heterogeneidad en-
tre ellos, en relacion con los factores de riesgo relevantes. La dltima fuente
de variabilidad es conocida como vulnerabilidad, propensién, susceptibili-
dad o fragilidad (frailty). Asi, en estudios clinicos, por ejemplo con la muerte
o la recurrencia de una dolencia, algunos pacientes sobrevivirin o perma-
necerdn saludables durante un tiempo largo a pesar de los factores de riesgo
observables, mientras que algunos otros sobrevivirdn tiempos mds cortos
de lo esperado. Esta heterogeneidad puede alterar la estimacién del riesgo
o de la tasa del evento de interés, lo que no representa el riesgo de cual-
quier individuo particular o subgrupo de la poblacién [12, pp. 438-443].
La idea es que los individuos tienen diferente vulnerabilidad o fragilidad, y
que aquellos cuya vulnerabilidad sea mayor, alcanzaran el evento de inte-
rés mds pronto que los demds. L.os modelos de vulnerabilidad se emplean
también para hacer ajustes de sobredispersiéon en los datos de sobrevivencia.
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Suponga que se consideran unas pocas subpoblaciones, las cuales se de-
finen de acuerdo con el nivel de vulnerabilidad (exposicién al riesgo). Para
datos de sobrevivencia, la subpoblacién mas fragil tender4 a sufrir el evento
mads temprano, de tal forma que, con el paso del tiempo, la tasa de ries-
go global descenderd para el grupo con la menor vulnerabilidad. Asi, las
tasas de riesgo para una subpoblacién particular pueden declinar, aunque
la tasa global se observe constante, y viceversa. Un ejemplo consiste en g
subpoblaciones o subgrupos, cada uno con una tasa de riesgo h;(t), para

i =1,2,...,g. Las tasas de sobrevivencia para cada grupo vienen dadas
por
13
S;(t) = exp[—/ hi(wydu], i=1,2,...,g. (18.7.1)
0
Si p;(0) denota la proporcion inicial en la subpoblaciéni = 1,2, ..., g, con

21(0) +p9(0) + - - - + p,(0) = 1, entonces la proporcién que sobrevive en la
cohorte que proviene de la subpoblacién i en el tiempo ¢ es

pi(0)S;(1)

_ =1,2,...,¢. 13.7.2
U0 i (18.7.2)

pi(t) =

La tasa de riesgo para la cohorte completa al tiempo ¢ es

g
he(t) = ) pi(hi(0). (13.7.3)
i=1

1

Un modelo simple para tales subpoblaciones es el modelo de permanencia-
movilidad. Por ejemplo, hay una subpoblacién que tiene alto riesgo de divor-
cio, migracién, cambio de empleo o enfermedad, y hay otra que tiene cero
o bajo el respectivo riesgo. Si la tasa de riesgo para los grupos vulnerables es
creciente, entonces el riesgo observado en la poblacién completa puede pri-
mero ascender y luego decaer. De manera mads general, se pueden modelar
las variaciones no observadas en la fragilidad mediante el uso de mezclas
discretas o mediante una densidad continua para la vulnerabilidad.

Un impacto de la no consideracién de la heterogeneidad es que los efec-
tos de las covariables pueden ser estimado con demasiada precision. Asi, por
ejemplo, en andlisis de mortalidad, si los riesgos no son homogéneos sobre
los individuos, entonces el efecto de la edad sobre la mortalidad individual
es mayor que sobre la mortalidad en poblacion.

Un modelo de vulnerabilidad es un modelo de efectos aleatorios para
datos de tiempo hasta la ocurrencia de un evento (de sobrevivencia), donde
el efecto aleatorio tiene un efecto multiplicativo sobre la funcién de riesgo
base. Se distinguen dos clases de modelos de vulnerabilidad: los modelos con
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tiempo de sobrevivencia univariado y los modelos de sobrevivencia multivariados
(por ejemplo, de riesgos competentes o de eventos recurrentes en el mismo
individuo).

En el primer caso, una variable de tiempo de vida es empleada para des-
cribir la influencia de covariables no observables en el modelo de riesgos
proporcionales. La variabilidad de los datos de sobrevivencia se divide en
una parte que depende de los factores de riesgo, y que es teéricamente pre-
decible, y una parte que es inicialmente no predecible, aunque toda la in-
formacion relevante es conocida. La separacion de estas dos fuentes de va-
riabilidad trae como ventaja que la heterogeneidad puede explicar algunos
resultados no esperados o dar una interpretacién alternativa.

Para el segundo caso, cuando se consideran los tiempos de sobreviven-
cia multivariados en la forma de eventos recurrentes, uno de los objetivos
de estos modelos es tener en cuenta la dependencia entre las observaciones
sobre un mismo individuo. Una manera natural de modelar la dependencia
entre los tiempos para eventos recurrentes es mediante la inclusién de una
variable asociada con el efecto aleatorio; esta se conoce como vulnerabili-

dad.

13.71. Modelo de vulnerabilidad compartida para
datos recurrentes

Las dos fuentes de variacién consideradas arriba tienen ahora una inter-
pretacion diferente. La variacién en vulnerabilidad no es una variacién de
grupo, sino una variacién entre individuos, y la variacién descrita por la
funcién de riesgo no es una variacién individual, sino una variacién dentro
de los individuos, la cual, para eventos recurrentes alternativamente, po-
dria llamarse variacion de Poisson. De esta forma, el supuesto de riesgos
constantes es relevante para modelar la vulnerabilidad en datos de eventos
recurrentes.

Para datos paralelos, el conjunto de individuos bajo riesgo decrece en
cada tiempo que se presente el evento, mientras que para datos de eventos
recurrentes, el conjunto bajo riesgo es constante durante el periodo de ob-
servacion. Asi, en datos paralelos, es importante observar los tiempos de los
eventos, mientras que para datos de eventos recurrentes, la aproximacion
por vulnerabilidad permite variar el nimero de eventos, aunque el tiem-
po de observacion es el mismo para todos los individuos. En una situaciéon
extrema de un periodo de observacién muy largo, en el caso paralelo to-
dos habrdan muerto, por lo tanto, no hay variacién en el numero de eventos
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(muerte). En cambio, para el caso de eventos recurrentes, la variacion sera
muy alta.

El valor de la vulnerabilidad Z es constante sobre el tiempo y comun
a los tiempos para los eventos observados sobre cada individuo; asi, es el
responsable de crear dependencia. Esta es la razén de la denominacién de
compartidos.

Notacion

Los datos se describen como un proceso para cada individuo incluido en el
estudio, los cuales se asume que son independientes. Cuando solo un tipo de
evento es posible, los tiempos de los eventos para un individuo ¢ se pueden
ordenar 0 < T;; < T;9 < .... Como se consideran modelos continuos, la
probabilidad de que dos observaciones consecutivas coincidan es cero. Si el
numero de eventos es finito, digase ¢, se define T; 411 =T} 49 = -+ - = 00, en
cuyo caso, los tiempos solo satisfacen que 0 < T;; < Tig < .. .. El nimero
de eventos acumulados en el individuo 7 hasta el tiempo ¢ se nota por K(t);
mientras que el proceso completo es denotado por {K(t)}, definido en el
intervalo [0, oo], con K(0) = 0 y K(o), que puede ser finito o infinito. Este
es un proceso de conteo creciente sobre el tiempo, continuo por la derecha,
con valores {0, 1, ...}.

El periodo de observacién (0, C] es finito y, por tanto, el nimero total
de eventos observados es finito, K = K(C). Es decir, el niimero de eventos

K es aleatorio, K € {0, 1, ...}.

13.711. Proceso de Poisson

Con el supuesto de que el riesgo de experimentar un evento es A(t), in-
dependientemente del estado actual, la distribucién del nimero de eventos
(K(t) — K(v)) en el intervalo (v, t] es Poisson, con media fvt A(w)du = n.
Asi, las probabilidades son

P(K(t) = K(v) = j) = 0/ exp(=n)/j!. (13.7.4)

Para el caso de riesgo constante, el proceso es llamado de Poisson homogé-
neo y el nimero total de eventos K es suficiente, donde K = K(C) tiene una
distribucién de Poisson con media CA. Esta es una familia exponencial, en
la cual el pardmetro canénico es logn. Asi, la varianza de esta distribucién
es igual a su media, 7.
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La verosimilitud de los tiempos observados, para el individuo i, viene

K C
{]_[A(Tj)}exp{—/ /l(u)du}. (13.7.5)
i1 0

En esta expresion se tiene la existencia de un término con el riesgo para cada

dada por

evento observado en el individuo 7 y un término exponencial que describe
el riesgo total integrado experimentado por el i-ésimo individuo.

Este modelo puede ser manejado con la funcién de riesgo general y con
algunas covariables que actien en forma proporcional al riesgo, como se
contempla en el modelo de riesgos proporcionales dado por (10.3.1).

13.71.2. Modelos de vulnerabilidad constante con
sobredispersion

Como se describi6 arriba, un modelo de vulnerabilidad compartida puede
ser considerado como un modelo de efectos aleatorios con dos fuentes de
variacion. De una parte estd la variaciéon de grupo, descrita por la variable
aleatoria Z (la vulnerabilidad), y de otra parte, se tiene la simple (o indivi-
dual) variacién aleatoria descrita por la funcién de riesgo, la cual se nota por
u(t).

En estos modelos se asume que todas los tiempos observados son inde-
pendientes, dados los valores de las vulnerabilidades; es decir, es un mo-
delo de independencia condicional. Se asume que el riesgo no cambia por
los eventos ocurridos dentro de cada individuo. Asi, condicionado al valor
de la vulnerabilidad Z, se asume un proceso de Poisson, con riesgo Z u(t).
Condicionado a Z, la probabilidad es encontrada por insercién directa en la
ecuacion (13.7.5) y después integrando sobre Z. La contribucién de vero-
similitud basada en los eventos observados K, antes del tiempo ¢, es

k t
P(K=kTi=n,....Ti=t)= <—1>k{ [ u(tj)}if’(“(/o p()du),
j=1

(13.7.6)
donde £ (s) = E exp(—sZ) es la transformada de Laplace de la variable alea-
toria Z y £® su derivada de orden k. Para obtener la distribucién del ni-
mero total de eventos (K) durante (0, ¢], se integra {1, ..., ig sobre (0, ),
sujeto a la restriccion 0 < ¢7... < tg < t. Esta integral puede evaluarse
integrando sobre el conjunto producto [0, 1]¥ y dividiendo por K!. La dis-
tribucion de K es de Poisson con media Z fot u(u)du, condicionalmente a
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Z; e incondicionalmente, la distribucién estd dada por

t k t
P(K:k):(—l)k{/o ,u(u)du} 5£<k>(/0 w(uw)du) k). (18.7.7)

La distribucién de los tiempos para los eventos condicionados sobre el
ndmero total de eventos, K, es una distribucién con densidad

K t
fGr....,4K)=1{0<t;... <tg <t} 1_[{/1(1.‘])/‘/0 u(u)du}K!.

=1

’ (13.7.8)

Se sigue que la distribucién de la vulnerabilidad solo entra en la distri-
bucién del mimero total de eventos (ecuacion 13.7.7), y esta depende del
riesgo a través del riesgo integrado sobre el intervalo completo de observa-
cién. La distribucién de los tiempos, condicionada al nimero de eventos,
depende solo del riesgo relativo (esto es, relativo al riesgo integrado), dado
en la ecuacién (13.7.8). Esto significa que el nimero de eventos en cual-
quier intervalo dado, (v, t], es una distribucién binomial con pardmetro de
probabilidad fv ' u(u)du/ ﬁ)t u(u)du, condicionado sobre el nimero total de
eventos.

En particular, cuando u(t) es constante, se obtiene la expresién
P(K =k) = (-D*p)*2® (1) JR!, (13.7.9)

donde la distribucién de los tiempos, condicionada al nimero total de even-
tos, es la distribucion de las observaciones ordenadas para K variables alea-
torias independientes con distribucién uniforme (0, ¢].

La tasa de riesgo de un evento al tiempo ¢, condicionada a la historia
hasta ese momento, puede se obtenida a partir de la ecuacién (13.7.6). Esto
quiere decir que se puede actualizar la distribucién de la vulnerabilidad.
Supdngase que han ocurrido £ eventos hasta el tiempo ¢, por lo que el riesgo
de un evento adicional es

(—D ()L #V( A p()du) (20 A u(w)du). (13.7.10)

Se observa que el riesgo es independiente de los tiempos asociados con los
eventos previos; unicamente el mimero de eventos entra en la expresion
anterior. En consecuencia, este modelo es un modelo de Markov. Otro sig-
nificado de la ecuacién (13.7.10) es que toma la forma A, ().
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13.71.3. Modelos de regresion

Puede ser de interés la inclusién de covariables, X, con el fin de evaluar el
efecto de estas variables y explorar si ellas explican parte de la variacién en-
tre procesos. Cuando las variables son conocidas se incluyen, generalmente,
en un modelo de riesgo proporcional, con el propésito de verificar el efecto
de estas sobre el riesgo. De esta manera, el modelo que describe el riesgo
de experimentar un evento al tiempo ¢ para el i-ésimo individuo es

Ziexp(Bl ;) po (1), (18.7.11)

el cual es condicional sobre los Z;. x; es una covariable constante o comun
en el tiempo de observacién. Los efectos de estas covariables evidenciardn
la variacién entre individuos. En un experimento cross-over, la covariable
podria describir los tratamientos vy, de esta forma, serfan dependientes del
tiempo, x;(1).

Un modelo alterno al modelo dado en (13.7.11) consiste en emplear el
tiempo entre eventos consecutivos (gap times, en inglés). Cuando el indivi-
duo ha experimentado j eventos, el riesgo de un evento es Z; exp(87 ;) ¢ (1—
T;). Este es un proceso de renovacién donde la distribucién de los tiempos
de interocurrencia de eventos difiere entre individuos como una consecuen-
cia de la vulnerabilidad individual.

Hay casos en los cuales los eventos recurrentes no son independientes de
un evento terminal. Por ejemplo, la recurrencia de ataques cardiacos fre-
cuentemente incrementa el riesgo de muerte, lo cual imposibilita que se
presente cualquier otro subsecuente evento recurrente. Liu et al. [50] pro-
ponen un modelo de vulnerabilidad compartido y conjunto para eventos
recurrentes y un evento terminal. Otra aplicacion de los modelos de vul-
nerabilidad es el modelamiento conjunto de datos longitudinales y tiempo
para un evento. Ratcliffe et al. [60] presentan un método para el modela-
miento conjunto de datos longitudinales y de sobrevivencia mediante los
modelos de vulnerabilidad.

13.71.4. Estimacion

La estimacién se hace dependiendo de que los datos correspondan a tiem-
pos exactos, periodos de conteo o a intervalos de conteo. En cada uno de
estos casos, la funcién de verosimilitud es diferente. Para tiempos exactos,
se tienen observaciones en tiempo continuo; en este caso, una funcién de
riesgo no paramétrica y la presencia de censura es una posibilidad. Para pe-
riodos de conteo, la distribucion es un modelo paramétrico para las obser-
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vaciones sobre enteros no negativos. La situacién para intervalos de conteo
es similar a la de periodos de conteo, pero el conteo es multidimensional.

13.71.5. Una aplicacion

El nimero de reclamos de pdlizas de seguros automovilisticos por policia,
sobre un periodo fijo de tiempo, corresponde a datos del periodo de conteo.
La siguiente tabla contiene los datos originales y ajustados mediante varios
modelos de Poisson con sobredispersion.

Tabla 13.9. Numero de reclamos en pdlizas

Reclamos | Policias Poisson | Bin. Neg. | Inv. Gaus.
0| 103704 | 102629.6 | 103728.6 | 103710.0

1 14075 | 15922.0 | 13990.0 14054.7

2 1766 1235.1 1857.1 1784.9

3 255 63.9 245.2 254.5

4 45 2.48 32.29 40.42

5 6 0.08 4.24 6.94

6 2 0.002 0.557 1.258

>7 0| 0.00004 0.084 0.295

El ajuste se hace para distribuciones tales como Poisson, binomial nega-
tiva, inversa gausiana, entre otras. El cdlculo de los respectivos coeficientes
de variacién advierte acerca de una posible sobredispersion.

Los pardmetros de una distribucién de Poisson se estiman mediante la
media empirica y corresponde a 0.1551 (EE = 0.0011), y la varianza em-
pirica total es 0.1793. El coeficiente de variacién empirico para Z es 1.008,
lo cual sugiere la presencia de una sobredispersién. El logaritmo de la vero-
similitud es igual a —=55108.46.

Para la binomial negativa, los pardimetros estimados son: = 1.038(ee =
0.044) y = 6.565(ee = 0.286), y el logaritmo de la verosimilitud es igual
a—54615.32, que corresponde a un incremento cerca de 500, y asi muestra
un mejor ajuste. El coeficiente de variacion de Z estimado es de 0.984.

Los pardmetros de la inversa gausiana son estimados como: § = 0.2784 (ee =
0.0063) y 6 = 8.220(ee = 0.148), y el logaritmo de la verosimilitud es igual
a —54609.76, lo cual muestra un ajuste mejor que el mostrado por la bino-
mial negativa.

Los datos ajustados por cada una de estas distribuciones se muestran en
la tabla anterior.
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Algunas otras aplicaciones sobre cincer de mama y ataques de epilepsia
se encuentran en Hougaard [33, pp. 336-338].

13.7.2. Analisis de eventos recurrentes

En muchos estudios cientificos, el interés frecuentemente se centra en el
proceso que generan eventos sobre una misma unidad de manera repeti-
da en un periodo de tiempo. Asi, hay unidades que pueden experimentar
el mismo evento varias veces durante la duracién del estudio [0, 7). Tales
procesos proveen datos que se denominan datos de eventos recurrentes.

En eventos recurrentes hay principalmente dos tipos de tiempos. De una
parte el tiempo, desde un origen definido (tiempo calendario) hasta que el
evento ocurra; de otra, el tiempo entre la ocurrencia de dos eventos con-
secutivos sobre la misma unidad. En la construccién de modelos para este
tipo de datos, se debe considerar e incluir en el modelo alguno de estos tipos
de tiempo.

Una revision de los métodos y modelos estadisticos para datos de eventos
recurrentes se presentan en Cai y Schaubel [8] y en Cook y Lawless [13]; alli
se describen los principales modelos, junto con los supuestos y propiedades
relevantes. Ellos consideran métodos paramétricos, no paramétricos y se-
miparamétricos, tanto para un solo tipo de evento como para varias clases
de eventos.

Para los propdsitos de este trabajo, se hace una revisién de los principales
modelos para eventos recurrentes, los cuales se generalizardn en el esquema
de trabajo de esta tesis.

Se revisa el modelamiento para datos de eventos recurrentes desde el
trabajo pionero en esta drea de Gail [27].

13.7.21. Gail, Santner y Brown (1980)

Estos autores proponen métodos para comparar dos tratamientos sobre ra-
tones que han tenido recurrencia de tumores del mismo tipo. Ellos pre-
sentan métodos basados en el tiempo entre apariciones consecutivas (inter-
ocurrencia) del tumor. En los ensayos sobre cdncer, algunas veces resul-
ta la reaparicién de tumores, por ejemplo, K tumores en un animal. Asi,
los tiempos observados corresponden a valores de las variables aleatorias
T <Ty <--- <Tk.

Se podria comparar el nimero medio de tumores por animal en dos
grupos de animales experimentales si cada uno de los animales tiene el
mismo periodo de seguimiento. Los autores no asumen la presencia de
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censura a derecha. Se puede comparar el tiempo hasta el k-ésimo tumor
k=1,..., K. A partir de las respectivas tablas de sobrevida, se puede esti-
mar la proporcién de animales que tienen menos de £ tumores en un tiempo
T y usar esta proporcién como una base para comparar los dos tratamientos.

Los autores exploran algunos métodos semiparamétricos para combinar
informacion a partir de tiempos interocurrencia consecutivos, Z; = T;—=T;_1,
y obtienen estadisticas resumen para el efecto de tratamientos. Ademds, ex-
ploran una metodologia en la cual es posible combinar la evidencia basada
en los tiempos T; en lugar de los tiempos interocurrencia Z;. Bajo la hipéte-
sis de no efecto de tratamientos, la distribucién conjunta de las estadisticas
deordenT] < Ty < --- < Tgk eslamisma para todos los animales. El tiempo
de censura C para cualquier animal se asume independiente de la sucesién
T1, Ty, ..., donde K es simplemente el mayor entero tal que Tx < C. Bajo
esta formulacidn, la distribucién condicional del i-ésimo tiempo interocu-
rrencia Z;, yaque Ty =ty, ..., T;_1 =t;_1, estd dada por

b4
prZi > z|ty,te, ..., ti—1) = 63610{—/ h(tli,t1,te, ..., ti—l)dT},
0
(18.7.12)
donde & es una funcién de riesgo no negativa. Los autores simplifican
(18.7.12) bajo el supuesto de que T, Ty, ... es una sucesién de Markov,
asi:

pr(Z; = z|t1,to, ..., t;i-1) = exp{—/ h(tli, ti_l)dr}. (18.7.138)
0

Basados en la premisa de que el cancer proviene de la proliferacion de
una serie de células “copias” de una misma, para el sitio m, en el modelo,
se asume que cada animal tiene m sitios afectados con un tumor, es decir,
células cuyo tiempo para alcanzar el estado de tumor, X;,i = 1,2,...,m,
es independiente e idénticamente distribuido. El tiempo comiin para la de-
teccién de tumores es denotado por:

Sy) =pr(X; > 1) :exp{—At/l(u)du}, (18.7.14)

donde A () es el riesgo comun.
Por los resultados conocidos sobre estadisticas de orden, se tiene que

m—i+1
pr(Zz el i, o) = S /S@D) L (18.7.15)
Se sigue que la funcién de riesgo para el tiempo interocurrencia ¢ es

h(zli,ty,tg, ..., tio1) = (m =i+ 1)A(ti-142), (13.7.16)
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la cual satisface el supuesto de Markov. En general, cualquier modelo, cuya
distribucién de i-ésimo tiempo interocurrencia Z; dependa de 71, Zg, .. .,
Z;_1 Unicamente a través de la suma de los 77 — 1, satisface también (13.7.15).

Si el modelo para la funcién de riesgo en el m-ésimo sitio fuera A (¢) en
el grupo 2, y exp(a)A(t) en el grupo 1, entonces (13.7.16) implica que el
riesgo condicional en el tiempo interocurrencia para el grupo 1 y el grupo 2
es exp(a)h(z|i, t;_1) y h(z|i, t;_1), respectivamente. Por tanto, la siguiente
adaptacién del modelo de riesgos proporcionales, de acuerdo a Crowder

[17], es
exp(a)h(zli,ti-1) o h(zli, ti1), (18.7.17)

dependiendo si el animal pertenece al grupo 1 o 2, respectivamente.

13.7.2.2. Anderseny Gill (1982)

El modelo de Andersen y Gill (en adelante, AG) es muy cercano a un mo-
delo de regresion de Poisson. En el modelo de AG, la intensidad del proceso
para la i-ésima unidad, dadas las covariables I (¢), es

Ai(t) =Yi (1) Ao (t) exp{W/ (1) B}. (13.7.18)

Este es un modelo para eventos recurrentes, el cual es una extension natural
del modelo de regresién de Cox. La diferencia entre el modelo de Cox y el
modelo AG estd en la definicién del indicador de riesgo Y;(¢). En el modelo
de Cox, lai-ésima unidad termina de estar en riesgo una vez que al evento le
haya ocurrido por primera vez y, por lo tanto, Y; (¢) pasa de tomar el valor 1 a
tomar el valor 0, mientras que en el modelo de AG, para eventos recurrentes
Y;(t), permanece igual a 1 cuando el evento ocurre sobre la misma unidad
.

El modelo de AG es apropiado para situaciones en las que los eventos
observados sobre una misma unidad se pueden asumir mutuamente inde-
pendientes. El modelamiento es desarrollado conforme a un proceso de
Poisson dindmico.

13.7.2.3. Prentice, Williams y Peterson (1981)

Ellos consideran dos clases generales de modelos de regresion para eventos
recurrentes (en adelante, PWP), los cuales relacionan el riesgo como una
funcién de intensidad con covariables y la historia de falla. Los modelos
consideran e incluyen el tiempo desde el origen del estudio hasta la ocu-
rrencia de cada evento y el tiempo interocurrencia, respectivamente. Am-
bos modelos son estratificados de riesgos proporcionales, lo cual significa
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que la funcion de intensidad puede variar de un evento a otro, mientras que
en el modelo de AG se asume que todos los eventos son idénticos.

Los métodos se pueden considerar como una generalizacién de las téc-
nicas de andlisis de datos de sobrevida, en las cuales la funcién de riesgo es
modelada, sobre una unidad, mads alld de la ocurrencia del primero, el se-
gundo vy los siguientes eventos. De otra forma, una unidad no est4 en riesgo
para el k-ésimo evento hasta que haya experimentado el k— 1-ésimo evento.

Sean W (u) = Wy (u), ..., Wy(u) un vector de covariables, para una uni-
dad bajo estudio, la cual estd bajo observacién en el tiempo « > 0, y donde
W(t) = {w(u) : u < t} es el correspondiente proceso de covariables hasta
el tiempo t. Similarmente, sea N(¢) = {n(u) : u < t}, donde n(u) es el
numero de eventos o episodios antes del tiempo «. La funcién de riesgo o
de intensidad al momento ¢ es definida como una tasa instantdnea de falla
al momento ¢, y dadas las covariables y el proceso de conteo en el tiempo ¢,
es

AN @), W (1)} = lim prit < Ty < L+ MINQ), W (1)}/AL.
(13.7.19)

Siguiendo a Crowder [17] y a Therneau y Grambsch [66], se puede es-
cribir (13.7.19) como el producto entre una funcién arbitraria y una fun-
cién exponencial en las covariables. Los autores presentan dos tipos de fun-
ciones de linea base, una en funcién del tiempo desde el inicio del estudio
hasta el momento, ¢, y otra desde el evento inmediatamente anterior, t—t,,;).
Ademds, parece conveniente permitir que la forma de la funcién de riesgo
dependa del nimero de eventos anteriores y posiblemente de otras caracte-
risticas; esto se condensa en {N (¢), W (t)}. Asi, se dispone de dos modelos
de riesgo parcialmente paramétricos, estos son, respectivamente,

A{LIN (1), X(t)} = dos(¢) exp{WV’(t) B;} (13.7.20)

y
A{LIN (1), X()} = Aos(t = tuq)) exp{W' (1) Bs}, (13.7.21)
donde, en cada caso, A¢g;(,) > 0 (s =1, 2, ...) son funciones de intensidad

base arbitrarias. La variable de estratificacion s = s{N (¢), W (¢), t} puede
variar como una funcién del tiempo para una unidad dada, y 8 es un vector
columna de los coeficientes de regresién estratificados. Un caso especial de
variable de estratificacién es s = n(¢) + 1, para el cual una unidad se muda al
estrato k después de que le ha ocurrido el £ — 1-ésimo evento, y permanece
alli hasta el siguiente evento (k + 1) o queda bajo censura.
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La funcién exponencial en (18.7.20) 0 (18.7.21) puede cambiarse a otra
funcién no negativa. Note también que el modelo de Cox puede ser consi-
derado como un caso especial de (13.7.20), para el cual A¢i = A¢(¢) para
todo s. Gail et al. [27] consideran los dos casos especiales de (13.7.21) con
estratos definidos como s = n(t) + 1.

13.7.2.4. Wei, Lin y Weissfeld (1989)

Wei, Lin y Weissfeld (en adelante, WLW) proponen métodos semiparamé-
tricos para analizar tiempos de falla multivariados. Modelan la distribucién
marginal de cada uno de los tiempos de falla mediante un modelo de Cox.
Sea T;; el tiempo para la j-ésima ocurrencia del evento sobre la i-ésima uni-
dad,conj=1,...,yi=1,...,n; donde X es el maximo nimero de
eventos observado en los datos.

Sea Wij = Wija(t), ..., Wij (1)) un vector px de covariables para la
i-ésima unidad en el tiempo ¢t > 0 respecto al j-ésimo evento.

En los modelos de AG y PWP no se considera ni se incluye la estructura
de dependencia intraunidad debida a las observaciones repetidas del evento.
Los modelos de WLW son propuestos para modelar funciones de riesgo
marginal mediante funciones de intensidad condicionadas a un proceso de
conteo N;(t).

Para la j-ésima ocurrencia del evento sobre la i-ésima unidad, la funcién
de riesgo A;;(t) se asume que toma la forma

A;j(8) = YijA0; (1) exp{W;;(t) B;}- (18.7.22)

Note que este modelo estratifica por el orden de ocurrencia del evento. Co-
mo X es el nimero mdximo de eventos sobre alguna de las unidades, es
natural que si a una unidad le ocurre un ndmero de eventos H menor que
K, esta tendrd valores faltantes sobre la ocurrencia del evento después de la
H -esima ocurrencia.

Este modelo permite desarrollar un andlisis por separado para cada es-
trato j y para cada interaccién de estrato y covariable; esto se lee desde los
subindices j escritos en el modelo (18.7.22). El indicador de riesgo, Y;;,
es igual a 1 hasta la ocurrencia del j-ésimo evento, a menos que algunas
condiciones externas causen censura sobre la unidad. Ninguna estructura
particular de dependencia entre los tiempos de falla en cada unidad es im-
puesta. Los pardmetros de regresion son estimados mediante la respectiva
funcién de verosimilitud parcial.
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13.7.2.5. Changy Wang (1999)

Chang y Wang proponen un modelo de riesgo semiparamétrico para tiem-
pos de eventos recurrentes (en adelante, CW) a través de un modelo de
regresién condicional utilizando los modelos de Cox y PWP. El modelo es
como sigue:

Aij(L|F (1), Z(t)) = Ajo(t —tj_1) exp{B'W;1 (t) + yWia (1)}, (13.7.23)

donde #(t) = {T1,...,Ti-1: Th <Ty < --- <Ti_1 <t <Tj}esl
historia del evento hasta el tiempo .

El modelo contiene el pardmetro estructural, 8, y el pardmetro, y;, aso-
ciado con el episodio especifico, los cuales corresponden a los efectos aso-
ciados con las covariables ;1 (t) y W;9(t), respectivamente. Si 8 = 0, el
modelo (18.7.28) se reduce al modelo de PWP expresado en (13.7.21).
Este modelo es itil cuando el interés se focaliza en episodios u ocurrencias
especificas del evento.

La estimacién de los pardmetros es obtenida a partir de la funcién de
puntaje para B sujeta a que y; es fijo, y reciprocramente, a partir de la fun-
cién de puntaje para y; a condicién de que se tiene S. En ambos casos, las
funciones de puntaje se obtienen de la funcién de verosimilitud parcial que
los pardmetros y los datos definen.

13.8. Modelos multiestado

Una unidad puede alcanzar diferentes estados en tiempos distintos. El inte-
rés se centra en modelar el tiempo hasta que la unidad alcanza cada uno de
varios estados. En los procesos de degradacion se presentan movimientos
progresivos a través de una sucesion de estados. Otro ejemplo es el esta-
do de salud de un paciente, el cual varia con el tiempo, con la esperanza
de mejorar, aunque se presentan contratiempos periédicos. Estos tiempos a
menudo pueden ser censurados por intervalo, por ejemplo, cuando ocurren
cambios de estado entre visitas consecutivas al odontélogo.

Los modelos multiestado son los modelos mds utilizados para describir
el desarrollo de datos de tiempos a eventos de tipo longitudinal. Un modelo
multiestado se define como un modelo para un proceso estocdstico, donde
una unidad en cualquier punto del tiempo ocupa uno de los estados de un
conjunto de estados discretos ¢ finito. En medicina, los estados pueden des-
cribir las condiciones de salud o desarrollo de una enfermedad de paciente,
como sano, enfermo, enfermo con complicaciones y muerto. Un cambio
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de estado se denomina transicién. Por ejemplo, la aparicién de una enfer-
medad, la ocurrencia de complicaciones y la muerte constituyen un proceso
con estos tres estados.

La estructura del modelo de estado especifica qué estados y qué transi-
ciones de un estado a otro son posibles y observables. Un modelo estadistico
completo especifica la estructura del estado y la forma de la funcién de ries-
go para cada transicién posible. En este capitulo se hace una descripcién o
arquitectura de los modelos multiestado empleados para modelar datos de
sobrevida multivariados y multiples; la palabra arquitectura se emplea por-
que se deben mostrar los diferentes estados alcanzables por la unidad y las
posibles conexiones o transiciones entres estos. La estructura del estado no
es unica. Al elegir la “mejor estructura”, se pueden hacer los supuestos nece-
sarios para que el modelo sea claro y simplifique los cdlculos (parsimonia),
pero que siempre se ajuste a la realidad contenida en los datos y no al revés.
Se destacan algunos casos especiales como estructuras de estado estindar.
En la figura 13.1 se muestran ejemplos de tales tipologias o estructuras (ar-
quitecturas) de modelos.

En esta seccién se hace una descripcién de cémo los modelos multi-
estado se pueden emplear para modelar datos de sobrevida multivariados y
muiltiples. El tratamiento de estos modelos requiere de particular atencién
a la consideracién e inclusién de la posible dependencia entre los eventos
considerados. Ademds, los modelos multiestado consideran todos los datos
como longitudinales (indexados en el tiempo), esto los hace menos Ttiles
para mediciones repetidas y requieren el patrén de censura para que los
datos en paralelo sean homogéneos.

El modelo de mortalidad (1), con estados “vivo” y “muerto”, es el modelo
multiestado mds simple posible. De hecho, es tan simple que no hay ventaja
en ponerlo en el marco de muiltiples estados.

El modelo de riesgos competentes (2), con estados “vivo” y “muerto”
debido a la causa j, con j = 1, ..., %, es un modelo apropiado para datos
con causa del evento (en este caso, la muerte).
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E. Corazon

’ Vivo H Muerto‘

’ Sano E. Pulmén }—ﬁ Muerto ‘

(1): Mortalidad

E. Rifién

(2): Riesgos competentes

’ Sano H Enfermo‘

Discapacitado

’ Sano

(3): Estados alternantes

(5): Multivariado

(4): Discapacidad

Tl e e L

(6): Eventos recurrentes

Figura 13.1. Tipologias de modelos multiestado.
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R es un sistema para realizar cdlculos y graficos estadisticos, cuenta con un
poderoso lenguaje de programacién orientado a objetos, un entorno para la
ejecucién de comandos, un depurador de cédigo de programacion, el acceso
a determinadas funciones del sistema y la capacidad de ejecutar programas
almacenados en archivos (scripts). R fue escrito por Ross Thaka y Robert
Gentleman en el Departamento de Estadistica de la Universidad de Auc-
kland, en Auckland, Nueva Zelanda. Ademds, un gran grupo de personas
ha contribuido enviando cédigo de programacién e informes de error. R
es un software libre, se puede descargar desde www.r-project.org/, donde se
consigue en versiones para los sistemas operativos Windows®, Linux® y
Macintosh®.

En este apéndice se explica cémo hacer algunas tareas usuales que se
requieren en el andlisis de datos, cémo efectuar cdlculos de probabilidades
y cuantiles y cémo leer datos externos, ordenarlos y transformarlos.

A7, Lectura de datos externos

Cuando se analizan datos es usual que la digitalizacién de estos se haga a una
hoja de cdlculo tipo Excel o Calc de Libre Office; estos paquetes ofrecen mads
comodidad para este tipo de tareas. En esta seccién se estudia cémo leer en
R datos que se encuentran en archivos externos.

Aaa. El directorio de trabajo

Una fuente de error frecuente para el que estd inicidndose en R es olvidar
fijar el directorio de trabajo, que es el directorio donde R buscard, por defecto,
los archivos a leer. Si el archivo de datos que se pretende almacenar en la
memoria no se encuentra en el directorio de trabajo, hay que especificar la
ruta exacta del archivo, para que la lectura sea exitosa. Para no tener que
digitar la ruta completa de ubicacién de los archivos, se recomienda crear,
para cada proyecto, un directorio donde se colocardn todos los archivos de
datos y cédigo asociados. Esto guardard los datos del proyecto como fun-
ciones creadas por el usuario o archivos de cédigo.

La funcién que permite conocer cudl es el directorio de trabajo actual
es getwd().! Al ejecutar esta funcién, R devuelve la ruta del directorio de
trabajo, como se muestra a continuacién (la salida cambiard de acuerdo con
la configuracion del sistema).

Vgt working directory.
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> getwd()
[1] "/home/mario"

Para cambiar el directorio de trabajo se usa la funcién setwd().? Por
ejemplo, si se desea fijar la carpeta /home/mario/proyecto como directorio
de trabajo, se procede como sigue:

> setwd("/home/mario/proyecto")

AA.2. Lectura de datos desde un archivo de
texto

Cuando se tienen los datos en un archivo de texto plano, se cuenta con la
funcién read.table(). Este tipo de archivo se reconoce por la extension,
que usualmente es .txt o .dat. Suponga que se desea leer este archivo®

height weight

58 115
59 117
71 159
72 164

el cual se tiene guardado en el directorio de trabajo con el nombre
archivo.txt. El comando es

datos<-read.table("archivo.txt", header=TRUE)

De esta forma, se crea el objeto datos, que contiene la informacién alma-
cenada en archivo.txt. La opcién header=TRUE es indispensable porque
el archivo tiene, en su primera fila, los nombres de las columnas.

Aa.3. Lectura de datos desde un archivo CSV

Un archivo CSV es un archivo de texto en el cual los datos estdan separados
por comas. La ventaja que tiene trabajar con este formato es que todas las
hojas de cdlculo son capaces de crearlos y leerlos. Es frecuente que el duefio

2En la versién para Windows, ademds del comando, el usuario cuenta con el ment Ar-
chivo > Fijar directorio de trabajo.
8 Data frame women del paquete base.
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de la informacion tenga sus datos organizados en una hoja de cdlculo de
Open Office (.odt) o Excel (.xIs). Para importar dichos datos a la memoria
de R, podemos crear un archivo con formato CSV vy leerlo con la funcién
read.csv() o con read.csv2(). Suponga que deseamos leer los siguientes
datos, guardados en el directorio de trabajo con el nombre ejemplocsv.csv:

tiempo, momento, resp

1, 0,95
2, 0,93
19, 1,7
20, 1,3

Note que las columnas estdn separadas por comas. La lectura de estos datos
se hace mediante el comando

read.csv("ejemplocsv.csv")

Si en lugar de la coma tenemos un punto y coma separando las columnas,
la funcién apropiada es read.csv2(). Por ejemplo, si tenemos los mismos
datos anteriores, pero separados por punto y coma en un archivo ubicado
en el directorio de trabajo, con nombre ejemplocsv2.csv,

tiempo ; momento ; resp

1; 0 ;95
2; 0 ;93
19; 1 ;7
20; 1 ;3

la lectura se hace mediante el comando
read.csv2("ejemplocsv2.csv")

La diferencia entre read.csv() y read.csv2() radica esencialmente en el
caracter usado como separador de campos, como se ilustra en el ejemplo

anterior, y en el usado para el separador decimal. La primera usa dec=",

mientras que la segunda usa por defecto dec=".". En realidad, el segundo

archivo de datos se puede leer con el comando

read.csv("ejemplocsv2.csv",sep = ";")
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Aa.4. Lectura de datos desde un archivo de
Excel

Existen varias formas de leer un archivo en formato de Excel (.xls). Aqui se
ilustra cémo hacerlo con las librerias RODBC y gdata. Suponga que tenemos
el archivo ejemplo.xls con varias hojas y que los datos de interés se en-
cuentran en la hoja 8. La lectura, mediante RODBC, se hace con el siguiente
codigo:

Library(RODBC) #debe estar instalada previamente
archivo<-odbcConnectExcel("ejemplo.x1ls")
tabla<-sqlFetch(archivo, "Hoja3")

close(archivo)

De esa forma se crea el objeto tabla, que contiene los datos de la hoja 3. La
orden close(archivo) es para cerrar la conexién con el archivo. Mientras la
conexion esté activa no es posible hacer cambios en el archivo ejemplo. x1s.
La lectura de la misma hoja del archivo, pero usando la libreria gdata, se
indica a continuacion:

library(gdata) #debe estar instalada previamente
tabla<-read.xls("ejemplo.xls", sheet=3)

La funcién read. x1s() trabaja convirtiendo, de manera temporal, el archi-
vo de excel a un archivo CSV.

A.2. Seleccion y transformacion de
datos

Una vez cargado un conjunto de datos en la memoria de R, los pasos si-
guientes son la seleccién de un subconjunto de ellos, la creacion de nuevas
variables a partir de las antiguas y la obtencién de algunas estadisticas bdsi-
cas, bien sea en forma global o de acuerdo con algun criterio. En esta seccion
se ilustran, a través de ejemplos, los comandos bdsicos para realizar estas ta-
reas. Para los ejemplos se usard la base de datos survey de la libreria MASS,
que se carga a la memoria con los siguientes comandos

Library(MASS)
data(survey)

Para imprimir las primeras y las ultimas 6 filas de los datos, se usan los
siguientes comandos:
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head(survey)
tail(survey)

Las estadisticas descriptivas bdsicas se obtienen con
summary (survey)

Cuando la variable es de caracteres o es un factor, el resumen consta de una
lista de los niveles del factor acompafiada de la frecuencia de cada nivel.
Se observa que algunas variables tienen datos faltantes. Para eliminar del
archivo las filas con datos faltantes, se procede como sigue:

datos<-na.omit(survey)
summary (datos)

De esta forma, creamos el objeto datos que no contiene datos faltantes (NA).

A.21. Creacion de nuevas variables

Suponga que se requiere crear una nueva columna, a partir de las existen-
tes en datos, mediante una transformacién. Por ejemplo, para crear una
columna que contenga el logaritmo natural de Height, procedemos asi:

datos$lHeight<-log(datos$Height)

Otras funciones de uso frecuente son sqrt() (raiz cuadrada), exp() (expo-
nencial), abs () (valor absoluto) y sin() (seno).

A.2.2. Seleccion de subconjuntos de un marco de
datos

A continuacién, se explica cémo usar el sistema de indexacién de R para la
seleccién de filas y columnas de un marco de datos.

A.2.21. Seleccion de columnas
El comando
datos[,1:4]

permite seleccionar las primeras 4 columnas del archivo datos. Note el uso
de la coma, la cual separa filas de columnas ([filas,columnas]). En este
caso, no hay ningun criterio para las filas; por lo tanto, se seleccionan todas.
Si se quiere seleccionar las columnas numeéricas, que estan en las posiciones
2,38,6, 10y 12, procedemos asi:
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datos[,c(2,3,6,10,12)]

Las columnas también se pueden seleccionar por sus nombres, como se in-
dica en el siguiente cédigo:

datos[,c("Wr.Hnd","NW.Hnd","Pulse", "Height", "Age")]

Para seleccionar las columnas que no son numéricas, dado que se conoce
cudles son las numéricas, se usa el siguiente cédigo (note el uso del signo
menos):

datos[,-c(2,3,6,10,12)]

La siguiente forma es interesante, porque la seleccién de las columnas es
automdtica. Si se quiere seleccionar todas las variables numéricas (sin hacer
una lista exhaustiva de ellas o de sus posiciones), se procede asi:

numericas<-sapply(datos, is.numeric)
datos[,numericas]

La funcién sapply entrega TRUE donde hay una columna numérica y FALSE
en caso contrario. El objeto numericas es lo que se conoce como un vec-
tor de tipo légico. Mediante el comando datos[,numericas], R seleccio-
na las columnas cuya posicién corresponda a un TRUE en el vector légico
numericas. Para seleccionar las columnas que no sean numéricas, se usa la
orden

datos[, !'numericas]

El signo de exclamacién se usa en R para la negacién légica.

A.2.2.2. Seleccion de filas

El comando
datos[1:7,]

selecciona las 7 primeras filas del archivo datos. Si se desea seleccionar solo
las 7 primeras filas de las columnas numéricas, se procede asi:

datos[1:7,numericas]
El comando

datos[c(3,5,1,4,9), 1
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selecciona las filas 3, 5, 1,4 vy 9, en ese orden. Una situacién que se presenta
amenudo es la seleccién de individuos (filas) de acuerdo con un criterio; por
ejemplo, seleccionar a los hombres o seleccionar a las mujeres que fuman.
A continuacién, se muestran ejemplos concretos:

datos[datos$Sex=="Male", ]

selecciona todos los individuos hombres. El siguiente comando selecciona
a las mujeres que nunca fuman (note el uso del operador l6gico &):

datos[Sex=="Female" & Smoke=="Never",]

A.2.2.3. Ordenar una base de datos

A veces es necesario ordenar una base de datos por algin criterio. Aqui se
explica cémo hacerlo.

datos[order(datos$Age), ]

ordena el archivo datos por la columna edad. En este caso lo hace en forma
ascendente; si se quiere en orden descendente, se usa (note el signo menos):

datos[order(-datos$Age), ]

Si se requiere ordenar por mds de un criterio, digamos edad y altura, se
procede como se indica a continuacién:

datos[order(datos$Age,datos$Height), ]

A.2.3. Calculos por niveles de un factor

Si se quiere calcular alguna funcién (por ejemplo, la media), para cada nivel
de un factor (por ejemplo, el sexo), en R se cuenta con varias funciones.
Veremos cémo usar la funcion by ().

by (datos$NW.Hnd, datos$Sex,mean)
calcula la media de la variable NW. Hnd para cada nivel de sexo. La orden
lapply(datos[,numericas],var)

calcula la varianza de cada una de las variables numéricas de datos. La linea
de comando

sapply(datos[,numericas], var )
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hace exactamente lo mismo que la anterior, la tnica diferencia es la forma
como R organiza la respuesta. En el primer caso, el objeto regresado por
la funcién es una lista, mientras que en el segundo es un vector de tipo
numeérico. La siguiente linea de cédigo regresa los mismos valores; en este
caso, el nimero 2 indica que la varianza se va a calcular sobre la segunda
dimension del objeto, es decir, las columnas. Si se usa 1 en lugar de 2, se
calcula la media para cada fila. La ventaja de apply es que esta funcién puede
emplearse en cdlculos con arreglos multidimensionales (arrays):

apply(datos[,numericas],2,var)

Si se quiere una tabla de contingencia cruzando las variables sexo y ejercicio,
se puede usar la orden:

tapply(datos$Sex,datos[,c("Sex","Exer")], length)
Lo anterior es equivalente a
table(datos$Sex,datos$Exer)

solo que es ventajoso usar tapply() porque en el lugar de length se puede
usar otra funcién, como sum o var. Por ejemplo, la edad promedio para cada
nivel de sexo y ejercicio se obtiene mediante

tapply(datos$Age,datos[,c("Sex","Exer")],mean)

La funcién agregate () realiza el mismo trabajo de la funcién by (), solo
que la salida de los resultados es un objeto de clase data. frame, lo cual es
mads elegante en cuanto a la presentacion.

aggregate(datos[,numericas], list(datos$Sex),mean)

Con el comando anterior se obtiene la media de las variables numéricas para
cada nivel de sexo. El comando siguiente obtiene la mediana de las variables
numéricas para cada combinacién de niveles de los factores Sex y W.Hnd:

aggregate(datos[,numericas], list(datos$Sex,datos$W.Hnd),
median)

En los dos ejemplos anteriores, las funciones mean y median se pueden re-
emplazar por cualquier otra que regrese un valor simple, por ejemplo, max,
var, length. Estos son ejemplos de funciones que, en este caso, no se pue-
den usar con aggregate: cov y cor, ya que el objeto que se entrega es de la
clase data.frame y el resultado seria una matriz. Esa es una desventaja en
relacién con la funcién by.
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A.3. Calculo de probabilidades'y
cuantiles

Cuando se cuenta con un paquete para cdlculo estadistico como R, las tablas
con algunos cuantiles de las distribuciones no son necesarias. En esta seccién
y la que sigue, se presenta la forma de calcular probabilidades y percentiles
a partir de las distribuciones binomial, de Poisson, normal y ji-cuadrado.

A.341. Distribucion binomial

Antes de pasar a la distribucién binomial, se ilustra cémo realizar un cdlculo
de combinaciones; la funcién es choose(). Veamos cé6mo se usa en tres

ejemplos:
’ El valor de ‘ Se obtiene mediante ‘
(130) choose (10, 3)
(15) choose(15,10)
10 ’
(120) choose (100, 4)

A.312. Calculo de probabilidades a partir de la distribucion
binomial

Ejemplo: Si X es una variable aleatoria con distribucién binomial de para-
metros n = 18 y p = 0.1, calcule P(X = 2).

dbinom(x=2,size=18,prob=0.1)

Ejemplo: Si X es una variable aleatoria con distribucién binomial de

pardmetros n = 18 y p = 0.1, calcule P(X > 4) =1 - P(X < 3).
1-pbinom(3,size=18,p=0.1)
Esta probabilidad es equivalente a P(X > 3), la cual se calcula mediante

pbinom(3,18,0.1, lower.tail=FALSE)

18
También es equivalente a Y, P(X = x), que se calcula mediante
x=4

sum( dbinom(4:18,18,0.1) )
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Ejemplo: Si X es una variable aleatoria con distribucién binomial de
parametros n = 18 y p = 0.1, calcule P(8 < X < 7). Esta probabilidad es
igual a = F'(6) — F'(2); se procede como sigue:

pbinom(6,18,0.1)-pbinom(2,18,0.1)
Lo anterior es equivalente a

sum( dbinom(3:6,18,0.1) )

A.3.1.2. Calculo de cuantiles a partir de la distribucion binomial

Si X es una variable aleatoria binomial de pardmetros n y p, la funcién
gbinom() regresa el valor mds pequefio x tal que P(X < x) > a. Veamos
un ejemplo:

gbinom(0.99,18,0.1)
(11 5

Esto significa que P(X < 5) > 0.99 y 5 es el valor mds pequefio que cum-
ple esa desigualdad, con X siendo una variable aleatoria con distribucién
binomial de pardmetros n = 18 y p = 0.1.

Para la simulacién de muestras aleatorias de la distribucién binomial se
usa la funcion rbinom().

A.3.2. Distribucion de Poisson

Las funciones para la distribucién de Poisson son: dpois() para probabili-
dad puntual, ppois() para probabilidad acumulada, gpios() para cuantiles
y rpois() para generar muestras aleatorias.

A.3.21. Calculo de probabilidades a partir de la distribucion
de Poisson

Ejemplo: Si X es una variable aleatoria con distribucién de Poisson con

media 2.8, calcule P(X = 2).
dpois(x=2,lambda=2.3)

Ejemplo: Si X es una variable aleatoria con distribucién de Poisson con

media E(X) = 4.6, calcule P(X > 1) =1 -P(X < 1) = 1 - P(X < 0).

1-ppois(0,4.6)
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A.3.2.2. Calculo de cuantiles a partir de la distribucion de
Poisson

Este caso es similar al de la distribucion binomial. Si X es una variable alea-
toria Poisson de pardmetro A, la funcién gpois() regresa el valor mds pe-
queno x tal que P(X < x) > @. Por ejemplo:

qpois(0.99,2.3)
[1] 6

Esto significa que P(X < 6) > 0.99y 6 es el valor mds pequefio que cumple
esa desigualdad.

El lector habrd notado el patrén usado por R. Para el cdlculo de proba-
bilidad puntual se usa d seguido del nombre de la funcién (dbinom, dpois);
para probabilidad acumulada se usa p seguido del nombre de la funcién; pa-
ra cuantiles se usa g; y para la generacion de datos aleatorios se usa r. De esa
forma es fécil deducir cémo calcular estos valores con las otras distribucio-
nes, por ejemplo, dgeom(), pgeom(), ggeom() y rgeom() para la distribucién
geométrica; dhyper (), phyper (), ghyper() y rhyper() para la distribucién
hipergeométrica.

A.3.3. Distribuciones normaly ji-cuadrado

La sintaxis de R para el cdlculo de probabilidades, cuantiles y la generacién
de nimeros aleatorios, en el caso de las variables aleatorias continuas, es
similar al caso discreto. En este, el prefijo d, en lugar de calcular probabi-
lidad puntual (que no tiene sentido en el caso continuo), evalda la funcién
de densidad correspondiente. En este libro se usan frecuentemente las dis-
tribuciones normal y ji-cuadrado; por eso se estudian con detalle en las dos
secciones siguientes.

A.3.3.1. Distribucion normal

Para el célculo de probabilidades, cuantiles, generacion de datos y la eva-
luacién de la funcién de densidad, a partir de una variable aleatoria X con
distribucién normal, se cuenta con las funciones pnorm(), gnorm(), rnorm()
y dnorm(). Veamos cémo usarlas por medio de ejemplos.

Si Z es una variable aleatoria normal estdndar, calcule P(Z < 1.65).

pnorm(1.65)
[1] 0.9505285



408 « Procedimientos basicos con R

Note que, por defecto, la funcién regresa la probabilidad acumulada desde
—oco hasta el valor dado; ademds, toma media cero y varianza 1 (normal
estdndar). En general, si la variable aleatoria no es normal estdndar, hay
que especificar la media y la desviacién estindar. Por ejemplo, si X es una
variable aleatoria con media 10 y varianza 4, calculemos P(X < 14):

pnorm(14,mean=10, sd=2)
[1] 0.9772499

Si se desea P(X > 14), se puede hacer de dos formas: 1 — P(X < 14) o
mediante el comando

pnorm(14,mean=10,sd=2, lower.tail=FALSE)
[1]1 0.02275013

Para el cdlculo de cuantiles, veamos el siguiente ejemplo: obtener un
valor g tal que si Z es una variable aleatoria normal estdndar, se verifique

P(Z < =z)=0.99:

gnorm(0.99)
[1] 2.326348

El siguiente cédigo ilustra el uso de la funcién dnorm() para dibujar la
funcién de densidad de una normal estdndar.

x<-pretty(c(-3.5,3.5),1000) # numeros entre -3.5 y 3.5
y<-dnorm(x) # densidad normal en cada valor de x
plot(x,y,type="1")

La siguiente linea de cédigo genera 20 nimeros aleatorios de una distribu-
cién normal estandar:

dnorm(20)

A.3.3.2. Distribucion ji-cuadrado

Para el cdlculo de la densidad, las probabilidades acumuladas, los cuantiles y
la generacion de datos de la distribucién ji-cuadrado, se cuenta con las fun-
ciones dchisq(), pchisq(), qchisq() y rchisq(). Veamos cémo usarlas
por medio de ejemplos.

Si X2 es una variable aleatoria ji-cuadrado con un grado de libertad, cal-

cule P(X2 > 3.84)=1-P(X? < 3.84):

1-pchisq(3.84,df=1)
[1] 0.05004352
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Si X? es una variable aleatoria ji-cuadrado con dos grados de libertad, ha-
lle el valor x tal que P(X2 > z) = 0.05. Lo que se pide es equivalente a
encontrar z tal que P(X?2 < z) = 0.95 y se obtiene mediante el comando

gchisq(0.95,df=2)
[1] 5.991465

Para las demds distribuciones continuas de probabilidad la sintaxis es
similar. Para la uniforme, dunif(), punif(), qunif() y runif(); para la
distribucién ¢ de student, dt(), pt(), qt() y rt(); para la distribucién F,
df ), pf ), af ) y rf (). Elusuario solo debe tener en cuenta los pardimetros
que definen las distribuciones.

Se presentan algunos ejemplos. Si Z es una variable aleatoria normal
estdndar, entonces

pnorm(1.78) # calcula \(P(Z\leq 1.78) \)
pnorm(1.78,lower.tail=FALSE) # calcula \(P(Z \geq 1.78) \)
gnorm(0.972) # calcula \(z\) tal que \(P(Z\leq z)=0.975 \)
dnorm(1.67) # evalua la densidad \(\eqgref{eq:B.83}\) en \(x=1.67\)
# (\(\mu=0\) y \(\sigma=1\))

rnorm(20) # genera 20 numeros aleatorios de la

# distribucidon normal estandar

Si X es una variable aleatoria normal con media u = 10 y desviacién
estdndar o = 3, entonces

pnorm(4,mean=10, sd=3) #calcula \(P(X\leq 4) \)
gnorm(0.05,mean=10,sd=3) #calcula \(x\) tal que \(P(X\leq x)=0.05\)
dnorm(11,mean=10,sd=3) #evalua la densidad \(\egref{eq:B.83}\) en \(x=11\)
#O\(\mu=10\) y \(\sigma=3\))

rnorm(20,mean=10,sd=3)) #genera 20 numeros aleatorios de

#la distribucidén normal con

#(\(\mu=10\) y \(\sigma=3\))

Si X es una variable aleatoria con distribucién binomial con pardametros
p =0.8 yn =20, entonces

pbinom(12,size=20,prob=0.8) # \(P(X\leq 12)\)
pbinom(12,size=20,prob=0.8, lower.tail=FALSE) # \(P(X\geq 12)\)
gbinom(0.59,size=20,prob=0.8) # valor mas pequeno de \(x\) tal

# que \(P(X\leg x)\geq 0.59\)

dbinom(12,size=20,prob=0.8) # evalua la funcidon \(\eqref{fdp:binomial}\)
# en \(x=12\) con \(p=0.8\) y \(n=20\)
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# 1o que es lo mismo que

# \(P(X=12)\)

rbinom(35,size=20,prob=0.8) # genera una muestra aleatoria
# de wuna poblacidén con

# distribucién binomial de

# parametros \(p=0.8\) y \(n=20\)

Este esquema se repite con las demds distribuciones. La tabla A.1 muestra la
sintaxis de las funciones para las distribuciones de uso frecuente en andlisis
de sobrevida.
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Tabla A.1. Distribuciones de probabilidad con R

Funcién Func Prob. Cuantiles Numeros
Densidad Acumulada Aleatorios
Uniforme

dunif(gq,min,max) punif(q, a, b) qunif(p,a,b) runif(N,a,b)
Normal

dnorm(q,min,max) pnorm(q, 4, ) qnorm(p, g, o) rnorm(N,u, o)
Binomial

dbinom(q,n,pi) punif(q, n, 7) gbinom(p,n,7)  rbinom(N,n,n)
log-normal

dlnorm(q, y, o) pulnorm(q, g, o) glnorm(p,u, o) rlnorm(N, u, o)
Beta

dbeta(q,a, B) pbeta(q, a, B) gbeta(p,a, B) rbeta(N,a, B)
Geométrica

dgeom(q,n) pgeom(q, ) qgeom(p,n) rgeom(N,r)
Gama

dgamma(q,a, )  pgamma(q, @, ) ggamma(p,e, f) rgamma(N,e, )
ji-cuadrado

dchisq(q,gl) pchisq(q,gl) qchisq(p,gl) rchisq(N,gl)
Exponencial

dexp(q,6) dexp(q,6) qexp(p,6) rexp(N,6)

F

df(q,gl1,g12) pf(q,gl1,g12) qf(p,gl1,gl2) rf(N,gl1,g12)
Hipergeométrica

dhyper(q,m,n,k)  phyper(q,m,nk) qhyper(p,mnk) rhyper(N,m,nk)
t-Student

dt(q,gl) pt(q, gh) qt(p, gl) rt(N,gl)
Poisson

dpois(q,1) ppois(q,4) qpois(p,1) rpois(N,1)
Weibull

dweibull(q,8, a) pweibull(q,0, ) qweibull(p,d, a) rweibull(N,8, a)
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Este texto va dirigido para un lector que quiera
conocer y entender los conceptos del analisis
estadistico de datos de sobrevida, como también
el manejoy el uso de herramientas estadisticas,
utiles para la exploracion, descripcion y el analisis
confirmatorio de datos, principalmente del tiempo
hasta la ocurrencia de un evento. El material
estadistico ofrecido en este texto puede ser
empleado por investigadores de varias disciplinas,
pues basta cambiar el escenario de los ejemplos
e ilustraciones, para hacer de este texto un
instrumento de apoyo para areas de afines tales
como el analisis de confiabilidad, analisis del
riesgo, el analisis de degradacion, durabilidad o
longevidad y el control estadistico de calidad. El
rigor matematico usado en el texto es el basico; solo
se requiere de los conocimientos contenidos en un
curso de probabilidad e inferencia estadistica. Se
enuncian los conceptos, definiciones y expresiones
probabilisticas asociadas con los datos de sobrevida.
La estimacion se presenta desde perspectiva
parametrica, no parameétrica y bayesiana. Se
desarrolla el modelamiento estadistico, desde una
vision tanto paramétrica, semi-paramétrica como
bayesiana. Se incluye una introduccion al analisis
de sobrevida de datos multivariados. Se emplea el
paquete R para el desarrollo computacional de las
diferentes técnicas estadisticas asociadas.
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